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Назарий механика педагогика институтларининг «Физика», 
«Физика ва астрономия», «Математика ва физика» ихтисослик- 
ларида назарий физиканинг биринчи бўлими сифатида, «Умум- 
техника фанлари ва физика» кхтисослигида эса бир томондан, 
назарий физиканинг бирнчи бўлими сифатида, иккинчи то- 
мондан эса, умумтехника фанларнинг назарий асоси сифатида 
ўқитилади. «Умумтехника фанлари ва меҳнат» ихтисослигида 
назарий механика умумтехника фанларининг назарий асоси 
сифатида ўқитилиб, у турли хил техник масалаларни ечиш 
учун пойдевор бўлади.

Бу ихтисосликларда ўқиётган студентлар учун ўзбек тили- 
да назрий механикадан дарсликлар ёки ўқув қўлланмаси йўқ- 
лигини ҳамда унга бўлган эҳтиёжни эътиборга олиб, муаллиф- 
лар мазкур ҳўлланмани тайёрладилар. Ушбу қўлланма педагоги- 
ка институтлари учун мўлжалланган программа асосида ёзил- 
ган бўлиб, унда назарий механиканинг кинематика ва дина- 
мика кисмлари кенгроқ, статика қисми эса қисқача баён этил- 
ди.

Қўлланма, асосан, педагогика институтларининг индустри- 
ал-педагогика ва физика-математика факультетлари студент- 
ларига мўлжалланган. Ундан олий техннка ўқув юртларининг, 
шунингдек, университетларнинг физика, геология ихтисослиги 
бўйича таълим олувчи студентлари ҳам фойдаланишлари мум- 
кин.

Мазкур ўқув қўлланмасини яратишда берган кўрсатма ва 
маслахатлари учун муаллифлар УзССР ФА ҳақиқий аъзоси^ 
профессор Т. Рашидовга, / ТошДУ назарийУмеханика./кафед- 
расининг доценти П. Шохайдаровага, қўлланма қўлёзмасини 
ўқиб, унинг сифатини оширишга доир берган фикр ва мулоҳа-
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залари учун профессорлар Э. Б. Абуталиев ва Г. И. Болдин- 
ский, доцентлар, И. Исмоилов, Ж- Камолов, Э. Тўхтасинов 
ўртоқларга, Узбекистон педагогика фанлари илмий текшириш 
институтининг катта илмий ходими X. А. Валиевга ташаккур 
изҳор этадилар.

Педагогика институтлари студентлари учун ўзбек тилида 
ёзилган бу биринчи ўқув қўлланмаси камчиликлардан холи 
бўлмаслиги мумкин. Муаллифлар ўқувчилардан ушбу қўллан- 

лианинг ютуқ ва камчиликлари қақидаги ўзларининг фикр 
-ва мулоқазаларини «Уқитувчи» нашриётига юборишларини сў- 

райдилар.
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НАЗАРИЙ МЕХАНИКА ПРЕДМЕТИ

Назарий механика моддий жисмларнинг мувозанати ва 
механик ҳаракати қонунларини ўрганувчи фандир.

Вақт ўтиши билан жисмларнинг фазода бир-бирига нисба- 
тан ўрин алмаштириши механик ҳаракат дейилади.

Назарий механикада ҳаракат пайтида жисмларда содир 
бўлиши мумкин бўлган шакл ва сифат ўзгаришлари ҳисобга 
олинмайди.

Жисмнинг ҳар ҳандай ҳаракати қаердадир, бирон-бир фа- 
зода ва қачондир, бирон-бир вақтда содир бўлади. Фазо ҳам, 
вақт ҳам ҳаракат билан бир қаторда жисмнинг (кенг маъно- 
да материянинг) борлиқ шаклларидир. Назарий механикада 
фазо бир жинсли ва изотроп деб қабул қилинали, яъни меха- 
ник ҳодисанинг ўтиши (кечиши) унинг қаерида ўтаётганлиги- 
га ҳам, фазодаги қайси йўналишда содир бўлаётганлигига ҳам 
боғлиқ эмас.

Жисмнинг фазода бошқа жисмга нисбатан ҳаракатини ўр- 
ганиш учун шу иккинчи жисм билан координаталар системаси 
(саноқ системаси) боғланади. У ҳолда жисмнинг текширила- 
ётган ҳаракати жисм нуқталарининг танлаб олинган коорди- 
наталар системасидаги фазо нуқталари билан кетма-кет уст- 
ма-уст тушиши орқали белгиланади.

Вақт тушунчаси ҳодисаларнинг навбатдаги кетма-кетлиги- 
ни, уларнинг қанча давом этишини акс эттириб, у ўтмишдан 
келажакка томон боради ва орқага қайтмаслик хоссасига эга. 
Назарий механикада вақт фазонинг ҳар қандай қисмида ҳам 
бир меъёрда ўтади ва у фазо каби узлуксиз хамда бир жинсли 
деб қаралади. Вақт абадий ва чексиздир. Шунинг учун вақт- 
ни чексиз кўп элементлардан иборат тўплам дейиш мумкин. 
Бу тўпламнинг хар бир элементига вақтнинг маълум қиймати 
мос келади.

Шуни алоҳида таъкидлаб ўтиш керакки, фазовий ўлчаш- 
лар учун олинган узунлик бирлиги, воқеаларнинг ўтиш жараё- 
нини қайд қилувчи вақт бирлиги, демак, соатнинг юриши фи- 
зик шароитдан ташқари, ўзларининг бошқа жисмларга нисба-
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тан ҳаракатига ҳам боғлиқдир, яъни улар нисбий характерга 
эга. Чунончи, фазо ва вақт материянинг борлиқ шакллари 
экан, демак, улар ҳаракатдаги материяга боғлиқ ҳолда ўзга- 
ради. Бу ўзгаришлар ёруғлик тезлигига яқин тезликларда ха- 
ракат қилингандагина сезиларли бўлади. Назарий механикада 
улар эътиборга олинмайди.

Механикани ўрганишда реал объектларнинг абстракт об- 
разлари бўлган моддий нуқта, абсолют қаттиқ жисм тушун- 
чалари, куч тушунчаси ва бошқа кўпгина тушунчалар кирити- 
лади. Шулардан баъзиларини кўриб чиқамиз. Қолганлари э^а 
курснинг тегишли жойларида келтирилади.

Конкрет қаралаётган масала учун улчамларининг аҳа- 
мияти бўлмаган, массаси бир геометрик нуқтага жойлашган 
деб тасаввур қилинадиган жисм моддий нуқта деб аталади.

Ҳар бир нуқтасининг вазияти ва қаракати иккинчи бир 
нуқтасининг вазияти еа ҳаракатига боғлиқ бўлган моддий 
нуқталар тўплами механик система дейилади.

Ихтиёрий икки нуқтаси орасидаги масофа ўзгармайдиган 
механик система абсолют каттиқ жисм дейилади. Жисмларни 
абсолют қаттиқ деб ҳисоблаганда, уларда буладиган шакл 
ўзгаришлар назарга олинмайди. Бундай абстрактлаш жисм- 
ларнинг механик ҳаракатпни ўрганишии бирмунча енгиллаш- 
тиради (келгусида жисм деганимизда абсолют қаттиқ жисм- 
ни назарда тутамиз).

Назарий мехника шартли равншда кинематика, статика ва 
динамика қисмларга бўлиб ўрганилади.

Кинематикада жисмларнинг механик ҳаракати уни вужудга 
келтирувчи сабабга боғламай, геометрик нуқтаи назардан 
ўрганилади.

Статика қисмида, жисмга қуйилган кучлар системасини 
қўшиш, кучлар системасини унга эквивалент бўлган система 
билан алмаштириш, кучлар системаси таъсиридаги жисмнинг 
мувозанат шартларини, жисмнинг оғирлик марказини аниқлаш 
масалалари кўрилади.

Динамикада моддий нуқта, механик система ва қаттиқжисм- 
нинг механик ҳаракати шу харакатни вужудга келтирувчи 
сабабларга боғлаб ўрганилади.
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К И НЕ МА Т И К А
I боб . НУҚТА КИНЕМАТИКАСИ 

1-§. Нуқта ҳаракатининг берилиш усуллари

Вақтнинг ихтиёрий пайгида нуқтанинг вазиятини бирор са- 
ноқ системасига нисбатан аниқлаш усули нуқта ҳаракатининг 
берилишусулани, ифодалайди. Бунда саноқ системаси сифатида 
Декарт, цилиндрик, сферик ва ҳ. координаталар системасини 
олиш мумкин. Кўпипча, ҳаракат тўғри бурчакли Декарт ко- 
ордннагалари системасига нисбатан текшириладл. Бу система 
бир.чпнча қулай бўлганлиги сабабли биз ҳам келгусида асосан 
шу системадан фойдаланамиз. Нуқта ҳаракати асосан уч усул- 
да: еектор, координаталар, табиий усулда аниқланади.

Ҳаракатнинг вектор усулида берилиши. Маълумки, ихти- 
ёрий М нуқта вазиятини бирор координаталар си темасига 
нисбатан, учи ушбу нуқтада бўлган, боши эса коордипаталар
бошида булган битта г радиус-вектор билан бир қийматли ра- 
вишда аниқлаш мумкин (1.1-расм). Агар текширилаёгган нуқ- 
та ҳаракатда бўлса, вақт ўтиши билан унинг радиус-вектори 
ҳам мос равишда узининг узунлигини ва йуналишини узгар- 
тириб боради. Демак,

г =  г(1) (1.1)
қонуниятининг берилиши вақтнинг ихтиёрий пайтида текши- 
рилаётган М нуқта вазиятини аниқлаш имкониягини беради, 
яъни нуқта ҳаракатини аниқлайди.-(1.1) тенглама нуқта ҳа- 
ракатининг вектор кўрипишдаги кинематик тенгламаси 
дейилади.

Вақгнинг (и (я, . . .  қийматларида г вектор, мос равиш-
да, г, =  г(/?1), г2 =  г((я), г3 =  г((3), . . .  катталикларга эга бул- 
син (1.2-расм). Бу векторлар учларининг геометрик урни — 
М>ММ2М3 чизиқ радиус-вектор годографи дейилади.

Нуқта траекторияси деб, ҳаракат вақтида унинг фа-
зода қолдирган изига айтилади. Ҳаракатдаги М нуқта ва г 
радиус-вектор учидаги нуқта устма-уст тушгани учун радиус- 
вектор годографи нуқта траекториясини ифодалайди.
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Ҳаракатнинг координаталар усулида берилиши. Нуқта- 
нинг бирор саноқ системасига нисбатан вазиятини шу систе- 
мадаги координаталари орқали ҳам аниқлаш мумкин. 1.1-расм- 
да М нуқтанинг Охуг Декарт координаталари системасидаги
вазияти кўрсатилган. Бунда /, /, к — мос равишда Ох, Оу, 
Ог координата ўқларининг бирлик векторлари. Агар нуқта шу 
танланган системага нисбатан ҳаракат қилса, унинг х, у, г  
координаталари вақтнинг узлуксиз функциялари сифатида ўз- 
гариб боради:

х  =  х((), У =  У(0 . 2 =  г(0 . , (!-2)
Шундай қилиб, (1.2) ҳам (1.1) га ухшаш нуқта ҳаракатини 
аниқлайди. (1.2) тенгламалар нуқта ҳаракатининг координа- 
талар кўринишидаги кинематик тенгламалари дейилади.

М нуқтанинг х, у, г  координаталари шу нуқта радиус-век- 
торининг координата ўқларидаги проекцияларидир. Бинобарин,

т* =  х1 “ф у/ гк (1.3)
муносабат ўринли бўлади. (1.3) ифода нуқта ҳаракати бери- 
лишининг координаталар усулидан вектор усулига ва вектор 
усулидан координагалар усулига ўтишни белгилайди. (1.2) 
тенгламалар ўз мазмуни жиҳатидан траекториянинг / пара- 
метрга нисбатан параметрик тенгламаларидир, Улардан па- 
раметр Ь ни йўқотиб, траекториянинг

А(х, у) =  0, /*(г, у) =  0 ( 1.4)
кўринишдаги тенгламаларини ҳосил қилиш мумкин.

Нуқта текисликда ҳаракатланса, унинг ҳаракатини қутб 
координаталари системасида аниқлаш кўп ҳолларда қулай- 
лик туғдиради. 1.3-расмда М  нуқтанинг текисликдаги вазия- 
тини аниқловчи қутб радиуси г ва қутб бурчаги 9 курсатил- 
ган, бунда 9 бурчакнинг мусбат йўналиши сифатида соат 
стрелкаси йўналишига тескари бўлган йўналиш қабул қилина- 
ди. Ҳаракатдаги нуқта учун қутб радиуси ва қутб бурчаги 
вақтнинг бирор узлуксиз функцияларидир:

г — г(1), 9 =  т (0  (1.5)
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Бу тенгламалар ҳам нуқта ҳаракатининг координаталар кўри- 
нишидаги тенгламаларидир. (1.5) дан  ̂ ни йўқотиб, траекто- 
риянинг қутб координаталари системасидаги

г =  г(у)
тенгламасини ҳосил қилиш мумкин.

Ҳаракатнинг табиий усулда берилиши. Баъзи пайтларда 
ҳаракати текширилаётган нуқтанинг траекторияси аввалдан 
маълум бўлиши мумкин. М нуқтанинг берилган М'М" траек- 
ториясида бирор О нуқтани саноқ боши деб олиб, мусбат ва 
манфий йуналиш танлайлик (1.4-расм). Нуқтанинг саноқ бо- 
шига нисбатан ёй координатасини 5 орқали белгилайлик. У 
ҳолда нуқтанинг траектория бўйлаб ёй қоординатасининг ўз- 
гариш қонуни:

5 =  5( )̂ (1.6)
маълум бўлса, нуқтанинг ҳар ондаги ҳолати тўла аниқ бўла- 
ди. Шундай қилиб, агар: 1) нуқта траекторияси; 2) траекто- 
рияда саноқ боши сифатида қабул қилинган нуқта; 3) ҳаракат- 
нинг мусбат ёки манфий йўналиши; 4) нуқтанинг траектория 
буйлаб ёй координатасининг ўзгариш қонуни, яъни (1.6) ифо- 
да берилса, ҳаракаг тўлиқ аниқланади. Ҳаракатнинг шундай 
аниқланиши ҳаракатнинг табаай усулда бералаша дейнлади

Ҳаракат берилишининг куриб утилган бир усулидан иккин- 
чи бир усулига ўтиш мумкин. Масалан, ҳаракат (1.2) тенгла- 
малар билан берилган бўлсин. Ҳаракаг берилишининг табиий 
усулига ўтишни кўрайлик. (1.2) тенгламалардан I параметрни 
йўқотиб, траекторияни аниқловчи (1.4) тенгламалар ҳосил қи- 
линади. Траекторияда саноқ бошини белгилаш учун (1.4) тенг- 
ламалардан бирор, масалан, х ўзгарувчига х  =  х 0 қиймат бе- 
рилади. Қолган ўзгарувчиларнинг қийматлари у0. го эса маз‘ 
кур тенгламалардан топилади. х 0, у0, г0 координаталар билан 
белгиланувчи О нуқта саноқ боши сифатида олиниши мумкин. 
О(х0, у,, г0) нуқта ҳаракатдаги нуқтанинг траекторияда вақт- 
нинг бирлр Ь = Ь0 моментида эгаллаган ўрнига мос келади. 
(Умуман, траекторияда саноқ бошини танлаш ихтиёрийдир. 
Одатда, саноқ боши сифатида ҳаракатдаги нуқтанинг Ь =  0 
вақтдаги траекюрияда ётувчи ҳолати олинади. Буидай нуқта
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(1.2) тенгламаларда ( = 0 деб олиб топилади. Равшанки, саноқ 
боши сифатида олинган бу нуқта учун 5 =  0 бўлади.

Нуқтанинг траекюрия бўйлаб ҳаракат қонунини топайлик. 
(йз)2 =  (йх)2 +  (с1у)2 +  (с1г)2 булганидан с1з = У х ‘ +  ў* +  РсМ. 
* = 0 да 5 =  0 деб олсак,

I __________
5 =  ] ' / .* -  + ў3 +  г*п7 (1.7)

о
г, й х  . й у  . й гбулади. Бу ерда х  = —, у = —, г = —.

й1 й (  й1

(1.7) интегрални ҳисоблаб, нуқтанинг траектория бўйлаб ҳа- 
ракатланиш қонуни топилади. Ҳаракатнинг йуналиши эса (1.7) 
ифодада илдиз олдидаги ишора билан белгиланади.

1-масала. М нуқта ҳаракати г =  (2( +  \)1 -р (2 — Зг!)/ тенг- 
лама билан ифодаланади (г—метрда,/ — секундда ўлчанади). М 
нуқта траекторияси аниқлансин ҳамда ҳаракат бошлангандан 
сунг қанча вақт ўтгач, у абсцисса ўқида бўлиши топилсин.

Ечиш (1.3) муносабатга кура, масала шартидан нуқта ҳа- 
ракатининг координата усулида

л; =  2^ + 1, у =  2 — 3(, 2 =  0 (1)
тенгламалар билан берилиши келиб чиқади. Нуқта траекто- 
риясини топиш учун (1) системадан вақт ( ни йўқотшц керак. 
Бунинг учун (1) нинг биринчисини ( га нисбатан ечамиз:

(2) ифодани (1) нинг иккинчи тенгламасига қуйсак,
2у +  3* =  7 (3)

тўғри чизиқ тенгламаси ҳосил бўлади. Е+ 0 бўлиши шартидан 
(2) дан х > \  келиб чиқади.

Шундай қилиб, М нуқта траекторияси 2у +  3х =  7, дс>1 
тенгламалар билан ифодаланувчи Л^Л' нурдан иборат (1.5- 
расм). Нуқта (=0 вақтда координаталари х=1, у=2 дан ибо- 
рат М0 ҳолатда булади.

Нуқта абсцисса уқида бўлганида: у=0. Бинобарин, 2—3^=0
тенгликдан ( =  —с вақтда нуқта 3

абсцисса ўқида бўлишини
о Iва х  =  2 — м эканлигини топамиз. з

2-масала. Нуқта радиуси г бўлган айлана бўйлаб соат 
стрелкаси йуналишига тескари йуналишда з = к( қонунга кўра 
ҳаракатланади (6 =  соп51). Ох горизонтал ўқ нуқтанинг бош- 
ланғич ҳолатидан ўтади деб қараб, координата боши айлана 
марказидан ўтувчи хОу системага нисбатан нуқтанинг хара- 
кат қонуни топилсин.

Ечиш. Координата бошини г радиусли айлана марказида
ю
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1.6- расм.

олиб, хОу координата системасини утказамиз (1 6-расм). Ма- 
сала шартига кура нуқта траекториясида саноқ боши учун О, 
нуқта мос келади. О, саноқ бошидан траектория бўйлаб соат 
стрелкаси ҳаракатига тескари йуналишни мусбат йўналиш 
деб оламиз.

0,М  =  з = к( қонун бўйича ҳаракатланувчи М нуқта коор- 
динаталарини х, у билан белгилаймиз: х  — ОЬ, у = 1М. М
нуқта ҳаракатланганда унинг координаталари <р =  0,0/И бур- 
чак функцияси сифатида узгаради. Тўғри бурчакли ОЬМ уч- 
бурчакдан:

01  =  ОМ соз <р, 1М =  ОМ з1п <р ёки х  =  г соз <р, у=  г 51п <р. 

Ёй узунлигини ҳисоблаш формуласига кўра 0,/И =  г<р; бундан
оТм к(

Ч — - 3—г г

Шундай қилиб, М нуктанинг хОу координата системасига 
нисоатан ҳаракаг қонуни х  = г с<а —, ў =  г з т — тенгламалар 
билан аниқланади.

2-§. Нуқтанинг тезлик вектори

Нуқта ҳаракатини характерловчи муҳим катталиклардан 
бири унинг тезлигидир. Ҳаракаг вектор, координата ва табиий 
усулларда берилганда тезлик қандай аниқланишини курайлик. 

Нуқта ҳаракати (1.1) вектор тенглама:
г =  г(()

билан берилган бўлсин. Фараз қилайлик, ҳаракятдаги нуқта 
вақтнинг -бирор I пайтида г ради^с-вектор билан аниқланувчи

П
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М вазиятда бўлсин (1.7-расм). (̂  =  ( +
4- вактда эса шу нуқта г, =  г(( +  М) 
радиус-вектор билан аниқланувчи Мх 
вазиятни олсин. У ҳолда нуқта радиус- 
векторининг М  вақт оралиғида ўзгари-
ши Дг — гх — г вектор билан белгилана-
ди. Дг векторнинг М вақтга нисбати 
нуқтанинг шу вақт оралиғидаги ўрта-
яа тезлик вектори г»ур дейилади, яъни

Д г
А(

( 1 .8 )

(1.8) дан кўрамизки, М  скаляр ифода бўлгани учун 1'*р 
вектори Аг буйлаб йўналади.

Ўртача тезлик векторининг М нолга интилгандаги ли- 
мити нуқтанинг тезлик вектори дейилади. Тезлик вектори-
ни V билан белгиласак, таърифга кўра:

~  .. Дг аг  . -  й г  -’*• ..V =  1ют —  =  — еки ч)= — =  г (1.9)
0 А1 й( й(

А/-*0 да М х нуқта М га интилиб, ь чр вектори ҳаракат траек- 
ториясига М  нуқтада ўтказилган уринма бўйича йўналишга
интилади, бинобарин, V тезлик вектори ҳам ҳаракат тра- 
екториясига М нуқтада ўтказилган уринма бўйияа йўна- 
лади.

(1.9) дан тезлик ўлчамини ҳосил қиламиз:
. . _  узунлик _  м

Нуқта ҳаракати координаталар усулида (1.2) тенгламалар: 
х  =  х{(), у =  у((), г =  г(()

билан берилган бўлсин. (1.3) га асосан

г =  х(()-( +  у(() •/ +  г(() -к
бўлиб, (1.9) ни эътиборга олсак,

й х - г  , йу  , й г  т
ю = —  I Н— - )  Н----- к

й( й( а(
( 1. 10)

келиб чиқади. V векторнинг координата ўқларидаги проекция- 
ларини юх, г у, юг орқали белгиласак, (1.10) ифодани коорди- 
ната уқларига проекциялаб,

йхТ)„= - =<п
йу йг

*у — -г  =  у> г’г =  т :<11 й(
( 1. 11)
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г V

7

гоў.р

1.8-расм

ни ҳосил қиламиз. Демак, нуқта тезлагининг бирор ўқдаги 
проекцияси нуқтанинг шу уққа мос келувяи координатасининг 
ўзгариши қонунидан вақт буйича олинган бирити ҳосила- 
га тенг. У ҳолда тезлик векторининг модули вн йўналиши 
қуйидаги тенгликлардан топилади:

Нуктанинг турли пайтдаги тезлик векторларининг бошлари 
бир нуқтага келтирилганда, шу векторлар учларининг геомет- 
рик ўрнини туташтирувчи эгри чизиқ тезлик вектори госо- 
графи дейилади.

М нуқта Охуг координаталар системасига нигбатан ҳара-
катланиб, I, пайтларда мос равишда V ,  т/ц -аа тезлик-
ларга эга бўлсин (1.8-расм, а) 0,х,у,г, координагалар систе- 
маси олиб, бу тезлик векторлари бошларини О, нуқтага кў- 
чирсак (1.8-расм, б), уларнинг учлари £, /-а нинг геомет-
рик урни тезлик вектори годографини ифодалайди. Таърифга 
кура, /. нуқта координаталари (лг,, у и г,) тезлик векторининг 
0 ,х ,у ,г, координаталар системаси ўқларидаги проекцияларини 
ифодалайди:

Агар Охуг ва 0,х,у,г, координата системалари ўқларини мос 
равишда параллел қилиб олсак,

булиб, тезлик вектори годографининг параметрик тенглама- 
ларини

| - л С 0 5 1V ,

Х\ =  ®.. =  2, = ^

куринишда ифодалаш мумкин.
Х\ =  X, у, — у, г, = г
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гг

1.9- расм.

Нуқта тезлигини ц^тб 
координаталари системабида 
аниқлашни кўрайлик. Нукта- 
нинг ҳаракати(1.5) тенгламалар:

г= г(0 . ? =  »(*) 1

билан берилган бўлсин. г =  г • г0 
векторни киритамиз (1.9-расм)
Бу ерда г0 билан г кутб радиу- 
си йўналишини белгиловчи бир- 
лик вектор белгиланган. У ҳолда

-*■  йг а ,
V  =  -----  =  — ( Г  • Гп) =

а< <и1 ''

йг-* . 
а , Го +  Г '

аг_а
а , ' (П 4)

(1.14) тенгламадаги йга „ — ,,— векторни аниқлаимиз. г0— бирлик век-

тор бўлгани учун г„ -г0= 1 .  Охирги ифодани дифференциал-

ласак, 2 ^ - . г 0 =  0. Бинобарин, —  вектори г0 векторига пер- 
а, а,

пендикуляр экан. У ҳолда <р бурчак усишига мос келувчи, г0 
га перпендикуляр бўлган /?0 бирлик вектор киритсак,

йг0 
й, '

йг0\
и 1 Ро

ифода ўринли бўлади. Шунингдек,
йг 0
а.

йу
Ъ’

Ҳақиқатан, ЕЮ  тенг ёнли учбурчак бўлганидан

Д«р.

У ҳолда

8|о

| а70| =  2 !Г0| . 81п ^ = ^ | -

Дф

=  Н т
Дг0

Д/-+0 Д!
=  Пт Д? йу

Д?/2 м - о М
Демак,

(1.15) га кўра (1.14) қуйидагича ёзилади:

Г̂р   фр ^
й( й( '

'  йг Д!?-*г , _ - . г 0 +  г^ /7 0.
14

(1.15)

(1.16)
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(1.16\) дан кўринадики, V тезлик вектори иккита тезликнинг 
геомвтрик йиғиндисидан иборат экан. Улардан бири

бўлиб! радиал тезлик дейилади ва у қутб радиусининг 
вақтга нисбатан узгариш тезлигини характерлайди. Ик- 
кинчиси

бўлиб, кўндаланг (трансверсал) тезлик дейилади. Радиал ва 
кўндаланг тезликлар бир-бирига перпендикуляр бўлгани учун 
тўла тезликнинг катталиги қуйидагича аниқланади:

" - / ( й Г + Н ) ’

Механиканинг махсус бўлимларида, айниқса астрономияда 
муҳим аҳамиятга эга бўлган секториал тезлик тушунчасини 
киритамиз. Нуқтанинг Д£ вақт оралиғида чизган ОММ , секто- 
ри юзасини До орқали белгилаймиз. Тақрибан бу юза ОММ, 
учбурчакнинг юзасига тенг, яъни

Дз =  | До | як  -1 | г  X  Аг I

Д о вектор г ва Дг векгорлар кўпайтмасининг ярмига тенг бў- 
либ, у вектор юза деб юритилади. Унинг йўналиши вектор кў- 
пайтма қоидаси билан белгиланади. Вектор юзанинг Д̂  вақтгй 
нисбатини тузиб, бу нисбатдан М  ни нолга интилтириб лимиг 
ҳисоблаймиз:

Вгп
д<-0 А( = Пш — [ г  X —) =  — [ гХВш — 

д/-.о 2 V / 2 V д/ -о
V).

Бу тенгликда Иш — = — бўлгани учун, ундан 
д*-о д I <и

| = 7 (7 х 7 )

қелиб чиқади. катталикка секториал тезлик дейилади. Уни 
~ ̂

орқали белгилаймиз. Шундай қилиб

»1.18)
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Секториал тезликнинг модули қуйидагича булади:

V =  -)-гузт(г, V )  = ] - г ^ р =  -  г2— = — г2-<0 ,  0-19)
• 2 2 р 2 Ш ‘2 I

бу ерда <о — —. 1
Ҳаракати табиий. усулда берилган. нуқтанинг гАезлак 

еекторини аниқлашни кўриб чиқамиз:
ҒЛ*, У, г) =  0, Ғ2(х, у, г) = 0 (1.20)

тенгламалар Декарт координаталари системасида нуқта траек- 
ториясини, 3 = 5(1) эса нуқтанинг траектория бўйлаб ҳаракат
қонунини ифодаласин. Нуқтанинг г радиус-векторини 5 нинг
функцияси дейиш мумкин. У ҳолда г векторни 1 вақтнинг 
мураккаб функцияси деб қарасак,

йг <1г <1х
<и а* <п '  '

бўлади. Бунда
й г

й з

Д гиш —
д.у_*о Дя (б)

Лекин Аҳ ёйни туташтирувчи Аг векторнинг шу ёйга нисбати- 
дап Д5 ёйни нолга интилтириб олинган лимит траекторияга ўт- 
казилган уринманинг бирлик векторини беради. Бу векторни 
— *
хорқали белгилаймиз (1.10- расм):

Нш — ( 1.21)

<б! ва ( 1.21) муносабатларни эътиборга олиб, (а) нп қуйида- 
гича ёзамиз:

г ) = - . т = п .  (’ .22)<и

Бирлик вектор т доимо, ҳаракат йўналишидан қатъи на- 
зар, нуқта траекюриясига утказилган уринма буйича саноқ 
бошидан нуқтагача бўлган мьсофанинг ўсиши томон йуналади.
Ҳақиқатан дз>  0 да т ва йг векторлар бир хил йўналган бў-
либ, йг масофанинг ўсиши томон йуналади. Агар нуқта тра- 
ектория бўйлаб саноқ боши томон ҳаракатланса йз< 0; шунинг
учун т ва йг бир-бирига карама-қарши йўналиб, йг — масо-
фанинг камайиши томон, т эса мвсофанинг усиши томон йў- 
налади.
16
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\Шундай қилиб, 5 >  0 да V вектори —► —*
т б1уйича, 5 <0 да эса т векторига тес-
кар^ йўналар экан. 1.10-расмда 8 > 0
қол Учун V векторнинг йўналиши кўр- 
сатилган.

V = 8 нуқта тезлигининг алгебраик 
қиймати дейилиб, тезликнинг ҳаракат 
траекториясига уринма ҳолда ўтказил-
ган т вектор йўналишидаги проекцияси 
деб каралиши мумкин. Демак, нуқта 
тезлигининг алгебраик қиймати тра- 
ектория бўйлаб ёй координатасиминг 
узгариш қонунидан еақт буйта олин- 
ган бирити ҳосилага тенг.

3- масала. Нуқтанинг ҳаракати

1.10 расм.

У = соз2/, 0 < / < - ^ ( 1 )

тенгламалар билан ифодаланади (х , у — метрда, / — секундда 
ўлчанади). Нуқта траекториясиД = ~ с  пайтдаги тезлиги ва
тезлик годографининг тенгламаси топилсин.

Ечиш. Нуқта траекториясини топиш учун (1) тенгламалар 
системасида вақт ( ни йуқотиш керак. Маълумки, 1 +  =
=  5ес! а = —— ёки с о з2 а =  ---- !---- . Шунинг учун (1) дан у =С053 а 1 + а
= со52 / = ---------- . ёки у = -----  траектория тенгламаси келиб

1 + 1̂  7 1+лс*
чиқади (1.11- расм).

Нуқта тезлигини (1.11) — (1.13) формулалардан фойдаланиб 
аниқлаймиз:

1ъх = х =  -----,
соз2г

/  2 \ *Г 
V  =  у  V., -ф X»; =-

281П I- С08

51П!2/ =

/ =  — з!п 21.

1 +■ з1п‘ 2( соз4 (
С 0 5 2 (

(3 )

/ = — да: V ,  = 2 м/с,4
•»,, = — 1 м/с, V = \/ 5 »  2,24 м/о 

С05(тг, х) =  =  0,8928,

соз(гг, у) = =  —0,4464.
Бу вақтда нуқта расмда кўр- 
сатилган М ҳолатда булади.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Тезлик годографи тенгламасини топиш учун (2) ни

х, =  ъх= — у, = ц = — 2 81П/С03/ 43)
С 0 5 г I у '

кўринишда ёзиб, улардан вақт I ни йуқогамиз.
(3) нинг биринчи тенгламасидан:

х ,  =  V

(4)

0 <  I <  да зIп  ̂>  0 бўлгани учун 31п / =  У \ — соз2 * * * */. Нати- 
жада (4) ни эътиборга олиб, (3) нинг иккинчисидан

У1= - 2 | / 7 1 Х\ V х\
тезлик вектори годографи тенгламасини ҳосил қиламиз.

4- масала. Нуқта шундай ҳаракатланадики, унинг радиус- 
вектори буйича силжиш тезлиги узгармас га тенг, радиус- 
вектор эса О қутб атрофида со0 ўзгармас бурчак тезлик билан 
айланади: ( =  0 да г = 0, ср =  0.

Нуқта траекторияси генгламаси ва тезлигининг ўзгариш қо- 
нуни топилсин.

Ечиш. Масалани қутб координаталар системасида ечамиз. 
Масала шартига кўра, нуқта радиус-вектори миқдори г =  т;п-/ 
тенгламага мувофиқ, йуналиши эса ср =  ш0/ қонунга кура ўз- 
гаради.

Бу икки ифодадан / ни йўқотиб, нуқта траекториясини ҳо- 
сил қиламиз:

(1)тенгламаАрхимед спирали деб аталувчи чизиқни ифодалайди. 
Нуқта тезлигини (1.17) формуладан фойдаланиб аниқлаймиз:

Шундай қилиб, кўрилаётган масалада нуқта тезлигининг 
вақт бўйича узгариш қонуни (2) формула билан аниқланади.

3-§. Дифференциал геометриядан баъзи тушунчалар

Нуқтанинг тезланишини аниқлашга ўтишдан аввал бунда 
қўлланиладиган дифференциал геометриянинг айрим тушунча- 
ларини куриб чиқамиз.

фазовий эгри чизиқда бир-бирига қўшни М ва 44, нуқ- 
талар олиб, М нуқтада берилган чизиққа МЕ уринма ўтказай-
лик (1.12- расм). МЕ уринмада олинган бирлик векторни т 
билан белгилаймиз. УИ, нуқта ва т орқали ўтказилган текис-

0 )

( 2 )
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www.ziyouz.com kutubxonasi



1. 13- расм.

ликнинг Му нуқта М га интилгандаги вазияти ёпшима текис- 
лик  ёки эгрилик текислиги дейилади.

М нуқтадан утувчи ва т уринмага перпендикуляр туғри чи- 
зиқлар эгри чизиқнинг М нуқтасидаги нормаллар дейилади; бу 
нормаллар ётувчи текислик нормал текислик дейилади. Ёпиш- 
ма текислигида ётувчи нормаль боиг нормаль дейилади, бош
нормалнинг бирлик векторини п билан белгилаймиз. Бош нор- 
малга перпендикуляр бўлган нормаль бинормаль дейилади,
бинормаль бирлик вектори, одатда, Ь билан белгиланади. Ь 
вектор шундай йўналтириладики, т, п ва Ь орқали ўтказил-
ган система ўнг системани ташкил этсин; т, п, Ь орқали ўт- 
казилган координата системаси табиий координата система- 
си дейилади. Эгри чизиқнинг бир нуқтасидан иккинчи нуқта- 
сига утилганда табиий координата системаси ўз йўналишини 
ўзгартиради.

Нормал ва ёпишма текисликларнинг ҳар қайсиСига перпен-
—► ->

дикуляр бўлган текислик, яъни т ва Ь орқали ўтказилган те- 
кислик тўғриловш текислик дейилади.

ЛУУ эгри чизиқнинг узаро қўшни бўлган М ва УИ, нуқтала-
рида шу чизиққа ўтказилган уринмалар бирлик векторлари т -> ♦ —*
ва т, бўлсин (1.13-расм). т ва т, векторлар орасидаги бур- 
чакни Д0 билан белгилаймиз. Д0 бурчак эгри чизиқнинг Дҳ= 
=  ^М М Х оралигида вектор йўналишининг ўзгаришини ифода-

Д0лайди ва оралиқ буряаги дейилади. Ь9р= — эса ММ, ёйнинг
уртаяа эгрилиги дейилади. Ўртача эгриликнинг М х нуқта М 
га интилгандаги (Д5^0  даги) лимити эгри яизиқнинг М нуқ- 
тадаги эгрилиги дейилади ва к билан белгиланади:

А = М т — . (1.23)
Дз
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Эгри чизиқнинг бирор нуқтасидаги эгриаигининг тескари м^қ- 
дори эгри чизиқнинг шу нуқтасидаги эгрилик радиуси дейи- 
лади. Эгрилик радиусини р билан белгиласак, таърифга би- 
ноан

(1.24) формуладан фойдаланиб, айлана эгрилик радиуси 
айлана радиусига тенглигини, тўғри чизиқ учун р = оо були- 
шини топиш мумкин.

Ҳаракатдаги нуқтанинг тезланиши вектор катталик бў- 
либ, у тезлик векторининг вақтга нисбатан ўзгариш тез- 
лигини ифодалайди. Ҳаракати вектор, коорлината ва табиий 
усулларда берилган нуқтанинг тезланиш векторини аниқлаш- 
ни кўрайлик.

Цуқтанинг ҳаракати г = г(() тенглама билан вектор усул- 
да берилган бўлсин. Вақтнинг бирор ( пайтида ҳаракатдаги нуқ-
та М вазиятда булиб, тезлиги V бўлсин. &( вақт ўтгандан
сўнг, у траекторияда УИ, вазиятга ўтиб, тезлиги г»,'’ бўлсин.
Тезликнинг &( вақт оралиғида ўзгаришини ифодаловчи Ас =
= •»,—'« векторни тузамиз (1.14- расм). Бунинг учун ри век- 
торни ўз-ўзига параллел равишда М нуқтага кўчириб, бир то-
мони V, диагонали эса бўлган параллелограмм ясаймиз. Шу

У ҳолда (1.23) ни қуйидагича ёзиш мумкин:

(1.24)

4-§. Нуқтанинг тезланиш вектори

ҳаракатдаги нуқтанинг А( 
вақт оралиғидаги ўрта- 
яа тезланиш вектори

1.14 расм.

Равшанки, ўртача тезла- 
ниш вектори Л» вектор 
бўйлаб йўналади. Ўртача 
тезланиш векторининг 
нолга интилганда! и ли-
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мити нуқтанинг тезланиш вектори дейилади; уни •т билан 
белгилайлик:

•т =  11 гп — = — . д<_̂ о (Н
(1.9) ни эътиборга олсак, қуйидаги келиб чиқали:

- _  (IV  _  О Г

~ аг ~  I и8 (1.25)

V ва \г' векторлари орқали ўтказилган параллелограмм текис- 
лигининг А/ -* 0 лаги вазияти М нуқтада утказилган ёпишма
текислик билан устма-уст тушади. т9р вектор шу параллело-
граммда ётгани, ио эса тў1, нинг А( -*■ 0 даги лимити булгани 
учун тезланиш вектори ёпишма текисликда ётади ва траекто- 
риянинг ботиқ томонига йуьалади.

Нуқта ҳаракати координаталар усулида
х = х{(), у = у((), г  = г(()

тенгламалар билан берилган бўлсин.
Нуқта тезлигини унинг координата ўқларидаги ташкил 

этувчилари орқали ифодалаймиз:

V  = о х 1 +  -г

Буни (1.25) га қўямиз:
-*• (IV у (IV. т*
1Ю =  --- - I +  --- У/  Н------‘ « .сИ й1 (II

Тезланишнинг координата уқларидаги проекцияларини ту, 
билан белгилаб, (1.11) формулаларни эътиборга олиб, охир- 

ги тенгликни координага уқларига проекциялаймиз:
й  V .

=  X ,  1Юу =
(IV  „  ( IV ,

= --- - =у ,  ™г =  —-(и у г си
= г (1.26)

Демак, нуқта тезланишининг бирор ўқдаги проекцияси шу 
нуқта тезлигининг берилган уқдаги проекқияси ўзгариши қо- 
нунидан вақт буйияа олинган бирити ҳосилага ёки нуқта- 
нинг тегишли координатасидан вақт бўйияа олинган ик- 
киняи тартибли ҳосилага тенг экан. Тезланиш векторининг 
модули ҳамда йўналиши қуйидаги муносабатлардан топилади:

тю= тю* +  1Юу +т\ = V V* +  юу +  юг = )/ х ‘ уа г ‘, (1.27) 

соз(та, () = — , соз(те),/') = - -  . соз(та, к)=  — . (1.28)до ДО Ш
Нуқта текистикда ҳаракатланиб, унинг ҳаракати қутв 

координаталарида берилганда тезланиш векторини аниқлаш-
21
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ни кўрамиз (1.9-расм). р0 ва г„ векторларининг йуналишлари 
ўзгарувчи эканлигини эътиборга олиб, (1.16) формула билан
аниқланувчи V тезлик векторидан вақт буйича қосила оламиз:

->■ <П ' а 2г  , й г  (1г,' . а г  й у - *  . Лв а р 0 .1 оп \■ш = —  = — Г0~\---------- ь -----1 р0 +  г — р0 н- г -  . 1 29ас ас й( й1 ас ас* 1 ас ае
Маълумки, бирлик вектордан олинган ҳосила унга перпенди- 
куляр бўлган векторни беради:

->Аго, __ йъ
ас ~ асРо' (1 30)

Бунда р0 вектор г0 векторга нисбатан соат сгрелкаси ҳарака- 
тига тескари йўналишда «/2 бурчакка бурилган булиб, бу бур-

—>
чак сс нинг ўзгариши билан ўзгармайди. Демак, агар р0 век-

►
тордан ҳосила олсак, бу ҳосила р0 га перпендикуляр булган 
векторни ифодалайди:

арл
<11

(131)

(1.30) ва (1.31) ни назарда тутиб (1.29) тенгликни қуйидаги- 
ча ёзамиз:

• а2г , аг а<е , аг а<о , а*»и> = —  г0Н----- - р  о Н--------• р0+ г —ас* асас 0 а< ас ас*
/а<а\*-*

<1*Г

<а3
+  2 С С С !\р 0.

ас ас)

Ш) вектор иккита векторнинг геометрик йиғиндисидан иборат 
буляпти. Уларни мос равишда теу ва тр орқали белгилэймиз:

а1 ?иог = 

У ҳолда

а2г
а<! 1Ю

, а*? п а г а * \ - ~
■=(г ^ ^ 2 а<7<Г' (1.32)

11) =  1ЮГ =  11)р .

ку радиал тезланиш вектори, иор эса кўндаланг (трансвер-
сал) тезланиш вектори дейилади. (1.32) дан п)г ва и)р век-
торлари мос равишда г0 ва р0 векторларига коллинеар эканлиги - ► —►
кўринади. тг билан и)р ўзаро перпендикуляр бўлгани учун
и) тула тезланиш векторининг модули қуйидаги формуладан 
аниқланади:

11) =  т Г +  Юр (1.33)
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6

1. 15- расм.

Нуқта ҳараката табиий усулда берилган бўлиб, у 5 = 
= /(/) тенглама билан ифодалансин (1.15-расм, а). М нуқта- 
дан табиий координата ўқлариии ўтказамиз. (1.22) формулага 
кура:

V  =  $г =  V  • X.
Буни (1.25) га қўямиз:

чю= — (г)г)= — г + т ;— . (1.34)
йг й1 сН

(1.34) даги — ни ҳисоблаймиз:й(
</г
й( = Чт — . 

д/_*.о Д/
Аввал бу лимит модулини, сўнг йўналишини топамиз. Бу- 

нинг учун М нуқтада қурилган ЕМК учбурчакни қараймиз.
ЕМҚ =  Д0, \лА1М, = йз деб белгилаймиз: МЕ = МК= \ бўлга- 

нидан МЕ)±ЕК , ЕМО=  - ,  = ! М .  д£7И« дан: ] Дх ) =
п . 41 у  2 2= 2 8Ш —. У ҳолда

=  П т
Дх =  11т

Дт Л0 Д5 11 3
(Л

Л0 д$
<и | Д/-*0 д/ Д^= Д0 Д5 м д/-о  I А9/2 Д5 л/

Маълумки, Пш
Д8_>0

Д0 
з!п - 

2
Д0/2 = 1. Пш —

дг_»е I з/
= г). (1.24) га биноан,

П т  | Д6
Д4-».0 I Д«

Демак, й х 
й(

V

9 '
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— нинг йўналиши Дх нинг А1 ->0 даги лимити вазиятига мос <и
келади. п _|_ т, МО_]_Аъ бўлгани учун п, Дт = Е М О =  ^;А?-+  

-*0 да — 0. Бинобарин, нинг йўналиши я билан мос
келади.

Натижада қуйидаги ҳосил бўлади:

а-
и

Шундай қилиб, (1.34) қуйидагича ёзилади:

ио = —  т
Л1 (1.35)

(1.35) ни табиий координата ўқларигапроекциялаб, тезланиш- 
нинг шу ўқлардаги проекцияларини аниқлаш мумкин:

(IV " V2 з2 „ . 0„ ч= — = з, тп = -  = ■о)„ = 0. (136)
а  Р р

(1.35) нинг ўнг томонидаги биринчи ҳад нуқтанинг уринма 
тезланиши дейилади:

тю. (1.37)

Уринма тезланиш нуқта тезлиги миқдорининг ўзгаришини
*

ифодалаб, —> 0  да а>- нинг йуналиши т билан бир хил,

— < 0  да тМъ вектор т га қарама-қарши йуналади (1.15- а(
расм, б).

■—> в«2 —̂
тп= — п (1.38)

р
нуқтанинг нормал тезланиши дейилади. Нормал тезланиш 
т.езлик йўналишининг ўзгаришини ифодалаб, у бош нормал
бирлик вектори п билан бир хил йуналади.

Уринма ва нормал тезланишлар миқдорлари (1.36) форму- 
лалардан топилади. (1.37) ва (1.38) га кўра (1.35) қуйидагича 
ёзнлади:

тю = ъу, 4- тп, (1.39)

яъни, эгри иизиқли ҳаракатдаги нуқта тезланиши уринма 
ва норма,л тезланишларнинг геометрик йиғиндисига тенг.
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“ ►  Л ■ ^
(ш,, шп) = 90° бўлгани учун тезланиш 

формула билан топилади:

/ 2 2 ш, тю„.

миқдори қуйилаги

(1.40)

Тезланиш йўналиши унинг бош нормал п билан ташкил қил- 
ган [а бурчаги орқали аниқланади:

[л = агс1д — . (1.41)

Агар «қ = 0, и;п =  0 бўлса, нуқта тезлигининг миқдори ва 
йўналиши ўзгармай, у туғри чизиқли текис ҳаракатда (хусу- 
сий ҳолда тинч ҳолатда) бўлади.

0, 2юп = 0 ҳолида нуқта тўғри чизиқли ўзгарувчан ҳа- 
ракатда бўлади, агар бир онда л)п = 0 бўлса, нуқта умуман 
эгри чизиқли ҳаракат қилиб, шу онда траекториянинг буки- 
лиш нуқтасида бўлади.

®т= 0, 0 да нуқта 8 = ?0+тУ қонунга кўра текис ҳа-
ракат қилади.

■ау, =  соп81, шпф0 да эса нуқта эгри чизиқли текис ўзгарув- 
чан ҳаракатда бўлади; бу ҳолда яқ = ^  = С ни интеграллаб,
эгри яизиқли текис ўзгарувчан ҳаракатда тезликни ва эг- 
ри чизиқли текис ўзгарувчан ҳаракат қонунини ифодаловчи 
тенгламаларни ҳосил қиламиз:

» =  0̂ +  ™,/, (1.42)
т №

з =  5 0 + ъ01 + — . (1.42)

5-масала. Нуқта радиуси 800 м бўлган айлана ёйи бўйлаб 
текис уз!арувчан ҳаракат қилади. Унинг бошланғич тезлиги 
Т10 =  5 м/с булиб, з = 800 м масофани ўтгандан кейинги тезлиги 
Ът =  15 м/с.

Нуқтанинг бошланғич тезланиши та0, 800 м масофани ўтиш 
вақти Т ва ҳаракат бошлангандан кейин Т вақт утганда қан- 
дай иот тезланишга эга бўлиши топилсин.

Ечиш. Нуқта эгри чизиқли ҳаракатда булгани учун унинг 
тезлиниши (1.39) формулага кура топилади:

1Ю =

Масала шартига кўра нуқта текис ўзгарувчан ҳаракатда 
бўлгани учун (1.42) ва (1.43) формулалардан фойдаланамиз:

г) =  п0 +  вМ, (1)
5 = 50 +  Х»0( +  Ш, —. (2)
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Саноқ бошини нуқтанинг бошланғич ҳолатида олсак, 50 = 0; 
масала шартида берилганларни (1) ва (2) га қуямиз:

15 = 5 +  ю, -Т , 800 = 5Т + ™ ,-? .

Бу тенгламалар системасини ечсак, 7 '=80с; тюх = 0,125 м/с2 = 
= сопз1: келиб чиқади.

Нуқтанинг бошланғич ва Т пайтдаги нормал тезланишла- 
рини (1.36) формулаларнинг иккинчисидан топамиз. Нуқта тра- 
екторияси айлана бўлгани учун р =  /? = 800 м.

2 2

тюпо =  — = 0,029 м/с2, и>пт= —  =0,281 м/с2. 
р Р

г ----------------
Нуқтанинг тезланиши чю = V тю\ + ®га формуладан топилади. 
Шунга кўра, 7 = 0, 7= Т вақтлар учун, мос равишда да,, =
=  0,129 м/с2, тют = 0,308 келиб чиқади. Ҳар икки пайт учун 

тезланиш йўналишини (1.4-1) формула ёрдамида топамиз:

р.0 — агс1§ * = агс!§ 4,310,
тпО

Л> =* 77°;

1 XI' 1
и.7 = агс!д----  = агс1{£ 0,444,

юпТ
р.7-«  24 .

Тезланиш вектори йўналиши 1.16-расмда тасвирланган.
6- масала. Ҳаракати г =  2 з т у 7  + тенглама

билан ифодаланган нуқтанинг траекторияси ва 7 =  1 с пайуда- 
ги тезлиги, тезланиши ҳамда траекториянинг шу вақтга мос 
келувчи эгрилик радиуси топилсин (г — метрда, 7 — секундда 
ўлчанади).

Ечиш. (1.3) ифода билан нуқта ҳаракати тенгламасини тақ- 
қослаб, координата усулида ҳаракатни қуйидагича ифодалай- 
миз:

л = 2з!п^, у = Зсоз— + 4 .  (1)

Бу (1) тенгламалар системаси 
нуқта траекториясининг парамет- 
рик тенгламалари бўлиб, улардан 
вақт 7 ни йуқотсак, траектория- 
нинг қандай чизиқ булиши аниқ- 
ланади. Бунинг учун (1) ни

26
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бирини квадратга ошириб, ҳадлаб 
қўшамиз:

(У-4)а = 1 ( 2 )

(2) дан кўриниб турибдики, нуқта 
траекторияси эллипс шаклида экан 
(1,17- расм).

? = 1 с пайтда нуқта траекто- 
риянинг М нуқтасида бўлади.

Нуқта тезлигини (1.11) — (1 13) 
формулалар ёрдамида топамиз: Vх=

2 п г.1 .= Х =  — СОЗ —, =  у =  — 1ГЗШ —,о о 1 У у о

.,711 ., п( ..9 соз- — зш* 3 еки

4 +  5 зт 2 — 7. 3 (3) 1.17- расм. 

/ 3/ = 1 с пайт учун х>л = — ~  1,05 м/с, юу = -------к ^  — 2,72 м/с,3 2
V =  -  >/"31 л.2,92 м/с, соз, о, г) = ^^=0,3584, с о з( у , )) = — ~

6 V  V

«  —0,9312.
Бу катталикларни расмда тасвирлаб, т) вектори траектория- 

га 7И нуқтада ўтказилган уринма бўйича йўналганига иқрор 
бўламиз.

Нуқтанинг тезланишини (1.26) —(1.28) формулалар восита- 
сида топамиз:

277* . к( ТГ2 К(тх = у г = ------ 31п —, да = н = ----- соз—;* * 9 3 у у з з

И1 = — 1/  — 31П2 - - 1 +соз2— ( — — I /  9 — 5зш3 — I.3 |/  9 3 3 9 V з
 ̂ =  1 с пайт учун:

и , й - 1,9 м/с1, юу — 1,65 м/са, та =  2,51 м/с2;

соз(ти, г) - —г = —0,7570, соз(и), ] )— -'2 =  —0,6573.

Маълум масштаб танлаб олиб, бу катталикларни ҳам 1.17- 
расмда тасвирлаймиз.

Траекториянинг эгрилик радиусини аниқлашда хюп = —
р

формуладан фойдаланиш мумкин. Бунинг учун аввал уринма 
ва нормал тезланишларни топиш керак.

27
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■дах = — бўлгани учун (3) дан вацт бўйича ҳосила оламиз:

10 ъ ъ 2к
— п со з  — Г- з!п — г1 з!п — I

ТС О О О ь) •• О
•Ю- =  V  =  — •---------------------------------------- =  — 1С“ ----------------------------------------.

3 л /  В 18 , г -------------*
2 у  4 +  5 81п2 ( у  4 +  5514* 3- /

Бундан 1= 1 с пайт учун ю- ~  0,85 ■ келиб чицади. Уринма

тезлаьиш тезлик вектори бўйича йўналган. ю1 = ю\ +  чю1 фор- 
муладан фойдаланиб, ^ = 1 с вақт учун нормал тезланишни 
аниқлаймиз:

чю„ =  | чю1 — чю\ =  2,36 м/с2.

Нормал тезланиш чю- га перпендикуляр равишда траектория- 
нинг ботиқ томонига йўналган.

^ = 1 с пайтда нуқтанинг траекторияда эгалланган ҳолати 
учун эгрилик радиусини топамиз;

Р = — «  2,69 м.
«'л

5-§. Нуқтанинг эркин тебраниши

Нуқтанинг тўғри чизиқли ҳаракати урганилаётганда, кўп 
ҳолларда унинг эркин тебранма ҳаракатига дуч келинади. 
Нуқта

х  = а з 1п(^ +  «) (Ф-44)

тенгламага биноан ҳаракагланса, бундай ҳаракат эркин теб- 
ранма ҳаракат дейилади. (1.44) дан эркин тебранма ҳаракат 
графиги синусоида бўлиши равшан (1.18-расм). Нуқтанинг са- 
ноқ бошидан энг катта четга чиқиши х тзу = а га тенг булиб, 
бу катталик тебранаш амплитудаси. дейилади. Саноқ боши 
қилиб олинган О нуқта эса тебранаш марказа дейилади. 
Нуқтанинг бир марта тўла тебраниши учун кетган вақт теб- 
ранаш давра дейилади. Т тебраниш даври з1п \к(Ь +  Г)-|-в] = 
= 51п(&/+  2тс +  а) бўлиш шаргидан фойдаланиб топилади:

у-- 2л:
к ’

Тебраниш даврининг тескари қиймати тебранаш так-
рорлиги к^ +  а—тебраниш фазаса, а эса бошланғия фаза дейи- 
лади. к = 2п‘ кагталик тебранишнинг циклик ёки доиравий 
такрорлига дейилади.

Агар а = 0 ёки а =  -̂ - булса, (1.44) га циноан ну^гаь
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кин тебранишлари мос равишда х  =  а з т  к.1 ёки х  = асо$М  
тенгламалар билан ифодаланади.

Туғри чизиқли ҳаракатдаги нуқтанинг тезлиги ва тезлани- 
ши (1.12) ва (1.27) ифодаларга биноан, мос равишда

V  =  Юх  =  X , ТЮ =  -юх  =  X

формулалар билан аниқланади. Бинобарин, (1.44) дан вақт 
буйича биринчи ва иккинчи тартибли ҳосилаларни ҳисоблаб, 
эркин тебранма ҳаракатдаги нуқтанинг тезлиги ва тезланиши- 
ни аниқлаш мумкин:

V =  а ксо${М +  <*), чю = — ак1 зт(&/ +  а) =  — к!‘х.

6*§. Нуқтанинг айлана бўйлаб ҳаракати

Нуқтанинг айлана бўйлаб ҳаракати амалда кўп учрайдиган 
ҳаракат турларидан биридир. М нуқта /? радиусли айлана бўй- 
лаб ҳаракатлансин (1.19- расм). Қўзғалмас координата ўқи, ма- 
салан, Ох ўқ билан айлана кесишган нуқта Ог ни саноқ боши деб, 
нуқтанинг траектория бўйлаб соат стрелкаси айланишига тес- 
кари ҳаракатини мусбат йўналиш деб танлайлик. У ҳолда М 
нуқта ёй координатаси 5 нинг ўзгаришини 5 =  /?-<р формула 
билан ифодалаш мумкин; бунда ср орқали Ох уқ билан ОМ= 
=  /? радиус орасидаги бурчак белгиланган бўлиб, у ОМ ра- 

диуснинг айланиш. бурчаги дейилади.
Айлана бўйлаб ҳаракатдаги нуқта тезлигини аниқлаш 

учун (1.22) формуладан фойдаланамиз:

^ = 1 £ . Т = ^ 1 7 = / ? ^ Т ,  (1.45)
й1 й1 (II

бу ерда <о= — катталик ОМ радиус айланишининг буряак 
й (

тезлигп дейилади.
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У ҳолда (1.45) тенглик

V  - /?Ш Т (1.46)

кўринишда ёзилади. (1.46) дан ш > 0 бўлса, ь вектори т урин-
ма бўйича, ш< 0  да т га қарама-қарши йўналиши кўриниб 
турибди; тезликнинг миқдори

г> =  #ш (1.44)
формула бўйича аниқланади.

Айлана буйлаб ҳаракатдаги нуқтанинг уринма тезла- 
нишини (1.47) ни назарда тутиб (1.37) формулага асосан то- 
памиз:

/? (И

Бу ифодадаги е = — катталик М нуқтх радиуси айланиши- 
д.1

нинг бурчак тезланиши дейилади.
Шундай қилиб,

тю̂ — /? ■ е. (1-48)
Айлананинг эгрилик радиуси айлана радиусига тенг бўли- 

ши ҳамда (1.47) ни эътиборга олиб, (1.38) формула ёрдамида 
айлана буйлаб ҳаракатдаги нуқтанинг нормал тезланиши- 
ни топамиз.

ёки

-* V1 -* —иоп = — п = -----п
р к

тюп = /?ш2/г, дая = /?ш*. (1.49)
Айлана бўйлаб ҳаракатланувчи нуқтаникг нормал тезланиши 
марказга интилма тезланиш деб ҳам аталади.

(1.48) ва (1.49) ни (1.40) ва (1.41) формулаларга қўйиб, 
айлана буйлаб ҳаракатдаги нуқта тезланишининг миқ- 
дори ва йуналишини аниқловчи қуйидаги формулаларни ҳо- 
сил қиламиз: ______

7Ю =  ) « I ?  +  =  / ?  V  7} ф  Ш4, ( 1 . 5 0 )

= агс(§ (151)

7- масала. Л4 шарча узунлиги ОМ = 1= 1,5 м бўлган ипга 
осилган ва у вертикал текисликда О ўқ атрофида

Т - - - С 0 8 - - <  ( I )

тенгламага мувофиқ айлана ёйи бўйлаб тебранади. Бунда
зо
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бурчак Оу вертикалдан бошлаб ра- 
дианда ўлчаниб, соат стрелкаси ай- 
ланишига тескари йўналиш мусбат 
деб олинган, ( эса секундда ўл-
чанади. М шарчанинг < = ,̂ = _ с
пайтдаги тезлиги ва тезланиши 
ҳамда ҳаракат бошлангандан кей- 
ин уринма тезланиши нолга тенг 
бўладиган энг яқин вақт ( = (2 ва 
нормал тезланиши нолга тенг бў- 
ладиган энг яқин вақт I = (3 то- 
пилсин (1.20- расм).

Ечиш. Бошланғич пайтда, яъни
( — 0 да (1) дан ср0 =  — -  бўлиши-

6
ни курамиз; бу пайтда шарча расм- 
да тасвирланган М0 ҳолатда бў-

о

1.20- расм

лади, С05 — I 
2

-< 1 бўлгани учун (1) дан э бурчак т.
Н 6

оралиқдаги қийматларни қабул қилишини ҳосил қиламиз.
Лввал (1) дан вақт бўйича биринчи ва иккинчи тартибли ҳо- 

силалар ҳисоблаб, ОМ ип айланишииинг бурчак тезлиги ш ва 
бурчак тезланиши & ни аниқлаймиз:

йч> г.5 п
со ~  ■ == — 51П —

й1 12 2
йи>

Л
цЗ
— С05 
24

-  (.
2

(1.47) формулага биноан шарча тезлигини топамиз:

V  =  • ш =  /  • — 51П— ( .
12 2

( = (х = — с пайтда ш = — — соа— = — V  2 рад ^=21° 
2 • 6 4 12 ^

бўлиб,
шарча расмда тасвирланган М ҳолатни эгаллайди. Бу пайтда
ъм =  1,5 — 51п — «  0,872 — бўлиб, ^м вектор М  нуқтада, ҳа- 

12 4 С
ракатнипг мусбат йўналишига мос равишда, айланага утказил- 
ган уринма бўйича йўналади.

Шарчанинг уринма тезланишини (1.48) формуладан фойда- 
ланиб аниқлаймиз:

г> , з 3 г. ,
1ЮХ =  К  ■ е =  I  ■ — С05 — ( .

24 2

( =  (> пайтда теқ =  / — соа — ~  — 1,37 м/с2.
24 4

(2)

Уринма тезланишнинг манфий ишорали чиқиши / = / ,  пайт- 
да Шъ векюр ом га тескари йўналганини кўрсатади.
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Шарчанинг нормал тезланишини (1.49) формулага кўра то- 
памиз:

ЧЮ„ =  #10* —  I  • —  51ПI 2 * * * 6 — I .  (3 )
п 144 2

( =  (х пайтда ‘Ш ж .= /• —  51п2 —?«0,51 м/с2.
« 144 4

тмп вектор М нуқтадан ип бўйлаб О марказга қараб йў- 
налган.

(1.50) формулага кўра М нуқта тезланишини топамиз: 

тм= } /  +  а>л!я =  1,46 м/с2.

Тезланиш вектори т нинг йуналишини бурчак орқали 
аниқлаймиз. (1.51) формулага биноан:

(А=агс1§ —  =  агс!§2,6863 «  69°35'.

Уринма тезланиш нолга тенг бўладиган вақтни топиш учун 
(2) да 1 =  (ъ тх = 0 деб оламиз:

пЗ — »
I — соз -  (2 =  0 =--> со 1 — (2 = 0.

24 2 2

Бу тенглама ечими: ^ =  -^я (я =  1, 2, 3 , . . . )  булади. Ҳара-

кат бошлангандан кейинги т. =  0 бўладиган энг яқин вақт 
я=1 га туғри келади. У ҳолда /2 =  1 с келиб чиқади.

( = (2=  1 с пайтда ср =  — ~  соз — = 0  бўлиб, шарча М х ҳо-

латни эгаллайди ва бу пайтда тм, — ,а| я,п. М нуқтада уринма 
тезланиш йуналишини узгартиради. Нормал тезланиш нолга 
тенг буладиган вақтни топиш учун (3) да ( = (3, тп =  0 деб 
оламиз:

I  —  51 п 2 — ( 2 =  С-Ф=Ф- 81 п  — ( ,  = 0 .
144 2 2

Бу тенглама ечими: ^  (3 =  кк {к = 0, 1, 2, 3, . . . ) .  Нормал тез- 

ланиш нолга тенг бўладиган энг яқин вақг к = 1 га мос ке- 
лади: ~  (3 =  * ёки (3 = 2с. ( =  /3 =  2 с пайтда <р =  — сози =

* -Г -*
= — бўлиб, шарча М2 ҳолатни эгаллайди ва бунда то.и,=®жч6

Шарча М2 ҳолатга келган пайтда тезлиги нолга тенг бў- 
лади.
32
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II боб . ҚАТТИҚ ЖИСМНИНГ СОДДА ҲАРАКАТЛАРИ

Жисм чексиз куп нуқталарнинг тўпламидан иборат були- 
шига қарамасдан, унинг ҳаракатини аниқлаш учун, ундаги 
бир туғри чизиқда ётмаган учта нуқтанинг ҳаракатини аниқ- 
лаш кифоядир. Жисм Аи А2, А3 нуқталарининг вазияти х,, 
уи г и х 2, у2, г2, х 3, у3, г3 координаталар билан белгиланган 
булсин (2.1-расм). Шу жисмдаги ихтиёрий В нуқтанинг х, у, 
г координаталарини А,, А2, А3 нуқталар координаталари ор- 
қали ифода этамиз. А,Д кесмани йх билан, А2В кесмани й2 
билан, А3В кесмани й3 билан белгилайлик. йи й2, й3 кесмалар 
узгармасдир. Икки нуқта орасидаги масофа формуласига асо- 
сан.

бўлади. Бу системадан эса л, у, г ларни А,, А2, А3 нуқталар 
координаталари орқали ифодалаш мумкин. Агар жисм ҳара- 
катда бўлса, бу координаталар вақтнинг бирор функциялари 
булиб, х, у, г координаталар ҳам вақтнинг функциялари си- 
фатида улар орқали топилади. Демак, жисмнинг ҳаракати ун- 
даги бир тўғри чизиқда ётмаган учта нуқтасининг ҳаракати 
билан тўлиқ белгиланади. Бу учта нуқта 9 та координата би- 
лан аниқланади. Лекин бу координаталар ўзаро қуйидаги учта 
муносабат билан боғлангандир;

Бунда /2, /3 — мос равишда А,А2, А2А3, А3А, кесмаларнинг 
узунлигидир. Бинобарин, жисм ҳаракатини аниқловчи 9 та

( х - х , У  +  { у - у ,У  + { г - г ,  )2 = й\, 
(х -  х 2)2 +  (у -  у2)2 +  (г -  г ,у - = 4 ,  
{х — х зУ +  ( у - у 3)г + { г - г 3)2=~й1.

(х^ -  х 2)2 +  (у, — у2)2 +  (г, — 2*)’ =  /?, 
( х 2 — х 3) 2 +  (х2 — у3)2 + (г2 — га)2=1\> 
(х3 -  х , )2 -1 - ( у3 — у,)2 +  (г3 — г ,)2 =  Ц-

0
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координагаларнинг фақат 6 таси мустақил экан. Шу маънода 
эркин жисмнинг ҳаракати 6 та мустақил тенгламалар билан 
ифода этилади, дейилади. Умуман, жисм ҳаракатини тўлиқ 
аниқловии, бир-бирига боғлиқ бўлмаган параметрларнинг 
сони жасмнинг эркинлик Оаражаси дейилади.

Жисм ҳаракати баъзи йуналишларда қандайдир сабабларга 
кура чекланган бўлиши ҳам мумкин. Ҳаракатни чекловчи са- 
бабларга боғланишлар дейилади. Улар жисм ҳаракатини ифо- 
даловчи тенгламаларга маълум қўшимча шартлар қуядп ва 
натижада, жисмнинг эркинлик даражасини камайтиради. Боғ- 
ланишлар қўйилган ҳаракатланувчи жисмларнинг эркинлик 
даражасини аниқлаш муҳим кинематик масаладир. Аввал боғ- 
ланишдаги жисмлар ҳаракатларининг муҳим куринишла-рини, 
сўнгра эркин жисм ҳаракатини ўрганамиз.

7- §. Жисмнинг илгарилама ҳаракати

Ҳаракати давомида жисмда олинган ҳар қандай кесма 
узига параллел цолса, жисмнинг бундай ҳарсғатига 
илгарилама ҳаракат дейилади. 2.2- расмда илгарилама 
ҳаракат схематик равишда кўрсатилган; бунда жисм ҳаракат 
давомида кетма-кет 1, II, III вазиягларни эгалласа, унда олин- 
ган АВ  кесма ўз параллеллигини сақлаб қолган. Жисмнинг 
туғри чизиқли ҳаракати, велосипед педалининг ҳаракати ил- 
гарилама ҳаракатга мисол була олади.

Илгарилама ҳаракат килувчи жисмнинг ҳаракати унинг 
бирор нуқтаси ҳаракатининг берилиши билан тулиқ аниқлана- 
ди. Ҳақиқатан, жисм М (хи у1? г,) нуқтасининг ҳаракати

-*1 ==^.(0, У1 =  (У1О, г1 =  гЛ*)
тенгламалар билан берилган булсин. Л/(х, у, г) жисмнинг их-
тиёрий нуқтаси бўлсин (2.3-расм). уИЛ/ вектор жисмнинг ил- 
гарилама ҳаракати давомида ўзига параллел қолади, яъни бу

2.2- расм. 2.3- расм.
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вектор узгармас бўлади. Л4/У векторнинг координата уқлари- 
даги проекцияларини а, Ь, с десак, улар ҳам жисм ҳаракати 
давомида узгармайди. Шунинг учун N  нуқта координатала- 
рини

х  = х^<:) +  а, у = у ^ ) + Ь ,  г =  г,(0 -К  (2.1)
тенгламалар билан ифодалаш мумкин. N  нуқта ихтиёрий бул- 
ганидан қолган барча нуқталар учун ҳам (2.1) га ухшаш му- 
носабатларни ёзиш мумкин.

Шундай қилиб, жисмнинг илгарилама ҳаракати 3 та тенг- 
лама билан аниқланар экан. Бинобарин, бундай жисмнинг эр- 
кинлик даражаси 3 га тенг булади. (2.1) тенгламалардан ил- 
гарилама ҳаракатдаги жисм барча нуқталарининг траектория- 
лари бир хил кўринишга эга эканлиги ҳақида хулоса чиқариш 
мумкин.

а, Ь ва с нинг узгармас эканлигини назарда тутиб (2.1) дан 
в а қ т  буйича биринчи тартибли ҳосила олсак, қуйидаги келиб 
чиқади:

х = хи у =  У\, г = г !
еки

ч - ч -
( 2 . 2 )

У ҳолда N  ва М нуқталарнинг ҳар ондаги тезлик вектор- 
лари бир хил бўлади:

(2.3)

(2.2) дан вақт бўйича яна бир марта ҳосила ҳисоблаймиз:

=  V Л1 =  VЛ1.

еки
а \  =  , к \ .  =  а \ ,  , ТУЛ. (2.4)

л л  у  У 2  2

(2.4) дан /V ва М нуқталарнинг ҳар ондаги тезланишлари ҳам 
бир хил бўлиши аёндир:

X’ (2,5)

М ва N  пуқталар жисмнинг ихтиёрий нуқталари бўлгани учун, 
(2.3) ва (2.5) ифодаларни қуйидагича ёзиш мумкин:

®.\ “  0 и -  7’.
=  ГС„ =  &

(2 .6)

Шундай қилиб, қуйидаги теореиа исботланди:
Илгарилама ҳарака/пдаги жисмнинг ҳамма нуцталари
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бир хил куринишдаги траектория чизиб, улар ҳар онда 
бир хил тезлик ва бир хил тезланишга эга булади.

Бундан жисмнинг илгарилама ҳаракатина урганиш ун- 
даги ихтиёрий нуқтанинг ҳаракатини урганишга келтири- 
лади , деган хулоса чиқади. Хусусан илғарилама ҳаракатдаги 
жисм нуқтасининг тезлиги ёки тезланиши дейиш ўрнига жисм- 
нинг тезлиги ёки тезланиши дейиш мумкин.

8-§. Жисмнинг қўзғалмас ўқ атрофидаги айланма ҳаракати.
Бурчак тезлик ва бурчак тезланиш тушунчалари

Ҳаракат давомида жисмнинг иккита нуқтаси доимо 
цўзғалмай қолса, жисмнинг бундай ҳаракати қузғалмас 
ўқ атрофидаги айланма ҳаракат дейилади. Қузғалмас нуқ- 
талардан ўтувчи ўқ айланиш уқи дейилади. Айланиш уқи- 
нинг мусбат йўналиши сифатида шундай йуналиш қабул қи- 
линадики, ўқнинг учидан қараганда айланма ҳаракат соат 
стрелкаси айланишига тескари йуналишда кўринсин.

Фикран Ог айланиш уқи орқали қузғалмас Р  ярим текис- 
лик ға айланувчи жисм билан бириктирилган қузғалувчи 
ярим текисликлар утказайлик (2.4-расм). Бу текисликлар ора- 
сида ҳссил булган икки ёқли бурчакни <р билан белгилаймиз. 
Жисм айланма ҳаракат қилганида ф бурчак мос равишда уз- 
•гариб боради. Айланиш ўқининг учидан қараганда <р бурчак- 
нинг ортиши соат стрелкаси айланишига тескари куринса, уни 
мусбат деб қараймиз. <о бурчак бурилиш бурчаги дейилади. <р 
бурчакнинг узгариши жисм барча нуқталари учун бир хилдир. 
П)унинг учун жисмнинг қўзғалмас ўқ атрофидаги айланма ҳа- 
ракати

'Р =  <?(0 (2.7)
тенглама билан тулиқ аниқланади. (2.7) ифсда жисмнинг қуз- 
галмас ўқ атрофида айланма ҳаракати тенгламаси дейи-

лади.
Бурилиш бурчагининг вақт бирли- 

гида ўзгаришига жисмнинг бурчак тез- 
лиги дейилади. Бурчак тезликнинг миқ- 
дорини ш билан белгиласак, таърифга 

у қуйидаги формуладан топи-биноан
лади:

(0 =  -- =  о.
а(

(2.8)

Жисмнинг бурчак тезлиги шартли 
равишда айланиш уқи буйича йуналган 
ва унинг мусбат учидан қараганда ай- 
ланиш соат стрелкаси ҳаракатига тес- 
кари куринадиган вектор деб қаралади
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(2.4- расм). Айланиш уқи бўйича йўналган бирлик к векгор ки- 
ритсак, қуйидаги формула ўринли булади;

(1) == ш ■ к =  <ок. (2.9)

Халқаро системада жисмнинг бурчак тезлиги рад/с да улча- 
нади:

гш1 =  бУРчак =  ££д =  С- 1
1 вақт с

Жисмнинг буршк тезлиги доимо ўзгармай цоладиган 
ҳаракат текис айланма ҳаракат дейилади. Жисм текис 
айланма ҳаракатда бўлса, (2.8) ни интеграллаб, шундай ҳара- 
кат қонунини ҳосил қилиш мумкин:

ср =  ср0 +  <в(, ( 2. 10)

бу ерда ср0 — бошланғич вақтдаги бурилиш бурчаги.
Жисм текис айланма ҳаракатда бўлса, бурчак тезликни

- „ «II г ^жисмнинг бир минутдаги аиланишлар сони —п —  билан
мин

ўлчаш мумкин; бу бирликдан га ўтиш учун
с

2л п0) =  — 
60

тт 
30 (241)

формуладан фойдаланилади.
Бурчак тезликнинг вақт бирлиги ичида узгариши жисм- 

нинг бурчак тезланиши дейилади. Бурчак тезланиш миқдори 
е билан белгиланади:

е =  - = ? . (2 .1 2 )

(2.9) ифэдада -% =  сопз1 булгани учун қуйидаги ифода урин- 
лидир:

<1и> ~* ■•7*
е =  — к  =  ®й, а

яъни, бурчак тезланиш вектори ҳам айланиш ўқи бўйича йў- 
налади. У ш > 0, е >  0 ёки <о <  0, е <  0 бўлганда <в вектори
билан бир хил, ш > 0, е <  0 ёки ш < 0, е > 0  бўлганда эса <о
векторига қарама-қарши йўналади. Бурчак тезлик билан бур-
чак тезланиш бир хил ишорали бўлса, ҳаракат тезланувчан,
турли ишорали булса, секинланувчан айланма ҳаракат де-
йилади. 2.4- расмда тезланувчан айланма ҳаракат ҳоли учун -+ —̂
<о, е йўналишлари кўрсатилган.

Текис айланма ҳаракатда <о =  сопз! бўлгани учун е =  0 урик- 
лидир.
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Халқаро системада жисмнинг бурчак тезланиши — да ўл-
с*

чанади:
1.1 н_ бурчак __рад - 3

(вақт)2 с2

Бурчак тезланиши ўзгармай цоладиган ҳаракатга текис 
узгарувчан айланма ҳаракат  дейилади.

(2.12) кетма-кет икки марта интегралланса, текис узгарув- 
чан ҳаракатда бурчак тезликнинг узгаршшини ва ҳаракат қо- 
нунини ифодаловчи қуйидаги формулалар келиб чиқади:

ш =  ш0 (2.13)

? =  -г- V  +  е -77. (2.14)

(2.13) ва (2.14) да ®0 билан бошланғич бурилиш бурчаги, 
а>0 билан бошланғич бурчак тезлик белгиланган.

9- §. Қўзғалмас ўц атрофида айланувчи жисм нуқтасининг 
тезлиги ва тезланиши

Қузғалмас ўқ атрофида айланувчи жисм нуқталари айла- 
ниш ўқига перпендикуляр текисликларда айланалар бўйлаб 
ҳаракатланади. Шунга кўра, жисмнинг ихтиёрий М нуқтаси- 
дан айланиш ўқигача бўлган масофани к билан белгиласак 
(2,5-расм), бу нуқта тезлигининг алгебраик қийматини (1.47) 
формулага биноан қуйидагича аниқлаш мумкин:

V = к-т. (2.15)
Жисмнинг бирор нуқтасидан айланиш уқигача бўлган ма- 

софа Н шу нуқтанинг айланиш радиуси деб аталади.
(2.15) да (о жисмнинг бурчак 

тезлиги булиб, . у жисм ҳамма 
нуқталари айланиш радиуслари 
учун бир хилдир.

(2.15) дан кўринадики, қуз- 
ғалмас ўқ атрофида айланув- 
яи жисм нуқталарининг тез- 
ликлари шу нуқталар айланиш 
радиусларига тўғри пропорци- 
оналдир; бунда жисмнинг бур- 
чак тезлиги пропорционаллик ко- 
эффициентини ифодалайди. Қуз- 
ғалмас уқ атрофида айланувки 
жисм ҳар бир нуқтасининг 
тезлик вектори шу нуқта 
траекторияси булмиш айлапа- 
га утказилган уринма буйича, 
айланиш уқи ҳамда айланиш
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радиусига перпендикуляр равишда, айланиш йуналишига 
мос йуналади.

Айланиш ўқида олинган О координата бошига нисбатан М 
нуқтанинг радиус-векторини г билан белгилайлик. Жисм аб-
солют қаттиқ булгани учун г векторнинг миқдори узгармай, 
фақат йуналиши узгаради. Жисмнинг бурчак тезлиги ш бўл-
син. Агар г -З1п(ш, г) *» Н бўлишини эьтиборга олиб, «Хг ку- 
пайтманинг миқдор ва йўналишини текширсак, бу вектор ку- 
пайтма қўзғалмас ўқ атрофида айланувчи жисм нуқгасининг 
тезлигини ифодалашини курамиз. Бинобарин, қузғалмас ўқ ат- 
рофида айланувчи жисм нуқтасининг тезлик векторини

у = шХ г (2.16)
формула билан ифодалаш мумкин.

Шундай қилиб, қузғалмас уқ атрофида айланувки жисм 
нчқтасинанг тезлик вектори жисмнинг бурчак тезлиги век- 
тори билан нуқта радиус-векторининг вектор купайгмасига 
тенг.

ъ = — бўлгани учун (2.16) ни (11

(2.17)аь
куринишида ёзиш мумкин. (2 17) ифода фақат йўналиши уз- 
гарувчи вектор учининг тезлигини аниқловчи формуладир.

Қузғалмас ўқ атрофида айланувчи жисм нуқтасининг тез- 
ланишини аниқлаш учун (1.48) -ў(1.51) формулаларни қўллаб 
қуйидаги ифодаларни ҳосил қиламиз:

ю5 =  //е, р)а=Нш‘. (2.18)

= <о*, [х=агс1:е^—. (2.19)

Бу формулалардан кўрамизки, қўзғалмас уқ атрофида ай- 
ланувчи жисм нуқтасининг уринма, нормал (марказга интил- 
ма) ва тула тезланишлари нуқтанинг айланиш радиусига тўғ- 
ри пропорционал экан.

Агар жисмнинг айланиши тезланувчан бўлса, иц ва V йў-
налишлари бир хил, секинланувчан булганда ю- вектори V га 
қарама-қарши йўналади (2.5-расм тезланувчан ҳолига мос ке- 
лади), нуқтанинг нормал-марказга интилма тезланиши нуқта- 
дан айланиш радиуси бўйлаб айланиш ўқи томон йўналади.

Қузғалмас ўқ атрофида айланувчи жисм нуқтаси тезлани- 
шини вектор усулда аниқлаш учун (2.16) дан вақт бўйича 
ҳосила ҳисоблаймиз:

ш (IV

<11

й>»
а Х г  +  <о х йг 

й I
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ёки

® = е X г +  <»Хъ = ь Х г  +  о>Х ш Х г ( 2 .20)

(2.20) ифодадаги ҳар қайси қушилувчи векгорларни (2.18)
билан таққослаб, е Х г  нуқтанинг уринма тезланишипи, м-Х® 
эса нормал тезланишини ифодалаши осонгина исботланади. 
Шундай қилиб,

8- масала. Тинч ҳолатда бўлган вал текис тезланиш билан 
айлайа бошлайди, биринчи 5 секундда у 12,5 марта айланади. 
Валнинг бурчак тезланиши ва 5 секунд охиридаги бурчак тез- 
лиги топилсин.

Ечиш. Вал текис тезланувчан ҳаракатда бўлгани учун (2.13) 
ва (2.14] формулалардан фойдаланамиз.

Вал бошланғич пайтда тинч ҳолатда булгани учун <р0=О, 
<о0 =  0. У ҳолда (2.13) ва (2.14) ифодялар қуйидагича ёзилади:

Вал 5 секундда 12,5 марта айланса, бу вақтда бурилиш 
бурчаги қиймати <р = 2п-12,5 =  25^ рад булади.

1Вунга кўра г =  ~  =  — = 2лс .
Валнинг 5 секунд ўтгандан кейинги 'бурчак тезлигини то- 

памиз:

Шундай қилиб, <в =  10лс-1, е =  2тс-2.
9-масала. 2.6-расмда кўрсатилга<{ 1-юкнинг ҳаракати л: = 

=  (0,Ш2+0,09^ -)- 0,05) м тенглама билан ифодаланади (I — се- 
кундда ўлчанади). 5 -шкив М  нуқтасининг ( = (х пайтдаги тез- 
лиги ва тезланиши топилсин. Қуйидагилар берилган: г2 =  0,3 м, 
г3 =  0,4 м, г4 =  0,3 м, гь — 0,15 м, *, =  1 с.

Ечиш. 5-шкивга ҳаракат 1-юкдан узатилганидан унинг ҳа- 
ракат қонунидан вақт бўйича ҳосила ҳисоблаб, юк тезлигини 
аниқлаймиз:

V, = х  = 0,36г! +  0,09.
1-юк бириктирилган арқоннинг осилган қисми илгарилама 

ҳаракаг қилгани учун уа =  х*,; иккинчи томондан А нуқта

®, =  5 X 6

®я = =  »Х  (шх г)

бўлиб, (2.20) ни қуйидаги кўринишда ёзиш мумкин:

тю =  даг+  1юп.

( 2 .21)

( 2.22)

(2.23)

I =  2^-5 = Юкс
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қўзғалмас ўқ атрофида айланувчи 2- шкивга тегишли бўлгани 
учун (2.15) формулага биноан: =  <о2-г2.

Бу тенгликдан: 0,36<+0,09 -]
--------------  С

Г ,

2- ва 3- шкивлар бир ўқ атрофида айлангани учун
0,36/+0,09 _1 0)3 -- ------------- - С

2̂
СО трос илгарилама ҳаракат қилгани учун = г»Гг; С ва О 
нуқталар, мос равишда, 3-ва 4-шкивларга тегишли бул1ани- 
дан

V /  =  »>•/: ?/> г г

Демак, <о3г3 ='и4г4 ёки со4= —ии3.
4 -  ва 5 -шкивлар бир ўқ атрофида айлангани учун со5 = ш4. 

Натижада
ш, =  ^  <а0 =  Л -  (0,351 +  0,09)с-1 

г .  г-,г.

ҳосил булади: бунга г2, г3, г, қийматларини қуйиб 5 -шкив 
бурчак тезлигининг ўзгариш қонунини аниқлаймиз:

о)5 =  0,8(4/+  1)с-1.
2—5 -шкивларнинг айланиш йўналишлари 2.6-расмда кўр- 

сатилган.
5- шкив бурчак тезланишини (2.12) формулага кура аниқ- 

лаймиз:
е5=  <ч5 =  3,2с-2*

Энди (2.15) формула ёрдамида М  нуқта тезлигини аниқ- 
лаймиз:

■ол =  шьг5=0,24(4/+1)м/с; 1с да ^„=1,2 м/с.
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вектори 5 -шкив айланиши йўналишига мос равишда М 
нуқта траекториясига утказилган уринма бўйича йўналган.

М нуқтанинг уринма ва нормал тезланишлари (2.18) фор- 
мулага биноан топилади:

г6-еь=0,96 м/с2, г»и =  г5-о)5 =0,192(4^+1 )'2 м/с2.
П

Демак, М нуқтанинг уринма тезланиши вақтга боғлиқ 
эмас, нормал тезланиши эса вақт функциясидан иборат бўлиб, 
( =  =  1с да и»Л| =  4,8 м/с2. М нуқтанинг / =  /, пайтдаги‘ 'п
тула тезланишини аниқлаймиз:

=  у  ®>мп =  V (0,96)2 +  (4,8)2 =» 4,895 м/с2,

р.= агс!§ — =  агс!§ — =агс1§ 0,2^= 12,5°.
16

III боб.  ЖИСМНИНГ ТЕКИС ПАРАЛЛЕЛ ҲАРАКАТИ

10-§. Жисмнинг текис параллел ҳаракатини текис
шакл ҳаракатига келтириш. Текис параллел ҳаракат 

тенгламалари

Жисмнинг ҳар бир нуқтаси бирор қузғалмас текислик- 
ка нисбатан параллел текисликба ҳаракатланса, жисм- 
нинг бундай ҳаракати текис параллел ҳаракат дейилади.

Жисм қўзғалмас П0 текисликка нисбатан текис параллел 
ҳаракат қилсин (3.1-расм). Шу жисмда 1Г0 текисликка парал- 
лел равишда П̂  текислик ўтказайлик. II, текисликнинг жисм- 
да ажратган кесимини 5 билан белгилайлик. 5 кесим нуқта- 
лари ҳаммаси бир текисликда ётгани учун уни текис шакл 
деб атаймиз. Жисм текис параллел ҳаракатда бўлса, 5' кесим 
ҳаракат давомида П0 текисликка параллел равишда харакаг- 
ланади. 5 кесимнинг ихтиёрий N нуқтаси орқали П0 текис- 
ликка перпендикуляр қилиб А7И чизиқ ўтказсак,текис парал- 
лел ҳаракат таърифига асосан, бу чизиқ жисмнинг ҳаракати 
давомида узига параллел кўчади, яъни А//И чизиқ илгарила- 
ма ҳаракат қилади. Бинобарин, жисмнинг ушбу чизиқ устида 
ётувчи нуқталари бир хил қонун билан, масалан N  нуқтанинг 
ҳаракат қонуни билан ҳаракатланади. Бундай фикрни 5 ке- 
симнинг қолган барча нуқталари устида ҳам юритиб, кесим 
нуқталарининг ҳаракати жисм ҳаракатини белгилашини к\ра- 
миз. Шундай қилиб, энди жисмнинг текис параллел ҳаракати- 
ни текшириш урнига унда олинган 5 текис шаклнинг харака- 
тини текширсак булади. Шундай 5 шакл 3.2-расмда курса- 
тилган. хО,у текисликни 5 текис шаклнинг ҳаракат текислиги 
деб олайлик. 5 текис шаклнинг ҳолати унда олинган ОМ кес- 
ма ҳолати билан, бошқача айтганда қутб деб аталуьчи О
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3.1- расм. 3.2- расм.

нунта координаталари хо, Уо ҳамда ОМ кесманинг О^х билан 
ташкил қилган ? бурчаги орқали тўлиқ аниқланади. Шундай 
қилиб, текйс шаклнанг ҳаракати

тенгламалар билан ифодаланади. Текис шаклнинг, биноба- 
рин, текис параллел ҳаракатдаги жисмнинг эркинлик даража- 
си 3 га тенг.

Текис шакл /, пайтда I вазиятда булиб (3.3-расм), унда 
олинган ОМ кесма О'М' ҳолатни, пайтда эса II вазиятда 
бўлиб, ОМ кесма О"М" ҳолатни эгалласин. Текис шаклга шун- 
дай илгарилама кўчиш берайликки, О'М' кесма 0"/И2 ҳолаг- 
ни олсин, сунгра О" нуқтадан ўтувчи уқ атрофида текис
шаклга ? =  М 20"М" айланма кўчиш берсак, текис шакл II ва 
зиятга ўтади.

Демак, текис шаклнинг бир ҳолатдан иккинш ҳолатга 
кучишини қутб билан бирликда илгарилама кучиш ҳамда 
қутб атрофидаги ааланма кучишдан ташкил топган деб 
қараш мумкин. Бу хулосани текис шаклнинг кичик вақт ора- 
лиғидаги ҳаракати учун 
гатбиқ этиб, қуйидаги те-
оремани ҳосил қиламиз: /  //
текис шаклнинг ҳар он- 
даги ҳаракати унинг

х 0 = хо{1), у о =  >о(0 . <р =  <р(0 (3.1)

(3.1) ҳаракат тенгла- 
маларининг биринчи ик- 
китасини қутбнинг илга-

қутб билан биргаликда 
илгарилама ҳаракати 
ҳамаа қутб атрофидаги 
айланма ҳаракатидан 
иборат.
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рилама ҳаракати тенгламалари, учинчисини эса кутб атрофида , 
айланма ҳаракат тенгламалари деб қараш мумкин.

Текис параллел ҳаракатнинг илгарилама қисми қутбнинг 
танланишига боғлиқ, айланма қисми эса қутбнинг танла-
нишига боғлиқ эмас. Шунинг учун ш =  у, г =  -э муноса- 
батлардан аниқланувчи ш ва е мос равишда текис шаклнинг
бурчак тезлигини ва бурчак тезланишини ифодалайди. ва
е векторлар (8- параграфга қаранг) текис шакл текислигига 
перпендикуляр равишда қутб орқали ўтказилган ўқ бўйлаб 
йўналган бўлади. Ҳаракатнинг айланма қисми тезланувчан
бўлса (о билан е бир томонга, секинланувчан бўлса қарама- 
қарши томонга йўналган бўлади. Текис шакл ҳаракати бир
текисликда содир бўлгани учун <о ва е векторлар чизмада ай- 
ланиш йўналишларини кўрсагиш орқали тасвирланади.

11-§. Текис шакл нуқгасининг тезлиги

Теорема. Текис шакл ихтиёрий нуқтасининг тезлиги 
цутб тезлиги билан мазкур нуқтанинг қутб атрофида айла- 
нишидаги чизиқли тезлигининг геонетрик йиғиндисига 
тенг.

Исбот. М —текис шаклда олинган ихтиёрий нуқта, О эса 
қутб булсин (3.4-расм). М нуқтанинг О га нисбатан радиус-
векторини г и0 билан белгилаймиз. О ва М пуқталарни шакл 
текислигида олинган қузғалмас хО^у қ,оординаталар система- 
сининг боши билан г 0 ва г м радиус-векторлар ёрдамида ту- 
таштирамиз. Текис шаклнинг ҳаракати давомида

гм =  г о “Ь гмо (3-2)

муносабат ўринли бўлади. (3.2) дан вақт буйича ҳосила ола- 
миз:

Лгм  аго ,
сн ~  а  ' й( (3.3)

йГи
Бунда ----  ҳосила М  нуқтанингй(

тезлигини, эса О нуқта-

нинг ю0 тезлигини ифодалайди. 
Жисм қаттиқ бўлгани учун текис
шаклнинг ҳаракаги давомида г Ио 
векторнтнг фақат йуналиши ўз-
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гаради. У ҳолда (2.17) га биноан

нуқтанинг О қутб атрофида айлана бўйлаб ҳаракатидаги г< 
чизиқли тезлик векторидан иборат булади.

Натижада (3.3) тенглик

(3.4)

кўринишда ёзилиб, теореманинг ўринли эканлигини кўрсатади.
Шундай қилиб, текис шакл бирор нуқтасининг тезлиги би- 

лан жисмнинг оний бурчак тезлиги берилган булса, текис 
шакл ихгиёрий нуқтасининг тезлигини аниқлаш мумкин экан, 
(3.4) формулага биноан тпекис шакл нуқтасининг тезлигини 
аниқлашга цутб усули билан аниқлаш  дейилади.

г*и0 вектори О атрофида айланиш радиуси ОМ га перпен. 
дикуляр равишда айланиш йўналишига мослаб йўналтирилади.

Исбот қилинган теоремадан қуйидаги натижалар келиб чи- 
қади.

1- натижа. Агар вақтнинг берилган пайтгда бурчаи тез- 
лик нолга тенг бўлса, текис шакл барча нуқталарининг 
тезлиги шу пайтда бир-бирига геомзтрик равишда тенг 
бўлади.

Ҳақиқаган, агар ш = 0  бўлса, ш X г ци =  0 бўлиб, (3.4) ф >р-

муладан =  ъ0 келиб чиқади. Бунда М нуқта ихтиёрий 
булгани учун олинган натижа текис шаклнинг барча нуқта- 
ларига тааллуқлидир. Текис шаклнинг ш =  0 бўлган пайг 
даги ҳаракати оний илгарилама ҳаракат  дейилади.

2- натижа. Текис шакл икки нуқтаси тезликларининг 
шу нуқталардан утувчи ўқдаги проекциялари ўзаро тенг- 
дир.

Бу натижани исбоглаш учун (3.6) ифодани ОМ ўққа про- 
екциялаймиз:

ч>мо (0 X  ГмО

белгилаш киритиб, (3.4) ни қуйидагича ёзамиз:

ч>м “  юо +  ^мо

(3.5) вектор купайтма модулини аниқлаймиз:

1'ио ‘й, ,̂ио ' 51п90° =  ш-ОМ,

(3.5)

(3.6)

(3 7)
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Лекин тм0 вектор ОМ га перпендикуляр, бинобарин, 
ПР ом +ио =  0- Шундай қилиб;

ПР ом =ПР ом (3.8)
(3.8) формула билан текис шакл нуқтасининг тезлигини 

аниқлаш, уни проекция усули билан топиш дейилади.

12-§. Тезликлар оний маркази ва ундан фойдаланиб 
текис шакл нуқтасининг тезлигини аниқлаш

Текис шакл нуқталарининг тезликлари қақидаги теоремадан 
фойдаланиб, бурчак тезлиги нолдан фарқли текис шакл 
уяун мазкур шакл текислигида ётувяи ва тезлиги бир онда 
нолга тенг бўлган нуқтанинг мавжудлигини курсатиш 
мумкин\ бундай нуқтага тезликлар оний маркази дейилади. 
Бурчак тезлиги ю бўлган текис шакл 0  нуқтасининг тезлиги

берилган булсин. ю0 векторни О атрофида айланиш йу- 
налиши бўйича 90° га буришдан ҳосил бўлган ОЬ тўғри чи- 
зиқда ОР =  — тенглик бўйича аниқланувчи (3.5-расм) Р нуқ-о)
та танлаб, О нуқтани қутб деб олиб, Р нуқта тезлигици аниқ- 
лайлик. (3.6) формулага кура

Ч)р =  Ю0  +  'Сро.

у0 _(3.7) га асосан т'„о =  ш-0Р-=ш — =  'о0 бўлиб, ъ вектори ОР

га перпендикуляр ва ю0 йуналишига қарама-қарши- йўналган, 
яъни т)ро =  — Уо. У ҳолда Р нуқтанинг тезлиги

I >Р —  Т)0  +  У Р О  ~~ 0

бўлади. Демак, Р нуқта тезликлар оний маркази бўляр экан. 
Бундай нуқта текис шаклнинг узига тегишли булмасдан маз- 
кур шакл жойлашган ва у билан боғланган текисликда бў- 
лиши ҳам мумкин.

Энди бурчак тезлиги м булган текис шакл ихтиёрий М 
нуқтасининг тезлигини топиш учун тезликлар оний маркази Р 
ни қутб деб олайлик (3.6-расм). У ҳолда (3.6) формулага 
асосан:

V.М Т'Я +  'СМР-
Р нуқта тезликлар оний маркази булгани учун =  0; бино. 
барин,

г>м =  г)мр. 0.9)
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гГ*
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ифодани ҳос\
х»и вектор\ 

да ЖР га пер\ 
раллел ҳаракатд 
ондаги тезлиги\ 
зигача бўлган кек 
тезлигининг кў А 
йуналишига мос р\

Текис шаклнинг

(3.10) ва (3.11) дан:

£  Чо-< гь *7, V
?7“* V Д °< 4 КРИВ0'

^рмула

^ Т* о
Т. -Ч
■$ л , р*. <й <>*

Р !?•«=* *1 /  ^
•о ог ч Ўй >  л>Г Ф. “£• ■> . о с>* ■<, и*

л \ & % \ * > *■*• •* 7>>. о*2 .
с* V. Р - 'о(О «3 г,о

а»V-

/И
т/л-

уНР
Я Р

^ла- 
. бурчак 

. зса айланиш  
„енсикуляр булади. 

хулосани қўлласак:
(3.11)

(3.12)

нисбатни ҳосил қилиш мумкин. (3.12) муносабат. қуйидаги 
натижани ифодалайди: текис шакл ну^таларинииг тезлик- 
лари ту нуқталардан тезликлар оний марказигача булган 
масофага туғри шюпорционалдар. Текис шакл нуқталари- 
нинг тезликларини (3.10) ва (3.12) формулалар билан аниқ- 
лаш уни тезликлар оний маркази ёрдамида топишдан ибо- 
рат. Текис шаклнинг тезликлар оний маркази ва бурчак тез- 
лиги маълум булганда бу усулдан фойдаланиш қулайдир.

Тезликлар оний марказини аниқлаш мумкин бўлган ҳоллар- 
ни куриб чиқамиз:

1. Агар жисм бирор сирт устида сирпанмасдан думаласа, 
жисм билан сирт уриниш нуқтасининг тезлиги нолга тенг, би- 
нобарин, бунда тезликлар оний маркази жисм билан сиртнинг 
уриниш нуқтасида бўлади (3.7-расм).

м
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2. Агар текис шакл ихтиёрий икки М ва К нуқталарининг 
тезликлари йўналиши маълум бўлиб, г*м ва г,. тезлнк вектор- 
лари узаро параллел булмаса, М  ва К  нуқталарда тезлик век- 
торларига ўтказилган перпендикулярларнинг кесишиш нуқтаси 
тезликлар оний маркази булади (3.6-расм).

3. Текис шакл ихтиёрий М  ва К  нуқталарининг тезликла-
ри т в а  Vк узаро параллел, бир томонга йўналган, микдор*
лари эса турлича бўлган ҳолда (бунда К нуқта га перпен- 
дикуляр тўғри чизиқда ётади, (3,8- расм) М  ва К  нуқталарни
туташтирувчи туғри чизиқ билан ва чк векторлар учлари 
орқали утказилган туғри чизиқнинг кесишиш нуқтаси тезлик- 
лар оний маркази булади.

4. Текис шакл ихтиёрий М  ва К нуқталарининг тезликлари
ва 'УА коллинеар, турли томонга йўналган ҳолда ҳам, тез- 

ликлар оний маркази М  ва К  нуқталарни туташтирувчи туғри
чизиқ билан г/ж ва ок векторлар учлари орқали утказилган 
тўғри чизиқнинг кесишиш нуқтасида булади (3.9- расм).

5. Текис шакл ихтиёрий М  ва К  нуқталарининг тезлик- 
лари бирор пайтда бир томонга йўналиб, узаро параллел ва 
миқдорлари тенг булса, жисм шу онда оний илгарилама ҳа- 
ракат қилади (3.10-расм); оний илгарилама ҳаракат пайтида 
жисм ҳамма нуқталарининг тезликлари бир хил, бурчак тез- 
лиги нолга тенг бўлса да, умуман бу нуқталар траекторияла- 
ри ҳар хил, тезланишлари турлича, бурчак тезланиши нолдан 
фарқли бўлади.

10-масала. Кривошип-шатун механизми АВ шатунидаги А,В 
ва С нуқталарнинг тезликлари ҳамда шатуннинг бурчак тез- 
лиги ® =  60°, ср =  90° булган ҳоллар учун аниқлансин. Қуйи- 
дагилар берилган: ш0 =  2с-1, ОА= г =0,5 м, АС=СВ, ср =  60°
да ОЛВ =  90° (3.11-расм, с, б).

Ечиш. 1. Аввал ср =  60° бўлган ҳолни курайлик (3.11-расм,

3.7- расм. 3.8- расм.

www.ziyouz.com kutubxonasi



а). А нуқта 0  қузғалмас ўк атрофида айланувчи ОА криво- 
шипга тегишли бўлгани учун унинг тезлиги (2.15) формула 
ёрдамида топилади:

г>д =  ОА-а>0 =  1 м/с.

вектори кривошипнинг айланиш йўналишига мос равиш- 
да ОА га ўтказилган перпендикуляр буйича йуналади.

В ползун горизонтал буйича қайтарма-илгарилама ҳаракат
қилади. Шунинг учун В нуқта тезлиги горизонтал бўйича 
йўналган. Горизонтал бўйича қайси томонга қараб йўналиши- 
ни топиш учун АВ шатуннинг тезликлар оний маркази Р ни 
аниқлаймиз ҳамда А нуқта тезлиги йўналишига мос В нуқта 
Р  атрофида соат стрелкаси бўйича айланишини ҳосил қиламиз.
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миқдорини (3.12) формулага биноан аниқлаймиз: ~
В Р  „ . .  ВР■■— 3.11-расм, а дан: —  = 
АР * АР

= зес 30° =
созЗО'

Ь А

; шунинг учун

г'в= г,А
ВР
АР С О 53 0 с

1,15 м/с.

АВ шатун бурчак тезлигини аниклаш учун А ни Р атро- 
фида айланади деб цараб, (З.Ю) формуладан фойдаланамиз:

V  ,
■АР ёки =  — . АР ни аниқлаш учун АВ топили-А В АР

ши керак: Д ОАВ дан: АВ -= ОА 1§60° =  0,866 м. А АРВ дан:
АР =  АВ 60° ==1,5 м. Шундай қилиб, — =0,67 с-1-

1 ,Ь
Тезликлар оний маркази. Р бўлган АВ шатун С нуқтаси- 

нинг тезлиги айланиш йуналишига мос равишда, СР кесмага 
перпендикуляр ва унинг миқдори (3.10)) га кура ус— ш ав- СР
тенгликдан топилади. АС =  '-~- ни эътиборга олиб, СР ни

аниқлаймиз: СР =
; 0,67 • 1,55 —

АСР туғри бурчакли учбурчакдан 
== | (ЛЯ>2-|-(АС)г те 1,56 м. Шундай қилиб, V,

=  1,05—. г»г векюрнинг АВ битан ташкил қилган бурчаги р 
с

ни аниқлаш учун АРС учбурчакдан $ =  АРС ни топамиз:
лс
АР

=  0,2887; р = 16°.

2. Энди <р = 90° булган ҳолга ўтамиз (3.11-расм, б), А нуқ- 
та тезлиги аввалги ҳолдаги сингари топилади:

^ ■ 1 = ' ^  ” а ± О А .

Горизонтал бўйича йўналган В нуқта тезлигини аниқлаш 
учун (3.8) формуладан — проекция усулидан фойдаланамиз:

ПР ьа Ъв ~  ПР ВА г»л.
Шунга кўра, V ьс.о& = V ёки = 1̂ .

|| — Vа булгани учун бу онда АВ  оний илгарила-
ма ҳаракат қилади, Бинобарин, бу ҳолда = 0 .  = 1'л =

13- §. Текис шакл нуқтасининг тезланиши

Теорема. Текас шакл ихшаёоий нуқтасининг тезлани- 
——шл*—кио1У)нинг тезланиши билан мазкур нуқтанинг қутб
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3.12- расм.

атрофида айланишидага чизицли тезланишининг геомет- 
рик йиғиндисига тенг.

Исбот. Текис шаклда қутб сифатида танланган О нуқта-

нинг тезланиш вектори ш о , мазкур шаклни қутб атрофидаги

айланма ҳаракатидаги бурчак тезлик вектори и>, бурчак тез-

ланиш вектори е булсин (3.12-расм), Фараз қилайлик, текис 
шаклнинг қутб атрофида оний айланма ҳаракати тезланувчан 
бўлсин. Текис шакл ихтиёрий М нуқтасининг тезланиш век-

тори чюм. ни аниқлаймиз. (3.4) дан маълумки,

Vм ~  1>и "г 10 X гмо,

бунда Г м о — М  нуқтанинг О  қутбга нисбатан радиус-вектори. 
Бу ифодадан вақт буйича ҳосила оламиз:

сН сИ
<1т_
41

X  гм о ~ г  ш X
*г.ИО

41

(IV .|
(3.13) да — 5 -* а"о -  

ШМ , — - =  1Юо,
4 ш 
41 е ва

(3.13)

Демак,

й г мо
41

=  V МО о. X  г мо

№ и =  К'г7-|' е X  г м о  +  & (3.14)

(2.21) ва (2.22) ифодаларга ўхшаш (3.14) даги е Х  гМо —^мо— 
М нуқганинг О қутб атрофида айлана бўйлаб ҳаракатидаги

уринма-айланма тезланишини, о> X  = ®.ио эса М нуқтанинг
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О кутбга нисбатан нормал —марказга интилма тезланишини ифо- 
далайди. Бу белгилашларга кўра 13.14) қуйидаги кўринишда 
ёзилади:

ъз.м = 4-®'ко"Ф “'лю- (3.15)

Бунда х.'цо ‘®мо~ яумо — М нуқтанинг О кутб атрофида 
айланишидаги чизиқли тезланишидан иборат. Шундай қилиб,

“Мм =  и»о +  ^мо  (3.1 б>
дан теореманинг исботи келиб чиқади.

(3.15) формулага биноан чизмада М нуқтада ч$0о, и>мо ва
иомо векторларини қуйиб, геометрик қўшсак, иим вектори ҳо- 
сил бўлади; шу қушишда ҳосил бўлган МКИУ кўпбурчак: 
тезланишлар кўпбурчаги деб аталади (3.12- расм, М нуқта- 
нинг О атрофида айланиши тезланувчан бўлган ҳол учун кўр- 
сатилган).

М  нуқтанинг О қутб атрофида айланишидаги уринма ва 
нормал тезланишлар миқдорларини аниқлаймиз:

™'мо = I 'ИОмо I == I е х  гмо I =  $ ~ГМ0 • 51п90° = е • ОМ,

Юмо =  | и)мо\ = | X ъмо | = <о • г>лозт90° = ш • ш ■ ОМ =  ш* • ОМ, 

Шундай қилиб,
®;Ио = б ■ ОМ, чюмо = и,г • ОМ. (3.17)

Фмо ва чшмо ўзаро перпендикуляр бўлгани учун

тмо -  V  (^моУ +  (®жо)2 =  ОМ V еа +  ш4 (3.18)

иомо векторнинг МО билан ташкил қилган (а бурадги

Р = агс(§ '—~  =  агс!§ (3.19)

формуладан топилади.
(3.15) ёки (3.16) формула билан текис шакл нуқтасининг 

тезланишини аниқлаш уни қутб усули билан топиш дейи- 
лади.

Текис шаклда қутб деб олинадиган нуқтанинг тезланиш» 
ҳамда жисмнинг оний бурчак тезлиги ва бурчак тезланиши 
берилиб, шу шакл ихтиёрий М нуқтаси тезланишининг миқ- 
дори ва йўналишини аниқлашда бу тезланиш векторининг уза- 
ро перпендикуляр бўлган иккита уқлардаги проекциялари 
орқали топиш қулайдир.
М
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г
Бунинг учун (3.17 )формулаларга кўра тюмо, ^мо  топилиб, 

расмда М нуқгада •юо, ^мо, ^мо  йуналтирилади ва (3.15>
формулага биноан чим нинг ?, -ц ўқлардаги проекциялари 
п>т  топилади:

№ М'' "  * +  ^^6иоК+ 1̂ 'НоК»

ад.ч-, =  (юо).I +  +  (% о )т
У ҳолда тезланиш миқдори

юм =  У  юмг +  70мп (3.20)

формуладан, йўналиши эса нинг I, у ўқлар билан ташкил 
қилган бурчак косинуслари орқали аниқланади:

СОЗ[Юм, ?) = — С03(И),ад, (3.21)
Л'м •

Баъзан текис шакл бурчак тезланиши номаълум булиб, 
аниқланиши керак булган нуқта тезланишининг йуналиши маъ- 
лум бўлади; бу ҳолда (3.15) формулани МО йуналишига про- 
екциялаб, ®ло қатнашмайдиган, га нисбатан тенглама ҳо- 
сил қилиш мумкин.

Агар тезланиши топилиши керак бўлган М нуқта текис 
шаклга тегишли бўлиши билан бирга иккинчи томондан қўз- 
ғалмас О, уқ атрофида айланувчи жисмга ҳам тегишли булса,
(3.15) формула

©жо,= и'о Ф то.иоф 'Юмо (3.22)

кўринишда ёзилади. Бунда (3.22) да қатнашувчи ҳамма век- 
торларнинг йўналишлари маълум, лекин векгорлардан иккита- 
сининг миқдори номаълум бўлиши мумкин. У ҳолда (3,22) 
ифода иккита турлича йуналишга проекцияланишидан ҳосил 
бўладиган тенгламалар орқали номаълум миқдорлар топилади.
чим ни эса

к1 „=  1/Л(и'жо1)2 +  (^жо,)2 (3.23>

формуладан топиш мумкин.
11-масала. 10-масалада ОА кривошип бурчак тезлиги ўз- 

гармас деб олиниб, <р = 60° ва <р=90° бўлган ҳоллар учун, 
А, В, С нуқталарнинг тезланишлари ҳамда АВ  шатуннинг 
бурчак тезланиши топилсин'

Ечиш. 10-масаладан маълумки ш0== 2с-1, ОА = 0,5 м, АВ =  
= 0,866 м, АС =  0,433 м.
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1. Аввал <р =  60° бўл- 
ган ҳолни курайлик, бун-
да ОАВ = 90°, =
=0,67 с_1(3.13- расм).

А нуқта қўзғалмас О 
ўқ атрофида айланувчи 
ОА кривошипга тегишли 
бўлгани учун, унинг тез-
ланиши тоа= тол +  ̂ лфор- 
муладан аниқланади. Би- 
роқ, о)0 =  сопз1; биноба- 
рин, е0 = 0 ва то а = 0. 
70" =  о>о ■ ОА = 2м/с2. Шун-

дай қилиб, =ю"; 'пуа = 2/мс2. ?1УЛ вектор йўналиши 3.13- 
расмда кўрсатилган.

АВ текис параллел ҳаракат қилади. А нуқтани қутб деб 
олсак, (3.15) формулага кўра В нуқта тезланиши учун

= ТОПВА^  ™ВА (1)
вектор тенгламани ёзиш мумкин.
(1) ифодадаги №пвл нинг миқдорини (3.17) га асосан аниқлай- 
миз:

’ АВ = 0 ’39 М/С3-
70иА вектори АВ буйлаб В нуқтааан айланиш маркази А то- 
мон йуналган.

АВ шатуннинг бурчак тезланиши номаълум бўлгани учун
(3.17) формула билан 70гвА ни аниқлай олмаймиз. В нуқтанинг 
А атрофида айланишини тезланувчан деб фараз қилиб, АВ 
нинг Р атрофида айланишига мослаб, АВ га перпендикуляр
равишда и>ал ни йўналтирамиз.

Шунингдек, В нуқтанинг горизонтал буйича илгарилама 
ҳаракатини тезланувчан деб фараз қилиб, и>в ни нуқта тезли- 
ги буйлаб йуналтирамиз.

(1) ни ВА йўналишга проекциялаб, тов га нисбатан тенгла- 
ма ҳосил қиламиз:

дадСозЗО0 =  и.1пВА
Еундан

я™ВА_
соз30°

=  0,45 м/с2.

70в ишорасининг мусбат чиқиши В нуқтанинг илгарилама ҳа- 
ракати тезланувчан эканлигини тасдиқлайди.

www.ziyouz.com kutubxonasi



I (1) ни АВ га перпендикуляр булган йу- 
! налишга проекциялаб, тю1А учун тенглама 

ҳосил қиламиз;
адвсоз50° =  те>л +  тювк'

Бу ифодадан:

те)ед =  тй> всоз60° — тюА =  — 1,78 м/с2.

т&в а  нинг минус ишора билан чиқиши В нуқ- 
танимг А атрофида айланиши секинланувчан 
эканлигини кўрсатади.
(3.17) формулага кўра

«>
ЬА В ~

ЛВ 

АВ '
-  2,0.5 с-з

31.4- расм.

I Агар ихтиёрий В, нуқтадан ўз йўналишларига мос равиш-
I да тегишлича масштаб буйича олинган тшА, тюпвА ва тювл век- 
I торларни кетма-кет қуйиб, охирги вектор учини В, билан ту-

таштирсак, тюв га мос вектор келиб чиқади (3.14-расм).
' Энди С нуқта тезланишини аниқлашга угамиз. А ни қутб 
{ деб олсак, (3.13) га асосан:

} ТЮС =  ^ А  +  М С А  +  11)1 А ’ (2)
(2) да тюса =  ^ав-АС— 0,19 м/с2, |«Ф.м| = [едв(-ЛС=0,89 м/с“

булиб, тю"сл — АС бўйлаб С дан А га томон, тю1А эса АС кес- 
мага перпендикуляр йуналган (расмда С нинг А атрофида ай- 
ланиши секинланувчанлиги ҳисобга олинган).

С нуқта тезланишининг ҳам миқдори, ҳам йўналиши но- 
маълум. Шунинг учун узаро перпендикуляр С;, Су\ уқлар 
олиб, (2) ни шу ўқларга прсекциялаймиз:

=  — тюЪа = 1,11 м/с2, 
а>Гт(=* и,'"А =  0,19 м/с2.

(3.20) га асосан таг топилади:

К’с =  у  к 'а  +  =  1,13 м/са.

(3.21) ёрдамида тюс йўналишини аниқлаймиз:

С08(гис, ?) =  -2-1 =  0,982, \тю, , «)

С08(гис , /(> =  —  =0,168, ( и ) , ,  г()

11°;

79°.
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2. Энди <р = 90° булган 
ҳолни кўрамиз. А нуқта 
тезланишининг миқдори ав- 
валги ҳолдагидек бўлади, 
йуналиши АО буйлаб йў- 
налган. <р = 90° да =  0 
эди. Шунинг учун (1) фор-
мулада => 0 булиб, у 
куйидагича ёзилади:

<3)
(3) да тд вектори горизон-

тал бўйича, т}~ВА эса АВ га утказилган перпендикуляр буйича 
йуналган (3 15-расм).

(3) буйича ва векторларга қурилган параллелог- 
—* —>

рамм диагонали тив бўлиши керак. Шундай қилиб, ъ>в векто-
ри векторга қарама-қарши йўналганлигини кўрамиз, бу В 
нуқта ҳаракати курилаётган пайтда секинланувчан бўлишини 
билдиради.

•тв миқдорини ВЕй  туғри бурчакли учбурчакнинг катети
сифатида аниқлаймиз: (3 =  ВЕО =• ОВА бурчакни АОВ учбур- 
чакдан топиш мумкин:

81П  ̂=  — =  0,577; £«35°. г АВ  ’ ’ г

У ҳолда ВЕИ учбурчакдан: 

35° =  1,4 " ;
соз 35°

■ 2,44 м/са.

АВ шатун бурчак тезланишини аниқлаймиз:

, й =  ^ = 2 , 8 2  с -2.
л а  АЬ

(0 „ =  0 булгани учун (2) формула қуйидагича ёзилади:

«V- = жГА,

бунда и>1.л — глв • АС =  1,22 м/с2.
'и>л ва векторларга қурилган параллелограммнинг СҒ

диагонали и>с ни ифодалайди. Косинуслар теоремасидан фой- 
далансак, С П  учбурчакдан қуйидаги ҳосил бўлади:

тюс =  1 тшл +  (та<>1,аУ — 2дал • т'сА соз Зэ° 1,22 м/с5.
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3.10- расм.

и \: =  т’СА келиб чиққани учун СҒВ учбурчак тенг ёнлидир,
— »

демак, 7 =  35°. У ҳолда тс вектори АВ билан 55° — 35°= 20° 
бурчак ташкил этади.

12-масала. 3.16-расмда тасвирланган турт шарнирли меха* 
низмда ОА кривошип ш0 =  2 с-1 бурчак тезлик ва е0 =  1 с“ * 
бурчак тезланиш билан О шарнир атрофида айланади. Меха- 
низмнинг а =  45°, (5 =  60°, 7 =  150° бўлган ҳолатида А  ва В 
нуқталарнинг тезликлари, тезланишлари ҳамда АВ ва ВС зве- 
ноларнинг бурчак тезликлари, бурчак тезланишлари аниқлан- 
син. ОА =  1 м, АВ =  2 м, 5С =  1,41 м, ОС — қузғалмас.

Ечиш. А  нуқта О атрофида айлана бўйлаб ҳаракатлангани 
учун унинг тезлиги ва тезланиши қуйидагича аниқланади:

ьА — . ОА =  2 м/с; _1_ ОА.

-+- ту/,; 1Ю\ =  • ОА =  4 м/сг, тюА =  г ■ ОА =  1 м/са.

10̂  =  - /  +  (г&д)2 Л#4,12 м/са, {*, =агс1§ —-  д= 14°.
"6

йўналишлари 3.16-расмда кўрсатилган.
/5 нуқта ҳам текис параллел ҳаракатдаги АВ  звенога, ҳам 

қўзғалмас С ўқ атрофида айланувчи ВС звенога тегишли; шун-
га кўра ъв А_ВС булиб, юв нинг қайси томонга йуналганлиги
АВ  нинг тезликлар оний маркази Р  атрофида айланиш йуна-
лишига боғлиқ (3.16-расм).-•

юв миқдорини (3.12) формулага биноан топамиз:
ВР

=  — ёки V  
АР

ВР

АР
VА ‘

АВР  учбурчакда РАВ =  30°. АВР =  АРВ =  75°; демак, АР-=
6Т:
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=  АВ =  2 м, ВР = У (А В )2 + (АР)2 — 2АВ- АРсоз 30°«1,04 м. 
Шундай қилиб, ■Уо =  — V . % 1,04 —.

1 АР  А с
АВ нинг Р  атрофида, ВС нинг С атрофида айланиш бур- 

чак тезликларини аниқлаймиз:

лв Л Р
=  I с-1 Н-  =  ~  -0 ,7 4  с-

Энди В нуқта тезланишини аниқлашга ўтамиз. В нуқта С 
нуқта атрофида айлана бўйлаб ҳаракатлангани учун:

=  К с  +  (11
<овс маълум, ед/, номаълум бўлганидан (1) даги тлвс ни аввал- 
дан аниқлаш мумкин, лекин т'вс ни ҳозирча топиб бўлмайди. 
Шунинг учун В нуқтанинг текис параллел ҳаракатдаги АВ га 
тегишли бўлганидан фойдаланамиз. А нуқтани қутб деб ол- 
сак, (3.15) га биноан:

тв =  тЧ +  т\ +  т“ А +  А. (2 )

( 1) ва (2) дан

Ч с  +  № в с  =  +  ™ А  +  ™ в а  +  ™ в а  ( 3 )

тенглама ҳосил бўлади. (3) тенглама (3.22) кўринишидаги 
тенгламадир.

(3) тенгламада қатнашувчи барча векторлар йуналишлари- 
ни кўрсатиш мумкин; бунда т ^ с ва т'вл ни йўналтиришда 
В нуқганинг С ва А атрофида айланиши тезланувчан деб фа- 
раз қилинади. (3) да:

т%с =  швс ' ВС =  0,77 м/с', ти£л — шАВ • АВ =  2 м/с2, 
тпА =  4 м/с2, т\ = 1 м/с2 бўлиши аниқ.

®вс ва т*ВА ни аниқлаш учун (3) ни ВА ва ВС йуналишлар- 
га проекциялаймиз (ВА ва ВС йўналишлар олинганда бир но- 
маълумли тенгламалар ҳосил бўлади):

тпвс соз 75° +  тхвс соз 15° = т" соз 30° +  т\ соз 60° +  (4)
тпвс =  тпк соз 75° — т \ со515° — тпвлс°5 75° +  тВА С05 15°. (5)

■ 4) тенгламадан т'вс ни, (5) дан тхВК ни топамиз:

т? соз 30° » 1ю\ соз 60° +  +  «/2,.с04 75°
=  -+ ---------------- ь.------------- "2----- ---------- «  ь,35 М'С2,

с05 15°

< г  -  С05 75° 4- С05 15° +  . соз 75°
=  — ------ ---------------------------*-----------«  1,26 м/с2.
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( 1) га кура тв миқдори ва йўналиши қуйидагича топилади: 

®П = I (да£с>‘ + ~  6-10 м;с*-

ь  =  агс!§ =  агс!§ 8,247 ^  83°.
Ту'вс

Энди <45 ва ВС звенолар бурчак тезланишларини аниқлаш 
мумкин:

*лв'
тВА
АВ

=  0,63 с -2, ввс- ^ « 4 , 5  с -2.

®ав' евс нинГ мусбат ишорали булиши юқорида <4С ва ВС 
нинг, мос равишда <4 ва С атрофида айланишини тезланув- 
чан деб олганимизнинг ўринли эканини кўрсатади.

Ихтиёрий 5, нуқтадан бошлаб (3.17- расм), тегишлича масш-
табда кетма-кет ■Я)вс ва я>авс векторларини ёки т®ВА, ю'л, я)'ВА

ва т" векторларини қўйиб В ^ Е  тезланишлар учбурчагини 
ёки В^КМОЕ тезланишлар кўпбурчагини қурсак, улардаги
ВГЕ томон чи)в ни ифодалайди. Бу билан ҳисоблашларнинг тўғ- 
рилигини текшириб кўриш мумкин.

14- §. Тезланишлар оний маркази ва ундан фойдаланиб 
текис шакл нуқтасининг тезланишини аниқлаш

Текис шакл учун тезликларнинг оний марказига ухшаш, 
текис шакл текислигиба ётувш ва бир онда тезланиши 
нолга тенг булган нуқта мавжуд\ бундай нуқта тезланиш- 
лар оний маркази дейилади.

Текис шаклда олинган бирор О нуқтанинг тезланиш век- 
- ̂

тори т0 (3.18-расм) ҳамда текис шаклнинг бурчак тезлиги ш
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ва бурчак тезланиши г берилган; қутб атрофидаги айланма 
ҳаракатни тезланувчан дейлик. пгг, векторни айланма ҳаракат- 
нинг йуналиши буйича а =  агс1д — бурчакка буриб, 01  нурни

ўтказамиз. Бунда а =  — >  0 булгани учун 0 ° < а < 9 0 ° .  Ҳо- 
сил қилинган нурда О  нуҳтадан бошлаб ўлчанувчи

0 0 =  ■ (3.24)
[4 с н>*

кесмани белгилайлик. О нуқтани қутб деб олиб, 0  нуқтанинг 
тезланиш векторини топамиз. (3.16) формулага асосан:

+  ®<?о (3-25>
(3.18) га кура 0  нуқтанинг О қутб атрофида айланма ҳарака-
тидаги тезланишининг модули

=  О 0  у '  г* +  О)4 ,

формула билан аниқланади. (3.24) муносабатни эътиборга олиб, 
•сунгги формуладан

т0 . --------
™о0 “  • • V *  +  == Т*>о

ифодани ҳосил қиламиз. векторининг О О  кесма билан ҳо- 
сил қилган бурчагини р. десак, (3.19) га биноан а =  р, келиб 
чиқади. ю£0 вектор 0  нуқтадан О марказга қараб йуналган;

чю00 вектор эса билан |х(р,<90°) бурчак ташкил қилади.

Демак, 0  нуқтага кўчирилган и'0 ва •Шд0 векторлар бир тўғри 
чизиқда қарама-қарши томонга йўналган векторлар экан:

У ҳолда (3.25) дан қуйидагига эришамиз; ^  =  0. Демак, 0  
нуқта тезланишлар оний маркази булади. Шундай қилиб, тез-
ланишлар оний маркази О қутбдан ўтказилган ва т0 тезла- 
а и ш и  билан бурчак тезланиш йўналишига мос равишда олин- 
ган а =  атс!§— бурчак ташкил этувчи тўғри чизиқда (3.24)О)2
тенглик бўйича аниқланувчи масофада ётади.

Энди тезланишлар оний марказини қутб деб олиб, те- 
кис шакл ихтиёрий М ва К нуқталарининг шу ондаги тез-
во
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ланишларини аниқлайлик (3.19-
расм). У ҳолда = 0 бўлгани учун
(3.16) дан

<3-26)
ҳосил булиб, бу нуқталар тезланиш- 
ларининг модуллари (3.18) га асосан

™м = ш'т  =  г* + “ ‘*1
тк =  тК1) =  (]К / г1 и ' ! 3̂-2'7'

тенгликлар билан аниқланади. (3.26) дан кўрамизки, текис 
шакл ихтиёрий нуқтасининг тезланишини тезланишлар 
оний марказидан ўтувии уқ атрофида айланувяи жисм 
нуқтасининг тезланиши каби аниқлаш мумкин экан.

(3.27) муносабатлардан қуйидаги нисбатга эришиш мумкиц:

_  0м 
ОК

(3.28)

Шундай қилиб, текис шакл нуцталари тезланишларининг 
цийматлари вақтнинг ҳар бир пайтида шу нуцталардан 
тезланишлар оний марказигаяа бўлган масофаларга про- 
порционал булади, тезланиш векторлари мазкур нуцталар- 
ни тезланишлар оний марказига туташтирувяи кесмалар
балан бир хил  а = агс!§ — буряак ташкил цилади. Агар бу. со2
бурчак тезланиш векторидан мазкур кесмага қараб улчана- 
диган булса, унинг мусбат йуналиши текис шакл бурчак тез-
ланиши в нинг йўналишига мос келади, яъни айланма ҳара- 
кат тезланувчан булса, а нинг мусбат йўналиши айланма ҳа- 
ракат йуналиши буйича, ҳаракатнинг секинланувчан ҳолида а 
бурчакнинг мусбат йўналиши ҳаракат йўналишига теекари бў- 
лади.

Шуни таъкидлаш керакки, текис парэллел ҳаракатдаги те- 
кис шакл тезликлар оний маркази билан тезланишлар оний 
маркази умуман турли нуқталардир. Буни тўғри чизиқли изда 
сирпанмасдан думаловчи, симметрия марказининг тезлиги уз- 
гармас бўлган диск мисолида яққол кўриш мумкин; диск би- 
лан изнинг уриниш нуқтаси тезликлар оний маркази, диск 
маркази эса тезланишлар оний маркази булади.

Қуйидаги хусусий ҳолларни кўрайлик.
1) м ^О , е = 0  бўлсин (3.20-расм). Бунда = +  = 0 ва0>Я

я = 0 булиб, текис шакл барча нуқталарининг тезланишлари 
тезланишлар оний марказига йўналган бўлади. Берилган нуқ-
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3.20- расм. 3.21- расм.

тадан тезланишлар оний марказигача булган масофа эса (3.24) 
га биноан

формуладан топилаци.
2) ш =  0, гфО. Бундай ҳол одатда айланма ҳаракатнинг 

йуналиши ўзгариши пайтида содир булади (3.21 - расм). Бунда

1§7 =  — = оо ва а=90°

бўлиб, текис шакл барча нуқталарининг тезланишлари уларни 
тезланишлар оний маркази билан туташтирувчи кесмаларга 
перпендикуляр йўналади. Демак, оний марказ <3 ни топиш
учун тезланиши берилган М нуқтадан тезланиш вектори- 
га тегишли йўналишда (е нинг ишорасига қараб) перпендику- 
ляр нур чиқариб, бу нурда

масофа ажратилади.
3) Текис шакл икки нуқтаси тезланишларининг модуллари 

ва йуналишлари берилган, масалан, М ва К нуқтэларнинг
тезланиш векторлари ® и ва тк маълум бўлсин (3.22-расм) 
М нуқтани қутб деб олиб, (3.16) га асосан

= ®.и +  ™км

деб ёзиш мумкин. Чизмада векторни ҳосил қилайлик.

Бунинг учун К нуқтада диагонали тк ва бир томони бўл- 
ган параллелограмм ясаймиз. Маълумки, бу параллелограмм-
нинг томони МК  кесма билан а =  агс(§;- бурчак ҳосил 

қилиши керак. Бу бурчакнинг вектордан МК  кесмага ай-
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ЗЛ 2-расм . 3.2.'4- |>.1см.

ланиш йўналиши е векторнинг йўналишини белгилаб беради
е векторнинг йўналишини билган ҳолда берилганларга асосан 
тезланишлар оний маркази <3 нуқтани аниқлаш қийин эмас.
Чунончи, и>м ва иок векторларни е векторнинг йуналишига 
мос йуналишда топилган а бурчакка буришдан ҳосил қилин- 
ган нурларнинг кесишган нуқтаси тезланишлар оний марказм 
<3 булади.

Агар берилган тезланиш векторлари ва узаро па-

раллел, ММА.тм ва Ф бўлса (3.23- расм), (3.28) муно- 
сабат ҳамда текис шакл нучталари тезланишлари шу нуқта- 
ларни тезланишлар оний маркази билан туташтирувчи кесма- 
лар билан бир хил бурчак ташкил қилишларидан фойдаланиб,
тезланишлар оний маркази топилади. ш„ вектор учини М ,

вектор учини А, десак, ДМС^М^ нинг ДКОК^ га ухшаш 
лигидан фойдаланиб, <3 нуктани аниқ- 
лаймиз. МҚ  ва М ХКХ кесмалар давом- 
ларининг кесишган нуқтаси изланган 
тезланишлар оний марказини ифода- 
лайди.

13-масала. ОА кривошип ш0 =
= 2 с_'бурчак тезлик ва е0 =  2,3 с_* 
бурчак тезланиш билан О ўқ атро- 

фида айланиб, радиуси г = 0,2 м бул- 
ган 1-ғилдиракни Қ= 0,3  м радиусл! 
қузғалмас 2-диск устида сирпантир 
май думалатади (3.24- расм). Меха 
низмнинг расмда курсатилган ҳола- 
тида (О А ± А В ) ғилдиракнинг тезла- 
нишлар оний маркази ва ундан фой- 
даланиб В нуқта тезланиши топилсин.
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Ечиш. 1-ғилдиракнинг тезланишлар оний марказини аниқ- 
лаш учун ундаги бирор нуқтанинг тезланишини ва ғилдирак- 
нинг бурчак тезлиги ш, ҳамда бурчак тезланиши е, ни топиш 
керак. Шунга кура, аввал ғилдирак Л нуқтасининг тезлани- 
шини аниқлаймиз. А нуқта ОА кривошипга ҳам тегишли бўл-
гани учун =  тп +  п>\. Бунда т" =  а>2 • ОА = (/? +  г) =
=  2 м/са, т д = ®0- ОА= 1,15 хюА =  у  '\У =*
«2,31 м/с2.

ва 1ЮК векторлар йўналишлари 3.24-расмда кўрса-

тилган. тА векторнинг АО билан ташкил қилган [х бурчагини 
аниқлаймиз:

(х =-- агс!§ —  - агс!§ 0,575 «  30°. 
и'а

Ғилдиракнинг бурчак тезлигини аниқлаш учун уни тезликлар 
оний маркази Р атрофида айланади деб қараймиз:

ш,
V А АО

=  аР =  дР Шо- ( 1)

(1) дан (0, = ^ —̂ ™ 5 с 1 ҳосил бўлади.
0,2

Ғилдиракнинг бурчак тезланишини аниқлаш учун (1) дан 
вақт буйича ҳосила ҳисоблаймиз:

са
АО й?ш0 

АР~0(
ёки е. АО

АР
ео*

Бу тенгликдан е,==5,75 с-2 келиб чиқади.
Энди (3.24) формулага биноан Л нуқтадан тезланишлар 

оний маркази <3 гача бўлган масофани аниқлаймиз:

Лў = —-------- 0,09 м.
V  Ш1 +

А<Э кесма ®л векторини йўналишига мос равишда

а = агс!§ -̂ - =  агс!§ 0,23 13°«2

бурчакка буришдан ҳосил бўлган АЬ нурда олиниши керак.
В нуқта тезланишининг миқдорини (3.28) формулага бино- 

ан топамиз:
'я  В 0=  — ёки тю
1А ^0

во_
А0 т (2 )

В<3 кесмани АВ 0  учбурчакдан фойдаланиб аниқлаймиз; 
бунда 5Л(2 =  (90° +  х̂) — а = 107°. У ҳолда:

£<2 == V  (Лд)а -ғ (АВ)2 -  2 ■ Л д • Л5 • соз 107° «  0,24 м.
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Бинобарин, (2) дан та)в =  б,16 — келиб чиқади. ъив векторнинг
йуналиши ВО ни В атрофида соат стрелкаси ҳаракати буйича 
а =13° бурчакка буриш билан аниқланади (чунки ғилдиракнинг 
айланиши соат стрелкаси айланишига тескари).

АВО учбурчакда АВф= 8 десак, синуслар теоремасига ку- 
ра 31П0 = — З1п 107° ёки 0=21°.

Демак, ъьв вектори АВ билан 0 —а = 8° бурчак ташкил 
этади.

IV б о б . ЖИСМНИНГ СФЕРИК ҲАРАКАТИ

15-§. Эйлер бурчаклари. Жисмнинг цузғалмас нуқта 
атрофидаги айланма ҳаракати тенгламалари

Ҳаракат. давомида жисмнинг бир нуқтаси қўзғалмай 
қолаверса, бундай ҳаракат қўзғалмас нуқта атрофидаги 
айланма ҳаракат ёки сферик ҳаракат дейилади. Бу ҳара- 
катни сферик дейилишига сабаб жисмнинг барча нуқталарн 
марказлари қўзғалмас нуқтада бўлган, радиуслари эса шу нуқ- 
талардан қузғалмас нуқтагача бўлган масофаларга тенг б\л- 
ган сфералар бўйлаб ҳаракат қилади.

Сферик ҳаракат қилувчи жисмнинг қўзғалмас нуқтасини 
қузғалмас Охуг координаталар системасининг боши сифатида 
қабул қилиб, жисмнинг ушбу системага нисбатан ҳаракагини 
текширамиз. Бунинг учун боши Окуг координаталар си.тема- 
сининг бошида булган ҳамда жисм билан боғланган қузғалув- 
чи координаталар системасини киритамиз (4.1 - расм). Рав-
шанки, агар қузғалувчи системани қўзғалмас системага нисба- 
тан ҳаракати аниқланса, жисмнинг ҳам қузғалмас системага 
нисбатан ҳаракати аниқланган булади. Ҳақиқатан, сферик ҳа- 
ракатдаги жисм ихтиёрий нуқ- 
тасининг қузғалувчан координа- 
талар системасидаги координата- 
лари т; ва С булсин. Бу ко- 
ординаталар жисм ҳаракати да- 
вомида қузғалувчи системага 
нисбатан узгармайди. Қузғалув- 
чан система ҳар бир уқининг 
қузғалмас системага нисбатан 
ҳарак^ти унинг бу система ўқ- 
лари билан ҳосил қилган учта 
бурчагининг вақт функцияси си- 
фатида берилиши билан тўлиқ 
аниқланади. Бинобарин, 0;т£сис- 
теманинг Охуг системага нис- 
баган ҳаракати тўққизта бур-
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чакнинг берилиши билан тулиқ аниқланади. Агар мазкур туқ- 
қизта бурчак берилган бўлса, М нуқтанинг Охуг системадаги 
ҳаракати ортогонал координаталар системасини алмаштириш 
формуласига асосан

IX —I соз а , +  'Ц С05 а 2 +  С С05 а3,
У =  £ СОЗ {*,+•») С05 +  С С05 Рз,

2 =  С С05 Т, +  Т] С05 Тг +  с СОЗ Тзтенгламалар орқали топилади. Бу ерда 5, ц, С ўқларнинг Ох 
ўқ билан ташкил қилган бурчаклари я(, Оу билан ҳосил қил- 
ған бурчаклари Ог билан ҳосил қилган бурчаклари ор- 
қали (г =  1,3) белгиланган. Бу тўққизта бурчак қуйидаги 
-олти муносабат билан боғлангандир:

С052 а, + .  С052 Р, +  соз2 т, =  1,
С052 а2 +  С052 р2 +  С052 Т2 =  1, 
соз2 а3 +  С052 Рз +  С052 -(з =  1;
С05 а , • С05 а2 +  С05 Р, • С05 Р2 +  С05 •(, • С05 7 2 == 0 ,
С05 а , • С05 а3 +  С05 Р, • С05 +  С05 7 , • С05 73 =  0 ,
С05 а 2 • С08 а8 +  С05 Р2 • С05 Р8 +  С05 72 • С05 73 =  0.

(4.1)

Демак, қузғалувчан системанинг қўзғалмас системага нисба- 
тан ҳаракатини бир-бирига боғлиқ бўлмаган учта бурчакнинг 
ўзгариш қонунини бериш билан тўлиқ аниқлаш мумкин экан. 
Қолган олтита бурчак эса (4.1) муносабатлардан аниқланади. 
Шу нуқтаи назардан сферик ҳаракат, цилувчи. жисмнинг 
эркинлик даражаси учга тенг дейилади. Лекин қаралаётган 
туққизта бурчакдан учтасини билган ҳолда қолган 6 тасини
(4.1) муносабатлардан аниқлаш мураккаб масала. Масалани 
осонлаштириш учун бу учта бир-бирига боғлиқ бўлмаган бур-

чак у-чун координаталар 
уқлари орасидаги бурчак- 
лардан учтасини олмай. 
Эйлер томонидан тавсия 
этилган бошқа бурчак- 
ларни олиш қулайдир. 
Эйлер бурчаклари деб 
аталувчи бу бурчаклар 
орқали юқорида айтилган 
тўққизта бурчакни осон- 
лик билан ифодалаш 
мумкин. Кўзғалувчи \Оч\ 
текислик билан қузғалмас 
хОу текислик кесишган 
чизиқни ОЬ орқали бел- 
гилайлик (4.2-расм), бу 
чизиқ тугунлар чизиғи 

4.2-расм. дейилади.
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Эйлер бурчаклари қуйидагича олинади: 1) (Ох, 0/.) = ф,
2) (бг, О') = 9, 3) (01, 0 ;) = »;  ̂— прецессия бурчаги, 0 — 
нутация бурчаги, ~ — соф айланиш бурчаги дейилади.

Эйлер бурчаклари текисликларига тегишлича перпендикуляр 
булган Ог, ОЬ, ОС ўқларнинг учидан қараганда ф, 0, ср бур- 
чакларнинг мос равишда Ох, Ог, 01  ўқлардан бошлаб ўзга- 
риши соат стрелкаси айланишига тескари куринадиган йўна- 
лиш мусбат йўналиш деб олинади. Жисмнинг ҳаракати даво- 
мида у билан боғланган қузғалувчи система ҳам ҳаракат қи- 
либ, 'V, 6, ср бурчаклар вақт функцияси сифатида узгаради:

« - ‘МО, ]
6 =  0 (0 ,  (4.2)
? = ? ( 0 - I

(4.2) тенгламалар жисмнинг сферик ҳаракати тенглама- 
лари дейилади.

Қўзғалмас нуқтага эга бўлган жисмнинг чекли вақт ичида 
кучгандан кейинги ҳолати 0 ;т]С координаталар системаси би- 
лан аниқлансин; бошланғич пайтда бу қўзғалувчи координага- 
лар системаси қўзғалмас Охуг система билан устма-уст туш- 
ган бўлсин (4.3-расм). 0;ҳС системанинг бошланғич пайтдан 
кейинги ҳолатга ўтишини қуйидагича бажариш мумкин: 0'сч]С 
системани Ог уқ атрсфида соат стрелкаси айланишига тескари 
йўналишда б бурчакка айлантирсак, у ОИ^г ҳолатни эгаллай- 
ди; кейин О И хг ни 01  ўқ атрофида 6 бурчакка кўрсатилган 
йўналиш бўйича айлантириб 0 И £  ҳолатга утказамиз ва ни- 
ҳоят, 0 И 2(, ни ОС ўқ атрофида © бурчакка курсатилган йуна- 
лиш буйича бурчак, у 0;ҳС ҳолатга утади. Демак, қаттиқ 
жисмнинг қузғалмас нуқта атрофидаги ихтиёрий кўяиши- 
ни (элементар ҳаракатини) шу қўзғалмас нўқтадан ўтув- 
чи учта-. Ог, 01, О; уқлар атрофида кетма-кет учта ай- 
лантириш билан бажа- 
риш мумкин экан, бу Эй- 
лер теоремасина ифода- 
лайди.

Қузғалувчи система 
уқлари билан қузғалмас 
система ўқлари орасидаги 
бурчакларни Эйлер бур- 
чаклари орқали ифодалаш 
учун, сферик тригономет- 
риядан баъзи маълумот- 
ларни келтирамиз.

Радиуси бирга тепг 
бўлган сферада ОАВС уч 
ёқли бурчак билан аж- 
ралувчи сферик АВС уч- 
бурчак олайлик (4.4-расм). 4.3- расм.
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Бу учбурчакнннг бурчаклари а, 5». •(, то- 
монларининг узунликлари эса а, Ь ва с 
бўлсин. Сферанинг радиуси бирга тенг 
бўлгани учун ВОС, АОС ва АОВ текис 
бурчаклар мос равишда а, Ь ва с га 
тенг бўлади. Сферик учбурчакнинг а, £>. 
Т бурчаклари билан а, Ь, с томонлари 
учун
СОЗ а =  СОЗ Ь • СОЗ С +  31П Ь • 31П с соз а, ) 
соз Ь =  соз с • соз а +  з1п с • $1п а соз [
соз с —■ соз а • соз Ь 4- з т  а з т  Ь соз 7 I

(4.3)
муносабатлар ўринли бўлиб, бу формулалар сферик учбурчак 
томонлари уяун косинуслар теоремаси дейилади.

Энди 05т)С ва Охуг координаталар системалари ўцлари ора- 
сидаги бурчакларни Эйлер бурчаклари орқали ифодалашни
кўрамиз. Охуг система ўқлари бирлик векторларини I, ], к

►  — ►

билан, 05т)С система ўқлари бирлик векторларини 1', ) ' ва к'
билан, тугунлар чизиғининг бирлик векторини п билан белги- 
лайлик (4.5-расм). Тугунлар чизиғининг бирлик сферада аж- 
ратган сферик учбурчагидан (4.3) га асосан қуйидаги ҳосил 
булади:

соз (*", I) =  соз а, =  соз ф соз 9 +  з1п ф з1п <р соз (ъ — б) =
=  соз Ф соз <р — з1п ф з1п ср соз 9.

Навбатдаги — п ва I' векторларнинг бирлик сферада аж-
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7

4.6- расм.

ратган сферик учбурчагидан (4.6-расм) қуйидагига эга була- 
миз:

— ф̂ созО =

=  соз ср з т  ф +  з т  соз ф соз 0.

С 0 5 ( 1 ' ,  ) )  =  СОЗ ^  =СОЗ ср ■ СОЗ 7 - »ф) +  51П ср 8,п(г
0 \ ўқнинг Ог ўқ билан ҳосил қилган -р, бурчагини Эйлер

бурчаклари орқали ифодалаш учун I', п ва к векторларнинг 
бирлик сферада ажратган сферик учбурчагини текширамиз 
(4.7-расм). Бу учбурчак учун (4.3) муносабагни қуллаб, қуйи- 
даги ифодани ҳосил қиламиз:

соз (1\ к) =соз =  соз ср • соз ў  +  з'ш ср ■ згп — соз ^  — 61 =-

=  81П ср з1пб.
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Шунаай цилиб, қузғалувчи система 0$ уқининг қўзғалмас 
система Ох, Оу, Ог уқлари билан ҳосил қилган бурчаклари 
косинусларини Эйлер бурчаклари орқали ифода этдик. Бу ер- 
да шуни қайд қилиш керакки, қайси ўқлар орасидаги бурчак 
изланаёттан бўлса, шу уқлар ва тугунлар чизиғи бирлик век- 
торларини бирлик сферада ҳосил қилган сферик учбурчаги 
олинади; шу учбурчакка (4.3) формула тадбиқ қилиниб, изла- 
наётган бурчак билан Эйлер бурчаклари орасидаги муносабат 
ўрнатилади. Шу қоидага амал қилиб Оу] ва ОҚ уқларининг
Ох, Оу, Ог уқлар билан ҳосил қилган бурчакларининг коси-
нуслари ҳам Эйлер бурчаклари орқали аниқланиши мумкин. 
Уларни юқорида ҳосил қилинган муносабатлар билан бирга- 
ликда ёзамиз:

СОЗ ос, ~  СОЗ Ф СОЗ ср —  ЗШ  ф ЗШ  ср СОЗ 0,
СОЗ ^  =  СОЗ ср 31П ф +  31П ср СОЗ ф СОЗ 6,

СОЗ 7, =  31П ср . зШ  0,

СОЗ а2 — —  СОЗ ф 31П <р —  8Ш  Ф СОЗ СВ с о з  0,

СОЗ Зэ =  С05 Ф СОЗ <Р СОЗ 0 — 31п ||) 31П ср,

СОЗ '[2 =  51п 0 СОЗ <р,
СОЗ а3 =  ЗШ  ср 81П 0,

СОЗ % =  — соз б з1п 0, 
соз 7з =  соз 0-

16-§ Эйлер —Даламбер теоремаси. Оний бурчак тезлик 
ва оний бурчак тезланиш векторлари

Теорема. Қузғалмас нуқта атрофида айланувш жисм- 
нинг бир ҳолатдан иккинчи ҳолатга утшиини шу нуцта- 
дан утувчи бирор уқ атрофида бир айлантириш билан 
олиш мумкин.

Исбст. Жисмнинг ҳаракати давомида ср, <|қ 0 Эйлер бурчак- 
лари ўзгариб боради. Эйлер теоремасига кура жисмнинг сИ 
элементар вақт оралиғидаги сферик ҳаракати 0%, Ог ва ОЬ 
уқлар атрофида тегишли равишда с?ср, ва дЬ бурчакларга 
айланишлардан ташкил топган (4.8-расм).

Аввало жисмнинг 0; ва Ог ўқлар атрофидаги айланма ҳа- 
ракатларининг йиғиндиси қандай ҳаракатни беришини текши- 
райлик. Жисмнинг Юг текисликда ётувчи бирор нуқтасининг 
ҳаракатини текширамиз. Аниқлик учун бу нуқтани Юг бурчак 
соҳасида олайлик. Танланган нуқта (X ўқ атрофида ду бур- 
чакка бурилганда у Юг текисликка тик бўлган йўналишда
катгалиги /г, • — = /г,<р га тенг булган тезлик олади, бунда 
Н, — нуқтанинг Ос уқдан узоқлиги. Айни пайтда мазкур нуқта 
Ог уқ атрофида айланиб, катталиги Нг =  Ну̂ , йўналиши эса

А, © тезликка қарама қарши бўлган тезлик олади; бунда Н2 —
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нуқтанинг Ог ўқдан узоқлиги. Энди Юг текисликда шундай 
В нуқта топиш мумкинки, бу нуқта учун

/11<р =  (4.4)
ўринли бўлиб, унинг тезлиги нолга тенг бўлади. Агар ОС ва 
Ог ўқлар атрофидаги айланма ҳаракатлардан бирортаси чиз- 
мада курсатилганга нисбатан тескари йуналишда булса, бун- 
дай нуқта Юг бурчакнинг ташқи соҳасида бўлади. Демак, 
жисм ҳаракати давомида унинг қузғалмас О нуқтасидан таш- 
қари тезлиги айни пайтда нолга тенг булган В нуқтаси мав- 
жуд. Бинобарин, унинг шу пайтдаги ҳаракатини бу нуқталар- 
дан утувчи ОВ ўқ атрофидаги айланма ҳаракат дейиш мум- 
кин. Энди жисмнинг ОВ ва О/. уқлар атро |)ида! и айланма ҳа- 
ракатларини текширамиз. Юқоридаги каби мулоҳазалар юри- 
тиб, бу ҳаракатлар ҳам қушилиб қандайдир ОР уқ атрофидаги 
айланма ҳаракатни беришини кўрамиз. Шундай қилиб, жисм- 
нинг айни пайтдаги, учта уқ атрофидаги ҳаракатини 
унинг цўзгалмас нуқтасидан утувяи ОР уқ атрофидаги ай- 
яанма ҳаракат деб қараш мумкин. Бу ўққа айланиш оний 
ўқи дейилади. ОР уқда ётувчи барча нуқталарнинг айни пайт- 
даги тезликлари нолга тенг булади. Жисм айни вақтда бирор 
оний ўқ атрофида айланма ҳаракат қилса, вақтнинг келгуси 
пайтида бирор бошқа оний уқ атрофида ҳаракат қилади. Шун- 
дай қилиб, жисмнинг қўзғалмас нуқта атрофидаги ҳарака- 
тини шу нуқтадан утувчи оний ўқлар атрофидаги кетма- 
кет элементар айланма ҳаракатларнинг йиғиндисидан ибо- 
рат деб олиш мумкин.

Жисмнинг бирор ондаги айланишининг жадаллиги аввал- 
даги каби бурчак тезлик вектори ш билан ифодаланади. Бу71
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вектор айланиш оний ўқи буйлаб йўналгаи бўлиб, равшанки, 
вақт утиши билан уз катталиги ва йўналишини узгартириб бо- 
ради, унга оний оурчак тезлик вектори дейилади. Юқорида 
курдикки, жисмнинг бирор ондаги оний ўк атрофидаги ҳара- 
кати аслида учта: ОС, Ог ва 01 уқлар атрофидаги айланма 
ҳаракатларининг йиғиндисидан иборат. Шунга кура

“ =  % +  % +  (4-5)
бўлади ((4.5) формуланинг ўринли булишини қаттиқ жисмнинг 
кесишувчи уқлар атрофидаги айланма ҳаракатларини қўшиш-
ни ўрганишда — 27- § да кўрамиз). Бу ерда и>9, о>6, и>ф — мос 
равишда жисмнинг 01, Ог ва 01  ўқлар атрофидаги айланма 
ҳаракатлари бурчак тезликлари векторларидир. Улар тегишли 
равишда ОС, Ог ва 0/. ўқлар буйлаб йўналган. Ушбу параг-
рафнинг бошида келтирилган мулоҳазаларга асосан ш(р +  ше +

+  йиғиндидан иборат бўлган о> вектор айланиш оний ўқи 
билан устма-уст тушишини курсатиш мумкин. Ҳақиқатан, (4.4) 
га асосан В нуқта учун

1̂ у о 1 ) = - н , х о в )
ёки

+  %) X 0В  = 0

ўринли. Бунда (ш + о> ) +  0 ва 0 6  +  0 бўлгани учун и># +  и>ф
вектор ОВ вектор билан бир тўгри чизиқда ётади деган ху- 
лоса чиқади. Худди шунга ўхшаш, агар айланиш оний ўқида 
бирор £> нуқта олсак, энди бу нуқта учун:

(<% +  “ ф) X  О О  =  —  (о>0 X  О Б )
ёки

(“,, +  % +  “в) х  ОО = 0
ифодани ёза оламиз.

(%  +  “ф ) %  +  +  +  "4 + °  ва б б ф О  бўлгани учун (иГ +  
+  шф +  ш0) вектор ОО вектор билан бир чизиқда ётади, яъни

ш вектор айланиш оний уқи бўйлаб йуналади.
Оний бурчак тезликни Эйлер бурчаклари орқали ифодалай- 

миз. Аввало бу ишни қузғалмас Ох, Оу, Ог уқларга нисбатан 
бажарамиз. (4.5) тенгликни шу уқларга прсекциялаб

(0 =  ш +  ш. +  иг.X <?Х 1 фх охг
ш =  Ш +  Ш, +  и>й .со V) 1 ф у 1 N V (4 6 )

0' =  ш 4* и*, 4  и*„х т  г  * ( 4
72
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4.10- расм .

муносабатларни ҳосил қиламиз. 4.9- расмга мурожаат қилай- 
лик. Ундаги ОК чйзиқ — қузғалмас Охуг ва қузғалувчи 0;т]С 
системалардаги Ог ва ОС уқлар орқали угказилган ёрдамчи 
ф текислик билан хОу текисликнинг кесишган чизиғи. О/С чи- 
зиқнинг Оу уқ билан ҳосил қилган бурчаги ф га тенг.

ш ни топиш учун аввало ш̂  векторнинг ОК уқдаги про- 
екциясини аниқлаймиз. У м> • соз (90° — 0) булади. Сўнгра, ҳо- 
сил булган бу ифоданинг Ох уқдаги проекцияси топилади. 
Шундай қилиб,

о> =  соз (90° — 0) соз (90° — ф)= • З1п 0 • з1п ф (4.7)

ифодага эришамиз. ни топиш учун ш̂ соз (9)° — 0) ни Оу 
ўққа проекциялаймиз:

ш<у= — ш^соз (90° — 0) • соз ф = — о> . 8ш 9 • соз ф (4.8)

бўлади. ш ни эса и̂  векторни Ог ўққа бевосита проекциялаб 
топиш мумкин:

=  <0. соз 0. (4.9)

Расмдан бевосита шиу, ш шЭ;, ш, ,̂ и>и; каггаликлар ҳам 
топилади:

ш{1 = шв соз ф, сойу = ш|( з 1 п ф, =  0; (4.10)
ш = 0, ш., = 0, ш = ш  (4-П)

Шунингдек,

= г. ш0 = 0, ^ (4.12)
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эчшлигини эътиборга олиб, (4.7) — (4.11) формулаларни (4.6) 
11] ку' миз:

® 31П 6 31П ф +  0 СОЗ ф,

=  — 9  81П 9 С05 ў  +  0 31П ф, (4.13)

(0г = ср соз 9 +  ф.

(4.13) га Эйлернинг кинематик тенгламалара дейилади.
ш бурчак тезлик векторининг қузгалувчи ўқлардаги проек- 

цияларини топпш ҳам шунга ухшаш усул билан бажарилади. 
Аввало (4.5) муносабатларни қўзғалувчи ўқларга проекциялаб, 
ушбу

+  “ бт, +  % .

Ю С =  Ю Т С +  ю в ;  +  Ю .К

(4.14)

кўринишда ёзиб олайлик. Сўнгра (3 текисликни Юу) текислик 
билан кесишгунча давом эттирамиз (4.9-расм). Уларнинг ке- 
сишган чизиғини ОУУ билан белгилайлик. У ҳолда ч\ОМ бур- 
чак 9 бурчакка тенг бўлади. Энди расмдан фойдаланиб, қуйи- 
даги муносабатларни ҳосил қилиш мумкин:

"V =°> %  = °-  =  (4-15>
<ов. = тесоз9, юв1| =  — со081П9, <0^ = 0; (4.16)

(о  ̂= ю з т  0 з!п 9, ю,  ̂= иу, з!п 0 соз 9, со̂ , = соз 9. (4.17)

(4.2) ни назарда тутиб, (4.15) — (4.17) ифодаларни (4.14) га 
қўйиб, қуйидагиларга эга бўламиз:

ш. = 0 СОЗ 9 +  ф 51П 0 81П 9, I

со = — 0 з!п 9 +  ф з 1 п 0 со.з 9, | (4.18)

о), = 9 ф соз 9.

(4.13) ёки (4.18) формулаларга кўра бурчак тезлик модулини 
қуйидагича аниқлаш мумкин:

“  =  /  +  "’г =  \ /Г Ш1 +  =

=  ) ў* +  02 +  9- -ф 29 ў соз б. (4.19)
Бурчак тезлик векторининг йўналишини йўналтирувчи коси- 
нуслар орқали топиш мумкин.

Сферик ҳаракатдаги жисм буряак тезланиши вектори 
тушутасини кирит«шда Эйлер-Даламбер теоремасидан фой-
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дзланамиз. Бу теоремага асосан 
жисмнинг ҳар ондаги ҳаракагини 
оний ўқ атрофида айланма ҳаракат 
деб олиш мумкин бўлгани учун, 
унинг шу ондаги бурчак тезлан и ши 
вектори қузғалмас ўқ атрофида ай- 
ланувчи жисм бурчак тезланишини 
аниқлаш формуласи сингари

е/гн

<а
формула билан ифодаланади. Би-
роқ сферик ҳаракатда ш в а  е
векторлар умуман олганда коллинеар векторлар бўлмайди. 
Ҳақиқатан, жисмнинг бирор I пайтдаги бурчак тезлик вектори
(о, I +  пайтдаги бурчак тезлик вектори о>, бўлсин (4.10- 
расм). У ҳолда жисмнинг вақт оралиғидаги ўртача бурчак 
тезланиш вектори

IV, -- Ц| До)
”  м  м

муносабатдан аниқланади. М ни нолга интилтириб, бу муно-
сабатдан лимит олсак, в оний буряак тезланиш вектори- 
ни ҳосил қиламиз, бу вектор оний буряак тезлик вектори. 

—*
учининг и тезлигини афодалаб, унинг годографига уринма
равишда йуналади ва умуман олганда, и> билан коллинеар 
булмайди. Бурчак тезланиш векторининг боши жисмнинг қуз- 
ғалмас нуқтасида олинади. Жисмнинг қўзгалмас нуқтасидан
ўтиб, бурчак тезланиш вектори е билан устма-уст тушувчи 
тўғри чизиқ, буряак тезланиш ўқи дейилади, уни ОЕ билан 
белгилайлик. Бурчак тезланиш векторининг ҳам қўзғалмас ва 
қўзғалувчи координата ўқларидаги проекцияларини аниқлаш

мумкин. Ьунинг учун е =  —  =  м векгор ифодани қўзғалмассИ
ёки қўзғалувчи ўқларга проекциялаб

е = и> , в = со , е„ = ш ва е. = шс< е = со , е. = <о, (4.20)X X ’ у у ' 2  2  <; [ '  1  >1 ’  С '  '

муносабатлар ҳосил қилинади. Бу ифодаларга тегишли равиш-
да (4.13) ва (4.18) формулаларни қўллаб, е векторнинг проек- 
цияларини Эйлер бурчаклари орқали ёзиш мумкин.

Айланиш оний ўқи буйича йуналган ш0 бирлик вектории
киригсак, (1> = (о.со0 ифода уринли бўлади. У ҳолда:
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е = ^0>
<}Г (4.21). йо>

- — -----  • (1)л (о • --------  8. -V- е.
<1Г й1 У 61 1 Г 1

ҳосил бўлади; бунда ?, =  —  ш0 оний бурчак тезлиги миқдо-<и
рининг узгаришини, е2 =  со

—>

си эса оний бурчак тезлиги

йуналишининг ўзгаришини ифодалайди. е, вектор ш0 бўйича,
е» эса ш0 га перпендикуляр йуналгани учун қуйидагига эга 
буламиз:

1

17- §. Сферик ҳаракатдаги жисм нуқтасининг тезлиги

Эйлер — Даламбер теоремасига асосан сферик ҳаракагдаги 
жисм ихтиёрий М нуқтасининг тезлиги қўзғалмас уқ атрофи- 
да айланувчи жисм нуқтасининг тезлиги каби

V = (в х  г (4.22)

формула билан аниқланади; бунда г билан жисм М нуқтаси- 
нинг қўзғалмас нуқтага нисбатан радиус-вектори белгиланган 
(4.11-расм). Тезликнинг модули эса

V — шг 51П а = о) • Аа (4.23)

булади. Бунда /;у орқали М нуқтадан айланиш оний ўқигача 
бўлган масофа белгиланган.

Агар ш ва г векторларнинг қўзғалмас ва қузғалувчи ўқлар- 
даги проекцияларини тегишлича ш,., шу, ш,; <вг, ® , ш. ва х, у, 2 ; £, 
т], С десак, V тезлик векторининг қузғалмас ва қўзғалувчи уқлар- 
даги проекциялари, мос равишда, қуйидагича булади:

'Р* = — ®гУ. Ъу =  — «V, V; = <йху -  <ОуХ-, (4.24)
г\  = 01, * С — (0С • *. (4.25)

Бу ифодалардаги <их , шу , ш . ва ш., ш , шс 

катталикларнинг ўрнига (4.13) ва (4.18) 
ифодаларни қўйиб, чизиқли тезликнинг 
проекцияларини Эйлер бурчаклари орқали 
аниқлаш мумкин.

Айланиш оний уқида ётувчи нуқталар 
учун ?)г =  ъу =  ъг =  0 ҳамда =  . =  о . =  
=  0 бўлади. (4.24) ва (4.25) ифодаларда 
буни эътиборга олиб, қузғалмас ва қузға- 
лувчи координата системаларига нисбатан
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айланиш оний ўқининг қуйидаги тенгламаларини 
миз:

шуг  — тгу  =  0 ,
ш2х  —  ш^г =  0 , 

шх у  —  шух  =  0 , 

и̂ С — ю.т) = 0,

<<>,Е — <«г* =  0,

“Ч7) _  и>п' = ° ’

ёки

еки —

0)̂  ОУу

ҳосил қила-

(4.26)

(4.27)

Бу ерда х, у, 2 —айланиш оний ўқи нуқталарининг қўзғалмас 
Охуг системадаги координаталари; 5, % С— айланиш оний ўқи 
нуқталарининг қузғалувчи 0-,г\С системадаги координаталари.

18-§. Сферик қаракатдаги жисм нуцтасининг тезланиши

Сферик ҳаракатдаги жисм бирор М  нуқтасининг тезлани- 
шини аниқлаш учун (4.22) ифодадан вақт бўйича биринчи 
тартибли ҳосила оламиз:

-*• сIV й , ,  ~Т йа , '"Х  , йг® = —  — -гЛ“ ХГ) = —  ХГ +  а>Х —
й1 й* й1 Л1

бунда (1м
<11

й г

й!
= V =  о) X г булгани учун

* = г Х г  +  »)Х^ (4.28)
еки

® =  = Х г  +  «>Х(“>Хг) (4.29)
(4.28) ёки (4.29) ифодалардан кўрамизки, сферик ҳаракатда- 
ги жисм нуқтасининг тезланиши вектори иккита ташкил
этувчидан иборат экан, г X г ташкил этувчи айланма тезла-
ниш вектори дейилади. Уни 1юайл орқали белгилаймиз. ш X V
ёки ш х (и X г) ташкил этувчи эса ўққа интилма тезланиш

вектори дейилади, уни чюант билан белгилаймиз.

Я)айл = ^  юаНт =  <Гх тГ= <0 X (<в X г). (4.30)
Вектор кўпайтма таърифига кўра (4.30) дан қуйидаги ҳо-

сил бўлади:

| ъуайл | -^аа г =  е • Г  81П {£, Г ), | ’Юинт | =  1Юинт =  Ш ■ V 81П («>, V).

4.12-расмда курсатилган ОМй учбурчакда Г8!П(г, г) =
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я = М1 = кЕ, (ш, г») = 90° булиши- 
ни ҳамда (4.23) ни эътиборга 
олсак, айланма ва ингилма тез- 
ланишлар миҳдорларини аниқ- 
ловчи қуйидаги формулаларни 
ҳосил қиламиз:
ЧЮайл _  5 . /г£ | т и*т _  ш2 . (4 .31)

(ццайл — айланма тезланиш век-
тори е ва г орқали ўтказилган 

4.12-расм. текисликка перпендикуляр й ў -
налган ҳамда унинг мусбат учи-

дан қараганда е векторининг г га қараб энг кичик бурчакка 
бурилиши соат стрелкаси айланишига тескари кўриниши ке- 
рак.

ад“ит — ўққа интилма тезланиш вектори ҳам ш, ҳам V век- 
торларга перпендикуляр бўлиб, унинг мусбат учидан қараган-
да М нуқтага фикран кўчирилган ш векторнинг V векторга 
қараб энг кичик бурчакка бурилиши соат стрелкаси айлани-
шига тескари кўриниши керак; бу йўналиш УИЛ/ йўналишга 
мос келади.

(4.30) га биноан (4.29) қуйидагича ёзилади:

11) = ъцапл 4 - Ц1ант. (4.32)
(4.32) формула Ривальс теоремасини ифодалайди: сферик 

ҳаракатдаги жисм нуқтасининг тезланиши айланма ва 
ўққа интилма тезланишларнинг геометрик йиғиндисига 
тенг.

тайл билан ц)инт векторлари орасидаги бурчакни а десак, 
косинуслар теоремасига биноан

га е= у  \ юаил)г -ф (‘х>интў  4  2гс“й-* • чюинт • соз а (4.33)
формула ҳосил бўлади. Бунга (4.31) ни қўйсак, қуйидаги ке- 
либ чиқади:

® = | / г Н‘ЕР +  й| • ш4 4  2йЕ • • е ■ о)2 соз а.

Сферик ҳаракатдаги жисм ихтиёрий нуқтасининг тезланиш 
вектори учун ҳосил қилинган (4,28) ёки (4.29) ифода куриниш 
жиҳатидан қўзғалмас ўқ атрофида айланувчи жисм ихтиёрий 
нуқтаси тезланиш векторининг ифодаси билан бир хил кури-
нишда ёзилса-да, ва ч<п векторлар, мос равишда ®|й,и ва
‘Ш1инт дан фарқ қилади. Агар қўзғалмас ўқ атрофидаги ҳара-
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катда ш ва е векторлар ўзаро коллинеар булса, сферик ҳара-
катда бу векторлар умумий ҳолда коллинеар эмас. Чунончи, -♦ - >
<10. ± н»п булса, £_ 10инт, қўзғалмас ўқ атрофида айланма
ҳаракатда V ва векторлари бир чизиқ бўйлаб йўналса, сфе- 

—> —#
рик ҳаракатда т; ва о»аЛл бир чизиқда ётмайди; қўзғалмас уқ 
атрофида айланма ҳаракатда НЕ = Ня =Н бўлади.

Энди УИ нуқта а» тезланиш векторининг аввал қўзғалмас,
сўнгра қўзғалувчи системалардаги проекцияларини ҳосил қи- —> —> —► —►
ламиз. г, ш, е ва г» векторларнинг қўзғалмас ва қўзғалувчи сис- 
тема ўқларидаги проекцияларини аввалгидек белгилаймиз. У 
ҳолда (4.28) дан

тх =  еуг — в2у +  шу0 х — а)2г»у,

®у =  +  -  “ Л .
“  ехУ —  гу* +

ва
=  в,С -  еч +  о,пг»; -  Ш.г»у  

=  6с$ “  +  “Л  ~  шсг,с-
М  ~  *,* +  ШЛ  ~

бўлади ёки (4.24), (4.25) ларни эътиборга олиб, қуйидаги фор- 
мулаларни ҳосил қиламиз:

IVх — 5у2  — е2у +  юх (хюх +  уюу +  гчк) — .тш2, 
т»у =  егх — ехг +  шу (хюх +  усоу +  гш2) — уи>\ 
10г =  гху — £ух  +  ш2 (хшх +  ушу +  гш2) — гш*;

(4.34)

ва

гг»ь =  — е.т] +  <0£(5ш. +  т ;^  +  С<о.) — 5ш*. I

^  ес$ ~  +  ^шс) “  т̂ш̂  ■ (4-35)
К». =  е£т) — +  <и.(;ш. +  +  чш.) — С<о*.

Тезланиш векторининг проекцияларини Эйлер бурчаклари 
орқали ҳам ифодалаш мумкин. Бунинг учун (4.34), (4.35) да
в ва г векгорларнинг проекциялари уларнинг тегишлича
(4.13), (4.18) ва (4.20) муносабатлардан аниқланувчи ифода- 
лари билан алмаштирилиши керак.

14- масала. ВОС доиравий конус ВОй  конус ичида сирпан- 
масдан шундай думалайдики, унинг О нуқтаси қўзғалмай қо-
лади, А нуқтаси эса т»л =  — м/с тезликка эга бўлади. * =  1 с
да конус 4.13-расмда кўрсатилган ҳолатни эгаллайди деб,
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Ц) =  ----
АЬ

унинг шу вақт охирида^и бур- 
чак тезлиги ва бурчак тезлани- 
ши топилсин; бунда АВ =* г = 
=  0,5 м, а =  90°, Р =  120°.

Ечиш. ВОС конус сирпанмай 
думалагани учун ОВ чизиқда 
ёгувчи барча нуқталарининг тез- 
лиги нолга тенг; бинобарин-, ОВ 
— оний айланиш ўқидан иборат. 
Қузғалувчи конуснинг оний бур- 
чак тезлиги вектори оний айла- 
ниш уқи буйича А нуқта тезли-
гига мос равишаа БОбуйичайу- 
налади. (4 23) формулага биноан

=- «Ц • =  и> • Л (1)

уа
г соз 45°

У 2 ( .

( =  1 с да ю— \ '2  «1,41 с~1.
Конус бурчак тезлиги ҳам миқдори, ҳам йуналиши буйича уз-
гаргани туфайли унинг бурчак тезланиши е ни (4.21) форму- 
ла асосида топамиз;

е =  е1 "Г Е1' (2)

(2) да г, бурчак тезлик миқдорининг узгаришини ифодалайди 
ва ш буйича йуналади:

([(£> ,—■ о
=1 = с *•

е2 эса бурчак тезлик вектори учининг Ог ўҚ атрофида ай-
ланишидаги тезлиги сифатида аниқланади ва у<и векторга пер- 
пендикуляр равишда қузғалмас О нуқтага қуйилади:

е2 =  № . ш, 81П 60°. (3)
<«, ни аниқлашда А нуқтани Ог атрофида айланади деб қараб, 
унинг тезлигидан фойдаланамиз:

ь А — ш, • у4/У; ЛЛ/ =  ОА 81П 15° =  Г81П 15° ~  0,13 м.

У ҳолда: ш, =-^-^=3,85/. 

Энди (3) га топилганларни қуямиз:

е, =  | ‘2 С • 3 ,8 5 /  • =: 4 .7 2 /’ .

( =  1 с д а : е , =  4 ,72  с “ 2.
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*! ва е2 ўзаро перпендику- 
ляр булгани учун

* = : -+■ *2 *  4 , 9 3  с .

15-масала. О қузғалмас 
нуқтага эга булган қаттиқ 
жисм ҳаракати

0 — —, «р — теГ 2 3

ган. Жисмнинг айланиш 
оний уқида, О нуқта^дан
( 4 . 1 4 - расм) ОМ =  2 ^ 3  м 4 ,14 -р а с м .
масофада ётувчи 44 нуқ-
тасининг тезланиши топилсин. (ф, 9, <р бурчаклар радианда, / 
секундда улчанади).

Ечиш. Л4 нуқта тезланишини аниқлашдан аввал (4.13) ва
(4.19) формулалар ёрдамида жисмнинг оний бурчак тезлигини,
(4.20) дан фойдаланиб оний бурчак тезланишини аниқлаймиз. 

Эйлернинг кинематик тенгламалари (4.13) ни тузайлик:
П '

<0 ==ср 51П 9 31П Ф +  9 С 05 Ф = !Г  з ! п  — • 5 Ш — /<** те з 1 п —
х  т  т т 3 2  2 2

У =  — ср 5 Ш  0  С 0 5  ф +  6  5 Ш  ф =  — ТГ 81П— С 0 5 — /  = ----- —  Т С С 0 5 —
У’з

<ог =  <р С 0 5 6 +  ф =  л  С05 —
О

15 , Л

Ь^г =  я-

( I )

У ҳолда (4.19) га биноан

(0‘ +  +  (02 =х  1 у 1 г  у ( 2 )

(2) дан қўрамизки, жисмнинг оний бурчак тезлиги миқдор 
жиҳатдан узгармас экан. (4.20) га кура жисм оний бурчак тез- 
ланишининг координата уқларидаги проекцияларини топиш 
учун (1) дан ҳосилалар ҳисоблаймиз:

13 ,  ̂ ; I 3 , •е =  = -----16 +0 5  ~  /, =  а)„ = ----- +  8Ш —1, 6. =  со =  0.

У ҳолда қуйидаги ҳоспл бўлади:

V  л* +  £у +  ^  =  У  ( —  **) • (со*г ^ 1 г з1п» ^  / ) =

/ з  „ -2 =  -— т.‘ с . 
4

6 -5955 81
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Энди (4.32) дан фойдаланиб, айланиш оний ўқида ётувчи 
М нуқта тезланишини аниқлаймиз:

®.и =  «*?«' +  (4>
М нуқта айланиш оний ўқида ётганлиги туфайли 

/га =  0;демак, и<™м =  0.

(о =  сопз1 бўлганидан (4.21) ифодада е^^О; бинобарин е =  е, 
айланиш оний ўқига перпендикуляр равишда йўналиб, О нуқ- 
тага қуйилган. Шунинг учун (4.31) га кўра

1!)амл =  8 • ки =  6 .  ОМ  =  ге3 • 2 / 3  =  — +  М/С*.2̂1 *. 4 2

вектори е йўналишига мос равишда ОМ га перпендику- 
ляр йўналади. Шундай қилиб

а’л, =  | ** м/с2.

16-масала. Горизонтал ўқ атрофида со0 =  ^ -  с-1 бурчак3
тезлик билан айланувчи I вал (4.15-расм) радиуси г =  0,4 м 
булган, қўзғалмас III шестерня билан илашган шестерня II ни 
ҳаракатга келтиради. а =  60°, р =  120° деб олиб, II шестерня 
бурчак тезлиги, бурчак тезланиши ҳамда В ва С нуқталари- 
нинг тезлик, тезланишлари топилсин.

Ечиш. Қузғалмас О нуқтадан Охуг координата системаси- 
ни шундай утказамизки, текширилаётган пайтда II шестерня 
орқали утказилган ОВС кесим уОг текислиги билан устма-уст

тушсин.
II шестерня оний бурчак 

тезлигини аниқлашда унинг А 
нуқтаси О ўқ атрофида о)0 
бурчак тезлик билан айлана- 
ётганидан фойдаланамиз:

т»д -•= со0 ■ ОА =  С1)й • АС X

Хс1§ 30° =  0,4 - .
с

II шестерня С нуқтаси қўз- 
ғалмасШ шестерняга ҳам те- 
гишли бўлгани учун т)с —0, 
бинобарин, ОС айланиш оний 
ўқидан иборат ва II шестерня 
бурчак тезлик вектори ОС оний 
ўқ бўйлаб йўналган.
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II шестерняни ОС айланиш оний ўқи атрофида айланади 
деб қарасак, (4.23) га биноан

Бундан

шп =

** =  “ иАа =  “ и • АО.

2\Гз
АО  ^  ДСсоз 30° ” 3

В нуқта тезлигини (4.23) формула ёрдамида аниқлаймиз: 

<ов =  шп • ВҚ =  0,8 м/с ва юв || Ох.

II шестернянинг оний бурчак тезланиши г1( ни топамиз.
гезлик миқдори ўзгармас бўлганидан и)[( ҳам миқдор жиҳатдан

— ^
ўзгармасдир. Шунинг учун еп ни и>и вектор учининг Оу ўқ ат- 
рофида <!>„ бурчак тезлиги билан айланишидаги тезлиги сифа- 
гида қараймиз:

■||—“0 >“| | 81ПР——  С-а.
О

Қўзғалмас О нуқтага қўйиладиган еп вектори йўналиши Ох 
ўқ йўналишига мос келади. Энди С ва В нуқталар тезланиш- 
ларини аниқлашга ўтамиз. (4.32) формулага кўра:

С нуқта айланиш оний ўқида ётгани учун (4.31) формулага 
кўра қуйидагилар ҳосил бўлади.

ттт =  0, шал =  е . ОС =  в„ • =  0,8 • =г:0,46 м/с1.

Шундай қилиб, ш,. =  гу)Л4; вектори е([ йўналишига мос
равишда ОС га перпендикуляр йуналган ва ОВС текислигида 
ётади.

(4 32) га асосан
Я)в — +~таиил.

Бунда (4.31) га биноан
^инт _  „,1 . ВҚ  =  ш» ■ 2ЛС соз 30° =  — ~  о,92 м/с2,

чуайл =  еи • ОВ =  0,8 • =» 0,46 м/с3.
* 3

тюант вектори ВҚ бўйича айланиш ўқи томон, векгори ОВ 
га ўгказилган перпендикуляр буйича йўналган. иоант ва чюав л
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векгорлари орасидаги бурчак 120° будгани учун (4.33) форму- 
ла куйидагича ёзилади:

| • соз 120° 0,8 м/с2.

V б о б . ЖИСМНИНГ ЭРКИН ҲАРАКАТИ

19-§. Эркин жисм ҳаракатининг кинематик 
тенгламалари

Эркин жисм ҳолати бир бирига боғлиқ бўлмаган 6 та ко- 
ординаталар билан аниқланиши II бобда қайд этилган эди. Шу 
координаталарни қандай танлаш мумкинлиги, яъни эркин жисм- 
нинг ҳаракат тенгламаларини аниқлаш масаласи қуйидаги Шаль 
теоремаси ёрдамида осон ҳал қилинади.

Теорема. Эркин жисмнинг бир вазиятдан ш киняи ва~ 
зиятга утишини унда қутб деб танланган нуқта билан бир- 
ликда илгарилама кўяиш ва қутб атрофидаги айланма к у - 
чишдан ташкил топган деб қараш мумкин.

Исбот. Маълумки, жисмнинг ҳолати ундаги бир тўғри чи- 
зиқда ётмайдиган учта нуқта, бошқача айтганда, жисмда олин- 
ган учбурчак ҳолати билан тўлиқ аниқланади. АВС учбурчак 
жисм ҳолатини белгиловчи учбурчак булсин (5.1-расм). Жисм 
I вазиятдан II ҳолатга утганда АВС учбурчак А ^ С ,  учбур- 
чак вазиятини эгалласин. Агар жисмга илгарилама кучиш бер- 
сак, АВС учбурчак А^В'С' ҳолатни эгаллайди; бунда АВС уч- 
бурчак томонлари билан АХВ'С' учбурчак томонлари мос ра- 
вишда ўзаро параллел бўлади. А ХВ'С' учбурчакнинг А^В^С^ 
ҳолатга утиши эса Эилер—Даламбер теоремасига кўра А, нуқ- 
та атрофида бирор бурчакка айлантириш билан бажарилади. 
Демак, теорема уринли экан.

Жисмнинг бир ҳолатдан иккинчи ҳолатга утишини бундай
икки кучиш йиғиндиси- 
дан иборат деб қараш 
унинг ҳақиқий ҳаракати- 
ни тасвирламайди. Бироқ 
жисмнинг I ва II вазият- 
лари бир-бирига жуда 
яқин қилиб олинса ва бу 
икки кучиш бир вақтнинг 
ўзида содир булади деб 
қаралса, у ҳақиқий ҳара- 
катни тасвирлайди. Би- 
нобарин, эркин жисм- 
нинг ҳар ондаги ҳара~ 
катини жисмда қутб ■ 
деб танланган нуқта- 
нинг шу ондаги илгари- 
лама ҳаракати билан
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цутб атрофидаги сфе- 
рак ҳаракатдан таш- 
кал топган деб цараш 
мумкан.

Шуни таъкидлаб 
ўтиш керакки, текис 
параллел ҳаракатда- 
ги каби, ҳаракатнинг 
илгарилама қисми қутб- 
нинг танланишига боғ- 
лиц; ҳаракатнинг сфе- 
рик қисми эса қутб- 
нинг танланишига боғ- 
лиқ эмас.

Илгарилама ҳаракат 
жисмда олинган бирор 
нуқтанинг, масалан, 
қутбнинг, ҳаракат қо- 
нуни берилиши билан,
сферик ҳаракат эса Эйлер бурчакларининг берилиши билан 
аниқланади. Шунга кўра эркин жисмнинг ҳаракати қуйидаги

■*0 =  *о(О. Уо —Уо(0. 20 =  20(О, ' 
ф =  ,•>('). 0 =  в(О. ? =  ? (0

5.2- расм.

(5.1)

6 та тенгламалар билан ифодаланади, бунда ж0, у0, гв —қутб 
сифатида танланган О нуқтанинг қўзғалмас Охх ху^х, система- 
даги координаталари; ф, 0, ср — Эйлер бурчаклари эса боши О 
нуқтада, уқлари Олҳ ,уххх система уқларига мос равишда 
параллел ҳолда илгарилама ҳаракатланувчи Ох!у'х' системага 
нисбатан олинади (5.2-расм). (5.1) тенгламалар эркан жасм 
ҳаракатининг кинематик тенгламалари дейилади.

20-§. Эркин жисм нуцтасининг чизиқли тезлиги

Теорема. Эркин жисм ихтиёрий нуцтасининг яизицли 
тезлиги цутбнинг тезлиги билан ушбу нуцтанинг цутбга 
нисбатан сферик ҳаракатидаги чизицли тезлигининг гео- 
метрик йиғиндисига тенг.

Исбот. М — жисмнинг ихтиёрий нуқтаси бўлсин. М нуқта- 
ни О қутб ва қузғалмас 0,х,у,х, координаталар системасининг
боши О, билан туташтириб, мос равишда гмо ва гм векторлар- 
ни ҳосил қиламиз (5.3-расм). О нуқтанинг қўзғалмас система-
га нисбатан радиус- вектори г„ булсин. У ҳолда жисмнинг ҳа- 
ракати давомида

гм го мо (5.2)
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с?

5.3- расм.

муносабат ўринлидир. (5.2) ифодадан вақт бўйина биринчи 
тартибли ҳосила оламиз:

йг, 
й1

йгг йгмо
си й(

Ву тенгликда •“гч ,
й(

* отезлиги ум ни- й(
АГ чотезлиги *>0 ни- й(

рик ҳаракатдаги » и0 :

М  нуқтанинг Охх хухг х системага нисбатан

•Vмо =  ш’Х Гм0 бўлиб, о) жисмнинг оний бурчак тезлик векто- 
ридан иборат. Шундай қилиб,

^ м  =  +  ^ м о  ёки ®.И =  +  Ш X  ГЛ10

дан теореманинг ўринли эканлигини ҳосил қиламиз.
(5.2) ни эътиборга олиб (5.3) ни қуйидагича ёзамиз:

(5.3)

+  и' X (ги -  г0).
Бу ифодани қўзғалмас Охх хухг х система ўқларига 
лаймиз:

=  *0'% +  0>у.(г. -  г 0) -  \ ( у х -  у0),

“  ®оу, +  (*< “  ■«) ~  %  (2. -  г о)-
г',. “  г'ог1 +  (У. ~  Уо) “  «У1 (*. ~  *сЛ

проекция-

(5.4)
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бу ерда х и уи г, — М  нуқтанинг қузғалмас системадаги кО' 
ординаталари, х 0, у0, г 0 — 0  қутбнинг координаталари; ш,, 
шу, («г — оний бурчак тезликнинг қўзғалмас уқлардаги проекция- 
лари бўлиб, улар Эйлер бурчаклари орқали (4.13) муносабат- 
лардан аниқланиши мумкин; , ®у1, Vг эса эркин жисм ихти- 
ёрий нуқтаси тезлигининг қўзғалмас координата ўқларидаги 
проекцияларидан иборат.

21-§. Эркин жисм нуцтасининг чизицли тезланиши

Теорема. Эркин жисм ихтиёрий нуқтасининг чизиқли 
тезланиши қутбнинг тезланиши билан шу нуқтанинг қутб- 
га нисбатан сферик ҳаракатидаги чизиқли тезланишининг 
геометрик йиғиндисига тенг.

Исбот. (5.3) ифодадан вақт бўйича биринчи тартибли ҳоси- 
ла оламиз:

Фом
<и а( +  ^ Х г И0 +  «>х агмо

й(
ёки

= * о  +  £Х гм0 +-ш X (“ X гм0). (5.5)

Бунда И+ — М  нуқтанинг чизиқли тезланиш вектори, ш0 — 

қутбнинг тезланиш вектори, е —жисмнинг сферик ҳаракатдаги 
оний бурчак тезланиш векторидир. (4.29) га биноан е X гмо +  

+  ш х  (ш X гм0) йиғинди М  нуқтанинг қутбга нисбатан сферик

ҳаракатидаги ш|гочизиқ- 
ли тезланиш векторини 
ифодалайди (5.4- расм). 
Демак,
г- ^

к я -и<0 + ™мо (5.6)

бўлиб, теорема исбот бўл- 
ди.

(5.2) ни эътиборга 
олиб, (5.5) ни қўзғалмас 
система ўқларига проек- 
циялаб, эркин жисм их- 
тиёрий нуқтаси тезлани- 
шининг бу ўқлардаги 
проекцияларини аниқлов- 
чи формулаларни ҳосил 
қиламиз:

п 4
5.4- расч
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“ * и ' о ,  +  еУ1 (2 . -  г 0 ) ~  * ,  \ у ,  ~  У 0 ) +  * х>|ш ж< (X , -  х 0 ) +

+  “ у, (Ух — У0) +  ‘V  (г 1 ~  го)\ —  ш' (X] — х 0),

=  ;,:' о У1 '  * Л Х1 ~  * о )  ~  ( 2 1 —  г о) +  “ у, [ ю г, ( Х 1 — Хо) +

+  ЮУ1 (Ух — У0) +  Юг1 (г, — г 0)\ — ш* (у, -  у0),

~ '&0,' +  ел, (У< У0) ~  еу, (*1 х 0) +  “ г, [“г, (Х1 ~  х 0) +
+ ЮУ1 (У1 -  У0) + юг, (21 -  г о)\ ~ +  ( 2 1 -  20).

Бунда е^, е^, ег< билан оний бурчак тезланиш векторининг
Х1У 1̂ 1 система уқларидаги проекциялари белгиланган.

VI боб.  НУҚТАНИНГ МУРАККАБ ҲАРАКАТИ
22- §. Нуцтаиинг нисбий, кўчирма ва абсолют ҳаракати

Биз юқорида нуқтанинг ва жисмнинг ҳаракатини шартли 
равишда қузғалмас деб олинган координаталар системасига 
нисбатан текширдик. Энди нуқтанинг, кейинроқ эса жисмнинг, 
ҳам қузғалувчи, ҳам қузғалмас коордннаталар системаларига 
нисбатан ҳаракатини ўрганамиз.

Агар нуцта барор системага нисбатан ҳаракат қилиб, 
бу системанинг узи эса бошқа қузғалмас системага нисба- 
тан ҳаракатланса, нуқтанинг ҳаракати мураккаб ҳисоб- 
ланади. Дарёда кетаётган кемадаги одамнинг ҳаракати му- 
раккаб ҳаракатга мисол була олади. Бунда одам кема полуба- 
сига, кема эса дарёга, дарё Ерга нисбатан ҳаракат қилади.

Нуқтанинг шартли равишда қўзғалмас қилиб олинган би- 
рор координаталар систетасига нисбатан ҳаракати абсо- 
лют ҳаракат, бу системага нисбатан олган тезлик ва тез- 
ланиши мос равишда, абсолют тезлик ва абсолют тезла- 
ниш дейилади. Демак, биз шу пайтгача абсолют ҳаракат, аб- 
солют тезлик ва тезланиш билан иш кўриб келган эканмиз.
Шунга ктра абсолют тезлик ва тезланишлар учун V ва ю бел- 
гиларни сақлаймиз.

Нуқтанинг қузғалувчи системага нисбатан ҳаракатига 
нисбий ҳаракат дейилади. Нисбий тезлик ва нисбий тезла- 
ниш деб нуқтанинг қўзғалувш  системага нисбатан олган
тезлиги ва тезланишига айтилади ва мос равишда г>г, тог 
орқали белгиланади.

Қўзғалувяи системанинг қузғалмас системага нисбатан 
ҳаракати кушрма ҳаракат дейилади. Нуқтанинг бирор он- 
даги кушрма тезлиги ва кушрма тезланиши деб, қузғалув- 
чи координата системасининг айни пайтда шу нуқта би- 
лан устма-уст тушувш нуқтасининг тезлиги ва тезла-

—*»

нишига айтилади ҳамда мос равишда т>,, каби белгила- 
нади.
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Нуқганинг нисбий ва мурак- 
каб ҳаракатларини текшириш 
учун иккита координаталар сис- 
темасини оламиз (6. 1-расм). М  
нуқта бирор қузғалувчи Охуг 
системзга нисбатан ҳаракат қил- 
син. Охуг система эса ўз навба- 
тида қўзғалмас 0 1ҳ1у121 систе- 
мага нисбатан ҳаракатлансин. М 
нуқтанинг қўзғалмас координа- 
талар системасига нисбатан ра-
диус-векторини г, қузғалувчи 
коордииаталар системасига нис-
батан радиус-векторини р, қуз- 6 .1 -р а с м .
ғалувчи координаталар системаси
боши О нуқтанинг қузғалмас системага нисбатан радиус-век- 
торини г 0 билан белгилаймиз. У ҳолда

Г =  г0 +  Р ( 6, 1)

муносабат ўринли бўлади.
М нуқтанинг қузғалувчи координаталар системасига нисба- 

тан координаталарини х, у, г, қўзғалувчи координата уқлари-

нинг бирлик йўналтирувчи векторларини I, /', к билан белги- 
ласак.

Р =  х1 +  у/ +  гк (6.2)

деб ёзиш мумкин. Шунга кўра (6.1) ифода

г =  г г, — хь - у) гк (6.3)

кўринишни олади. (6.3) ифодада қатнашувчи барча катталиклар,

шу' жумладан /, у, к ҳам вақт функцияси сифатида узгарувчи

катталиклардир. Бунда г векторнинг ўзгариши нуқтанинг аб-

солют ҳаракатини, г0, I, / ,  к векторларнинг ўзгариши кўчир- 
ма ҳаракатни, х, у, г  координаталарнинг узгарғГФи нисбий ҳа- 
ракатни ифодалайди.

(6-3) тенгламани нуқта мураккаб ҳаракатининг вектор 
куринишдаги тенгламаси деб аташ мумкин. Бу тенгламани 
кузғалмас система ўқларига проекциялаб, мураккаб ҳаракат- 
нинг координаталар куринишидаги тенгламалари ҳосил қили- 
ниши мумкин.
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Теорема. Нуқтанинг абсолют тезлаги унинг нисбаа ва 
нукирма тезликларининг геометрик йиғиндисига тенг.

Исбот. (6.3) тенгламадан вақт бўйича биринчи тартибли ҳо- 
сила оламиз:

23-§. Тезликларни цўшиш яеоремаси

йг

~7Г =в £ ° + ( * £ 7 + & Г + * * )  +<и \<и и  аг ]

| |  ^  , й /  , й к4- х ------ Ь у —̂— Н- г—' аь * ас и (6.4)

йг = V — М  нуқтанинг абсолют тезлигини,(1£ (И-бу ерда

=  о0 — О нуқтанинг абсолют тезлигини

аг,

й х  , й у  Т  , й г  —— I +  — / Н-----к = юг—аг аь аь (6.5)

М  нуқтанинг нисбий тезлигини ифодалайди.
Бирлик векторлар I, /', к  дан олинган ҳосилаларни текши-

рамиз. Масалан, ак
а( ҳосилани кўрайлик. Эркин жисм ҳарака-

ти назариясидан маълумки, Охуг система ҳаракатини 0  нуқта 
билан биргаликда илгарилама ҳаракат ва О қутб атрофидаги 
сферик ҳаракатларнинг йиғиндисидан иборат деб қараш мум-

кин. У ҳолда, радиус-вектори к бўлган А нуқтанинг О а(
нуқта атрофида сферик ҳаракатидаги Vҳо чизиқли тезлик век- 
торини ифодалайди (6.2- расм). Аммо сферик ҳаракатдаги жисм 
нуқтасининг тезлигини ҳар онда цутб орқали утувчи айланиш 
оний уқи атрофидаги айланма ҳаракатдаги тезлик деб олини-

ши мумкин бўлганидан

йк
=  *А0 =  “V X к (6 .6)

бўлади. (6.6) ифодада о>, сферик — кў- 
чирма ҳаракатнинг оний бурчак тезлик 
векторидир. Шунга ўхшаш

аI 
а1

6,2- расм.

=  «», X I,

бўлади. (6.5)

М-
а(

=  ш,'•;/ (6.7)

(6./) ифодаларни эь-
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; тиборга олиб (6.4) тенгликни цуйидаги кўринишда ёза- 
миз:

V = г>0 +  Vг +  х (ше X I) +  У (+  Ху) +  2 (в Д А )  =

=  ъ 0  - г  ф г +  ш , X  (-V/ +  у/ +  г * )  =  +  +  ъ 0  +  ше X  р.

(5.3) ни эътиборга олсак, кучирма тезликнинг таърифига асо-
сан ?)0 +  ме X р йиғинди /И нуқтанинг кўчирма тезлигини 
ифодалайди. Шундай қилиб,

гГ=г)г +  ^  (6.8)
бўлади. Теорема исботланди.

Агар кучирма ҳаракат илгарилама ҳаракат бўлса, ш,=  0,
бинобарин, бу ҳолда кучирма тезлик г>, =  ь0 бўлади. Тезлик- 
ларни қушиш теоремаси (6.8) ифода кўринишида ёзила беради.

24 §. Тезланишларни цўшиш (Кориолис) теоремаси

Теорема. Иуқтанинг абсолют тезланиши унинг нисбий, 
кўяирма ва Кораолис тезланишларининг геометрик йиғин- 
дисига т„енг.

Бу теоремани исбот қилиш учун (6.4) ифодадан вақт бўйи- 
ча яна бир марта ҳосила оламиз:

<И
, Шу -? , а.ч / ач , .

------ Н  —  1 ' —  / 1-----а Н - ( * ------- Ь У —  +

+ 2. \ _|_ 9 <4£ +
шг ) \<и <и <и <и

йг йк \
й) <и )' (6.9)

(6.9) иф одада-----=ге) — М  нуқтанинг абсолют тезланиши,

й( ге)0 —0 нуқтанинг тезланиши;

<Рх
аи

Ш у -Т  . й ‘г  — ■*
■ —  /  4------ к  =  <шТ

йС‘ й Р  г
( 6 . 10)

М нуқтанинг нисбий тезланиши эканлигини ва (6.6), (6.7)муно- 
сабатларни эътиборга олиб, (6.9) ни қуйидаги куринишда ёзиб 
оламиз:

сю = и) 0 +  ге)г + х 7, &  х +  У 7. К  X / )  + К  • Ъа С а<

+  2 ^ К х о  + ̂ Кх7) + ̂ кх1)<и й( </‘
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ёки

®=®о + ® ^ Т >; (* Н -у 7  + гЬ) -  «V (х-^г + У —  -Ш V «Г <и

+  г — )- \ - 2М /

бунда =, = бўлиб, ве — кучирма ҳаракаг оний бурчак тез-
ланиш векторини ифодалайди; (6.2), (6.5) —(6.7) ифодаларни 
эътиборга олсак, қуйидагига эга буламиз:

»=®+®0ФегХр + ®«Х(»гХр) + 2(шг х V,). (6.11)
(5.5) ифодани назарда тутсак, кучирма тезланиш таърифига
кўра и>0 +  ^  X р +  и>е X («ҳ, X р) йиғинди М нуқтанинг -ше кў- 
чирма тезланишини ифодалайди. У ҳолда

Лх ~Т , Цу т*. Лг-£-\
и  а  си /

ЧЮ = чют +  шв +  2сое х  Т>г 
бўлади. Бу ифоданинг ўнг томонидаги

11'Ц = 2<ц, X V,
вектор цушияяа ёки Кориолис тезланиши деб аталади. Бу 
вектор кўпайтмани тезланиш деб олинишига асос шуки, унинг 
ўлчов бирлиги тезланиш бирлиги билан бир хилдир. Шундай 
ҳилиб,

1Ю = 1ЮГ +  1Юе +  1Юк. (6.12)
Теорема исбот қилинди.

Нисбий ва кўчирма ҳаракатлар эгри чизиқли булса, нисбий 
ва кучирма тезланишларнинг ҳар бири уринма ва нормал таш- 
кил этувчилардан иборат бўлади. У ҳолда (6.12) формула

чю =  1Юпг +  чиўт +  чю* +  чю'е +  чюк (6.13)

кўринишда ёзилади. (6.13) га биноан нуқта абсолют тезлани- 
шининг миқдори ва йўналишини аниқлашда аналигик усулдан 
фойдаланиш қулай. Бунинг учун тезланишнинг ўзаро перпен- 
диқуляр бўлган 3 та ўқлардаги проекциялари (6.13) ни шу 
ўқларга проекциялаш орқали топилади.

25-§. Кориолис тезланиши. Тезланишлар 
параллелограми теоремаси

Маълумки, Кориолис тезланиши

чюк = X (6.14)
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формула билан аниқланади. (6.14) да ■«. кучирма ҳаракатнинг 
оний бурчак тезлиги, тг эса нуҳтанинг нисбий тезлиги векто- 
ридир. Бинобарин, Кориолис тезланиши куиирма ҳаракат 
буряак тезлик вектори билан нуқтанинг нисбий тезлик век- 
торининг иккиланган вектор купайтмасига тенг.

Вектор кўпайтма таърифига кўра Кориолис тезлапишининг 
миҳдори

и>к =2шерг$1п(ше,р г) (6.15)
-  ►  — ♦

формуладан аниқланиб, ше ва рг векторларга перпендикуляр ра- 
вишда шундай йуналганки, ъок нинг мусбат учидан қараганда

<ог векгорнинг рг га қараб энг кичик бурчакка айланиши соаг 
стрелкаси ҳаракатига тескари кўриниши керак.

Кориолис тезланишининг йуналишини қуйидаги Жуковский 
қоидасидан фойдаланиб аниқлаш қулай:

1) 0', векторига перпендикуляр Р  текислик ўтказилади (6.3- 
расм);

2) Vг векторининг шу Р  текисликдаги проекцияси р'г аниқ- 
ланади;

3) ъг вектори кучирма ҳаракат йўналишида 90° га бурилса, 
Кориолис тезланишининг йуналиши ҳосил булади.

Кўчирма ҳаракат илгарилама ҳаракатдан иборат ҳолда ше= 
=  0 булгани туфайли Кориолис тезланиши ҳам нолга тенг бў* 

лади. Унда (6.12) қуйидагича ёзилади:

= (6.16)

(6.16) тезланишлар параллелограми теоремасини ифода- 
лайди: кучирма ҳаракат илгарилама ҳаракат бўлганда, 
нуқтанинг абсолют тезланиши нисбий ва кучирма тезла- 
нишлар векторларига қурилган параллелограмя диагонали 
билан аниқланади.

Бирор онда нуқтанинг нисбий 
тезлиги нолга тенг бўлган, шу- 
нингдек, кучирма ҳаракатнинг
бурчак тезлик вектори и>в билан
нисбий тезлик вектори кол- 
линеар бўлган ҳолларда ҳам Ко- 
риолис тезланиши нолга тенг бў- 
лади.

17- масала. А призма горизон- 
тал текислик бўйлаб р а =3/ -

6.3- расм.
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У

б

г

а
6.4- расм.

тезлик билан унг томонга қараб ҳаракатланади (6.4- расм, а). 
Призмага урнатилган г =  0,1 м радиусли В блокка учларига С 
ва О юклар бириктирилган арқон ташланган. В блок О ўқ ат- 
рофида < в = 2 С  қонунга кўра айланади. Арқон блокка нисбатан 
сирғанмайди деб қараб, 1 =  2 с бўлганда С, й  юклар ҳамда В 
блок М нуқтасининг тезликлари ва тезланишлари топилсин.

Ечиш. А призма қўзғалувчи системадан иборат. М, С, /> 
нуқталарнинг призмага нисбатан ҳаракати нисбий ҳаракат, приз-

-~-р-
ма билан биргаликда » , тезлик билан ҳаракатланиши кучирма 
ҳаракат (кучирма ҳаракат бунда илгарилама ҳаракатдир), қўз- 
ғалмас горизонтал текисликка нисбатан ҳаракати абсолют ҳа- 
ракатдир.

Бу нуқталар тезликларини аниқлаш учун (6.8) формуладан, 
яъни тезликларни қушиш теоремасидан фойдаланамиз:

Кўчирма ҳаракат илгарилама ҳаракат бўлгани учун М, С, / )  
нуқталарнинг кўчирма тезликлари бир хил ва ьл га тенг бў- 
лади:

Бу нуқталарнинг нисбий тезликлари миқдор жиҳатдан тенг- 
дир, чунки арқоннинг барча нуқталари бир хил нисбий тезлик- 
ка эга. М нуқта нисбий ҳаракати унинг О ўқ атрофидаги ай- 
ланма ҳаракатидир; демак,

Шунингдек, юг = =  0,4 .̂т
Бунда блокнинг айлакиш йўналишига мос равишда, блок

^  = юе +  ът.
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радиусига перпендикуляр, *пс. қия текислик бўйича, вер- 
тикал буйича йуналган.

М нуқтага қуйилган кучирма ва нисбий тезлик векторлари 
бир туғри чизиқда ётгани туфайли, улар алгебраик қушилади.

= г<м — = 31 — 0,4/ =  2,6 ,̂

/ =  2 С; Vм =  5,2 —.

О нуқтага қўйилган кўчирма ва нисбий тезлик векторлари 
ўзаро перпендикуляр бўлгани учун

=  V К  =  / 9 /2 +  0.16*2яьЗ.ОЗ/ м/с.

1= 2  с; = 6,06 —.
с

С нуқта абсолют тезлигини косинуслар теоремасидан фойда- 
ланиб аниқлаймиз:

х»с =  +  г)? — 2т>с г'с соз 60° =  V 7,96 /2 =  2,6 .̂

{ =  2 с; ос =  5,2

Кучирма ҳаракат илгарилама ҳаракат бўлгани учун тезла- 
нишлар параллелограми теоремасидан фойдаланамиз:

ге> =  +  та>г.
Бунда барча нуқталарнинг кў чирма тезланишлари тенг:

(IV  А
*'м =  =  —  = 3 м/са. ̂ *• * (21

Кўчирма тезланиш вектори кўчирма тезлик бўйича йуналган.
С ва О  нуқгаларнинг нисбий ҳаракатлари тўғри чизиқли 

ҳаракатдир. Бинобарин,

гюС' = т'С'= г 'С' = 0,4 м/с2, и>0 = -»(, =0 ,4  м/с2.

714 нуқтанинг нисбий ҳаракати айлана бўйлаб ҳаракат булгани 
учун;

™.иг =  +  ®;„г.
бунда

=  0>2 • г = 1672 • 0,1 = 1,672 м/с2, 
а '!*1г =  • г =  Шг • Г = 4 • 0,1 = 0,4 м/са.

М, С, £) нуқталар тезланиш векторлари 6.4-расм, б да 
тасвирланган.
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О нуқта тезланиши Пифагор теоремасидан, С нуқта тезла- 
ниши косинуслар теоремасидан фойдаланиб топилади:

I «О, +  = УЎЛ6 «  3,03 м/с2,
1ю,-,= 1/Гии‘г 1 - и.’;. — 2тг • соз60° = У  7,96 г^2,6 м/с2.

Расмдан фойдаланиб а , р бурчакларни аниқласак, т 0  ва 1ЮС 
векторлар йуналиши ҳосил бўлади:

1е<* =  =7,5; ««82,5°;
“'о,

---- — = — —, бундан зш[3 = — - З1п 60° = 0,1332, 3^7,5°.
81п р 51 пб С° тс

М нуқта абсолют тезланишини аниқлаш формуласи

= ®Ч +  ® иг +  Яиг
ни ўзаро перпендикуляр бўлган х, у ўқларга проекциялаймиз!

м  =  =  Ч н г  =  2 .6  м / с  2 .

1Ю,, = — 1Юп„  = — 1,672; 1 = 2с\ 1Ю„ = —6,4 м/с3.
У ҳолда

=  /7 ,9 6  +  40,96 = / 4 р 2  *  7 м/с2.
лг у

УИ нуқта тезланишининг йўналиши йўналтирувчи косинув», 
лар орқали топилади:

со?  ̂ х ) = — ■- = 0,3714; (®л , х)  »  68°

соз ( ц, у  ) =  — —- =* 0,9143; ( и ум , у)^»202°.

18-масала. 714 нуқтанинг хОу текисликдаги ҳаракати
х  = г -гГ  со$М, у = г З1п к.1 (1)

тенгламалар билан ифодаланади; хОў текислиги эса Ог ўқ 
атрофида соат стрелкаси бўйича ўзгармас ю = т:с-1 бурчак 
тезлик билан айланади (6.5- расм). М  нуқтанинг тезлик ва тез-’ 
ланитни ихтиёрий вақт учун аниқлансин.

Ечиш. 714 нуқта мураккаб ҳаракат қилади. Унинг хОу те- 
кисликка нисбатан (1) тенглама бўйича ҳаракатланиши нисбий 
ҳаракат, хОў текислик билан Ог атрофида айланиши эса ку- 
чирма ҳаракатдан иборат.
66
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Теэликларни кўшиш 
теоремасига кура

V  =  V . (2)
Нисбий ҳаракати коор- 
дината усулида берил- 
ган нуқтанинг тезлиги- 
ни (6.5) га кура аниқ- 
лаймиз:

V, = X I  +  У7=
=  — г л  31П л  11  +

Ч  Г  Г Г С О З  71 / у .  ( 3 )

М  нуқтанинг кўчирма
тезлиги хОу текислик- 6.5-расм.
нинг берилган онда ун-
га мос келувчи нуқтасининг тезлигини аниқлаш бўйича топи- 
лади. лОу текислиги айланма ҳаракатда бўлгани учун

бунда
т>, =  (о • 0/И;

ОМ =  ¥  X* +  у* =  V Г* { \ +  СОЗ ъ1)'* +  Г2 (31П я /)*  =  

= г У  2 )1 +  соз тг /) = 2гсоз (4)

Шундай қилиб, +  = (о ■ ОМ = 2г тг соз ~  /.

я*е вектори ОМ га перпендикуляр йўналгзн -о, векторни 
Ох ва Оу уқлар бўйича ташкил этувчиларга ажратиб ёзамиз:

т' р€ ,1 +  =  Т',С 0 3 13 4 —  г», со з  о • у .

6.5- расмдан:
( I х г(1+С03 7+ я . |соз а = соз \ОУИ, I I =  —  = —----------  = соз - / ,(9/И 2

2т со^ — I '}

С05 Э = со 1 [ом, У ) = —

Буни эътиборга олсак,

Г 81П П/

2г С05 —  Г

=  з1п — /. * 2

0 . т/~* п тс( т1~Т
V .  =  27ГГ С05 — 51П — £ — 2сг С03 — - С05 — /  

в 2 2 2 2

(5)
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ёки

« ,  =  я Т 8 1 п * ^  —  1г/-(1 +  С08 1Г/)/ (6)

ҳосил бўлади.
(3) ва (6) ни (2) га қўямиз:

—  _ >  ^

г ' ------ лг  31П Ш  ■ I  +  ТГГ СОЗ 1С/ • /  +  ФГГ 81П Т .( ■ ( —  Т Г  • /  —

---  1СГ С08 Ъ.1 • / '  =  ---  1ГГ / .

Шундай қилиб, М  нуқта тезлигининг модули ъ — %г бўлиб, 
'Оу ўққа параллел равишда унинг манфий йуналиши томон 
. йўналган экан.

Кучирма ҳаракат айлана бўйлаб ҳаракат бўлгани учун, М 
'нуқтанинг абсолют тезланиши Кориолис теоремасидан фойда- 
.ланиб аниқланади:

—► —V —►
‘Ю =  Шг +  1Хе +  1&)к. (7)

Бундаги нисбий тезланишни (6.10) формулага биноан аниқ- 
лаймиз:

и>г =  X I  у /  =  — 1ГаГ С05 тЛ ■ I  — Т гГ 8Ш ъ (  • /'. (8 )

М  нуқтанинг кўчирма ҳаракати ўзгармас бурчак тезлик билан 
содир бўлгани учун = ва бу вектор М нуқтадан МО 
бўйлаб айланиш ўқи томон йўналган ҳамда о>"=и>3 . ОМ.
(4) ни эътиборга олсак,

1Юе =  т е  “  2и2Г С05

га ўхшаш и/, ни ҳам х, у ўқлар бўйича ташкил этувчш 
ларга ажратамиз:

I +  и/, / =  — о/, соз а ■ г — да, со з 8 • /.
У

(5) ни эътиборга олсак.

IV . —  — 2152Г С 0 5 — • С08 — • Г —  2чгГ  С08 — • 8!П — ■ /  
е 2 2 2 2

ёки

= —т?г (1 +  соз %() • I — и2 г 51п • т( /  (9)
ҳосил бўлади.

Кориолис тезланишини (6.14) формуладап аниқлаймиз. Ку- 
чирма ҳаракат Ог атрофида соат стрелкаси айланишига мос 

—► 1 •
келгани учун, и>е = ш вектори шу ўқнинг йўналиши!а, яъни
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к бирлик вектор йўналишига қарама-қарши йўналган; у ҳол-
да: «>е = — ш • к  = — в к.

Шунинг учун

и)к — 2 1«̂, X ъг = — 2ъ к X (— ггс 81П • I +  гк сов У );
-* —► —► —*• “ *■ “*• 

бунда к X I = у, к X У = — г бўлганидан

=  2тс2Г (81П % (у  +  с о з  * / • / ) .  ( !  0 ) ..

(8), (9), (10) ифодаларни (7) га қўйиб, ҳосил бўлган муносабатни. 
ихчамласак,

И) =  — К2г I

келиб чиқади. Демак, УИ нуқта тезланишининг модули те)=тсгг
га тенг булиэ, да вектори Ол ўққа параллел равишда унинг 
бирлик векторига қарама-қарши йўналган экан.

19 масала. А нуқтасида тўғри бурчак билан эгилган ОАВ 
стержень расм текислигига перпендикуляр бўлган ва О нуқта-
дан ўтувчи ўқ атрофида айланиб, / ? = 0 ,4 | /2  м радиусли ёй 
шаклида эгилган қузғалмас СО стержень бўйлаб М ҳалқани 
ҳаракатга келтиради (6.6- расм, а). ОАВ ва С й  стерженлар 
бир текисликда жойлашган. ОАВ стерженнинг А нуқтаси О. 
устига тушган пайтда, бу стержень 0̂  =  20“ 1 бурчак тезлик, 
е, =  2 С~1 бурчак тезланинг билан соат стрелкаси ҳаракатига 
тескари йўналишда секинланувчан айланма ҳаракат қилади 
деб, М нуқтанинг шу пайтдаги абсолют тезлиги, абсолюттее- 
ланиши ҳамда ОАВ сгерженга нисбатан нисбий тезлиги ва 
нисбий тезланиши топилсин.

6 с- расм.
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Е ч и ш .  А нуқта О, билан устма-уст гушган вазият 6.6-расМ 
о да тасвирланган. М нуқтанинг кузғалмас СОстерженга нис- 
баган ҳаракати абсолют, ОАВ стержень билан биргаликда 
а й л а н н ш н  кучирма, ОАВ стержень буйлаб ҳаракати нисбий 
ҳаракатдир.

Тезликларни ҳўшиш теоремасига кўра М нукта тезлигини 
аниқлаймиз:

V

V абсолют тезлик вектори СО ёйга М нуқтада ўтказилган
Уринма бўйича, V, кучирма тезлик вектори О атрофида айла- 
лиш йўналишига мос равишда ОА\ га утказилган перпенди-
Куляр, юг нисбий тезлик вектори эса АВ стержень буйлаб
йўналган. Буларни эътиборга олиб, томонлари юе ва юг, диа-
•го-нали V бўлган АХуИЛ/ параллелограмм қурамиз; бунда ку- 
'чирма тезлик миқдори

V , =<о, • О М  = со. ---------= 1,60 м/с га тенг.
* 1 соз45° '

Тўғри бурчакли К1М учбурчакда КМ1 = 45° бўлганидан:
V = юе соз 45° =  1,60 ■ 0,707 = 1,13 м/с.

К1_М тенг ёнли учбурчак бўлгани (бурчакларига кўра) учун
^  = •0 =  1,13 м/с.

Энди М нуқта тезланишларини аниқлашга ўтамиз.
М нуқтанинг абсолют ҳаракати 0, марказли айлана бўйлаб 

ҳаракат булгани учун унинг абсолют тезланиши

т =  т„ 4- (1)
формуладан аниқланади (6.6-расм, б). (1) да ш„ = — = — =

=  2,24 — ва чю„ векгор М дан айлана маркази Ог томон
С*

йўналган; М нуқта абсолют тезлиги миқдорининг ўзгариш 
қонуни номаълум бўлгани учун = — формуладан фойда- 
лана олмаймиз. М нуқтанинг ҳаракатини тезланувчан деб фа-

—г  —♦
раз қилиб, и>)х векторни V бўйича йўналтирамиз. ш- ни аниқ- 
лаш учун Кориолис теоремаси (6.13) дан фойдаланамиз:

ио = ш ) т пг го, +  иопе -ў гшк.

(1) ни эътиборга олсак, қуйидаги ҳосил булади:

и„ -}- +  11)" +  ж) +  -Ь «’*. (2)

ЮО www.ziyouz.com kutubxonasi



Нуқтанинг нисбий ҳаракати тўғри чизиқли бўлгани учун

и" =0; шунга кўра гтг = т г бўлиб, бу векторни нуқтанинг 
нисбий ҳаракатини тезланувчан деб фараз қилиб, нисбий 
тезлик вектори бўйича йўналтирамиз.

(2) даги те ва те қуйидагича топилади:

чю* = • ОМ = «.* • = 3,2 м/с*, т' = г • ОМ =
/ ,■ I С08 15° « '

А?
соз 45'

- =  1,6 м/с2.

вектор М нуқтадан О айланиш марказига қараб йўнала-

ди; кучирма ҳаракат секинланувчан бўлгани туфайли т^ век-

тор Vе векторга қарши йўналади.
те вектор расм текислигига перпендикуляр равишда ўқув»

чи томонга қараб йўналади, юТ эса расм текислигида жойлаш-
ган; демак, ше ва векторлари орасидаги бурчак 90° га тенг. 
(6.15) формулага кура Кориолис тезланишини аниқлаймиз:

тк = 2шеют з т  90° = 4,52 м/с2.
(2) ифодадаги қолган икки вектор миқдорлари тк ва тт ни Мх 
ва Му ўқларга шу вектор тенгламани проекциялаш билан 
аниқлаймиз:

— = те;"соз 4 5 ° + ^ 0 0 3  45° — тк, (3)
—тп = тГ — т" соз 45° +  т* соз 45°. (4)

(3) тенгламадан т = 1 ,1 3 ^ ,  (4) тенгламадан =  — 1,13 —
с- с2

келиб чиқади.
Нисбий тезланишнинг манфий ишора билан чиқиши нисбий 

ҳаракатнинг тезланувчан эмас, балки секинланувчанлиги,
тТ вектори расмда курсатилган йўналишга тескари йуналга- 
нини курсатади.

Энди (1) геометрик йиғиндига кўра т — аэсолют тезланиш- 
ни топа оламиз:

т = ]/ т\ +  т‘п =  2,53 м/с2.

т вектор йўналишини бурчак орқали аниқлаймиз:
т .

[л = агс1§ — - агс1§ 0,5945 ~  27 .
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VII б о б ҚАТТИҚ ЖИСМНИНГ МУРАККАБ ҲАРАКАТИ

Қаттиқ жисмнинг мураккаб ҳаракатини икки хил усулда 
ўрганиш мумкин. Биринчи усулда жисмнинг қузғалувчи сис- 
темага нисбатан ҳаракатини ҳамда қўзғалувчи системанинг 
қўзғалмас сисгемага нисбатан ҳаракатини билган ҳолда жисм 
ихтиёрий нуқтасининг абсолют ҳаракаги ва бу ҳаракагдаги 
тезлик, тезланиш (6.3), (6.8), (6.12) муносабатлар асосида то- 
пилади.

Иккинчи усул бирмунча қулай бўлиб, бунда жисмнинг кў- 
чирма ва нисбий ҳаракатларини билган ҳолда унинг абсолют 
ҳаракати қандай булиши аниқланади. Абсолют ҳаракат маълум 
бўлгач, бу ҳаракат турига қараб жисм ихтиёрий нуқтасининг 
тезлиги, тезланишини аниқлаш мумкин булади, бунда абсслют 
ҳаракатнинг оний бурчак тезлиги ва оний бурчак тезланишини
аниқлаш асосий масала булиб қолади, чунончи ш ва е маъ- 
лум булганда жисм ихтиёрий нуқтасининг тезлиги, тезлани- 
шини аниқлаш масалалари 20, 21-§ лардан бизга аён.

Жисмнинг ҳам кўчирма, ҳам нисбий ҳаракати илгарилама 
ҳаракат, шунингдек, кўчирма ва нисбий ҳаракатлари ўзаро 
параллел ёки кесишувчи уқлар атрофидаги айланма ҳаракат 
булган ҳоллэр амалда кўп учрайдиган ҳоллардир. Ана шу 
ҳолларни куриб чиқамиз.

26-§. Жисмнинг илгарилама ҳаракатларини қўшиш

Қаттиқ жисм Охуг қузғалувчи координаталар системасига
нисбатан тезлик билан илгарилама ҳаракатда бўлсин. Шу 
билан бир вақтда Охуг координаталар системаси қуз-
ғалмас координаталар системасига нисбатан ^  тезлик билан 
илгарилама ҳаракат қилсин (7.1-расм). У ҳолда жисмнинг ил-

гарилама ҳаракатша оид теоре- 
мага биноан, жисм барча нуқ- 
таларининг, шу жумладан их- 
тиёрий М нуқтасининг кўчирма
тезлиги = тқ, нисбий тезлиги
эса г\ — г»2 бўлади.

Тезликларни қушиш теорема- 
сига кўра жисм М нуқтасининг 
абсолют тезлиги

V =  ь е -г тқ.= гқ 4- (7.1)
тенглик билан аниқланади. М 
нуқта жисмнинг ихтиёрий нуқ- 
таси булгани учун, (7.1) дан кў- 
рамизки, жисм барча нуқтала-
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ри бир хил абсолют тезликка эга булади, яъни жисмнинг аб- 
солюг ҳаракати илгарилама ҳаракат булади.

Шундай қилиб, кўчирма ва нисбий ҳаракатлари илгари- 
лама ҳаракат бўлган жисмнинг абсолют ҳаракати ҳам 
илгарилама ҳаракат бўлиб, жисм ҳар бир нуқтасининг 
абсолют тезлиги кўчирма ва нисбий тезликларнинг гео- 
метрик йиғиндисига тенг. '

27-§. Жисмнинг кесишувчи ўқлар атрофидаги 
айланма ҳаракатларини қўшиш

Жисм Охуг системага нисбатан бирор Ог ўқ атрофида шГ 
бурчак тезлик билан айланма ҳаракат қилсин (7.2- расм). Охуг 
системанинг узи эса бирор қўзғалмас 0,л:,у,г, системага нис-
батан 0,г, уқ атрофида бурчак тезлик билан айланиб, Ог 
ва 0,г, ўқлар бирор Р нуқтада кесишсин (Р нуқта текшири- 
лаётган жисмга тегишли бўлмаслиги ҳам мумкин). Жисм бир 
йула икки айланма ҳаракатда иштирок этаяпги. Улардан бири
Рг уқ атрофида шГ бурчак тезлик билан содир бўлаётган нис-
бий ҳаракат, иккинчиси эса Яг, ўқ атрофида и>е бурчак тезлик 
билан содир бўлаётган кучирма ҳаракатдир. Ўз-ўзидан рав- 
шанки, Р нуқтанинг тезлиги нолга тенг. Бу ҳолда жисмнинг 
абсолют ҳаракати Р нуқтадан утувчи бирор Я2 оний ўқ 
атрофидаги оний айланма ҳаракат эканлигини кўрсатамиз. 
Бунинг учун жисмда тезлиги айни пайтда нолга тенг бўлган 
иккинчи бир нуқта мавжудлигини кўрсатиш кифоя. Бурчак

—*■ -+
тезлик вектори силжувчи вектор бўлгани учун шГ ва век- 
торларни Р иуқтага кўчириб, бу векторларга РйСЕ  паралле- 
лограмм қурамиз. Ҳосил бўлган С нуқтанинг тезлиги айни 
пайтда нолга тенг бўлишини ис- 
ботлаймиз. С нуқтанинг нисбий 
ҳаракатдаги чизиқли тезлик век-

кислигига перпендикуляр равиш- 
да бир-бирига қарама-қарши йу- 
налган булиб, модуллари мос 
равишда

тори ьс ва кўчирма ҳаракат- 
даги чизиқли тезлик вектори 
юс , РйСЕ  параллелограмм те-

7.2-расм.
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тенгликлар билан ифодаланади. Бунда 5 лРОС= ЗдР£с бўлгани

учун 1»с =  — г»с экан. Тезликларни қўшиш ҳақидаги теоре- 
мага асосан:

булади. Демак, С нуқтанинг айни пайтдаги тезлиги ноль бў- 
лади.

Шундай қилиб, Р ва С нуқталар орқали ўтувчи Р'2 ўқдаги 
барча нуқталарининг оний тезликлари нолга тенг ва Я2 ўқ 
жисмнинг айланиш оний ўқидан иборат.

Жисмнинг абсолют ҳаракатидаги абсолют бурчак тезлик
вектори м ни аниқлаймиз. М  жисмнинг ихтиёрий иуқтаси 
бўлсин. М нуқтани Р нуқта билан туташтириб г векторни ҳо- 
сил қиламиз. М нуқтанинг абсолют тезлиги V = ш X г, нисбий 
тезлиги юг =  шг Х г  ва кўчирма тезлигиг/е= <*>еХ  г  формула- 
лардан аниқланади. Лекин г» =  г»г | бўлгани учун

«> X г =  а)гХг +  <»с Х г  =  (о )Д  «у х  г.
Бу тенгликдан қуйидаги келиб чиқади.

(о =  шг ше. (7.2)'

Шундай қилиб, кесишувчи уцлар атрофидаги айланма 
ҳаракатларни цушиш айланиш оний уқи атрофидаги оний 
айланма ҳаракатга келтирилиб, бу абсолют ҳаракатнинг 
бурчак тезлик вектори нисбий ва кучирма ҳаракатдаги 
бурчак тезлик векторларининг геометрик йиғиндисига тенг. 
Умуман, жисм бир нуқтада кесишувчи п та уқлар атрофида
ш,, о)2, . . . .  шп бурчак тезликлар билан айланма ҳаракат қилса, 
абсолют бурчак тезлик вектори уларнинг йиғиндисига тенг 
бўлади:

<0 =  (0, +  <0, +  . . . +  «V
20-масала. Сунъий йўлдош (Ер маркази билан бирга „қўз- 

ғалмас“ юлдузларга нисбатан илгарилама ҳаракат қилувчи ко- 
ординаталар системасига нисбатан) а  — 7 ,8  км/с тезлик билан 
Ернинг айланиш йўналишида Ер атрофида доиравий орбита 
бўйлаб айланади (/3-расм). Ер радиуси Р = 6370 км, орбита 
баландлиги /7 = 230 км, орбита текислиги экватор текислиги 
билан (3 =  51° бурчак ташкил этади деб, йулдошнинг Ерга 
нисбатан бурчак тезлиги топилсин.

Ечиш. Сунъий йулдошнинг V тезлик билан ҳаракати абсо-
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лют ҳаракат, Ер билан бирга- 
ликдаги айланиши кўчирма ҳа- 
ракат, Ерга нисбатан ҳаракати 
нисбий ҳаракатдан иборат деб 
қараймиз. У ҳолда кучирма ҳа- 
ракат бурчак тезлиги Ернинг ўз 
уқи атрофида айланишидаги бур- 
чак тезликдан иборат:

2к
(II =  Ш, =  •

=7,27
24 • 3600

1(Г5 с-1.

с =

( 1 )

<ое вектори Ернинг 5А/ айланиш 
уқи бўйлаб йуналган.

Йулдошнинг абсолют тезли- 7.3- расм.
ги V = (о (/? +  Н) га тенг. Бун- 
дан абсолют ҳаракат бурчак тезлигини аниқлаймиз:

ш = — = 118,18 • 1СГ'5 с-1.
Н  + Н

Йулдошнинг И  орбита текислиги Ц71Г экватор текислиги би- 
лан р бурчак ташкил этгани учун абсолют ҳаракат бурчак
тезлиги вектори со «ЎА7 ўқ билан шу р бурчак ҳосил қилади. 
(7.2) формулага кура

10 =  Ш т
Бундан фойдаланиб, аниқланган ш, ш̂ векторларга мос келувчи 
ОАВС параллелограмм қурамиз (« —параллелограмм диагона-
ли, о>г — унинг бир томони бўлиши керак).

ОАВС параллелограммнинг 0 8  томони шг ни ифодалайди. 
Косинуслар теоремасига кўра ОВС учбурчакдан ОВ = шг ни 
аниқлаймиз:

» , = К
5  , /  .(0 +- ! ------ I —
0 \/? -Ь Н ’

шг — 2<оет соз р =  

В  +  Н
-I

С .

ш ва шг векторларнинг экватор текислигидаги проекциялари- 
нинг тенглиги расмдан кўриниб турибди:

шсоз (90° — [1)= шг соз (шг, и7\Г).

Бу тенгликдан шг векторининг экватор текислиги билан таш- 
кил қилган бурчагини аниқлаймиз:

соз(ш7«ЙГ) = ^ ^ = 0 , 8 0 7 4 ,  ( С # и 7 ) « 3 6 ° .
“V
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28-§. Жисмнинг параллел ўцлар атрофидаги 
айланма ҳаракатларини цўшиш

Жисм Охуг системага нисбатан Ог ўқ атрофида а)г бурчак 
тезлик билан айланма ҳаракатда булсин (7.4-расм). Охуг сис- 
тема эса шу вақтнинг ўзида қўзғалмас 0,х,у,г, системага нис-
батан Ог ўққа параллел булган О.г, ўқ атрофида бурчак 
тезлик билан айлансин. У ҳолда жисм ихтиёрий М нуқтаси- 
нинг тезлиги тезликларни қушиш теоремасига кўра қуйида- 
гича аниқланади:

♦  —

V =  4>е +  ^г-
Вунда нуқтанинг кўчирма ва нисбий тезликлари 0,г, ва Ог 
ўқларига перпендикуляр текисликда ётгани учун унинг абсо- 
лют тезлиги хам шу текисликда ётади. М — жисмнинг ихгиё- 
рий нуқтасидир; демак, жисмнинг ҳамма нуқталари 0,г, ўққа 
перпендикуляр бўлган 0,л:,у, текисликка параллел текислик- 
ларда ҳаракатланади, яъни бу ҳолда жисмнинг абсолют ҳара- 
кати текис параллел ҳаракатга келтирилади. Жисмнинг текис 
параллел ҳаракатини тезликлар оний марказидан ўтувчи айла- 
ниш оний ўқи атрофида айланма ҳаракат деб қараш мумкин 
эди. Шундай қилиб, қўйилган масалани ҳал қилиш айланиш 
оний ўқининг ҳолатини аниқлаш ва шу оний уқ атрофидаги 
абсолют ҳаракатнинг оний бурчак тезлигини аниқлашга кел- 
тирилади. Айланиш оний ўқининг ҳолати албатта кўчирма ва 
нисбий ҳаракатларнинг айланиш йўналишига боғлиқ. Бунда 
қуйидаги уч ҳол бўлиши мумкин:

I) <», ва тг векторлари бир хил йўналишга эга, яъни кўчир- 
ма ва нисбий ҳаракатларнинг айланиш йўналишлари бир хил;
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2) (ве ва сог векторлари қарама-қарши томонга йўналган бў- 
либ, миқдорлари тенг эмас;

3) ва шг миқдорлари тенг ва антипараллел йўналган ҳол.
Ҳар учала ҳолни алоҳида-алоҳида куриб чиқамиз.
1. Параллел ўқлар атрофада бар хал аўналишдага аа- 

ланма ҳаракатларна қўшиш.
Кўчирма ва нисбий ҳаракатлар мос равишда 0,2, ва Ог ўқ- 

ларнинг мусбат учидан қараганда соат стрелкаси айланишига 
тескари йўналишдаги айланма ҳаракатлардан иборат бўлсин. 
Айланиш оний уқи Р'2 нинг 0,2, ёки Ог ўқларга параллел 
бўлиши равшан; шунинг учун Р нуқта ҳолатини топиш кифоя.

Жисмда 0,х,у, текисликка параллел текислик ўтказиш на- 
тижасида унда ҳосил бўлган текис шаклни 5, бу текис шакл 
билан Ог ва 0,2, ўқларнинг кесишиш нуқталари мос равишда 
А ва В булсин (7.4-расм). У ҳолда А ва В нуқталарнинг тез- 
лиги

г>л = ш АВ, (7.3)
г.л = шг .ЛД (7.4)

тенгликлар билан аниқланиб, г>л ва ъв векторлар ўзаро парал- 
лел, қарама-қарши томонга йўналган. Тезликлар оний марка- 
зини аниқлаш қоидасига кўра, бу ҳолда Р нуқта АВ кесма
билан г>л ва " в векторлар учларини туташтирувчи СО тўғри 
чизиқнинг кесишиш нуқтасида бўлади. Абсолюг ҳаракат оний
бурчак тезлигини ш десак,

®А=ш ■ РА, г)в = ш • РВ

ўринли бўлади. Буларни (7.3} ва (7.4) га қуямиз:
<о • Р А  =  ше ■ АВ,
<о • Р В = ш г ■ АВ.

(7.5) ва (7.6) ифодаларни ҳадма-ҳад бўлсак,
Р А  _  <ое 

РВ  и>̂

(7.5)
(7.6)

(7.7)

келиб чиқади. (7.7) дан Р нуқта ҳолати аниқланади.
(7.5) ва (7.6) ни ҳадма-ҳад қўшайлик:

ш (РА +  РВ) = (сое +  (о,) • АВ
ёки

ш=ше +  10г. (7.8)
(7.8) дан абсолют ҳаракатнинг оний бурчак тезлиги аниқла- 
нади.

Шундай қилиб, иараллел ўқлар атрофида жисмнинг бир 
хил аўналишдага ааланма ҳаракатлари шў ўқларга парал-
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л е л  бўлган, ҳолати (7.7) тенглик билан аниқланувни айла- 
ниш оний ўқи атрофидаги оний айланма ҳаракатдан ибо- 
рат; бу абсолют ҳаракатнинг оний бурчак тезлиги кучир- 
ма ва нисбий ҳаракатлар бурчак тезликларининг арифме 
тик йиғиндисига тенг.

Агар жисм п та параллел ўқлар атрофида бир томонга
йўналган <в,, ш2, . . <»„ бурчак тезликлар билан айланма ҳа-
ракатда бўлса, абсолют ҳаракатнинг оний бурчак тезлиги улар- 
нинг йиғиндисига тенг бўлади:

2. Бурчак тезликлари миқдоо жиҳатдан тенг бўлмай, 
қарама- қарши томонга йўналган айланма ҳаракатларни 
қўшиш. Жисмнинг нисбий ҳаракати Ог ўқнинг мусбат учидан 
қараганда соат стрелкаси айланиши бўйича, кучирма ҳаракат 
эса Олг х ўқнинг мусбат учидан қараганда соат стрелкаси ҳа- 
ракатига тескари йўналишда ҳамда >  ш, бўлсин (7.5-расм).

Бу ҳолда ҳам аввалги 1-ҳолдаги сингари муло^азалар юри- 
тиб, жисмнинг абсолют ҳаракати Р нуқтадан ўтувчи РО, 
айланиш оний ўқи атрофидаги оний айланма ҳаракатдан 
иборат бўлишини, бу оний айланма ҳаракат бурчак тезли- 
ги кучирма ва нисбий ҳаракатлар бурчак тезликларининг 
алгебраик йиғиндисига тенглигини, яъни о>=шв —шг эканли- 
гини исбот қилиш мумкин; айланиш оний ўқининг ҳолати 
(7) тенглик билан аниқланиб, Р нуқта АВ оралиқда эмас, 
балки қайси ҳаракатнинг бурчак тезлиги катта бўлса, шу 
томонда АВ кесма ташқарисида жойлашади. Абсолют ҳара- 
катнинг бурчак тезлиги, берилган айланиш ўқларига параллел 
равишда, бурчак тезлиги катта бўлган ҳаракатнинг бурчак тез- 
лиги векторига мос йўналади.

(0 — ш, +  ш2 +  • • • +  “V

7.5- расм.
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3. Бурчак тезликлари 
миқдор жиҳатдан т ет . 
йуналишлари параллел, 
қарама - қарши томонга 
айланувш ҳаракатларни 
қушиш. Бу ҳолда жисмнинг 
абсолют ҳаракатини аниқ- 
лаш учун 5 текис шаклда- 
ги ихтиёрий М нуқтанинг 
тезлигини аниқлаймиз (7.6- 
расм). Тезликларни қўшиш
теоремасига кўра ^ м=юе-\-

+  С 7.6- расм

рг кўчирма тезлик 
дори

миқ-

= МВ ■ (7.9)
тенглик билан аниқланиб, 5 текис шакл текислигида МВ га
перпендикуляр йўналган. тг нисбий тезлик миқдори

V,. —  МА • шг (7.10)

га тенг ва г>г _]_ МА.
—>■ —► —

— V/ +  тенгликка кўра қурилган МКЬ учбурчак билан 
ВМА учбурчак ўхшашдир; чунки /</._!_ ВМ, ҚМ_[_МА ва
МК1  = ВМА. (7.9), (7 10) ифодаларни ҳамда МКЬ ва ВМА 
учбурчакларнинг ухшашлигини эътиборга олиб, қуйидагини 
ҳосил қиламиз:

V  ь е  __  у г  _

АВ ~ вм  ~ МА ~ е'
Бундан

ч)— ше • АВ. (7.11)
МК1 ва ВМА ўхшаш учбурчакларнинг иккитадан томонлари 
мос равишда ўзаро перпендикуляр бўлгани учун АВ ва Мй
томонлари ҳам ўзаро перпендикулярдир. Демак, V абсолют 
тезлик вектори АВ кесмага перпендикуляр. М — текис шакл- 
нинг ихгиёрий нуқтаси булганидан бу шакл барча нуқталари- 
нинг абсолют тезликлари АВ га перпендикуляр ва миқдорла- 
ри узаро тенг. Демак, 5 кесимнинг, ўз навбатида жисмнинг 
абсолюг ҳаракати илгарилама ҳаракатдан ибораг экан.

Параллел ўқлар атрофида қарама-қарши йўналишда бир 
хил бурчак тезлик билан содир бўлувчи икки айланма ҳа- 
ракит жуфт айланиш деб ҳам аталади\ (7.11) тенглик би-
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лан аниқланувчи V миқдор эса жуфт, айланиш моменти 
дейилади. Шундай қилиб, жуфт айланиш илгарилама ҳаракат- 
га эквивалент бўлиб, бундай ҳаракатдага жисм нуқтаси- 
нинг тезлиги жуфт айланиш моментига тенг.

21-масала. 20-масалада Сунъий йўлдош доиравий орбита 
буйлаб экватор текислигида ҳаракатланади деб олиб, у ғарб- 
дан шарққа томон (7.7-расм, а) ва шарқдан ғарбга томон 
(7.7-расм, б) учаётган ҳоллар учун Сунъий йулдошнинг Врга 
нисбатан бурчак тезлиги аниқлансин.

Ечиш. Ер гарбдан шарқца қараб ўз уқи атрофида айлана- 
ди; бунда кучирма ҳаракат бурчак тезлиги ше = 7,27 • 10-5 с-1, 
абсолют ҳаракат бурчак тезлиги м =  ^  ^  =  118,18 • 10-5 с-1
эканлиги 20- масаладан бизга аён.

Агар Сунъий йўлдош ғарбдан шарққа қараб экватор те-
кислигида ҳаракатланса, ш ва шу билан бирга <о, вектор- 
ларининг йуналишлари бир хил булади. Бу ҳолда бир хил 
й\ налишдаги ўқлар атрофидаги айланма ҳаракатларни қушиш- 
да ҳосил қилинган (7.8) формуладан фойдаланамиз:

<0 =  ше +  о>г.

Бу тенгликдан о>, =  ш — а>е=  110,91 • Ю‘:5 с-1 ҳосил бўлади. 
Сунъий йўлдош экватор текислигида шарқдан ғарбга қараб

учса, абсолют ҳаракат бурчак тезлик вектори «> билан нисбий
—►

ҳаракат бурчак тезлиги вектори «>, кўчирма ҳаракат бурчак
тезлик векторн о>, ға қарама- қарши йўналади.

Бу ҳолда кўчирма ва нисбий ҳаракатлар қарама-қарши 
йўналишда бўлгани учун абсолют ҳаракат бурчак тезлиги қуйи- 
дагича аниқланади:

(1) =  «>, — ш,

Бундан а>, =  а> +  ше =  125,45 • 10-5 с-1 келиб чиқади.
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СТ А Т ИК А
VIII боб . СТАТИКА АСОСЛАРИ

29-§. Статиканинг асосий тушунчалари

Статиканннг асосий тушунчаларидан бири кучдир. Меха- 
никада икки ёки ундан орп.иқ жисмлар узаро таъсирининг 
миқдорий уляовини белгиловчи катталик куч дейилади. Куч- 
нинг жисмга таъсири кучнинг йуналиши, миқдори ва қуйи- 
лиш нуқтаси билан аниқланади. Тинч ҳолатда турган эркин 
жисм куч таъсирида олган ҳаракатининг йўналиши кучнинг 
йуналишини белгилайди. Кучнинг миқдорини аниқлашда уни 
куч бирлиги учун қабул қилинган бирор катталик билан тақ- 
қосланади. Куч жисмнинг қайси нуқтасига таъсир этса, шу 
нуқта кучнинг қуйилиш нуқтаси булади.

Шундай қилиб, куч вектор катталик бўлиб, унинг узунли- 
ги чизмада маълум масштабда кучнинг миқдорини, стрелканинг
йўналиши эса кучнинг йўналишини ифодалайди ва Ғ = А В  век- 
юр орқали тасвирланади. Куч вектори бўйича утказилган 
тўғри чизиқ (СП) кучнинг таъсир чизиғи дейилади (8.1- 
расм). Куч, одатда, лотин алифбесидаги бош ҳарфлар билан 
белгиланади.

Жисмга бир неча Ғ2, . . ,, Ғп кучлар таъсир этса, бу

кучлар тўплами кучлар системаси дейилади ва (/•,, Ғ2, . п) 
тарзида белгиланади.

{Ғ,, Ғ2, . . , В„) ва (фь С̂2, • . . ,  кучлар системалари- 
нинг ҳар бири .жисмга бир хил таъсир кўрсатса, улар узаро 
эквивалент кучлар системаси дейилади. Кучлар системаси- 
нинг узаро эквивалентлигини қуйида- 
ги куринишда ёзамиз:

Агар кучлар системаси битта 
кучга эквивалент булса, бу куч бе- 
рллган кучлап системасининг тенг 
таъсир этувчиси беиилади. Масалан, 8 .1- расм .
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(Ғ ,), Ғ.1г . . , Ғп( V. /? бўлса, /? — тенг таъсир этувчи, Ғи
Ғ<ь...........Ғп эса тенг таъсир этувчининг ташкил этувиила-
ридир.

Бирор кучлар системаси таъсирида жисм тинч ҳолатда тур- 
са ёки унинг барча нуқталари узгармасва бир хил тезлик би- 
лан ҳаракатланса, бундай кучлар системаси мувозанатлашган, 
ёки нолга эквивалент кунлар системаси дейилади ҳамда қуйи- 
даги куринишда ёзилади:

(^1. Ғ-, ■ • ,, Ғп) со 0.
Мувозанатлашган кучлар системасини ташкил эгувчи куч- 

лардан бири қолган ташкил этувчиларини мувозанатловки 
кук булади.

Бир неча жисмдан ташкил топган системага таъсир эгувчи 
кучларни ички ва ташци кукларга ажратиш мумкин. Систе- 
мани ташкил этувки жисмларнинг узаро таъсир куялари 
ички кучлар дейилади. Системага таъсир этувчи кучлар шу 
система таркибига кирмайдиган жисмлар орцали цуйилган 
булса, улар ташци кучлар деиилади.

Статикада асосан икки хил масала ҳал қилинади. Кучлар 
системасини содда ҳолга келтириш статиканинг биринчи асо- 
сий масаласидан иборат. Жисмнинг кучлар системаси таъси- 
ридаги мувозанат шартларини аниқлаш эса статиканинг ик• 
кинчи асосий масаласидир.

30- §. Статика аксиомалари

Статика бир неча аксиомаларга асосланган.
1- а к с и о м а  (икки кучнинг мувозанаги ҳақидаги аксиома): 

жисм икки куч таъсирида мувозанатда булиши учун бу 
кучлар мицдор жиҳатдан тенг, бир тўғри чизиц буйлаб 
царама-царши йўналган булиши зарур ва етарлидир (8.2- 
расм).

2 -  а к с и о м а  (мувозанатлашувчи кучларни қўшиш ёки айи- 
риш ҳақидаги аксиома): жисмга цўйилган кучлар система- 
сига мувозанатлашган кучлар системасини цўшиш ёки ун- 
дан айириш билан ҳосил цилинган система берилган кучлар

системасига энвивалент бўлади. Ма-
салан, (Ғи Ғ2, . . ., Ғп) — берилган

кучлар системаси, ((^,, (32, . . 
система эса мувозанаглашган кучлар
системаси бўлсин У ҳолда (Ғи Ғ2, 
• • Ғп) со (Ғи Ғ2.........Ғп, <2„

• • м 0 А)•
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Биринчи ва иккинчи аксиомадан қуйидаги натижа келиб 
чиқади.

1- на т ижа .  Кучнинг миқдор ва йуналишини узгартирмай 
узининг таъсир чизиғи бўйлаб жисмнинг бошқа нуқтасига 
кучириш билан кучнинг жисмга таъсири ўзгармайди.

Исбот. Жисмнинг бирор А нуқтасига Ғ куч қўйилган бул-
-  -V

син (8.3- расм). Жисмда олинган ва Ғ кучнинг таъсир чизи-
ғида ётувчи В нуқтага шундай (/*,, /^) мувозанатлашган куч-
лар системасини қуямизки, бу системани ташкил қилувчи Ғл
ва Ғ2 кучларнинг миқдорлари Ғ  кучнинг миқдорига тенг, таъ-
сир чизиқлари эса Ғ кучнинг таъсир чизиғи билан умумий бўл-
син. У ҳолда 2 -аксиомага асосан: Ғ  со (Ғ, Ғи ~Ғ2). Биринчи
аксиомага кура Ғ  ва Ғ2 кучлар мувозанатлашган кучлар сис- 
темасини ташкил қилади. Уларни ташлаб юборамиз. Натижада
жисмга таъсир этувчи битта, Ғ кучга эквивалент бўлган ва В
нуқтага қўйилган Ғ± куч қолади. Натижа исботланди.

3 - а к с и о ма  (кучлар параллелограми ҳақидаги аксиома): 
жисмнинг бирор нуқтасига қўйилган ва бир тўғри чизиқда 
ётмайдиган икки кучнинг тенг таъсир этўвчиси, миқдор ва 
йўналиш жиҳатдан шў кучларга қурилган параллелограмм- 
нинг кучлар қуйилган нуқтадан ўтувчи диагонали билан 
ифодаланади (8.4- расм).

Элементар физика курсидан маълум бўлган бу қоида қуйи- 
даги геометрик тенглик билан ифода этилади:

К =  Ғ, +  Ғ2 (8.1)

Ғл ва Ғ^ кучлар йўналишлари орасидаги бурчакни а билан бел- 
гиласак, тенг таъсир этувчининг модулини косинуслар теоре- 
масига асосан топишимиз мумкин:

в ^ У К + %  +  2Ғ^Ғ2 соз а (8.2)
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4 - а к с и о м а  (таъсир ва акс 
таъсир ҳақидаги аксиома): ҳар 
қандай таъсарга унга тенг ва 
бир туғри яизиқ буйлаб қара- 
ма-қаши томонга йуналган акс 
таъсир мос келади. Бу ерда 
шуни таъкидлаб утиш керакки, 
умуман олганда, таъсир ва акс 
таъсирни белгиловчи кучлар 
бошқа-бошқа жисмларга қу- 
йилган булгани учун улар муво- 
занатлашган кучлар системасини 
ташкил қилмайди.

2 -  на т ижа .  Мувозанатдаги жисмнинг ихтиёрий икки 
нуқтаси бир- бирига узаро тенг ва қарама- қарши йуналган 
икки куч. билан таъсир қилиб, бу куялар мувозанатлашган 
системани ташкил қилади. Ҳақиқатан, 4 -аксиомага асосан 
жисм ихтиёрий икки нуқтаси орасидаги таъсир кучлар ўзаро 
тенг бўлиб, қарама-қарши йуналган булади. 1-аксиомага асо- 
сан эса, жисм мувозанатда бўлгани учун бу кучлар мувоза- 
натлашган бўлади.

3 -  в а т ижа .  Жисмнинг мувозанати фақат ташқи куялар 
билангина белгиланади. Ҳақиқатан, мувозанаги текширилаёт- 
ган жисм нуқталари орасидаги узаро таъсир кучлар (ички куч- 
лар) 2 -натижага асосан мувозанатлашувчи кучлар системаси- 
ни ташкил қилади. 2 -аксиомага асосан бу системани тушириб 
қолдириш мумкин. У ҳолда жисмга таъсир қилувчи ташқи 
кучларгина қолади.

4- н а т и ж а. Бир текисликда ётувяи параллел бўлмаган 
уята куя узаро мувозанатлашса, уларнинг таъсир яизиқла- 
ри бир нуқтада кесишади.

Исбот. Аи /42, А3 нуқталарга қўйилган Ғ и ~Ғ2, Ғ х кучлар 
бир текисликда жойлашиб, уларнинг таъсир чизиқлари узаро 
параллел бўлмасин (8.5- расм) ва

(Ғ,), Ғг, Ғ3)со0 (8.3)

шарт бажарилсин. Бу учта кучнинг таъсир чизиқлари битта
нуқтада кесишишини исботлаймиз. Ғ, ва Ғ2 кучлар бир текис- 
ликдаги параллел бўлмаган кучлар бўлганидан, уларнинг таъ- 
сир чизиқларини давом эттирсак, албатта бирор нуқтада кеси-
шади; бу кесишиш нуқтаси О бўлсин. 1-натижага биноан Ғх
ва Ғ 2 кучларни А х ва Л2 нуқталардан О нуқтага кўчириб,
кучлар параллелограми аксиомасига кўра қўшсак, (Ғх, Ғ2) со
со /?12 ҳосил бўлади. У ҳолда |8.3) ифода
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( /? ,ғ 3) * 0

кўринишни олади. Бунда /?, 2 куч О нуқтага қўйилгани учун

1-аксиомага кура Ғ3 кучнинг таъсир чизиғи ҳам албатта О 
нуқтадан утиши шарт. Демак, берилган учта кучнинг таъсир 
чизиқлари битта О нуқтада кесишади. Бу 4- натижа уч куя- 
нинг мувозанати ҳақидаги теорема деб аталади.

31-§. Боғланишлар. Боғланиш турлари 
ва реакция кучлари

}Кисмнинг фазодаги ҳаракати бирор йуналишда чеклан- 
ган булса, у богланишдаги ёки эркин булмаган жисм дейи- 
лади.'

Ҳаракатни чекловчи сабаб боғланиш дейилади.
Боғланишнинг жисмга курсатадиган механик таъсирини 

ифодаловчи кучга боғланиш реакция кучи дейилади. Боғда- 
ниш жисм ҳаракагига қайси йўналишда тусқинлик қилса, ре- 
акция кучи шу йўналишга тескари томон йуналган бўлади.

Статиканинг қонун ва қоидалари асосан эркин жисм учун 
берилади. Боғланишдаги жисмга бу қонун-қоидалар қўллани- 
лишидан аввал, у эркин жисм кўринишига келтирилиши ке- 
рак. Бунда қуйидаги боғланиш аксиомасидан фойдаланилади: 
боғланишдаги жисмни эркин жисм ҳолига келтириш учун 
унга таъсир этувчи кучлар қаторига боғланиш реакция ку- 
чини қушиб олиш кифоя.

Табиагда кўпинча боғланишдаги жисмларга дуч келамиз. 
Уларни эркин ҳолга келтиришда боғланиш турига қараб, ре- 
акция кучлари қандай йўналганини аввалдан курсата билиш 
муҳим аҳамиятга эга. Боғланишлар қаттиқ ва эластик жисмлар 
восигасида қўйилган булиши мумкин. Шулардан айрим боғла- 
ниш турларини ва бу боғланишда реакция кучлари қандай 
йуналтирилиши билан танишамиз.

1. Жисм силлиқ сиртнинг А нуқтасига таянган бўлсин (8.6- 
расм). Бу ҳолда сирт, жисмнинг сиртга ўтказилган нормал 
бўйича ҳаракатини чеклагани сабабли, реакция кучи А нуқта- 
да сиртга утказилган нормал бўйича йўналади ва нормал ре-
акция кучи дейилиб, N А каби белгиланадн. Агар силлиқ сирт 
ўрнида жисм силлиқ текисликка бир нуқтада таянган бўлсв, 
реакция кучи шу текисликка таянч нуқтасида утказилган пер- 
пендикуляр бўйлаб йўналади.

2. Агар жисм таянган сирг ғадир-будир бўлса (8.7-расм),
МА нормал реакция кучидан ташқари еиртга А нуқтада ўтка- 
зилган уринма бўйича йўналган реакция кучини ҳам қўшиш

—-9
керак. КА реакция кучининг сиртга ўтказилган уринма бўйича
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домапшидаги
жисм

8.6 расм. 8./- расм.

йўналган Ғаш ташкил этувчиси ишқаланиш кучи дейилади. 
Ишқаланиш кучи билан нормал реакция кучи узаро

тенгликка кўра боғланган; бунда ў — ишқаланиш коэффаци- 
енти дейилади.

3. Жисм (балка) икки ёқли бурчакнинг қиррасига ёки стер- 
женнинг уткир учига А нуқтада таянган булиб, жисм ва боғ- 
ланиш орасида ишқаланиш бўлмаса, реакция кучи А нуқтада 
жисмга ўтказилган перпендикуляр бўйича йўналади (8.8-расм, 
а, б).

4. Жисм эластик жисмлар (ип, занжир ва ҳ. қ.) орқали 
боғланган булса (8.9-расм), боғланиш реакция кучи боғланиш 
буйлаб йуналади.

5. Жисм шарнир воситасида боғланган. Агар жисм бирик- 
тирилган иккинчи жисмга нисбатан бирор уқ ёки нуқта атро- 
фида айланиши мумкин бўлса, бундай боғланиш шарнирли 
боғланиш дейилади.

Шарнир уқи ҳаракатланиши мумкин булса, у қўзғалувии 
шарнирли боғланиш дейилади. Қўзғалувчи шарнирли боғла- 
ниш реакция кучи шарнирнинғ таянч текислигига утказилган 
перпендикуляр бўйлаб йуналади. Қўзғалувчи шарнирли боғла- 
ниш 8.10-расмдаги каби тасвирланади.

Шарнир ўқи бириктирилган жисм қўзғалмас бўлган ҳолда 
боғланиш қўзғалмас шарнирли боғланиш дейилади. Қўзғалмас

Ғ =  / • Л’‘ иш I • ’ л

8 8- расм. 8.9- расм.
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8.10- расм.

шарнирли бошланиш цилиндрик 
ёки сферик шарнир бўлиши мум- 
кин.

Цилиндрик шарнирли (8.11- 
расм) боғланишнинг реакция кучи 
шарнир ўқига перпендикуляр те- 
кисликда жойлашади, лекин унинг 
йўналишини аввалдан кўрсатиб 
бўлмайди. Бу ҳолда реакция ку- 
чининг ўзаро ҳамда шарнир ўқига 
пернендикуляр бўлган иккита ўқ
бўйича ташкил эгувчилари (ХА,

УА) олинади.
Сферик шарнирли боғланиш (8.12-расм) реакция кучининг 

йўналишини ҳам аввалдан кўрсатиб бўлмайди; бў ҳолда реак- 
ция кучининг ўзаро перпендикуляр бўлган учта ўцдаги таш-
кил этувчилари (Хд, УА, 2 Д) олинади.

6. Жисм вазнсиз стержень воситасида шарнирли боғланган 
бўлсин. Жисмни боғловчи стерженнинг оғирлиги жисм оғир- 
лигига нисбатан жуда кичик булиб, стержень учларидан бош- 
қа нуқталарига ҳеч қандай куч таъсир этмаса, у вазнсиз стер- 
жень дейилади. Вазнсиз стержень реакция кучи боғланиш 
бўйича йўналади. Бунда стержень чузиладиган бўлса, реак- 
ция кучи жисмдан стержень бўйлаб ташқарига (8.13-расм, а),

8.11- расм.

8. и-  рас.м.

2
СВ

ц
С

В в

2св
Т?

А

а
8.13- расм.

6
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кисиладиган бўлса, стержень бўйлаб жисмга қараб (8.13-расм, 
6) йуналади.

Боғланишларнинг колган турлари билан кейинроқ, конкрет 
масалалар ечишда танишамиз.

32-§. Бир нуқтага қўйилган кучлар системаси

Бир нуқтага қўйилган {Ғи Ғ„ . . . , Ғн) кучлар системаси 
учун статиканинг биринчи ва иккинчи масалалари қандай ҳал 
қилиниши билан танишамиз. Аниқлик учун п — 4 булсин, яъ-
ни А нуқтага қўйилган Ғ,. Ғ2, Ғл, Ғ % кучлар системаси берил- 
ганида (8.14-расм, а ), аввал бу кучларни қўшиш, яъни содда
ҳолга келтириш билан шуғулланамиз, Бунинг учун Ғ , ва Ғ2 
кучларни параллелограмм аксиомаси буйича қўшиб, уларга эк-
вивалент бўлган / ,̂ 3 кучни ҳосил қиламиз:

Сўнгра /?, 2 куч билан Ғ3 кучга параллелограмм қуриб, 

2 з ни аниқлаймиз:

Агар бир нуқтага қўйилган п та кучлар берилган булса, охир- 
ги тенглик қуйидаги қўринишда ёзилади:

#  =  ^1, 2, ^  \А~Ғ2-\-Ғ3-\-Ғ^.

=
п

(8.4)

'ғ*

,с

ва
8 14- расм.
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Шундай қилиб, бир нуқтага қўйилган куялар системасини 
қўшиш натижасида бу куялар битта куя — тенг таъсир 
этувяига келтирилар экан:

( ғ и ғ г. . . . Г. ) * п

(8 4) га биноан, бир нуқтага қўйилган куялар система- 
сининг тенг таъсир этувяиси ташкил этувяи куяларнинг 
геометрик йиғиндисига тенг бўлиб , у мазкур куялар қу- 
йилган нуқтага қуйилган бўлади.

Бир нуқтага қўйилган кучлар системасини қўшишда парал- 
лелограмм усули ўрнига векторларни қўшишдаги учбурчак 
усулидан ҳам фойдаланиш мумкин. Бунинг учун 0  нуқтага
қуйилган кучнинг А учига (8.14-расм, б) Ғ3 кучни узига 
тенг ва параллел қилиб қуямиз, сунгра бу куч учи В нуқтага
ғ г кучни, ниҳоят, Ғъ кучнинг С учига Ғ к кучни қуйиб, бош-
ланғич О нуқтани Ғ^ кучнинг О учи билан туташтириш нати-
жасида Ғ  тенг таъсир зтувчини ҳосил қиламиз. Кучларни уч- 
бурчак усули билан қўшишда ҳосил бўлган ОАВС кўпбурчак 
куя купбуряаги дейилади. Агар куч кўпбурчагида куч стрелка- 
лари кетма-кет йўналган бўлса, у ёпиқ куя купбуряаги дейи- 
лади.

(8.4) ифодани Декарг координата ўқларига проекциялайлик:

Ях = У .Р 1х, ^ = 1 ^ .  Я г = У Ғ 1г. (8.5)
1=1 г=1 ;=1

Агар бир нуқтага қўйилган кучларнинг координата ўқлари- 
даги проекциялари Ғ1л, Ғ1у, Ғи аниқ бўлса, бундай кучлар сис- 
темаси тенг таъсир этувчйсинииг координата ўқларидаги про- 
екциялари Нг, Ну, Нг (8.5) формулалар билан аниқланиши мум- 
кин. У ҳолда тенг таъсир этувчи модули

н  = у ^ +  Н1 + Н1 =

формуладан, йўналиши эса

соз (/?, 0 = ^ ,  соз(/?, /7=  %  С03(Н, Ь)= (8.7)И /х н
йўналтирувчи косинуслар орқали аниқланади. Кучни коорди- 
ната ўқларидаги проекцияларига кура аниқлашга куяни анали- 
тик усулда аниқлаш дейилади. Бир нуқтага қўйилган куя- 
лар системасининг тенг таъсир этувяисини (8.6) ва (8.7) 
формулалар асосида аниқлаш уни аналитик усулда аниқлаш 
дейилади.
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Агар бир нуқтага қуйилган кучлар системаси таъсиридаги
жисм мувозанагда бўлса, бу кучларни қункак, /? =  0 келиб
чиқади ва аксинча, бўлса, берилган кучлар системаси
мувозанатлашувчи кучлар системасини ташкил згади. Бу ҳол- 
да (8.4) дан

П _
V * .  = 0  (8.8)
(=1

келиб чиқади. (8.8) бир нуқтага қўйилган кучлар системаси 
мувозанатининг зарурий ва етарли шартларини ифодалайди: 
бир нуқтага қуйилган кунлар системаси мувозанатда були~ 
ши унун ташкил этувчи кучларнинг геометрик йиғиндиси 
нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

Агар кучлар системасининг мувозанат ҳолатида берилган 
кучларга куч кўпбурчагини қурсак, у ОАЬСО ёпиқ купбур- 
чакдан иборат булади (8.15-расм). Шунга кўра, бир нуқтага 
қуйилган кучлар системаси мувозанатда булиши учун таш- 
кил этувчи кучларга қурилган куч купбурчагининг ёпиқ бу- 
лиши зарур ва етарлидир. Бу бир нуқтага қуйилган куч- 
лар системаси мувозанати шартлариниш геометрик усул- 
да ифодаланишидир.

Д! =  0 булганда (8.6) тенгликдан

2 К , = ° .  2 к , = ° .  <8-9)
1=1 (=1 (=1

келиб чиқади; аксинча, (8.9) ўринли бўлса, А?=0 келиб чиқа- 
ди. (8.9) муносабатлар бир нуқтага қуйилган кучлар систе- 
маси мувозанати зарурий ва етарли шартларининг анали- 
тик усулда ифодаланишидир. Бинобарин, бир нуқтага қўй- 
илган кучлар системаси мувозанатда Ьўлиши учун ташкил 
этувчи кучларнинг узаро перпендикуляр учта уқдаги нро-

8.16- расм.
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ғ
екцияларинит алгебраик йиғиндилари алоҳида- алоҳида нол- 
га тенг бўлиши зарур ва етарлидир.

Изоҳ. Ташкил этувчиларининг таъсир чизиқлари битта нуқ- 
тада кееишадиган кучлар сисгемаси кесишувии куялар систе- 
маси дейилади. Кесишувчи кучлар системаси ташкил этувчила- 
рини 3')-§ даги 1- натижага кура таъсир чизиқларининг кесишиш 
нуқтасига кўчирилса, бир нуқтага қуйилган кучлар сисгемаси 
ҳосил булади. Бинобарин, кесишувчи кучлар системасини қушиш 
бир нуқтага қуйилган кучлар системасини қушишга келтири- 
либ, кесишувчи кучлар системаси таъсиридаги жисмнинг му- 
возанат шартлари бир нуқтага қуйилган кучлар системасининг 
мувозанат шартлари билан бир хил булади.

22-масала, Ўзаро шарнирлар билан бириктирилган стер- 
женлардан қурилган АВС учб/рчак А нуқтадан ўтувчи гори- 
зонтал ўқ атрофида айланиши мумкин (8.16-расм, а). ВС стер- 
женга оғирлиги Р  булган Е юк маҳкамланган; бунда АВ — АС ,
АО х  ВС, ВАС = 2а. Стерженлар оғирликларини ҳисобга олмай, 
системанинг мувозанат ҳолатида АО билан АЕ  вертикал ора-
сидаги бурчак ОАЕ = Здеболиб, шу ҳолат учун АВ  ва АС 
стерженлардаги зўриқишлар аниқлансин

Ечиш. ВС стержень мувозанатини текширамиз. Унинг Е
нуқтасидаги юкнинг оғирлиги — Р кучии расмда тасвирлаймиз: 

ВС стерженга қўйилган АВ ва АС боғланишларнинг таъси- 
рини Гдв, 7АГ реакция кучлари билан алмаштирамиз.

Р куч АЕ  вертикал билан бир тўғри чизиқда ётгани учун
Р, ТАЬ, ТАГ кучларнинг таъсир чизиқлари А нуқтада кесиша- 
ди, яъни ВС стержень кесишувчи кучлар системаси таъсири- 
да мувозанатда бўлади. Бундай кучлар системасининг муво-
занат шартига кура Р, ТАВ, ТАС кучларга қурилган куч кўп- 
бурчаги (учбурчаги) ёпиқ бўлиши керак. Куч кўпбурчаги қу- 
риш учун ихтиёрий М  нуқтага миқдор ва йўналиши бўйича 

—> —> 
берилган Р  кучни қўямиз (8.16- расм, б). Р куч векторининг
боши М  ва учи N  нуқталардан, мос равишда ТАС ва ТАВ куч- 
лар (АС ва АВ стерженлар) га параллел МТ ва Л/7. тўғри чи-
зиқлар ўтказамнз. Натижада М. томони ТАВ кучни, ЬМ томо-

ни эса Тлп кучни ифодаловчи МЛ/Т, ёпиқ куч учбурчаги ҳо- 
сил бўлади.

ЎИ/У/. учбурчакда = а +  ЛЎ̂ 7, = <х — р бўлгани учун
^Т М =  180° — 2а; у ҳолда синуслар теоремасига кўра:

Та в  _  ТАС __ р
5 Ш  ( «  —  [ : )  з 1 п  ҳ  р )  м ! п  ( 1 8 0 °  —  2 о с ;
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81п (180° — 2<х) =  81П 2я бўлишини эътиборга олиб, бу тенг- 
ликлардан

Т  Р  5,11 (а  ~  Р) 'Р _  Р  • 51п (а +  Э)
АВ 51П 2а ’  З1п2а

муносабатларни ҳосил қиламиз.
АВ, АС стерженлардаги зўриқишлар миқдор жиҳатдан шу 

стерженларнинг реакция кучларига тенг булали.
23-масала. Оғирлиги Р = 150 кН, симметрия уқи В й  бул- 

ган бир жинсли АВС ферманинг (8.17-расм, а) А ва С нуқ-
таларцдаги таянч реакциялари аниқлансин; а =  30°, ВАС ■=
= АСВ=60° деб олинсин.

Ечиш. АВС ферма бир жинсли булгани учун унинг оғир- 
лик кучи Р симметрия уқи В й  бўйича йуналган. С қузғалув-
чи шарнир реакция кучи Рг таянч текислигига ўтказилган пер- 
пендикуляр бўйича йўналган. А қўзғалмас шарнирнинг реак-
ция кучи Рл йўналишини аниқлашда уч кучнинг мувозанати

ҳақидаги теоремадан фойдаланамиз. Р ва Р с кучларнинг таъ- 
сир чизиқлари В нуқтада кесишган \ ва ферма бир текисликда
ётувчи параллел булмаган учта куч /?,, Рг, Р таъсирида му-

возанатда бўлгани учун А нуқтага қўйилган /?и кучнинг таъ- 
сир чизиғи ҳам В нуқтадан ўтиши херак. Шундай қилиб, ке- 
сишувчи кучлар системаси ҳосил бўлди. Мувозанат шартига
кўра Р, р А, Рс кучлардан МЬИ ёпиқ куч учбурчагини ясай-

миз (8.17-расм, б ). Бу куч учбурчагида А/УИ/, =  ЖЛ/1 =  30° 
бўлгани учун у тенг ёнли учбурчакдир. Бинобарин, %А =  КС.

ВҚ /ИА/ ўгказсак, /(./V = У ҳолда КИЧ тўғри
бурчакли учбурчакдан:

^ - = с о з 3 0 °  ёки .'V/. =° ; бунда /VI = /? .
N 1  соз 3011 Л

булганидан

* А ---- ----- % 86,6 кН.
2 • соз 30°

Шундай қилиб, ҚА = Р( 86,6 кН.
24-масала. Оғирлиги Р =  10 кН бўлган К юк АВС кранга 

урнагилган В ва £) блоклар орқали ўтказилган тросс ёрдамида 
кўтарилиши мумкин. АВ  ва ВС вазнсиз стерженлар ва ВЕ го- 
ризонтал троссдаги зуриқишлар аниқлансин (8.18-расм). В ва 
О блокларнинг ўлчамлари, шунингдек, В блокдаги ишқаланиш
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эътиборга олинмасин. Қуйидагилар берилган: АВС =  ОВЕ  =  
=  30°, ЛО =  ОС, АВ  =  ВС.

Ечиш. В нуқтага осилган Қ юкнинг мувозанатини текши-
рамиз. В нуқтага қўйилган Р кучни расмда тасвирлаймиз. ВЕ, 
ВО тросслар ва АВ, СВ стерженлар орқали қуйилган боғла- 
нишларни реакция кучлари билан алмаштириб, уларни мос
равишда, ТЕ, 7 0, Тд, 7с билан белгилаймиз; стерженларни 
ҳозирча чўзилади деб фараз қиламиз. Натижада бир нуқтага 
қўйилган кучлар системаси ҳосил булади.

Координата бошини О нуқтада олиб, Декарт координата 
ўқларини утказамиз ва бир нуқтага қуйилган кучлар система- 
сининг (8.9) кўринишдаги мувозанаг шартларини тузамиз:
У Ғ 1х =  0 : Тс соз 75° -  ТА соз 75° =  0, (1)

V  Ғ1у = 0 : -  70 к 05 30° - Т е - 7 С соз 15° ■ соз 30° -
-  Гл соз 15° • с о з 3 0 ° - 0, (2)

^  =  0: — Р — 7 соз 15° • соз 60° — Т,  соз 15° • соз 60° —
— 7д соз 60° =  0 (3)

((2) ва (3) тенгламаларни тузишда ТА ва 7с аввал уОг текис- 
лигига, сўнгра координата ўқларига проекцияланади).

(1) тенгламадан Тл *— Тс келиб чиқади.
В блокдаги ишқаланиш эътиборга олинмагани учун Тв — 

==Я= 10 кН.
(3) тенгламадан ТА ни аниқлаймиз:

Р +  Т п С05 60°
Т ,  = ------ — В -------- ~  _  15 б кН.

л 2 соз 15° соз 60°

Шундай қилиб, Тл =  Тс т .— 15,6 кН; бундаги манфий ишо-
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ра АВ ва СВ стерженлар К юк таъсирида чузилмай, балки си- 
қилишини курсатали.

(2) тенгламадан Тс ни аниқлаймиз:
Гғ = = -  ^созЗО 0 - 2 Г а соз  15° • созЗО0 17,3 кН.

Тросс ва стерженлардаги зўриқиш кучлари миқдор жиҳатдан 
уларнинг тегишлича реакция кучларига тенг бўлади.

33-§. Кучнинг нуцтага нисбатан моменти

Куч таъсирида жисм бирор нуқта атрофида айланишга ин- 
тилса, бунда куянанг жисмга таъсири унинг нуқтага (мар- 
казга) нисбатан номенти билан белгиланади. Кучнинг қайси 
нуқтага иисбатан моменти ҳисобланадиган бўлса, шу нуқта 
момент маркази дейилади.

Куя қўйилган нуқтанинг момент марказига нисбатан 
радиус- вектори билан куч векторининг вектор купайтмаси 
кучнинг нуқтага (марказга) нисбатан моменти дейилади.

Ғ  куч қуйилган А нуқтанинг О момент марказига нисбатан
радиус-вектори г булсин (8 19-расм). У ҳолда, Ғ  кучнинг О
нуқтага нисбаган моментини т0 (Ғ) билан белгиласак, таъриф- 
га биноан:

тп ( Ғ , ) =г ХҒ .  (8.10>

Векгор кўпайтма таърифига асосан, т0 (Ғ) вектори ўнг винт 

коидаси буйича г ва Ғ. векторларга перпендикуляр йуналган 
ва момент марказига қўйилади; т0 (Ғ) вектор модули эса

| т0 (Ғ) | =  г • Ғ  • з1п (г, Ғ) (8.11)

тенгликдан аниқланади.
Момент марказидан /' кучнинг таъсир чизиғига туширилган

ОС перпендикулярни куч елкаси 
деб атаб, уни й билан белгиласак,
8 19- расмдан г ■ з т  (г, Ғ) — й бул- 
гани учун, (8.11) ифода

\ т0 ( Ғ. ) \ =Ғ. - й  (8.12)

кўринишда ёзилади.
Демак, кучнинг нуқтага нис- 

батан моментанинг модули куч 
миқдори билан куч елкасининг 
купайтмасига тенг.
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Агар жисмга таъсир этувчи кучлар ҳаммаси бир текислик- 
да жойлашган булса, кучнинг нуқтага нисбатан моменти век- 
тори урнига кучнинг нуқтага нисбатан алгебраик моменти- 
ни киритиш мумкин:

т 0 (Ғ) =  ± Ғ  ■ й, (8.13)

бунда ўнг винт қоидасига кўра, куч жисмни момент маркази 
атрофида соат стрелкаси айланишига тескари йўналишда ай- 
лантиришга интилса мусбат ишора, акс ҳолда манфий ишора 
олиниши керак.

Агар кучнинг таъсир чизиғи момент марказидан ўтса, г ва
Ғ векторлари бир тўғри чизиқда ётувчи векторлар бўлади; у 

->
ҳолда гХ  Ғ =  0. Демак, кучнинг таъсир чизиғи момент мар- 
казидан ўтса, унинг шу марказга нисбатан моменти нолга 
тенг.

Координата бошини момент марказида олиб, Декарт коор- 
дината ўқларининг бирлик йўналтирувчи векторларини /, у, к
десак, Ғ кучнинг бу ўқлардаги проекциялари Ғх. Ғу, Ғг, куч
қўйилган нуқтанинг координаталари х, У.
дани қуйидагича еза оламиз:

1 ) к

то(П  = X У г

ғ х Ғ , ғг

Бу ифодани координата ўқларига проекцияласак, куянинг 
нуқтага нисбатан моментининг координата уқларидаги 
проекцияларини аниқлаш формуласи ҳосил булади:

т О. (О  =  УҒ г -  г Ғ у, т о , (Ғ ) г Ғ х ~  х Ғ г,

т ог (Ғ) = х Ғу ~ у Ғ х. (8.14)

—

(8.14) да т0х(Ғ), т0 (Ғ), т0^(Ғ)  орқали т0 (Ғ) векторнинг
координата уқларидаги проекциялари белгиланган.

Куч қуйилган нуқта координаталари ва кучнинг координа- 
та уқларидаги проекциялари берилган бўлса, кучнинг нуцтага 
нисбатан моменти модули ва йўналишини аналитик усулда

т0 (ғ ) =  ] / (т0ў ) ў  +  (т0у (Ғ))> +  (т0ў ) ) \  (8.15)
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(8.16)

— -  «о , (<1)
соз (т0 (Ғ), I) = ----

то ('■)
—  ► т0 ((•)

С05 \т0{Ғ).  у) =  —
то (П

-  -  • тоЛғ )
С05 (о т 0  С/7), А )  — ---------- —

'”0 (~О
формулалар билан аниқлаш мумкин; (8.15) ва (8.16) даги 
т0л (ғ ). тоу (Ғ)> таг (Ғ) (8 14) муносабатлардан топилади.

34-§. Кучнинг ўққа нисбатан моменти

Кучнинг бирор ўқда олинган ихтиёрий нуцтага нисбатан 
моментининг мазкур ўқдаги проекцияси куянинг берилган
ўққа нисбатан моменти дейилади. Ғ. кучнинг г ўққа нисба-
тан моментини тг (Ғ) билан белгиласак, у таърифга биноан

тг (Ғ) — пРг (т0 {Ғ)) — прг (г X Ғ) (8.17)
формула билан аниқланади.

(8.17) да О нуқта г ўқнинг исталган нуқтаси булиши мум- 
кинлигини, яъни куянинг ўққа нисбатан моменти 0  нўқта 
г уқнинг қайси нуқтасида олинашига боғлиқ эмаслигини ис- 
ботлаш мумкин. Ҳақиқатан, агар г  уқда О дан ташқари О,
нуқта олсак, Ғ  куч қуйилган нуқтанинг О, га нисбатан ра- 
диус-вектори г, ни қуйидагича ёзиш мумкин (8.20-расм)

г, =  г 6 ,6
У ҳолда

г, X Р =  г X Ғ. +  О, О X Ғ,

бунда 0 ,0  вектор г ўқда ётгани учун О^ОХ^вектор г  ўққа 
перпендикуляр йўналган ва бу вектор кўпайтманинг г ўқдаги

♦  • *•

проекцияси нолга тенг. Бинобарин, г, X Ғ  билан г Х Ғ  нинг 
г уқдаги проекциялари бир хил бўлади.

Кучнинг ўққа нисбатан моменти учун аввалги таърифга 
эквивалент қуйидаги таърифни бериш мумкин: кучнинг бирор 
уққа нисбатан моменти деб, шу кучнинг уққа нерпендику- 
ляр текислакдаги проекциясанинг берилган уқ билан маз-
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[

гебраик цииматига айтилади.
г ўққа перпендикуляр теки:ликни ху  текислиги (8.21-расм) 

десак:

тг (Ғ) =  т0 (Ғгу) =  ±  Ғху ■ а, (8.18)

бунда г ўқнинг мусбат учидан қараганда Еху таъсиридаги ай- 
ланиш соат стрелкаси ҳаракатига қарама-қарши кўринса — 
мусбат, акс ҳолда манфий ишора олинааи.

Таърифдан курамизки, кучнинг уққа нисбатан моменти ска-
ляр катталикдир. (8.14) ни эътиборга олсак, кучнинг ўққа

-

нисбатан моменти таърифини ифодаловчи (8.17) га кўра, Ғ  
кучнинг Декарт координата ўқларига нисбатан моментларини 
аниқлаш учун

т , (Ғ) =  у Ғг -  гҒу, ту {Ғ) = гҒх -  х Ғ  г,
тг (Р) =  х Ғ у—уҒх (8.14, а)

формулаларни ёзиш мумкин.
Агар куч таъсир чизиғи уцни кесиб ўтса ёки ўцца парал- 

лел  булса, унинг шу уцца нисбатан моменти нолга тенг 
булади, чунки биринчи ҳолда куч елкаси, иккинчи ҳолда 
кучнинг ўққа перпендикуляр текисликдаги проекцияси нолга 
тенгдир.

35- §. Кучлар системасининг нуқтага нисбатан 
бош моменти

Агар (Ғи Ғ2, . . ., Ғп) кучлар системаси берилган булса 
(8.22-расм), бу кучлар системасини ташкил этувчи кучларнинг
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ихтиёрий О нуқтага нисбатан мо- 
ментлари шу нуқгага қўйилган

" ' 0 {Ғ,)  — Г 1 X ғ и
т0 (Ғ7) = г2 ХҒ^ .........

. . . .  т0 {Р‘) = X Ғ п

векторларни ифодалайди. Бир 
нуқтага қўйилган кучларни қў- 
шиш сингари, Онуқтага қўйилган
т0 (Ғ ,), т0 (Ғ,2) , . . . ,  т0 (Ғп)
кучлар моментлари векторлари- 
ни қўшиб, куялар системаси-

нинг О марказга нисбатан бош моменти деб аталувчи Ма 
векторни ҳосил қиламиз:

( 8 - 1 9 >
1=Д I—А

Шундай қилиб, кунлар системасанинг барор марказга нис- 
батан бош моменти ташкил этувчи кучларнинг берилган 
марказга нисбатан моментларананг геометрак йағандисини 
ифодалайди.

Ғь кучнинг Декарт координата ўқларидаги проекциялари 
Ғ1х., Ғ1у, Ғ1г, Шу куч қуйилган нуқта координаталари ,г(, уг, г, 
булса, кучлар системаси бош моментининг шу ўқлардаги про- 
екцияларини Мох, Мо„, М 0г десак, (8.14) ни эътиборга олиб, 
(8.19) дан

М 0х =  V  ( у {Ғ 12 -  г (Ғ 1у),
1= \

М 0у= Х ( г 1Ғ1х- Х(г и ), ! (8.20)
1=1

М 0г = -  у{Ғ1х)

формулаларни ҳосил қиламиз. Демак, кучлар қўйилган нуқта- 
ларнинг координаталари ва кучларнинг координата уқларидаги 
проекциялари маълум бўлса, кучлар системасининг бош мо-
ментини М 0х, М 0у ва М 0г га қурилган параллелепипед диа- 
гонали каби аниқлаш мумкин:

М 0 —  у' М 0х М 0у -ф  МЪг —
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/
1/ 2  (У ^и ~ г1̂ 1у)
’ 1=1

+  ^  (~Л« -  *1ғ 1.)
[=1

+

^ ( х Я у —У ^и) (8 21)
(=1

(8.21) формула кучлар сиспемаси. бош моментинанг анали . 
шг/с ифодаси дейилади. Бу ҳолда бош момент йўналиши йу- 
налтирувчи косинуслар орқали топилади:

— — /И л — л —*- Л4п
соз(УИо, I) = — со5(Л1о, / )=м 0 м 0

со$(/Ио, *) = ~7~ -  (8.22)М0

Изоҳлар. 1. Агар кучлар системасининг ташкил этувчилари 
бир текисликда жойлашган бўлса, бу кучларнинг бирор мар- 
казга нисбатан моментлари кучлар ётган текисликка перпен- 
дикуляр йўналган бўлади, яъни уларнинг момент векторлари 
бир туғри чизиқда ётади. Бинобарин, бу ҳолда кучлар систе- 
масининг бош моментини алгебраик йиғинди билан ифодалаш 
мумкин:

М о ^ У ^ т о ^ ) .  (8.23)
1 — \

2. Кучнинг ўққа нисбатан моменти таърифига кўра (8.19) 
дан ҳуйидаги формулаларни ёзиш мумкин:

Мох = У  пгох^Ғд = У  пьх{Ғ^\,
1—1 (•=
п п

М 0у= V  тоу(ғд = V  /д ,(^), (8.24)
й 1 я

м 0г= ^^т^Ғ,),
/= 1  1=1

яъни куялар системасининг ихтиёрий марказга нисбатан 
моментининг шу марказдан утувчи бирор ўқдаги проекция- 
си ташкил этувчи кучларнинг шу ўққа нисбатан момент- 
ларининг алгебраик йиғиндисига тенг.

3. Агар Ғг, Ғ2, . . .  ,Ғп кучлар бир нуқтага қўйилган куч- 
лар системаси бўлса. (8.19) ифодада /у =  г бўлиб, у

V  т0{Ғй) = ^  7 х  / /  = /-Х 2  Ғ1
1—1 ,-1 1=1
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кўринишни олади. (8.4) га биноан, V  / ( =  у  ҳолда:
1=1

2 ^ о ( + г) =  г Х %  =  тп0{К).
1=1

Шундай қилиб,

т 0{Н) = ^ т 0(/^). (8.25)
1=1

яъни бир нуқтага қўаалган кунлар системаса тенг таъсир 
этувчисининг ихтиёрай. марказга нисбатан моменти таш- 
кил этувяи куяларнинг шу марказга нисбатан моментла- 
рининг геометрик йиғиндисига тенг. Бу бир нуқтага қуйил- 
ган кучлар системаси учун Вариньон теоремасидан иборат.

36- §. Жуфт куч ва унинг моменти

Миқдор жиҳатдан тенг, қарама-қарши йуналган , бир 
тўғри яизиқда етмайдиган иккита параллел куялар сис- 
темаси жуфт куя ('қисқача, жуфт) дейилади.

Жуфт ташкил этувчи кучларнинг таъсир чизиқлари ораси- 
даги энг қисқа масофа жуфт елкаси дейилади. . Жуфт елка- 
сини й билан белгилаймиз. Жуфт тузувчилари ётган текислик 
жуфт текислиги дейилади.

Биринчи аксиомага биноан ёлғиз жуфт таъсиридаги жисм 
мувозанатда була олмайди, шунингдек, жуфт битта кучга, яъ- 
ни тенг таъсир этувчига келтирилмайди. Жуфт таъсиридаги 
жисм бирор нуқта ёки ўқ атрэфида айланма ҳаракат қилади. 
Бинобарин, жуфтнинг жисмга таъсири жуфт ташкил этувчила- 
рининг моменти билан белгиланади.

жуфтнинг Ғг ташкил этувчиси А нуқтага, Ғ2 таш- 
кил этувчиси В нуқтага қўйилган бўлсин (8.23- расм). Жуфт 
ташкил этувчиларининг ихтиёрий О нуқтага нисбатан бош мо- 
ментини аниқлайлик:

М 0 = т0{ғг( +  т0)Ғ2) = ОА Х Л  +  ОВ X Ғ2.

Бунда Ғ2 = — Ғг булгани учун:

М о=*ОАХ Ғ -  О В Х Ғ  = { О А -  ОВ) X ?!■

Расмдан: ОА — ОВ =  ВА.
Шундай қилиб,

М 0 = ВА X Ғг =  АВ X Ғг (8.26)
(8.26) дан кўрамизки, жуфт ташкил этувчиларининг бирор
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марказга нисбатан бош мо- 
менти шу марказнинг тан- 
ланишига боғлиқ эмас.

(8.26) вектор купайтма би- 
лан аниқланувчи вектор жуфт
моменти дейилади ва т(Ғи
Ғ ]) билан белгиланади:

т(Ғи Ғ2) =  ВА X К  =

=АВ  X К  (8-28)

Вектор кўпайтма хоссасига биноан жуфт моменти ВА ва Ғг 
векторларга, бошқача айтганда жуфт текислиги II га перпен- 
дикуляр равишда ўнг винт қоидасига мос йўналади; жуфт мо- 
менти 0  марказ танланишига боғлиқ бўлмагани учун уни II 
жуфт текислигига перпендикуляр равишда ихтиёрий нуқтага 
қўйиш мумкин, яъни жуфт моменти эркин вектор экан.

Жуфт моменги модулини ҳисоблайлик:

\т (Ғи Ғ,\1 — ВА-Ғ^т (ВА, Ғ), 

бироқ ВА • зш(ВЛ, Ғ,) = й\ шунинг учун

I т(Ғи Ғ2) I = Ғ, ■ а = ғ , ■ а (8.28)
(8.28) дан курамизки, жуфт моменти модули жуфт таш- 
кил этувяи кучлардан бирининг жуфт елкасига купайтма- 
сига тенг экан. (8.27) ни (8.10) билан таққослаб, жуфт мо- 
менгининг қуйидаги хоссасига эга буламиз: жуфт моменна 
жуфт ташкил этувчи кучлардан барининг иккинчиси қу- 
йилган нуцтага нисбатан моменшига тенг, яъни

|. А) = тя(?\) -  тА(Ғ2). (8 29)

Бир текисликда жойлашган жуфтларнинг жисмга таъсири 
ўрганилаётганда жуфтнинг алгебраик моментидан фойдаланиш 
мумкин: мусбат ёки манфий ишора билан олинган жуфт 
ташкил этувчи кучлардан бирининг жуфт елкасига кў- 
пайтмаси жуфтнинг алгебраик моменти дейилади:

т(Ғи Т\) =  ± Ғ, ■ й =  ± Ғг • с1, (8.30)

бунда жуфт таъсиридаги айланиш соат стрелкаси айланишига 
тескари йўналишда булса мусбат, акс ҳолда манфий ишора 
олинади (ишорани бундай танлаш ўнг винт қоидасига мос ке- 
лади).
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/* 37-§. Жуфтларнинг 
эквивалентлиги ҳақида теорема 

ва натижалар
Теорема. Бирор жуфтнинг 

жисмга таъсирини шу жуфт 
текислигида ётувчи, моменти 
берилган жуфт люментига 
тенг иккинчи жуфт билан ал- 
маштириш мумкин.

Исбот. (/*!, Ғ2) жуфт берил-
ган (8.24- расм). /-, ва Ғ2 куч- 
ларнинг қуйилиш нуқталари А 
ва В дан ўзаро параллел

ва ВМ туғри чизиқлар, шунингдек, А ва В нуқталар орқали
СВ туғри чизиқ утказамиз. +, кучни А1 ва ВА буйича, Ғ2 
кучни ВМ  ва АВ бўйича ташкил этувчиларга ажратамиз:

(Д, $,), Ғ2со{Р2, <?2).
Натижада

(Ғиғ 2) 00 (Ри Л ,  <?,. 0») (8-31)

келиб чиқади. Бунда Ғх || Ғ2, Ғ, == —Ғ2 булгани учун, ясашга 
биноан Рх || Р2, Рх — —Р2, <3, — — (?2; демак, (Ри Р2) жуфтни, 
(0и  С )̂ эса мувозанатлашувчи системани ташкил этади. У 
ҳолда 2-аксиомага асосан кучлар системаси қаторидан (У,, 
<32)соО системани айирсак, (8.31) ифода

(Ғи Ғ2) со (Д, Р2) (8.32)

куринишни олади; яъни (Ғи Ғ2) жуфт иккинчи (Ри Р2) жуфт 
билан алмаштирилади. Бу жуфтлар моментларининг тенглиги- 
ни исботлаймиз.

Я, ва бир нуқтага қўйилган ва уларнинг тенг таъсир 
этувчиси Ғг бўлгани учун Вариньон теоремасига асосан:

тв(ҒА -тод(Д,)+йвв(С|).
^

кучнинг таъсир чизиғи В нуқтадан ўтгани учун тв( ^ х) = 0. 
Демак,
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(8.34)

<8.29) ифодага биноан (8.33) қуйидагича ёзилади:

т(Ғи Ғ2) = т(Ри Р2).
Шундай қилиб, теорема тулиқ исботланди.

Жуфтларнинг эквивалентлиги ҳақидаги бу теоремадан қуйи- 
даги натижалар келиб чиқади.

1. Айланиш йўналишини ўъгартирмай жуфтни узининг 
текислигида ихтиёрий жойга куиириш ва буриш мумкин.
Ҳақиқатан, Ри Р2 кучларни таъсир чизиқлари буйлаб I  ва М
яуқталарга кучирсак, (Ғи Ғ2) жуфт ўрнига унга эквивалент
-бўлган, берилган жуфтга нисбатан буриб кўчирилган (Ри
Р2) жуфт ҳосил бўлади.

2. Жуфт моментини ўзгартирмай, жуфтни ташкил 
этувчи куялар модулини ёки елкасини узгартириш билан
жуфтнинг жисмга таъсири узгармайди. (Ғи Ғ2) жуфт ел-

каеини йи (1-и Р2) жуфг елкасини й2 десак: т(Ғи Ғ2)= Ғ и ё и
т(Ри Р2) = Р ,-й2.

У ҳолда (8.34) га асосан:
Ғ \'й у — Р̂  -й2. (8.35)

<8.35) формула ёрдамида жуфт елкасини ёки жуфт.ташкил 
этувчисини танлаш мумкин.

3. Моментлари тенг бўлган жуфтлар узаро эквивалент- 
дир. Бу учинчи натижанинг бир текисликдаги жуфглар учун 
ўринли бўлиши яққол кўриниб турибди. Жуфт моменти эркин 
вектор ва уни жуфт текислигига перпендикуляр равишда их- 
тиёрий нуқтага қуйиш мумкин'булганидан жуфт моментини 
узгартирмай таъсир текислигига параллел текисликка кучи- 
рилса ҳам жуфтнинг жисмга таъсири ўзгармайди. Шундай қи- 
либ, жуфт ўрнига унинг моментини бериш кифоя экан.

38- §. Жуфтлар системасини қўшиш. Жуфтлар 
системасининг мувозанати

(Ғи Ғг) ва (Ғ2, Ғ2) жуфглар текисликлари ўзаро кеси-
шувчи Г1, ва П2 текисликлар, моментлари эса мос равишда т ,
ва тга бўлсин (8.25- расм). Жуфтларнинг эквивалентлиги ҳақи- 
даги теорема ва натижаларга асосан бу жуфтлар умумий Мё
елкага келтирилган деб қарайлик. М  нуқтага қўйилган Ғг ва
Ғ2 кучларни, шунингдек, Л/ нуқтадаги Ғ\, Ғ2 кучларни қу-
шамиз: /?1>а =  Ғ г-\- д г, 1}\д =  Ғ[-\- Ғ.2. Ўз-ўзидан равшанки /?1,2=
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9
8 .2 5 '  расм.

=  — # 1,2 , # 1,2 II # 1,2 , ЯЪНИ (#1 .2 ,  # 1,г) Ж уф ТД Э Н ибОрЭТ. ҲОСИЛ
Зулган жуфт моментини (8.27) га биноан ҳисоблаймиз:

Л * (# 1 ,2 , # Ь )  =  д ~ М  X  # 1 ,2  =  Л Ш Х ( # ,  +  + ?) =  А /М  X  А‘, +

+  м м  х  #2 =  ^ ( + 1, # 1) +  /га(Г2, +2) = ш, +  т0.
Шундай қилиб.ктшуб^ш текисликларда ётувчи икки жуфт- 
ни цушиш натижасида битта жуфт ҳосил булиб, бу на- 
тижаловш жуфт моменти берилган жуфтлар моментла- 
рининг геометрик йиғиндисига тенг.

Агар п та жуфтлар системаеи {(+,, #;), (+2, + 2),
- 1

Ғ.п)} берилган булса, бу жуфтларни аввалгидек кетма-кет
қўшиш натижасида битта (#, #'1 — натижаловчи жуфт ҳосил 
бўлиб, унинг моменти

Л1 =  т, +  ... +  т„ =  \  т, (8.36)
Я

формула билан ифодаланади,
Шундай қилиб, жуфтлар системаси ёлғиз натижаловш 

жуфтга келтирилиб, натижаловчи жуфт момешпи берилган 
жуфтлар моментларининг геометрик йиғиндисига тенг.

Агар жуфтлар системаси бир текисликда ёки параллел те- 
кисликларда жойлашган булса, уларнинг моментларини бир 
туғри чизиқда ётувчи векторлар деб қараш мумкин: шунинг 
учун бу ҳолда (8.36) геометрик йиғинди ўрнига алгебраик 
йиғинди олиш мумкин:

М *= Ъ т ,. (8.37)
/=1

Жуфтлар системаси орасида бирор жуфт қолган жуфтларни
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мувозанагловчи булиб қолса, уларни қушиш натижасида /? = 
=  /? '= 0  ёки М = 0 ҳосил бўлади. Бу ҳолда, (3.36) ифода

П
(8.38)

куринишни олади.
Аксинча, (8.38) ўринли булса, жуфтлар системаси мувоза- 

натда булади.
Бинобарин, (8.33) жуфтлар састемаси таъсиридага жисм 

мувозанатининг зарурий ва епарли шартини ифодалайди: 
жуфтлар системаси мувозанатда бўлиши учун барча жуфт- 
лар моментларининг геоиетрик йиғиндиси нолга тенг бў- 
лиши зарур ва етарлидир.

IX боб . ИХТИЁРИЙ КУЧЛАР СИСТЕМАСИНИ БИР 
МАРКАЗГА КЕЛТИРИШ. ИХТИЁРИЙ КУЧЛАР 

СИСТЕМАСИНИНГ МУВОЗАНАТИ

Жисмнинг бирор нуқтасига қуйилган кучни узининг таъсир 
чизиғида ётувчи бошқа нуқтага кўчириш масаласини аввал 
(30-§) курган эдик. Энди кучни унинг таъсир чизиғида ётмай- 
диган нуқтага кучириш масаласини куриб чиқамиз. Куч кўчи- 
риладиган нуқта келтириш маркази дейилади.

Жисмнинг А нуқтасигаА' куч қуйилган, 0  нуқта келтириш 
маркази булсин (9.1-расм, а). Иккинчи аксиомага биноан О
нуқтага (Ғ^, Ғ2)со0 кучлар системасини қуямиз (9.1-расм, б).
Ғ х кучни миқдор ва йуналиш бўйича берилган Ғ га тенг қи-
либ оламиз: Ғ\ =  Ғ. У ҳолда

ҳосил бўлади. (9.1) да Ғ  кучни О нуқтага кўчирилган куч,
(Ғ, Ғ2) ни эса жуфт деб қараш мумкин; (Ғ, Ғ2) цўшилган 
жуфт дейилади. (8.29) га кура

39-§. Пуансо теоремаси

(9.1)

т(Ғ, Ғ2) = т0(Ғ), (9.2)
яъни қушилган жуфт мо- 
менти берилган кучнинг 
келтириш марказига нисба- 
тан моментига тснг. (9.1) 
ва (9.2) қуйидаги Пуансо 
ғпеоремасини ифодалайди: 9.1- расм.
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9.2- расм.

куяни жисмнинг бир нуқ• 
тасидан бошқа нуқтасига 
ўзига параллел равишда 
кукиришни кукирилган куч. 
қаторига моменти берил- 
ган кучнинг келтириш 
марказига нисбатан мо- 
ментига тенг жуфтни қў- 
шиш билан бажариш мум- 
кин.

40- §. Ихтиёрий кучлар 
системасини бир марказга 

келтириш

Жисмнинг А у, А2, . . .  нуқталарига қўйилган {Ғи Ғ2, . . .
—►

. . . ,Ғп) ихтиёрий кучлар системасини қўшишга утамиз (9.2- 
расм). Жисмда бирор О нуқтани келтириш маркази сифатида 
танлаб, барча кучларни Пуансо теоремасидан фойдаланиб узи- 
га параллел равишда ушбу нуқтага кўчирамиз. У ҳолда, бе-

**■ .

рилган кучлар системаси ўрнига (/7ь Ғч.......Ғ п) бир нуқтада
кесишувчи кучлар системаси ва моментлари мос равишда

т  ̂= т0{Ғ^), т2= т0{Ғ2) .........тп = т0{Ғп) (9.3)

бўлган [(Ғ,, Ғ\), {Ғ2, Ғ"2).........{Ғп, Ғ“п)] қўшилган жуфтлар
системасидан иборат системага эга буламиз.

О нуқтага қуйилган кучлар системасини қушиб, шу нуқ-
тага қуйилган битта Б  кучни ҳосил қиламиз:

г-=1

бунда Ғ  ̂= Ғь бўлгани учун: V

= (9.4)
I-1

Берилган куяларнинг геометрик йиғиндисига тенг бўлган
К' куч, кучлар системасининг бош вектори дейилади. Қў- 
шилган жуфтлар системасини қўшиб, уларни моменти (8.36) 
тенгликка кўра аниқланувчи битта жуфт билан алмаштириш 
мумкин:

М =
1=1

Ь 6
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(9.5)

(9.3) га асосан, бу тенгликни
■ -  —

М„ =  V  т„{Ғ,)
1=-1

кўринишда ёзиш мумкин. (8.19) дан маълумки, (9.5) ифода 
куялар системасишшг О марказга нисбатан бош моменти- 
дир. Шундай қилиб, ихтиёрий куялар системаси келти- 
риш марказига қўйилган ва берилган куяларнинг геометрик 
йиғиндисига тенг бўлган битта бош вектор билан момен- 
ти ташкил этувш куяларнинг шу марказга нисбатан бош 
моментига тенг булган битта жуфтга келтирилар экан.

Шуни алоҳида таъкидлаб ўтиш зарурки, бош вектор келги- 
риш марказининг танланишига боғлиқ эмас (яъни келтириш 
марказига нисбаган инвариант), бош момент эса келтириш мар- 
казининг танланишига боғлиқ (келтириш марказига нисбатан но- 
инвариантдир). Бош моментнинг келтириш марказига нисбатан 
ноинвариантлиги ўз-узидан равшан, чунки умумий ҳолда кел- 
тириш маркази узгарганда система кучларининг бу марказга 
нисбатан моментлари ҳам ўзгаради.

Кучлар системасининг бош моменти аналитик усулда (8.21),
(8.22) формулалар билан аниқланиши бизга маълум.

Кучлар системасининг бош векторини аниқловчи (9.4) ифо- 
да билан бир нуқтага қўйилган кучлар системаси тенг таъсир 
этувчиси учун берилган (8.4) формула кўриниши жиҳатидан 
бир хил бўлганидан, бош векторна аналитик усулда ҳисоб- 
лаш формулалари ҳам (8.6) ва (8.7) каби бўлади:

/ / п \ 3 / "
I

Ч а ' П *
«, + ( 2 ' Ч <2 0 ,  + (9.6)

/ \»=1
— -*■ /? . *; 

А?' *
Р'

соз (/?', /) = — ,г\ соз(/?', /) = соз(/?', й) — — .к' (9.7)

41- §. Ихтиёрий кучлар системасини келтирилиши мумкин 
бўлган хусусий ҳоллар. Вариньон теоремаси

Маълумки, ихтиёрий кучлар системаси умумий ҳолда бош
вектор Н' билан моменти кучлар системасининг келтириш мар-
казига нисбатан бош моменти Мо га тенг бўлган жуфтга кел- 
тирилади. Бунда қуйидаги хусусий ҳоллар учраши мумкин.

1. /?' = 0, МофО, яъни кучлар системасининг бош вектори 
нолга тенг, бирор марказга нисбатан бош моменти эса нолдан 
фарқ қилади. Бу ҳолда кучлар системаси ёлғиз жуфтга келги- 
рилади. Жуфт моменти момент марказининг танланишига боғ- 
лиқ булмагани учун бу ҳолда бош момент ҳам келтириш мар- 
казининг олинишига боғлиқ бўлмайди.
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2. Н'¥=0, М 0 = 0. 
Бу ҳолда қушилган 
жуфтлар системаси 
узаро мувозанатлашиб, 
берилган кучлар систе- 
маси О келтириш мар- 
казидан утувчи бирги- 
на куч — бош вектора

9.3- расм. Н’ га келтирилгани
учун бу Н' кучлар

системасининг тенг таъсир этувчиси булади'
3. Н 'ф 0, М о=£=0, Н' _\_Мо, яъни бош вектор ва бош мо-

мент нолдан фарқли бўлиб, улар ўзаро перпендикуляр були- 
ши мумкин (9.3-расм, а). Бу ҳолда кучлар системаси таъсир 
чизиғи О келтириш марказидан ўнг винт қоидасига мсслаб 
олинган

масофада ётувчи тенг таъсир этувчига келтирилишини исбот- 
лаймиз.

Моменти М 0 бўлган жуфт текислигини П билан белгила- 
сак (9.3-расм, 6), М 0А_Н' ҳолида Н' вектор шу П текисликда 
ётади. М 0 бош момент урнига (/?, Н") жуфтни шундай тан-

—V —> *
лаймизки, Н = Н' бўлиб, бу жуфтнинг айланиш йуналиши Мо
йўналишига мос тушсин; бунда [Н, Н") жуфтелкасини й = ОС 
десак,

ўринли бўлиши керак. ^
Жуфтларнинг эквивалентлиги ҳақидаги натижаларга асосан,

К* ни бош вектор Н' билан бир туғри чизиққа тушириш мум-
кин. У ҳолда (/?', /?")со0 бўлиб, кучлар системаси С нуқтага
қўйилган битта Н кучга, яъни тенг таъсир этувчига эквива- 
лент булади.

Таъсир чизиқлари бир текисликда ётувчи кучлар системаси 
текисликдаги. кучлар системаси дейилади.

Текисликдаги кучлар системаси учун Н ' ф 0 ,  М 0 ф О  ҳолда
М 0 ва Н' векторлар узаро перпендикулирдир. Шунинг учун бош

ОС = (9.8)
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вектори ва бош моменти нолдан фарқли бўлган текисликдаги 
кучлар системаси доимо тенг таъсир этувчига келтирилади.

Теорема. Кучлар системаси. тенг таъсир этувчига кел- 
тири хса, тенг таъсир этувчининг бирор марказга нисбатан 
моменти таиьнил этувчи кучларнинг шу марказга нисбатан 
моментларининг геометрик йиғиндисига тенг:

(9.9)
1=1

Исбот. ФФО. М о т̂ О бўлган умумий ҳолни қарайлик. Бун- 
да кучлар системаси тенг таьсир этувчига келтирилиши учун
/?' ММо бўлиши (9.3-расм, б), /?= /? ' эса (9.8) тенглик билан 
аниқланувчи С нуқтадан ўтиши керак. Тенг таъсир этувчининг 
О марказга нисбатан монентини ҳисоблаймиз:

\ т0\Н>\= К-ОС =  Қ - ]̂ - = \ М 0 \,
Н

яъни тенг таъсир этувчининг О марказга нисбатан моменти- 
нинг модули кучлар системасининг шу марказга нисбатан бош
моменти модулига тенг. т0{К.) йўналиши унг винт қоидасига 
мос равишда П текисликка перпендикуляр йуналгани туфайли
М 0 вектор йўналишига мос тушади. Шундай қилиб, (8.19) ни 
эътиборга олиб,

>П0{К) = М о= У. т0(Ғг)
(-1

ифодани ҳосил қиламиз. Бу исботланган теорема ихтиёрии 
кучлар системаси учун Вариньон теоремаси дейилади.

(9.9) ифодани бирор г  ўққа проекциялайлик:
, «

т0г(Ғ{) = V  те0г(Дг).
1—\

Бу ифодада кучнинг ўққа нисбзтан моменти таърифига кура
т0г(Қ) ни тенг таъсир этувчининг г уққа нисбатан моменти 
деб қараш мумкин. Демак,

ш2(/?)= (9.10)
>= I

яъни тенг таъсир этузчининг бирор уққа нисбатан момен 
ти ташкил этувчи кучларнинг мазкур ўққа нисбатан мо- 
ментларининг алгебраик йиғиндисига тенг.

Кучлар системасининг бош вектори ва бош момеьти нол- 
дан фарқли булиб, улар ўзаро перпендикуляр булмаса, буидай

www.ziyouz.com kutubxonasi



тгу')лар системаси таъсирида жисм винт ҳаракатига келтири- 
лишини исботлаш мумкин.

4. Н' =0, М о = 0 ҳолда кучлар системаси нолга эквивалент, 
яъни мувозанатдаги системани ташкил этади:

42- §. Кучлар системасининг мувозанат шартлари

1. Ихтиёрай куялар системасинанг мувозанат шартла-
ри. Юқорида Н' = 0, Мо = 0 булганда кучлар системаси муво- 
занатда булишини кўрсатиб ўтдик. Бу шартлар ихгиёрий куч- 
лар системаси мувозанатинииг зарурий ва егарли шартларидан 
иборат.

Кучлар системаси мувозанатда булиши учун бош вектор. 
ва бош моментнинг нолга тенг бўлиши зарурлиги шундаки,
агар Мо = 0 бўлиб, /?' нолдан фарқли бўлса, кучлар системаси
тенг таъсир этувчига келтирилади; агар = 0  бўлиб, М о нол- 
дан фарқли бўлса, кучлар системаси жуфтга келтирилади ва 
жисм ҳаракатда булади.

Бу шартларнинг етарли эканлиги шундаки, /?' = 0 , М о = 0 
бўлса, кучлар системаси нолга зквивалент, яъни мувозанатда- 
ги системани таиткил этади.

/?' = 0 ҳолида бош момент келтириш марказининг танлани- 
шига боғлиқ бўлмаслигини аввал уқтириб утган эдик. Биноба- 
рин, моменг маркази учун ихтиёрий нуқта олиниши мумкин.

Демак, ихтиёрий куялар системаси мувозанатда бўлиши 
уяун кучлар системасининг бош вектори ва ихтиёрий нуқ~ 
тага нисбатан бош моменти нолга тенг булиши зарур ва 
етарлидир:

(9.11) ифодалар ихтиёрий куялар системаси мувозанати 
шартларининг вектор усулида берилишидир. Мувозанаг 
шартларининг аналигик усулда ифодаланишини аниқлан^ учун
(9.5) ва (8.21) га (9.11) ни қўямиз.

2» • • • >

Н' = 0, М 0 =  0. (9.11)

Бунда

(9.12)

П п п

Мо* = V  гпу(Г-(), Мо.=
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тенгликларни эътиборга олсак, (9.12) ифодалардан

< ^ г = 1. \ ; ғ „  =  о. \ ; ғ 12 =  о.

2 ^ ( ^ ) = ° .
(=1 1=1 1=1 I

келиб чиқади. (9.13) ахтиёрий кучлар системаси мувозанат 
шартларининг аналитик усулда ифодаланишидир. Шундай 
қилиб, ихтиёрай кучлар системаси мувозанатда бўлиши 
учун барча кучларнинг учта координата уцларидаги проек■ 
цияларининг алгебраик йиғиндилари ва учта координата 
уқларига нисбатан моментлари алгебраик ийғиндила- 
ринйнг ҳар бири алоҳада-алоҳида нолга тенг булиши за- 
рур ва етарлидир.

2. Фазода узаро параллел жойлашган кучлар система-
сининг мувозанати. (Ғи Ғ2, ... ,Ғп) сяО кучлар системаси таш- 
кил этувчиларининг таъсир чизиқлари ўзаро параллел булсин 
(9.4-расм). Координата ўқларидан бирини, масалан, г ўқни 
кучлар таъсир чизиқларига параллел равишда ўтказиб, (9.13) 
муносабатларни тузамиз. У ҳолда, кучлар х  ва у ўқларига 
перпендикуляр бўлгани учун (9.13) нинг биринчи ва иккинчи 
тенгламалари айниятга айланади. Шунингдек, кучлар таъсир 
чизиқлари 2 ўққа параллел бўлганидан, (9.13) нинг охирги 
тенгламаси ҳам айниятга айланади. Демак, фазода ўзаро па- 
раллел жойлашган кучлар системасининг мувозанат шартлари 
қуйидагича ёзилади:

2 ^  =  0, ^ т л.(Ғ()= 0 , ^ т у(Ғ() = 0. (9.14)
1 - 1  1 = 1 1 - 1

3. Кесишувчи кучлар системасининг мувозанати. Кеси- 
шувчи кучлар системасининг му- 
возанат шартлари (8.9) тенгла- 
малар билан ифодаланиши бизга 
маълум:

V  ғ 1у= о,
1=1 ~

2  Ғи  = 0.
1=1

Келтириш маркази учун кучлар 
таъсир чизиқларининг кесишиш 
нуқтасини олсак, (9.11) ифода- 
нинг иккинчиси, бинобарин (9.13) 9.4- расм.

1 = 1

т / Л ) = 0 .  ^ т г(ғ () ^ о \
(9.13)
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нинг охирги учта тенгламаси айниятга айланади ва (9.13) дан
(8.9) куринишдаги муносабатлар ҳосил булади.

Агар мувозанатдаги кесишувчи кучлар системаси битта 
хОу текислигида жойлашган булса, мувозанат тенгламалари 
иккита булади:

^ Г1=о. \ ; л У= о .

4. Текислшдаги куклар системасининг мувозанати. Агар
(/ ,, Т2> ■■■ ./= ;)»"  кучлар сисгемаси текисликдаги кучлар сис- 
темасидан иборат булса, кучлар ётган текисликни Оху текис- 
лиги деб қарасак, кучлвр Ог уққа перпендикуляр булгани 
учун (9.13) тенгламаларнинг учинчиси айниятга айланади. Шу- 
нингдек, кучлар Ох\> текислигида ёпани учун уларнинг таъ- 
сир чизиқлари Ох, Оу уқларни ёки кесиб ўтади, ёки уларга 
параллел бўлади. Натижада (9.13) нинг туртинчи ва бешинчи 
тенгламалари ҳам айнан нолга тенг булади; кучлар системаси- 
нинг Ог ўққа нисбатан моменти эса уларнинг 0  нуқтага нис- 
батан моментларининг алгебраик йиғиндисига тенг булади. 
Шундай қилиб, (9.13) текисликдаги узаро мувозанатлашувчи 
кучлар системаси учун қуйидаги куринишда ёзилади:

0, У Ғ „ в |), \ [ я м ? | ) = 0 ,  (9.15)

яъни текисликдаги куилар системаси мувозанатда булиши 
уяун ташкил этувчи куяларнинг узаро перпендикуляр икки 
уқдаги проекциялари алгебраик йиғиндиларининг ҳар бири 
ҳамда ихтиёрий нуқтага нисбатан моментларининг ал- 
гебраик йиғиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

(9-15) ифодалар текисликдаги кучлар системаси мувоза- 
нат игартларининг биринчи—асосий куринишадан иборат.

Текисликдаги кучлар системаси мувозанат шартларининг 
иккинчи ва учинчи куринишлари ҳам мавжуд.

Теорема, Текисликдаги кучлар системаси мувозанатда 
бўлаши учун барча кучларнинг бир тўғри чизицда ётмай- 
диган учта нуқтага нисбатан моментлари алгебраик йи- 
ғиндиларининг ҳар бири нолга тенг булииш зарур ва етар- 
лидир:

У т А(ғг)^ 0 ,  ^ тв(ғ') =  0, Ў т с(Ғ;) = 0, (9.16)
/=1 1=1 1=1

<9.16) да А, В, С бир тўғри чизиқда ётмайдиган нуқталардир.
Исбот. Кучлар системаси мувозанатда булиши учун (9.16) 

ифэдаларнинг зарурлиги бундай кучлар системаси учун я(хти- 
ёрий марказга нисбатан бош моментнииг нолга тенг булиши 
зарурлигидан келиб чиқади. (9.16) шартларнинг етарли экани- 
ии, яъни (9.16) бажарилганда, текисликдаги кучлар система-
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сининг мувозанагда бўлишини исботлаймиз. (9 16) шартлар 
бажарилса ҳам кучлар системаси мувозанатда бўлмайди деб 
фараз қилайлик. У ҳолда, кучлар системаси тенг таъсир этув-
чи /? га келтирилиши керак. Агар В кучнинг таъсир чизиғи А 
ва В нуқталардан утса, унинг шу нуқталарга нисбаган момент- 
лари нолга тенг ва Вариньон теоремасига биноан (9.16) нинг

—V
биринчи иккитаси ўринли, бироқ В нинг таъсир чизиғи С нуқ- 
тадан ута олмайди (А, В, С нуқталар бир тўғри чизиқда ёт-
майди). Натижада тс(В)¥=0 бўлиб, Вариньон теоремасига кў-

ра тс(В) = ? тс(Ғь) фО келиб чиқади. Бу (9.16) шартларга 
(=1

зиддир. Бу зиддият қилинган фараз нотўғрилигини, кучлар 
системаси мувозанатда булишини кўрсатади.

(9.16) муносабатлар текисликдаги кучлар системаси му- 
возанат шартларининг иккинчи кўриниши дейилади.

7 екисликдаги кучлар системаси мувозанат шартлари- 
нинг учинчи куриниши қуйидагича:

^ т л (у.) =  0, | ] т в(Ғг) = 0, 2 ^  =  0. (9.17)
1=1 1=1 1=1

Бунда Ох уқ АВ туғри чизиққа перпендикуляр булмаслиги ке- 
рак, яъни текисликдаги кучлар системаси мувозанатда бу- 
лиши учун барча кучларнинг ихтиёрий икки А ва В нуқта- 
га нисбатан моментлари йиғиндиларининг ҳар блри ҳамда 
АВ туғри чизиққа перпендикуляр булмаган уқдаги прсек- 
цияларининг йиғиндиси нолга тенг булиши зарур ва епмр- 
лидир.

Бу теорема ҳам аввалги теорема сингари исботланади; тсо- 
рема исботини уқувчига ҳавола этамиз.

5. Текисликдаги иараллел кучлар системасининг муво-
занати. (Ғи ~Ғ\, ... ,Ғ п)^г0 кучлар системаси таъсир чизикла- 
ри узаро параллел ва бир текисликда жойлашган булсин. Оу 
ўқни шу кучларга параллел йуналтириб, (9.15) мунссабатлар- 
ни тузсак,

2 ^  = 0, 2 « 0( ^ ) =  0 (9.18)
1~ 1 1=1

келиб чиқади. (9.18) текисликдаги параллел кучларнинг му- 
возанат шартларини ифодалайди. Агар (9.15) урнига (9.16) 
дан фойдалансак,

^ т АСғ,) = 0, \ ] т в (Гг) = 0  (9.19)
1=1 1=1

куринишдаги мувозанат шартларини ҳосил қилиш мумкин.
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9.5- расм.

25-масала. Р = 12 Н оғирликдаги бир жинсли АС балка- 
нинг (9.5- расм, а ) ВС қисмига интенсивлиги ц = 3  Н/м булган 
текис тақсимланган, АВ қисмига эса интенсивлиги чизиқли қо- 
нун асосида нолдан <7 гача ортадиган куч қўйилган. В ва С 
таянчлардаги реакция кучлари аниқлансин. Балка ўлчамлари 
расмда кўрсатилган.

Ечиш. АС балка мувозанатини текширамиз. Аввал балка- 
нинг ВС ва АВ бўлакларига қўйилган тақсимланган кучларни

— —V
нуқтага қўйилган (?,, кучлар билан алмаштирамиз. Бу куч- 
ларнинг миқдорлари улар эгаллаб турган „юзалар“ миқдорига 
тенг бўлади ва мазкур юзалар оғирлик марказларидан утувчи 
вертикал чизиқларнинг балка билан кесишиш нуқталарига (О 
ва Е) қўйилади (9.5- расм, б), яъни

<э, = ВС-д = 7,2 Н, =  ~ А В  • <7 = 1,8 Н;

ВО =  —  = 1,2м, ВЕ= - А В  = 0А м.2 3

АС балкага қўйилган Р, (?,, <Э2 кучларни расмда тасвир- 
лаймиз.

Боғланишларни реакция кучлари билан алмаштирамиз. В—
қўзғалувчи шарнирли боғланиш реакция кучи Рц таянч текис-
лигига ўтказилган перпендикуляр буйича йўналади. Р, (?,, <Э2,
Рв кучлар ўзаро параллел бўлгани учун С қузғалмас шарнир
реакцияси Рс таъсир чизиғи ҳам шу кучларга параллел бў- 
лади.

Шундай қилиб, АС балка текисликдаги параллел кучлар 
системаси таъсирида мувозанатда экан. (9.18) кўринишдаги му- 
возанат шартларини тузамиз:

«  0: Р с - <?, +  Рв -  Р -  $ 2 = 0,

=  0: 0 ,- В Е -  Р-Ял — • ВО + Рс-ВС=  0.

(1)

( 2 *
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Расмдан ВК ни аниқлай-
(. АВ + ВС1миз: о л  = АВ--
! =  0,6 м.
•  (2) тенгламадан: Вс =
¥  р - В К  +  < З у В Р -  О у В Е

ш В С=  6,3 н.
1 (1) тенгламадан: Вв *
1 = / ^ , ^ - ^ 0 = 1 4 , 7  Н.
| 26-масала. АВ балка А нуқтада деворга қисиб маҳкамлан- 
( ган булиб, унга 9.6-расмда кўрсатилгандек = 2 Н, /-8 =  ЗН
I кучлар ҳамда елкаси г / = 2 м  булган (Ри Р2) жуфт таъсир 

этади: Р, =  Р2 = 1,5 Н. А таянч реакциялари аниқлансин.
Ечиш. АВ  балка мувозанатини текширамиз. Балкага таъсир

—V - 'У — ->- —♦

I этувчи Ғи Ғ2 кучлар, (Ри Р2) жуфт қаторига А таянч реак- 
I цияларини қушиб, АВ балкани эркин ҳолга келтирамиз. А 
| нуқтада балка қисиб маҳкамлангани учун бу боғланиш бал- 
\ канинг кучлар таъсирида горизонтал ва вертикал бўйлаб ҳа- 

ракатига ҳамда балканинг А нуқта атрофида айланишига тус-
қинлик қилади. Шунинг учун А таянч реакцияси Х А, Ўа ре- 

I акция кучлари ҳамда МА реакция моменти билан ифодалана- 
ди. М А момент балканинг айланишига тўсқинлик қилади.

Шундай қилиб, АВ балка текисликдаги кучлар системаси 
таъсирида мувозанатда экан, (9.15) мувозанат тенгламаларидан 
фойдаланишимиз мумкин. (9.15) куринишдаги тенгламалар-
«и тузишда (Ри Р2) жуфт, МА реакция моментининг Ах, Ау
уқлардаги проекциялари нолга тенг бўлишини, (Ри Р2) жуфт 
моменти момент маркэзининг анланишига боғлиқ эмаслигини 
эътиборга оламиз:

^  Ғ1х = 0: Х А — Ғ 2 соз 60° = 0, (1)

\ У (.у= 0 : Уа- Ғ 2- Ғ , со830° =  0, (2 )

^ т А(Ғ() =  0: Ғ ^ А О - Р г с г + Ғ ^ А Ғ - М л ^ О ,  (3)

А нуқтани момент маркази учун олишнинг боиси шундаки, А
нуқтага қўйилган Х А, УА кучларнинг шу марказга нисбатан 
моментлари нолга тенг бўлиб, (3) тенгламада бу номаълум- 
лар қатнашмайди.

Ғ\ кучнинг А нуқтага нисбатан елкаси А1 ни АС1 учбур- 
чакдан аниқлаймиз:
«0-5955 145
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~  = 81П 60° ёки АЬ = АС• 81п 60'° = * - ^ м  
2

(1) тенгламадан: Х А = Ғ\ соз 60° = 1 Н.
(2) тенгламадан: УА =  +  Т7, соз 30° ~  4,73 Н.
(3) тенгламадан: М А - Г у А Э  — Рх-й +  Е х- А1  = 14,65 Н-м! 

X А, ¥А, М А катталикларнинг мусбат ишора билан чиқиши 
уларнинг йуналишлари 9.6- расмда курсатилганидек булишини 
тасдиқлайди.

27-масала. 9.7-расм, а да тасвирланган, узаро С шарнир 
билан бириктирнлган, АС ва С£> бўлаклардан тузилган систе- 
мага Рл = 6 Н, Р2 =  8 Н кучлар таъсир этади. Системанинг Е 
нуқтасига 7 блок орқали утказилган ипнинг бир учи бирик- 
тирилган бўлиб, иккинчи Н  учига 0_ =  10‘Н юк осилган. Иш- 
қаланишларни эътиборга олмай А, В, О таянчлардаги реакция 
кучлари ҳамда системанинг АС ва СО қисмлари орасидаги 
ўзаро таъсир кучлари аниқлансин. Керакли ўлчамлар расмда 
курсатилган.

Ечиш. Е1Н  ипга осилган <3 юкнинг системага таъсири ЕЬ 
бўйича содир булиб, 7 блокдаги ишқаланиш эътиборга олин- 
магани туфайли бу таъсир миқдори <3 га тенг. Системани эр- 
кин ҳолга келтириш учун А ва О қузғалувчи шарнирлардаги
РА, Р р реакция кучларини таянч текисликларига ўтказилган 
перпендикулярлар буйича йўналтирамиз; В қўзғалмас шарнир
реакция кучи эса узаро перпендикуляр Хв, Ув ташкил этув- 
чилар орқали ифодаланади. Натижада бир текисликда ётувчи
(Р„ Ръ 0, Р а, Ро, ~Хе, ¥в) кучлар системаси ҳосил бўлади-

Маълумки текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар систе- 
маси мувозанат шартлариии қўллаб учта тенглама тузиш мум- 
кин. Ҳосил бўлган номаълумлар сони эса туртта. Учта тенг- 
ламалар системасидан тўртта номаълумни топиб бўлмайди.

С §
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рШунинг учун берилган системани С нуцтада икки қисмга аж- 
ратиб, ҳар қайси булакнинг мувозанатини алоҳида-алоҳила

| текширамиз. СО булакнинг АС цисмга таъсирини Хс, Ускуч-
лар билан, АС нинг СО га таъсирнни Хс, Ус кучлар билан 
алмаштирамиз (9.7-расм, б, в). Таъсир акс таъсир қонунига

I —• { ■*- —•
] кура Х с = —Хс, Ус**—Ус. АВС қисм мувозанатини текши- 
I рамкз. (9.7- расм, б). (9.15) кўринишдаги тенгламалар тузамиз.
I <3 кучнинг С нуқтага нисбатан моменгини ҳисоблашда Ва-

риньон теоремасидан фойдаланамиз, яъни С куч моменги
ўрни а унинг <3,, С2 ташкил этувчиларининг моментларини
ҳисоблаймиз. С, таъсир чизиғи С нуқтадан утгани учун унинг 
бу нуқтага нисбатан моменти нолга тенг.

V  7 и =  0: Х д— Л’с — <3 • соз 45° =  0, (1)

'У Ғ1у — 0: Ув— Ус— С? соз 45°—Р, +  /?д = 0, (2)

^  тс(ғ,) = 0: Л>  1 -  <3 соз 45° ■ 1 +  Р г 3,5 -  РА -5 = 0. (3)

СП булакнинг мувозанатини текширишда (9.17) куриниш- 
даги мувозанат шартларидан фойлаланамиз:

^ т ^ Ғ , )  =  0: Р2-1 ,5 -  Ус -3 = 0, (4)

^ т с(Ғ{) — 0: - Р 2 .1 ,5 +  Йо -331П600 =0, (5)

= Х с - Р о  созб0о =  0, (6)

(1)—(6) тенгламалар системасини ечиб, номаълумларни аниқ- 
лаймиз:
Р а = 4,66 Н, Х в = 9,38 Н, У„ = 12.41 Н, Х с =  2,31 Н, Гс = 4 Н.

А», =4,62 Н.
Топилган натижаларни қуйи- 
дагича текшириш мумкин: 
бутун система учун
=0, ^  Р1У = 0 тенгламалар-
ни тузиб, топилган қиймат< 
ларни шу тенгламаларга 
қўйганда айният ҳосил бў- 
лиши керак.

28-масала. Оғирлиги 
0  = 10 Н булган туғри турт- 
бурчак шаклидаги АЬСВ  
плита (9.8- расм) сферик
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шарнир В, цилиндрик шарнир С ёрдамида деворга маҳкамлан- 
ган ва у бир учи деворга, иккинчи учи плитага бириктирилгач 
ОҒ ип воситасида горизонтал ҳолда ушлаб турилади. Плитаг» 
моменти УИ = 20 Н-м булган жуфт ҳамда Е нуқтада горизонгал 
буйича йуналган Р = 5Н куч таъсир эгади. ОЕ — ЕС = 0,5 м 
ВС = 2 м, а = 60°, р = 30° деб олиб, таянч реакциялари ва ип- 
нинг таранглик кучи аниқлансин. Координата ўқлари расмда 
кўрсатилгандек олинсин.

Ечиш, АВСО плита мувозанатини текширамиз. Унга таъ- 
сир этувчи Р, 0  кучлар ва М  моментли жуфтни расмда тас- 
вирлаймиз. В сферик шарнирли боғланишни Х В, Уе, 2-в реак- 
ция кучлари билан, С цилиндрик шарнирли боғланишни Х с 
Ус реакция кучлари билан ҳамда 0 Ғ ип воситасидаги боғла-
нишни унинг таранглик кучи Т билан алмаштирамиз.

Натижада фазода ихтиёрий жойлашган кучлар сисгемаси 
ҳосил булади. Бинобарин, ихтиёрий кучлар системасининг му- 
возанат шартлари бўлмиш (9.13) муносабатларни тузамиз.

Т кучнинг х  ва у уқлардаги проекцияларини ҳисоблашда 
аввал уни Вху текислигига, сўнгра уқларга проекциялаймиз.
Т кучнинг координата ўқларига нисбатан моментларини ҳисоб- 
лашда кучнииг координата ўқларига нисбатан моментини ана- 
литик усулда аниқлаш формуласи (8.14, а ) формулалардан 
фойдаланиш қулай; бунда О нуқта координаталари (СО, ВСУ
0) бўлади.
^ ^  = 0: Х в + Х с - Тсо&$  • соз(90° — а) = 0, (1>

N + „ = 0 :  УВ — Т соз  ̂ • соз а — Р = 0, (2>

У ^ г = 0: г в +  2 с -  Я + Г зш ^ О , (3>

У т х(Ғ^)=0: _ С ™  +  Тзтў-ВС + 2с-ВС =  0, (4)

2 « , ( ^ )  = 0: < Э -^ -7 \8 1 п р -С £ >  = 0, (5)

2 т г№) =  0: М - Х с - В С  — Р-СЕ — ГсозРсоза- С£> +
+  Т соз р • соз (90° — а) • ВС =  0. (6)

Бу олтита тенгламалар системасини ечиб, номаълумларни аниқ- 
лаймиз:

Т = 5,77 Н, Хс  = 10,53 Н, =  0, 1 В = 5 Н.
Ув = 3,56 Н, Х В = —8,03 Н.

Х В нинг манфий ишорали чиқиши бу куч расмда кўрса-Л 
тилганига тескари йўналганлигини билдиради.
148
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г X б о б .  ИШҚАЛАНИШ

5оғланиш турлари курилаётганда агар жисм ғадир-будур

о л а т И  К К И  д а р б б с и н н и п !  а <з I с р т  а  п , о р а и  и ш д а л а п п ш л а ^

м турлича бўлади. Бир жисм иккинчи жисм сирти буйича 
харэкати вақтида ёки ҳаракатга келтирилмоцчи бўлганда бу 
жисмлар сиртларининг бир-бирига тегиб турган уринма текис- 
ликларида ҳосил бўладиган ишҳаланишлар сирпанишдаги иш- 
цаланишлар дейилади.

Жисм иккинчи жисм устида думалаётганида ёки думалаш- 
га интилаётганда (масалан, цилиндр текислик устида думала- 
ши ёки думалаши олдида) сирпанишдаги ишқаланишдан таш- 
қари бу жисмлар сиртларининг деформацияланиши натижасида 
жисмнинг думалашига қарши таъсир этувчи жуфт ҳосил бу- 
лади; бундай ишқаланиш думалашдаги ишқаланиш дейилади,

Бирор сиртда тинч турувчи жисмга (масалан, шарга) мо- 
менти ушбу сиртга тик булган жуфт таъсир қилишида ҳосил 
булган ишқаланиш буралишдаги ишцаланиш дейилади.

Ишқаланишлар фақатгина қаттиқ жисмлар орасидагина эмас, 
балки қаттиқ жисм билан суюқлик ёки газлар орасида ҳам 
булиши мумкин. Қзттиқ жисм билан суюқлик ёки газлар ора- 
сидаги ишқаланиш жисм уларга нисбатан ҳаракатда булган- 
дагина содир бўлади.

Назарий механикада фақат қаттиқ жисмлар орасида содир 
бўладиган ишқаланишлар — қуруқ ишқаланишлар ўрганилади.

Оғирлиги 0  булган жисм қузгалмас сирт устига қўйилган
бўлсин. Қўзгалмас сиртнинг нормал реакциясини N  десак
(10.1-расм), 0  ва N  ўзаро мувозанатлашиб, жисм тинч ҳолат- 
да туради. Жисмнинг сирг билан уриниш нуқтасига, сиртга
ўтказилган уринма текисликда ётувчи бирор <3 куч қўяйлик. 
Агар жисм ва сирт идеал силлиқ бўлса, бу __

43-§. Сирпанишдағи ишқаланиш

сирпанмай тураверади. (3 кучни ошира бо- 
риш натижасида жисм сирт устида сир-

қўйилган <3 куч ҳар қандай кичик бўл- 
масин, жисм ҳаракатга келиши керак. 
Тажриба кўрсатадики, кучнинг маълум би- 
рор С)ша!с миқдоригача жисм сирт устида

в
ғана бошлайди. Бу эса /V нормал реакция 
кучидан ташқари боғланиш сиртига ут- 10 1- рэсм.
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казилган уринма текисликда ётувчи бирор Ғ  реакция ку-
чи ҳам таъсир этишини билдиради, яъни реакция кучи 1У ва
/• ташкил этувчилардан иборат булади. Реакция кучининг Ғ 
ташкил этузчиси шрпанишдаш шиқаланаш куш  дейилади.

Сирпаниш бошлангунча Ғ ва 0  кучлар узаро мувозанат-
лашади: б = — ф; бундан курамизки, кучнинг ортиши би-
лан Ғ ишқаланиш кучи ҳам орта боради, яъни Ғ  куч ҳам нол-
дан у ша;, га мос келувчи бирор / ,тах гача ўзгаради:

Шу нуқтаи назардан ишқаланиш кучи ноаниқ ҳисобланади. 
Шунинг учун жисмнинг нисбий мувозанати ҳолатида ишқала- 
ниш кучининг ўлчови сифатида унинг максимал қиймати оли- 
нади ва у сирпанишдаги статик ишқаланиш куяи дейилади. 
Бир-бирига нисбатан ҳаракатдаги жисмлар орасида содяр бу- 
ладиган ишқаланиш кучлари динамик ишқаланиш куялари 
дейилади.

Ишқаланиш купгина механик жараёнларда содир булиши- 
га қарамасдан, унинг аниқ қонунлари ўрнагилмаган. Бу ерда 
биз Кулон (1736— 1806) томонидан жуда куп тажрибалар асо- 
сида урнатилган ва практик талабларни қондирувчи қуйидаги 
ишқаланиш қонунларини келтирамиз.

1. Ишқаланши кучи жисмларнинг бир-бирига тегиб ту- 
рувчи нуқталаридан жисмлар сиртларига утказилган урин- 
ма п.екислнк буйлаб таъсир қилиб, унинг максимал қийма- 
ти нормал реакцияга пропорционал булади;

бунда / — сирпанишдаги статик ишқаланиш коэффициенти 
дейилади. У ҳар хил жисмлар учун турлича булиб, тажриба- 
дан аниқланади; /  улчов бирлигига эга эмас.

2. Ишқаланаш кушнинг қаймати ишқаланувчи сиртлар- 
нинг уляамига боғлақ эмас.

3. Ишқаланиш коэффициенти ишқаланувчи жисмлар 
сиртларининг ишлани иига, уларнинг физик хоссалари ва 
ҳолатларига (намлик, температура ва ҳ. к.) боғлақ.

4. Динамик ишқаланиш кучлари статик ишқаланиш ку- 
чидан кичик булади.

Шундай қилиб, бирор сиртга тегиб турган жисм сирпаниш 
олдида (мувозанат чегарасида) булса, сиртнинг тўла реакция 
кучи узининг максимал қийматига эришади:

0 <  Ғ <  Ғ.шах» (Ю.1)

(Ю.2)
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10.3- расм.

чи /V ташкил қилган ш бурчак ишцаланши бурчаги дейилади. 
10.2- расмдан:

й д/
(10.2) га кўра бу тенгликдан

1 « ?  = /  (10.3)
келиб чиқади, яъни ишқаланиш бурчагининг тангенси ишқа- 
ланиш коэфрициентига тенг.

Жисмни сирпантирувчи кучлар боғланиш сиртига утказил- 
ган уринма текислик бўйича турлича йўналишларда қуйилиши 
мумкин; шунга мос равишда максимал ишқаланиш кучлари 
ҳам уринма текисликда турлича йўналиши мумкин. Нормал 
реакция кучига нисбатан ҳар бир максимал ишқаланиш кучи- 
га мос келувчи тула реакция кучини утказсак (10.3-расм), 
унинг геометрик ўрни конус сиртни ифэдалайди; бу конус 
ишцаланиш конуси дейкдади. Агар барча йуналишлар буйи- 
ча ишқаланиш коэффициенти бир хил бўлса, ишқаланиш ко- 
нуси доиравий конусдан иборат булади.

Ғадир-будур сирт воситасида боғланишдаги жисмга қуйил- 
ган кучлар системаси мувозанагда бўлса, бу кучлар қаторида 
ишқаланиш кучи ҳам иштирок этади. Умуман, ишқаланиш ку- 
чи (10.1) муносабатга кўра узгариши мумкин булгани туфай- 
ли, бундай кучлар системасининг мувозанаг шартлари тенгла- 
ма ва тенгсизликлар орқали ифодаланади.

Баъзи мувозанат масалаларини ҳал қилишда ишқаланиш 
конусидан фойдаланиш мумкин. Агар жисмни ҳаракатланти-
риши мумкин бўлган кучлар — актив кучлар Иа тенг таъсир 
этувчига келтирилса, икки куч мувозанати ҳақидаги аксиома-
га асосан, жисмнинг мувозанат ҳолатида бу Ца куч тўла ре-
акция кучи И билан бир туғри чизиқда ётиши ва унинг таъ- 
сир чизиғи ишқаланиш конуси учидан утиши керак. Мувоза-
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нат чегарасида актив кучларнинг тенг таъ- 
сир этувчиси ишқаланиш конусининг ясов- 
чиси буйлаб йўналади. Бинобарин, ғадир- 
будур сирт устидаги жисмнинг мувоза- 
натда булиши уяун унга қўйилган актив 
куялар тенг таъсир этувяисининг таъ- 
сир чизиғи ишқаланиш конуси уяидан 
утиб, шу конус ияида ёки конус ясовшси 
буйлаб йуналган бўлиши етарлидир.

29- масала. Деворга 30° бурчак билан 
тираб қўйилган узунлиги I бўлган АВ нар-

вон (10.4- расм) бўйича 0  оғирликдаги 
киши кўтарилади. Нарвон билан пол ва девор орасидаги иш- 
қаланиш коэффициенти мос равишда /А=П§20°, /В=1§Ю°. 
Киши нарвон бўйича қанча масофага кўтарилгунча нарвон 
сирпаниб кетмайди. Нарвоннинг оғирлиги ҳисобга олинмасин.

Ечиш. Нарвон мувозанат ҳолатининг бузилиши олдидаги 
чегаравий ҳолни кўрайлик. Нарвонга таъсир этувчи актив куч
кишининг оғирлиги 0  дан иборат. Нарвоннинг А ва В нуқта- 
ларидаги тўла реакция кучлари /?Чт /?в ни 0  куч қаторига

қўшиб, уни эркин ҳолга келтирамиз. /?А ва /?в йўналишлари
(10.3) муносабатга кура аниқланиши мумкин: |рд = 20°, 9В = 
-  10° .

Мувозанат чегарасида кучлар системасининг мувозанат 
тенгламалари қуйидагича бўлади:

А

10.4- расм.

^ Ғ ^ О :  Цв со5 \ 0 ° - П х сО570°=0,  (1)

2 Ғ /у =  0 : /?в8т 10° +  /?Аз т 7 0 ° - Р  =  0, (2)

\£тА (Д;) = 0: Р  • АС соз 60° -  /?в • АВ • з1п 70° = 0. (3)

Аниқланиши керак бўлган АС масофани (3) тенгламадан
топиш мумкин. Бироқ бунинг учун аввал /?в ни билиш лозим. 
/?в ни (1) ва (2) тенгламалар системасидан топамиз. (1) дан:

п  _  С0510° . п  
^ А ~~ соз 70° <в'

Буни (2) га қўямиз:

/?В81П 10° +  /?в соз 10° 
с о 5  70°

• 8'ш 70° = Р.

Бундан /?й = Я с 0 5  70° 
з1п 80'

<■
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Яв нинг топилган қийматини (3) га қўйиб, АС ни аниқлаймиз:

АС = ЛВ  с а «  7 0 : М о  70°

С 05  60° ■ 5 Ш  80“
0,65/.

Агар киши нарвон бўйича 0,65/ дан катта масофага кўта-
рилса, Р, РА, Рв нинг таъсир чизиқлари бир нуқтада кесиш- 
майди ва уч куч мувозанатининг зарурий шарти бажарилмай- 
ди. Агар киши нарвон бўйлаб 0,65/ дан кичик масофада тур- 
ган булса, тўла реакция кучларининг тегишлича нормал реак- 
ция кучи билан ташкил қилган ишқаланиш бурчаклари максимал 
қийматига эришади. Бу ҳолда / А-</*Л /А, Ғв <  /  • Мв булиб,

Р, РА, Рв кучларнинг таъсир чизиқлари бир нуқтада кесиша- 
ди ва уч куч мувозанатининг зарурий шарти бажарилади. 
Шундай қилиб, киши нарвон бўйлаб 0,65/ масофагача кўта- 
рилганда нарвон сирпаниб кетмайди.

44- §. Думалашдаги ишқаланиш

Радиуси /?, оғирлиги О бўлган доиравий цилиндр шакли- 
даги ғалтак горизонтал текисликда жойлашган бўлсин (10.5- 
расм). Ғилдирак маркази С нуқтага максимал ишқаланиш ку-
чи Атах Даи кичик 0  кучни қўяйлик. У ҳолда ғалтак билан 
горизонтал текисликнинг А уриниш нуқтасида миқдор жиҳат-

— V
дан <5 га тенг, йўналиши унга қарама-қарши бўлган Ғ  ишқа- 
ланиш кучи ҳосил бўлади ва у ғалтакнинг горизонтал текис- 
лик буйлаб сирпанишига қаршилик кўрсатади. А нуқтадаги
нормал реакция кучини А  десак, у ғалтак оғирлиги О билан
мувозанатлашади. Шунга кура Ғ  ва С) кучлардан тузилган
(Ғ, 0) жуфт таъсирида ғалтак думалаши керак.

Бироқ, тажрибаларнинг кўрсатишича, (2 кучнинг бирор <Зшах
миқдоригача ғалтак думаламасдан тураверади ва 0  куч миқ- 
дори 0 шах дан катта бўлгандагина ғалтакнинг думалаши бош- 
ланади. Бунинг сабаби шундаки, жисмларнинг деформацияси 
туфайли, бу жисмлар битта нуқтада эмас, балки бирор АВ
оралиқда бир-бирига уринади (10.6-расм). Оқибатда, С) куч- 
нинг таъсирида А нуқтадаги босим В нуқтадаги босимга нис-
батан кичик бўлади. Натижада N реакция кучи А нуқтадан
0  куч таъсир этаётган томонга қараб бироз силжиган бўлади.
0  кучнинг бирор <Зтах қийматигача бу оралиқ ҳам ортиб бо- 
ради; 0  =  Ртах учун бу оралиқ § га тенг дейлик. Шундай қи-
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////////?/ '\Ў?//£ , . 
гш  *

10.5 расм. 10.6- расм.

либ, ғалтакнинг думалаши олдидаги чегаравий ҳолатида унга 
иккита жуфг таъс»ф этар экан. Бу жуфтларнинг бири момен-
ти С?тах ■ н  бўлган (С)тах, Лтах) жуфтдан, иккинчиси эса мо-
менти /V ■ 8 бўлган (/V, 0) жуфтдан иборат. Мувозанат чега- 
расида бу жуфтларнинг моментлари узаро тенгдир:

Ғалтакнинг думалашига қаршилик курсатувчи (0, УУ)жуфт 
думалсиидаги ишцаланиш жуфти, бу жуфт моменти дума- 
лашдаги ишцаланиш моменти дейилади. Думалашдаги иш- 
қаланиш моменти М [О, Мтах] оралиқда узгариши мумкин; 
бунда Мтт ғалтакнинг думалашдан олдинги — мувозанат че- 
гарасидаги моментдир:

(10.5) ифодадаги 8 — думалашдага ишцаланиш коэффициен- 
ти дейилади ва у узунлик бирлигида улчанади.
(10.4) муносабатдан

лар учун ишқаланиш коэффициенги /  га қараганда анча ки- 
чик бўлади. Шунга кўра баъзи жисмларни сирпантириб ҳара- 
катга келтиришга қараганда думалатиш учун кам куч сарф 
қилинади.

30-масала. Оғирлиги 0  =  80 Н, радиуси /?=1 м булган А 
цилиндрик ғалтак горизонт билан а = 30° бурчак ташкил этув- 
чи қия текисликда, бир учига Р юк осилган ва В блок орқа- 
ли утказилган ип восигасида, мувозанат ҳолатда туради (10.7- 
расм, а). Думалашдаги ишқаланиш коэффициенти 8=0,08 м. 
Ғалтак мувозанатда булиши учун осилиши керак булган Р 
юкнинг энг кичик ва энг катта қиймати топилсин. В бл^Гсдаги 
ишқаланиш ҳисобга олинмасин.

<2ш„  - /?= Л/ - 8. (10.4)

(10.5)

154
www.ziyouz.com kutubxonasi



и

10.7- рзсм.

Ечиш. Аввал ғалтак мувозанатда бўлиши учун қуйилиши 
керак бўлган Р юкнинг энг кичик қиймати |„ ни топамиз. 
Бу ҳолда ғалтак қия текислик бўйлаб пастга ҳаракатланиши 
мумкин. Шунинг учун ту.,а реакция кучииинг қўйилиш нуқ- 
таси ғалтакнинг О марказдан қия текисликка туширилган пер- 
пендикулярнинг чап томонида 6 =  0,08 м масофада олинган 
нуқтада булади (10.7-расм, б).

Ғалтакка-таъсир этувчи оғирлик кучи 0  ва ипдаги таранг-
лик кучи Рхмп қаторига реакция кучининг ташкил этувчилари
Р иа N  ни қўйиб, галтакни эркин ҳолга келтирамиз.

Ҳосил бўлган бир текисликда ётувчи (О, Рт1„, ~Ғ, М) куч- 
лар системасининг мувозанат тенгламаларидан бирини —бу 
кучларнинг О нуқтага нисбатан моментларининг йиғиндисини
тузамиз; момент марказини й  нуқтада олсак, Ғ, N  номаълум
кучлар тенгламада қатнашмайди. 0  кучнинг моментини ҳи- 
соблашда уни ўзаро перпендикуляр икки ташкил этувчига 
(0, — 0 со§ а, 0 2 = 0  5'та) ажратиб, Вариньон теоремасидан фой-
даланамиз; шунингдек, Яшт ва О-, кучлар моментларини ҳи- 
соблашда ғилдиракнинг кичик деформациясини ҳисобга олмай- 
миз.

Шундай қилиб, "Ут0 (/Ғ) =0  тенглама қуйидагича булади: 

— О • соз а • 8 -(- О ■ з1п о • Р — Рт • р  = 0.
Бу тенгламадан

р  . =1 Ш!П
О  ( 5 ] ц а  ■ И  —  СОЗ а ■ 

_

Масала шартига кўра берилганларни бу тенгламага қўйсак, 
Лпш —35,2 Н келиб чиқади.

Энди ғалтак мувозанатда бўлиши учун қўйилиши керак
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<3улган юкнинг энг катта қийматини аниқлаймиз. Бу ҳолда 
реакция кучларининг қуйилиши 10.7-расм, в да курсатилган.

Аввалгига ўхшаш ^ т р (7() = 0 тенглама тузамиз:
0  соз а • 5 0  31па • Р — Ртах • Р =0,

Рт„= + ^  44,80 Н.

Демак, ғалтак мувозанатда булиши учун Р юк миқдори 35,2 Н 
дан кичик булмаслиги, 44,80 Н дан катга бўлмаслиги керак.

XI боб.  ФЕРМА

45-§. Ферма ҳақида тушунчалар

Стерженларнинг шарнирлар ёрдамида ўзгармас цилиб 
туташтирилишидан ҳосил булган иниюот ферма денила- 
ди. Стерженларнинг учларини туташтирувчи нуқта тугун деб 
аталади. Фермалар фазовий ва текисликда жойлашган були- 
ши мумкин. Фермалар стерженларининг уқлари битта текие- 
ликда ётса, у текис ферма дейилади. Биз асосан текис фер- 
маларни урганамиз.

Фермалар турли хил иншоотлар қуришда, кутарувчи ма- 
шина ва механизмлар яратишда кенг қулланилади. Фермага 
қўйиладиган кучлар ферма текислигида жойлашган булиб, 
улар фақат тугунларга қуйилган деб фараз қилинади ва фер- 
ма стерженларининг огирликлари, шарнирлардаги ишқаланиш- 
лар ҳисобга олинмайди. Бунда стерженларда улар бўйлаб 
йўналган фақат чузувчи ёки сиқувчи зуриқиш кучлари пайдс 
бўлади.

Ферма геометрик узгармас бўлиши учун қандай шарт ба- 
жарилишини топамиз. Тугунларининг сони п. та булган фер- 
мани қарайлик. Равшанки, бундай фермада биринчи 3 та ту- 
гунни ҳосил қилиш учун 3 та стержень керак. Навбатдаги 
ҳар бир тугунни ҳосил қилиш учун камида яна иккига стер- 
жень олиниши керак. Шундай қилиб, биринчи 3 та тугундан 
кейинги қолган (п — 3) та тугунларни ҳосил қилиш учун ка- 
мида 2 (п — 3) стержень булиши керак. У ҳолда ҳамма стер- 
женларнинг сони камида

А =  3 +  2 (« — 3) = 2я — 3, (11.1)
булади. (11.1) га ферманинг геометрик мустаҳкамлик шар- 
ти дейилади. Агар N. >  2н — 3 булса, ферма фтицяа стер- 
женли ферма дейнладн, Агар N <= 2/г — 3 бўлса, фермада ор- 
тиқча стерженлар бўлмайди. А7< 2и — 3 бўлганда стерженлар- 
нинг сони ферманинг геометрик мустаҳкамлигини таъминла- 
майди.

Берилган кучлар таъсирида ферма стерженларида пайдо 
бўладиган зўриқишларни ва ферманинг таянч реакцияларини
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аниқлашга фермани ҳисоблаш дейилади. Берилган кучлар ва 
таянч реакциялари ферма учун ташқи кучлар, стерженларда- 
ги зуриқишлар зса ички кучлар ҳиСобланади. Агар берилган 
фермани ҳисоблашда таянч реакцияларини ва стерженлардаги 
зуриқишларни қаттиқ жисм статикаси усуллари билан аниқлаш 
мумкин булса, бундай ферма статик аниқ ферма бўлади. 
Акс ҳолда ферма статик аницмас булади. Ферма статик 
аниқ бўлиши учун қандай шартга бўйсунишини топамиз. Ав- 
вало шуни таъкидлаш керакки, қаралаётган ферма учун но- 
маълум таянч реакцияларининг сони учтадан ортиқ булмас- 
диги керак, чунки текисликдаги кучлар системаси мувозанат 
шартлари учта тенглама билан ифодаланади. Акс ҳолда фер- 
ма учун таянч реакцияларини аниқлаш масаласи статик аниқ- 
мас масала бўлади. Номаълум таянч реакцияларининг сонини 
чЗ та десак, яна N  та стерженлардаги зуриқишлар ҳам номаъ- 
.лумдир. Демак ҳаммаси булиб N + 3 номаълум булади. Фер- 
ма гугунларининг сони п та бўлсин. Ҳар бир тугунни ажратиб 
олиб, унинг мувозанатини алоҳида текширса бўлади. Тугун- 
.ларга таъсир қилувчи кучлар текисликда бир нуқтага қўйил- 
ган кучлар булгани учун ҳар бир тугунга 2 тадан мувозанат 
тенгламасини тузиш мумкин. Шундай қилиб, барча тугунлар 
учун тузилган мувозанаг тенгламаларининг сони 2п та була- 
ди. Ферма статик аниқ булиши учун номаълумларнинг сони 
тенгламаларнинг сонига тенг булиши керак, яъни

N  3 = 2/2;
бундан N = 2/1 — 3 ҳосил бўлади. Бинобарин, ферма статик 
дниқ булиши учун стерженларнинг сони (2п — 3) та булиши 
керак экан. Лекин бундай шарт ортиқча стерженларсиз фер- 
ма учун уринли эди. Демак, ортиқча стерженларсиз ферма 
статик аниқ ферма бўлади.

46-§. Тугунни кесиш усули билан фермани ҳисоблаш

Ферма стерженларидаги зуриқишларни аниқлашнинг турли 
усуллари мавжуд. Ҳар қандай усулда ҳам аввало номаълум 
таянч реакциялари аниқланади. Сунгра ферма стерженлари- 
даги зўриқишларни аниқлашга утилади. Бунда тугунларни 
кесиш усули билан стерженлардаги зуриқишларни топиш учун 
ферма тугунлари бирин-кетин ёпиқ контур ёрдами билан ке- 
силади. Несишни шундай тугундан бошлаш керакки, ўтка- 
зилган контур фацат номаълум зўрицишли иккитадан куп 
бўлмаган стерженнигина кесиб утсин. Кесилган тугун му- 
возанатда бўлгани учун унга қўцилган кучлар купбурчаги 
ёпиқ булиши керак. Бу тугун кучлари учун кучлар купбур- 
чагини тузиб ундан график усулда стерженлардаги номаълум 
зўриқишлар аниқланади. Кесиш учун навбатдаги тугунни тан- 
лашда кесувчи контур яна номаълум зўриқиши иккитадан 
кўп булмаган стерженларнигина кесадиган бўлиши керак.
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Тугунни кесиш усули билан ферма стерженларидаги зури- 
қишларни аналитик усулда ҳам аниқлаш мумкин. Бунда ҳар 
бир кесиб ажратилган тугунга таъсир қилувчи кучлар учун 
бир иуқтага қуйилган кучлар системасининг мувозанат тенг- 
ламалари тузилади ва бу тенгламалардан номаълум кучлар аниқ- 
ланади.

Мисол тариқасида фермани тузувчи стерженларнинг узун-
ликлари, а, бурчак ҳамда С нуқтага қўйилган горизонтал Р 
куч берилган деб, 11.1- расм, а да курсатилган фермани гра- 
фик усулда ҳисоблашни курамиз.

Агар кесиб олиниб мувозанати текширилаётган тугундаги 
кучлар учун тузилган кучлар купбурчаги ёрдамида топилган 
куч (стерженнинг реакцияси) мос стержень буйлаб тугунга 
қараб йуналган булса, у стерженнинг қисилишини ифодалай- 
ди, акс ҳолда стержень чузилади. Бир тугун мувозанати ку- 
рилгандан кейин иккинчи тугунга ўтилаётганда бу тугунларни 
бирлаштирувчи стержендаги зуриқиш кучи таъсир, акс таъсир 
қонунига кура ҳисобланишини эътиборга олиш керак.

Ферманинг стерженларини 1, 2, . . ., 8, 9 рақамлар билан 
белгилаймиз. Аввало таянч реакцияларини аниқлаймиз. В нуқ- 
тадаги таянч ғилдиракка урнатилган булгани учун реакция 
кучи вертикал равишда юқорига йуналади. Лекин унинг мо-
дули номаълум. А таянчдаги реакциянинг модули ҳам,

йўналиши ҳам номаълум. Берилган ферма учта Р, Д'А, Рв 
кучлар таъсирида мувозанатда турибди. Демак,бу кучларнинг
таъсир чизиқлари бир нуқтада кесишиши керак. Р кучнинг 
таъсир чизиғини А'„ реакция кучининг таъсир чизиғи билан

бирор К нуқтада кесишгунча давом эттирамиз. реакция 
кучининг таъсир чизиғи ҳам шу К  нуқтадан ўтиши керак.
Р, Кк, Кр кучлар учбурчагини чизамиз. Учбурчак чизишни 
миқдор ва йуналиши маълум кучдан бошлаймиз. Берилган Р

11.1 ра^м.
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кучнинг модули ва йўналишига мос е1 = Р векторни е нуқта- 
га қуямиз (11.1-расм, б), сўнгра унинг е ва I нуқталаридан 
мос равишда АК ва ВК чизиқларга параллел қилиб чизиқлар 
утказамиз. Ҳосил булган е1т учбурчак кучлар учбурчаги бў-
лади. У ёпиқ булиши керак. Бинобарин, бу учбурчакни Р
вектор йуналишида периметр буйлаб айланиб чиқиб /?А ва Рв
реакцияларнинг йуналишларини белгилаймиз. Бу учбурчак

■ »  ■  ■ ̂

те ва 1т томонларининг узунликлари мос равишда /?д, Рл

реакция кучларининг модулларини ифодалайди. р ҳ векторнинг 
АВ  билан ташкил қилган бурчагини транспортир ёрдамида
КАВ бурчакни улчаш билан аниқлаш ёки АВК  учбурчакка 
-синуслар теоремасини қуллаб топиш мумкин. Асосий расмда
Ик> Рв реакция кучларини кучлар кўпбурчагидаги модуллари 
ва йуналишларига мос равишда курсатиб қуямиз.

Энди тугунни кесиш усулини қуллаб стерженлардаги зў- 
риқишларни аниқлашга утамиз. Кесишни шундай тугундан 
бошлаш керакки, унда фақат иккита стержень бириккан бўл- 
син. Бундай тугун ёки А, ёки В тугун булади. А тугунни
кесайлик. Бу тугунга учта куч қўйилган: маълум куч ва

кесилган / ва 2 стерженларнинг А2 реакциялари. Бу ре- 
акциялар мос стерженлар буйлаб йуналган, шунинг учун улар- 
нинг таъсир чизиқлари маълум ҳисобланади. Уларнинг модул- 
ларини аниқлаш мақсадкда шу учта куч учун ёпиқ купбур-
чак чизамиз (11.1-расм, в : ихтиёрий нуқтадан бошлаб р ҳ 
кучни ифодаловчи вектор утказамиз. Бу векторнинг бошидан 
ва охиридан 1 ва 2 стерженларга параллел қилиб чизиқлар 
утказамиз, бу чизиқларнинг кесишган нуқтаси кучлар учбур- 
чагининг учинчи учини беради. Учбурчакнинг 1 ва 2 сгер- 
женларга параллел бўлган томонлари эса мазкур стерженлар-

даги изланаётган зуриқишларга тенг булган ва .Ь2 реакция-
лар модулини ифсдалайди. Кучлар учбурчагида Ь, ва Ь2 куч-
ларнинг йўналишларини аниқлаш учун бу учбурчакни маълум —%
ЯА куч йуналишида периметр буйлаб айланиб чиқиш керак

Кучлар учбурчагидан \  ва Ь.. кучларни ферма стерженлари-
га кучириб, Ь, куч ҳам, 52 куч ҳам А тугундан чиқаётгани- 
ни кўрамиз. Демак, 1 ва 2 стерженлар чўзилишга ишлайди. 
А тугундан кейин С тугунни кеснш керак. Бу тугунга тўртта
‘Куч қуйилган; улардан Р куч берилган, / стерженнинг реак-
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цияси аниқланган, 3 ва 4 стерженларнинг реакциялари эса 
номаълум. С тугунга таъсир қилувчи кучлар учун кучлар куп- 
бурчагини ясашни маълум кучларни жойлаштиришдан бош-
лаш керак. Бунда / стерженнинг С тугунига қуйилган ре-
акция кучи ушбу сгерженнинг А тугунига қўйилган 5, реак-
циясига тескари йўналганлигига, яъни 51 =  —б, эканлигига 
эътибор бериш зарур (11.1-расм, г). С тугунга нисбатан куч-
лар купбурчагини ясаш учун ихтиёрий нуқтадан Р кучни 
ифолаловчи векторни утказамиз, бу векторнинг учидан бош-
лаб векторни жойлаштирамиз, сўнгра эса Р векторнинг бо-

шидан ва 5̂  векторнинг учидан 5 ва 4 стерженларга паралл.ел 
қилиб чизиқлар утказамиз. Ҳосил бўлган ёпиқ тўртбурчакнинг 
<3 ва 4 стерженларга параллел булган томонларининг узунли- 
ги бу стерженлардаги изланаётган зуриқишларнинг 53, 54 сон
қийматларини ифодалайди. Маълум Р ёки 5| кучларнинг йўна- 
лишида бу туртбурчакнинг периметри бўйлаб айланиб чиқиб,
5з. 54 кучларнинг йўналишларини ҳам аниқлаймиз. А3, 6’4 куч- 
ларни ферманинг 3 ва 4 стерженларига кўчириб кўрамизки, 
бу кучлар С тугунга томон йўналганлигидан 3 ва 4 стержен- 
лар қуйилган кучлар таъсирида қисилар экан.

Энди Б  тугунни кесиш керак, чунки бу тугунга қуйилган 
тўртта кучдан иккитаси (2 ва 3 стерженлардаги реакциялар) 
аниқланган, 5 ва 6 стерженлардаги реакцияларгина номаълум.
Бу кучларни 6’4 ва орқали белгилайлик. О тугун учун куч- 
лар кўпбурчагини қуришда 2 ва 3 стерженларнинг й  тугун-
га қўйилган 5  ̂ ва 5^ реакциялари уларнинг А ва С тугунлар- 
га қўйилган реакцияларига модуль жиҳатдан тенг, йуналиш
жиҳагидан қарама-қарши эканини, яъни 5 ' =  — ва 5, = —53
ни эътиборга олиш керак. Бу кучлар кўпбурчаги 11.1-расм, 

—► —►
д да курсатилган. ва 5« кучларнинг йўналишидан кўрамиз- 
ки 5 стерженда ҳам, 6 стерженда ҳам зўриқиш чузилишдан 
иборат.

Навбатдаги тугунни қирқишда бу тугунда зўриқиши ҳали 
аниқланмаган иккитадан ортиқ бўлмаган стержень бириккан 
бўлишига эътибор бериш керак. Шунинг учун й  тугундан 
кейин энди Н  тугунни ёки Е тугунн^ ҳатто В тугунни кесиб 
қараш мумкин.

Албатта, ферма стерженларидаги зўриқишларни аниқлашни 
В тугундан бошласа ҳам бўлади. Бунда В тугунни, сўнгра Е  
тугунни, кейин эса V, С, А тугунлардан бирини кесиб қараш 
керак бўлади.
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47-§. Риттер усули билан фермани ҳисоблаш

Фермани ҳисоблашда унинг барча стерженларидаги зуриқиш- 
ларни аниқлаш керак булса, албатта, тугунни кесиш усули 
қўл келади. Агар унинг баъзи стерженларидаги зўриқишлар- 
нигина аниқлаш кепак бўлса, Риттер усулидан фойдаланиш 
кулай. Бу усул аналитик усул булиб, ферма зуриқиши аниқ- 
ланадиган стерженни кесиб утувчи бирор контур билан фик- 
ран икки қисмга ажратилади ва бир қисмининг мувозанати 
текширилади. Фермани кесишдан аввал унинг таянч реакция- 
ларини аниқлаб олиш керак. Фермани кесишда зўриқишлари 
номаълум бўлган стерженларнинг сони учтадан ошмаслиги 
шарт, акс ҳолда зўриқишларнинг сони кўпайиб, масаластатик 
аниқмас бўлиб қолади. Кесилган стерженлардаги номаълум 
зўриқишларнинг йўналишини ихтиёрий қабул қилиш мумқин. 
Одагда кесилган стерженлар чўзилади деб, зўриқишлар фер^ 
манинг ташлаб юборилган қисми томон йўналтирилади. Маса- 
ла ечилганда зўриқишлардан бирортаси манфий ишорали чиқ- 
са, бу ишора унинг ҳақиқий йўналиши қабул қилинган йўна- 
лишга қарама-қарши бўлишини кўрсатади. Ажратилган қисм- 
даги учта номаълум зўриқиш текисликда ихтиёрий жойлашган 
кучлар системасининг мувозанаг тенгламаларидан аниқланади.

Тенгламалар тузишда имкони бўлса, ҳар бир тенгламада 
биттадан номаълум иштирок этадиган қилиб олиш мақсадга 
мувофиқдир. Бунинг учун текисликдаги кучлар системаси му- 
возанат шартларининг иккинчи ва учинчи формаларидан, яъни 
(9.16) ёки (9.17) шартлардан фойдаланиш қулай. (9.16) кури- 
нишдаги тенгламаларни тузишда момент марказлари учун ик- 
китадан номаълум реакция кучларининг таъсир чизиқлари 
кесишадиган нуқталарни олиш тавсия этилади. Агар реакция 
кучлари номаълум стерженлардан иккитаси ўзаро параллел 
бўлса, (9 17) қуринишдаги тенгламалардан фойдаланиш яхши; 
бунда иккита момент маркази учун нуқталар анвалги қоида 
бўйича танланади, х ўқ эса параллел стерженларга перпенди- 
куляр равишда олинади.

Масалан, 11.2- расм а да кўрсатилган ферманинг учта ту- 
гунларига бир хилдаги Р кучлар қўйилиб, 16, 17, 18 стержен-
лардаги 5 ,6, 6,7. Ь,6 зўриқишларни аниқлаш талаб қилинсий.

Аввало таянч реакцияларини аниқлаймиз, кўрамизки,

\ р

бўлиб, улар вертикал равишда тик йўналади. Энди фермани 
16, 17, 18 стерженларни кесадиган қилиб тп контур билан 
икки қисмга ажратамиз ва ўнгдаги қисмининг мувозанагинц
текширамиз. Бу қисмга қўйилган Р куч ва Дв реакция кучи: 
қаторига ташлаб юзорилган бўлакнинг таъсирини ифодаловчқ 
реакция кучларини қушиб оламиз. Бу реакция кучлари аниқ-
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ланиши зарур бўлган 5'(б, Ь17, 5,в зўриқиш кучларига тенг 
(11.2-расм, б).

(9.17) кўринишдаги тенгламалар тузамиз. х  ўқ учун вер- 
тикал йўналишни оламиз. 5 ! ^ =  0 тенгламани тузамиз:

Бундан,

Рв — Р — =0.

'1 1
Я в~ Р
8«п 45° 2

Р.

Кучларнинг N  ва М  нуқталарга нисбатан моментларининг 
йиғиндиларини ҳисобласак, тенгламаларда биттадан номаълум 
•қатнашади:

^ т л (Ғ{)= 0 :  5,в - а  — Р • а +  Яв • 2а =  0,

2 т д» Й >  “ 0:  — • а +  К в • а =0.

Бу тенгламалардак 5 „  ва 5 |8 аниқланади: £,в = —2Р в = — 2Р,
5 ,8=  —Р. 5,в нинг манфий ишорали чиққани, ташқи кучлар
таъсиридан 1 6 - 47-стержень қисилншга ишлашини билди- 
ради.
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ХН б о б . ОҒИРЛИК МАРКАЗИ

48- §. Ўзаро параллел иккита кучни қўшиш

Бир томонга йўналган, ўэаро параллел Ғ, ва Ғ, кучлар 
мос равишда А, В нуқталарга қўйилган бўлсин (12.1-расм).

♦  —►
Бу кучларни қўшиш учун улар қаторига (Ри /-2)сс0 кучлар 
системасини киритиб, Рл ни А нуқтага. Р2 ни эса В нуқтага 
қўямиз. Сўнгра Ғ } билан Р, ни, Ғ2 билан Р2 ни қўшамиз:

Р ,= Ғ , + Р» Р* = Ғ2 +  К

Ри Ғ 2 кучлар таъсир чиэиқларини давом эттириб, уларнинг 
кесишиш нуқтаси бўлмиш О нуқтага шу кучларни таъсир чи-
зиқлари бўйлаб кўчирамиз. О вуқтадаги Р и /?2 кучларни қай-
тадан (Ғи Р ,), (Ғ2, Р2) ташкил этувчиларга ажратамиз ва
(Р,, Р2) сс 0 системани айириб ташлаймиз. Нагижада О нуқта-
га қўйилган ва бир тўғри чизиқда ёгувчи Ғи Ғ2 кучлар қо-
лади. Бу кучларни (арифмегик) қўшиб, битга Р  кучни ҳосил 
қиламиз:

I Р = Ғ , +  Ғ2. (12.1)

Ҳосил бўлган Р куч ҳам берилган кучларга параллел ва улар 
билан бир хнл йўналган бу- 
лади. Р  кучни, миқдор ва 
йўналишини ўзгартирмай, 
унинг таъсир чизиғи билан 
АЯкесманинг кесишиш нуқ- 
таси С га кўчириб қўямиз.
С нуқта ҳолатини аниқлай- 
миз. ОАС ва 01т учбур- 
чакларнинг ўхшашлигидан

нисбатни, ОВС ваОС От
Опк учбурчакларнинг ўх-

ВС пкшашлигидан — = — нис- ОС Ок
батни ёзиш мумкин. Бу про- 
порцияларда 1т = кп =  Р,,
От — Ғл, Ок = Ғ2 бўлишини 
эътиборга олсак, улардан

АС • ҒЛ = ВС ■ Ғ.2
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( 12.2)

еки
СВ
Л

АС

келиб чиқади.
АС + СВ— АВ, +  Ғ -1 =  Ғ  б)>лгани учун пропорция хосса- 

сига кура (12.2) дан
СВ_АС_ЛВ
т :~  ^1- 3’

ҳосил бўлади.
Шундай қилиб, бир томонга йуналган икки куянинг тенг 

таъсир этувчиси шу кучларнинг арифметик йиғиндисига 
тенг ва унинг йунглиши берилган кучлгр йўналишида бу- 
лади\ тенг таъсир этувчининг таъсир чизиғи к^члар қуйил- 
ган оралицни мазкур кучларга тескари пропорционал бу- 
лакллрга ажратади.

-—►  —►

Агар Ғ,х ва Ғг ўзаро параллел кучлар миқдорлари турлича 
булиб, қарама-қарши томонга йўналган булса, уларнинг тенг 
таъсир этувчиси берилган кучларнинг алгебраик йиғиндисига 
тенг ва йўналиши катта куч йуналишида бўлишини ҳамда 
унинг таъсир чизиғи (12.3) пропорцияга мос равишда кучлар 
қуйилган оралиқни ташқаридан шу кучларга тескари пропор- 
ционал бўлакларга ажратишини, бунда С нуқта катта куч то- 
монида ётишини исботлаш мумкин.

49- §. Параллел кучлар маркази

Жисмга таъсир чизиқлари ўзаро параллел ва бир томонга
йўналган (Ғи Ғ,2» Ғ-п) кучлар системаси қуиилганида 
(12.2-расм) уларни қўшишни қараб чиқайлик. Бу кучларни 
икки параллел кучни қўшиш қоидясига биноан кетма-кет қу-

12.1- расм.

164
www.ziyouz.com kutubxonasi



шиб борсак, берилган кучлар системаси битта Н тенг таъсир 
этувчига келтирилади ва у

(12.4)
1=1

тенгликдан аниқланади
Параллел кучлар тенг таъсир этувчисининг қўйилиш нуқ-

—

таси параллел кучлар маркази дейилади. Ғ„ Ғ,, , ,, Ғп па-
раллел кучлар қуйилган Л,, А2, . . ., Ап нуқталарнинг радиус- 

♦ —♦ '*■
векторлари гг, г2, . . . .  гп маълум бўлганда параллел кучлар 

марказининг радиус-вектори г, ни аниқловчи формулани кел- 

тириб чиқарамиз. Агар Ғ , ва Ғ2 кучлар тенг таъсир этувчиси 
. куйилган нуқтани Сх билан белгиласак, (12.3) га кура

С\А2 _ АҳС̂
ҒХ ^  I; (12.5)

пропорцияни ёзиш мумкин. С, нуқта радиус-векторини гс де-

сак, Л^С,, С,Д2 векторларни г,, г2, гс орқали қуйидагича и фо- 
далаш мумкин:

^ 1 ^ 1  Г С ,  Г 1> ^ 1 ^ 2  Г 2 Г С Р

Бу ифодаларни (12.5) га қўйиб, г с ни топамиз:
Ғ,г, +

+
( 12.6 )

Энди /?;_2 билан Ғъ ни қушиб, уларнинг Н, 2 3 тенг таъсир

этувчиси қўйилиш нуқтаси С.2 нинг радиус-векторини гс де- 
сак, (12.6) га биноан

7  2 • гс, + у 8 V ,  + у а +
/?1, 2 + з̂ Ғх + 2̂ +

ҳосил бўлади.
Шундай қилиб, берилган барча кучларнинг тенг таъсир 

этувчиси қўйилган нуқта С нинг радиус-вектори учун

Ғ,г,  4- Ғ3г, +  . . . +  Ғ пгп

Ғ, Ғ Ғ-1 + ■ • • + ғ п
1=1
п (12.7)

формулани ҳосил қиламиз.
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Шундай қилиб, параллел кучлар марказининг радиус-век- 
тори (12.7) формула билан аниқланар экан.

(12.7) ни координата уқларига проекциялаб, параллел куч- 
лар марказининг координаталарини аниқловчи:

2  0 * 1

1=1 V  -

2  0 у  « 
/ - 1 ' - 1

« * у с тг - г с -  „

У ? , V * !
1=1 г - 1 1-»1

( 12.8)

формулаларга эга бўламиз. (12.8) да х с, ус, г, параллел куч-

лар марказининг координаталарини, д*. у(, г{ эса Ғ, куч қўйил- 
ган А { нуқта координаталарини ифодалайди.

Шуни таъкидлаб ўтамизки, Р=£0 ҳолда ёки Ғ г Я ,  . . . ,

Ғ п_, кучлар тенг таъсир этувчиси билан Ғп жуфт кучни таш- 
кил этмаган ҳолда турли томонга йўналган параллел кучлар 
системаси учун ҳам (12.4), (12.7), (12.8) формулалар ўринли

П
бўлаверади, фақат бу ҳолда V / 7, ни алгебраик йиғинди деб

қараш керак.
*=1

50-§. Қаттиц жисмнинг оғирлик маркази

Ер сиртида ҳамда Ер сиртидан унча узоқ бўлмаган ҳар 
қандай моддий нуқтага, механик система ёки қаттиқ жисмга 
Ер марказига йўналган тортиш кучи таъсир қилади. Бу куч 
мазкур объектларнинг оғирлш  куялари деб юритилади. Ма-
салан, уИ ,, уИ ;,.........М п моддий нуқталардан — бўлакчалардан
иборат қаттиқ жисмни қарайдиган бўлсак, унинг оғирлиги бу 
нуқталар оғирликларининг йиғиндисидан иборат бўлади. Одат- 
да текшириладиган жисмнинг ўлчамлари Ернинг ўлчамлари- 
дан анчагина кичик бўлганидан, Мх, М 2̂ . . ., М п нуқталар 
оғирлик кучларини ифодаловчи векторлар параллел кучлар 
системасини ташкил қилади. Бу кучларнинг маркази, текши- 
рилаётган жисмнинг оғирлик марказини ифодалайди. Оғирлик
кучлари мос равишда Рь Р2, . . . .  Рп параллел векторлар би- 
лан ифодаланувчи М :, М ^ . . Мп нуқталардан иборат жисм- 
нинг оғирлик марказини топайлик (12.3- расм). Агар бу мар- 
казни С орқали белгиласак, у ҳолда (12.7) га асосан С нуқ- 
танинг радиус-вектори П П

1,Р,Г1
1-1

/=1

У р,г,
(=1

Р
-г (12.9)
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формула билан топилади; бунда
г{ билан М{ булакчанинг радиус- 
вектори белгиланган, Р эса жисм- 
нинг оғирлик кучидир. (12.9) век- 
тор ифодани координата ўқларига 
проекциялаб,қаттиқ жисм оғирлик 
марказининг координаталари учун 
формулалар ҳосил қиламиз;

1=1
Р '

С

п

1
Р

12.4- расм.

( 12. 10)

Жисмларнинг оғирлик марказларини аниқлашда жисмни 
ташкил этувчи бўлакларнинг ҳажми, юзаси ёки узунлигидан 
фойдаланиш ҳам мумкин. Масалан, жисмнинг оғирлик марка- 
зини унинг ҳажмига қараб топиш учун уни п та кичик IV, 
( г = 1, 2, . . ., п) ҳажмга эга бўлган бўлакчаларга буламиз 
Бу булакчаларнинг ҳар бирининг вазияти мос равишда битта-
дан радиус-вектор гь (г =  1, 2, . . . ,  п) билан аниқлансин. Ҳар 
бир бўлакчанинг оғирлиги бўлиб (бунда 7, билан
I — бўлакчанинг солиштирма оғирлиги белгиланган), бир-би- 
рига параллел векторлар билан ифодаланади. Жисмнинг оғир-
лик маркази гс радиус-вектор билан аниқланувчи бирор С 
нуқтада бўлсин. (12.9) формулани қўллаб, қуйидагини ҳосил 
қиламиз;

гс = ^ ------ . (12.11)

г—1
Жисмни заррачаларнинг узлуксиз тўпламидан иборат деб 

қараб, ( 12.11) да ҳажмни нолга интилгириб лимит ҳисоб- 
ласак, у қуйидаги интеграл кўринишини олади;

^ I Г &
г1 „  &)
• С — ----------

I

Оғирлик марказининг координаталари эса

( 12. 12)
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формулалар ёрдамида топилади. Бунда интеграл жисмнинг 
тула ҳажми бўйича олинади. Агар жисмнинг солиштирма оғир- 
лиги унинг барча қисмида бир хил, яъни жисм бир жинсли 
булса, (12.11) ва (12.12) ифодалардан

( гЛУ
&) (12 13)

хйУ
( Ғ ) Ус =

\ уау
(И|

гйУ

гс =
(V) (12.14)

келиб чиқади.
Бир жинсли юза (ясси жисм) ёки чизиқнинг оғирлик мар- 

казини топиш учун (12.11) — (12.14) формулаларда ҳажмўрни- 
га юза ёки узунликни олиш ва (12.13) ёки (12.14) формула- 
ларда ингеграллашни тегишли юза ёки чизиқ буйича амалга 
ошириш керак. Масалан, бир жинсли текис юза учун (12.11) 
дан қуйидагини ҳосил қиламиз:

^ = 4 — *
( - 1

5
(12.15)

51-§. Оғирлик марказини аниқлаш усуллари

1. Самметрия усули. Агар бир жинсли жисм симмет- 
рия текислиги, уқи ёки марказига эга булса, унинг оғирлик 
маркази мос равишда ё симметрия текислигида, ё симмет- 
рия ўқада, ё самметрия марказида ётади.

Масалан, бир жинсли жисм симметрия текислигига эга бўл- 
са, бу текислик жисмни оғирликлари Р, = Рг бўлган иккита 
бўлакка ажратади. У ҳолда жисмнинг огирлик марказини бир
томонга йўналган, миқдор жиҳатдан тенг икки Р, ва Р2 па- 
раллел кучлар маркази деб қарасак, у ҳақиқатан симметрия 
текислигида ётишига ишонч ҳосил қиламиз. Мисол тариқасида 
симметрия марказига эга бўлган бир жинсли ҳалқа ёки диск- 
нинг оғирлик маркази унинг геометрик (симметрия) маркази- 
да ётишини кўрсатиш мумкин.

2. Бўлаклаш усўли. Жисмни оғирлик марказлари маълум 
бўлган бўлакларга бўлиш мумкин булсин. Булакларнинг оғир- 
ликларини уларнинг оғирлик марказларини ифодаловчи нуқ- 
таларда тупланган деб фараз қилиб, берилган жисмни ана 
шундай нуқталар тўпламидан иборат деб қаралади ва унинг 
оғирлик маркази (12.10) — (12.15) формулаларнинг биридан 
фойдаланиб аниқланади.

31-масада. 12.4-расмда кўрсатилган бир жинсли пластина- 
нинг С оғирлик маркази аниқлансин.

Ечиш. Пластина симметрия ўқига эга эканлигиниукўрамиз.
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Шу симметрия ўқи буйлаб Ох ўқ- 
ни, унга перпендикуляр қилиб Оу 
ни утказамиз. Пластинанинг оғир- 
лик маркази симметрия ўқида, яъ- 
ни Ох уқда ётгани учун ўс =  0 
бўлади; хс  ни аниқлаймиз. МО, 
N5  чизиқлар билан берилган пла- 
стина юзасини учта туғри туртбур- 
чакли юзаларга ажратамиз. МОВА 
тўғри туртбурчакни 1-номер би- 
лан, Е1\/ЬК туғри тўртбурчакни
2-номер билан, Л/МС}3 тўғри тўрт- 
бурчакни эса 3 билан белгилайлик. 
У ҳолда (12.15) га кўра

12.4- расм.

Аа, Ху • 4-
-р 4- ( 1)

бўлади. 1, 2, 3 тўғри тўртбурчакларнинг С,, С2, С3 оғирлик 
марказлари уларнинг диагоналлари кесишган нуқтада бўлгани 
ўчун:

х г = х2 =  15 см; х3 — 5 см. (2)

Бу тўғри бурчакли тўртбурчакларнинг юзалари эса

=  Д5а =300 см2; Д53 =  200 см2. (3)

(2) ва (3) ни (1) га қўйсак, х с = 0,125 м келиб чиқади
Демак, танланган координата системасига нисбатан берилган 

пластина оғирлик марказининг координаталари х с — 0,125 м,
ус=  0 экан.

3. Манфий ошрлаклар (юзалар) усули. Фараз қилайлик,
п та ғоваклари булган ва оғирлиги Р бўлган бир жинсли жисм

—*

берилсин Бу жисмнинг оғирлик маркази гг радиус-вектор би-
лан ифодалансин. Ғовакларни фикран моддалар билан тўлди-

—>• —►
райлик. Уларнинг оғирликлари мос равишда . . ., уп ва

оғирлик марказлари эса мос равишда гр г2, . .  гп векторлар 
билан ифодалансин. У ҳолда бўлаклаш усулига асосан, ғовак- 
лари тўлдирилган жисм оғирлик марказининг радиус-вектори

П , • Ғ  4- V  г т  
__________1—1

0

муносабат билан аниқланади. Бу ерда 0  — берилган жисмнинг 
ғоваклари тўлдирилгандаги оғирлиги. Бу муносабатдан
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-» д  ♦
_  <? • г с\ -  2и г 191(=1

л
келиб чиқади. Бу формулада Р = С?— V  ^  бўлгани учун

гг.
0 • гС,

1—1

/«•1

0
п

1=1
Ҳосил бўлган формуладан кўрамизки, ғоваклари бўлган жисм- 
нинг оғирлик марказини аниқлаш учун аввал фикран унинг 
ғоваклари жисмни ташкил этувчи модда билан тўлдирилади. 
Ҳосил бўлган жисмнинг оғирлик маркази аниқланади. Сўнгра 
ғовакларнинг оғирлик марказлари аниқланади. Ғоваклар оғир- 
ликларини манфий деб ҳисоблаб, бўлаклаш усули асосида бе- 
рилган жисмнинг оғирлик маркази аниқланади. Жисм бир 
жинсли бўлганда унинг ғовакларини ҳам шу жисмни ташкил 
қилувчи ва солиштирма оғирлиги берилган жисм солиштирма 
оғирлигидаги модда билан тўлдирилади. Бунда оғирлик мар- 
казини ҳисоблаш формулаларида фақат геометрик катталиклар- 
нинг ўзигина қатнашади. Бинобарин, жисмнинг ҳажмига кўра 
оғирлик марказини аниқлаш формуласи қуйидагича бўлади:

Ўгс, - Ц п  ■ П
Г с = ---------------^ --------------

°  п
ч - у . п

бунда V — ғоваклари тўлдирилган жисмнинг ҳажми, V, (/ =
=  ], 2.........п) — / - ғовакнинг ҳажми

Қаралаётган жисм ясси юзадан иборат булса, бундай жисм 
оғирлик марказининг радиус-вектори.

гс =
Ь г с< — V  5,г,

______? = 1

5- | / ‘
(12.16)

формула ёрдамида топилади; бунда 5 —ясси жисмнинг яхлит- 
лангандаги юзаси, 5, (/==1, 2.........п) — /- кесимнинг юзаси.

Оғирлик марказининг координаталарини топиш учун, аён- 
ки, юқоридаги вектор ифодаларни координата ўқларига про- 
екциялаш керак.

31- масалани. манфий юзалар усули билан еяамиз (12.5- 
расм). Бунда жисмни яхлит ВОЕК тўғри тўртбурчак ва „ман- 
фий юзали1* АС}ЗЬ тўғри тўртбурчакдан иборат дебқараймиз. 
ВОЕҚ ва АС15Ь тўғри тўртбурчакларнинг оғирлик марказла-
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рини мос равишда Си С2, юзаларини эса Л5,, Д52 десак 
=  15 см, л-, =  20 см, Д5, = 1200 см2, Д52 = 400 см2. У
(12.16) га биноан, пластинка сғирлик марказини аниклаш

д*. • дс -  Д$ • х с
X . —--------- !------ ------ - ̂ ДХ[ — Д52

формуладан фойдаланиш мумкин. Бу формула бўйича ҳ» 
лашларни бажариб, х с = 0,125 м, яъни аввалги жавобни ҳ. 
қиламиз.

Бу усуллардан ташқари оғирлик марказини аниқлашда 
фик усул, тажриба усуллари ҳам мавжуд.

Купинча яхлит жисмларнинг оғирлик марказини аниқлаг 
интеграл кўринишдаги формулалардан фойдаланиш ҳам қу, 
булади.

32-масала. Марказий бурчаги 2а, радиуси /<? булган с 
жинсли АВ ёй куринишидаги жисмнинг оғирлик маркази анг 
лансин (12.6-расм), бунда а — радианда, /? — узунлик бир^ 
ғида улчанади.

Ечиш. Ох уқни ёйнинг симметрия ўқи бўйлаб ўтказами 
АВ  ёйда *//=/?•(/<р узунликдаги бўлакча ажратамиз; бу б< 
лакча Ох уққа нисбатан © бурчак орқали аниқлансин. У ҳо/ 
да © бурчак ( -  а) дан (+®) гача қийматларни қабул қиладғ 
АВ  ёй узунлигини Ь билан белгиласак; £ =  2/? ■ а. (12.14) ин 
теграл куринишдаги формула АВ чизиқ учун

1 хй1

орқали ифодаланади. Бунда х билан й1 ёйнинг координатаси 
белгиланган. Расмдан: л =  /?созср. (1) формулани тузамиз:

|  В соз 9 /? • й<р
А’с ~ ' 2 Я«

Я
ъ зш « В 51п а 

-« 1
Шундай қилиб, АВ ёй шаклидаги бир жинсли жисмнинг 

олинган координата системасига нисбатан оғирлик маркази
------ формула билан аниқланади.*■ 7
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Д И Н А МИ К А

А. Моддий нуцта динамикаси

XIII боб. МОДДИЙ НУҚГА ҲАРАКАТИНИНГ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРИ

52-§. Динамика аксиомалари. Динамиканинг икки 
асосий масаласи

Динамиканинг асосини италиялик машҳур олим Г. Галилей 
(1564—1642) ва инглиз олими И. Ньютон (1643—1727) томо- 
нидан кашф қилинган ва Галилей—Ньютон қонунлари деб юри- 
тиладиган қуйидаги аксиомалар ташкил қилади.

1- аксиома. Ташқи муҳит таъсирида булмаган моддий 
нуқта ўзининг тит ҳолатини ёки туғри яизиқли текис 
ҳзракатини сақлашга интилади.

Моддий нуқтага куч таъсир этмагунча узининг тинч ҳо- 
латини ёки туғри чизиқли текис ҳаракатини сақлаши унинг 
инерқияси дейилади, аксиоманинг ўзи эса, одатда механика- 
нинг инерция қонуни деб юритилади.

2 - аксиома (динамиканинг асосий цонуни). Моддий нуқ- 
танинг бирор куя таъсирида олган тезланиши шу куя йў- 
налиши билан бир хил  ва миқдори мазкур куя миқдорига 
туғри пропорционалдир, яъни

тъа = Ғ. (13.1)

Бунда Ғ — нуқтага таъсир қилувчи куч, ъа — нуқтанинг тезла- 
ниши, т — пропорционаллик коэффициенти бўлиб. нуқтанинг 
маълум физик хусусиятларини белгилайди; у моддий нуқта- 
нинг массаси деб аталади ва ҳаракатнинг ҳар қандай узгари- 
шига нуқтанинг кўрсатадиган қаршилиглни—моддий нуқта- 
нинг инертлик хусусиятини ифодалайди. (13.1) муносабат- 
дан массани ўлчаш усули келиб чиқади:

ғт =  —.
т

Чунончи, моддий нуқтага таъсир қилувчи кучни ва бу куч 
таъсирида нуқтанинг олган тезланишини била туриб, нуқта 
массасини аниқлаш мумкин. Бу усул билан аниқланган масса- 
га инергп масса дейилади. V

Агар нуқта массаси Ньютоннинг бутун олам тортишиш қо-
нуни  асосида топиладиган булса, уни Ернинг тортиш кучи Р
172
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ва эркин тушиш тезланиши §  орқали қуйидагича ифодалаш 
мумкин:

т = — (13.2)
8

(13.2) билан ачикланадиган масса граватацион масса дейи- 
лади.

3- аксиома (таъсир ва акс таъсир қонуни). Ҳар цандай 
таъсарга унга тенг ва бир тўғра чизац бўйлаб царама- 
царша аўналган акс таъсир мос келади.

Статикада ҳам шундай аксиомани келтирган эдик. У ерда 
таъсир ва акс таъсир мувозанатдаги жисмларга нисбатан кел- 
тирилган эди. Бу ерда эса учинчи аксиома кенгроқ маънода — 
ихтиёрий ҳаракатдаги жисм ёки нуқталарга нисбатан келти- 
рилган. Шуни таъкидлаш керакки, таъсир ва акс таъсирни 
белгиловчи кучлар ўзаро тенг ва бир тўғри чизиқ бўйлаб 
қарама-қарши томонга йўналган бўлишига қарамасдан, улар 
мувозанатлашган системани ташкил қилмайди, демак, бу куч- 
ларни тушириб қолдириш мумкин эмас.

4 -  аксиома. Моддий нуцтанинг бир неча куч таъсарида 
олган тезланиши ҳар цайси куч таъсирида мазкур нуцта 
олган тезланишларининг геометрик йиғинсисига тенг.

/%, . . . , Ға кучлар таъсирида моддий нуқтанинг олган 
тезланишини ио, бу кучларнинг ҳар бири туфайли ҳосил бўл- 
ган тезланишларни мос равишда чю̂..........чюп десак, 4-ак-
сиомани чю =  иқ +  . . . +  кўринишда ёзиш мумкин.

4-аксиомага биноан, моддий нуқтага бир қанча кучлар қў- 
йилган бўлса, (13.1) ни

П
ппю = 2  (13.3)

1-1
муносабат билан алмаштириш мумкин. (13.3) ифода модсий 
нуцта синамикасининг асосий тенгламаси дейилади.

Биринчи икки аксиома ўринли бўлган координаталар сис- 
темаси инерциал саноц системаси дейилади. Кейинроқ, бир- 
бирига нисбатан тўғри чизиқли текис ҳаракат қилувчи систе- 
малар ҳам инерциал саноқ системаларини ташкил қилишини 
кўрсатамиз. Тажриба ва кузатишлар шуни кўрсатадики, тех- 
никанинг купгина масалаларини ечишда Ер билан боғланган 
системаки инерциал система деб қабул қилса бўлади. Ернинг 
ўз ўқи атрофида айланишини ҳам ҳисобга олиш зарур бўлган 
масалаларда эса инерциал система сифатида геоцентрик сис- 
тема қабул қилиниши мумкин. Бундай системанинг боши Ер 
марказида, ўқлари эса „қўзғалмас“ деб олинган учта юлдузга 
йуналтан бўлади. Ҳисоблашлар катта аниқлик талаб қилган 
тақдирда инерциал система сифатида маркази Қуёш марказида
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бўлган, ўқлари эса „кўзғалмас* юлдузларга томон йўналти- 
рилган гелиоцентрик система цўлланилади. Учинчи аксиома- 
нинг баёнида кинематик элементлар (ҳаракат, тезлик, тезла- 
ниш ва ҳ.к) йўқ, Шунинг учун у ҳар қандай координаталар 
системасида ўринли.

Динамикада ечиладиган масалаларни икки турга ажратиш 
мумкин:

1. Берилган ҳаракат бў&ича бу ҳаракатни келтириб 
яиқарувяи кучларни аниқлаш.

2. Берилган куялар бубича бу кучлар ҳосил қилувчи ҳ а - 
ракатни аниқлаш.

Бу масалалар, мос равишда динамиканинг биринчи ва ик- 
кинчи асосий масалалари дейилади.

53- §. Эркин моддий нуцта ҳаракатининг дифференциал
тенгламалари

т массали моддий нуқтанинг тенг таъсир этувчиси Ғ  бўл. 
ган кучлар таъсиридаги ҳаракатини текширамиз. Иккинчи ак.

сиомага асосан: т%ю *= Б\ бунда чю— — (г—нуқтанинг радиус-йС2
вектори) бўлгани учун

т —  =  Ғ  (13.4)а(„
кўринишда ёзиш мумкин. (13А) — эркин моддий нуқта ҳара- 
катининг вектор кўринишдаги сифференииал тенгламаси 
дейилади.

(13.4) ни Декарт координата ўқларига проекциялаб, эркин 
моддий нуқта ҳаракати дифференциал тенгламаларининг 
координата усулда ифодаланишини ҳосил қиламиз. Чунончи,
х, у, г — г векторнинг, Ғх, Ғу, Ғг—Ғ векторнинг 
ўқларидаги проекциялари бўлсин. У ҳолда:

а*х
ар

с агу г- а*2 с Ғ ,, т —  =  г , т —  =  Ғ,. * аг* у а/> 2

координата

(13.5)

Динамиканинг баъзи масалаларини ечишда табиий коорди- 
наталар системасидан фойдаланиш қулай бўлади. Бундай сис- 
темага нисбатан моддий нуқта ҳаракатининг дифференциал 
тенгламаларини тузамиз. Тезланиш векторининг бинормалдаги
проекцияси нолга тенглигини ҳисобга олиб, (13.2) ни т, п, Ь 
табаий координата ўқларига проекциялаб,

ти>х — Ғх, тчюп =  Ғп, 0 = Ғ Ь
а25 1 /а$\2тенгламаларга эга бўламиз. Бунда тх= — , и>а = |  бўл-
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(13.6)

гани учун, уни

кўринишда ёза оламиз. (13.6)—эркин моддий нуқта ҳара- 
катананг табаай. коорданаталар системасага насбатан 
дафференциал тенгламалари дейилади. (13.6) да 5 =  5(0 — 
нуқтанинг берилган траектория бўйлаб ҳаракат қонунини, р 
эса траекториянинг ҳаракатдаги моддий нуқта билан устма- 
уст тушувчи нуқтасининг эгрилик радиусини ифодалайди.

54-§. Моддий нуқта динамикасининг биринчи 
асосий масаласини ечиш

Массаси т бўлган моддий нуқта Декарт координаталар 
системасига нисбатан

* = /.(<). У =  /» (0 . г  =  /з (0  (13.7)
қонунга кўра ҳаракатда бўлсин. Моддий нуқтани (13.7) қонун 
бўйича ҳаракатлантирувчи кучни аниқлаш сўралади.

Моддий нуқта динамикасининг бу биринчи асосий масала- 
сини ечиш учун моддий нуқта ҳаракатининг дифференциал 
тенгламаларидан фойдаланамиз. (13.7) дан вақт буйича иккин- 
чи тартибли ҳосилалар ҳисоблаб, (13.5) га қўйсак, моддий 
нуқтани ҳаракатлантирувчи кучнинг координата ўқларидаги
проекциялари Ғ , Ғг ҳосил бўлади. У ҳолда Ғ куч миқ- 
дори __________  ________

Ғ  =  +  +  ^  (13.8)
формуладан, йўналиши эса йўналтирувчи косинуслар орқали 
аниқланади:

соз(А, х)=-уу> соз(Ғ, у) = соз(/^ г ) ^ -  (13.9)ғ ғ  ғ
Агар моддий нуқта ҳаракати вектор уо/лда ёки табиий 

усулда берилган бўлса, (13.5) дифференциал тенгламалар ўр- 
нига (13.4) ёки (13.6) тенгламалардан фойдаланилади.

Моддий нуқта динамикасининг биринчи асосий масаласи 
нуқтанинг берилган ҳаракаг қонунини дифференциаллаш ёр- 
дамида ечилгани туфайли динамиканинг тўғри масаласа деб 
ҳам аталади.

33-масала. т массали моддий нуқтанинг Ох уқ буйича 
туғри чизиқли ҳаракати *

*  = а 1 п / 1 + ^  (1)
V а /

тенглама билан ифодаланади, бунда а ва о0—ўзгармас миқдор- 
лар, л;—метр ҳисобида ўлчанади. Нуқтага таъсир этувчи куч 
вақт функцияси ва тезлик функцияси сифатида аниқлансин.

т — = Ғ ,  " ( ! * ) * -  Ря. 0 = РЬ
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Ечиш. Моддий нуқта туғри чизиқли ҳаракат қилгани учун, 
унинг ҳаракат дифференциал тенгламаси қуйидаги куринишга 
эга булади:

тх =  Ғх.
(1) дан вақт буйича биринчи ва иккинчи тартибли ҳосила- 

лар ҳисоблаймиз:
а»3

а+и о* X = —

У ҳолда:

Ғ .~  -
таъ,,

(а +

Бунда х  = V = ----— бўлишини эътиборга олсак,
в+«0*

-

келиб чиқади. Ох ўқнинг бирлик йўналтирувчи векторини /
• &

билан белгиласак, нуқтага таъсир этувчи Ғ  куч векторини 
аниқловчи

_  тау  ̂ •* ^  ту* —
(а +  »0/)2 а

муносабатни ҳосил қиламиз.
34- масала. т массали М шарча ҳар бирининг узунлиги I 

бўлган МК  ва МК вазнсиз стерженлар билан шарнир воси- 
тасида бириктирилган (13.1-расм). Бу система вертикал АВ 
ўқ атрофида ш ўзгармас бурчак тезлик билан айланади. /ўУУ= 2а 
деб олиб, стерженлардаги зўриқишлар аниқлансин.

Ечиш. Координата бошини О нуқтада 
олиб, 13 1-расмда курсагилгандек, Оху 
координаталар системасини ўтказамиз; бун- 
да МК ва /И/У стерженлар ётган текислик 
Оху текислик билан устма-уст тушсин.

Шарчага таъсир этувчи 0 = т §  огирлик 
кучи қаторига вазнсиз стерженлар реак- 

—>
ция кучлари Тк ва Тл ни қўшиб олиб, 
шарчани эркин ҳолга келгирамиз ва унинг

т х =  Vғ 1х, т " у = ^ Ғ 1у П )

кўринишдаги ҳаракати дифференциал тенг- 
ламаларини тузамиз.
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/Ш/У учбурчак тенг ёнли ва 0М= ОК = а бўлгани учун
ОМК ~ОМК  — а ўринлидир. М шарчага таъсир этувчи куч- 
ларнинг х  ва у ўқлардаги проекцияларининг йиғиндисини ҳи- 
соблаймиз;

^ . г = 7л.со5а +  Г^соба, I
~  Т^зта — Г ^ п а  — О  | '

М  шарчанинг ҳаракати АВ вертикал ўқ атрофида ш ўзгармас 
бурчак тезлик билан содир бўлгани учун унинг тезланиши 
қуйидагича аниқланади:

ги = К'п = <ь2 • ОМ = ш2\Т12 — а2.

яю вектор йўналиши Ох ўқ йўналишига мос келади, демак^ 
х  = чю = ш2\К/ 2—аг, ў = 0.

Буларни эътиборга олиб, (2) ни (1 га) қўямиз:

/л"V 1*—а* “  (7^, +  Тк)со$ а | 
0 = ( Г ь - Т к)8т а - О .  | ^

ОММ учбурчакдан:
КV*— . а

СОЗа =  -. з ш а =  —.
I ' I

Бинобарин, (3) тенгламалар
тшН =  Т^ +  Тн., 
т&1 =  I Т" — Тк) • а

куринишга келгирилади. Бу тенгламалардан ва Тк аниқ- 
ланади;

-£«■ >’* +  *). Тк - £ {* а - г ) . (4)

(4) тенгпик билан аниқланувчи Т^ доимо мусбат бўлгани учун 
ММ стерженлаги зўриқиш таъсирида бу стержень чузилади; 
агар шНг — ^ > 0  ёки ш >  £ бўлса, 7'к>  0 ва бу ҳолда МК

ҳам чузилади. М шарчанинг мувозанат ҳолатида ш = 0 бўлиб, 
7 у ва Тк модуль жиҳатдан тенг, лекин Т^ >  0, 7 ^ < 0 :

, о т е 1  ~о
'  Л — —;— • I К =

1а
т е 1

17-

Буларни (4) билан таққослаб, шарчанинг мувозанат ва ҳаракат 
ҳолларида стерженлардаги. зўриқишлар турлича бўлишини 
кўрамиз.
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55- §. Моддий нуцта динамикасининг иккинчи асосий 
масаласини ечиш ҳақида маълумотлар.
Бошланғич шартларнинг қулланилиши

Моддий нуқтага таъсир этувчи кучлар ва нуқта массаси 
берилганда унинг ҳаракатини аниқлаш масаласи билан тани- 
шамиз. Моддий нуқта динамикасининг бу иккинчи масаласи- 
ни ечишда моддий нуқта ҳаракатининг дифференциал тенгла- 
малари тузилади ва улар интегралланади. Функцияни интег- 
раллаш масаласи уни дифференииаллашга қараганда мураккаб 
бўлишини эътиборга олганда, динамиканинг иккинчи масала- 
сини ечиш биринчи масалани ҳал этишга қараганда қийинроқ 
эканини олдиндан тасаввур этиш мумкин. Бу моддий нуқтага 
таъсир этувчи куч қандай ўзгарувчиларнинг функцияси бўли-

шига ҳам боғлиқ. Нуқтага таъсир этувчи куч ўзгармас (Ғ «=

= сопз(:) ёки куч фақат вақт функцияси (Ғ = (Ғ)(), ёки нуқта

координаталарининг функцияси (Ғ =  Ғ(х, у, г)), ёки нуқта

тезлигининг функцияси (Ғ = Ғ(ъ)) бўлган ҳолларда моддий 
нуқта динамикасининг иккинчи асосий масаласи нисбатан осон- 
роқ ҳал қилинади.

Масалан, электростатик майдонда зарядланган заррачанинг 
ҳаракати текширилганда унга таъсир этувчи куч шу заррача- 
нинг майдондаги ўрнига, яъни координаталарига боғлиқ. Шу- 
нингдек, муҳитнинг қаршилик кучи таъсиридаги моддий нуқ- 
та ҳаракати урганилганда, бу қаршилик кучи нуқтанинг тез- 
лигига боғлиқ бўлади.

Умуман, нуқтага таъсир қилувчи куч бир пайтда вақтнинг, 
нуқта координаталарининг ва тезлигининг функцияси булиши 
мумкин, яъни

Ғ = Ғ((, х , у, г, х, у, г).

Кучларнинг келтириб ўтилган турларидан бошқа турлзри 
ҳам учраши мумкин. Масалан, нуқтага таъсир қилувчи куч 
унинг тезланишига боғлиқ бўлиши ёки нуқтанинг айни пайт- 
даги координаталари ва тезлигигагина боглиқ бўлмасдан, унинг 
бошланғич паЯтдаги координаталари ва тезлигига ҳам боғлиқ 
булиши мумкин. Одатда, кейинги икки турдаги кучлар меха- 
никада қаралмайди

— —► • •

Шундай қилиб, Ь = Ғ ( х ,  у, г, х, у, г) ҳолда Ғ х = 

= ғ х(1> х, у, г, х, у, г) Ғу = Ғу(1, х, у, г, х, у, г,) ва Ғг =
=  Ғг( ,̂ х, у, г, х, у, г,) бўлиб, эркин моддий нуқта ҳаракати- 
нинг Декарт координаталар системасидаги (13.5) дифферен- 
циал тенгламалари
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(13.10)

т х  = Ғх(/, х, у, г, х, у, г).
ту = Ғу((, х, у, г, х, у, г),
т г= Ғ г(1, х, у, г, х, у, г)

кўринишда ёзидади. Бу иккинчи тартибли дифференциал тенг- 
ламаларни интеграллаш хусусида умумий курсатмаларни кел- 
тирамиз.

Агар (13.10) ни

— I/,(А х, у, г, х, у, 2 )) = 0, м
4  1/з('. X, у, г, х, у, 2)] =0,
ат

4  [/з(*. •«. У> г. х, у, г)] = 0
й>,

кўринишда ифода этиш мумкин бўлса, бу тенгламаларни бир 
марта интеграллаб

/,(/. х, у, г, х, у, г) = Си
х ,  у, г, х , у, г) = С2, (13.11)

Ш. х> у. г> X, у. г) — с3
кўринишдаги биринчи тартибли дифференциал тенгламалар 
системасини т$осил қиламиз. Бунда С„ С2, С3—ихтиёрий ўз- 
гармас сонлар. Вақтни, нуқта координаталарини, тезликни ва 
ўзгармас сонларни боғловчи (13.11) муносабатга (13.10) диф- 
ференциал тенгламаларнинг бирити интеграли дейилади. 
Агар (13.11) ни

~  | ? ) (Л -V. у, 2. Си С 2, С3)] = 0 ,

~  I?°.(С х, у, г, С„ С2, С3) ]= 0 ,

~  [?з(С У> £> С\ ,С2, С3)| = 0
аг

кўринишда ифодалаш мумкин бўлса, у ҳолда 
ср/С х, у, г, С\, С2, С3) =  С„ |
<р2((, х, у, г, С\, С2, С3,) =  С5, (13.12)
ср3(С х, у, г, С\, С2, С3) =  С3, )

ўринли бўлиб, бунда ҳам С4, С5, С6—ихтиёрий ўзгармас сон- 
лардир. Вақтни, нуқта координаталарини ва ўзгармас сонларни 
боғловчи (13.12) муносабатга (13.10) нинг иккити интеграли 
Дейилади. Агар (13.12) ни
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( 13. 13)

х  — х(1, С,, С2, . . .  ( С6),
У — VII, Си С?, . . .  , С6)
£ ~%((, С), с^ , . . .  } С6)

кўринишда ифода қилиш мумкин бўлса, у ҳолда (13.13) га
(13.10) нинг умумий ечими, Си С2.......... С6 ўзгармас сонлар
эса интеграл доимийлари дейиледи.

(13 13) даги интеграл доимийлари ҳар қандай ўзгармас 
бўлганда ҳам (13.13) муносабатлар (13.10) дифферендиал 
тенгламалар системасининг умумий ечимлари бўлаверади, 
яъни бир хил кўринишдаги диффереициал тенгламалар систе- 
маси турли куринишдаги ечимларга эга булади. Агар моддий 
нуқтанинг ҳаракат бошланиши олдидаги ёки бирор (0 пайтда-
ги координаталари ,дг0, у0, г0 ҳамда бошланғич тезлиги а-0, у0,

берилган булса, бу шартлар асосида интеграл доимийлари- 
ии аниқлаб, (13.13) ифодага қўйилса, биргина.ечим ҳосил бў- 
ладн. Бош ланғт пайтда моддий нуқта координаталари 
ва тезлигининг берилиши бошланғт шартларнинг берили• 
ши дейилади.

Шундай қилиб, бошланғич шартлар қуйидагича ифодала- 
нади:

( =  . = ха, У = У0, г = г/.
X = х 0, у = у0, г  = г0.

(13.14) бошлангич шартларни (13.11) ва (13.11) га қўйиб, Си 
С2, . . .  , С6 ўзгармаслзрнинг қийматларини топсак, улар .V.,, у0,
г0, х 0, у0, г0 орқали ифодаланади.

Сь С?, . . . , С„ ўзгармаслариинг бу қийматларини (13.13ў 
га қўйиб, (13.10) дифференциал тенгламалар системасининг 
берилган шартларга мос ечими—моддий нуқтанинг кинема- 
тик ҳаракат тенгламалари ҳосил қилинади:

х  = х,Ц, х0, у0, г0, х 0, у0, г0),
У =  У\({, Х 0 , Уо, 20, Х 0, у0, 20),
2  =  2 ^ ,  Х д ,  Уо, 20, Х 0, Уо, г 0) .

56-§. Моддий нуқтанинг оғирлик майдонидаги 
ҳаракати

Моддий нуқта динамикасининг иккинчи асосий масаласини
ечиш учун мисол тариқасида горизонтга а бурчак остида % 
бошланғич тезлик билан отилган т массали М моддий нуқ- 
танинг ўзгармас оғирлик майдонидаги ҳаракатини Декарт коор- 
динаталари системасига нисбатан текширамиз. Муҳитнинг қар- 
шилигини ҳисобга олмаймиз. Координаталар бошини нуқта-
180 www.ziyouz.com kutubxonasi



нкнг / =  0 пайтда эгаллаган 
ўрнида оламиз. Координата
текисликларини г»0 тезлик 
вектори уОг вертикал те- 
кисликда ётадиган қи- 
либ жойлаштирамиз. (13.2- 
расм). У ҳолда бошланғич 
шартлар қуйидагича ёзи- 
лади:

х  =  0, у — 0, 2 =  0;
ДС =  0, у =  Д 0СО5а, 2  =

=  г'051п а.

Нуқта факат Н оғирлик кучи таъсирида ҳаракат қилади. Бу 
кучнинг ксордината ўқларидаги проекциялари Р к— 0, Н — 0, 
Рг = — т£ булгани учун нуқта ҳаракатининг дифференциал 
тенгламалари қуйидагича ифодаланади:

тх = 0, ту = 0, тг= — т%, (13.15)
(13.15) ни бир марта интеграллаб,

дг =  См у =  С2, г =  Сг — £( (13 16)

тенгламаларни ҳосил қиламиз. Ҳосил қилинган (13.16) система
(13.15) нинг биринчи интегралидир. Бундаги Си С2, С8—ин- 
теграл доимийлари бошланғич шартлардан топилади. Бошлан-

4-
ғич ( =  0 пайтдаги х =0, у =  ц0соз а, г  = т;0 з!п а шартларни
(13.16) тенгламаларга қўйиб, С, = 0 ,  С2 =  д0со5а, С3 = ,п05та 
ҳосил қилинади. Шундай қилиб:

х  =0, у =  г!0соза, 2 =  — 4- т>081па. (13.17)
(13.17) ни интеграллаб, (13.15) нинг иккинчи интегралини то- 
памиз:

13.2- расм

х  = С4, у = г»0соза • I ф- С5, 2 =  — +  г;0 з1па • / +  С6.

Бошланғич шартлардан фойдаланиб С4, С5, С6 интеграл дои- 
мийларини топсак, С4 = С6 =  С6 =  0 келиб чиқади. Нагижада 
нуқта ҳаракатининг тенгламалари қуйидагича бўлади:

х = 0, у =  'Носоза ■ /, 2 =  — — ту0 з1п а • /. (13.13)

Ҳаракат давомида нуқта абциссасининг қиймати нолга тенгли- 
гича қолавериши ҳаракатнинг уС>2 текислигида бўлишини тас- 
диқлайди. (13.18) ифодадан вақт / ни йуқотиб, моддий нуқта 
траекгориясини ҳосил қиламиз:
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ў ‘ +  • У-
?__

2ТцС0$ г а

57-§. Моддий нуқта тўғри чизиқли ҳаракатининг 
дифференциал тенгламаси ва уни баъзи содда ҳоллар

учун ечиш

Массаси т бўлган М моддий нуқта бирор Ғ  куч таъсири- 
да Ох ўқ бўйича тўғри чизиқли ҳаракат қилсин (13.3-расм) 
Бошланғич I =  0 пайтда

х  =» х 0, V  =  г»0 (13.19)

бошланғич шартларни қаноатлантирувчи М нуқтанинг ҳара- 
катини аниқлаш масаласини кўриб чиқамиз.

Бунинг учун моддий нуқта ҳаракатининг дифференциал 
тенгламасини тузиб, уни интеграллаш керак. Ҳаракат туғри 
чизиқли бўлгани учун (13.5) дифференциал тенгламалардан 
фақат биринчисигина қолади. Қолган тенгламалар эса нолга 
айланади:

тх =  Ғх.

Ғх = Ғ бўлганидан, бу тенгламани қуйидаги куринишда ёза- 
миз:

т х =  Ғ. (13.20)

(13.20) моддай нуқта тўғри чизиқли ҳаракатининг диффе- 
ренциал тенгламасини ифодалайди. Агар нуқтага бир неча 
кучлар қўйилган бўлса, (13.20) тенгламада Ғ ни шу кучлар 
системаси тенг таъсир этувчисининг Ох ўқдаги проекцияси 
деб қараш керак. Аввал қайд қилинганидек, (13.20) тенглама-
да Ғ  куч бир вақтнинг ўзида вақт, нуқта координатаси ва 
тезлигининг функцияси бўлиши мумкин:

Ғ  =  Ғ(1, х, х).

Биз Ғ = Ғ((), Ғ  =  Ғ(х), Ғ =  Ғ[х) бўлган энг содда ҳолларда,
кейинроқ, конкрет масалаларда Ғ = Ғ(х, х), Ғ =Ғ((. х, х) ҳол- 
ларда (13.20) дифференциал тенгламани ечишни қараб чиқамиз. 
/^соп з!  бўлган ҳолда дифференциал тенгламани ечиш аввал- 

„ ги параграфдан бизга маълум.
о % м Т  1. ғ  =  Ғ(1) — куя вацт функ-

Т цияси бўлган ҳол. Бу ҳолда (13.20) 
дифференциал тенглама

13.3- расм. тх = Ғ(()
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ёки ю = х  ўзгарувчи киритсак, қуйидаги куринишни олади:

т ^  = Ғ((),
а(

Бу дифференциал тенгламанинг икки томонини й( га кў- 
пайтириб, узгарувчилари ажралган текгламани ҳосил қиламиз:

т й^= Ғ(1)-й(. (13.21)
(13.21) тенгламанинг ечими

® = Сх) (13.22)
с1хкўринишда бўлади; бунда V = — бўлгани учун

5  =  ^ ,  Сг)
ат

ёки
йх = ф(/, С,) • й(

ўринли. Узгарувчилари ажралган бу тенгламани яна бир мар- 
та интеграллаймиз:

х = <р(/, Си С2). (13.23)
(13.19) бошланғич шартларни (13.22) ва (13.23) га қўйишдан 

ҳосил булган тенгламалардан Си С2 топилади. Бу аниқланган 
С, ва С’2 қийматларини (13.23) га қўйиш билан моддий нуқ- 
танинг ҳаракат қонуни келиб чиқади.

35- масала. Массаси т бўлган моддий нуқта/7, = ----------
( а + ^

куч таъсирида Ох ўқ бўйлаб ҳаракатланади, бунда а—исмли 
ўзгармас сон. Бошланғич пайтда нуқта координата бошида бў- 
либ, тезликка эга. Нуқтанинг ҳаракати аниқлансин.

Ечиш. Моддий нуқта бошланғич пайтда координата боши- 
да булгани учун, бошланғич шартлар қуйидагича ёзилади:

( = 0, х =  0, V =  г>0. (1)
Моддий нуқтанинг (13.20) кўринишдаги дифференциал тенг- 
ламасини тузамиз:

.. таУп
тх = ----------—

(а + «оО*
( 2 )

(2) дифференциал тенгламадан нуқтага таъсир этувчи куч 
вақт функцияси эканлиги кўриниб турибди.

^ = х  белгилаш киритиб, иккинчи тартибли (2) дифферен- 
циал тенгламани биринчи тартибли дифференциал тенглама 
кўринишига келтирамиз:

ау в*»и
(а +  1/0 О3'
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Унинг ҳар икки томонини сН га купайтириб, ўзгарувчилари 
ажралган дифференциал тенглама оламиз:

(IVI
«=---------- -— (II.

(а +  в у ) 8

Ҳосил бўлган тенгламани интеграллаймиз:

V — — ат» о 1
— »0(а + «оО+  С1

еки
V  =

аь о
а

/= 0 ,  ^ = ^ 0  шартни (3) га қўямиз:

С»

г>0 — —  +  Си яъни С, =  0.
а

Шундай қилиб (3) қуйидагича ёзилади:

а +  V 4 ’

(3)

( 4)

Энди (4) да V = х бўлишини эътиборга олсак, ундан

йх = +?0-- Л
а +  у 01

келиб чиқади. Бу тенгламани яна интеграллаймиз:
л =  а 1п(а +  юй1) +  С2, (5)

(5) га (1) ни, яъни (=0, л = 0 шартни қўямиз,
0 = а 1п а -ф Са ёки С2 — — а 1п а.

У ҳолда (5) дан
х =  а 1п(а +  ) — а 1п а

ёки

х =а1п^1 +  — ^  (6)

ҳосил бўлади. Шундай қилиб берилган Ғх куч таъсиридаги 
нуқтанинг (1) бошланғич шартларни қаноатлантирувчи ҳара- 
кати (6) тенглама билан ифодаланади.

2. Ғ =* Ғ(ю)— куч нуқта тезлигининг функцияси булган 
ҳол. Бу ҳолда (13.20) дифференциал тенглама қуйидаги кўри- 
нишда бўлади:

т х= Ғ(ъ) ёки т — =  Ғ(^). (13.24)41
(13.24) тенгламанинг ҳар икки томонини - — га кўпайтириб,
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ўзгарувчилари ажралган дифференциал тенгламага эга ^ ла 
миз:

Лу

Ғ(%>) — й1.
22)

Бу тенгламани интеграллаб, сунгра V га нисбатан ечсак, 
куринишдаги тенгламага келамиз. Сўнгра масала ечимининг м 
воми 1- ҳолдагига ўхшаш бўлади.

36- масала. Массаси т булган моддий нуқта Ох ўқ б)
лаб г ,  =  — •—  куч таъсирида (а — ўзгармас сон) ҳаракат.и -ц

нади. Бошланғич пайтда нуқта координата бошида б у л и б  0 
тезликка эга деб олиб, унинг ҳаракат қонуни топилсин.

Ечиш. 35-масаладаги каби бошланғич шартлар қуйидзг^ 
ча ёзилади:

/ = 0, х  =  0, ф = г»0.
Моддий нуқта ҳаракатининг дифференциал тенгламасини т /  
замиз:

тх — <1 *

V = х  деб олиб, тенгламанинг икки томонини — га кўпай- 
тириб қуйидагини ҳосил қиламиз:

2  = -  1  йь.
V* а

Бу тенгламани интеграллаймиз:

— -  =  — -   ̂+  СХ.
V а

Бошланғич шарт: / = 0 да V = га кўра С\ ни аниқлаймиз: 
С, = — Шундай қилиб, — =

У0 V а уа
Бу тенгламани V га нисбатан ечамиз:

а (■ V

Ҳосил бўлган ифода 35- масаладаги (4) муносабатнинг ўзгина- 
сидир. Бинобарин, нуқтанинг ҳаракати қуйидаги қонун буйи- 
ча кечади:

х  — а 1п̂ 1 +  — ).

3. Ғ = Ғ(х) — куч нуқта координатасининг функцияси 
бўлган ҳол. /
Бунда (13.20) дифференциал тенглама

тх ~  Ғ(х) (13.25)
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куринишда ёзилади. (13.25) типидаги дифференциал тенгла- 
маларни кўпинча характеристикалар методи билан е.чиш қу- 
лай булади. Агар Ғ(х) жуда мураккаб функция бўлмаса, 
(13.25) кўринишдаги дифференциал тенгламани ҳам ўзгарув- 
чилари ажраладиган тенгламага келтириш мумкин.

ю = х  деб олиб, (13.25) ни қуйидагича ёзамиз:

т - = Ғ ( х ) .  (13.26)<и
Энди қуйидагича шакл алмаштириш бажарамиз:

IIV йХ) й х  (IV
— =  — - V
<И й х  <П й х

Бунга кўра (13.26)

т — • V =  Ғ(х)

ёки
тъйъ = Ғ (х)йх (13.27)

кўринишга келтирилади.(13.27)— ўзгарувчилари ажралган диф- 
ференциал тенгламадир. (13.27) дифференциал тенгламани 
ечиб, моддий нуқта тезлиги ва координаталари орасидаги боғ- 
ланиш аниқланади:

V  = ср(дг, Сг), (13.28)

(13.28) да V = — бўлишини эътиборга олсак, уни <и
й х

9(лг, Сх)
=  са (13.29)

кўринишда ёзиш мумкин. (13.29) ўзгарувчилари ажралган тенг- 
ламани яна бир интеграллаб, нуқта координатасининг вақт 
бўйича узгаришини ҳосил қиламиз:

* = Г(Ғ Си Са),
бундаги С, ва С2 бошланғич шартлардан фойдаланиб аниқла- 
нади.

Шуни таъкидлаш керакки, Г  = Ғ(х) бўлганда дифферен- 
циал тенгламани ўзгарувчилари ажраладиган тенгламаларга 
келтириб ечиш усули доим қўл келавермайди, бунда (13.29) 
тенгламанинг чап томони анчагина мураккаб функция бўли- 
ши мумкин.

37-масала. Массаси т бўлган М мод- 
т ~ м м° * дий нуқта Ох йўналишига тескари йўнал-

?— ]------- - ган Ғх «  — сх куч таъсирида тўғри чи-
1-— - . | зиқли ҳаракат қилади, бунда с — ўзгар-
I------------ мас коэффициент (13.4- расм), Бошланғич

13.4-расм. пайтда нуқта координата бошидан а ма-
186
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софада бошланғич тезликсиз ҳаракатга келтирилган деб олиб, 
унинғ ҳардқати аниқл>ансин. Оғирлик кучи эътиборга олинмасин.

Ечиш. Масала шартига кура бошланғич шартлар қуйидагича 
ёзилади:

( =0, х  = а, V =  0.
М нуқта тўғри чизиқли ҳаракатининг дифференциал тенгла- 
масини тузамиз:

тх = — сх.

V =. х, — = к2 белгилашлар киригсак, бу тенгламат,
I IV  ,  о— = — кгх  И и)

> , ц ц с€ и ц л> ц т/куринишни олади. — = —  — = — • V шакл алмаштириш 
<И й х  й( (1х

билан (1) ни қайтадан ёзамиз:
((V , ,

V  — =  —к х .  
йх

Энди ҳосил бўлган тенглама ўзгарувчилари ажралган тенгла- 
ма кўринишида ёзилиши мумкин:

ъй ь =  — к2хйх. (2)
(2) тенгламани интеграллаймиз:

V* л л+ С„ (3)

Бошланғич шартга асосан (3) дан Сх = к?-~  келиб чиқади.
Топилган С, қийматини (3) га қўямиз:

V3 = к2(а2 — х 3) ёки V = ± кт/ а2~ х 3. (4)
Тезлик вектори Ох ўққа тескари йўналгани учун (4) да ман-
фий ишорани оламиз. V — — бўлганидан (4)

й (

— =  — к /  а2—х 2 ё к и ------ ——  = к(И (5)

шаклда ёзилади. (5) дифференциал тенгламани интеграллай- 
миз:

агссоз — = М +  С2. (6)
а

(6) га < =  0, х  = а ни қўйиб, агссоз 1 =  0 бўлишини эътиборга 
олсак, С2 =  0 ҳосил бўлади. Бинобарин, (6) тенглама

агссоз — = к( ёки х  =-*а соз к1 (7)
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куринишни олади. Шундай қилиб, Ғх = — сх куч таъсиридаги 
моддий нуқта (7) қонунга асосан ҳаракатланади. (7) дан ку- 
рамизки, моддий нуқта эркин тебранма ҳаракат қилар экан.

Куч нуқта координатасининг функцияси сифагида узгар- 
ганда дифференциал тенгламани характеристикалар методи 
билан ечишни кейинроқ, моддий нуқтанинг тебранма ҳарака- 
тини ўрганишда куриб чиқамиз.

58-§. Боғланишлар. Боғланишдаги моддий нуқтанинг 
ҳаракати

Моддий нуқтанинг ҳаракатига маълум йуналишда чек қу- 
йилган булиши мумкин. Маълумки, нуқта ҳаракатини бирор 
йўналишда чекловчи сабабга богланиш дейилади. Ьоғланиш 
сирт, текислик, эгри чизиқ ёки тўғри чизиқ бўлиши мумкин. 
Боғланишлар, чунончи сиртлар, текисликлар, эгри чизиқлар, 
туғри чизиқлар, тенгламалар билан берилади. Моддий нуқта 
боғланишлар таъсирида ёки боғланишлар бўйлаб ҳаракат 
қилар экан, унинг координаталари боғланишлар тенгламасини 
қаноатлантириши керак. Масалан, моддий нуқта бирон /  сирг 
бўйлаб ҳаракатлансин, у ҳолда боғланишнинг тенгламаси

/(■*, у, 2) = 0
куринишда бўлади. Агар моддий нуқта бирор фазовий эгри 
чизиқ бўйлаб ҳаракатланса, бундай эгри чизиқ иккита, /,(л, 
у, г) =  0 ва }-±(х, у, г) =  0 сиртларнинг кесишиш чизиғи сифа- 
тида оликиши мумкин. Бинобарин, бу икки тенглама фазовий 
эгри чизиқнинг тенгламаси — боғланиш тенгламасини ифода- 
лайди.

Моддий нуқтанинг координаталари боғланишлар тенглама- 
сини қаноатлантириши керак булгани каби, бошланғич шарт- 
лар ҳам энди ихтиёрий була олмайди. Улар ҳам боғланишлар 
тенгламасини қакоатлантириши керак.

Бир мисол келтирамиз: М моддий нуқта узунлиги /? бўл- 
ган стерженнинг бир учига маҳкамланган бўлсин. Стерженнинг 
иккинчи учи қўзғалмасО нуқтага сферик шарнир билан би- 
риктирилган, О нуқта координагалар бошида олинган. У ҳол- 
да нуқта, тенгламаси х г+у*-\-г* = I/* бўлган сфера бўйлаб ҳа- 
ракат қилади. Нуқта бошланғич пайтда қандай вазиятни эгал- 
ламаеин ва бошланғич тезлиги қандай бўлмасин, унинг бу 
пайтдаги координаталари сфера тенгламасини қаноатлантириши, 
тезлиги эеа сфера сиргига уринма бўлиши керак.

Боғланишлар фақат тенгламалар билангина эмас, тенгсиз- 
ликлар билан ҳам берилиши мумкин. Масалан, М (х, у) моддий 
нуқта узунлиги I бўлган ипнинг бир учига бириктирилган 
бўлсин. Ипнинг иккинчи учини қўлда ушлаб моддий нуқтани 
вертикал текисликда айлантирайлик. Нуқтанинг тезлиги егар- 
ли катта бўлганда, у х*-{-у2—12 = 0 айлана буйлаб ҳаракатлана- 
ди. Ёзилган тенглама боғланишнинг тенгламаси бўлади. Агар
ш
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нуқтанинг тезлиги камайса, нуқта айлананинг юқоридаги қис- 
мида булганда ип „букилиб“ нуқта трае.^ториядан ятушиб“ 
кетиши мумкин. Бу ҳолда нуқтага қуйилган боғланишнинг 
тенгламаси х 1 +  уг — /2 <  0 бўлади. Шундай қилиб, боғланиш 
тенгсизлик билан ҳам берилиши мумкин Тенглик ишораси би- 
лан берилган боғланишлар бўшатмайдиган боғланишлар дейи- 
лади. Тенгсизлик билан ифодаланадиган боғланишлар бушата- 
диган дейилади.

Курилган боғланишлар тенгламасига фақат нуқта коорди- 
яаталари кирган. Улар нуқта координаталарини маълум шарт- 
лар билан боғлайди. Бундай боғланишлар голоном (ёки гео- 
метрик) боғланишлар дейилади. Лекин боғланишлар фақат 
нуқта координаталаринигина эмас, балки координаталарнинг 
вақт буйича ҳосилаларини ҳам маълум шартлар билан боғла- 
ши мумкин. Боғланишлар тенгламаларига нуқта координата- 
ларининг ҳосилалари ҳам кириб, бу боғланишлар интеграллан- 
майдиган бўлса, уларга беголоном (ёки кинематик) боғланиш- 
лар дейилади.

Голоном боғланишлар ҳам, беголоном боғланишлар ҳам 
стационар ва ностационар боғланишлаўга бўлинади. Вақтга 
боғлиқ булмаган боғланишлар стационар боғланишлар дейи- 
лади. Агар боғланиш вақтга боғлиқ булса, у ностационар 
боғланиш дейилади. Стационар ва ностационар богланишлар 
ҳам бушатмайдиган ва бўшатадиган бўлиши мумкин.

Боғланишдаги нуқтааинг ҳаракати боғланишга мос равиш- 
да содир булар экан, бундай нуқтага нисбатан боғланишлар 
сонининг учтадан ортиқ бўлиши маънога эга эмас.

Айтилганларга мос равишда боғланишлар тенгламаларини 
қуйидагича классифнкациялаш мумкин:

1. Стационар бўшатмайдиган, голоном боғланишлар:
Ғ,{х, У, г) = 0, 1 < / < 3.

2. Ностационар бўшатмайдиган, голоном боғланишлар:
!)\х, ў, г, ( \ = 0, 1 < /  <  3.

3. Бушатадиган стационар, голоном боғланишлар:
/"){х, у, а) <  0, Г < /  <  3.

4. Бўшатадиган ностационар голоном боғланишлар:
1){хг у, г, / ) < 0 ,  1 <  /  <  3.

5. Беголоном стационар, бўшатмайдиган боғланишлар;

?)(х, у, г, х, у, г)=  0 1 < /  <3 .
6. Беголоном ностационар, бўшагмайдиган боғланишлар:

/ / * ,  У, 2, х, у, г, /) =  0, 1 <  / <  3.
7. Беголоном стационар, бўшатадиган богланишлар:
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_ . --Т - ♦
Т]ф£, у, -г, х, у, г,) -< 0, 1 -< / -< 3.

8. Беголоном ностационар, бушатадиган боғланишлар:
!}(х, у, г, х, у, г, / ) < 0 ,  1 < / < 3 .

Боғланишдаги моддий нуқта ҳаракатини ўрганишда унга 
қўйилган кучлар қаторига боғланиш таъсирини бера оладиган 
реакция кучини ҳам қўшиб олиш керак. Боғланиш реакция 
кучи эса номаълум катталиклар қаторига киради. Бинобарин, 
боғланишдаги моддий нуқта динамика:ининг биринчи ёка ик- 
кинчи асосий масаласини ечишда реакция кучларини аниқлаш 
ёки. уларни масалани ҳал қилишда тузиладаган тенгламалар- 
дан чиқариб ташлаш муаммосига дуч келинади. Бу муаммо 
доимо осонликча ҳал бўлавермайди; уни ҳал қилишда боғла- 
нишга нисбатан баъзи чеклашлар қабул қилишга тўғри кела-
ди. Масалан, берилган Ғ  куч таъсирида моддий нуқтанинг 
бирор Т(х, у, г) = 0 сирт бўйлаб ҳаракатини аниқлашда Де- 
карт координаталари системасида яна учта дифференциал тенг- 
лама тузиш мумкин. Натижада тўртта тенгламага эга буламиз..
Бироқ, Н реакция кучининг ҳам миқдори, ҳам йўналиши но- 
маълум бўлганидан унинг координата ўқларидаги проекция- 
лари /?,. /?,. /?, олиниши керак. Шуига кўра номаълумлар, 
сони олгита' (х, у, г, /?у, /?г) булади. Туртта тенгламадан 
олтита номаълумни аниқлаш мумкин эмас. Агар боғланишни 
идеал силлиқ сирт деб қарасак, реакция кучи сиртга утказил- 
ган нормал бўйича йўналиши маълум бўлганидан фақат унинг 
миқдорини аниқлаш керак бўлиб, номаълумлар сони билан 
тенгламалар сони тенглашади. Бундай масалаларни ечишнинг 
айрим ҳоллари билан танишамиз.

59 - §. Моддий нуқтанинг силлиқ сирт бўйлаб 
ҳаракати

М моддий нуқта 
тенг таъсир этувчиси
Ғ булган актив кучлар 
таъсирида бирор сил- 
лиқ (\х, у, г) = 0 сирт 
бўйлаб ҳаракат қилсин. 
Сиртнинг реакциясини
/? орқали белгилаймиз
(13.5-расм). берил- 
ган сиртга тик йўнала- 
ди. Нуқта ҳаракати- 
нинг вектор кўриниш- 
даги дифференциал 
тенгламаеи

196
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тг =  Ғ  +  /? (1

кўринишда бўлади. Уни координата ўқларига проекциял,

т х = Ғ г +  /?,, 

ту =  Ғу +  Ку, 
тг = Ғг +  /?,

(13

тенгламаларни ҳосил қиламиз. Бу ерда Ғх, Ғу, Ғг—Ғкучни 
Ох, Оу, Ог координата ўқларидаги проекциялари, Кх, Қу,
/? реакция кучининг проекциялари, чунончи

/?, =  /?С08(/?, I), / ? ,= /? С08(/?,Лу), /?2 = /?с08 /?, А). (13.32.

Бунда I, / ,  к —Ох, Оу, Ог ўнларнинг бирлик векторлари. /? 
вектор / сиртга ўтказилган нормал бўйлаб йуналгани учун 
унинг йуналтирувчи косинуслари, дифференциал геометриядан 
маълум бўлган

дҒ д! д/

С08(£Го =  соз(^,ЛЯ =  %  С 08(Я ,Л£ )  = -  (13.33)
Д/ Д/ ДА

формулалардан топилади. Бу ерда

(13.33) муносабатларни эътиборга олиб, (13.31) тенгламаларни

тх = Ғх -\- —/? д] I
Д/ йх 

_ д/
Д / д у ’

с- , /? д(тг =  г  2 Н—  • —
Д/ йг

т У = Ғ у

кўринишда ёзиб оламиз. ^  =  X белгилаш киритамиз. X га Лаг- 
ранж кўпайтувчиси дейилади. У ҳолда

тх = Ғ , +  X — 
х дх

ту = Ғ , + \ д-!-, 
ду

тг  = Ғ г -\-1 — 
дг

(13.34)
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ҳосил бўлади. (13.34) дифференциал тенгламалар системаси 
боғланшидаги моддий нуқта ҳаракати—Лагранж дифферен- 
циал тенгламалари дейилади. (13.34) тенгламалар боғланиш 
тенгламаси билан биргаликда нуқтанинг кинематик ҳаракат 
тенгламаларини ва а. кўпайтувчини аниқлаш имконини беради.
(13.34) система тенгламаларининг ўнг томонидаги иккинчи 
қўшилувчилар боғланиш реакциясининг проекцияларини ифо- 
далайди. X купайтувчини билган ҳолда бу проекцияларни 
аниқлаш мумкин.

60- §. Моддий нуқтанинг ғадир-будир сирт 
бўйлаб ҳаракати

М моддий нуқтанинг ҳаракатини чекловчи боғланиш ғадир- 
будир /(х, у, г) =  0 сиртдан иборат бўлсин. Нуқтага таъсир 
қилувчи актив кучларнинг тенг таъсир этувчисини, аввалгидек»
Ғ орқали белгилаймиз. Боғланишнинг £? реакция кучи бу ҳол-
да, маълумки, N  нормал реакциядан ва Ғаш ишқаланиш кучи-
дан ташкил топади (13.6- расм). Ғиш кучнинг миқдори қуйи- 
даги ифодадан топилади;

Бунда !аш—сиртнинг ишқаланиш коэффициенти. Нуқта ҳара- 
катининг скаляр лифференциал тенгламалари

кўринишда бўлади. Ишқаланиш кучи нуқта тезлиги вектори- 
га қарама-қарши йўналгани учун, бу кучнинг проекциялари- 
ни қуйидагича ифодалаш мумкин:

(13.35)

ғ х +  ^  +  ( ^ и ) и  |
т у = Ғ у +  1\ у + (Ғиш)у, ( 
тг =  Ғг + Мг + (Ғаш)г I

(13.36)

Д ->
Хсоз(/-цш, I) = - Ғ ишХ

ХСОЗ(®, г )= -----^ишХ 

V  V

Шунингдек, ( Ғ Д = *

=  ■ У, =
V

V

Нормал реакциянинг 
Л*1 /V, проекцияла-

192
www.ziyouz.com kutubxonasi



ри
сан):

(аввалги

а_ # ч±
д/ дл

параграфдэ

= \ *1 N .

келтирилган мулоҳазнларга асо-

х - 1 . а±  = 1*1.
ДҒ йу йу Д / йг

Шундай қилиб, (13.36) қуйидаги кўринишни олади: 

т х  =  Ғл д / Ғиги •
' д к V

д1  — Ғ иш
V .

д у V /  *

д (  _ Ғ иш ♦
д г V

(13.35) ни эътиборга олсак, нуқтанинг ғадир-будир сирт бўй- 
лаб ҳаракатининг қуйидаги дифференциал тенгламалари ҳосил 
бўлади:

т х /и^Д/

т у ғ у + к1д1 - * ^ 1 у ),
7 ' д у  V  / (13 37)

тг
'д г  V /

Бу ерда номаълумлар: х , у, г  ва X. Уларни аниқлаш учун 
(13.37) тенгламаларга боғланиш тенгламасини қўшиб, тўртта 
тенгламадан ибораг система ҳосил қилинади. Бу тўртта тенг- 
ламадан тўртта номаълумни умуман олганда топиш мумкин. 
X аниқлангандан сўнг нормал реакция N .  сўнгра (13.35) га 
чсосан ишқаланиш кучи ҳам аниқланиши м/мкин.

61-§. Моддий нуқтанинг силлиқ эгри чизиқ 
бўйлаб ҳаракати

М  моддий нуқтанинг силлиқ эгри чизиқ бўйлаб ҳаракати 
иккита [^(х, у, г ) = 0  ва }г(х, у, г) = 0 силлиқ сиртларнинг 
кесишган чизиғи буйлаб ҳаракатдан иборат деб тасаввур қи-
линади. Бу сиртларнинг реакцияларини /?, ва /?, орқали бел-
гилайлик. У ҳолда эгри чизиқнинг реакцияси /? =  /?, +  /?, 
бўлади. Моддий нуқтага таъсир қилувчи актив кучларнинг
тенг таъсир этувчиси Ғ  бўлсин. Боғланишдаги нуқтанинг Де- 
карт координаталар системасига нисбатан ҳаракати, диффе- 
ренциал тенгламалари қуйидагича бўлади:

тх = Ғх +  Цлх +  /?,ж, 
т у  >= Ғ у +  /?|у -|- /?,у. 
т г  =  Ғ ж +  /?„ +  /?„.

( 3.38)
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/?, ва /?2 реакциялар мос равишда /, ьа / 2 сиртларга перпен- 
дикуляр бўлгани учун 59-параграфда курилгаии каби улар- 
нинг проекциялари

£г_ о и
/ ? 1 у  = /?, ди

Д/1 дх' д / , оу '
.

дг

61 - Г> д/2 Г )  ^2 д/ч
дх'

М 2 у  =
+2 ду'

#\ 1 .  “  —  ‘
д/2 дг ’

(13.39)

тенгликлар билан ифодаланади. Бунда

/(£)'+£)'+(£)■• «■- /  © ’+ ( ^ + ® ’
— ■=>, ҳамда —-  = Х2 белгилашлар киритиб, (13.38) ни қуйи- 
Д / 1  Д /а
дагича ёзамиз:

АМ.1С =  Ғ ,  >1 —-----Ь
ОХ ОХ

ту = Ғу +  X, р  +  Х2 р ,бу <?у |

с)г дг )

дҒ
(13.40)

Бу тенгламалар нуқтанинг силлиқ  эгри чизиқ буйлаб ҳара-  
катининг дифференциал тенгламаларидир. Берилган актив 
кучларга кўра топилиши лозим бўлган номаълумлар л ,  у, г, 
X, ва Х2 лардир. Бу бешта номаълумни топиш учун (13.40), 
тенгламалар қаторига иккита боғланишлар тенгламаларини қў- 
шиб олиб, 5 та тенглама биргаликда ечилади. X, вл Х2 кўпай- 
тувчилар аниқлангандан сўнг /, ҳамда /2 сиртлар реакцияла. 
рининг проекциялари /?1ж, /?1у, /?1г ва /?2д:, /?2у, Я2г (13.39) 
■муносабатлардан топилади.

Эгри чизиқли боғланиш силлиқ ҳамда қўзғалмас (стацио- 
нар) бўлса, нуқта ҳаракатини аниқлаш учун унинг табиий
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координаталар сиетемасидаги дифференциал теигламаларидан 
фойдаланиш қулай. Нуқтага таъсир қилувчи кучларнинг тенг
таъсир этувчиси Ғ булсин. Силлиқ чизиқнинг реакциясини /? 
десак, у пЬ текисликда ётади (13.7-расм). Бинобарин, нуқта 
ҳаракатининг дифференциал тенгламалари

т 5 =  Ғх, т х2 • у  = Ғп /?„, 0 =Ғ Ь +  Рь (13.41)

кўринишда ёзилади. (13.41) — моддий нуцтанинг саллиц эгри 
чизиқ буйлаб ҳаракатининг табиий координаталар систе• 
масидаги дифференциал тенгламаларидар. Бу системанинг 
ажойиблиги шундаки, унинг биринчи тенгламасига номаълум 
реакция кучи кирмайди, бинобарин, ундан нуқтанинг берилган 
траектория бўйлаб буладиган ҳаракатини бевосита аниқлаш
мумкин. Богланиш реакциясининг /?й ташкил этувчиси (13.41)
системанинг учинчи тенгламасидан аниқланади. /?я ташкил 
этувчини топиш учун (13.41) иккинчи тенгламасининг чап то- 
монига нуқта ҳаракати тенгламаси х=х(/ )  нинг ҳосиласини 
ва боғланишнинг р эгрилик радиусини қуямиз. Бу эгрилик ра- 
диуси боғланиш тенгламасидан дифференциал геометрия усул- 
лари билан аниқланади.

38-масала. Массаси т булган М нуқта (13.8-расм) верти- 
кал текисликда жойлашган г радиусли силлиқ айлана бўйлаб
Р оғирлик кучи таъсирида ҳаракатланади. М нуқта ҳаракати- 
нинг дифференциал тенгламалари Декарт ва табиий координа- 
талар системасида тузилсин.

Ечиш. Айлана марказини (О нуқтани) Декарт координаталар 
темасининг боши сифатида олиб, Ох ва Оу ўқларни айлана 
текислигида расмдагидек йўналгирамиз. Оғирлик кучининг 
проекциялари Дх =  0, = т§ эканлигини назарда тутиб, (13.40)
тенгламаларни тузамиз:

”  -1 "  , . д (  ....тх =  А - , ту — т§ +  X —. (1)
дх ду

Боғланишнинг тенгламаси
}(х, у) =л:? +  у2- г 2 = 0

бўлгани учун — = 2х, — = 2у ва (1) система 
дх ду

тх — 2'кх, т у — т£ ф- 2Ау
кўринишга келади. Бу тенгламалар боғланиш тенгламаси билан 
биргаликда ечилиб, х, у, X номаълумлар аниқланади. х  ва у 
нуқтанинг ҳаракат тенгламасини ифодаласа, X кўпайтувчи бог- 
ланишнинг реакциясини белгилайди, бинобарин:
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Энди нуқтанинг дифференциал тенгламасини табиий коор- 
динаталар системасига нисбатан аниқлаймиз. Табиий уқларнинг 
йуналишлари ҳам 13.8 расмда кўрсагилган. Уринма ўқнинг 
мусбат йуналиши ср марказий бурчакнинг ўсиш йўналишига
мос, бош нормаль эса айлана марказига қараб йўналган. Р 
оғирлик кучининг бу ўқлардаги проекциялари: р ^ ^ т р  соз <р, 
Рп =  —т§- з1п ср. Айлана силлиқ бўлгани учун унинг реакцияси
Р  бош нормаль бўйлаб йўналган. У ҳолда М нуқта ҳарака- 
тининг табиий координаталардаги дифференциал тенгламалари 

.қуйидагича бўлади:

/и$=/и£С05?, — 5’ =  — т§?,\п <р Р. (2)
р

Агар О' орқали М  нуқтанинг бошланғич пайтда траекто- 
рияда эгаллаган вазиятини белгиласак, у ҳолда (2) даги 5 ни 
0 'М  ёй координатаси деб қараш керак. Бунда 5 =/--<р эканлиги 
эътиборга олинса, (2) нинг биринчи тенгламаси

" 8=  — С05 (р 
г

кўринишга келтирилиши мумкин. Охирги тенгламани ечиб, <р 
бурчакни вақт I нинг функцияси сифатида аниқлаш мумкин. 
Бу эса М ҳалқа ҳаракагининг тенгламаси бўлади. (2) нинг 
иккинчи тенгламасидан р =  г, 5=  г • <р эканлигини назарда ту-
тиб Я реакцияни аниқловчи

Р =  т£ 81п <р +  тг • ср2

муносабат ҳосил қилинади.

62-§. Моддий нуқта учун Даламбер принципи

Эркин бўлмаган нуқта динамикасининг биринчи ва иккинчи 
масалаларини ҳал қилишда кўриб чиқилган усуллар билан бир 
қаторда кинетостатика усули ҳам муҳим ҳисобланади. Ай- 
ниқса, актив кучлар ва нуқтанинг ҳаракатланиш қонуни бери- 
либ, боғланишнинг реакциясини аниқлаш талаб қилинганда бу 
усул жуда қулай бўлади. (13.30) тенгламани қуйидаги кўри- 
нишда ёзамиз:

/=■+/? +  (—л т )  =  0. (13.42)

Ф =  — тчю (13.43)

белгилаш киритсак, (13.42)

Ғ +  /? +  Ф —=0 (13.44)
кўринишни олади. Миқдор жиҳатдан моддий нуқта массаси 
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билтн тезланишининг кўпайт насига- 
тенг, йуналиши эса шу тезланиш еек-
торига қарама-қарши йуналган Ф 
еектор инерция кучи дейилади.

(13.44) тенглама бир нуқтага қўйил- 
ган кучлар системасининг мувозанат 
шартини эслатади. Кучларнинг мувозанат 
шарти куринишида ифодаланган (13.44) 
муносабат аслида моддий нуқта ҳарака- 
тининг дифференциал тенгламасидир.
Бироқ унга қуйидагича маъно бериш 
мумкин: моддий нуқтага таъсир этувяи актив куя ва боғ- 
ланиш реакция куш  ҳар онда шу нуқта инерция куяи би- 
лан мувозанатлашади (13.9-расм). Моддий нуқта уяун 
Даламбер принципи ана шундан иборат.

Даламбер принципи ёрдамида ҳаракат масаласи мувозанат 
масаласига келтирилиб ҳал қилингани учун бу принцип билан 
динамиканинг асосий масалаларини ечиш усули кинетоста- 
тик усул дейилади.

(13.43) ни эътиборга олиб, (13.44) ни Декарт координата 
ўқларига проекцияласак, бу вектор кўринишдаги тенглама 
қуйидаги скаляр тенгламалар билан алмашади:

Ғх +  Нх — /пх =  0, 
Ғу + Яу — ту =  0, 
Ғг +  Дг — т г = 0.

(13 45)

Агар нуқта эгри чизиқли ҳаракатда бўлса, унинг тезланиши 
уринма ва нормал тезланишларнинг йиғиндисидан иборат:
К'=  №>. +  ■ш„. Шунинг учун моддий нуқта инерция кучини ҳам 
уринма ва нормал инерция кучларидан ташкил топади дейи- 
шимиз мумкин:

Ф = Ф т +  Фл, (13.46)

бунда Ф  ̂= — тчюх, Фп = — пт п бўлиб, уринма ва нормал 
тезланишлар миқдорини аниқлаш формулаларига кўра инер- 
ция кучининг ташкил этувчилари миқдорларини қуйидаги 
формулалар билан аниқлаймиз:

Ф . =  тчюх — тъ, Фп = ття =  — и'2. (13.47)
Р

(13.47) ифодада р билан нуқта ҳаракати траекториясининг эгри- 
лик радиуси белгиланган. (13.46) ва (13.47) ни эътиборга 
олиб, (13.44) ни табиий координата ўқларига проекциялаб, 
Даламбер принципининг табиий координаталар сисгемасига 
нисбатан ифодаланишини ҳосил қиламиз:
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(13 48)
Ғ х +  / ?  —  =  0 ,

-I- *?„ -  т *  =  0,
^  +  я»=о. Р

39- масала. Массаси т булган Д4 юк В чиғир ёрдамида го- 
ризонт билан а бурчак ташкил этувчи қия текислик буйлаб 
кутарилади (13.10-расм). Чиғир барабанининг радиуси г га
тенг бўлиб, у ср =  аҒ (( — секундда, ср — радианда улчанади,
а — ўзгармас) қонун бўйича айланади. Юк билан кия текислик 
орасидаги ишқаланиш коэффициентини /  деб олиб, юк боғ- 
ланган симдаги таранглик кучи аниқлансин.

Ечиш. М юкни моддий нуқта деб қараб, унинг қия текис-
лик бўйлаб ҳаракатини текширамиз. М нуқтага оғирлик кучи- 

—►
0  = т§, § унинг қия текислик билан ишқаланишидан ҳосил бўл-
ган Ғиш куч, қия текисликнинг нормал реакция кучи N таъ- 
сир этади. Юк боғланган ипни қирқиб чиғирнинг унга берган
таъсирини I реакция кучи билан алмаштирамиз. Симдаги та- 
ранглик кучи Т реакция кучига миқдор жиҳатдан тенг ва ун- 
га қарама-қарши йўналган. Бу кучлар қаторига М нуқта тез- 
ланишига қарама-қарши йўналган, миқдори Ф — тш бўлган 
инерция кучини қўшамиз. У ҳолда (13.41) ифода қуйидагича 
тузилади:

Т +  /Г+ (Т+ ғ иш +  Ф = 0.
Бу тенгликни х  ва у ўқларга проекциялаймиз:

Т — Ғаш — т§ 8Ш а — тиа = 0, (1)
со§а = 0. (2)

(2) тенгламадан: 14= т£со& а. Ғаш = /  • N = гг£/соз а бўлишини 
эътиборга олиб, (1) дан Т ни аниқлаш мумкин:

7 =  т§ (з1 л а -)- /  соз а) +  тъо.
( 3 )

Масаланинг тўла ечилиши 
учун (3) даги чю ни топиш ке- 
рак. Бунинг учун М нуқта 
гезланиши чиғир барабани гар- 
дишидаги Ь нуқтанинг уринма 
тезланишига тенг бўлишидан 
фойааланамиз:

чю = « +  =  6 • г = ч>г =аг.
Буни (3) га қўйиб, ипдаги та- 
ранглик кучинианиқлаймиз:
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Т = Ш£ 5̂!П а 4- / С 05а +  — ).
 ̂ ё )

40- масала. Оғирлиги Р 
бўлган чапғичи тепаликдан 
тушаётиб йУлнинг пастки А
нуқтасида т>, тезликка эриша- 
ди ва яна радиуси ОС = г бўл- 
ган айлана ёйи бўйлаб ҳара- 
катланади (13.11-расм). АО 
вертикал билан ОМ орасидаги бурчак <р бўлганда, чанғичи-
нинг тезлиги V = — 2§г (1 — созср) га тенг. Чанғичини
моддий нуқта деб қараб, ишқаланиш ва қаршилик кучларини 
ҳисобга олмай, чанғичининг АС участкада қорга берган босим 
кучи аниқлансин.

Ечиш. Чанғичи билан бирга қўзғалувчи тМп табиий коор- 
дината системасини утказамиз. Чанғичига ўзининг оғирлик
кучи Р, қорнинг нормал реакция кучи N  таъсир қилади. /V 
куч АС ёй М нуқтасининг радиуси бўйлаб О марказ томон
йуналади, М нуқтага унинг тп ва тезланишларига мос ра-

вишда қарама-қарши йўналган Ф„ =  — тт„, Фг =  — тга\ инерция 
кучларини қўйиб, Даламбер принципини ёзамиз:

Я +  ЛЧ-Фя +  Фт = 0. (1)
АС учасгкадаги ҳаракат секинланувчан бўлиди керак, шу-

нинг учун вектор г га тескари йўналтирилди.

(1) ни п бош нормаль бирлик вектори йўналашига проск- 
циялаймиз:

— Р С05 ср +  N — Ф„ = 0.
р

Бунда Ф„ =  т — =  — • — бўлишини назарда тутиб, /V ни аниқ- 
р 8 г

лаймиз:
.'V =  Р  С05 <р +  Ф„ =  Р  С08 а +  — • —.

8 г
(2 )

Масала шартида берилган V =  У V ' — (2§г 1 — соз <р) ни (2) 
га қуямиз:

А!= Р С05 5  +
иА — 2§г(1 — со5?)

Сўнги ифодадан кўриниб турибдики, нормал реакция куч 
? ~  0 да (соз0= 1) энг катта қийматга эришади:
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0 *о Ғ  М V *

I

14.1- расм.

Чангичининг қорга серган босим 
кучи миқдор жиҳатдан Л/ га тенг 
бўлиб, унга қарама-қарши йуна- 
лади.

XIV боб. МОДДИЙ НУҚТАНИНГ ТЕБРАНМА ҲАРАКАТИ

63-§. Моддий нуқтанинг эркин ;ебранма ҳаракати

Кундалик турмушимизда тебранма ҳаракат куп учраб ту- 
ради. Бу бобда қандай кучлар таъсирида тебранма ҳаракат 
рўй беришини, тебранма ҳаракат турларини ва уларнинг ҳа- 
ракат қонунларини аниқлаш устида шуғулланамиз.

Массаси т бўлган М моддий нуқта қайтарувч.и куч деб 
аталувчи ва Ғх = —сх қонуният буйича аниқланувчи куч таъ- 
сирида Ох ўқ бўйлаб тўғри чизиқли ҳаракат килали (14.1-расм), 
бунда с — ўзгармас коэффициент (қайтарувчи кучга пружина- 
нинг эластиклик кучи мисол була олади).

Бошланғич пайгда моддий нуқта Мп ҳолатда бўлиб, 
координатага ва ъ0 бошланғич тезликка эга дейлик. Яъни қу- 
йидаги бошланғич шартлар берилган:

I = 0, х = х0, ^ = ^ 0. (14.1)
Бу нуқта ҳаракат қонунини аниқлаймиз. Бунинг учун моддий 
нуқтанинг Ох уқ буйлаб тўғри чизиқли ҳаракати дифферен-
циал тенгламасини тузамиз: тх = —сх. Бунда

— (14.2)
т

белгилаш киритсак, диф|зеренциал тенглама қуйидаги кўри- 
нишда ёзилади:

х  +  к2х  =0. (14 3)
(14.3) ўзгармас коэффициентли, иккинчи тартибли бир жинс- 

ли дифференциал тенгламадан иборат. Уни характеристикалар 
усули билан ечамиз. (14.3) нинг ечимини

х  = Се" (14 4)
кўринишда излаймиз; бунда С ва I аниқланишн керак бўлган 
ифодалар. (14.4) ни (14.3) га қуйиб, Ғ -ф А2 = 0 характерисчик 
тенгламани ҳосил қиламиз. Бу характеристик тенглама ечим- 
лари 2=  ±к1 мавҳум сонлар бўлади. Бинобарин, (14.3) нинг 
умумий ечими

х  = С,еш + С зе-ш  (14.5)
бўлади. Эйлер формуласига кўра
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ек“ = соз к( )-(51 п к(, е *" = соз к( — I з т  к1
бўлгани учун (14.5) ни

х  = (С, +  С2) соз к1 (С, — С2) 151п к1
куринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламада

С,-}-С2=Л,  ( С , - С а) . / - 5  
белгилаш киритиб, қуйидаги куринишда ёзамиз:

х — Асо&к( \-В з\пк(. (14.6)
(14.6) тенглама (14 3) дифференииал тенгламанинг умумий 
ечимидир. (14.6) даги интеграл доимнйлари А ва В ни (14.1) 
бошланғич шарглардан фойааланиб аниқлаймиз. (14.6) дан 
вақт буйича биринчи таргибли ҳосила ҳисоблаймиз:

V = х  — —Ак 51 п к( -\- В к соз к(.
Бу ифодага ва (14.6) га (14.1) ни қўямиз:

х й= А соз 0 +  В 8Ш 0, тг0= — Ак з т  0 -(- Вк соз 0.

Бу системадан А = х а, В=  г-~ (14.7)

ҳосил булади (14.7) ни (14.6) га қўйиб, нуқтанинг кинематик 
ҳаракат конунини ҳосил қиламиз:

х  = хцсоз к( +  зпг к(. (14.8)

Косинус ва синус функцияларининг бирини иккинчиси орқали 
ифодалаш ва (14 8) ни соддароқ куринишга келтириш мумкин. 
Бунинг учун А ва 8  узгармаслар урнига а, а узгармаслар 
қабул қиламиз:

Л=аз1па, В = асо$о\ (14.9)
(14.9) ва (14.7) ни биргаликда ечсак,

а - У  < | 4 Л 0 >

ҳосил булади. (14.6) эса а, а ўзгармаслар орқали қуйидагича 
ифодаланади:

ёки
х  = а (соз к( з1па з!п к(-соз а)

л: =а  з1п (к( +  а). (14.11)
Шундай қилиб, қайтарувчи куч таъсиридаги моддий нуқтанинг 
ҳаракати (14.8) ёки (14.11) тенгламалар билан ифодаланади.
(14.11) даги а ва а (14.10) тенгламалардан топилади. (14.11) 
дан кўриниб турибдики, 5- § да тасвирланган ҳаракат моддий 
нуқганинг эркин тебранма ҳаракатидан иборат экан. Шунинг
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учун (14.3) ифода эркин тебранма ҳа- 
ракатнинг дифференциал тенгламаси,
(14.8) ёки (14 11) эркин тебранма ҳара- 
кат қонуни дейилади. Эркин тебранма 
ҳаракат графиги 1.18-расмда курсатилган 
эди. (14.10) тенгликлар бўйича аницла- 
нувчи а ва я мос равишда, эркин тебра- 
ниш амплитудаси ва эркин тебраниш- 
нинг бошланғт фазаси дейилади. Маъ- 
лумки,эркин тебраниш даври

7~='- = 2 г . \ /  — (14.12)
к V с

формула билан аниқланади. н
41 - масала. Бикирлиги с =98 —■ булган

,М

пружинага осилган, мувозанат ҳолатида турувчи /га,= 2 кг 
массали О юк қаторига массаси т2 = 0,8 кг булган Е юк ула- 
нади (14.2- расм). I) ва Е юклар системасининг тебранишлари 
ва тебраниш даври аниқлансин. Координата боши О ва £  юк- 
ларнинг статик мувозанат ҳолатида олиисин.

Ечиш. Пружинанинг О юк таъсиридаги статик деформа- 
циясини Ъ", Е юк таъсиридаги статик деформациясини 8" би- 
лан белгилаймиз. Пружина 8" -(- V* деформация олганда О ва 
Е юклар оғирликлари пружинанинг эластиклик кучи билан му- 
возакатлашади. Ана шу ҳолат статик мувозанат ҳолат  
денилади. О ва Е  юклар системасини битта М нуқта деб қа-
расак, унга юкларнинг оғирлик кучлари 0 0, 0 Е ва пружина-

нннг эластиклик кучи Ғ  таъсир этади. Ихтиёрий вақт учун 
пружина деформациясини 8 билан белгилаймиз. У ҳолда Гук 
қонунига кура Ғ = с-Ъ бўлади.

Координата бошини М нуқтанинг О статик мувозанат ҳо- 
латида олиб, Ох ўқни ҳаракат йуналиши буйича ўтказамиз. 
У ҳолда бошланғич шартлар қуйидагича булади:

( = 0, х  =  л0 =  — о", V = т)(1=  0. (1)
М нуқта тўғри чизиқли ҳаракатининг дифференциал тенгла- 
масини гузамиз:

{т0 -\-тЕ(х=  0п + 0Е — Ғ. (2)
Расмдзн: Ь = 8^4- о" -]- л; шунинг учун Ғ =с  (8^4 8̂ т 4- х). Бу- 
ни (2) га қуямнз:

{т0 тЕ)х = 0 0 + 0 Е— со0 — сЪЕ — сх. (3)

М нуқтзмннг статик мувозанат ҳолатида 0о +  0 Е — со0 —

и
14.2- расм.
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^-с6д = 0  бўлгани учун (3) тенглама қуйидаги куринишни 
олади:

(тв + тЕ\х--= — сх. (4)

£2= ---- -----  (5)
"»/)+ '«£

белгилаш киритамиз; у ҳолда (4) тенглама қуйидагича бўлади:
л: +  =0. (6)

Бу эркин тебранма ҳаракатнинг дифференциал тенгламасидир.
Шунинг учун (6) нинг ечими (14 8) билан аниқланади:

л: = л0соз М 4-^51П к1. (7)

Энди к, х0 ни ҳисоблаймиз 
/-----~с

(5) дан: к — \ /  -------- ---
V 'Пд +

98
2 + 0,8

5,92 с"

'Ор шартдан:
$ .С Т ; —— ёки х 0 — — «  —0,08 м.

г)о = 0 ни эътиборга олиб, топилган к ва х 0 қийматларини (7) 
га қўямиз:

— 0,08 соз 5,92( м. (8)
(8) ни (14.11) ечимдан фойдаланиб ҳам келтириб чиқариш 
мумкин. Бунинг учун аввал (14.10) тенгликлардан а ва а ни 
аниқлаймиз:

/  V*
а = = 1/ Л:0+  77- 0.08 м; а = агс^ — =  агс!§ оо,

V 0 » 0
, ЗяЗШ а = — 1. а =  —.

2

У ҳолда (14.11) қуйидагича бўлади:

п з т  (М + о.) ^  0,08 з т  (5,92? +  —) = — 0,08 соз 5,92/ м.

Энди тебраниш даврини (14.12) формула билан аниқлаймиз: 
Г =  1,06 с.

64- §. Муҳит қаршилик кучи таъсиридаги 
моддий нуқтанинг эркин тебранма ҳарака.и

Массаси т бўлган, Ок ўқ бўйлаб ҳаракатланувчи М мод- 
дий нуқтага Ғх = —сх қайтарувчи кучдан ташқари шу нуқга
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мо Ъ /  Ғ /V ?

14.3- расм.

тезлигига пропорционал ва теэ(- 
лик векторига карама-қарши 
йуналган муҳитнинг қаршилцк
кучи Я таъсир қилсин, яъни 

/? =  — р.г»

бунда V — нуқтанинг тезлиги, р, — муҳитнинг физик хусусият- 
ларига боғлиқ булган коэффициент. Бошланғич пайтда х =  х п, 
V =  т»0 деб олиб, М  нуқганинг ҳаракатини аниқлаймиз (14.3- 
расм). Моддий нуқта ҳаракатининг дифференциал тенгламаси- 
ни тузамиз:

тх =  — сх — \хх.

— =  к?, — =  2Ь белгилашлар киритиб, бу тенгламани
т  т

х  +  2Ьх +  к2х = 0  (14.13)
кўринишда ёзамиз. Бу тенглама бир жинсли, иккинчи тартиб- 
ли дифференциал тенгламадир. Унинг ечими ҳам х =Се" ку- 
ринишда изланади. Изланаётган ечимни (14.13) га қўйиб но- 
маълум коэффициент / га нисбатан

1* +  2Ь1 +  кг= 0
характеристик тенглама ҳосил қилинади. Унинг ечими

/,12= - 6 ± К ^ Т 2 (14.14)

бўлади. У ҳо лда (14.13) нинг умумий ечими
х = С ,е ц +  С<е" (1415)

бўлади. (14.14) ифодадаги Ь ва к нинг миқдорларига қараб 
(14.1 5) ечим турли қўринишда бўлиши мумкин. Бунда қуйи- 
даги уч ҳолни алоҳида-алоҳида қараб чиқамиз:

1) / » < £ —■ кичик қаршиликлар ҳоли дейилади;
2) Ь > к — катта қаршиликлар ҳоли;
3) Ь = к — тенг қаршиликлар ҳоли.
1. Ь <  к бўлсин. Қисқалнк учун |С к‘г — Ь2 = к̂  белгилаш ки- 

ритамиз. Бу ҳолда характеристик тенгламанинг /, ва /2 илдиз- 
лари мавҳум сонлар бўлади, чунончи /1<2 =  — Ь ±/4,. (14.15) 
га асосан умумий ечим

х =  +  С,е{- ‘ь- ,к')1 =  е~й {С, е1*'1 +  С.е~,к‘Ч

бўлади. Қавс ичидаги ифолани аввалги параграфдаги каби шакл 
ўзгартириб, қуйидаги кўринишлардан бирига келтириш мум- 
кин:
204
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д-= (? ь‘ (/4ксозА К1 +  В , $1п *,/) (14 16)
4ки —Ь1 • а ,  81 п ( £ , /  +  а , ) (Н.17)
цунда 4, ва В, ёки а, ва а, ўзгармаслар бошланғич шартлар- 
д$н аниқланади. Уларни аниқлаш учун (14.16) ёки (14.17) ифо- 
даларга ҳамда уларнинг вақт бўйича биринчи тартибли хоси- 
лаларига I = 0, х = гэ, V = г>0 ни қўямиз. Натижада қуйидагилар 
ҳосил бўлади.

Шундай қилиб, кичик қаршиликлар ҳолида қайтарувчи ва 
муҳитнинг қаршилик кучи таъсиридаги моддий нуқтанинг ҳа- 
ракати (14.16) ёки (14.17) тенглама билан ифодаланиб, бу 
тенгламалардаги интеграл ўзгармаслари (14.18) ёки (14.19)
формулалардан аниқланади.

(14.17) дан кўрамизки, моддий нуқтанинг текширилаётган 
ҳаракати даврий тебранма ҳаракатдан иборат экан. Лекин
(14.17) тенгламадаги е~Ь1 кўпайтувчи туфайли бу тебранма ҳа- 
ракат секин-аста сўнувчи бўлади. бундаги тебранишлар амп- 
литудаси вақт ўтиши билан қисқариб нолга интилиб боради. 
Сўнувчи тебранишларнинг графиги 14.4-расмда кўрсатилган. 
Сўнувчи тебранма ҳаракатда нуқта ўзининг аввалги ҳолатига 
бутунлай қайтмайди. Шунинг учун сўнувчи тебранишлар дав- 
рини шартли равишда киритиб, уни Тх билан белгилаб, қуйи- 
дагини топамиз:

(14.18)

ёки

2 п  2 я (14.20)*, V
ёки

бунда 
ги бў/ 
нишла
ИЧИД31
номиг; 
гини э
дастлаоки икки ҳад оилан 
чегараланамиз: 14.4- р а с м .
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Шундай қилиб, муҳитнинг қаршилиги таъсир этганда тебранип! 
даври қаршилик таъсир этмаган ҳолга қараганда катта бўл^р 
экан.

Тебранишлар амплитудасининг камайиш қонунини топа)й- 
лик. (, пайтда мувозанат ҳолатдан энг катта оғишни х, бил^н, 
х 2 орқали эса /, +  Г, вақтга мос келувчи оғишни белгила|й- 
л и к .  У ҳолда

лҳ = е ' й,'а, 
ва

х 2 -  е - ь1,' 4гТ'> • а, =  е ь1' • х г.
Умуман,

х п+\ = е-"7’ • х п
бўлади. Шундай қилиб, тебранишлар амплитудаси геометрик 
прогрессия қонуни билан камаяр экан Бу геометрик прогрес- 
сия махражи ц =е~ьТ' сўнши, декременти дейилади.

0 ^ \ \ п е ~ ЬТ'\ = ЬТл (14.21)
га логарифмик декремент дейилади.

2. к — катта царшиликлар ҳолига ўтамиз. Бу ҳолда 
характеристик тенгламанинг илдизлари /, =  —£+!/&* — кг ва 
/* = —Ь — \^Ьг— № ҳақиқий, Ь >  У Ьг — кг бўлгани учун /, 
ва /2 манфий сонлар. Бу ҳолда (14.13) тенгламанинг умумий 
ечими

х  =  е~ьЧС,еу “*-**' +  С2е~*ь' ~ **‘) (14.22)
бўлади. С, ва С2 ўзгармас сонлар бошланғич шартлардан то- 
пилади. Агар

х  =  - Ь  • е~Ь( (С.е^*1̂ * ( +  С2е-уГь7->1' 1) +
+  е -  (С, < + ^ '  _  С ^ 1̂ 1)

ифолани назарда тутиб, бошланғич шартлар: / = 0  да л = х0 
т> =  п0 дан фойдалансак, С, ва С2 ни аниқловчи қуйидаги ифо- 
дани ҳосил қиламиз:

п  __ о0 +  (Ь +  V  Ь-— Ь* п  ± хй (Ь — \ /  п*-к*\ь,  -= - , ь 2 -  •
2 \ТЬ*-к* 2 1 Ь'1-к'

(14.22) билан аниқланувчи ҳаракат даврий бўлмайди. /,, /2 
манфий бўлгани учун х вақтнинг ўтиши билан камайиб, нол- 
га ингилиб боради. Бошланғич шартларнинг қандай булишига 
қараб ҳаракат графиги 14.5-расм, а, б, в да тасвирланган би- 
ронга кўринишда булади.

3. Ь =  ь булган тенг қаршилаклар ҳолига ўтамиз. Бунаа 
характерисгик тенгламанинг илдизлари /, = 1% = —Ь ҳақиқий ва
206
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14.5- расм. 14.6- расм.

каррали бўлиб, (14.13) тенгламанинг умумий ечими куйидаги- 
ча ёзилади:

(С̂  +  С2/).
х = ~Ье~01 (С, +  С2() +  е-ь< ■ С2

булишини эътиборга олиб, бошланғич шартлардан фойдалан- 
сак,

С, = х0 ва С2 = Оу +  Ьх0
келиб чиқади. Демак, к = Ъ ҳолда (14.13) дифференциал тенг- 
ламанинг ечими

х =е-ь< [хй +  (г»0 +  Ьх0) 1\ (14.23)
тенглама билан ифодаланади.

(14.23) формуладан кўринадики, бу ҳолда нуқтанинг ҳара- 
кати даврий бўлмайди. Вақт I нинг ўсишига нисбатан е~а< 
нинг камайиши тезроқ, бинобарин, х  камаювчи функция бў- 
лади ва (14.23) сунувчи, даврий бўлмаган ҳаракатни ифода- 
лайди. Бу ҳол учун ҳам ҳаракат графиги, бошланғич шарт- 
ларнинг қандай олинишига қараб, 14.5- расм, а, б, в лардан 
бирига ўхшаш бўлади.

42-масала. Горизонтал текисликда Е  ўқ атрофида айлана 
оладиган вазнсиз ОЕ стерженга бириктирилган 1 кг массали
О юкка бикирлиги г, =  1200- бўлган пружина уланган (14.6-

м
расм). Пружинанинг иккинчи £ ^чига АВ брус, АВ брусга
эса бикирликлари с2 =  с3 = 300 — бўлган ўзаро параллел пру-

м
жиналар бириктирилган; £ нуқта бу пружиналар ўқларидан 
бир хил а масофада жойлашган ОЕ стерженнинг расмда кур-
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сатилган мувозанат ҳолатида О юкка унг томонга йўналгац

Н = \2ъ бўлган қаршилик кучи таъсир эгади. Демпфернинг Ш. 
штоки вазнсиз АВ брусдаги тешик орқали ўтказилиб, Ғ  юкка 
бирикгирилган. О юкни тўғри чизиқ бўйлаб ҳаракатланувчи 
моадий нуқта деб фараз қилиб ва координата бошини юкнинг 
мувозанат ҳолатида олиб, юкнинг ҳаракати аниқлансин. Юк- 
нинг горизонтал текислик бўйлаб сирпанишидаги ишқаланиш 
ҳисобга олинмасин.

Ечиш. 0  юк ҳаракатининг дифференциал тенгламасини ту- 
зишдан аввал бикирликлари си с2, с3 булган учта пружинани 
бикирлиги с бўлган битта пружина билан алмаштирамиз. Бу- 
нинг учун биринчи навбатда ўзаро параллел 2 ва 3 пружина- 
ларни бикирлиги сп  бўлган битта пружинага келтирамиз. Агар 
АВ брусни ўнг томонга бирор 823 масофага силжитсак, икка- 
ла пружина бир хил 82 =  83:=823 катталикка чўзилади. Бунда
пружиналарда Ғг ва Ғг эластиклик кучлари ҳосил бўлади. 
Иккита параллел пружинани алмаштирувчи битта пружина-
нинг Ғ23 эластиклик кучи Ғг ва Ғ3 кучларницг йиғиндисига 
тенг бўлиши керак:

келиб чиқади. Бинобарин, параллел пружиналарга эквива- 
лент бўлган пруж ит бакирлиги ҳар цайси пружина би- 
кирлигининг йиғиндисига тенг экан.

Энди кетма-кег уланган, бикирликлари с23 ва сг бўлган 
пружиналарни битта пружина билан алмаштирамиз.

£> юкни ўнг томонга қараб бирор 8 масофага силжитсак, 
пружиналарнинг умумий чўзилиши шу 8 га тенг бўлади:

Бунда ҳар қайси пружинанинг Ғ  эластиклик кучи таъсирида- 
ги деформациялари

Ғ» _  2̂

 ̂=®23 +  &!•

Ғ 6 ғ
9

с I

га тенг. Бу ифодаларни аввалги тенгликка қўйсак,
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7

с

1
—  +  —
С2,  С[

ёки С|_1 С?3-
С1 +  с 23

ҳоср бўлади. Шундай қилиб, берилган учта пружинага экви- 
вал4нг бигта пружина бикирлиги қуйидагига тенг бўлади:

) с ^  (<г- " е ' =  400
С^гСз + Сх м

Ноордината бошини П  юкнинг О  мувозанат ҳолатида олиб, 
унинг ҳаракаги бўйича Ох уҳни йуналтирамиз. У  ҳолда бош- 
ланғич шартлар қуйидагича ифодаланади:

| * = 0, х  = л 0= 0, ъ = ъ0. (1)
О юк ҳаракатига берилган пружиналарга эквивалент пру-

жинанинг Ғ эластиклик кучи, муҳитнинг /? қаршилик кучи 
таъсир этади (юкнинг оғирлик кучи, горизонтал текисликнинг 
нормал реакцияси ва ОЕ вазнсиз стерженнинг реакция кучи 
Ох га перпендикуляр бўлгани учун расмда кўрсатилмаган). О 
моддий нуҳтанинг Ох ўқ буйлаб ҳаракати дифференциал тенг- 
ламасини тузамиз:

т х=  —Ғ — Н. (2 >

Бунда О нуқта координатасини х  десак, эквивалент пружина 
деформацияси ҳам х  булади. Шунинг учун Ғ = сх\ шунинг-
дек, £? = 12г/»= 12л:. Натижада (2) тенглама қуйидаги кўриниш- 
ни олади:

тх = —сх—12х.

—  = к \  -  = 2 Ь (3)
т  т

белгилашлар киритамиз. У ҳолда 0 юк ҳаракатининг диффе- 
ренциал тенгламаси қуйидагича ёзилади:

х +  2Ьх +  Е1х  = 0. (4)

(4) дифференциал тенглама ечимини ёзиш учун (3) дан фой- 
даланиб к, Ь коэффициентларни аниқлаймиз:

к = У Ш  = 20с~\ Ь = 6с-1. (5)

Шундай қилиб, Ь < к\ бу кичик қаршиликлар ҳолида (4) диф- 
ференциал тенгламанинг ечими (14.16) ёки (14.17) куринишда 
бўлиб, ундаги интеграл ўзгармаслари (14.18) ёки (14.19) фор- 
мулалар билан аниқланади. (14.16) ва (14 18) ни биргаликда 
ёзамиз:

х  = е~Ь1 (х0 со5 Vк* — Ь‘ 7 51п Ук* — Ь* 7). (6)
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(6) га (1) ва (5) ни қўйиб, юкнинг ҳаракат қонунини ҳосил 
қиламиз: 1

х  ~ е-й' . 19.08/ = 0.026,?-6' з!п 19,08/ м; (
19.06 '

демак, О юк сўнувчи тебранма ҳаракатда бўлади.

65-§. Қаршилик курсагмайдиган муҳитда моддий 
нуқтанинг мажбурий тебранма ҳаракати

Моддий нуқтанинг Ғх = —сх қайтарувчи куч ҳамда в зқтга
боғлиқ равишда ўзгарувчи ва уйғотувш куч деб ата^увчи
(д куч таъсирида Ох ўқ бўйлаб туғри чизиқли ҳаракагини 
текширамиз (14.7- расм). Умуман олганда уйғотувчи куч вақт- 
нинг ихтиёрий функцияси бўлиши мумкин, Биз уйғотувчи куч 
вақтнинг даврий функцияси булган ҳолни кўриб чиқамиз. Уй- 
ғотувчи кучнинг Ох уқдаги проекцияси Нз\п (р( р) бўлсин. 
Бунда Н ва р, мос равишда, уйғотувчи кучнинг амплитудаси 
ва частотаси, р эса бошланғич фазасидир, Моддий нуқта ҳа- 
ракатининг дифференциал тенгламасини тузамиз:

тх =  —сх +  Н з1п (р( +  Р).

&г =с1т, й = Н1т белгилашларга кўра бу тенглама қуйида- 
гича ёзилади:

к +  №х = к5т (р1 + Р). (14.24)
(14.24) иккинчи тартибли бир жинсли бўлмаган чизиқли диф- 
ференциал тенгламадир. Унинг умумий ечими бир жинсли

х --к * х  = 0 (14.25)
тенгламанинг умумий ечими лҳ ва (14.24) нинг хусусий ечи- 
ми йиғиндисига тенг булади. (14.25) тенгламанинг умумий 
,е ч и м и 66- § га асосан

х, =- С, соз к( +  С2 з т  к1 ёки х х = а з т  (к( -{- а)
куринишда булади. (14.24) нинг хусусий ечиминп к +  р ҳол 
учун

л2 = А 51п (р( +  р) (14.26)

кўринишда нзлаймиз. А — аниқланиши лозим булган ўзгармас 
сон. Агар (14,26) хусусий ечим булса, у (14.24) ни қаноатлан-

тириши керак. Бу шартдан фойдала-
о ғ н

ниб, 

Демак,

А = ■ булишини курамиз.

14,7- расм.
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IIX. к2—р‘ 81П ( р 1  +  Р), (14.27)

эк^н. Шундай цилиб (14.24) тенгламанинг умумий ечими қу- 
йи^агича бўлади:

х  — а 31П (к( +  а) 4---- —  51П (р( +  Р), к ф р  (14 28)к2—р'*
(14.28) дан кўрамизки, моддий нуқтанинг қайтарувчи ва гар- 
моник уйғотувчи куч таъсиридаги ҳаракати хусусий ҳамда 
уйғотувчи куч таъсиридан буладиган гармоник тебранма ҳа- 
ракатларнинг йиғиндисидан иборат экан. (14.28) формула тар- 
кибига кирувчи, (14.27) тенглама билан ифодаланувчи ҳам- 
да уйғотувчи куч частотаси билан буладиган гармоник ҳара- 
кат моддий. нуцтанинг мажбурий тебранма ҳаракати дейи- 
лади. Бу ҳаракат бошланғич шартларга боғлиқ эмас. (14 27)
тенгламадаги —,г— мажбурий тебраниш амплитудаси, р эса
мажбурий тебранишнинг доиравий такрорлиги дейилади.

(14.24) дифференциал тенгламага мажбурий тебранишлар- 
нинг дифференциал тенгламаси дейилади.

(14.28) тенгламани

х  = С, соз к( +  С, 51п к1 4-----— 51п (р1 +  В) (14 29)к-—р'г
куринишда ёзиб олиб, С,, С2 ўзгармасларни аниқлаймиз. Бу- 
нинг учун 1 = 0  да х = х 0, х  = р 0 бўлиш шартилан фойдала- 
намиз. У ҳолда

С, = х0 --------- 51П р ва С2 = —--------
к ‘- р ‘ к к > -р *  к

— СОЗ

келиб чиқади. Тогшлган С, ва С2 ни (14.29) га қўйсак, нуқта 
ҳаракатининг тенгламаси

х  = х 0 соз к1 +  — 51п Н -------— (з1п р со5 к( +  — соз 8 з т  к(\ +к к2—рг \ к ' )

+  ——  з1п (р( +  р) (14.30)к‘—р‘

куринишга келади. Шундай қилиб, нуқтанинг ҳаракати учта 
ҳаракатнинг йиғиндисидан ибораг булади:

1. Тенгламаси

X *  =  х 0 СОЗ к (  +  — 5Ш к (  к
булган хусусий тебранишлар. Улар уйғотувчи кучга боғлиқ- 
сиз хусусий такрорлик билан кечаверади.

2. Уйғотувчи куч таъсирида вужудга келган, лекин ху- 
сусий такрорлак билан буладиган тебранишлар. Бу тебра- 
нишларнинг текгламаси қуйидаги куринишга эга:

211www.ziyouz.com kutubxonasi



X ” '  = — зш * соз к( -г — соз 3 31П к().
К ‘ - 1 3 \ к  I

Бу тебранишлар бошланғич шартлар 1=0 д,ах=0, д :=0бўл- 
ганда ҳам вужудга келади, яъни бу тебранишларнинг ампли- 
тудаси бошланғич шартларга боғлиқ эмас.

3. Уйғотувчи куч таъсирида вужудга келган ва такрорлиги 
шу куч такрорлигига тенг бўлган мажбурий тебранишлар. 
Бу тебранишларнинг тенгламаси куйидагича:

Х.,=Х***= —-— ЗШ+^ + Р)- 
к*— р 1

(14.30) кўринишдаги тенглама бошланғич шарпар х = 0, х = 0 
дан иборат ва уйғотувчи кучнинг такрорлиги хусусий тебра-
нишлар такрорлигига яқин ^  1| бўлганда нуқта ҳаракати- 
нинг характерини аниқлаш имконини беради Бу ҳолда (14.30) 

х ^  —!!—  [зт (р( +  Р) -  81П (к( +  р)]

х = 2 —-— з'ш — - ( • соз (р( +  Р) (14.31)
А * - р ‘ 2

кўринишга келади. (14.31) билан ифодаланувчи ҳаракат амп- 
литудаси

„  л . р —к ,

к'*—р* 2

ҳонун билан ўзгарувчи, частотаси р бўлган тебранишларни 
ифодалайди. Унга „тепиш“ ҳодисаси дейилади.

р = к ҳолни, яъни мажбурий тебраниш билан эркин тебра- 
ниш такрорликлари бир хил бўлган ҳолни текширайлик. Бунга 
резонанс ҳолн  дейилади. Резонанс ҳолида (14.24) дифферен- 
циал тенглама хусусий ечимини (11.27) куринишда олиб бўл- 
майди, чунки ифода махражи нолга тенг булиб, аниқмаслик 
келиб чиқади Шукинг учун (14,24) нинг хусусий ечимини

х2 = В( соз (к( +  р) (14.32)

кўринишда излаймиз. Уни (14 24) га қўйиб В = — - ни ҳосил
қиламиз. Шундай қилиб, резонанс ҳолида моддий нуқтанинг 
мажбурий тебранишлари

х 2 = — - ( соз (А/ +  Р) (14.33)

тенглама билан ифодаланади. (14 33) дан резонанс ҳолида 
мажбурий тебраниш амплнтудаси вақт ўтиши билан ( қонун-
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га муво{)иқ ортиб бориши кўриниб турибди. (14 34) тенглама 
билан ифодаланувчи ҳаракат графиги 14.8- расмда тасвирлан- 
ган.

Резонанс ҳолида (14.24) дифференииал тенгламанинг уму- 
мий ечими

х  =  С, С05 к1 +  С2 31П к( — ^  I соз (к( +  Р) (14.34)

кўринишда бўлади. / = 0 д а  х = х0, V = у(1 бошланғич шарт- 
лардан фойдаланиб Си С2 ўзгармасларни аниқлаймиз. (14.34) 
да / = 0, а =  .г„ десак, ундан С, =  л0 ҳосил бўлэди.

(14.34) дан вақт бўйича ҳосила ҳисоблаймиз:

х = — Схк з1П к1 +  С2к соз к( —• ^  соз {И +  Р) +

+  тр  ̂8*п {М +  §)•

Бу ифодага / =  0, х= ю 0 ни қўйсак,

келиб чиқади. Натижада (14.34) тенглама қуйидаги кўриниш- 
ни олади:

ос =  х0 соз к( +  (о0 +  ^ ) з ш  6/ — < соз (£/ +  Р). (14.35)

(14.35) ифода резонанс ҳолида моддий нуқтанинг ҳара- 
катини аниқлайди.

43-масала. Массаси т бўлган М  юк горизонт билак а = 
= 30° бурчак ташкил этувчи силлиқ текисликда пружина во- 

ситасида ушлаб туриладч. Пружинанинг статик деформация- 
си Вст = 2 слт га тенг бўлганда юк /И0 мувозанат ҳолатида ту- 
ради. Бирор пайтда (/ = 0) пружинанинг иккинчи В учи Е = 
=  0,01 зIп 10/ м қонунга 
кўра ҳаракатга келса,
М нуктанинг ҳаракат 
қонуни қандай бўлиши 
аннқлансин. О саноқ 
бошини юкнинг статик 
мувозанат ҳолатида, 0 
Ох, координата ўқи эса 
юкнинг ҳаракати бў- 
йича олинсин (14.9- 
расм).

Ечиш. М юкни мод- 
дий нуқта деб қарай- 
миз. Унга ўзининг
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оғирлик кучи 0  = тц, қия 
текисликнинг нормал реак-
цияси N ва пружинанинг
эластиклик кучи Ғ таъсир 
этади. М нуқтанинг Ох ўқ 
бўйлаб ҳаракати дифферен- 
циал тенгламасини тузамиз:

тх = О з 1п а — Ғ. (1)
Кўрилаётган ҳолда пружина 
деформацияси о= Ьст +  х —£ 
бўлгани учун Ғ =  с-& =  
=  с(Кт +  х  — 5) тенғлик би- 
лан аниқланади. У ҳолда 
(1) тенглама

т « = т§ 31п « — с(Ьгт +  х  — 0,01 §1п 10/) (2)
кўринишни олади.

М юкнинг статик мувозанат ҳолатида
/ й ^ з т а - с -  6 ^ = 0  (3)

бўлишини ҳисобга олсак, (2) тенглама қуйидагича ёзилади:

тх = — сх +  0,0+ ■ 81п 10/.
Пружина бикирлиги с (3) тенгликдан аниқланиши мумкин:

_  т §  з 1 п  а

(4)

(5)

(5) ни (4) га қўйиб, ҳосил бўлган ифодани т га бўлиб,
^ х =  М ^ 1 Д + . 81п10/ (6)

тенгламанн ҳосил қиламиз. (6) га қуйидаги белгилашларни 
киритамиз:

... ғ  $1п 1 , 0,0 +  51п 1 1Г1 ,Ь1 = =----- , к = -------- , р = 10 с-1

Унда қуйидаги тенглама ҳосил бўлади:

(7)

х  +  кгх = к 81п р/. (8)
(8) дифференциал тенглама (14.24) дифференциал тенглама- 
нинг р = 0  булгандаги кўринишидир. Нуқтанинг ҳаракатини 
аниқлаш учун бошланғич шартларни билиш керак. Бошланғич 
пайтда юк ўзининг статик мувозанат ҳолатида бўлгани учун 
бошланғич шартлар
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г

/ =  0, Х 0 = 0, г>0= 0 (9)
дан иборат. (8) дифференциал тенглама ечими (14.30) кўри- 
нишда булади; унга (9) бошланғич шартларни ва р = 0  қий- 
матни қўйсак, қуйидаги келиб чиқади:

Д = ------ -— . — ЗШ&Н--------- 31П/?/. (10)
/г2— /; к 2 — р-

(7) ифодалар ва масала шаргини эътиборга олиб,

* ^  15,65 с- ' .  —— р_
к 0,011 м, ^  0,017 мк‘—р2

ни ҳосил қиламиз. Бу топилганларни (10) га қуйиб, нуқтанинг 
ҳаракат қонунини ҳосил қиламиз:

х  «  (—0,011 з т  15,65/ +  0,107 з т  10/) м.
Шундай қилиб М юк доиравий часюгаси 15,65 с"1 бўлган 

хусусий тебранишлар билан доиравий частотаси 10 с-1 булган 
мажбурий тебранишлардан ташкил топган қонунга кура ҳа- 
ракатланар экан.

44-масала. Бикирлиги с=631,655 — булган АВ пружинага
м

т = 1 кг массали М магнит стержени осилган (14.10-расм). 
Магнитнинг пастки учи / = 20зт8и/ ампер узгарувчи юк 
оқувчи ғалтакдан утади. 1=0 пайтдан бошла4 стерженни со- 
леноидга тортувчи ток ута бошлайди; шу пайтга қадар маг- 
нит стержени пружинада қузғалмай осилиб турган. Магнгт 
билан ғалтак орасидаги узаро таъсир кучи (3=0,011« Н тенг- 
лик билан аниқланади. Магнитнинг мажбурий тебранишлари 
аниқлансин.

Ечиш. М магнит стерженини моддий нуқта деб қараб,
унинг- ҳаракатини текширамиз. Бу нуқтага оғирлик кучи (/ =
= т§, магнит билан ғалтак орасидаги узаро таъсир куч 
= 0,01 ти = 0,2т З1'п 8^/ Н  ва пружинанинг
эластиклик кучи г таъсир этади. Саноқ 
бошини стерженнинг статик мувозанат 
ҳолатида-олиб, ҳаракат йўналиши буйича 
Ох ўқни утказамиз ва нуқтанинг шу ўққа 
нисбатан ҳаракати дифференциал тенгла- 
масини тузамиз:

тх = О — Ғ +  <3. (1)
Пружина деформацияси 8 = х +8ст тенглик 
билан аниқлангани учун Ғ = с • (х  +  Ъст) 
булади.

Шундай қилиб (1) тенглама

и Р = 
А

/

•!]

И*  
*
$

тх — т% — с(д +  +  0 ,2и 51п 8г:/ (2) 14.10- расм.
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кўринишни олади. Стерженнинг 
мувозанат ҳолатида т§ — 0
булганини ҳисобга олиб, (2) 
генгламани ёзамиз:

14.11 расм. т х - \ - С Х = 0 , 2и з т  (3 )

к- = —, А = Г—, р=%ъ белгилашлар киритсак, (3) тенглама 
т  т

қуйидагича ёзилади:

х  + кгх = к 51‘п рЬ. (4)
Бу мажбурий тебранма ҳаракат дифференциал тенгламасидир. 
Мажбурий тебраниш қонунини ёзишдан аввал р ва к ни ҳи- 
соблаймиз:

р =  8 ^ 2 5 , 1 3  с 1, к = ] / £  «25,13 с -1,

яъни к=р  — резонанс ҳоли келиб чиқди.
Резонанс ҳолида (4) дифференциал тенгламанинг хусусий 

ечими — нуқтанинг мажбурий тебранишлари (14 33) га кўра 
қуйидагича бўлади:

х  = -----I соз к(,
2 к

Бунда ҳисоблаш ишларини бажарсак, нуқтанинг қуйидаги 
мажбурий тебранма ҳаракати тенгламаси келиб чиқади: х = 
=  — 0,01 Зг1 соз 25,13  ̂ м.

66-§. Қаршилик кУрсатувчи муҳитда модлий куқтанинг 
мажбурий тебранма ҳаракати

Моддий нуқта Ғ қайтарувчи куч, миқдори нуқтанинг тез- 
лигига пропорционал, йўналиши эса нуқта ҳаракатига қарама-
қарши булган муҳитнинг Қ қаршилик кучи ва уйғогувчи Р 
куч таъсирида тўғри чизиқли траектория бўйлаб ҳаракат қил-
син (14-11 - расм). Траектория буйлаб Ох уқни йуналтирамиз. —»
Ғ, ва кучларнинг бу ўқдаги проекцияси мос равишда
Ғх = —сх, /?, =  - а х  ва (?л= //з1п {рЬ -+ р) бўлсин. У ҳолда 
моддий нуқта ҳаракатининг дифференциал тенгламаси

л: +  2Ьх +- к** = к зш (р( -+ (3) (14.36)
с /Vбулади, бу ерда — = 2 Ь, — = к‘, — =к  белгилашлар кири- 

т  т  т
тилган. (14.36) ҳам, (14.24) каби иккинчи тартибли, бир жинс- 
ли бўлмаган чизиқли дифференциал тенгламадир. Унинг уму- 
мий ечими иккита ечимнинг йиғиндисидан иборат:
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Л =  X, +  х 2, (14.37)

бунда х, бидан х 4-2Ьх-\ к‘х  = 0 тенгламанинг умумий ечи- 
ми белгиланган. Маълумки, бу ешм қуйидагича ифодаланади:

к >  Ь да х, = е~ь‘ ■ а , 81П (|/л-' — Ь'1 { +  аД 
к < Ь  да х, = С,е(- ь + » ьГГГ̂ < +  Сге~(» + 

к = Ь да л, = (С, +  С2+
(14.37) даги х2 — (14.36) тенгламанинг хусусий ечимини

х2 = А з!п (р{ +  р — 7) ‘ (14,38)
кўринишда излаймиз. А ва у — аниқланиши лозим бўлган ўз- 
гармас сонлар. (14.38) ни (14.36) га қўйиб,
А\(!г‘ —р*) соз т +  2 ^ з ш  т| з т  (р( +  Р) +  А [— (кч — /72) з т  7 +  

+  2Ьр С08 7] СОЗ (/0/ +  Р) = Л 81п (р( +  Р) 
муносзбатга ьришамиз. Бу тенглик ўринли бўлиши учун 

./41(*г* — /72) соз 7 +  2Ьр 31П 7] =  Ь,
А [ — (к1 — р2) 51П 7 +  2Ьрсо$ 7] =  0 

бўлиши керак. (14 39) дан А ва 7 аниқланади:

А = Л . 2*/>. — ва 7 = ------—ў(Ь2-р*ў+АЬ*р* к*-р*

(14.39)

(14.40)

Шундай қилиб, (14.36) нинг хусусий ечими

Ло = 51П ( р{ +  в — агс!д - 2-  ) (14.41)
\ к3— />2 /^(*2-/>2)2+4Д2р2 1 ‘ ■■° & -р \

бўлар экан. У ҳолда (14.36) нинг умумий ечими &> Ь ҳол  
учун:

л = \е~Ь1 а4 31П (У иг— Ь' Ь +  а , ) |  + з т  ,
I / {к-~р\*+ *Ь3р* \(р< +

+ Р— '2 ~ >
к <  Ь ҳол учун:

х =  [С,е(~ь + < +  С2е- (ь + ‘ ] +

Н----- . . ___
V ( к * - р 2р +  4о2р

ва к= Ь ҳол учун

х  =  [е~ь‘ (С̂  +  Са/)]4

(14.42)

Г, 81п (V +  Р -  агс!§ |  (14.43)

З1п [р1 +  р —

— агс(£ - ̂ кр - )

тенгламалар билан ифодаланади.

✓  (*з—р‘Р+ 4Ь3рг 
2Ьр (14.44)
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(14 42) тенгламадаги а, ва а, шунингдек, (14.43) ва (14.44) 
тенгдамалардаги С,, С, ўзгармас сонлар, яъни интеграл дои- 
мийлари ҳар бир ҳол учун бошланғич шартлардан фойдала- 
ниб алоҳида-алоҳида топилади.

Энди (14.42) — (14.44) тенгламаларни текширишга утайлик. 
Бу учала тенгламага хос умумий хусуслят шундан иборатки, 
уларнинг ўнг томонларидаги ўрта қавсдаги купҳадлар вақт- 
нинг камаювчи функциясидир. Бу қўшилувчилар к у Ь  ҳолда 
частотаси хусусий тебраниш частотасига тенг булган сунувчи 
эркин тебранма ҳаракатни, к Ь ва к = Ь ҳолларда эса апе- 
риодик (даврий бўлмаган) сўнувчи ҳаракатни ифодалайди. 
(14.42) — (14.44) тенгламалар билан ифодаланувчи ҳаракатлар 
вақт утиши билан асосан ўнг томондаги иккинчи қушйлувчи- 
лар — (14.41) тенглама билан белгиланади. Улар эса частотаси 
уйғотувчи куч частотаси билан буладиган мажбурий тебранма 
ҳаракатларни ифодалайди. Бинобарин, (14.41) тенглама ба- 
лан анақланувчи тебранма ҳаракат—мажбурий тебранма 
ҳаракат, (14.36) эса мажбуриа тебранма ҳаракат диффе- 
ренциал тенглгмаси дейилади.

Мажбурий тебранишлар амплитудаси А =  —=  -- - ■ ==■
Г Г V {к* -  р ‘)г+АЬ*рг

ҳамда уйғотувчи куч фазаси билан мажбурий тебранишлар 
фазасининг айирмасини ифодаловчи у = агс(д ~~Лр, қийматлар
бошланғич шартларга боғлиқ эмас. Мажбурий тебранишлар 
амплитудасини

А = ___________Н!к‘

/ Ғ ш т 7
а I» / Ь \а /

+ 4( т )  * (
куринишда ёзиб оламиз ва қуйидаги белгилашлар киритамиз: 
■̂  = -  = А0, £  =  к, Бунда А0 — уйғотувчи куч (2
нинг максимал қиймати И таъсирида нуқтанинг координаталар 
бошидан статик оғишини ифодалайди, д — муҳитнинг қарши- 
лигини ифодаловчи коэффициент. Бу белгилашларда ампли- 
туда

А = Д , ___
/ (1  - Хгр  + 4?+2

(14.45)

кўринишда ифодаланади. А амплитуданинг ц коэффициент ва 
мажбурий тебраниш частотасининг хусусий тебранишлар час- 
тотасига нисбатини ифодаловчи сонларга боғлиқ ҳолда ўз- 
гаришини текширамиз. Агар ^+=0 бўлса, X нинг қандай бўли- 
шидан қатъи назар А чекли қийматга эга булади. Фақат ў = 0 
ҳамда Х=1 бараварига ўринли бўлганида А чексиз қийматга 
эришади.

ў нинг нолдан фарқли бирор ўзгармас қийматида А нинг 
максимал, лекин чекли циймагини таьминлайдиган к ни топа-
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1

14.12- расм.

миз. Маълумки, (14.45) ифоданинг ўнг томонидаги махраж 
минимумга эга бўлганда, Л максимумга эришади. Бу махраж- 
ни минимумга эриштирадиган а ни дифференциал ҳисоб усули 
билан аниқлаймиз. Бунинг учун

г = ( 1  - А 2)2 +  4<7Х2 (14.46)
белгилаш киритиб, (14.46) дан X бўйича биринчи тартибли ҳо- 
сила оламиз ва бу ҳосилани нолга тенглаймиз:

аЛ  = 4 [ (р _ 1 ) . х  +  2 ?  а ] =  0

Бу тенгламани X га нисбатан ечиб X, = 0 ва Х2 = / 1  — 2цг ил* 
дизларни ҳосил қиламиз. Биринчи илдиз масаланинг қуйили* 
шига кура маънога эга эмас. Чунки берилишига кўра уйғо- 
тувчи кучнинг такрорлиги рф О  ҳамаа хусусий такрорлик 
к-ф оо. Демак, Х2 =  0 ҳол текширишдан мустасно. Энди ик- 
кинчи илдиз Х2 =  | / 1 —2<?2 (14.46) минимумга айлантириш учун 

>  0 ёки 1 — 2д2 >  0 ёки <7 <  ]А),5 бўлиши керак. Де-

мак, 0 < 7 < ] / " 0,5 бўлган тақдирдагина Л максимумга эриши- 
ши мумкин. Шундай қилиб 0 < 7 < ] /"0,5 ва X = /  I — 2^2 бул- 
ганда мажбурий тебраниш амплитудаси максимумга эришади. 
14.12-расмда мажбурий тебранишлар амплитудасининг X га 
нисбатан узгариш графиги <7 = 0, <7 =  0,15, <7 = 0,20, <7 = 0,20, 
7=0,25 ҳоллар учун келтирилган. Расмдан курамизки.Л нинг 
7 = 0,15, 7= 0,20, 7=0,25 ҳоллар учун аниқланган максимал қий- 
матлари унинг Х= I бўлгандаги қийматларидан чапга томон сил- 
жиган. 7 нолга интилгани сари бу фарқ камайиб боради ва аксин- 
ча, 7 нинг қиймати /  0,5 га яқинлашгани сари бу фарқ ошиб бора- 
ди. Муҳитнинг қаршилигини белгиловчи 7 коэффициенгни ҳамда

(— )
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14.13- расм.

хусусий тебранишлар 
частотаси билан уйго- 
тувчи куч частогаси 
нисбатини тегишлича 
олиб, уйғотувчи куч 
амплитудаси кичик 
булган тақдирда ҳам, 
мажбурий тебраниш- 
лар амплитудасини жу- 
да ошириб юбориш 
мумкин. Ва аксинча, 
ушбу коэффициентлар- 
ни шунлай танлаш 
мумкиики, уйғотувчи
к\Ч1гинг ямнлитудаси 

катта бўлса ҳам, мажбурий тебранишлар амплитудаси кичик 
бўлади.

Мажбурий тебранишлар фазасини техширамиз. Бу тебра-
нишларнинг частогаси р ва даври т = —, мос равишда, уйғо-

р
тувчи кучнинг частотаси ва даврига тенг булиб, муҳитнинг 
қаршилиги уларга таъсир қилмайди. Фазглар ашрмаси 7 ни 
куриб чиқамиз. Бу бурчак (14.40) нинг иккинчи формуласи 
билан аниқланади. Уни

'е  т =
2*Х

1 -Х а (14.47)

қўринишда ёзамиз. Бундаги X умуман олганда 0 дан +о° га- 
ча қийматлар қабул қилиши мумкин. Агар пружинанинг элас- 
тиклик коэффициенти с жуда катта булса, к* =с1т дан кура- 
мизки, к ҳам катта, бинобарин л нолга яқин, пружина эса аб- 
солют узгармас системага яқин булади. (14.47) га асосан бу 
ҳолда фазалар айирмаси 7 нолга айланади. Пружинанинг элас- 
тиклик коэффициеати 0 га яқин булганида эса X жуда ҳам 
катта қийматга эришади ва 1£Т,( 14.47) га асосан 0 га чап то- 
мондан яқинлашади, демак 7 бурчак я га айланади. Шундай 
қилиб, X коэффициенг 0 дан +оо гача узгарганда, 7 бурчак 
0 дан т. гача узгаради. X = 1 ҳолида (резонансга яқин соҳа)
7 = — бўлади. 14.13-расмда 7 бурчакнинг X га нисбатан ўзга-

риши графиги 0 = 0, 0=0,15,  0 = 0,20, 0 = 0,25 ҳоллар учун 
келтирилган.

45-масала. Бикирлиги с бўлган пружинага т массали юк 
осилган. _Юкка Ог вертикал буйича йўналган ва С)г = Н х
X з1п  ̂ тенглик билан ифодаланувчи уйғотувчи куч ҳамда

муҳитнинг қаршилик кучи А?= — №  таъсир этади. Мажбурий 
тебранишлар амплитудаси аниқлансин.
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Ечиш. Юкиинг Ог ўқ бўйича ҳаракат дис{ ференциал теж- 
ламасини тузамиз. Юкнинг статик мувозанат ҳолатида унинг 
оғирлик кучи пружинанинг статик деформациясидаги элапик- 
лик кучи билан мувозанатлашишини эътиборга олсак, диффе- 
ренциал тенглама қуйидагича булади:

тг = —сг — [л® +  Н <яп }/ (1)

* * = —, Л = - ,  р =т 2т ‘ т г V ; (2)

белгилашлар киригсак, (1) тенглама

г ~  2Ьг ф- кг=  к зш р( (3)
кўринишни олади, яъни мажбурий тебранма ҳаракатнинг диф- 
ференциал тенгламаси ҳосил бўлади.

У ҳолда, мажбурий тебраниш амплитудаси (14.40) форму- 
ла билан аниқланади:

А = - _ 4 _ - .  (4)V (к2—р‘12 +
(2) ифодаларни (4) га қўйиб, масала ечимини ҳосил қиламиз:

XV б о б  МОДДИЙ НУҚТАНИНГ НИСБИЙ ҲАРАКАТИ

67-§. Моддий нуқга нисбий ҳаракагининг дифференциал 
тенгламалари. Галилейнинг нисбийлик принципи

Шу пайтгача биз ҳаракатни инерциал саноқ системаларига 
. нисбатан ўрганиб келдик. Маълумки, моддий нуқтага ҳеч қан- 
дай куч таъсир қилмаса, у бундай системаларда туғри чизиқ- 
ли текис ҳаракат қилади ёки тинч ҳолатини сақлайди. Шарт- 
ли равишда қўзғалмас деб олинган саноқ системалари ҳам 
инерциал ҳисобланади (қузғалмас ва бир-бирига нисбатан тўг- 
ри чизиқли текис ҳаракат қилувчи системаларнинг эквивалент- 
лиги ҳақида сўз ушбу параграфнинг охирида боради). Мод- 
дии нуқта динамикасининг асосий дифференциал тенгламаси

тхю = Ғ

ана шундай системаларда ўринли. Демак, бу тенгламадаги ио 
тезланиш абсолют тезланиш булади.

Энди моддий нуқта шартли равишда қўзғалмас деб олин- 
ған системага нисбатан ҳаракатланувчи системадаги ҳаракати- 
нинг дифференциал тенгламаларини тузишни кўрамиз. Фараз 
қилайлик, система шаргли равишда қузғалмас бўлсиц

221www.ziyouz.com kutubxonasi



(15.1-расм). Охуг эса Олх ,у лгл системага нисбатан ихтиёрий 
ҳаракат қйлувчи система булсин. т ^ассали М моддий нуқта,
тенг таъсир этувчиси Ғ бўлган кучлар таъсирида Охуг систе-
мага нисбатан ҳаракат қилсин. Ғ куч ташкил этувчилари ора- 
сида боғланиш реакция кучлари ҳам булиши мумкин. Маъ- 
лумки, нуқтанинг Охуг системага нисбатан ҳаракати нисбий
ҳаракат бўлади. Ғ  куч Охуг системанинг қузғалувчи ёки қўз- 
ғалмас булишига боглиқ эмас. Моддий нуқтанинг Олх лулгл 
системага нисбатан ҳаракати абсолют ҳаракат булиб, бу ҳара- 
кат Ньютоннинг иккинчи қонуни:

тииа = Ғ  (15.1)

асосида бўлади. (15.1) да ииа вектор М нуқтанинг абсолют 
тезланишидир. Кориолис теоремасини қўллаб, (15.1) ни қуйи- 
дагича ёзамиз:

т (тюг +  и>е -I- тк) = Ғ.
Тенгламанинг чап томонида нисбий ҳаракатни белгиловчи кў- 
пайтмани қолдириб, уни қуйидагича ифодалаймиз:

ттГ = Ғ  -Ь (— тше) +  (— ттк). (15.2)

Ф̂, = —тте, Фк = — ттк белгилашлар киритамиз, — ку-
чирма инерция кучи, Ф* эса Кориолис инерция кучи дейила- 
ди. Бу белгилашларни назарда тугиб, (15.2) ни қуйидагича 
ёзамиз:

ттг =  Ғ  +  Фе } Ф„. (15.3)
(15.3) тенглама моддий нуцтанит ноинерциал системага 

нисбатан ҳаракат цонунининг вектор куринишдаги дина- 
мик тенгламаси ёки нисбий ҳаракатнинг асосий тенглама-

си дейилади. Шундай қилиб, 
моддий нуқта нисбий ҳарака- 
тининг асосий тенгламаси ҳам 
Ньютон тевгламаси каби ту- 
зилар экан; бунда нуқтага 
таъсир қилувчи кучлар қато- 
рида кўчирма ва Кориолис 
инерция кучларини ҳам бирга- 
ликда олиш керак бўлади. 
Лекин Ньютон тенгламаси 
билан нисбий ҳаракат тенг- 
ламасининг ўхшашлиги фор- 
мал характерга эга. Қўзғалув-
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«и системада турган кузатувчи учун кўчирма ва Кориолис 
цнерция кучлари одатдаги кучлар сифатида қабул қилинади.
у  бу кучларни ҳам улчаши мумкин. Бу кучлар Ғ куч билан 
бир қаторда нуқтанинг нисбий ҳаракатини белгилайди. Лекин 
бу кузатувчи инерция кучларининг манбаини курсатиб бера 
олмайди. Бинобарин, кучирма ва Кориолис инерция кучлари 
учун Ньютоннинг 3-аксиомасини қуллаб булмайди. Равшанки, 
қузғалмас система билан боғланган иккинчи бир кузатувчи 
учун ҳеч қандай кучирма ва Кориолис инерция кучлари мав- 
жуд эмас. Бу кучлар туфайли содир булаётган ва биринчи 
кузатувчи томонидан кузатилаёгган механик процессларни ик- 
кинчи кузатувчи механика инерция қонунининг натижаси си- 
фатида тушунтиради. Масалан, вагонни тусатдан юриши на- 
тижасида пассажирнинг „қалқиб“ кетишини вагондаги куза- 
тувчи кучирма ёки Кориолис инерция кучи туфайли деб ту- 
шунтирса, Ердаги кузатувчи эса пассажирнинг бундай қал- 
қишини материя узининг тинчлик ҳолатини ёки туғри чизиқ- 
ли текис ҳаракатини сақлашга интилиши орқали, яъни меха- 
никанинг иперция қонуни орқали тушунтиради.

М вуқтанинг қузғалувчи системага нисбатан координатала- 
рини х , у, з десак, (15.3) тенгламани, Охуг система уқларига 
гроекциялаб, нисбий ҳаракатнинг қуйидаги скаляр дифферен- 
циал тентламаларини ҳосил қиламиз:

тх = Ғх + Фех +  Ф„х, 
Ш V = Ғу -р Ф„у +  Ф*}|,

т г  =  Р  г +

(15 4)

Баъзи хусусий ҳолларни кўриб чиқамиз:
1. Қузғалувш система туғри яизиқли текис ҳаракат 

цилсин (■в^сопз! ва <«, 0). У ҳолда те = 0 ва = 2ше х
>;г1л=0 бўлганидан, Фе = 0 ва Фя = 0  келиб чиқади. Нуқта 
нисбий ҳаракатининг асосий тенгламаси

ттюГ — Ғ
кўринишга келади. Бундан қуйидаги муҳим хулоса чиқади: 
нуқтанияг ҳаракати цузғалмас ёка туғри ш зиқли текис 
ҳаракат қилувчи системаларда куринииги бир хил булган 
дифференциал тенгламалар билан ифодаланади, Бинобарин, 
бошланғич шартлар бир хил булганда бу тенгламаларнинг 
ечимлари ҳам бир хил бўлади. Бошқача қилиб айгганда, нуқ- 
танинг муайян ҳаракати қўзғалмас системага нисбатан қандай 
тенглама билан ифодаланса, унинг тўғри чизиқли текис ҳара- 
кат қилувчи системага нисбатан ҳаракати ҳам ана шундай 
тенглама билан ифода этилади. Ёки цузғллмас , система би- 
лан унга нисбатан гпуғри ш зицли текис ҳаракат цилувчи
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ҳар цанбаа система узаро эквивалент бўлади. Шунинг учун 
қузғалмас ва бир-бирига нисбатан тўғри чизиқли текис ҳара- 
кат қилувчи барча системалар бир хил исм билан—инерциал 
системалар деб юритилади.

Шундай қилиб моддий нуқтанинг тўғри чизиқли текис ҳа- 
ракат қилувчи системага нисбаган маълум бошланғич шарт- 
лар билан бўладиган ҳаракатини унинг қўзғалмас системага 
нисбатан ушбу бошланғич шартлар билан буладиган ҳарака- 
тидан фарқ қилиб бўлмайди. Бу хулосалар классик механа- 
канинг нисбийлик принципи ёки Галилейнинг нисбийлик 
принципи моҳиятини ташкил этали: берк системада туриб 
системанинг тўгри чизиқли текис ҳаракатини ҳар қандай 
механик эксперимент билан ҳам аниқлаб бўлмайди.

2. Нуқта қузғалувчи системага нисбатан тинч ҳолатда бўл-
син. Бу ҳолда: тҳ. = 0, демак, тиг = 0ҳамда Ф* = 2т »е X т'г = 0. 
Натижада (15.3) тенглама

(15.5)
кўринишга келади. (15.5) — моддий нуқтанинг нисбий муво- 
занати тенгламаси дейилади. Ундан кўрамизки, нуқта но- 
инерциал системага нисбатан тинч ҳолатда туриши учун унга 
таъсир қилаётган куч билан кўчирма инерция кучининг гео- 
метрик йиғиндиси нолга тенг бўлиши керак. Маълумки, нуқ- 
та инерциал системага нисбатан тинч ҳолатда туриши учуц 
унга таъсир қилувчи кучларнинг геомегрик йиғиндиси нолга 
тенг бўлиши етарли эди.

68-§. Нуқтанинг Ер сиртидаги мувозанатига ва 
ҳаракатига Ер айланишикинг таъсири

Ер билан боғланган координаталар системасини олайлик. 
Ер Қуёш билан боғланган координаталар системасига нисба- 
тан Қуёш атрофида ва ўз уқи атрофида айланиши туфайли 
Ер билан боғланган система ноинерциал бўлади. Бу ноинер- 
циаллик асосан Ернинг ўз ўқи атрофида айланиши билан бел- 
гиланади. Чунончи, Ернинг Қуёш атрофида айланиш даври 
бир йилга тенг ва амалда кўриладиган механик проаесслар бу 
даврга нисбатан жуда қисқа вақт оралиғида утади. Бу вақг 
ичида Ер ўзининг Қуёш агрофидаги траекторияси — эллипс- 
нинг бирор кичик қисми бўйлаб ўзгармас тезлик билан ҳара- 
кат қилади. Бу қисмини тўғри чизиқ сифатида олиб, Ернинг 
Қуёш атрофида айланиши туфайли ҳосил бўладиган ноинер- 
циалликни ҳисобга олмаслик мумкин. Ернинг ўз уқи атрофи- 
да айланиш даври тахминан 24 соат бўлиб, унинг бурчак тез- 
лиги 0,0003729 с-1 бўлади. Агар Ер билан боғланган система 
инерциал деб қабул қилинса, бунда асосан Ернинг ўз ўқи ат- 
рофида айланишидан вужудга келадиган кўчирма ва Кориолис 
инерция кучлари ҳисобга олинмаган бўлади. Ер уз уқи атрофи-
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даги айланишнинг Ер сиртидаги 
нуқта мувозанатига ва ушбу 
сирг буйлаб ҳаракатига таъси- 
рини текширамиз.

Массаси т га тенг бирор М  
моддий нуқта Ер сиртида тинч 
турган бўлсин. Сиртни силлиц 
деб фараз қиламиз. Нуқта нис- 
бий тинчлик ҳолатининг тенгла- 
маси (15 5) га асосан

ғ, + н ■Фе = 0 (15.6)

бўлади. Бунда Ғ г 
тиш кучи, у Ер

— Ернинг тор- 
марказига то-

мон йўналган; /? — Ер сиртининг реакцияси, Ф, — кўчирма 
инерция кучи. Ер ўз ўқи атрофида ўзгармас бурчак тезлик- 
билан айлангани учун М  нуқтанинг тезланиши фақат нормалг 
тезланишдан ибораг ва у айланиш ўқига перпендикуляр йў-
налади. Фе вектор эса бу нормал тезланиш векторига қарама- 
қарши йўналган (15.2-расм).

Ғг +  Ф, (15.7)
белгилаш киритамиз. У ҳолда (15.6) +-)-/?=: 0 каби ёзилади.
Р векторга моддиа нуқттинг оғирлак куяи дейилади. Бу 
кучнинг йўналиши Ернинг шу куч ўлчанаёгган жойидаги вер- 
тикалнинг йўналишини белгилайди. Вертикалга тик қилиб ут- 
казилган текисликка эса.горизонтал текислик дейилади. 15.2- 
расмда ф орқали геоцентрик кенглик, <р орқали эса географик 
кенглик белгиланган. Оғирлик кучи бу куч қаерда улчанает- 
ганига боглиқ. Қутбда у Ернинг тортиш кучига тенг бўлади, 
Бутун олам тортишиш қонунига асосан:

г, М - т
■ г - Т — .

Бунда т — гравитацион доимий, М  — Ернинг массаси, г — Ер
мрадиуси. ^ 0= Т— Деб белгилаймиз. £0 =  9,82 м/с2 гравитаци-гг

он тезланиш дейилади. Шундай қилиб тортиш кучи Ғт=*

= т  о-
Маълумки, Ернинг бирор географик кенгликка мос келувчи 

жойида оғирлик кучи масса билан ушбу жойдаги эркин ту-
шиш тезланишининг кўпайтмасига тенг: Р = тр. Буни назар-
да тутиб (15.7) ифодани Р вектор йўналишига проекциялай- 
миз: '
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т§ = Ғт соз 0 — Ф, соз <р

т§ = Ғгсоз 0 — Фесоз (ф +  0).
0 бурчак эътиборга олмаса бўладиган даражада кичик бўлга- 
ни учун бу тенгликни

кўринишда ёзиш мумкин. Бунда р — теографик параллелнинг 
эгрилик радиуси. Бу ифодадан Ер сиртидаги эркин тушиш 
тезланишини геоцентрик кенгликнинг функцияси сифатида 
ифодалаш мумкин бўлади:

(15.8.) дан ўзининг энг кичик қийматига экваторда (ф = 
=  0) эга бўлишини кўриш мумкин. Бу қиймат ^ эк = 9,78 м/с2 

'бўлади. Тошкент параллели учун (ф =  41°20') £"Тошк =9,801
:М/С2.

Моддий нуқтанинг Ер сирти бўйлаб қиладиган ҳаракатига 
Ер айланишининг таъсирини ўрганамиз. Агар моддий нуқта
Ғ, (1= 1, 2, . . ., п) кучлар таъсирида бўлса, нисбий ҳаракат- 
нинг асосий тенгламаси (15 3) ифода

кўринишда ёзилади. Ернинг бурчак тезлиги кичик бўлгани 
учун кучирма инерция кучининг қиймати тШр ни эътиборга 
олмаслик мумкин.

Бунинг устига, одатда, бу куч оғирлик кучини киритиш 
■билан ҳисобга олинади. Бундай ҳолда у ҳаракат тенгламала- 
рида ошкор равишда қатнашмайди. Шу тарзда нуқтанинг ҳа-

тё  =  т (§0 — «^рсозф)

ч Мо )
(15.8)

К  Нуқта Шимолий ярим шар-
да меридиан бўйлаб Шимолдан 

) Жанубга томон ҳаракат қилсин
Ш (15.3-расм). Унинг нисбий тез-
I лик вектори меридианга уринма
I булади. Маълумки, Кориолис

тезланиш вектори

ракатига Ер айланишининг таъ- 
сири асосан Кориолис инерция 
кучи билан белгиланади, деган 
хулосага келамиз.

да, = ‘2со4. X +  (15.9)
,У муносабатдан аниқланади. Бу ер-

15 3- расм да <»е — Ернинг бурчак тезлик
220
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вектори. тк вектор параллелга уринма равишда моддий нуқта 
ҳаракати йуналишига нисбаган чапга, Кориолис инерция кучи
Ф* эса ўнгга йўналган. (15.9) вектор купайтмада кўпайтувчи 
векторлардан бирининг йўналиши қарама-ҳаршига ўзгарса, ку- 
пайтмани ифодаловчи векторнинг йўналиши ҳам карама-цар- 
шига узгаради. Шунинг учун ҳам нукта Шимолий ярим шар- 
да меридиан буйлаб Жанубдан Шимолга ҳаракат қилса, Ко- 
риолис инерция кучи Ғарбга—нуқта ҳаракати йуналишига нис- 
батан ўнгга йуналади. Бундан кўрамизки, Кориолис инерция 
кучи Шимолий ярим шарда меридиан буйича ҳаракатланувчи 
жисмни унинг тезлиги йўналишига нисбатан ўнг томонга 
оғдиришга ҳаракат қилади; умуман, нисбий тезлик вектори- 
нинг Ер айланиш уқига перпендикуляр текисликдаги проек- 
цияси нолдан фарқли бўлганда, жисм Шимолий ярим шарда 
ҳар қандай йўналишда ҳаракатланганда ҳам Кориолис ииерция 
кучи жисмга шундай таъсир қилишини курсатиш мумкин. Эк- 
ваторга нисбатан Шимолроқда жойлашган дарёлар ўнг қирғоқ- 
ларининг чап қирғоқларига нисбатан кўпроқ емирилиши Ер- 
нинг ўз ўқи атрофида айланишидан ҳосил бўлган Кориолис 
инерция кучининг таъсиридандир.

Худди юқоридагидек мулоҳазалар юритиб, Жанубий ярим 
шарда Ер сирти бўйлаб ҳаракат қилувчи нуқтага таъсир қи- 
лувчи Кориолис инерция кучи нуқта ҳаракати йўналишига 
нисбатан чап томонга йуналган бўлишини кўрсатиш мумкин.

69 §. Оғирлик кучи таъсирида эркин тушувчи 
( жисмнинг Шарққа оғиши

Ер айланишининг Ер билан боғланган координаталар систе- 
масидаги ҳаракагга таъсирини аниқлашда мисол тариқасида 
унча баланд бўлмаган масофадан оғирлик кучи таъсирида эр- 
кин тушувчи жасмнинг Ер айланиши йўналиши бўйича Шарқ 
томонга оғиб тушишини кўрсатиш мумкин. М жисм Ер ради- 
усидан анча кичик бўлган 
ОМ = Н  масофадан тушсйн. Бу 
ҳолда оғирлик кучини ўзгар- 
мас деб олиш мумкин. Ер бй- 
лан боғланган координаталар 
системасини 15.4- расмдагидек 
қилиб оламиз. Бунда коорди- 
наталар боши булган О нуқта 
жисм билан бир вертикалда 
ётади; Ох ҳамда Оу ўқлар 
мос равишда О нуқтадан утув- 
чи меридиан ва параллелга 
уринма бўйлаб йўналган. Ог 
уқаслида Ер марказидан утув- 
чи радиал чизиқ бўйлаб йўна-
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. л а д и .  Лекин Ог уқнинг нуқта турган жойдаги вертикалдан 
оғиши эътиборсиз даражада кичик бўлгани учун Ог ўқни 
вертикал бўйлаб йўналган деб фараз қиламиз. Тушаётган 
жисм нисбий ҳаракатининг асосий тенгламасини ёзамиз-

пш г = Р Фж. (15.10)

Бунда кўчирма инерция кучи оғирлик кучи Р ни киритиш би-
—>  --- —у- **■ —>•

лан ҳисобга олинган. Р — т% ва ‘1\ = — 2т(<ле X + )  эканли- 
гини эътиборга олиб, (15.10) ни Охуг система ўқларига про- 
екциялаймиз:

тх =  — 2т((ьеуг — юегу), 
ту = — 2т(шегх - шеҳг), (15.11)

тг =  — т§ — 2т{меху—шеук),
£ •

Расмдан о>вг =(ййсозф, о>»у = 0, = “V • зтп ф. Бунда ф — жой-
нинг геоцентрик кенглиги. Юқорида қабул қилинган шартлар- 
ша асосан уни жойнинг географик кенглигига тенг деб ҳисоб- 
лаймиз. Шундай қилиб (15.11) қуйидаги кўринишда ёзилади:

X = 2и>еу 31 п ў, 
у — — 2 и е{х  81П ф +  2  СОЗ ф), 

г=  — # +  2ч>еу соз ф.

(15.12)

Жисм ҳаракати давомида унинг нисбий тезлик вектори го- 
ризонтга перпендикулярлигича қолади деб фараз қилиб, (15.12)
тенгламаларни бирмунча соддалаштирамиз. У ҳолда х  = 0, 
у = 0, г = —т>Г= —§( (аниғини олганда, жисм эркин тушиши 
давомида бир оз Жанубгэ, кўпроқ Шарққа оғади ва х=/=0, 
у ф 0) ва (15.12) қуйидагича ёзилади:

х =  0, у =  2о'е §( соз ф, г =  —§. (15.13)
(15.13) ни интеграллаб,

х  = Сх( +  С4,

У =  -7®,^*со8ф 4 С , / + С в,
и  |

г  = — — £,/‘| +  С,/ -(- С6 |

тенгламалар ҳосил қилинади. (15.14) тенгламалардаги 
... ,С6 интеграл доимийлари

•  •  •

.1 =  0 ,  х .о  =  0 ,  У.о =  Дц =  =  0 ,  Уо =  0 ,  г 0

(15.14)

С], С2)...

0
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бошланғич шартларни қўллаб аниқланади: С, = С2 = С3 =  С4 = 
= С5 = 0 ва С6= Н. Шундай қилиб, жисм ҳаракатининг тенг- 

ламалари
л =0, у = -1ч,^Ссо5’}». г = Н — ^-§В (15.15)3 2

кўринишни олади. (15.15) дан кўринадики, жисмнинг ҳаракати 
текисликда бўлади. Хусусан (15.15) тенгламаларнинг иккинчи- 
сидан эркин тушаётган жисм ҳар вақт Шарққа оғишини кўра- 
миз. Бу оғиш фақат = тс/2 ҳолида, яъни жисм Қутбда эркин 
тушгандагина бўлмайди. Экваторда эса (ф = 0) жисмнинг вер- 
тикалдан огиши максимал булади.

Ҳар бир геоцентрик кенгликда маълум баландликдан эркин 
тушувчи жисмнинг Ерга тушгандаги оғиш масофасини ҳисоб- 
лаб топиш мумкин. Бунинг учун (15.15) тенгламаларнинг учин- 
чисида г = 0 деб, тушиш вақти /, топилади:

Топилган 2", ни (15.15) тенгламаларнинг иккинчисига қўйиб 
оғиш масофаси I аниқланади:

/ 1 ,з . 2 „  , / 2 НI =  = -  ®е§и ■ созў =  -  Ние 1 /  — соз ф.
3 3 у §

Масалан,Тошкентда (<ў = 41°20') Л =  100м баландликдан эркин 
тушувчи жисм Шарққа томон I = 16 мм га оғади.

Агар жисм вергикал йўналишда юқорига отилса, нисбий 
тезлик векторининг йуналиши горизонтал текисликка тик ра- 
вишда юқорига йўналган бўлади, қолган барча шартлар эса уз 
ўрнида қолади. Кориолис инерция кучининг йўналиши қара- 
ма-қаршига узгариши туфайли жисм бу ҳолда Шарққа эмас. 
Ғарбга оғади.

46-масала. Массаси т = 2 кг бўлған А жисм В призманин! 
горизонт билан а = 30° бурчак ташкил этувчи ён ёғи бўйлаб 
призмага нисбатан =  2 м/с тезлик билан пастга сирпана бош- 
лайди. Шу пайтда призма силлиқ горизонтал текислик бўйлаб 
чап томонга узгармас ® = 3 м/с2 тезланиш билан ҳаракатла- 
нади (15.5- расм). А жисм билан призма ён ёғи орасидаги иш- 
қаланиш коэффициенти /= 0 ,1 
деб олиб, жисмнинг призмага 
нисбатан ҳаракати ва призма 
ён ёғига курсатадиган босими 
аниқланснн.

Ечиш. Қўзғалувчи коорди- 
ната бошини моддий нуқта 
деб қаралувчи жисмнинг бош- 
ланғич ҳолатидан олиб, Ох 
ўқни призманингён ёғи бўйлаб 
пастга томон йўналтирамиз. А
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жисмнинг призмага нисбатан ҳаракаги нисбий ҳаракатдан, приз-
ма билан бирликда т тезланиш билан илгарилама ҳаракати эса 
кўчирма ҳаракатдан иборат. А жисмга унинг оғирлик кучи
О — т£, ишқаланиш кучи Ғ, призма ён ёғининг нормал реак-
ция кучи N таъсир этади. А нуқта нисбий ҳаракатининг диф- 
ференциал тенгламаларини тузиш учун бу кучлар қаторига ку-
чирма ҳаракат инерция кучи Ф =  — тчю билан Кориолис инер-
ция кучи ФА ни қўшиб олиш керак. Кучирма ҳаракат илгари- 
лама ҳаракат бўлгани учун Кориолис тезланиши нолга тенг, 
бинобарии, Кориолис инерция кучи ҳам нолга тенг.

Жисм ва призма бир текисликда ҳаракатлангани учун
(15.4) кўринишидаги нисбий ҳаракат дифференциал тенглама- 
лари қуйидагича бўлади:

тх = 0  31п а — Ғ +  тчю с»з а, (1)

ту =  — Осоз а +  ;У-|- ГПЯ) 31П а. (2)

Нисбий ҳаракат Ох ўқ бўйлаб содир бўлгани учун у = 0, шун- 
га кўра (2) дан

Д' =  т{§ С05 а — чю з!п а) (3)
ҳосил булади. Ишқаланиш кучи нормал реакция кучига про- 
порционал булгани учун, у қуйидагича аниқланади:

Ғ  =  /  • А  =  [т{ §  СОЗ а —  10 31П а ).

Буни (1) га қўйиб,

д: =  £(81П а — 7 СОЗ а )  +  ®(С05 а ф- /  31П а) (4)
тенгламани ҳосил қиламиз. Масала шартида берилганларни 
инобатга олсак, (3) ва (4) дан қуйидагилар келиб чиқади:

;У= 13,98 Н, х ~  6,80 м/с2. (5)
Жисмнинг призма ён ёгига курсатган босими миқдор жи-

ҳатдан N  нормал реакция кучига тенг, йўналиши эса унга қа- 
рама-қарши бўлади.

(5) нинг иккинчи тенгламасини
I =  0 да х  = 0, V = тҳ, (6)

бошланғич шартларга кура икки марга интеграллаймиз:

х  =  6,8''^ +  С,, | {7)
X = 3,4(2 +  С,( + С2. I

(6) ни (7) га қўйсак, С, = т»„. С2= 0 келиб чиқади. Шундай 
қидиб А жисмнинг призмага нисбатан нисбий ҳаракати
230
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0

15 6'  расм.

л: = 3,4*2 +  2/ = 2/(1,11 +  1) м 

тенглама билан ифодаланади.
47-масала. А В С О  тўғри тўртбурчак шаклидаги жисм ён 

томонларининг ўрталаридан ўтувчи 0 Х0 2 горизонтал уқ атро-
фида соат стрелкаси айланишига тескари йуналишда <р = — /
(<р — радианда, ^-секундда улчанади) қонунга кўра ҳаракатла- 
нади (15.6- расм). АС диагонал буйлаб ўрнатилган ингичка 
силлиқ найча ичидаги т = 1 кг массали М шарчага уни қўз- 
ғалмас О нуқтага торгувчи ҳамда шарча билан О нуқта ора- 
сидаги масофага тўғри пропорционал Ғ  =  сх куч таъсир қила-
ди, бунда с=  — +  Н/м. Ҳаракат бошланиши олдида ЛВСО

жисм горизонтал ҳолда, М шарча эса О нуқтада бўлиб, унга 
ОС бўйича йўналган т»(1 = 1 м/с нисбий тезлик берилади. АС 
найча айланиш ўқи билан 30° бурчак ташкил этади. Шарчани 
моддий нуқта деб қараб, унинг найча бўйлаб нисбий ҳаракати 
ҳамда / = 1 с пайтда шарчанинг найча деворига кўрсатадиган 
босим кучи аниқлансин.

Ечиш. Жисм билан бирга қузғалувчи Охуг координата сис- 
темасининг Ох уқини найча бўйича, Оу ўқини унга перпен- 
дикуляр қилиб АВСО текислигида Ог ўқни эса АВСй  текис- 
ликка перпендикуляр равишда ўтказамиз.

М нуқтанинг Ох уқ бўйлаб ҳаракати нисбий ҳаракат бў- 
лади.

- ►
М шарчага унинг оғирлик кучи С = т§ билан Ғк = — сх  

куч таъсир этади. Найча девори орқали шарчага қуйилган 
боғланиш реакция кучини у ва г  ўқлар бўйича ташкил этув-
чилари Ғ( орқали ифодалаймиз (Вх = 0).

Шарчанинг найча деворига кўрсатадиган босим кучининг 
ташкил этувчилари миқдор жиҳатдан Г(г, В{ га тенг, йўнали- 
ши зса бу кучларга қарама-қарши бўлади.

Шарчага таъсир эгувчи кучлар қаторига Ф* = — шк/, кў-
231

www.ziyouz.com kutubxonasi



чирма инерция кучи билан Ф — тиик. Кориолис 
кучини қўшиб оламиз. Бунда

шг ш — с-1
2 сМ

=  0

инерция

бўлганидан, чюе =  по" =  (в';лзт30°, шунингдек, ■2Е>к=2иуг>,.51п30о=  
=  келиб чиқади.

иое =  те>" Еекюри М нуқтадан айланиш ўқи томон, а>л эса 
Ог ўққа параллел йуналади. У ҳолда:

'1> =  Ф " = т — х  Н, (Г> =  т — х  I I.

(15.4) кўринишдаги дифференциал тенгламаларни тузамиз:

тх =  — Ғ  ф- Фе соз 60° — ОзГп ср- соз 60°,
ту =  — 0  з т  ср 31П 60° -р 4>, соз 30°,

тг = /?г — О соз ср — Фк.

Бу тенгламаларда қатнашувчи кучларнинг миқдорларини
ҳамда у =  0, г = 0 бўлишини эътиборга олсак, қуйидаги тенг- 
ламалар ҳосил бўлади:

м . /Пг.2тх = — сх 4------х  ■
16

т ?  . к ,— з т  — I,
2 2

0 =  /? у ----- т-  31П — / М П 2.?,
у 2 2 16

0 = те соз — 1— т —х. 
6 2 2

( 1)

(2)

(3)

(1) дифференциал тенгламани ечиб, шарчанинг нисбий ҳара-
катини, (2) ва (3) дан /?г ни топиш мумкин. (1) ни -қуйи-
дагича ёзамиз:

" , ! с *г\X —------- I А —
\ т  16/

— -  з1п — /.

(4) тенгламада х  олдидаги коэффициентни ҳисоблаймиз:
с и1 2 5 ,  я* 9-л2 А-----------  — гД------- ---> 0 .

т  16 8 16 16

(4)

Бинобарин, А5 =  -— — (к =  —Х| ҳамда 'п = — —, р=  — бел
от 16 \  4 I 2 2

гилашлар киритсак, (4) тенглама

х ф- к2х =  к зш^/ (5)
кўринишга келади. (5) тенглама қаршилик кўрсатмайдиган му- 
ҳитда моддий нуқта мажбурий тебранма ҳаракатининг диффе-
232
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ренциал тенгламаси (14.24) дир. (14.24) да р = 0 деб олинсЯ» 
(5) ҳосил бўлади.

Шунинг учун (14.30) га кўра (5) дифференциал тенглама' 
нинг ечими қуйидагича булади:

х  =  х 0 соз к1 +  — 51 п к 1 -------— - — соз к1 4---- — з1п р(. (6)
к  к ‘‘— р‘ к к ‘ р1

Бошланғич пайтда х й =  0, ц0 — * м/с бўлишини эътиборгЯ 
олиб, (6) тенгламада ҳисоблаш ишларини бажарсак,

х =  ( 0,424 / +  2,11 соз ^ 1  — 3,17 з1п ^  /) м (7)

ҳосил булади. Шундай қилиб, шарчанинг найча бўйича нисбий 
ҳаракати (7) тенглама билан ифодаланади.

Энди /?у, /+. ни аниқлашга утамиз. (2) дан:

# у = у -  З1п — Зх. (8)

( = 1 с учун (7) дан л: = —1,66 м эканлигини аниқлаймиз. (8)
да / =  1 с, д: = —1,66 м, т =  1 кг, § = 9,8 — деб олсак, /+  =

с 2

= 10,25 Н келиб чиқади. (3) дан:

/?, = т [ё С03 ~  X (9)

(7) дан вақт бўйича биринчи тартибли ҳосила ҳисоблаймиз:

л: =  0,424 • — со8 —- /—2,11 • — з т  —/ — 3,17 • — соз — /,
4 4 4 4 2 2

бундан / =  1 с бўлганда л = —4,22 —. Бу пайт учун (9) данс
Нг = —6,63 Н ҳосил бўлади.

Б. Механик система ва қаттиц жисм динамикаси 

XVI боб . МАССАЛАР ГЕОМЕТРИЯСИ 

70-§. Массалар маркази

Механик система массалари мос равишда ти т2, . . .  ,т„ 
бўлган М и М 2, . . . , М а моддий нуқталардан ташкил топган 
булсин. Механик системани ташкил этувчи моддий нуцта- 
лар массаларининг йиғиндиси система массаси дейилади. 
Механик система массасини М билин белгиласак, таърифга 
биноан:

М  = \  тг. (16.1)
/-I
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Системани ташкил этувчи нуқталарнинг бирор О нуцтага нис-
батан радиус-векторлари г и г2, . . .  ,гя булсин.

Радиус-вектори

Г р  —

п

£  « /I
1 = 1

м (16.2)

муносабат билан аниқланувяи С геометрик нуцта меха- 
ник системанинг массалар маркази (инерция маркази) дейи- 
лади.

Шуни таъкидлаш керакки, системанинг инерция маркази 
моддий нуқта эмас, балки геометрик нуқтадир. Яъни, масса 
маркази системанинг бирор моддий нуқтаси билан устма-уст 
тушиши шарт эмас (масалан, ҳалқанинг инерния маркази ҳал- 
қага тегишли бўлмаган нуқтададир).

Механик системани ташкил этувчи Л/у моддий нуқталар- 
нинг Декарт системасига нисбатан координаталарини х ь уь г,
(г = 1, 2........ п) билан белгилаб, (16.2) ни шу ўқларга проек-
цияласак, инерция марказининг координаталарини аниқловчи 
формулалар ҳосил бўлади:

ПЦХ1

X, = 1=1

М
ус

V пцу)

М  '
2 г. =

V  пцг,

М
(16.3)

Системанинг массалар маркази шу системадаги массалар 
тақсимотини харакгерлайди.

— ифода билан аниқланувчи 8о вектор система
(=1

массасининг О марказга нисбатш статик моменти дейи- 
лади. Шунингдек, система массасининг координата тенислик- 
ларига нисбатан статик моментлари

8 0,ху

п

У  "Ч*ь
1= \

п

ь  0 У1 —  ^  т 1Х Ь

1=1
V  пцу.
1=1

формулалар билан ифодаланади.

71 - §. Механик система ва қаттиқ жисмнинг 
инерция моментлари

Бирор нуқта ёки ўқ атрофида айланма ҳаракат қилувчи 
жисм ва системанинг масса тақсимотини характерлаш учун 
уларнинг марказ (қутб) га ёки уққа нисбатан инерция мо- 
ментлари тушунчаларидан фойдаланилади.

Механик системанинг 0  қутбга, и уққа, гс текисликка 
нисбатан инерция моментлари деб, мос равишда, қуйидаги 
ифодалардан аниқланувчи /о, /«, /* катталикларга айтилади:
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(16.4)
П

/о = 2  /я д
1 = 1'1

1п = 2
1=1

(16.5)

1я =  V  т,с1'1. (16.6)

Бу муносабатларда ги кь билан системани ташкил этувчи 
ҳар бир М { нуқтадан, мос равишда, О қутбгача, и ўққача ва 
т. текисликкача бўлган масофалар белгиланган (16.1-расм). 
Охуг саноқ системасини киритамиз. Қуйидаги муносабатларни 
тузамиз:

п п п
/^у =  V  !хг = V  1уг =  2  'п1У{г1- (16.7)

( = . 1  г = 1  1 = 1

Бунда х и уи г{ билан Мс нуқтанинг координаталяри белгилан- 
ган. 1ху, !хг, 1уг кагталикларга механик сисшеманинг марказ- 
дан қояувяи инерқия моментплари дейилади. Бу катталиклар 
мусбат, манфий ва ноль қийматларни қабул қилиши мумкин.

Қаттиқ жисмнинг инерция моментини ҳисоблашда уни мас- 
саларни Дгпи &т2, . . . .  \т„ бўлган М х, М 2, . . . ,М„ бўлакчалар- 
дан ташкил топган (16.2-расм) ва ҳар бир М{ бўлакчадан О 
координаталар бошигача бўлган масофалар г, га тенг, коорди- 
наталари эса (хи уг г,) деб олсак, (16.4—16.6) формулаларга 
асосан, жисмнинг О марказга нисбатан инерция моменти

/0 = 2  ^ т/Г1 = ^Д т ^х ?  +  у \ +  г?) (16.8)
1=1 1=1
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ифодадан, координата уцларига нисбатан инерция моментлари
П П

/о х =  ^  ‘̂ т АУI +  г Ь> ^оу =  ^  Д%(Л; +  г \ ) ,
(=1  ( =  1

1ог = 2  Д,п](л‘ 1 + у Ь  ( 16.9)
1=1

муносабатлардан, координата текисликларига нисбатан инерция 
моментлари эса

/ Г0у = V  Ат,г?, 1x01 = V  Дт,у/, = V  Дт,х] (16.10)
/= 1  1=1 1=1 

тенгликлардан аниқланади.
Каттиқ жисмни зичлиги р = сопз! бўлган бир жинсли деб 

қараб, М[ булакча ҳажмини Ат;г десак, &т = рАг;г бўлади. Буни
(16.8) — (16.1.0) формулаларга қўйиб, Аг1г ҳажмни нолга интил- 
тириб лимит ҳисобласак, жисм инерция моментлари учун қуйи- 
даги формулаларни ҳосил қиламиз:

/ 0 = [ г2с/т = [$г2с/У\ (16.11)
(Ж) (V)

/ож= Г (у2 +  г2)(/т = [ (ур2 +  г 2\с!У,
(М)  (V)

/ Оу = | (х2 +  у2)йт = [ (лр1 +  г2)йУ,
{ М )  ('V )

10г = [ (лг + ў)йт  = |  ( V  +  ў)йУ-, (16.12)
( М )  ( V )

1хОу= ^ г 2йт = |  рг2йУ, 1х0г= | у  2йт = [р ў й У ,
(М)  (Н) ( М)  (V)

/у0г = [ х 2йт = |  рхЧУ. (16.13)
( М)  (V)

(16.7) —(16.9) формулалардан фойдаланиб 10х + /оу +  1ог *=■ 2/о 
ва /хоу +  /х0г +  /у0г = /0 муносабатлар ўринли бўлишини кўр- 
сатиш мумкин. Шунингдек, қаттиқ жисмнинг марказдан қо- 
чувчи инерция моментлари қуйидаги формулалар билаи аниқ- 
ланади:

1Ху = |  РхуйУ, 1хг = |  рхгйУ, 1уг =  |  угйУ.
( V)  (V)  (V)

Турли материалдан бир хил кўринишда ясалган бир жинс- 
ли жисмларнинг инерция моментлари бир-биридан фарқ қила- 
ди. Материал массасига боғлиқ бўлмаган характеристика си- 
фатида жисмнинг инерция радиуси рц ни олиш мумкин. Жисм- 
нинг Ои ўққа ннсбатан инерция радиуси қуйидаги формула 
билан аниқланади:

Рц = у и м .
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Агар жисмнинг бирор ўққа нисбатан инерция радиуси бе- 
рилган булса, унинг шу ўққа нисбатан инерция моментин» 
чуйидаги ифодадан топиш мумкин:

/и =М р1  (16.14)
Халқаро бирликлар системаси (СИ) да инерция моменти- 

нинг ўлчов бирлиги кг-м2 дан иборат.

72-§. Штейнер теоремаси

Теорема. Қаттиқ жисмнинг бирор уққа нисбатан инер- 
ция моменти жисмнинг массалар марказидан берилган уқ- 
қа параллел равишда ўтувчи ўққа нисбатан инерция мо- 
ментига жисм массасининг ушбу уқлар орасидаги масофа 
квадратига купайтмасининг қушилганига тенг.

Исбот. С нуқта берилган қатгиқ жисмнинг массалар мар- 
кази булсин. Берилган ўқни г, оркали белгилаймиз. С нуқта- 
ни координаталар боши сифатида қабул қиламиз. Сг коорди- 
наталар уқини г, ўққа параллел қилиб, Су координаталар ўқи- 
ни эса г, ўқни бирор М нуқтада кесадиган қилиб утказамиз 
(16.3-расм). Берилган жисм ихтиёрйй Д1, (бунда I = 1, 2, . . .  
. . .  ,п) бўлакчасининг Сх ва Су ўқлар бўйича координаталарини 
х, ва у, орқа ш, унинг г, ўқдан узоқлигини эса А, орқали бел- 
гилайлик. Сг ва М гх ўқлар орасидаги масофа д бўлсин. Бе- 
рилган жисмнинг Мг^ ўққа нисбатан инерция моменти (16.9) 
га биноан:

А, = ^  2  Ьт-^х] +  ( — у, +  д)2\ =
/=1 <-1

п п п
= V  Ат^.х* +  у'{) — 2с/ V  Д/н,у, -}- (Р V  А/н,. (16.15)

1=1 1=1 1-1
п

(16.15) да ^ Ь.тҚх\ +  у\) йиғинди жисмнчнг Сг ўқь.а нисба- 
1=1

тан инерция моментидан иборат. Уни 1сг билан белгилаймиз.
г.

^  \т^ = М — жисмнинг масса- 
1=1
си; (16.3) формулага асосан
П

V  Д/и,у, = Мус\ бирок, ус = 0
1=1 П
булгани учун ''У1 Ат,у, =  0. Шун-

1 =  1

дай қилиб исботланиши керак 
Оулган
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/*, + (16.16)
ифода келиб чиқади.

73-§. Бир жинсли баъзи жисмларнинг ўққа нисбатан 
инерция моментларини ҳисоблаш

1. Стерженнинг инерция моменти. Кўндаланг кесимининг 
ўлчамлари жуда кичик бўлган ингичка бир жинсли стержен- 
нинг унга перпендикуляр бўлган Ог ўққа нисбатан инерция 
моментини аниқлаймиз (16.4-расм). Массаси М, узунлиги I 
бўлган стерженнинг Ог ўқдан х масофада жойлашган йх  бу- 
лагининг массасини дт , зичлигини р билан белгилайлик. У 
ҳолда: йт =  рс1х. Натижада (16.12) га кура:

ҳосил бўлади. Стержень массаси М =  р/ бўлишини эътиборгф 
олсак,

формулани ҳосил қиламиз.
Стерженнинг масса марказидан унга перпендикуляр равишда 

ўтувчи Сг, ўққа нисбатан инерция моментини ҳисоблаш учун 
Штейнер теоремасидан фойдаланамиз.

(16.16) ва (16.17) ни эътиборга олсак, қуйидаги келиб чи- 
қади:

2. Доиравий дискнинг инерция моменти. Массаси М, ра- 
диуси Ц булган бир жинсли юпқа дискнинг О марказга нис- 
•баган инерция моменти/о ни ҳисоблаймиз (16.5-расм). Дискни

(1М7)

Шундай қилиб,

16.4- расм 16.5- расм.
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кенглиги йг бўлган бир неча концентрик ҳалқаларга ажрата- 
миз. Бу ҳалқанинг юзи 2ъгйг, массаси эса йт =  р -2жгйг би- 
лан ифодаланади. У ҳолда, (16.11) формулага кўра

1о =  | г2йт = р • 2тс | гъйг — 2ир • — =  

ҳосил булади. Шундай қилиб,

Агар Ог }қни диск текислигига перпендикуляр равишда, 
Ох ва Оу уқларни эса диск текислиги орқали утказсак, /, =

, МК'= 10 =  ——  булиши равшан.
Диск симметрияга эга булганидан 1Х = 1У\1Х ни ҳисоблашда 

2/о = /̂ . +  1у +■ /2 формуладан фойдаланамиз:

21х =  2/0 - / г = 10 ёки 1л = ^  = Ш

Шундай қилиб,

Шунга ухшаш, радиуси /? га тенг булган ингичка доиравий 
ҳалқанинг О марказга нисбатан инерция моменги учун

/о = М $ \
юпқа тўғри туртбурчак шаклидаги пластинканинг (16.6- расм> 
расмда кўрсатилган координага ўқларига нисбагзн инерция 
моментлари учун

,  МЬ* . М а » . „  +/ ,  = ---- , /у =  ---- , I, =• М  ■--------- ,с 12 у 3 ’ '  12
/? радиусли бир жинсли доиравий цилиндрнинг симметрия уқи- 
га нисбатан инерция моменти учун

бир жинсли шарнинг О марка- 
зига нисбатан инерция моменти 
учун

/о = 0,6
О марказдан ўтувчи координата 
ўқларига нисбатан эса

/х = /, = /, = 0.4Ж/?2
формулаларни ҳосил қилиш мум- 
кни.

У

ш д ж %

/ § X

а

16.6-расм.
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74-§. Жисмнинг берилган 
нуқтадан ўтувчи ихтиёрий 

уцқа нисбатан инерция 
моменти

Қагтиқ жисмни массалари
Дти Дт2.......... Д/??л булган М и
Л1,.......М„ бўлакчалар—мод-
дий нуқталардан ташкил топ- 
ган деб қараб, унинг берилган 
0  координата бошидан утувчи 
Ои уққа нисбатан инерция мо- 
ментини аниқлашни кўриб чи- 
қамиз. Ои ўқнинг йуналтирув- 
чи косинусларини сс, 7 би- 

лан белгилаймиз (16.7-расм). У ҳолда (16.5) га кўра

/и = V  Ат, ■ к\.
1=1

Бунда кь билан А/, нуқтанинг и ўқдан узоқлиги белгиланган 
нуқтанинг координаталари х„ у„ унинг О координата-

лар бошига нисбатан радиус-вектори г, ва и ўқкинг бирлик
йуналтирувчи вектори ий бўлсин. Расмдан к\ = (ОМ,)2—(О/У,)2.

Агар г, билан и0 орасидаги бурчакни <р, билан белгиласак,
-ОА, = г, соз ю, =  г, и0; демак, к\ = г}— (г, н0)! деб ёзиш мум- 
дин. У ҳолда

П П
/«« =  2 л" ^ = 2  -  (г1 «оЯ

-келиб чиқади. Бунда г? = л? +  у, г, ва г, и0 = д-,а-[-у,3+ 2,7 
эканлигини эътиборга олсак,

/ц = ^ Д и ,[4 (1  -  <+) +  у?(1 -  Р2) +  г?(1 — к2) —
1=1

—  2а?х,у, -  2* 7Х ,г ,  -  2^ у , г , ]

ҳосил бўлади. Маълумки, ч'1 +  -(- +  = 1. Шунинг учун
п п п

= «г 2  + г<)+ 2  ^т <(х*+ г*̂ "Ь 7* 2  Д/,'/*л ' +  у*’_
1=1 1=1 ?, 1 

л л л
—2а> 2  Л"*,■*,>’< — 2а  ̂V  Лдг^г, -  2^7 V  Лт,у,г, (16.18) 

1 = 1 1=1 (=1
•240
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ғ
муносабат келиб чиқади. (16.7) ва (16.9) формулаларни эъти- 
борга олсак, (16.18) қуйидаги кўринишда ёзилади:

(16.19) ифодада 1Х, 1у, / г жисмнинг координата уқларига нис- 
батан инерция моментлари, / ху, 1гХ, 1уг эса жисмнинг марказ- 
дан қочувчи инерния моментларидир.

Бирор қаттиқ жисм ва маркази ихтиёрий О нуқтада бўлган 
и„ и2, . . .  ,ип уқлар дастаси берилган. Жисмнинг даста уқла- 
рига нисбатан инерция моментлари мос равишда 1а, , 1и2, ... ,1чп 
бўлсин. Инерция моментларидан иборат ушбу сонлар тўпла- 
мининг геометрик образини излаймиз. Даста марказини коор- 
дина1алар системасининг боши деб қабул қиламиз. Дастанинг 
ихтиёрий ўқини олиб уни и орқали белгилаймиз. Жисмнинг 
ушбу уққа нисбатан инерция моменти 1а булсин. и уқда ко-
ординаталар бошидан бошлаб ОМ = —[— кесма ажратамиз

(16.8-расм). Агар дастанинг барча уқлари устида хам мос 
инерция моментларидан тузилган шундай кесмалар ажратилса, 
кесмаларнинг учлари қандайдир сиртни ташкил қилади. Ушбу 
сиртни аниқлайлиг. М нуқтанинг координаталарини л, у, 2 ор- 
қали белгилаймиз. и ўқнинг йуналтирувчи косинуслари а, р, т 
бўлсин. У ҳолда

1хх': +  /  уУ* +  1г'-2 — 21хуху — 21хгхг  — 2/угуг = 1  (16.20)
тенгламани ҳосил қиламиз. (16.20) тенглама иккинчи тартибли 
сиртнинг, хусусан эллипсоиднинг тенгламасидир. (16.20) билан

75-§. Инерция эллипсоиди

I

16.8- расм. К> 9- 1 лсч.
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ифодаланувчи эллипсоиднинг маркази координаталар бошида 
бўлади. Б.у эллипсоидга инерция эллипсоади дейилади.

Агар координата ўқлари эллипсоиднинг бош ўқларидан 
иборат бўлса, инерция эллипсоиднинг тенгламаси

1*х% Қ.У2 +  /*+ = 1
кўринишда бўлади (16.9 раем). Бу ҳолда инерция эллипсои- 
дининг бош ўқлари жасмнинг инерцчя бош уқлари дейилади. 
Жисмнинг инерция бош уқларгга нисбатан /,, /у, /г инерция 
моментлари инерция бош моментлари дейилади. Курамизки, 
жисмнинг инерция бош ўқлари1а нисбатан марказдан қочувчи 
инерция моментлари нолга тенг экан. Агар жисмнинг инерния 
бош уқлари жисмнинг массалар марказидан ўтса, у ўққа инер- 
ция марказий бош уқи дейилади.

Инерция бош уқларининг қуйидаги хоссалари мавжуд:
1. Инерция марказиа бош уқи ушбу уқнинг ихтиёрий 

нуқтасига нисбатан бош инерция уқи булади.
2. Жисмнинг симметрия уқи унинг инерция марказий 

бош уқи бўлади.
3. Жисмнинг сияметрия текислигига тик бўлган ҳар 

қандай уқ ушбу текислик билан кесишиш нуқтасига нисба- 
тан инерция бош ўқидан иборат.

XVII боб. МЕХАНИК СИСТЕМА ҲАРАКАТИНИНГ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРИ.

ДИНАМИКАНИНГ УМУМИЙ ТЕОРЕМАЛАРИ

76-§. Ички кучларнинг хоссалари

Статика қисмида системага таъсир этувчи кучларни ташқи 
ва ички кучларга ажратиш туғрисида қисқача тўхталган эдик. 
Маълумки, механик системага таъсир этувчи кучлар шу систе- 
ма таркибига кирмайдиган жисмлар орқали қўйилган бўлса, 
ундай кучлар ташқи кучлар, система нуқталарининг ўзаро 
таъсир кучлари эса ички кучлар дейилади. Ташқи кучларни 
юқори индексда „Еи ҳарфни, ички кучларни эса юқори ин- 
дексда „/“ ҳарфни (французча ех1ег1ёиг~ташқи ва /Шег/еиг— 
ички сўзларнинг бошлангич ҳарфлари) қўйиш билан белги-
лаймиз’ Ғ ғ —ташқи куч, Ғ '— ички куч.

Масалан, Қуёш системасига кирувчи планеталарнинг ўзаро 
тортишиш' кучлари шу система учун ички кучларга мисол бў- 
ла олади. Агар Қуёш системасидаги бирор планетанинг ҳара- 
кати ўрганилаётган бўлса, юлдузларнинг тортиши туфайли шу 
планегага қўйилган кучлар ташқи кучлар бўлади. Кучларни 
ташқи ва ички кучларга ажратиш нисбий харакгерга эга, яъни 
бирор система учун ички куч деб ҳисобланган куч бошқа 
система учун ташқи куч бўлиши мумкин. Масалан, Куёш сис- 
темасининг ҳаракати текширилаётганда Ернинг Қуёшга торти-
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лиш кучи ички куч булса, Ернинг ўз 
орбитаси бўйлаб Қуёшга нисбаган ҳа- 
ракати курилганда бу тортилиш кучи 
ташқи кучдан иборат.

Курсимизнинг давомида УИ,,
М2, •••• М„ моддий нукталардан таш- 
кил топган механик системанинг ҳар 
бир 7Иг нуқтасига қўйилган ташқи 
кучларнинг тенг таъсир этувчисини

Ғг, шу нуқтадаги ички кучларнинг

тенг таъсир этувчисини Ғ{ билан 17.1-расм.
белгилаймиз.

Ияка куклар қуйидага хоссаларга эга.
1. Механак састема ияка куяларининг боис вектори нол- 

га тенг, яъни

# ' = \ ] ғ / = 0 .  (17.1)

Ҳақиқатан, системанинг ҳар қандай икки нуқтаси таъсир 
ва акс таъсир қонунига кўра бир-бирига миқдор жиҳатдан тенг, 
бир тўғри чизиқ бўйлаб қарама-қарши томонга йуналган куч 
билан таъсир этади. Масалан, М , ва М 2 моддий нуқталарнинг
(17.1-расм) узаро таъсир кучларини Ғ(2 ва Ғ21 десак, Ғи =
= — Ғ21 ва Ғ '12 + Ғ(\ = 0. Натижада ^  О  йиғинди таркибига ки-
рувчи барча ички кучлар жуфг-жуфт булиб қўшилиб, бу йи- 
ғинди нолга айланади.

2. Ияки куяларнинг бирор марказга нисбатан бош мо- 
менти нолга тенг, яъни

М'о =  '£ т 0(ғ{) = 0. (17.2)

Ички кучларнинг бу хоссасини исбэтлаш учун яна УИ, ва
М 2 нуқталарнинг ўзаро таъсир кучлари бўлмиш Ғ ,2 ва Ғ21 
кучларнинг О марказга нисбатан моментларининг йиғиндисини 
ҳисоблайлик. М, ва М2 нуқталарнинг О нуқтага нисбатан ра-

—9  —«•

диус-векторлари ги га бўлсин. У ҳолда:

то{Ғп) то(Ғ(1) = Г, X 7*12 ~Ь г2 X Ғ21 ~

=  (г\ -  К) хП. =  м1м, х К.
■— ^   ̂^ ,

М ,М 2 ва Ғп векторлар коллинеар бўлгани учун уларнинг 
вектор кўпайтмаси нолга тенг. Шундай қилиб,

т0(ғ[ч) + т0{Ғ!21) = 0. (17.3)
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Механик системанинг ҳар бир моддий нуқтаси билан маз- 
кур сисгеманинг бошқа нуқталари орасида пайдо бўладиган 
ўзаро таъсир кучлари учун (17.3) га ухшаш муносабатлар 
ёзиш мумкин. Шунга биноан (17.2) уринли булади.

Ички кучлар системанинг турли нуқталарига қуйилганлиги 
учун гарчи уларнинг бош вектори ва бош моменти нолга тенг 
бўлса-да, умуман, ички кучлар узаро мувозанатлашувчи сис- 
темани ташкил этмайди. Система абсолют қаттиқ жисмдан ибо- 
рат бўлганда, унинг нуқталари бир-бирига нисбатан урин ал- 
машгира олмайди, бинобарин, абсолют қаттиқ жисм ички куч- 
лари мувозанатлашувчи системани ташкил этади.

Механик системанинг моддий нуқталарига таъсир этувчи куч- 
ларни ҳам актив ва реанцая кучларига ажратиш мумкин. 
Системага қўйилган боғланишлар таъеирини ифодаловчи куч- 
лар реакция кучларидан иборат; реакция кучларидан ташқари 
барча кучлар актив кучларга киради. Системанинг ҳар бир 
М, нуқтасига таъсир этувчи актив кучларнинг тенг таъсир этув-
чисини Ғ°, реакция кучларининг тенг таъсир этувчисини эса
Ғ \ билан белгилаймиз. |

77- §. Механик система ҳаракатининг дифференциал 
тенгламалари

Механик система М и М2........Мп моддий нуқталардан таш-
кил топган булсин. Системанинг ҳар бир Мг нуқтасига қўйил- 
ган кучларни ташқи ва ички кучларга ажратиб, уларнинг тенг
таъсир этувчиларини, мос равишда Ғ? ва Ғ\ деб олиб, бу 
нуқталар учун динамиканинг асосий тенгламасини қуйидагича 
ёзиш мумкин:

М{ нуқта радиус-вектори гь Декарт ўқларидаги координа- 
талари х ь уь г, бўлсин. У ҳолда, охирги ифода

кўринишда ёзилади. (17.4) тенгламалар системаси механик 
система ҳаракатининг дифференциал тенгламаларини, век- 
тор усулда ифодалаш дейилади.

(17.4) тенгламаларни Декарт координата ўқларига проек- 
циялаймиз:

трао̂  =  Ғр +  Ғ}, (7 =  1, 2........ п).

(17.4)

иц X,. =  Ғи  +  Ғ1Х,
т{ у, = Ғ-,Еу +  Ғ\у. ( 7 = 1 , 2 , . . .  ,п)
т, г, =  Ғ* +

(17.5)
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(17.5) тенгламалар системаси механик система ҳаракати диф<- 
ференциал тенгламаларининг координата усулида ифода- 
ланиши дейилади.

Умуман, (17.4) ёки (17.5) дифференциал тенгламалар сис- 
темасини маълум бошланғич шартлар асосида ечиб, система 
ҳар бир нуқтасининг ҳаракатини аниқлаш мумкин. (17.4) ва
(17.5) дан кўрамизки, п та моддий нуқтадан иборат система- 
нинг ҳаракати вектор усулда п та, координата усулида эса 3п 
та дифференциал тенгламалар билан ифодаланиб, бу тенгла- 
малар системани ташкил этувчи моддий нуқталар сонига боғ- 
лиқ экан. Системани тузувчи моддий нуқталар сони ортиши 
билан мазкур тенгламалардан фойдаланиш мураккаблашиши 
табиий ҳолдир. Шунинг учун бу тенгламаларни система дина- 
микасининг биринчи ёки иккинчи масаласини ечишга татбиқ 
этишдан аввал, уларнинг шакли ўзгартирилиб, динамиканинг 
умумий теоремалари ёки принпипларига келтирилади.

Массалари т, ва пи бўлган ва бутун олам тортишиш қо- 
нуни асосида аниқланувчи кучлар таъсиридаги иккита М,, М2, 
моддий нуқталардан иборат механик система ҳаракатига (17.4) 
дифференииал тенгламаларни татбиқ этишни курайлик. Бу 
нуқталарнинг бир-бирига нисбаган ҳамда система массалар' 
маркази С нуқтага нисбатан ҳаракатини ўрганамиз. Бу маса- 
лага икки жисм масаласи дейилади.

Бирор Олуг инерциал системага нисбатан тг массали
нуқтанинг радиус-вектори ги тг массали М г нуқтанинг ради-
ус-вектори г2 бўлсин (17.2-расм). =  г2 — г , векторни г

орқали белгилаймиз. г векторни М г нуқтанинг УИ, га нисба- 
тан радиус-вектори ҳам дейиш мумкин.

Ж, ва Мг моддий нуқталар бир-бирига миқдор жиҳатдан- 
тенГ ва бир туғри чизиқ бўйлаб қарама-қарши томонга йўнал-
ган /-, ва кучлар таъсирида бўлади. Бутун олам тортишиш 
к о н у ни г я  кОпя

78-§. Икки жисм масаласи
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г = билан ифодаланади. Бинобарин, (17.4) дифферен- 
циал тенгламалар мазкур система учун қуйидагича бўлади:

т ,  т , гт,г, г-' г

Г. = — т , т 5 г
(17.7)

<17.7) системанинг биринчи тенгламасини т2 гэ, иккинчи тенг- 
ламасини эса т, га кўпайтирамиз ва ҳосил бўлган тенглама- 
ларнинг иккинчисидан биринчисини айирамиз:

т,т2{г2 — г,) = — 7 т ,  т 5(т , +  т 2) 
г2

г
г

Бу ифоданинг ҳар икки томонини т, га булиб ва гг —г, = г  
эканлигини эътиборга олиб, уни

тг г = — 7 •
т 2 (т , +  т 2)

Г2 (17.8)

куринишда ёзамиз. (17.8) тенгламадан нуцтанинг УИ, нуқ- 
тага нисбатан ҳаракатини массаси т, — шг булган қўзғалмас 
нуқтага нисбатан ҳаракат деб қараш мумкинлиги кўриниб 
турибди.

Энди Ми Мг нуқталарнинг система массалар маркази С 
са нисбатан ҳаракатини куриб чиқамиз. Албатта, С массалар 
маркази Л'1,Мг кесмада ётади (17.3-расм). М, ва М2 нуқта-
ларнинг С нуқтага нисбатан радиус-векторларини СМ, — ги
СМ2 = г2 дееак, система ҳаракатининг дифференциал тенгла- 
малари қуйидагича ёзилади:

т ,  т 2
(г, +  г , |*

1
г.

тгГг =  —Т
т, т„

(г, +  г2)2
Г2_
га ‘

(17.9)

С нуқта М,М2 кесмани Л1, ва Мг нуқ- 
талар массаларига тескари пропорционал 
бўлакларга ажратади:

г, г. т .
еки — =

т , г, т 3

Бу тенгликлар ҳар бирииинг икки то- 
монига бирни қўшиб,

г, +  г5 т ,  +  т 8
— - ■ — -эвг — ----------------

г, +  г2 т ,  +  т а

г а Г, /яа17.3-расм. т .
ва
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муносабагларни ҳосил қилиш мумкин. Булардан
т, 4- т2 

т2Го. =
т, +  т±

т, г2 ва Л! +  г2 =

бўлади.
Бу ифодаларни (17.9) га кўйиб,

•* _3
тх г х

(м , +  т 3)2 г , /4

/ге2г2 =  —т • I
( « 1  +  /я г)» г\ г 2

Гу

(17.10)'

тенгламаларга эга буламиз. (17.10) системанинг биринчи тенг- 
ламасидан куриниб турибдики, Мг нуктанинг система массалар

т*
марказига нисбатан ҳаракатини массаси------------ га тенг бўл-

(«I + “ з)2
ган қўзғалмас марказга нисбатан ҳаракаг деб қараш мумкин. 
Худди шунингдек, иккинчи тенгламадан эса /И2 нуқтанинг

ч
*массалар марказига нисбатан ҳаракатини массаси -----------

(т , +  га3)2
булгатг қузғалмас марказга нисбатан тортишиш кучи таъсири- 
да буладиган ҳаракат каби қараш мумкин. (17.10) система 
тенгламаларини алоҳида-алоҳида интеграллаб, бу ҳаракатларни- 
аниқлаш мумкин.

79-§. Моддий нуқта ва механик системанинг 
ҳаракат мицдори. Куч импульси

*
Моддиа нуқтанинг ҳаракат ммқдори деб, унинг т мас- 

саси ва ь тезлик векторларининг купайтмаси билан аниқ-
ланадиган т<■ векторга айтилади (ҳаракат миқдори баъзи- 
да импульс деб ҳам юратилади).

Л7,, УИ2, , . . , М п моддий нуқталардан тузилган механик 
сисгема олайлик. Бу нуқталарнинг тезликлари, мос равишда'
V,, V., . . . .  ч)п, массалари эса ти тъ . . . .  тп бўлсин. Меха- 
ник системани тузувяи нуцталар ҳаракат мицдорларининг 
геометрик йитндисига система ҳаракат мицдори (импулъ-
си) дейилади. Система ҳаракат миқдорини К орқали белги- 
ласак, у ҳолда:

К = (17.11*
1=1

Механик система ҳаракат миқдорини система массалар марка-
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зининг тезлиги V, орқали ифодалаш мумкин. Ҳақиқатан, (16.2) 
формулани эътиборга олсак,

П

1=1

п

£ т  1
й
й( й1

п

£ ГП1Г I

келиб чиқали; бунда УИ—система массасини, г>(. эса массалар 
марказининг тезлигини ифодалайди. Шундай қилиб

К ^ М г^ , (17.12)
яъни система ҳаракат миқдори вектоои унинг массаси би- 
.лан массалар маркази тезлигининг купайтмасига тенг бу- 
либ, массалао марказининг тезлиги бўйиш йуналади.

Ҳаракат миқдори халқаро бирликлар системасида да
ўлчанади.

Кучнннг система ёки моддий нуқтага таъсир эффекти сис- 
тема ёки нуқта массаси ва куч модулигагина боғлиқ бўлмай, 
кучнинг қанча аақт оралигида таъсир қилишига ҳам боғлиқ- 
дир. Бундай характерисгика сифатида куянимг элементар 
импулъси ёки яекли вақт оралигиоаги импульси олинади.

- >■ "V
й куч й1 элементар вақт орзлигида таъсир этганда Ғ • сИ

купайгма орқали ифодаланувчи д 5 вектор кучнинг элемен- 
тар импульси дейилади:

аъ = 7.(11  (17.13)
Кучнинг элементар импульси куч вектори бўйлаб йўналади.

Кучнинг бирор [10, 1\ чекли вақт оралигидаги импульсини 
аниқлаш учун (17.13) ифоданинг шу вақт оралигидаги интег- 
рали ҳисобланади:

Ъ = }Г-<И. (17.14)
и

(17.14) ни Декарт координата ўқларига проекциялаб, куч им- 
пульсининг шу ўқлардаги проекцияларини ҳосил қиламиз:

I I
5Х =  ] ҒхсИ, Зу = |  Ғу(П, 5г = |  Ғг-(П.

*• 1и ^
Куч импульси Н • с = ДДД билан ўлчанади.

80-§. Механик система ҳаракат мицдорининг 
ўзгариши ҳақида теорема

Теорема. Механик система ҳаракат миқдорининг вақт 
<бўйша бирити тартибли ҳосиласи системага таъсир қи- 
лувяи ташқи куяларнинг бош векторига тенг.
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Исбот. Механик система ҳаракати дифференциал тенглама- 
лари 117.4) нинг чап ва унг томонларини мос равишда қўшиб

V -  V  -гь , V  ц (17.15)

ифодани ҳосил қиламиз. Ички кучларнинг хоссасига кўра
п п

V  -*■ I —т V— /• = 0. (17.15) да /? =  ^ / \  — механик системага таъсир 
1=1 г 1-1 '
қилувчи ташқи кучларнинг бош векторини ифодалайди. да,- — 

• « л
ўзгармас, тҳ. = бўлгани учун ^ т , г ,  = Натижада,

г==1 ^
(17.15) ифода қуйидагича ёзилади:

<К~ *
Бунда (17.11) эътиборга олинса, уни

4Г 1=1

ТГ = *
(17.16)

кўринишда ёзиш мумкин. Шу билан теорема исбот бўлди. 
Моддий нуқтага таъсир қилувчи кучларнинг тенг таъсир

этувчисини Ғ десак, моддий нуқта ҳаракат миқдорининг узга- 
риши ҳақидаги теорема қуйидагича бўлади:

' (т I’ )
<и = Ғ.

• (17.16) ни йҚ = /?\Л кўринишда ёзиб, бу тенгламанинг икка-
ла томонини [/0, 1\ вақт оралигида интеграллаймиз:

Л'_Л'0 =

бунда ЛТ0, К— системанинг мос равишда, /0, I пайтлардаги ҳа-
I

ракат миқдорлари, \ сИ = 5Е эса ташқи кучлар бош век-
'о

торининг / — /0 вақт оралигидаги импульсини ифодалайди. 
Шундай қилиб

Л - Д 0 = 5 \ (17.17)
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(17.17) ифода импульслар теоремасипп ифодалайди: механик 
■систеиа ҳаракат миқдорининг яекли вақт оралигида узга- 
риши унга қуйилган ташқи куялар бош векторининг шу 
вақт ияидаги импульсига тенг.

(17.16) ва (17.17) ни Декарт координата ўқларига проек- 
циялаб, мос равишда, ҳаракат миқдорининг ўзгариши ҳақидаги 
геореманинг скаляр кўриниши:

акх
<и а  у <и

*Кг = қ* (17.18)

ва импульслар теоремасининг шу ўқлардаги проекциялари ор- 
қали ифодаланиши:

Кх - К 0' = 3*, Кч- К оу = ЬЕу, к, Ког = ЧЕ (17.19)

ҳосил қилинади.
Хусусий ҳолда, КЕ = 0 бўлса, (17.16) дан

А = К0 = сопз1 (17.20)
келиб чиқади. (17.20) муносабат система ҳаракат миқдори- 
нинг сақланиш қонунини ифодалайди: механик системага 
таъсир қилувяи ташқи кучларнинг бош вектори нолга тенг 
булса, система ҳаракат миқдори узгармас булади. Яъни 
ташқи куяларсиз, фақат ияки куялар билангина система 
ҳаракат миқдорини узгартириб булмас экан.

Шунингдек, = 0 ҳолида (17.18) дан Кх = Ки, = сопз! бў- 
лиши келиб чиқади.

48- масала. 20 кг массали снаряд уз траекториясининг энг
юқори нуқтасида 600 — тезликка эга бўлганда портлаб, 2 га

с
булинди (17.4-расм). Портлашдан сўнг массаси 8 кг булган
биринчи парчанинг тезлиги 500 — булиб, горизонт билан 30°

с
бурчак ташкил этди. Оғирлик кучларини ва снаряднинг порт- 
лаш вақтидаги кучишини эътиборга олмай, снаряд^ иккинчи 
парчаси тезлигининг миқдори ва йўналиши аниқлансин.

Ечиш. Қўзғалмас координата бошини снаряднинг портлаш 
олдидаги ҳолатида олиб, Ох ва Оу ўқларни ўтказамиз. (17.18) 
куринишдаги

17.4-расм

аК г =
и  = 1

Е
У

тенгламаларни тузамиз. Бунда 
К х = 0  бўлиши равшан. Оғир- 

лик кучи эътиборга олинмагани 
учун = 0 келиб чиқади. 

Бинобарин,
360
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кх=кох, к ,  =  л ; к ( 1 >

ҳосил булади; бунда Кх, Ку билан икки булакка парчаланган 
снаряд ҳаракат миқдорининг проекциялари, Кох, К0у билан 
парчаланишдан аввалги снаряд ҳаракат миқдорининг проек- 
циялари белгиланган.

Снаряд траекториянинг энг юқори нуқтасида булганида 
тезлиги горизонтал буйича йуналади; шунинг учун =  V = 
= 600 м/с, чзу = 0.

Бинобарин,
Квх= пV , К0у = 0. (2>

Снаряд биринчи парчасининг тезлигини г»,, иккинчи парчаси-
нинг тезлигини V2, унинг горизонтал билан ташкил қилган 
бурчагини а десак,

Кх = т%ьх со5 30° +  тгг>г соз а, | ^

Ку = ///,1), СОЗ 60° +  т2Ь2 31П а. I
(3) да тх ва гп2 билан мос равишда биринчи ва иккинчи пар- 
чаларнинг массалари белгиланган.

(2) ва (3; ни (1) га қуямиз:
тх V, соз 30° +  соз а = тъ, (4>
/ирц, соз 60° +  /м,ф2 51п а = ©. (5)

(4) ва (5) дан г, билан а ни аниқлаш мумкин. (4), (5) ни 
цуйидагича ёзамиз:

т2у2 соз а = тъ — /д,г>1 со-> 30°, (6)
т2у2 5Ш а = — /я,'», соз 60°, (7)

Бу тенгликларнинг чап ва ўнг томонларини мос равишда бир- 
бирига ҳадма-ҳад бўлсак.

соз но*1§а =
т ь — т уV, соз 30 

келиб чиқади. У ҳолда (6) дан:
__ тю — т ^ ,  со8 30' 

т2 с о з а

7-  = —0,2343 ёки а »  —13,5°

V, =

Бунда тг = 12 кг бўлишини эътиборга олиб, ҳисоблашлар-
ни бажарсак, »  730 — ҳосил бўлади.с

49-масала. Эллиптик маятник силлиқ горизонтал текислик 
буйлаб ҳаракатланувчи массаси гге, бўлган Л жисм ва бу жисм 
билан / узунликдаги стержень воситасида боғланган тг мас- 
сали В юкдан иборат (17.5-расм). Бошланғич пайтда стер- 
жень вертикалдан бурчакка оғдйрилган бўлиб, бошланғич 
тезликсиз қуйиб юборилган. Стержень оғирлигини эътиборга
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олмай, А жисмнинг силжишини 
стерженнинг вертикалдан оғиш бур- 
чаги © оркали ифодаланг.

Ечиш. О координата бошини А 
жисмнинг бошланғич пайтдаги ҳола- 
тида оламиз. Моддий нуқталар деб 
қаралувчи А ва В жисмлардан ибо-
рат системага огирлик кучлари С/,
ва Ог ҳамда силлиқ текисликнинг
нормал реакцияси /V таъсир этади.

Система ҳаракат миқдорининг ўз- 
гариши ҳақидаги теоремага биноан

*Кх _  пВ 
(II ‘ *'

Ои 0 2, А/ ташқи кучлар вертикал буйлаб йўналгани учун 
Кх = 0 . Демак, йКх — 0 ёки Кх — К0х, яъни система ҳаракат
миқдори ўзгармас экан. Бошланғич пайгда система тинч ҳо- 
латда булганидан К0лг ■= 0; бинобарин, Кх ~ 0  келиб чиқади.

Стержень вергикалдан <р бурчакка огганда А жисмнинг
—►

силжишини х, тезлигини V А деб оламиз. <р бурчакнинг верти- 
калдан соат стрелкаси ҳаракатига нисбатан тескари томонга 
узгаришини мусбат йўналиш деб қараймиз. Бу пайтдаги В

•
нуқта тезлигини Vв десак, у

®в =  ”в, +  '*вг
рормуладан аниқланади. Бунда АВ стерженнинг А атрофида 
айланиш бурчак тезлигини <о билан белгиласақ, = г/А, г»вг— 
=■ / • ю бўлади. Кейинги пайт учун система ҳйракат миқдорини 

ҳисоблаймиз. I

К  =  т ^ А - г  тгьв =  т ^ А-т т2\ +  тГВг).

Бу ифодани Ох ўққа проекциялаймиз:
Кх =  М\°А +  т2{^А +  /<осоз ср). П)

(I) да Кх <= 0, г/л = ш = бўлишини эътиборга олсак,

(т ,  +  т2) — +  тг1 соз <р — = 0 
' и  <п

ҳосил бўлади. Охирги ифодани
(т ,  +  т2) йх  = — т , /  соз <р й<р (2)

17.5-расм.
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кўринишда ёзиб, (2) ни х =  0 да ? = <р0 булишини эътиборга 
олиб интеграллаймиз:

* Т
(тг +  тз) ~ ~ т^  I соз <р с1<р.

й ?о
Бундан қуйидаги ҳосил бўлади:

л =  — -— I ( з т  <р0 — 31п <р), т, + т2

81-§. Ўзгарувчан массали жисм ҳаракатининг 
дифференциал тенгламаси

Назарий механикада асосан массаси ўзгармас бўлган мод- 
дий нуқта, қаттиқ жисм ёки механик системаларнинг ҳаракат- 
лари ўрганилади. Лекин ҳаракат давомида заррачаларнинг 
қўшилиши ёки ажралиши туфайли массалари ўзгариб борувчи 
моддий нуқталар ёки жисмлардан кўплаб мисол келтириш 
мумкин. Масалан, тўйинган атмосферада ҳаракатланувчи сув 
томчисининг массаси ортиб боради. Ракетанинг ҳаракати вақ- 
тида ёниш маҳсулотлари ундан ажралиб чиқади, ракетанинг 
маг.саси эса камайиб боради. Бундай ҳолларда ҳаракатни ўз- 
гармас масеали нуқта ёки жисм ҳаракатининг тенгламалари 
билан ўрганиш нотўғри булади. Шунинг учун ўзгарувчан мас- 
сали жисм ҳаракатининг дифференциал тенгламаларини келти- 
риб чиқарамиз. Бу масалани ҳал қилишда аввалда баён қи- 
линган ўзгармас массали механик система ёки жисм ҳаракати- 
нинг қонунларига асосланамиз. Чунончи, массаси узгарувчан 
жисм ҳаракатини текширишда жисмдан ажралиб чиқувчи ёки 
унга қушилувчи зарраларни жисм билан биргаликда ҳаракат- 
ланувчи система леб қаралади. Бу ҳолда умумий масса ўзгар- 
масдан қолаверади ҳамда жисм ва заррачадан иборат бундай 
система учун массаси ўзгармас бўлган система ҳаракат миқ- 
дорининг ўзгариши ҳақидаги теорема татбиқ қилиниши мум- 
кин.

Қуйида биз ажралаётган ёки қўшилаётган зарраларнинг 
массалари кичик ва ажралишдаги ёки қўшилишдаги вақтлар 
ҳам жуда кичик бўлган ҳолларнигина қараймиз. Масалага шу 
тарзда ёндошилганда қаралаётган жисм массасини ва тезлигини 
вақтнинг узлуксиз ва дифференциалланувчи функциялари си- 
фатида олиш мумкин. Бундан ташқари заррача жисмга қў- 
шилмасдан аввал ёки қўшилгандан сўнг у жисм билан узаро 
таъсирлашмайди, деб қабул қиламиз.

Вақтнинг бирор / пайтида жисмнинг массаси т, абсолют
тезлиги V,  қўшиладиган заррачанинг шу пайтдаги массаси
абсолют тезлиги эса и бўлсин. Шундай жисм ва заррачадан 
иборат системанинг I пайтдаги ҳаракаг миқдори
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бўлади. Бирор Д/ вақт оралигида заррача жисмга қўшилсин ва
унинг тезлигини бирор Дх> миқдорга ўзгартирсин. У ҳолда 
бундай системанинг <-}-ДI моментдаги ҳаракат миқдори

Л.' 4* ДК — {т +  Дт) (т) +  Дг>)
бўлади. Бундан

** \ —*.
АК = т Дт) +  Дт \т) — и) +  Дт ■ Д о.

Бу ифоданинг иккала томонини Д/ га бўлиэ ва А/ ни нолга 
интилтириб лимитга ўтамиз:

АК  ,. тДг) . ,. 4 т  (« — и ) . Ат- 4«Ьт —  = И т ------- (- Ь т  — ----- — +  Ь т ---------.
д;+о л/*у Д/ м + о  Д/ д/>-о Д/

Нт л,п =  0 бўлгани учун охирги муносабагдан 
&1 -0 Д/

, Т  * )----- [- 1т) — и)йК йу . |----=  т ------ На  си
ё т

бўлади. Ҳаракат миқдорининг ўзгариши ҳақидаги теоремага
ақ .асосан — ифода ўрганилаетган системага таъсир қилувчи куч- й1

■ »
ларнинг геометрик йиғиндисига тенг. Бу йиғиндини Ғ  орқали 
белгиласак,

т аю
~ал +

/-  +
[V — и) Лт

'
(17.21)

ҳосил бўлади. и — ^ = и0 белгилаб, (17,21)
-V

аь тт , "  ат т — = Ғ +  ип — 1
0.1 0 Л'

тенгламани

(17.22)

куринишда ёзамиз. Бунда и0 — заррачанинг жисмга нисбаган
_ '  <1т ,, ^ ,,тезлигини оилдиради. и0- — кўпаитманинг бирлиги куч бирли-аь

ги билан бир хилдир. У реактив куя дейилади. Реактив куч-
ни Ғ  орқали белгилаб, (17.22) тенгламани

-  >

т —  = Ғ + %  (17.23)01
кўринишда ёзамиз. (17.23) тенглама ўзгарувчан массали жисм 
ҳаракатининг дифференциал тенгламаси ёки Мешяерскчй
тенгламиси дейиладн. (17.23) да д0=Ова — = 0 (яъни т=сопз1)
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деб олсак, ундан ўзгармас массали моддий нуқта ҳаракатининг 
дифференциал тенгламаси (Ньютон тенгламаси) келиб чиқади.
Агар ^  > 0  бўлса, нуқтанинг массаси ортиб боради (заррача-

лар қўшилади), — < 0  бўлса, нуқтанинг массаси камайиб <И
боради (заррачалар ажралади).

Мешчерский тенгламасидан ташқи кучларнинг геометрик 
йиғиндиси нолга тенг бўлганда ҳам узгарувчан массали нуқта 
тезланиш билан ҳаракат қилиши мумкинлиги куриниб туриб-
ди. Ҳақиқатда Ғ = 0 бўлса, (17.23) дан қуйидаги ҳосил булади:

IIV т?т —  = К. 
йь

Ўзгармас ва ўзгарувчан массали жисмлар—моддий нуқта- 
лар ҳаракатларининг бир-биридан принципиал фарқланишини 
курсатиш учун бир мисол келтирамиз. Ракетанинг ташқикуч- 
лар таъсири бўлмаган пайтдаги ҳаракатини олайлик. Ёниш 
маҳсулотларининг ракета соплосидан ажралиб чиқаётгандаги 
тезлиги нолга тенг бўлсин. Бунда қўзғалмас системадаги ку- 
затувчига ёниш маҳсулотлари соплодан ажралган жойда қолиб 
кетаётгандек кўринади. (17.22) га кўра бу ҳолда

д.у . ~Ч т  л й I ту )т ---- Р V — = 0, —------йь <и <и 0 ёки штг = сопз!

булади. Фараз қилайлик, / =  0 да т = т0, V булсин. 
У ҳолда

“*■ .. т ат V — шиУи еки V = — -о,,
т

ҳосил бўлади. Кўрамизки, ёқилғининг сарфланиши ҳисобига 
ёки бошқа сабабларга кўра ракетанинг массаси камайиб борса, 
унинг тезлиги ошиб боради ва аксинча, ракетанинг массаси 
ошиб борса, унинг тезлиги камайиб боради. Ракетага катта 
тезликлар бериш учун уни кўп босқичли қилиб ясалади. Ра- 
кетанинг ҳар бир босқичи узидаги ёнилғи тамом бўлгач авто- 
матик равишда ракетадан ажралади. Бундай ажраш натижа- 
сида ракета яна қўшимча тезлик олади.

82- §. Механик система массалар марказининг 
ҳаракати ҳақида теорема

Механик система ҳаракат миқдорини система массалар мар-
казининг тезлиги орқали К = М ^ с  Тснглик. билан ифодалаш 
мумкин эди. Буни (17.16) га қўяйлик;

-(М ч> с)~Н В.Л1
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_  <Ьзг  -*■
Ьунда —' =  а>с— масса марказининг тезланиши эканлигини 
эътиборга олсак,

Мшс = (17.24)
ҳосил бўлади. (17.24) муносабат система массалар марка- 
зининг ҳаракати ҳақидаги теоремани ифодалайди. (17.24) 
ни моддий нуқта динамикагининг асосий тенгламаси билан 
таққослаб, массалар марказининг ҳаракати ҳақидаги теорема- 
ни қуйидагича уқиш мумкин: системанинг массалар марка• 
зи массаси система массасига тенг ва система нуқтала- 
рига қўйилган ташқи кучларнинг бош вектори таъсиридаги 
моддий нуқта каби харакатда булади. Система массалар
марказининг радиус-векторини гс билан белгиласак, (17.24) 
ифода

Л4гс =  НЕ (17.25)

кўринишда ёзилади. Бу механик система массалар марка- 
зи ҳаракатининг дифференциал тенгламасидир. (17.25) век- 
тор тенгламани координата уқларига проекциялаб, система 
массалар маркази ҳаракатининг скаляр тенгламаларини ҳосил 
цилиш мумкин:

Мхс = Пх, М ус = ҚЕу, М'й; = ПЕг- (17.26)

Бунда Хс, Ус, %с— массалар марказининг коррдинаталари, ЯЕХ 
ЯЕ, КЕ эса ташқи кучлар бош векторининг координата ў-қ-
ларидаги проекцияларидир. Агар ЙҒ = 0 бўлса, (17.25) тенгла- 
мадан

Мъс = сопз! /
£

ёки /?, = 0 ҳолида
М ъсҳ=  сопз!

келиб чиқади. Демак, ташқи кучларнинг бош вектори нол- 
га тенг булганда система массалар марказининг тезлиги 
ўзгармас булади. Шунингдек, ташқи кучлар бош вектори- 
нинг бирор ўқдаги проекцияси нолга тенг булса, массалар 
маркази тезлигининг шу ўқдаги проекцаяси ўзгармас бўла- 
ди. Хусусан, вақтнинг бошланғич пайтида массалар маркази- 
нинг тезлиги нолга тенг бўлса, массалар маркази олинган 
координата системасига нисбатан ўз ҳолатини узгартирмайди. 
Ташқи кучларсиз ички кучлар билан тинч ҳолатдаги система 
массалар марказини ҳаракатга келтириб бўлмайди.

50- масала. Кривошип-шатун механизмининг корпуси фун- 
дамент асосйга болтлар воситасида бириктирилган. ОА кри-
256
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вошип (17.6-расм) узгармас ш = 
= 14с*1 бурчак тезлик билан 

айланади. ОА =  АВ = / = 0,5 м, 
бир жинсли кривошип ва шатун 
массалари т ,=  т2 = 1 кг. т/ 
ползун массаси т-л = 2 кг ва 
корпус массаси те4= 5 к г  деб 
олиб, корпуснинг фундаменг асо- 
сига берган умумий босим кучи 
ҳамда ҳаракат вацтида болтлар- 
га тушадиган умумий горизон- 
тал зуриқиш кучи аниқлансин.

Ечиш. Фундамент агосининг 
корпусга курсатган умумий таъ-

сири—реакция кучини N билан, У/.ь-раст.
болтлар орқали қуйилган уму-
мий боғланиш реакция кучларининг горизонтал тузувчиси-
ни В билан белгилаймиз. Системага бу кучлардан ташқари
0 1, 0 2, 0 3, 0 4 ташқи кучлар (мос равишда кривошип, шатун, 
п<!лзун ва корпуснинг оғирлик кучлари) таъсир этади. Қўзғал- 
мае О нуқтада координата бошини олиб, Ох, Оу ўқларни ут- 
казамиз. Массалар маркази ҳаракатини аниқловчи (17.23) тенг- 
ламаларнинг биринчи иккитасидан фойдаланамиз:

М хс = Ни Мус = / ^ .  (1)
Бунда

/?* =  /?. 1<Е = . \ - о - о - а , - С ' .  (2>
ОА кривошип, АВ шатун массаларини мос равишда улар- 

нинг оғирлик марказлари Си С2 нуқталарга, ползун массасини 
В нуқтага, корпус массасини С, нуқтага қўйилган деб қараб, 
(16.3) формулага кура система массалар марказининг коорди- 
наталарини аниқлаймиз:

х с =

Ус =

Ш|Лг, +  '>' < +  т2х3 +  т ,х.
т ,  +  т-2 +  т 3 +  т ,

| +  т 2у 2 +  т 3у  3 +  " 1, у ,  

т, +  т 2 +  т 3 +  т.

(3)

бунда (хи у,), (х2, у2), (х„ Уз), <хи у4) билан мос равишда 
Си С2, В, С4 нуқталарнинг координаталари белгиланган. 

Расмдан фойдаланиб қуйидагиларни аниқлаймиз:

з!п ®, у, = ^  соз <р, = — 1— з 1 п <р, у2 = I соз =,

х3 = 0, Уз =  2/ соз ф ,  х, = 0, у4 =  ОС4 = сопз!.
Буларни, ср =ш/ булишини эътиборга олиб, (3) га қуямиз:
17-5955 257
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Х с
( т ,  +  тМ б ! п  и>1 ----------------. УС
т 1+ т 2+ т 3+ т 4

( т 4 +  3т<! +  4т3)1 соаю I +  '1т,0С«
2 (т , +  т 2 +  т 3 +  т 4) . (4)

(4) лан вақт бўйича иккинчи тартибли ҳосилаларни ҳисоблай- 
миз:

х<. (/И, + т 2)( М25(П01 /
— ;-----;----------> Уст ,  +  т 2 +  т3 + т 4

( т , + 3 т 2 + 4 т 3)/югсо8 ш/ 
2 (т , +  т 2 +  т 3 +  т .) (3 )

УИ == т ,  +  то2 +  то3 -г- то4 бўлишини назарда тутиб, (2) ва (5) 
ни (1) га қўямиз:

(ТО, +  ТО2)/ша81П =  Қ ,

(тг +  З т 2 +  4 т 3)/<о*созй)Т
2 А/ — 0 , - 0 , -  Оя -  0 4 ( 6)

0  = т§ ни эътиборга олиб, берилганларни (6) га қуйсак, қу- 
йидаги ҳосил бўлади:

Я = 98з1п 14/ Н, Л/ =  (88,2 -  528соз 14/) Н.
Корпуснинг фундамент асосига берган умумий босим кучи 

миқдор жиҳатдан N га, болтлардаги умумий горизонтал зўри- 
қиш кучи Й га тенг, уларнинг йўналишлари эса, мос равиш-
да /V ва га қарама-қарши йўналган.

83-§. Моддий нуқта ва механик система ҳаракат 
миқдорининг моменти

Тезлиги V, массаси т бўлган моддий нуқта ҳаракат миқ- 
дорининг бирор О нуқтага нисбатан моменти (кинетик мо- 
менти) деб,

1 о = г Х т^  -V (17.27)
вектор купайтма билан аниқланувчи /а векторга Дйтилади.

Бунда г—ҳаракатдаги нуқтани О нуқта билан туташтирувчи 
аектор (17.7-расм). О нуқтадан тезлик вектори йўналишига
туширилган перпендикулярнинг узунлигини Н десак, 10 век- 
торнинг модули

10 =  г ■ т ъ  81П а = т ъН  

формула билан аниқланади. /0 век-
—* —V

тор г ва тъ га перпендикуляр йў- 
налган булиб, унинг мусбат учи-
дан қараганда г векгорнинг топ 
га қараб энг кичик бурчакка ай- 
ланити соат стрелкаси ҳаракатига 
тегкари кўриниши керак.
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Моддий нуқта ҳаракат миқдорининг уцца нисбатан мо- 
менти деб шу нуқта ҳаракат миқдорининг берилган уқдаги 
нуқтага нисбатан моментининг мазкур уққа проекциясига
айтилади. 10 ва г ўқ орасидаги бурчакни 7 билан белгида- 
сак, ҳаракат миқдорининг уққа нисбатан моменти:

/ , = тг{тъ) = 10соз 7.

Моддий нуқта ҳаракат миқдорининг ўққа нисбатан моментини 
ҳисоблашда кучнинг уққа нисбатан моментини ҳисоблаш қои- 
дасидан фойдаланиш мумкин, бунда куч вектори урнида ҳа- 
ракат миқдори олинади.

Шунингдек, ҳаракат миқдорининг ўққа нисбатан моменти- 
ни аналитик усулда ҳам аниқлаш мумкин. Масалан, нуқта 
координаталарини х, у, г, тезлигининг координата ўқларидаги 
проекцияларини т»у, десак, қуйидаги тенглик ўринли ■ 
булади:

1г = т(хъу — уъх).

Массалари ти тг, . . .  , тп, тезликлари эса мос равишда
т»!, т»2.......... г\, булган нуқталардан иборат механик система-
ни олайлик. О -  бирор белгиланган нуқта булсин. Система 
ҳаракат миқдорининг О нуқтага нисбатан бош моменти
(ёки кинетик моменти) 1п деб, система нуқталари ҳара- 
кат миқдорларининг шу нуқтага нисбатан моментларининг 
геометрик йиғиндисига айтилади, яъни

—  " _ ►

1.0 = Г<*тб°1, (17.28)
С= 1 ; - *

бунда билан система .1Г нуқтасининг О марказга нисбатан 
радиус-вектори белгиланган.

Шунингдек, системанинг уққа нисбатан 
кинетик моменти тушунчасини киритиш 
мумкин:

1 2 =  пргГ 0 = У  т Л т ^ ) .  ( 1 7 . 2 9 )

Механик система қузғалмас ўқ атро- 
фида.ш бурчак тезлик билан айланувчи 
қагтиқ жисмдан иборзг булсин(17.8-расмд 
Бу жисмнинг айланиш уқига нисбатан 
кинетик моментини аниқлаймиз. Жисм ҳар
бир Мь нуқтасининг тезлш ини х»г, шунуқ- 
тадан айланиш уқигача булгай масофани

2
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/г; билан белгилаймиз. Жисм ҳар бир нуқтасининг тезлик гек- 
тори айланиш уқига перпендикуляр текисликда ётиши ва 
■и, ■= булиши бизга аён Бинобарин, (17.29/ формулага кўра:

п у п п
=  V  тг(т ^ 1) «= V  пцг\ ■ /г( = V  г;/,Л>.

1-1 /-I /=1п
Бунда ^  тф] — / г бўлишини ҳисобга олсак,

/:г = У г -«. (17.30)
ҳосил булади. Шундай қилиб, цўзғалмас ўқ атрофида айла- 
нувчи жисмнинг айланиш ўқига нисбатан канетик моменти 
унинг мазкур уққа нисбатан инерция моменти билан бур- 
яак тезлагининг кўпайтмасига тенг.

Моддий нуқта ёки системанинг кинетик моменти кг-м с-1 
да ўлчанади.

Ь4-§. Система кинетик моментининг ўзгариши 
ҳақида теорема

Теорема. Механик системанинг бирор нуқтага нисбатан 
кинетик моментидан вақт буйича олинган биринчи тар- 
тибли ҳосила системага таъсир қилувчи ташқи кучлар• 
нинг шу марказга нисбатан бош моментига тенг, яъни

а1о 'Дл
1 Г  м °■

Исбот. Система ҳаракати дифференциэл тенгламалари (17.4)
нинг чап ва ўнг томонларини г( радиус-векторга векториал 
кўпайтирамиз.

П Х т 1 5  (/ =1,2, . . .  ,я).
ах1

Бу тенгламалар системасини ҳадлаб қўшамиз:

2  г,Хт , =  V  г У А и  V  г(‘х'П- (17.31)

(17.31) тенгликнинг чап томснини цуйидагича ёзиш мумкин:

2  г>*т1 =  2  г1~Хт1 5  = 2  7, ^ х т р д -  (17.32)
1 = 1

Ҳақиқатан,
сй /=1 <и
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бироқ, коллинеар векторларнинг вектор кўпайтмаси нолга 
тенг, яъни

П _ ^ П

^  аг‘ 'Лт{1\ = V  XI, Х т м  = 0.
(=1 Л (=1

У ҳолда (17.32) да дифференциал билан йиғинди ўрнини 
алмаштириб ёзиш мумкинлигинн эътиборга олиб қуйидагини 
ҳосил қиламиз:

П
V
/=•/

г,Ат, 111'

п
а V

(17.31) да

V  г } / Ғ Е

аьо
III ’

ташқи кучларнинг О марказга нисбатан бош моментидан ибо- 
рат; ички кучларнинг хоссаларига кўра

2  ПХ?1 = М10 = 0.
1=1

Натижада, (17.31) ифодадан

(II, /) -► с
—  =М о (17 33)й1

бўлиб, теореманинг исботи келиб чиқади. (17.33) ни коорди- 
ната уқларига проекциялаб,

‘Л л  =  м Ех, ^Ь. = Му, = Мг 117.34)
0.1 (II т

тенгламаларни ҳосил килиш мумкин. Демак, механш систе- 
манинг бирор ўққа нисбатан кинетик моментибан вақт 
бўйича олинган биринчи тартибли ҳосила системага таъ- 
сир қилувчи ташқи кучларнинг шу уққа нисбатан бош мо- 
ментига тенг.

Алоҳида олинган моддий нуқта учун (17.33) ва (17.34) 
тенгламалар, мос равишда

ва

ш

<*1° -* . у?
-  = ' » „ ( 0

ақ. аи
= тх{Ғ), —  ~ т у[Ғ), — =  тг(Ғ)

(17.35)

(17.36)

кўринишда ёзилади. Бунда то(Ғ), тх(Ғ), ту(Ғ), тг(Ғ) би- 
лан мос равишда моддий нуқтага таъсир қилувчи кучлар тенг
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таъсир этувчисининг О марказга, х, у, г  ўқларга нисбатан 
моментлари белгиланган.

Хусусий ҳолда, агар ташқи кучларнинг бирор нуқтага ёки
ўққа нисбатан бош моментлари нолга тенг, яъни МЕ ------ 0,
М Ег =  0 булса, (17.33) ва (17.34) дан қуйидаги келиб чиқади:

Г0 =  С0П8( (17.37)
ва

Ь, =  соп§1. (17.38)
(17.37) (ва 17.38) ифодалар механак система ҳаракат 

миқдори моментининг сақланиш қонунини ифодалайди: агар 
механик системага таъсир қилувчи ташци куяларнинг би- 
рор нуқтага (уққа) нисбатан бош моменти нолга тенгбул- 
са, системанинг шу марказга (ўққа) нисбатан кинетик 
моменти ўзгармас бўласи.

Изоҳ, Биз системанинг 0 қузғалмас марказга нисбатан ки- 
нетик моментининг узгариши ҳақидаги теоремани (17.33) фор- 
мула билан ифодаладик. Агар системанинг О марказга нисба- 
тан кинегик моменти ўрнига ўзининг С масса марказига нис- 
батан нисбий ҳаракатидаги кинетик моментининг ўзгаришини 
ҳисобласак, бу ҳолда ҳам (17.33) куринишдаги

—  = М§ (17.33 а)01
муносабат қосил булишини кўриш мумкин. Бинобарин, сис- 
теманинг абсолюг ҳаракатдаги кинетик моментининг узтцтит 
билан унинг массалар марказига нисбатан нисбий ҳаракатида- 
ги кннегик моментининг ўзгариши бир хил куринишда ифо- 
даланади.

85- § Моддий нуқтанинг марказий куч таъсиридаги 
ҳаракати. Юзалар қонуни.

Бинэ формуласи

Таъсир чизиғи доимо битта 
қўзғалмас нуқтадан ўтувчи куч- 
га марказий куя дейилади, бу 
нуқта эса одатда куя маркази 
деб юритилади.

Моддий нуқтанинг марказий 
куч таъсиридаги ҳаракати фақат 
битта текисликда содир бўлади. * *
Ҳақиқатан, бу ҳолда моддий нуқ-

* танинг О қутбга нисбатан ради-
17,9-расм, ус-вектори г билан Ғ  куч век-

0
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тори коллинеар векторлар бўлиб (17.9-расм), г х ^  кўпайтма 
нолга тенг булади ва (17.35) дан/о=сопз! ёки

гХда»=сопз1 (17.39)

келиб чиқади. Вектор кўпайтманинг қоидасига кўра г  ва я
векторлар тузган текислик доимо г у т ъ  векторга перпенди- 
куляр бўлади. Аммо (17.39) дан курамизки, бу кўпайтма уз- 
гармас векторни беради, бинобарин, унга перпендикуляр бул- 
ган текислик ҳам биттаю битталигича қолади. Бу текисликда
эса г ва V векторлар ётади, яъни нуқтанинг ҳаракати фақат 
шу текисликда содир бўлади.

Моддий нуқтани қутб билан туташтирувчи радиус-векгор- 
нинг нуқта ҳаракати давомида чизган юзаси вақтга пропор- 
ционал равишда узгаради. Ҳақиқатан, секториал тезликни ифо- 
даловчи (1.18) формула

йа
-  ( г  ч V)

ни эътиборга олсак, (17.39) дан

г X — 2тъ„ = сопз!
ҳосил бўлади.

(17.40) дан: т», =  сопз! ёки

(17.40)

«. = с/а
<Н С | = |  сопз! |; (17.41)

бунда а—куч маркази билан ҳаракатдаги нуқтани туташти- 
рувчи радиус-векторнинг нуқта ҳаракати давомида чизган 
юзаси. Охирги муносабатни интеграллаш натижасида

|°1 = °  = С /  +  а0
келиб чиқади. Демак, куч. маркази, балан ҳаракатдаги нуқ- 
тани туташтирувчи радиус-векторнинг ҳаракат давомида 
шзган юзаси вақтга пропорционал равишда узгарар экан; 
бу хосса юзалар қонуни деб юритилади.

(1.15) формулага биноан

булади; бунда г, <р—нуқтанинг қутб координаталари. (17.41) 
ни эътиборга олсак,

г — = с — сопз! 
сН

(17.42)
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бўлади. Бу тенгламага юзалар интеграли дейилади. Юзалар 
интегралидан фойдаланиб нуқта траекториясини унга таъсир 
Килувчи марказий куч билан боғлайдиган дифференқиал тенг- 
ламани тузишни курайлик. Қутб координаталарининг боши О 
сифагида куч марказики олайлик. (17.9- расм). Марказий куч 
ёки ҳаракатдаги нуқтадан куч маркази томон, ёки 0  марказ- 
дан ҳаракатдаги нуқта томон йуналган булиши мумкин.

—■ > —

Нуқта ҳаракагининг /птд ^  Ғ  асосий тенгламасини (1.32) ни
назарда тутиб узаро перпендикуляр бўлган г0) р0 йуналиш- 
ларга проекциялаймиз:

пцг — г-<?2) = ± Ғ, (17.43)
/ге(гш +  2г9) = 0- (17.44)

Ғ  куч О марказдан М га цараб йуналганда (17.43) тенгла- 
манинг ўнг томонида мусбат ишора, акс ҳолда манфий ишо- 
ра олинади. (17.42) тенгламани

йу с 

й1 °  >'*
куринишда ёзиб,

1и =  —
г

ўзгарувчи киритсак,
аг й г  А? йг с й /  1 \ йн
й1 йу аЧ й^ г2 йу \ г } йу

(17.45)

(17.46)

ва

а 2г  _ Ю йг\ — — ( —  ! г — с ~ / Ғ  —
Ии са) й 'г \й п  <И (/«* г' йу*

(17.47)

ҳосил булади. (17.45) ва (17.47) ифодаларни (17.43) тенглама- 
га ҳуямиз ҳамда (17.46) ни эътиборга олиб,

т си‘ \ - а \ и — ± Ғ  (17.48)
Уйу"-

кўринишга келгирамиз. (17.48) га Бинэ формуласи дейилади. 
Бу тенглама берилган марказий куч орқали ушбу куч таъси- 
ридаги ҳаракатнинг траекториясини ва аксинча, берилган тра- 
ектория орқали ушбу кучни аниҳлаш имкониятини беради.

88-§ Математик тебрангичнинг кичик тебранишлари

Моддий нукта ҳаракат миқдори моментининг узгариши ҳа- 
қидаги теоремани қуллаб, узунлиги I бўлган. бир учи гори- 
зонтал қўзгалмас О уққа бириктирил!ан, иккинчи учига т
2о4
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массйли М моддий нуқта жой- 
лашган математик тебрангичнинг 
вертикал текисликдаги ҳаракати- 
ни аниқлашни куриб чиқамиз 
(17.10-расм).

Ип оғирлигини ва муҳит қар- 
шилик кучини ҳисобга олмаймиз 
Координата бошини қузғалмас 0  
нуқтада олиб, х, у уқларини 
расмда курсатилгандек йуналти- 
рамиз. Маятник вертикал текис- 
ликда ҳаракатлангани учун, бу 
ҳаракат ин билан Ох уқ ораси- 
даги ср бурчакнинг узгариши би- 
лан тўлиқ аниқланади. Бу бур- 
чакнинг мусбат орттирмаси си- 
фатида Ог уқнинг учидан қара- 
ганда нуқта соат стрелкаси ҳаракатига тескари йуналишда 
айланганда олган орттирмаси қабул қилинади. Маятник- 
ни мувозанат ҳолат (<р = 0) дан бирор ? = ©о ҳолатга 
чиқариб, унга нуқта ҳаракати траекториясига уринма буйича
йўналган V = т)0 бошланғич тезлик берилганда у қандай ҳара- 
катланишини аниқлаймиз Тебрангич ҳаракатига вертикал ра-
вишда пастга йуналган Р оғирлик кучи ва ипдаги Т реакция 
кучи таъсир этади.

(17.36) га биноан,

~  = т г(Р) +  т г(Т) (0)

деб ёзиш мумкин. Тебрангич ҳаракаг миқдорининг Ог уққа 
нисбатан моменти қуйидаги тенглик билан аниқланади:.

1С — т^1 =  !№>Р =  тР'.р.

7 кучнинг таъсир чизиғи Ог уқни кесиб ўтгани учун т2(Т) =
= 0; т2(Р) = — Ғ1ь\п?. У ҳолда (а) ифода қуйидагича ёзи- 

лади:

17,10-расм.

трг = — Р1 зш?.
Бунда Р = т £  эканлигини эътиборга олиб, тенгламанинг икка- 
ла томонини тР га бўлиш ва барча ҳадларни тенгликнинг 
чап томонига утказиш натижасида қуйидаги тенглама ҳосил 
булади:

? ; ~  Лпр = 0 (17.49)

(17.49) математак маятник ҳаракатиниаг дифференциал 
тенгламасини ифодалайди. Бу чизиқли булмаган дифферен-
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ц.иал тенгламадир. Агар маятникнинг кичик тебранишларини 
текширадиган бўлсак, З1пср «  ср деб олиш мумкин. Бу ҳолда 
тенглама

; + : £ < р = 0  (17.50)

кўринишга келади. (17.50) бир жинсли, иккинчи тартибли чи- 
зиқли дифференциал тенглама булиб, у математик маятник 
кичик тебранишларини тақрибан ифодалайди. (14.11) га кўра
(17.50) тенгламанинг умумий ечими

ср = Д ЗШ  ̂| / "К. I +  0 |

кўринишда бўлади. Ўзгармас Л — математик маятник кичик 
тебранишларининг амплитудаси, а —бошланғич фаза. (14.10) 
формулага асосан А ва а бошланғич шартлар орқали қуйида- 
гича ифодаланади:

Д =  } / ( ?о +  ^ .  (ё* =

Шундай қилиб математик тебрангичнинг кичик тебраниш- 
лари эркин тебранма ҳаракатдан иборат бўлиб, у

? =  V 0̂+  ^  з!п( ) / ’®- / +  агсф^ / 7 / ) )

тенглама билан ифодаланади.
(14.12) га асосан, математик тебрангичнинг кичик тебра- 

нишлари даври қуйидагича бўлади:

(17.51)

сали
51-масала. Чўзилмайдиган ипнинг бир учига тг — ~  мас-

А юк осилган бўлиб, иккинчи учи массаси т2 = т, радиу- 
си г бўлган бир жинсли цилиндрдан иборат В 
блокка бириктирилган (17.11-расм). В блокка 
қўйилган М ўзгармас момент таъсирида А юк 
юқорига кўтарилади. Ипнинг массасини ва блок 
ўқидаги ишқаланишларни эътиборга олмай, 
блокнинг бурчак тезланиши аниқлансин.

Ечиш. Блокнинг айланиш ўқини Ох ўқ деб 
олиб, системанинг шу ўққа нисбатан кинетик 
моментининг ўзгариши ҳақидаги теоремадан 
фойдаланамиз. (17.34) га кура: \

й1 = м* ( 1)

17.11 - р а с м .  А юк ва В блокдан иборат системага блокни
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айлантирувчи М момент, А юкнинг оғирлик кучи 0, =  т,§ = 
==~ё, блокнинг оғирлик кучи 0 2 =  т 2§ = т£ таъсир этади. 
Системага қўйилган О шарнирли боғланиш реакция кучини
Но билан белгилаймиз. Бу ташқи кучларнинг Ох уққа нис- 
батан бош моментини ҳисоблаймиз:

м Ех = м  -  о,г = (2)
Энди системанинг Ох ўққа нисбатан кинетик моментини ҳи- 
соблаймиз. Айланма ҳаракатдаги блокнинг бурчак тезлигини
о), илгарилама ҳаракатдаги А юкнинг тезлигини V билан бел- 
гилайлик. У ҳолда

= +  7-ал =  т\Ъ • г +  /*ю.
Бу тенгликда г/=ш-г, Ух = — шгг! бўлишини эътиборга ол* 
сак, у қуйидаги куринишга келади:

г т   ̂ , 1 « 2/, =  — гчН —  тгчо ~ т г 1 ш.
^  2 2

Охирги тенгликдан вақт бўйича ҳосила ҳисоблаймиз:
ЛЬХ 1 Ла>—*- = шг** — = т г “в.
Л( Л1

(2) ва (3) ифодаларни (Ч) га қўямиз:
, 2 М —тег  т ге = -------—

(3)

Бу тенгламадан блокнинг бурчак тезланиши аниқланади:
_ ‘2М—т§г  
~  ‘2т Г  *

87-§. Кучнинг иши. Қувват

Механикада икки хил улчов мавжуд булиб, биринчиси 
моддий нуқта ёки механик системанинг механик ҳаракати ўл- 
човини ифодалайди. Бу ўлчов қл~орига ҳаракат миқдори, ҳа- 
ракат миқдори моменти, кинетик энергия каби катталикларни 
киритиш мумкин. Иккинчи хил улчов эса узаро механик таъ- 
сирни ифодалайди. Бу улчов жумласига куч, куч моменги, 
куч импульси, кучнинг иши ва ҳоказоларни киритиш мумкин. 
Бу икки хил улчов бир-бири билан маълум муносабаглар ор- 
қали боғланган. Масалан, моддий нуқта ҳаракат миқдорининг 
узгариши унга таъсир қилувчи кучнинг импульси билан ул- 
чаниб, ҳаракат миқдори узгаришининг ўлчови булади. Бунда 
ҳаракагнинг формаси узгармайди — механик ҳаракаг бошқача 
шундай ҳаракатга айланади (ҳаракат миқдори ошади ёки ка-
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17.22- расм.

маяди). Механик ҳаракатнинг узгаришида 
ҳаракат бир турдан бошҳа турга айда- 
ниши ҳам мумкин: механик ҳаракатнинг 
удчови булган кинетик энергия чзгариши 
билан механик ҳаракат бошқа турда1и ҳа- 
ракатга, кинетик энергия эса бошқа тур- 
даг и энергияга айланиши му.мкин. Масалан, 
қаршилик курсатувчи муҳитда ҳаракатла- 
нувчи жисмнинг ҳаракат давомида тезли- 
ги, пировард натижада кинетик энергияси 
ҳам камайиб боради. Кинетик энергия қан- 
чалик камайиб борса, ишқаланиш туфай- 

ли содир булган иссиқлик энергияси шунчалик ошиб бо- 
ради. Курамизки. бу ерда механик ҳаракат узгариб, ҳара- 
катнинг бошқа турига —иссиқлик билан характерланувчи фи- 
зик ҳаракатга айланди. Бу ҳолда кучнинг иши ҳаракат ўзга- 
ришининг улчови булиб хизмат қилади, яъни механик ҳара- 
катнинг бошқа бир шаклдаги ҳаракатга айланишининг миқдо- 
рий улчози сифатида иш тушунчасини киритиш мумкин.

Ф. Энгельс ўзининг „Табиат диалектикаси1' асарида меха- 
ник ҳаракатнинг икки улчови ҳакида фикр юритиб, жумладан. 
иш қақида „Агар механик ҳаракат шунчаки йуқолмаса, агар 
у ҳаракатнинг бирон-бир бошқа формасига айланмаса, ҳеч қа- 
чон ва ҳеч қаерда у ишни келтириб чиқармайди" ле'> курсат- 
ган эди.

Механик ҳаракатнинг механик булмаган ҳаракатга айлани- 
ши ёки, аксинча, механик булмаган ҳаракатнинг механик ҳа- 
ракагга айланиши маълум йўл оралигида содир булиб, бу 
жараён таъсир қилувчи кучларга боғлиқ.

Ихтиёрий Ғ кучнинг бирор чекли оралиқдаги ишини аниқ- 
лашда кучнинг элементар иши тушунчасидан фойдаланамиз.

М моддий нуқта Ғ  куч таъсирида йг элементар векторга
тенг кўчиш олсин (17.12-расм). Ғ  куч билнн йг кўчиш век-
торининг скаляр купайтмаси Ғ кучнинг йг кучшидаги элемен- 
тар ииш дейилэди. Кучнинг элементар ишини йА билан бел- 
гиласак, таърифга биноан,

йА = Ғ. • йг (17.52)

Ғ  ва йг векторлар орасидаги бурчакни а билан белгиласак, 
( 17.521 ни қуйидаги куринишда ёзиш мумкин:

йА = Ғ ■ йгсоза' (17.53)
йг = й1 деб олиб, (17.53) ни қуйидагича ифодалаш мумкин: 

йА = Ғ -й 1 -со т . ^  (17.54)
(17.54) да й1 билан М нуқтанннг траектория буйлаб элемен- 
тар кучиши белгиланган.
268
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~Ғ ва йг векторларни мос равишда уларнинг Декарт ўқла- 
рйдаги проекциялари Ғ г, Ғу, Ғг ва йх, йу, йг орқали ифода- 
лйсак, (17.52) дан

йЛ = Ғхйх  -ф Ғуйу 4- Ғ.йг (17.55)
ҳосил булади. (17.55) кучнинг элементар ишини аналитик усул- 
да ифодзлашдан иборат.

йг=  уй1 бўлишини назарда тутсак, (17.52) тенгликни

йк  = Ғ ъй1 =  Ғюсоза йI (17.56)
формулага келтириш мумкин.

М моддий нуқтага қўйилган Ғ. кучнинг АВ =» I чекли ора- 
лиқдаги ншипи ҳисоблашда шу оралиқни бир неча элемен- 
тар бўлакча (й 1 ларга ажратиб, мазкур оралиқдаги элемен- 
тар ишларнинг йиғиндиси каби аниқлаш мумкин:

А = Нт У йА{

(17.52)—(17.55) ифодаларнн эътиборга олиб, охирги тенг- 
ликни интеграл орқали қуйидаги кўринишда ёзиш мумкин:

(Д) (В) (В)

Л =  \ й А =  } Ғ - й 7  = |  Ғсогхй1  (17.57)
(А)  (А)  (А)

ёки
(«)

А =  [ (Ғхйх  +  Ғуйу +  Ғгйг). (17.58)
Й)

М  нуқта А ҳолагда бўлган пайтида ( = 0, В ҳолатга ўтган 
пайтни ( билан белгилаб, (17.56) га асосан чекли оралиқдаги 
иш формуласннн

I I

А =  ( ғ77й (=  \  {Ғ^хф -Ғ.уЪу^ Ғ гъг)й( (17.59)
0 и

кўринишда ҳам ифодалаш мумкин.
Бирор куч ишининг вақт бирлиги ичида ўзгариши шу куя- 

нинг қувватини ифодалайди. Куч қувватини 117 билан белги- 
ласак, таърифга биноан,

1 Г = —. (17.60)

(17.52)—(17.56) ифодаларни эътиборга олиб, қуввагни аниқлов 
чи қуйидаги муносабатларни ёзиш мумкин;

УГ =  -------- = Ғ - V  = .Ғтсоза
М

(17.61) га кура (17.59) ифода

(17.61)
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А = ) XV<И (17.62)
■ “ «кўринишни олади. )

Ғ  куч ўзгармас булган хусусий ҳолда унинг АВ = I ора- 
лиқдаги иши (17.57) формулага биноан қуйидагича аниқланади:

А —Ғ, • I ■ соза, (17.63)

(17.63) дан кўрамизки, а < ^  да А >  0, а =  у  да А = 0, а >  

р> да Л < 0  булади.
Кучнинг иши халқаро бирликлар системаси (СИ) да 1Ж =

= 1 Н-м да, қувват эса 1 Вг = 1 — = 1 билан улчанади.
с с

П

Агар М моддий нуқтага тенг таъсир этувчиси ^
1-1

—*• —V
бўлган (Т7!, Ғъ , Ғц) кучлар системаси қўйилса, тенг
таъсар этувшнинг с1г элементар кучишдаги элементар иши 
ташкил этувчи кучларнинг шу кўчишдаги элементар иш- 
лари йиғиндасига тенг бўлади, яъни

П
(17.64)

г=1

Ҳақиқатан,

Н ■ дг =(Ғ,Х + Ғ3 +  . . . +  Ғп) йг = Ғлйг + Ғ2йг -}-. . .  + Ғкйг
ёки

П П
а7=  V ғ / г  =  У а А  ( ғ , ) .

(17.64) га биноан, тенг таъсир этувчининг чекли оралиқдаги 
иши учун қуйидаги формулани ёзиш мумкин:

п п

(17.65)
1=1 1=1

88- §. Баъзи кучларнинг ишини ҳисоблаш

1. Моддий нуқта оғирлик кучининг иши. Оғирлиги 0  = т§ 
бўлган М  моддий нуқта А (х0, у0, г0) ҳолатдан В(х, у, г) ҳо-
латга ўтганидаги 0  кучнинг ишини ҳисоблаймиз ( 17.13)-расм). 
Ок= 0, Оу = 0, Ог= —т§ булишини эътиборга олиб, (17.58) 
формуладан фойдаланамиз:
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формула ҳосил бўлади.

(В>
•4(6) =   ̂ (Охйх-\- Оуёу  4-

(А)
г

ф Огйг) = — [ т §йг.
9„

Бундан қуйидаги келиб чикади:

\г0 — г\ = к  белгилаш киритсак,

Л ( 0 )  =
т е к . г 0> г ,  ^

-т§к, г0< г

(17.67) дан кўрамизки, оғирлик кучининг иши нуқтанинг 
траектория бўйлаб ўтган йулига боғлиц булмай, фақат 
нуқтанинг бошланғии ва о\ирги пайтдага координатала- 
раггшна боғлиқ экан.

2. Моддий нуқталар системаси оғирлик кучларининг иши.
М и М2......... Л1а моддий нуқталарининг оғирликлари мос ра-

вишда О,, Ог, . . . ,Он бўлган механик система берилсин. Маъ- 
лумки оғирлик кучлари бу ҳолда параллел кучлар системаси- 
ни ташкил қилади. Механик системанинг массалар маркази 
бошланғич С„ вазиятдан кейинги С вазиятга ўтганда, шу куч-
лар системасининг ишини аниқлаймиз. кучнинг (с = 1 ,2 , . . . ,  п) 
иши (17.66) га асосан

4, = С2г ? - г г)

бўлади. Бунда г° ва г{ билан Мг нуқтанинг бошланғич ва ке- 
йинги вазиятларига мос аппликаталари белгиланган.

Агар системанинг барча нуқталари оғирлик кучларининг 
кўрсатилган оралиқдаги ишини 4 деб белгилисак,

А  =
п

1=1

П
2  V 01?|
1=1 1—1

бўлади. С0 нуқтанинг аппликатасини 2 Г0, С нуқтанинг аппли- 
кагасини эса гс десак, масса маркази координаталарини аниқ- 
лаш формуласига асосан

^  О /, = О- ^  0&  = Ог(
1= \
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бўлади, бунда О механик системанинг оғирлигидир. У ҳолда 
л = ° ( г с - 2с) = Мё(гс — гс )

келиб чиқади. Механик система массалар марказининг вери* 
кал бўйича координагасининг узгаришини ифодаловчи (  ̂ |
айирмани Нс деб белгиласак, охирги фсрмулани

А - ± 0 • / / (, = ± М%Н

куринишда ёзиш мумкин. Бунда массалар маркази юқоридан 
пастга кўчганида мусбат, акс ҳолда манфий ишора олинадн.

3. Эластиклик кучининг иши. Эласликлик кучининг туғри 
чизиқли йулдаги ишини аниқлашни куриб чиқамиз Координа- 
та боши учун пружина деформанияланмаган ҳолагдаги М нуқ- 
тага мос келувчи О нуқтани олиб (17.14-расм), Ох уқни йу- 
налтирамиз. Маълумки, эластиклик кучининг ушбу уқдаги 
проекцияси Ғ, =  — сх булади; бунда с— пружинанинг бикир- 
лиги, х  — нуқтанинг мувозанат ҳолатдан Ох уқ бўйлаб четга 
чиқиши—пружина деформациясидан ибораг. Эластиклик кучи- 
нинг йуналиши билан нуқтанинг кучиш йўналиши қарама-қар- 
ши булганда бу кучнинг А = ОВ оралиқдаги иши (17.58) фор- 
мулага кура қуйидагича топилади:

л
А = - с  \  хс1х =  -  (17.68)

о
Агар эластиклик кучининг йўналиши билан нуқтанинг кучиш 
йуналиши бир хил булса. (17.68) ифодада мусбат ишора оли- 
ниши керак.

4. Тортишиш кучининг иши. Моддий нуқтанинг Ер марка- 
зидан р0 масофа билан аниқланувчи А нуқтадан р, масофа би-
лан аниқланувчи В нуқтага кучишида Ернинг Ғ тортиш кучи- 
нинг ишини аниқлаймиз (17.15-расм). Нуқтанинг АВ траекто-

8

Уг

17.14-расм.

4г
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I

рияда р масофа билан аниқланувчи бирон М ҳолатини олай- 
ликз. Нуцтанинг бу ҳолатдан элементар кучишини ифодаловчи
I(г ректорни расмдагидек йр ва унга перпендикуляр бўлган
йз ташкил этувчиларга ажратамиз. Равшанки, Ғ  кучнинг йа 
куч(ишдаги иши 0 га тенг. У ҳолда тортишиш кучининг АЬ 
йўлшаги иши

р.
А = \  - Ғ й  р

Ро

ифода билан аниҳланади, бунда Ғ—тортишиш кучининг моду 
ли. У моддий нуқтанинг массасига тўғри пропордионал, нуқ- 
танинг Ер марказидан узоқлиги квадратига тескари пропор-
ционал, яъни Е = к —, к — пропорционаллик коэффициенти.
Уни аниқлашда моддий пуқта Ер сиртида будганда (яъни р = /?, 
бунда /?—Ер радиуси) тортишиш кучи нуқтанинг оғирлиги тц
га тенглигидан фойдаланилади. Шундай қилиб, т§ = к — ифо-

дадан к = е # 2 ва к = • —. Натижада:
Ра

А = ^ - й ? = ^ т  ( = —
?2 I  '  Р ' 'Р1 Ро

(17.69

Ҳосил қилинган ифодадан курамизки, тортишиш кучининг 
иши мусбат ҳам, манфий ҳам булиши мумкин экан. Агар р,> 
> р 0 бўлса, яъни нуқта Ер сиртидан узоқлашса, тортишиш 
кучининг иши манфий, р, < р 0 булганда, яъни нуқта Ер сирги- 
га яқинлашса, тортишиш кучининг иши мусбат булади.

5. Айланувчи жисмга қўйилган кучнинг иши. Қузғалмас 
Ог ўқ атрофида айланувчи жисмнинг айланиш уқидан Л ма-
софада ётувчи М нуқгасига Ғ куч қўйилган 
нинг жисмнинг бирор чекли бурчакка 
айланишидаги ишини ҳисоблаймиз (17.16- 
расм). М нуқтанинг траекторияси айланиш 
ўқига перпендикуляр текисликдаги айла-
надан иборат. Ғ  кучнинг табиий коорди- 
ната уқларидаги ташкал этувчиларини

Ғг. ~ҒЛ, Ғ ь десак, Ғ п ва Ғь ташкил этувчи- 
лар М нуқтанинг кучишига перпендику- 
ляр йуналгаии учун уларнинг ишлари

нолга тенг. Бинобарин, Ғ  кучнинг ишини

булсин. Бу куч-

Ҳисоблаш ўрнига Ғх нинг ишини ҳисоблаш 17.15 расм.
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кифоя. М нуқтанинг й1 = кйу элементар кучишилаги Ғх к^ч- 
нинг элементар иши (17.54) га кура цуйидагича булади: Г

йА = Ғ й1 = Ғ_ • кйу.

Бу тенгликда Ғ,-к катталик Ғ  кучнинг Ог ўққа нисбатан 
ментини ифодалайди:

мо-

Бинобарин,
тг(Ғ) = Ғх .к .

йА =  тг{Ғ) • й<р, (17.70)
яъни, қўзғалмас уқ атрофида айланувш жисмга қуйилган 
куннинг жисмнинг йу элементар бурчакка айланишидаги 
элементар иши мазкур кучнинг айланиш уқига нисбатан 
моменти билан элементар айланиш бурчагининг купайтма- 
сига тенг.

Ғ  кучнинг жисм чекли <р бурчакка айлангандаги иши (17.70) 
ни интеграллаш билан аниқланади:

т
А = \ тг(Ғ) ■ й'?, (17.71)

бунда <р0 ва ср жисмнинг бошланғич ва охирги пайтдаги ҳола-
тини аниқловчи бурчаклардир. Агар тг{Ғ) =соп§{ бўлса, 
(17.71) дан

А = тг(Ғ){ ср-сро) (17.72)
келиб чиқади.

6. Система ички кучларининг иши. Системанинг икки их-
тиёрий А ва В нуқталарига Ғ а ва Ғв ички кучлар таъсир
этсин (17.17-расм). Маълумки, Ғ а = — Ғ в. Бу икки кучнинг 
системанинг бирор кўчишидаги элементар ишлари йигиндиси 
(17.56) га асосан қуйидагича аниқланади:

V  йА1 =-- Ғ а ъвй1А- Ғ 1въвй1 =

—Ғя{^в — ъА)й1.

Расмдан г в  =  г а - \ -А В \  А В вектор
йуналишини а 0 бирлик вектор
билаи аниқласак, г в =  г а - \ - А В  а 0 
ифодага эга бўламиз. У ҳолда:
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Бун^ан

4га
<и

агл , <илв) 
<н <и

а0 -р АВ <1и.,
<и'

— -*• <1{АН)~* , л п  ёааъ п — V.  ------- - а0 +  АВ • — .В А <и <и
Натижада

У.аА1 = Ғв • +  0 -с11 (17.73)■— V <11 <11 I

ҳосил бўлади. а0 бирлик вектор бўлгани учун —- вектор а0
<11

га бинобарин, /•'  ̂ га перпендикуляр бўлади. Шунинг учун

Ғ‘ • = 0.

Буни эътиборга олиб, (17.73) дан қуйидаги формулани ҳосил 
қиламиз:

^ а л '  = Ғ ‘в - с1{АВ). (17.74)

(17.74) дан кўрамизки, ҳаракат вақтида системанинг А ва 
В нуқталари орасидаги масофа ўзгарувчи булса, ички кучлар 
ишларининг йиғиндиси нолдан фарқли, АВ масофа узгармас 
бўлганда (бундай система ўзгармас система дейилади) ички 
кучлар ишларининг йиғиндиси нолга тенг булади.

89- §. Ихтиёрий кучлар системасининг иши

Эркин қаттиқ жисмнинг А1и ТИ2, . . ., нуқталарига мос
равишда Ғ и Ғ 2, . . ., Ғп кучлар системаси қўйилган бўлсин
(17.18-расм). Бу кучларнинг 
бирор [/0, <) вақт оралиғида- крги ишларининг йиғиндисини 
ҳисоблаймиз. (17.59) форму- %
лага асосан Ғь кучнинг иши к . 5  г ^ .  \Л( ни аниқлаймиз: С

/ °  )  6  & /
‘ -  -

Л, = • сИ.
к л

с 1

V
Бунда билан нуқтанинг 
тезлиги белгиланган. Қутб

* Ч .  У

1,
сифатида жисмнинг инерция 
маркази 0  нуқтани олсак, эр- 17.1« -расм.
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кин жисм нуқтасининг тезлигини аниклаш формуласига кўра у, =
— ъо + 1»Хг, булади. Бунда ю0 — жисм инерция марказининг 

тезлиги, о) — жисмнинг қутбга нисбатан сферик ҳаракатининг
оний бурчак тезлик вектори, г ( — О  нуқтани М  ̂ нуқта билан 
гуташтирувчи вектор. У ҳолда

Д  =  I  Д  (г>0 +  «1 X Г{)ё1 =   ̂Ғ ^ о с И  +  |‘ ш (г,- X Ғ , )(11
*о 1$ (о

булади. Берилган кучлар системасининг I — 1„ вақт оралиги- 
даги иши система кучларининг ушбу вақт оралигидаги иш- 
ларининг йиғиндисига тенг. Чунончи, бу ишни А орқали бел- 
гиласак,

Л /
* =  2 Ак = й1 +  2 1  ® х  = |  2: ^  г  +1=1 /—1 /п /«

/ „ / я
/„ \/=1

+  1 “ 2 г‘ Х / '</„ VI—.

булади. "^Ғ^ = Н — берилган кучлар системасининг бош век-

П
тори, ^  X Д  =А^0 — берил! ан кучлар сисгемасининг О нуқ-

1=1
тага нисбатан бош моментидан ибораг. У ҳодда

/* _  /,_*
Л =  [ ъ0Нй1 +  |  шМ0й1 (17.75)

ҳосил булади. (17.75) тенгликнинг унг томонидаги биринчи 
қўшилувчи жисмнинг унда олинган қутб билан бирликда ил- 
гарилама кучишида жисмга қуйилган кучлар бош векторининг 
ишини, иккинчи қушилувчи эса, жисмнинг қутб атрофида ай- 
ланма кўчишидаги барча кучлардан қутбга нисбатан олинган 
бош моментнинг ишини ифодалайди.

(1/.75) ифодадан фойдаланиб, хусусий ҳол сифатида, жисм- 
нинг илгарилама (ш =  0), О нуқта. аУрофида ёки О нуқтадан 
утувчи ўқ атрофида айланма ҳаракатларида унга қўйилган 
кучларнинг ишини ҳисоблаш формулаларини ҳоеил қилиш 
мумкин.

90-§. Моддий нуқта, механик система ва қаттиқ 
жисмнинг кинетик энергияси

Моддий нуқта массасининг нуцта тезлиги квадратига 
кўпайтмасининг ярми билан уляанувяи скаляр катталак 
моддий нуқта кинетик энергияси дейилади. Таърифга бино-
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ан, моддий нуқта кинетик энергияси Т ■= муносабат билан
афодаланади.

Механик системани ташкил этувии моддий нуқталар 
кинетик энергияларининг йиғиндиси система кинетик энер- 
шяси дейилади.

Система ҳар бир М, нуқтасининг массасини тр тезлигини с 
аесак, таърифга биноан, унинг кинетик энергияси

Т = V "IV,
(17.76,

})Ормула билан аниқланади.
Қаттиқ жисмнинг кинетик энергиясини ҳисоблашда уни 

5ир неча моддий нуқталардан ташкил топган деб қараб, (17.76) 
{юрмуладан фойдаланиш мумкин.

Агар жисм илгарилама ҳаракатда булса, унинг ҳамма нуқ- 
галари бир хил тезликка эга бўлади. Илгарилама қаракатдаги
кисм массалар маркази булмиш С нуқта тезлигини V , десак, 

'Н =  У ҳолда, (17.76) дан қуйидаги формула ҳосил бўлади:

=  V  т, —  =  М — . ■ 2 ■> (17.77)

Қаттиқ жисм қўзғалмас Ог ўқ атрофида айланма ҳаракатда 
)ўлсин. Жисм М/ нуқтасидан (17.19-расм) айланиш ўқигача 
)ўлган масофани й/ билан белгиласак, V ,  «■ Л.ш уринлидир 
Еунга кўра (17.76)

гўринишда ёзилади. 

шнобарин.

П
Бунда т;1г] =  

1=1

Т0̂ = г , 1У> (17.78)

1ъни қўзғалмас ўқ атрофида айланувш  
кисмнинг кинетик энергияси унинг ай- 
ганиш уқига нисбатан инерция момен- 
гининг ярмини жисм бурчак тезлиги 
■■вадратига кўпайтирилганига тенг.

Маълумки, жисмнинг текис параллел 
,арака1ини тезликлар оний марказидан

I

17 1У-раси .
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17.20-расм.

утувчи ўк атрофио,а оний айланма ҳа- 
ракат деб қараш мумкин. Текис парал- 
лел ҳаракатдаги »<исмнинг тезликлар 
оний марказини Р, бу нуқтадан ўтувчи 
уққа нисбатан инерция моментини УЯ1 
билан белгиласак (17.20-расм), (17.78) 
га асосан:

Т„ . ,  - 7

Штейнер теоремасиға кўра
/ р^ 1 С; + л и \

бунда /Гг — жисмнинг мэсса марказидан ҳаракат текислигига 
перпендикуляр равишда утувчи ўққа нисбатан инерция мо- 
ментини, М — жисм массасини, а =  РС — уқлар орасидаги ма- 
софани ифодалайди.

У ҳолда, текис параллел ҳаракатдаги жисмнинг кинетик 
энергиясини ҳисоблаш учун қуйидаги формулани ҳосил қила- 
миз:

еки
Тп „ -  ~ / гУ  +гя. п.  о Сг  * 2

Г , =  -  Мг* , • оЛш. п. (. 1 п  с г
(17.79)

(17.79) дан курамизки, текас параллел ҳаракатдага жисм- 
нинг кинетик энергиясини жисм массалар марказининг ки- 
нетик энергияси билан жисмнинг массалар марказидан 
утувчи ўқ атрофида айланяа ҳаракатидаги кинетик энер- 
гиясининг йиғандиси деб қараш мумкин.

Халқаро бирликлар системаси (СИ) да кинетик энергия 
кг ■ м2 , .------  =  Н • м да улчанади.

91-§. Сферик ҳаракатдаги жисмнинг кинетик энергияси

Жисмнинг сферик ҳаракатини ҳар онда қузғалмас нуқтадан 
утувчи оний ўқ атрофида айланма ҳаракат деб қараш мумкиц. 
Бинобарин, оний ўқни I, жисмнинг оний ўққа нисбатан инер- 
ция моментини / г десак, (17.78) формулага биноан қуйидаги 
ҳосил бўлади:

Тсф =  \ / , » %. (17.80)

Сферик ҳаракатдаги жисм бурчак тезлиги векторининг О 
қўзғалмас нунтадан угувчи х, у, г уқлардаги проекцияларига 
кура унинг кинетик энергиясини ҳисоблаш формуласини кел-
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тириб чиқарайлик. Жисмни массалари Ат( бўлган бўлакчалар- 
га ажратиб, унинг кинетик энергиясини

П
— Г V йт 2 )

(М)

кўринишда ифодалаш мумкин. Бунда г* =  ўринли булга- 
нидан

Г =  — Г V • V ■ йт (17.81)
“ <!«»

формулани ёзиш мумкин. (17.81) да интеграл бутун жисм мас- 
саси М бўйича олинган.

Сферик ҳаракатдаги жисм нуқтасининг 0  қўзғалмас нуқта- 
га нисбатан радиус-векторини г десак, Эйлер формуласига кў- 
ра: V =  ш х  г. Буни (17.81) га қўямиз:

Тсф = 1] [ 1« X Г) • (^Гх Г) йт.
1 (М)

Бунда (ш X г) (ш X г) = ш [г X (ш X г)] =  ш [ш+ — г(шг)] =«
— югг'1 — (шг)2 бўлишини эътиборга олиб,

^ - 7 [ К г * - К ) ' | ^  (17.82)
(+

ифодани ҳосил қиламиз. Жисмнинг қўзғалмас О нуқтасини ко- 
ординаталар боши деб олиб, қўзғалмас ортогонал Охуг саноқ 
системасини киритамиз ва (17.82) ифодани ушбу системага 
нисбатан ёзсак:

Т с ф  =  \  |  К шл2 +  юу +  «•>«) I +  +  У2 +  + )  -
(М)

— (юхх  +  Юуу +  Шгг)2] а\т 
ёки

2 ' Тсф =  |  <°2 (У2 +  г2) йт +  [ ш2 (X* +  г2) йт +
Ш )  (М)

+  [ юг (х2 +  Ў2) ^т — 2 Г и>хшухуйт — 2 | шхшгхгйт  —
(Л1) (и) (Л)

— 2 Г шушгугйт.
( М)

Буни жисмнинг координата ўқларига нисбатан инерция мо- 
ментлари 1 х, Iу, !г ва марказдан кочувчи инсрция моментла- 
ри /л>1 /Д1, /уг орқали ифодалаймиз:
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1 сф —  л  +  С т у +  4  ''г —Ф ' о ’ ■ ‘ 1 ‘у”

2 /„(в„0), — 2/«озуи)2).
(17.83)

—  2 /  и>** 1 I V *

92-§. Кёниг теоремаси

Механик системанинг қузғал- 
мас Охуг системага нисбатан 
ҳарака1идаги кинетик энергия- 
сини аниқлайлик.

С нуқта берилган механик 
системанинг массалар маркази 
булсин (17.21-расм) С нуқтада 
Охуг системага нисбатан илга- 
рилама ҳаракат қилувчи ёрдам- 

чи Слг,у,г, координаталар системасини оламиз. У ҳолда бе- 
рилган механик системанинг Охуг системага нисбатан абсо- 
лют ҳаракатини массалар маркази билан бирликда кучирма 
ҳаракат ва С нуқтадан $, Т У В Ч И  Сл г , у , г ,  системага нисбатан 
нисбий ҳаракатлардан ташкил топган деб қараш мумкин. Сис- 
теманинг кинетик энергиясини ифодаловчи (17.76) ифодани

Т Ча

кўринишда ёзамиз. Бунда г*,я — Л1, нуқтанинг абсолют тезлиги.
Агар ушбу нуқтанинг нисбий ва кучирма тезликларини мос -** - -
равишда ^1г, у1с орқали белгиласак, маълумки ггг-а =  г>;г +  
бўлади. Шунинг учун 

*
Т  =  ^  ^  пи  ( +  V, , )  ( V/, +  V»)  -

1=1
П П п

= • V» + V  |  т м м , + V »/,•»„
‘Т̂ Т 1-1 г=(

ифодани ёзиш мумкин. Слҳу^г, система,- «лгарилама ҳаракат 
қилгани учун унинг барча нуқталари 'гезликлари С нуқтанинг

тезлигига тенг: ъ = ъ с. Натижада
П П П

Т -  2  \  т ^ 1г + т ^с ■ 7\: + 2  т{1},г '
1— 1 1— 1 1 =  1

ҳосил бўлади. Бу тенгликнинг ўнг томонидаги биринчи йиғин- 
ди берилган механик системанинг С л ^ г ,  ўқларга нисбатан
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га қуйилган ташқи ва ички кучлар қувватлари орқали ифода- 
лаш мумкин:

— =  V  \уе  ... V  и-;. (17.87)
'1' 1̂ 1

Ўзгармас система ёки қаттиқ жисм учун ички кучлар иш- 
ларининг йиғиндиси нолга тенг булади. Бинобарин, узгармас 
система ва қаттиқ жисм кинетик энергиясининг узгариши ҳа- 
қидаги теоремани ( 17.85) — (17.87) га кура қуйидаги кури- 
нишларда ёзиш мумкин:

П
йТ= У с1А £, (17.85 а)

(=1

7 — 7"0 =  V  (17.86 а)
(=1

— = Ў  № , (17.87 а)(11 1/-I
Шунингдек, моддий нуқта кинетик энергиясининг узгариши 
ҳақидаги теорема (17.86) га биноан қуйидагича ифодаланадиг

Ў А ;.  (17.88)
1—1

Система ҳаракат миқдори ва кинегик энергиясининг ўзга- 
риши ҳақидаги теоремаларни таҳлил қилиб курамизки, ҳара- 
кат улчови сифатида киритилган ҳаракат миқдори ва кинетик 
энергия тушунчалари бир-биридан принципиал фарқ қилади: 
фақаг ички кучлар ҳисобига система ҳаракат миқдорини уз- 
гартириб бўлмайди, унинг кинетик энергиясини узгартириш 
мумкин.

52-масала. Вергикал текисликда жойлашган, радиуси /?■ 
бўлган, айлана шаклида эгилган най ичида силлиқ оғир М 
шарча ҳаракатланади (17.22- расм). Бошланғич пайгда шарча 
М 0 ҳолатда булиб, уни айлана маркази билан туташтирувчи 
радиус ва вертикал чизиқ орасидаги бурчак га тенг. Шарча 
шу ҳолатдан бошланғич тезликсиз
қўйиб юборилса, 0 ,0 М  = у бул- 
ган пайгда шарча қандай тезликка 
эга бўлади? Шарча моддий нуқта 
деб қаралсин.

Ечиш. Моддий нуқта кинетик 
энергиясининг узгариши ҳақидаги 
теоремани ифодаловчи (17.88) ку- 
ринишдаги тенгламадан фойдала- 
намиз: 17.22-расм.

/лс' тю0
2 2
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( 1)

I 2ти тугпт.

М нуқтага оғирлик кучи 0  =  т§ ва найнинг нормал реакция-
си /V таъсир этади. Шарча М0 ҳолатдан М га ўтганда унга 
қўйилган кучлар ишларининг йиғиндисини ҳисоблаймиз:

Бунда N V бўлгани учун Ам =  0. 0  оғирлик кучининг иши 
ни (17.67) формула билан аниқлаймиз:

Аа =  = ш£ (ОҚ — ОЬ) = т§Қ (соз <р — соз <р0).

Шундай қилиб

Масала шартига кура г>0 =  0 эканлигини эътиборга олиб, 
топилган иш қийматини (1) га қуямиз:

Бу ифода соз <р >  соз <р0 бўлганда маънога эга.
53- масала. ОА кривошипга қўйилган узгармас М момент 

таъсирида 17.23-расмда курсатилган тинч ҳолатда турган ме- 
ханизм ҳаракатга келтирилади. Кривошип соат стрелкаси ҳа- 
ракатига тескари йўналишда <р =  Зтг/2 радиан бурчакка айлан- 
ган пайтда бурчак тезлиги қандай булади? ОА ва АВ криво- 
шип массалари т0А=т , тАН =  4т бўлган бир жинсли стер- 
жень. сирпанмасдан думаловчи О ғилдирак эса тв = 8т 
массали бир жинсли диск деб қаралсин. Ишқаланишлар эъти- 
борга олинмасин. Қуйидагилар берилган: ОА = 1, АВ =  41, 
г =  I, М = '6т%1.

V Л, — А0 +  Лдг.

У  А, =  т%Қ (соз <Р -  соз <р0).

=  т%Қ (соз <р — соз <р0).

Бу ифодадан V тезлик миқдорини аниқлаймиз:
ъ = У (соз <р — соэ <р0).

17.23- расм.
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Ечиш. ОА кривошип 9 =  3^/2 рад. бурчакка айланганда ме- 
ханизм расмда пунктир чизиқ билан курсатилган ҳолатни эгал- 
лайди; бунда А ва В нуқталар, мос равишда А , ва £, 1а ута- 
ди. ОА кривошип, АВ шатун ва 10 ғилдиракдан иборат ўзгар- 
мас системанинг бошланғич ҳолатдан кейинги ҳолатга ўтиши- 
да кинетик энергиясининг узгариши ҳақидаги теореманинг 
(17.86 а) куринишдаги ифодасидан фойдаланамиз:

Т -  7’ =  V ( I )

Бошланғич пайтда система тинч ҳолатда бўлгани учун унинг 
бошланғич кинетик энергияси нолга тенг: Т0 =  0.

Системанинг кривошип ф =  Зтс/2 бурчакка бурилган ҳолат- 
даги кинетик энергиясини ҳисоблаймиз. (17.76) га кура

(2)7  =  1 ОА  +  Т л В  +  Т В '

бунда Т0А, I лд, Ти орқали ОА кривошип, АВ шатун ва О 
ғилдирак кинетик энергиялари белгиланган.

ОА кривошип қузғалмас О ўқ атрофида айланма ҳаракатла 
булгани учун Т0А ни ҳисоблашда (17.78) формуладан фойда- 
ланамиз:

ОА

бу ерда — кривошипнинг кейинги пайтдаги бурчак тезлиги.
Маълумки, /0 =  —гпР. Шунинг учун 3

( 3 )

АВ  шатун умуман текис параллел ҳаракат қилади. Бироқ ф =  
= -  ̂ ҳолатда АВ  шатун оний илгарилама ҳаракатда булади,

чунки Бинобарин, ТАВ (17.77) га кўра аниқлана-
ди:

Т Л В = \  т АВ  ■

бунда г>А' =  ш • ОА, =  и>1, т»с. =  г>л , тлД =  4т булишини ҳисоб- 
га олсак, қуйидаги ҳосил бўлади:

ТАВ = ЧтПш\ (4)

Текис параллел ҳаракатдаги Ю диск кинетик энергиясини 
(17.79) формула билан аниқлаймиз:

Ти = ~2 т ог’Ъ, + \  ‘ н^о -  ~ т о°1, + 7  =

= ] т и°в, + {  т оив, “  7  т пг'п;
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Бунда та = Ъть =  ш/ булганидан
— 6/п/%а*. (5)

(3) — (5) ни (2) га цўямиз:

Т  =  1  т /  V  +  2 / г а / ^ 2 +  б/га/2ш2 =  -  от/ V .  (6>
6 6

Системага қуйилган ташқи кучлардан М момент, кривошип
ва шатун оғирлик кучлари 0 ОА, 6 дВ нинг иши нолдан фарқли; 
қолган кучларнинг ишлари эса нолга тенг.

Бинобарин,
' Ч - ' %  +  + ОА

+  А( А В

Бунда 4 /И ^З/п /̂ср, 4 ==0ОА • +  =
ОА + /

А/ у  =  4/и£ • +  =  2//^/

бўлганидан узил-кесил қуйидагини ҳосил қиламиз:

=  Зт^ /  • ^  + т£т = 16,63т§1. (7) ̂ -2>
(6) ва (7) ни (1) га қўямиз:

— тГ*шй=  16,63 т^1.0
Бу тенгликдан қуйидаги келиб чиқади: о>«1,42Г у .

54-масала. Массаси /я бўлган А юк чиғириқ воситасида кў- 
тарилади (17.24-расм). Чиғириқ тасмали узатма ёрдамида ҳа- 
ракатга келтирилади; бу узатма чиғириқ валига ўрнатилган II 
шкив билан мотор валидаги шкив I ни бирлаштиради. I шкив- 
га ўзгармас М айлантирувчи момент қуйилган. Чиғириқ бара-

банининг радиуси г, I шкив 
радиуси /?,, II шкив радиу- 
си /?2, мотор айланувчи 
қисмларинннг инерчпя мо- 
м е ти  /,,чигир ва барабан- 
нинг биргаликдаги инерция 
моменти /2 деб олиб,. А 
юкнинг тезланиши топилсин. 
Тасманинг оғирлиги ва вал- 
лар ўқларидаги ишқала- 
нишлар ҳисобга олинмасин.

Ечиш. Ўзгармас система 
кинетик энергиясининг ўз- 
гариши ҳақидаги теорема- 
нннг (17.87 а I кўринишдаги 
ифодасидан фойдаланамиз:
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( 1 )— -  V № .д.1

бистема кинетик энергиясини ҳисоблаймиз:

Т - Т 1 + Т2+ 7 а,

бу ерда Тх — 1 валнинг (шкиви билан) кинетик энергияси, 
Т2 — чиғириқ ва барабаннинг кинетик энергияси, Та — А ю к - 
нинг кинетик энергияси.

А юк илгарилама ҳаракатда бўлгани учун: ^  «» ’ . Тг
ва 7, (17.78) формулага биноан топилади:

Т^ =*— /,ш [. Т 2 — —  / 2ш2.

Бунда тасма ҳамма нуқталарининг тезликлари миқдор жиҳат- 
дан тенг булгани учун ўринлидир. Шунингдек,

_ /?2 Т-2^А =ш/ .  Ьу тенгликлардан ®2 =  — , <•>,==— ----
г  /?,

либ чиҳади. Натижада
г-И, ке‘

Т — — /.«,*
2 ‘ 1 2 1 2 2 л

ёки
1 / ^ + У ^ + т г * ^  ,I -----------------------------
2 га/?;

ҳосил бўлади. Охирги ифодадан г/л ни ўзгарувчи деб, вақт 
бўйича ҳосила оламиз:

Д7
<//

/(/?2+/./?; +
7 7 ^

V т
А % ( 2 )

Системага қўйилган ташқи кучлар орасида фақат М момент 
билан А юк оғирлик кучи 0  =  т§ нинг қуввати нолдан фарқ- 
ли, қолган кучларнинг қуввати нолга тенг.
Бинобарин,

2  '№Е1 =  Л7“>, — т ^ А  =  ( М ‘ ~  тк) *а
ёки

V  \ у в  =  ЛШ,-твгҒ1, ^
— * г-Яг А'

(2) ва (3) ни (!) га қўямиз:
/ , / ? ; + / , / ? ’ +  тггЯ\  МЯ.  — т ^гЯ ,

--------------------------------- V  т  = - ------- ----------------  - V .

( 3 )
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Бу тенгликдан А юк тезланиши аниқланади: 

■' /,/?§ !гР \ +  тг*Н] '

94-§. Куч майдони. Куч функцияси. Потенциал 
кучлар ва уларнинг хоссалари

Моддий нуқта ва механик система ҳаракатининг дифферен- 
циал тенгламаларини тузишда таъсир қилувчи кучлар вақтга, 
координаталарга, тезликка боғлиқ бўлиши мумкинлиги курса- 
гилган эди. Кучлар қандай ўзгарувчиларга боғлиқ булмасин, 
фазонинг улар таъсири мавжуд қисми куч майдонини ҳосил 
қилади. Куч майдонига киритилган моддий нуқта ёки механик 
системага таъсир қилувчи кучлар қандай ўзгарувчиларнинг 
функцияси эканлигига қараб куч майдонлари фарқланади. Ма- 
салан, гравитацион кучлар майдонини олайлик. Ҳар бир жисм 
фазода шундай хусусият уйғотадики, бундай фазога киритил- 
ган иккинчи бир жисмга унинг координаталарига боғлиқ бўл- 
ган куч — гравитацион куч таъсир қила бошлайди Бундай 
ҳолларда биринчи жисм гравитацион кучлар майдонини ҳосил 
килди, дейилади. Иккинчи жисм эса гравитацион кучлар май- 
донида ҳаракаги ўрганилаётган жисм бўлади. Иккинчи мисол 
сифатида магнит майдонни олайлик. Маълумки, токли ўтказ- 
1ич фазода шундай хусусият уйғотадики, бундай фазода ҳа- 
ракагланувчи зарядланган ҳар қандай жисмга куч таъсир қила 
бошлайди. Бу куч жисмнинг тезлигига боғлиқ бўлади. Токли 
утказгич ҳосил қилган куч майдони магнит майдонпи ифода- 
лайди.

Куч майдонлари стационар ва ностационар бўлиши мумкин. 
Агар майдон кучлари, бу майдонга киритилган жисмларга боғ- 
лиқсиз равишда вақтнинг бирор функцияси сифатида узгарса, 
бундай майдон ностационар майдон булади. Ностанионар 
майдон кучлари вақтнинг бирор функциясисифатида ифодала- 
нади. Стационар лмйдом-кучлари эса вақтга боғлиқ булмайди.

Назарий механикада фақат координаталаргагина боғлиқ 
бўлган кучлар майдони муҳим аҳамиятга эга. Бундай кучлар 
учун куч функцияси тушунчаси киритилади. Проекциялари 
Ғх, Ғу, Ғг бўлган ва бирор М (х , у, г) нуқтага таъсир қилув-
ти Ғ = Ғ (х , у, г) кучнинг куч функцияси деб қуйидаги

аг ди с. ао с
—  =  г" г, —  =  Г „ , — — Ғ ,
дх  г ду у дг г

(17,89)

тенгламалардан аниқланувчи 11=11(х, у, г) функиияга айти- 
лади. Агар берилган куч учун куч функцияси мавжуд булса, 
бундай кучлар майдони потенциал майдон дейилади, куч- 
ларнинг узига эса потенциа," кучлар дейилади. Равшанки,
ҳар қандай Ғ = Ғ (х, у, г ) куч иотенциал куч, унинг майдони
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потенциал майдон булавермайди. Берилган Ғ = Ғ (х , у, г \куч  
потенциал куч бўлиши учун

д Ғ г у <н __ ОҒ дҒг __ дҒг
ду д т дг ду д х  дг

(17 90)

тенгламаларнинг ўринли бўлиши зарур ва етарлидир. За
рурлигини исботлайлик. Ғ =  Ғ (х , у, г) потенциал куч булиб, 
0  = [ў(х, у, г) функция унинг учун куч функцияси булсин. 
У з{олда бу функция (17.89) муносабатларни қаноатлантиради. 
(17.89) тенгламаларни дирференциаллаб,

ифодаларни 
д*ц  дЮ

д уд:  дгду

д гБ 1! 1 ^ д*и дҒу 1ғ и
дхду ду д \д х д х дгдх д х  ’

д ги д / х д ги __дҒу дРЦ
дкдг дг  '’ д \д г дг  ’’ дгду ду

-  д  II дЧ>ҳосил қиламиз. Бунда —— ----- , -----
дхду дудх дгдх

65'лгани учун

д Ғ *  =  <ЭҒу дҒг_^д_Ғ\_ дҒу ^ д Ғ ^  
ду дс дх  дг * дг ду

д2Ц  
д хд г  *

ҳосил булади, яъни берилган кучнинг погенциал куч булиши- 
дан (17.90) муносабатнинг уринли бўлиши келиб чиқади. (17.9)) 
муносабатнинг етарли шарг эканлигини ҳам исботқилиш мум- 
кин.

II функция дифференциал тенгламаларнинг ечими сифати- 
да аниқланганидан, у ўзгармзс сон аниқлигида топилади.

Механик система ва бу снстемага таъсир қилувчи Ғ =
=  ^  (Хи Ум г,), Ғ, /у •: уъ г,), . . . .  Ғп = Ғ9 : .т „  уп, V  
кучлар системаси берилсин. Бу кучлар системасининг куч 
функцияси деб қуйидаги тенгламалардан аниқланувчи 11= 
=  Б)(хи уи л и . . ,, х п, уп, гп) функцияга айтилади:

ви Г оч
дх̂  ду̂ /у,. Ғ !г, (7 =  1, 2, .

дг

Берилган кучлар системаси учун куч функцияси мавжуд бўл- 
са, сисгема потенциал кучлар системасини, улар ҳосил қил- 
ган майдон эса потенциал майдонни ташкил қилади. Берил- 
ган кучлар системаси потенциал майдон ҳосил қилиши учун

д Ғ ) ҳ _&Ғ1 у <>Ғ1у__ д Ғ !г дҒ^,.__ дҒ 1г ___1 о  и !
•> — л—’  ̂ ’ л — IV4 — 'Чду^ дХ^  0 2 ;  д у с 0 2 ;  0ЛГ;

муносабатларнинг ўринли бўлиши зарур ва етарлидир.
Стационар потенциал майдонни ташкил қилувчи кучлар 

таъсмрилаги механик сисгема консерватив система дейилади.
8̂919—5955
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Потенциал куч,ларнинг қуйидаги хоссалари мавжуд:

1-хосса. Проекциялари Ғ „  Ғу, Ғг бўлган Ғ (х, у, г) куя 
потенциал куя булити учун

Ғхйх  +  Ғуйу +  Ғгйг (17.91
ифода куч функциясининг тулиқ дифференциали бўлиши за-
рур еа етарлидир. Ҳақиқатан, Ғ куч потенциал куч бўлса, 
унинг учун куч функцияси и (х , у, г) мавжуд бўлиб,

О С __р  д11 _  р  д11 р

Т х ~  'ду у' ш

булади. Буни эътиборга олиб, (17.91) нинг тулиқ дифферен- 
циал эканлигини кўрсатамиз:

ҒХйх  +  Ғуйу +  Ғ йг =  —• г/х +  —- йу — йг ~  й1й,
д х  ду дг

Аксинча, агар (17.91) бирор 1/(х, у, г) функциянинг тўлиқ 
дифференциали, яъни Ғхйх  +  Ғуйу +  Ғгйг =  йП  булса,

Ғхйх  +  Ғ..йу +  Ғгйг =  -  йх + — йу +  -  йг
* д х  ду дг

ёзиш мумкин. йх, йу , йг дифференциаллар бир-бирига боғлиқ 
бўлмаганидан охирги тенгликдан

Ғ ғ дЛ  ғ  — дЛ
д  е 7 ду дг

келиб чиқади, яъни берилган Ғ куч потенциал куч бўлади.
2-хосса. Потенциал кучнинг бирор оралиқдаги иши бу 

куч қўйилган нуқта траекториясининг шаклига боғлиқ бўл- 
май, нўқтанинг бошланғич ва сунгги вазиятларигагина боғ- 
лиқ.

Ҳақиқатан, Ғ (х, у, г) потенциал кучнинг бирор М0 (х0, у0, 
г0) ва М (х, у, г) нуқталар оралигидаги иши (17.58) форму- 
лага асосан

А =  |  (Ғхйх  +  Еуйу +  Егйг) 
мрл

тенглик билан аниқланади.. Потенциал кучларнинг 1- хоссаси-
га асосан, Ғ  куч потенциал куч бўлгани учун қуйидагича 
ёзиш мумкин:

А =  |  й С /= и (х , у, г) — С/(х0, у0, г 0)
лқм

ёки қисқача

290

А = 1 /-1 1 0. (17.92)
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Бундан кўринадики, А ишнинг қиймати II функциянинг ;И„ 
ва М нуқталардаги қийматларигагина боғлиқ, нуқта траекто- 
риясининг М0 ва М  орасидаги шаклига боғлиқ эмас.

95-§. Потенциал энергия. Механик энергия ва унинг 
сақланиш қонуни

Ғ  потенциал куч майдонида ҳаракатланувчи нуқта бирор 
М 0 ҳолатдан М  ҳолатга утишида бу кучнинг иши (17.92) га 
кура А =  и  — С/0 формула билан аниқланиши мумкин. Агар 
координата бошини нуқтанинг бошланғич ,М0 нуқтасида олсак, 
бу нуқтада 0 деб ҳисоблаш мумкин. У ҳолда (17.92) 
ифода

А = 1/(х, у, г) = Ц
кўринишни олади. Бундан курамизки, куя функцияси майдон 
куяининг нуқта координаталар бошидан майдоннинг берил- 
ган нуцтасигаяа куягандаги ишини характерлайди.

Потенциал куч майдонида куч функцияси билан бир қа- 
торда куч майдонининг берилган бирор нуқтасида моддий нуқ- 
тадағи энергия запасини ифодаловчи потенциал энергия тушун- 
часи ҳам киритилади.

Куя майдонининг М нуқтасидаги потенциал энергия дебг 
майдон куяининг нуқта М ҳолатдан бошланғия Мпҳолат- 
га куяишидаги ишини ифодаловяи катталикка айтилади. 
Потенциал энергияни II билан белгиласак, таърифга биноан

п =  ( ғ  ■ а?=  и 0 -  и.
ч

Агар координаталар боши нуқтанинг бошланғич ҳолагида олин- 
са,

П =  — и  (17.93)
келиб чиқади, яъни потенциал куч майдонининг бирор нуқ- 
тасидаги потенциал энергия шу нуқтадаги куч функцияси- 
нинг тескари ишора билан олинган қийматига тенг.

Потенциал кучлар таъсиридаги механик система учун ҳам 
потенциал энергия тушунчаси шунга ухшаш киритилади. Агар 

У„ ги х 2, у2, г2, . . ., х„. уя, гп) функция берилган по- 
тенциал кучлар учун куч функцияси бўлса, механик система- 
нинг потенциал энергияси

У\> . . ., уп, гп) =  С/(Хц у„ ул, гпУ
муносабат билан ифодаланади.

Потенциал куч майдонида ҳаракатланувчи моддий нуқта- 
ёки механик система ҳам потенциал, ҳам кинетик энергияга 
эга бўлиши мумкин. Кинетик ва потенциал энергияларниНг 
йиғиндиси 7 +  П тўлиқ механик энергия қисқача, механик
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энергия деб юритилади. Механик энергия учун қуйидаги тео- 
ремалар ўринли булади.

1- теорема. Потенциал куч, майдонида ҳаракатланувш  
моддий нуцтанинг механик энергияси узгармас булади, яъни

Т +  П «= СОП81.

Ҳ ак н к атан ,  фараз қилайлик, моддий нуқта Р погенциал куч 
таъсирида ҳаракатлансин. Нуқтанинг йг элементар силжишида 
Ғ  кучнинг йА элементар иши қуйидагича булади:

(1А =  Ғхйх  +  Ғуйу +  Ғг йг =  сШ.
Моддий нуқта кинетик энергиясининг узгариши ҳақидаги тео- 
ремага асосан йА =  йГ. У ҳолда йТ  =  й й  ва й (7 — (и) = 0 
ёки Т — (й =  соп81, ёки 7~ +  П =  соп$1 ҳосил бўлади.

2- теорема. Потенциал куялар майдонида ҳаракатланув- 
ии системанинг механик энергияси ўзгармас бўлади. Бу тео- 
ремани яна бундай баён этиш мумкин: консерватив система- 
нинг механик энергияси ўзгармас булади. Бу теореманинг 
исботи ҳам 1- теореманинг исботига ўхшаш.

Консерватив булмаган моддий нуқта ёки механик система- 
лар учун бу теоремалар ўринли булмайди. Масалан, ҳавода 
оғирлик кучи таъсирида ҳаракат қилувчи жисмни олайлик. 
Ҳавонинг жисм ҳаракатига кўрсатадиган қаршилик кучи жисм 
тезлигига боғлиқ. Бундай жисм кинетик энергиясининг ўзга- 
риши, масалан камайиши, жисм потенциал энергиясининг шу 
миқдорга ортишига тенг бўлмайди. Бунда кинетик энергиянинг 
маълум бир қисми иссиқлик энергиясига айланади.

Бу ерда кўриб ўтилган мехяник энергиянинг сақланиш қо- 
нуни энергиянинг сақланиши ҳақидаги табиат умумий қонуни« 
нинг хусусий ҳоли сифатида, консерватив системаларги нисба- 
тан намоён булаяпти.

Юқорида қараб чиқилган ҳаракат миқдорининг, ҳаракат 
миқдори моменгининг, механик энергиянинг сақланиш қонун- 
лари орасида механик энергиянинг сақланиш қонуни алоҳида 
урин тутади. Ҳаракат миқдори ва ҳаракат миқдори моменти — 
булар соф механик катталиклар. Иш, қувват, энергия эса уму- 
ман физик катталиклар ҳисобланади. Бу катгаликларнинг ки- 
ритилиши механикани физиканинг бошқа соҳалари билан боғ- 
лайди. Бинобариц, ҳаракатнинг\ўлчови булмиш механик энер- 
гия механик ҳаракатнинг бошқа+урдаги ҳаракат формаларига 
ўтишининг миқдорий томонларини аниқлаш имкониятини бера- 
ди. Фикримизнинг далили сифатида қуйидаги бир мисолни кел- 
тирайлик. Массалари т бўлган икки жисм уларнинг масса 
марказларини туташтирувчи чизиқ бўйлаб нлгарилама, узгар-
мас V ва — V тезлик билан бир-бирига томон ҳаракатлансин. 
Бу икки жисмдан иборат системанинг ҳаракат миқдори ва ҳа- 
ракат миқдори моменти векторлари
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Қ = тч) -Ь (— тъ) = 0 .  /-о =  Я1Л <тг') -Ь ш, (— тъ) =  0
бўлади. Бу ҳолда ҳаракат миқдори ва ҳаракат миқдори мо- 
менти катталиклари системанинг ҳаракатини характерлай ол- 
майди, Агар бу системанинг кинетик энергиясини оладион 
булсак, унинг формуласига тезликнинг квадрати кириб, Т =

=  т&г катталик жисмлар ҳаракатини характерлайди,
у система эга булган механик энергияни ифодалайди. Уму- 
мий энергиянинг сақланиш қонунига асосан ушбу механик 
энергия бошқа турдаги энергияга утадиган булса, бу турдаги 
энергия ана шу пю* энергия миқдори билан характерланади.

96-§. Моддий нуқтанинг марказий куч майдонидаги
ҳаракаги

Маълумки, (85-§) нуқтанинг марказий куч таъсиридаги 
ҳаракати битта текисликда содир бўлиб, сектор тезлик узгар- 
мас булади ва у ҳаракат миқдори моментининг бошланғич 
қийма^и билан аниқланади. Моддий нуқта марказий куч таъ- 
сирида ҳаракатланганида ҳаракат миқдори моментининг сақ- 
ланиш қонуни билан бир қаторда механик энергиянинг сақла- 
ниш қонуни ҳам уринли булади. Ҳақиқатан, марказий кучни

Ғ ( г ) = Ғ ( г ) - — куринишда ёзиб, бу кучнинг элементар иши- 
ни аниқлайлик:

йА = Ғ (г) йг = Ғ~ ~  ■ (Цг г) =  цг-. _  р ^

йА = (Ш  бўлганидан й(й = Ғ (г) йг деб ёза оламиз, ундан 
1] =  |  Ғ, (г)йг -р согн1

келиб чиқади. Бундай куч функциясига эга бўлган куч майдо- 
ни марказий майдон дейилади. Марказий майдон учун меха- 
ник энергиянинг сақланиш қонуни ўринлидир. Бу қонунга 
кура

/ Ғ = Г + П = ^  +  11(г) =

=  ^-(г2 -Ьг°<р2) + Н (г )  -сопз1 =  £ 0 (17.94)

ифодани ёзиш мумкин. Бунда Е — тулиқ механик энергия, 
Е0 — тўлиқ механик энергиянинг бошланғич қиймати, Т ва 
П — мос равишда кинетик ва потенциал энергиялар.

Моддий нуқта ҳаракаг миқдори моментини қутб координа- 
таларида ифодалаймиз:

/ 0 =  т гю  51 п а =  /тгг2ср.
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Бундан

тг

(17.95) ни (17.94) га қўямиз:

Бундан

тгг
~2~

'п
2  т г *

+  П (г) =  Е0.

йг
Ш

/
1 -2 |£ . - 1 1 < г)|т т*г*

(17.95)

(17.96)

Илдиз олдидаги ишора / = 0  бошлангич пайтда нуқта радиал 
тезлигининг цутбга томон йуналишига ёки қутбдан бу йўна- 
лишга тескари йуналганлигига боғлиқ равишда олинади. Ҳо- 
сил қилинган (17,96) теиглама моддий нуцтанинг марказий 
куч таъсиридаги ҳаракатининг қутб координаталарига нис- 
батан дифференц ш л тенгламасидир. Уни

------- ------- й- ....... - - - -*<Н (17.97)

±  I /  ~  (^ о  —  П  ( г ) ]  —
г т  т'г*

кўринишда ёзамиз ва интеградлаб,
АгI =

Г | /  — [Н0 — п (л)1 — 1°
V т

+

т‘2г г

(17.98)

тенгламани ҳосил қиламиз. Бу ерда С, — интеграл доимийси. 
Шундай килиб / ни г нинг функцияси сифатида ифодаладик.

Энди (17.95) тенгламага (17.98) дан аниқланувчи г=*г{() 
муносабатни қўйиб ва бир марта интеграллаб, қутб бурчаги © 
ни взқт I нинг функцияси сифатида топиш мумкин. Бунда 
яна бигта С., интеграл доимийси пайдо булади. Ҳосил булади- 
ган тенглама (17.98) билан биргаликда нуқта ҳаракатининг 
қутб координаталаридаги тенгламалари булади. Бу тенглама- 
ларда ҳаммаси булиб 4 та 10, /ф. Сг С.2 ихтиёрий ўзгармас 
сонлар иштирок этади. Улар бошланғич шартлар асосида аниқ- 
ланади. Бошланғич шартлар\қуйидагича берилиши мумкин:

/ =  0, г =  г0, <р =  ср0. г ~  го> ? =  <Ро-
Иуқтанинг қутб координаталаридаги тенгламалари г =  г(П. 

<Р —? ( 0  аниқлангандан кейин улардан ( ни йўқотиб, траекто- 
риячинг қутб координаталаридаги тенгламасини ҳам аниқлаш 
мумкин.

Умуман, траекториянинг тенгламасини бевосита, г =  г (() 
ва у =  <р(() тенгламаларни топмасдан туриб ҳам аниқлаш мум- 
кин. Бунинг учун (17.95) тенгламани
29 !
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куринишда ёзиб ва (17,97) ни эътиборга олиб,
й г

/  2 ‘
/  - [ £ 0 - I I  ( / ■ ) ] - -

‘о
т ‘г 3

тенгламани ҳосил қиламиз. Бу тенгламани интеграллаб,
I'» 1о_

------- = = £ = = = = = = = -аг +  С (17.99)

1 /  2/и[£0 -  П(г)] — —
* г ‘

натижага эришамиз. Нуқтага таъсир қилувчи марказий куч- 
нинг қандай булишига қараб погенциал энергия П(г) аниқла- 
нади. Сунгра бу потенциал энергиянинг ифодаси (17.99) га 
қўйилади. Бир марта интеграллаш натижасида нуқта траекто- 
риясининг қутб координаталаридаги тенгламаси ҳосил қилина- 
ди. Траекториянинг ифодасидаги 3 та узгармас доимийлар, юқо- 
рида айтилганидек, бошланғич шартлар асосида топилади.97-§. Моддий нуқтанинг Ньютон тортишиш кучи 

таъсирида ҳаракати

Массаси т булган моддий нуқтанинг Ернинг тортиш кучи 
(марказий куч) таъсиридаги ҳаракатини қараймиз. Бутун олам 
тортишиш қонунидан фойдаланамиз. о =  ^тМ белгилаш кири- 
тиб (бун'1а М — Ернинг массаси, у — гравитацион доимий), 
нуқтага таъсир қилувчи марказий кучни

/ = - -

куринишда ёзамиз. Бу кучнинг куч функцияси

— |/ г(г)^г + С =  -|-^й1г + С =  ~ + С >

потенциал энергия эса

П(г) =  - - 1 - С

бўлади. г =  оо да П(г) =  0 бўлсин. У ҳолда охирги тенглик- 
дан С =  0 келиб чиқиб,

п  ( г ) - ~ 7

ифодани ҳосил қиламиз. Потенциал энергиянинг бу ифодаси- 
ни (17.99) га қуйиб,
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- с
• I 2 т

1о\г’

Ео + г

йг *р С (17.100)
‘о

кўринишдаги траектория тенгламасини оламиз. г ўзгарувчини 
т :  10 1п

« =  7"------қилиб алмаштирамиз. =  — йг булади. У ҳолда
‘о г с2

янги узгарувчи орқали (17.100) тенглама

Йг= +  С (17.101)
.1 И л -

кўринишда ёзилади. Бу ерда ------белгилаш қабул

қилинган. (17,101) нинг ечими

<р =  агсз1п -^= +  С ёки о ^ а г с с о з /---- =') +  Си С, =  С —-
1'Л г \ V Л) 2

булади. Энди г ўзгарувчига ўтамиз:
(  _т1

<Р = агссоз | —  - — ----- \ +  С1а
2 тЕ0 +  —

Бу ифодани

<Р = агссоз тъ Г

] / . л . 2£о/" /^  I /  1 + /

г  С,

куринишда ёзиш мумкин. Бунда

р  = -0-, е =  1 /  1 + — -*т» г тз2
(17.102)

белгилашлар киритсак,

соз> ^ - С , )  = ^ _ г

ҳосил булади. Қутб координаталари системасининг укини 
соз (<р — С,) = соз <р тенглик бажариладиган қилиб олсак, охир- 
ги ифодадан траекториянинг қуйидаги тенгламаси келиб чи- 
қади:

г =  ---- р------. (17.103)
1 +  е соз ў

(17.103)'конус кесимларнинг қутб координаталаридаги тенглэ- 
масини ифодалайди. е га эксцентриситет, р га эса конус
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кесимнинг параметри дейилади. Аналитик геометриядан маъ- 
лумки эксцентриситетнинг қандай булишига қараб (17.103) 
тенглама айланани (е =. 0), эллипсни (е <  1), параболани (е = 1) 
ёки гиперботани ( е > 1 )  ифодалайди. Шундай қилиб е <  1 
булганда моддий нуқтанинг Ерга нисбатан ҳаракатидаги траек- 
торияси айлана ёки эллипсдан иборат булиши, яъни у Ернинг 
сунъий йулдоши сифатида ҳаракатланиши мумкин.

Энди қандай шартлар бажарилганида е < 1 ,  <? = 1, <?>1 
булишини курайлик. (17.102) белгилашга кура

тз'
Бундаги механик энергиянинг бошланғич қиймати Е0 қуйидаги 
тенгликдан топилади;

то* т к  -

Е»~ д г  +  11 ^  ’  X  “  V
Бу ифодани олдинги тенгликка қўямиз;

•д* ( м °о
V 2

ёки

Бундан

( е + 1 ) ( е - 1 ) = \ [ ^ ~ 2 ^ 1
Г 0 1

— 2 т— <  0 ёки < \ /  2 у—  да е <  1,
Го 1 г0

_  2 —  = 0 ёки гц = IIСО

II!

л, Г0

— 2 >  0 ёки -ц0 >  I /  да е >  I
г 0 V г0

(17.Ғ4)

келиб чиқади. Демак, к0 бошлапғич тезликнинг қийматига қа- 
раб траектория айлана, эллипс, парабола, гипербола бўлади.

Нуқта Ернинг сунъий йулдоши сифатида айлана буйлаб ай- 
ланишини таъминлайдиган энг кичик тезликни — биринчи 
космик тезликни аниқлайлик. Фараз қилайлик, нуқта Ер сир- 
тидан бирор, Ер радиуси /? га нисбатан эътиборга олмаса бў- 
ладиган даражада кичик масофага кўтарилиб, унга горизонтал 
йўналишда бошланғич I», тезлик берилган булсин. Ҳавонинг 
қаршилигини эътиборга олмаймиз. Траектория айланадан ибо- 
рат булиши учун е «=. 0 шарт бажарилиши керак. Бинобарин,

17.103) дан Н =р  ёки /? =  — булади. Бундан«3
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тг~[М ёкн т», = — 7 9 ^
Я '  '  с ’

Шундай қилиб, нуқтага горизонтал йўналишда 7,9 км/с 
тезлик берилса, нуцта Ерга қайтиб тушмаедан Ернинг сунъий 
йулдоши сифатида айлана бўйлаб ҳаракат қилади.

Энди нуқта Ернинг тортиш майдонидан чиқиб кетишини 
таъминлайдиган энг кичик 'У|( тезликни— иккинчи космик тез- 
ликни аниқлаймиз. Бунда нуқта бошқа бир тортишиш майдо- 
ни таъсирига тушиб қолгунига қадар парабола бўйлаб ҳара- 
катланади. (17.104) шартларнинг иккинчисига кура

булади. Шундай цилиб, Ер сиртидан унча узоқ бўлмаган ма-
софага кутарилиб горизонтал йўналишда т»,) тезлик олган нуқ- 
та Ернинг сунъий йўлдоши бўлиши учун

7,9 — «  о. ~  11,2 —
с с

бажарилиши керак.

XVIII б о б. ҚАТТИҚ ЖИСМ ДИНДМИКАСИ

Моддий нуқтадаги каби қаттиқ жисм динамикасининг ҳам 
икки масаласи мавжуд Қаттиқ жисмнинг бу масалаларини 
ечишда ҳам берилган кучларга кўра жисм ҳаракатини аниқ- 
лаш асосий вазифа ҳисобланади. Агар жисм эрксиз булса, 
боғланишларнинг реакцияларини аниқлаш иккинчи масала қа- 
торкга киради.

Қуйида биз қаттиқ жисмнинг илгарилама, қузғалмас ўқ ат- 
рофидаги айланма, текис параллел ва сферик хзракатларини 
динамиканинг иккала масаласини ечиш нуқтаи назаридан қараб 
чиқамиз. Бундай ҳаракатлзр тенгламаларини тузишда система 
динамикасининг асосий теоремаларидан фойдаланамиз.

98-§. Қаттиқ жисм илгарилама ҳаракатининг 
дифференциал тенгламалари

Кинематикадан маълумки, илгарилама ҳаракатдаги жисм- 
нинг барча нуқталари шу жисмда олинган ихтиёрий нуқта би- 
лан бир хил қонун асосида ҳаракатланади. Шунинг учун 
илгарилама ҳаракатдаги жисм бирор нуқтаси ҳаракатининг 
диф ()еренциал тенгламаси жисмнинг илгарилама ҳаракати диф- 
ференциал тенгламаси сифатида қабул қилинади. Бундай нуқта 
сифагида одатда жисмнинг массалар маркази олинади.

Жисмнинг массаси М, С массалар марказининг радиус-
вектори гс, ҳар бир нуқтасига қуйилган ташқи кучларнинг

Ш
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тенг таъсир этувчиси бул- 
син. У ҳолда массалар мар- 
казининг ҳаракати тенгламаси
(17.25) га кўра зюисм, илга- 
рилама ҳаракатининг диф• 
ференциал тенгламаси қуйи- 
дагича булади:

(18.1)

(18.1) ни координата ўқлари- 
га проекциялаб, жисм илга- 
рилама ҳаракати диффе- 
ренциал тенгламаларининг 
скаляр куранишда ифодала- 
нишит  ҳосил қиламиз:

1—1 «1
»'а1,

*3.2)

Бунда лг,,, ус, гс — жисм массалар марказининг коорди 
ри. (18 2) тенгламаларни интеграллаш нуқта ҳарак^/Ай\ нр 
дифференциал тенгламаларини интеграллаш каби бажарТ’ 

Шуни таъкидлаш зарурки, ташқи кучлар тенг т а ъ с и / / ' /н_‘ 
чига келтирилиши мумкин булган ҳолдагина жисм бу { 
таъсирида илгарилама ҳаракат қила олади.

л
99- §. Қаттиқ жисмнинг қўзғалмас уқ атрофида айла̂  А 

ҳаракатининг дифференциал тенгламаси

>1Бирор 001 ўқ атрофида айланувчи жисм берилган (18.1-р »*' \  
Ўқ 0  нуқтада сферик шарнир, Ог нуқтада эса подшипни *й|^\ 
дамида маҳкамланган. 0  ва 0, нуқталарда ҳосил булад тц1»

-  -  ' \
реакцияларни мос равишда ва дг0] орқали белгилай. ^ '

М0 реакция фазода ихтиёрий йуналишни эгаллаши мум,

Лд реакция эса айланиш ўқига тик бўлган текисликда ёт/ .  ( 

Жисмга таъсир қилувчи ташқи кучларнинг бош векторин/д/
орқали, уларнинг О нуқтага нисбатан бош моментини эса у 
билан белгилаймиз. Жисм ҳаракатини ҳаракат миқдори ва 
ракат миқдори моменти ҳақидаги теоремаларни ифодалоэ^ ' 
тенгламалар тулиқ белгилайди. Бу тенгламалар қуйидаг_и_ 
ёзилади:
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(18.3)
-  ^ 0 +  [ о б ,  Х.Уо.).

Бунда К — жисмнинг ҳаракат миқдори вектори,/,0—эса жисм- 
нинг 0  нуқтага нисбатан кинетик моментидир. Координаталар 
бошини 0 нуқтада олиб Охуг координаталар системасини ут- 
казамиз. (18.3) тенгламаларни бу координаталар системаси 
ўқларига проекциялаймиз:

й(
а қ .  _
й(

й(

х м

= Н; +  д/0л +  Л ^ ,  =  Ну +  +  К лу%

= М0х -  0 0 , • м01У, ^  = М 0у +  0 0 , X
(18.3а)

Бу тенгламаларнинг чап томонларини аниқлашга кириша- 
миз. Маълумки, К — Мх'с =  М (а> X г с ). Бунда М — жисмнинг

массаси, г'с — инерция марказининг тезлиги, <о— жисмнинг

айланма ҳаракатдаги бурчак тезлиги, г, — инерция маркази- 
нинг О нуқтага нисбатан радиус-вектори. У ҳолда:

К ' ------- Ж ю . у с , =  л ,  =  о.

Бундан қуйидаги ҳоспл бўлади:

^  =  - Л 1 < * . у с +  «*дгс ), ^  =  Л К  -  “ аУс! .  + +  =  0- (18.4)

Энди ҳаракат миқдори моменти проекцияларининг ҳосила- 
ларини аниқлашга ўтамиз. Маълумки механик системанинг 
бирор нуқтага нисбатан ҳаракат миқдори моменти (17.28) фор- 
муладан топилади. Қаттиқ жисмнинг координаталар бошига 
нисбатан ҳаракат миқдори моментини аниқлаш учун жисмни 
п та майда бўлакчаларга бўламиз. Сўнгра бундай жисм учун
(17.28) каби муносабат тузиб, бу муносабатда бўлакчаларнинг 
массаларини нолга интилтириб лимитга ўтамиз. Натижада 
жисмнинг кинетик моменти учун

10 =  .) (г X ®) йт
( М )

формула ҳосил қиламиз. Бунда V = <о X г эканлигини ва « бур-
300
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чак тезлик вектори айланиш ўқи Ог бўйича йўналиб, интег- 
ралга боғлиқ эмаслигини эътиборга олиб, жисм кинегик мо- 
ментининг проекцияларини ҳисоблашнинг қуйидаги формула- 
ларига эга буламиз:

10х ~  — |  хгйт, Ь01 =  — м |  угйт, 10г =  ш ( {х2 +  у2,) йт.
( М )  ( М )  ( М>( М )

Булардан эса
<11О х

са
<иО у

<и

~  — з ] хгйт  +  (о3 С угйт = — г1 хг -ф <оЧ
(М ) ( М )

= — е [ угйт — ш8 ) хгйт — — & -/у2 — ш2/^ ,
(ЛТ> ( М )

<и Ог

<и = е ^ (х2 +  уг) йт — г • 10г
( М )

(18 .5 )

келиб чицади. Бу ерда 1хг, /уг —жисмнинг марказдан қочувчи 
инерция моментлари, 10г — эса жисмнинг Ог ўққа нисбатан 
инерция моментидан иборат. ,(18.4) ва (18.5) тенгликларни 
(18.За) 1а қўямиз:

—Мгус — М<.<?хс = /?г +  М0х +  М0х,
Мгхс А1ш*у0 =  11у +  А̂0у +  ^о,у’

0 =  /?г +  /УОг,
- г ! хг +  ш2/уг =  М0г -  00, • Д'0 у,

- е / у, - ш * / я = Л * Оу +  0 О ,  • Л/0(Х,

Е̂ 0г в  М()Г

(18.6)

Бошланғич шартлар берилганда (18 6) тенгламалар қаттиқ 
жисмнинг актив кучлар таъсиридаги ҳаракатини тулиқ аниқ- 
лайди. (18.6) даги сўнгги тенгламани алоҳида кўриб чиқамиз. 
Уни

(18.7)
кўринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламанинг ўнг томони актив 
кучларнинг айланиш уқига нисбатан бош моментидан иборат.
(18.7) тенглама қаттиқ жисмнинг қузғалмас уқ атрофида 
айланма ҳаракати дифференциал тенгламаси дейилади.

(18.7) тенгламани қаттиқ жисмнинг илгзрилама ҳаракати 
дифференциал тенгламаси (18.1) билан таққослаб, жисмнинг 
инерция моменти айланма ҳаракатда инерция ўлчови сифатида 
намоён булишини кўрамиз, яъни жисмнинг аиланши ўқига 
нисбатан инерцчя. моменти айланма ҳаракатдаги жисм- 
нинг инертлигини белгилайди.

Агар жисмнинг айланиш ўқига нисбатан инерция моменти, 
жисмга қуйилган кучларнинг айланиш уқига нисбатан бош 
моменги маълум ёки уни ҳисоблаш мумкин булса, (18.7) диф-
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ференциал тенгламани берилган бошланғич шартлар асосида 
интеграллаб, ҳаракатнинғ ср =<р(0 қонунини топиш мумкин.

(18.7) дан курамизки, жисм айланма ҳаракатининг тенгла- 
маси боғланишлар реакцияларга боғлиқ булмай, фақат актив 
кучларнинг ўзигагина боғлиқ. Жисм ҳаракатининг тенгламаси 
аниқланганидан сўнг <о, е, х с, у,. айланиш бурчаги <р орқали. 
ифодаланиши мумкин булиб, (18.6) нинг қолган 5 та тенгла-
масидан А 0х, А'3„, Л'01, лГ0>у реакция кучлари аниқла-
нади. (18.6) тенгламалардан курамизки, боғланишлар реакция- 
лари жисмдаги массалар тақсимотига боғлиқ булиш билан бир 
қаторда, жисмнинг ҳаракатига, жумладан унинг о> бурчак тез- 
лиги ва © бурчак тезланишига ҳам боғлиқ булади.

Маълумки, боғланишларнинг реакциялари жисмга таъсир 
қилса, бу реакцияларга тенг, қарама-қарши йўналган кучлар 
эса богланишларга таъсир қилади. Жисм катта тезлик билан 
айланганда бу кучдар жисмга қуйилган актив кучлардан ҳам 
катталашиб кетиши мумкин. Айланма ҳаракат қилувчи қисми 
бор қурилмаларда бундай кучларнинг пайдо бўлиши зарарли 
ва хавфлидир. Катта тезликларда бу кучлар богланишларнинг 
синишига, турли хил аварияларнинг келиб чиқишига сабаб 
булиши мумкин, Айланма ҳаракат давомида бундай кучларнинг 
пайдо бўлмаслиги қурилмаларнинг равон ишлашини таъминлай- 
ди. (18.6) тенгламалардан кўринадики, агар айланиш ўқи 
жисмнинг массалар марказидан ўтса (бунда х с = у. =0) ва бу 
ўқ жисм учун инерция бош уқларидан бири бўлса (бунда 
Л ту  “  ! Л1 “  0),

+  О̂х +  0̂,х =  0 ,

Яу + =  0 ,

+  М0. =  0 ,

=  0 ,

Моу +  00, • ==0

тенгламалар ҳосил булиб, боғла- 
нишларнинг реакциялари жисмнинг 
ҳаракатига боғлиқ булмайди. Шу 
билан бир қаторда бу реакциялар- 
ни (18.8) тенгламалардан бевосита 
аниқлаш мумкин булади. Шунинг 
учун айланувчи қисмлари бор қу- 
рилмалар айланиш уқлари уларнинг 
инерция марказларидан утадиган 
ва бу ўқлар инерция бош уқлари- 
дан бири бўладиган қилиб яса- 
лади.

55- масала. Массаси М булган 
қаттиқ жисм С массалар марка-
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зидан ўтмайдиган Ог горизонтал уқ атрофида узининг 
оғирлик кучи таъсирида тебранади (18-раем). Айланиш уқи- 
дан массалар марказигача булган масофа ОС=а, жисмнинг 
айланиш уқига нисбатан инерция моменти /  га тенг. Бошлан- 
ғич пайтда ОС кесма вертикалдан <р0 бурчакка оғдирилиб, 
жисмга ш0 бошланғич бурчак тезлик берилган. Айланиш бур- 
чаги ф нинг кичик қиймагларида жисмнинг ҳаракати, тебра- 
ниш даври аниқлансин.

Ечиш. Масса марказидан ўтмайдиган горизонтал ўқ атро- 
фида айлана оладиган жисм фазик тебрангич. дейилади. Фи- 
зик тебрангичнинг ҳаракатини аниқлаш учун жисмнинг қўз- 
ғалмас ўқ атрофида айланма ҳаракати дифференциал тенгла- 
маси (18.7) дан фойдаланамиз:

Бунда М 0г = — Мр;а з т  <р, /0г = / бўлгани ўчун тенгламани

/<р =  — / И § а з 1 п  <р

еки
“ , М ра . -
<р ^-----у -  81П ср =  0 (1)

кўринишда ёзиш мумкин. (1) ифода физик тебрангичнинг 
дифференциал тенгламаси дейилади,

Ҳаракат вақтида ср бурчак кичик қийматлар қабул қилгани 
учун, 81П <р ~  ср деб олиш мумкин. Шунинг учун

( 2 >

белгилаш киритиб, (1) ни қуйидагича ифодалаймиз:

9 +  ? = 0- (3)
(3) эса эркин тебранма ҳаракат дифференциал тенгламасини 
ифодалайди. Берилган / = 0, <р =  <а0, ш =  о>„ бошланғич шарт- 
ларга кура .(3)’ дифференциал тенглама ечими

ёки

<р =  рп соз 4- — зш кх1
К

р = а, 31П [кф +  а) (4)

тенглама билан ифодаланиб, \4) да а, ва а бошланғич шартлар 
орқали топилади:

а =  агс1§
(О0

Физик тебрангич тебраниш даврини аниқлаймиз!
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МЯа

(3) ва (5) ни (17.50) ва (17.51) билан таққослаб, физик теб-
рангич узунлиги £ =  —̂— булган матем?.тик тебрангич каби

М а

ҳаракат қилишини курамиз; £ узунлик физик тебрангичнинг 
келтирилган узунлиги дейилади.

100-§. Қаттиқ жисм текис параллел ҳаракатининг 
дифференциал тенгламалари

Маълумки, жисмнинг текис параллел ҳаракатини хар онда 
жисмда олинган ва қутб деб аталувчи нуқта билан биргалик- 
да буладиган илгарилама (кучирма) ҳаракат ва ушбу қутб 
атрсфидаги айланма (нисбий) ҳаракатларнинг йиғиндисидан 
иборат деб қараш мумкин. Қутб сифатида жисмнинг С масса- 
лар марказини олайлик. У ҳолда жисмнинг қутб билан бирлик- 
да илгарилама ҳаракати қутбнинг ҳаракати билан тулиқ аниқ- 
ланади; қутб атрофидаги айланма ҳаракати эса жисм нуқтала- 
ркнинг ҳаракат текислигига тик булган ва С нуқтадан утувчи 
уқ атрофидаги айланма ҳаракатдан иборат бўлади.

Система массалар марказининг ҳаракати ва кинетик момен- 
тининг ўзгариши ҳақидаги теоремалардан фойдаланиб жисм 
текис-параллел ҳаракатининг дифференаиал тенгламаларини 
тузамиз. Массалар марказининг ҳаракати ҳақидаги теорема- 
дан фойдаланиб, қутб билан бирликдаги ҳаракатнинг диффе- 
ренциал тенгламасини ҳоскл қиламиз:

Л X

М х ,~  2 ^  - ^ у  (18-9)/-I 1 = 1

Бунда М — жисмнинг масса- 
си, х , . у с — С нуқтанинг 
жисм ҳаракат текислигига 
параллел қилиб олинган 
қўзғалмас х Оу координата- 
лар текислигидагн коорди- 
наталари (18.3-расм)’; Ғп. 
Ғ1}) — жисмга таъсир қилув- 
чи актив кучларнинг и '*1 . 
2, Ох ва Оу уқлар-
даги проекциялари.

Системанинг массалар 
марказига нисбатан нисбий 
ҳаракатидаги кинетик мо- 
ментининг узгариши ҳақи- 
даги теорема ,(17.33а) нирасм.
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жисмнинг массалар марказида олинган қутбга нисбатан ҳара- 
катига татбиқ этиб

/ ,  <у =* V «, \Ғ,) ( 1 8 . 1 0 )

( = 1

тенгламани ҳосил қиламиз. Бунда /, — жисмнинг С нуқтадан 
ўтувчи ва жисм ҳаракат текислигига тик булган уққа нисба- 
тан инерция моменти, — қутб атрофидаги айланиш бурчаги. 
{18.9; ва (18.10) тенгламалар биргаликда жисмнинг текис па- 
раллел ҳаракати дафференциал тенглаиаларини ифодалай- 
ди. Жисмга таъсир қилувчи кучлар ва тегишли бошланғич 
шартлар берилганда бу тенгламаларни интеграллаб, х с, ус ва 
ср ни / вақтнинг функцияси сифатида аниқлаш мумкин.

Текис параллел ҳаракат қилувчи жисм боғланишлар таъси- 
рида булса, (18.9) ва (18.10) тенгламаларнинг ўнг томонлзри- 
га боғланишлар реакциялари ва уларнинг С нуқтага нисбатан 
моментлари киради. Маълумки, боғланишларнинг реакцияларн 
актив кучларга ва умуман олганда, жисмнинг ҳаракагига ҳам 
боғлиқ бўлади. Бу ҳолда жисм ҳаракатининг тенгламалари 
билан биргаликда боғланишлар реакцияларини аниқлаш учун 
( 18.9; , (18.10) тенгламалар қаторида боғланишлар тенгламала- 
рини ҳам олиш керак.

56-масала. Оғирлиги Р бўлган А юк (18.4-расм, а) пастга 
тушиб, оғирлиги бўлмаган ва чўзилмайдиган ип билан Е ғил- 
диракни горизонгал изда сирғанмай ғилдирашга мажбур қила- 
ди; ип қузғалмас 0  блокдан утказилган ва В  барабанга ўрал- 
ган. О блокнинг оғирлиги, ўқлардаги ишқаланиш ҳисобга 
олинмайди. г радиусли В барабан /{ радиусли Е ғилдиракка 
бириктирилган; уларнинг умумий оғирлиги С га тенг, масса- 
лар маркази С дан утувчи горизонгал ўққа нисбатан олинган 
инерция радиуси эса р га тенг. А юкнинг тезланиши топилсин.

Ечиш, Система ҳаракатини А1 ипни қирқиш орқали А 
жисмнинг туғри чизиқли илгарилама ҳаракатига ҳамда барабан 
ва ғилдиракдан иборат жисмнинг текис параллел ҳаракатига

18.4- расм.
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ажратамиз (18.4- расм, 6). Бунда ҳар бир жисмнинг иккинчи 
жисмга таъсирини ипдаги таранглик кучи билан алмаштира- 
миз.

Ньютоннинг иккинчи конунига кўра А юк ҳаракатини

тенглама билан ифодалаш мумкин. Барабан ва ғилдиракдан 
иборат жисмнинг текис параллел ҳаракати дифференциал 
тенгламалари (18.9), (18.10) га кўра қуйидагича ёзилади:

(2) — (4) тенгламаларда ғилдирак билан из орасидаги иш-
қаланиш кучи Ғ, изнинг ғилдиракка нормал реакцияси /V, А
юкнинг ғилдиракка курсатадиган таъсири 7, куч билан ифо- 
даланган. О блокнинг оғирлиги *ва ўқлардаги ишқаланиш 
эътиборга олинмагани учун 7, — Т2 = Т бўлади.

П ) — (4) тенгламаларда IV, Тл, Ғ, п>л векторларнинг миқ- 
дорлари номаълумдир. Бу тенгламалар системасидан, умуман, 
ҳамма номаълумларни аниқлаш мумкин.С  нуқта тўғри чизиқ-
ли ҳаракатда бўлгани учун ус —сопз!, ус =  0; бинобарин (3) 
дан IV =  <3 келиб чиқади.

С нуқта тезланиши и>с = х с А юк тезланиши орқали қуйи- 
дагича ифодаланади:

Ғилдиракнинг бурчак тезланиши у эса тА орқали қуйида 
гича боғланган:

мула билан аниқланади. Натижада қуйидаги тенгламалар сис- 
темаси ҳосил булади:

тх, — 1. — Ғ,

т ус =  А  — (Ғ 

= Т 2Г  + Ғ' • Я

( 2 )

( 3 )

( 4 )

£
(5)

(5)

зоь
www.ziyouz.com kutubxonasi



г
£
ё Я + г Т г  +  ғ  • /?. Г О

(6) тенглама ҳадларини /? га кўпайтириб (7) тенглама билан 
ҳадма-ҳад ҳўшамиз:

0_ /г» + р»
К+г *>А™ Т(К  + Г ). (8)

(5) тенглама ҳадларини (7? +  г) га купайтириб, (8) тенглама 
билан ҳадма-ҳад ҳушсак, тяА га нисбатан тенглама ҳосил бў-
лади:

- ( / ?  +  0  +  -  ё 8
К* + Р1
Я + г ® л — / * ( / ? +  Г) .

Бу ифодадан ®д топилади:

по. Р(Я + г)2
^<Д + гр +  (?</?»+(>’)

Энди керак булса, (5) ва (6) тенгламалардан Т ва Я ни 
ҳам топиш мумкин.

101-§. Қаттиқ жисмнинг қўзғалмас нуцта атрофидаги 
айланма ҳаракатининг дифференциал тенгламалари

Бирор қўзғалмас 0  нуқта атрофида айланувчи қаттиқ жисм 
берилган (18.5-расм). Ушбу нуқтани координаталар боши қи- 
либ қўзгалмас Охуг ва жисм билан богланган қўзғалувчи 
Ост]С коордннаталар системасини киритамиз. Келажакдаги ҳи- 
собларни енгиллаштириш мақсадида 0?. О-ц, ОС ўқларни
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жисмнинг инерция бош ўқлари буладиган қилиб утказамиз. 
Кинематикадан маълумки, жисмнинг қузғалмас нуқта агрофида- 
ги ҳаракати <{«, 6, <р Эйлер бурчаклари билан тулиқ аниқланади. 
Ҳаракат миқдори ва ҳаракат миқдори моментининг ўзгариши 
ҳақидаги теоремалардан фойдаланиб, Эйлер бурчакларини 
жисмга таъсир қилувчи кучлар билан боғлайдиган тенглама-
ларни тузамиз. К  орқали жисмнинг ҳаракат миқдори вектори-
ни, /.,, орқали унинг О  нуқтага нисбатан кинетик моменти

векторини, К билан жисмга қуйилган актив кучларнинг бош
векторини, М 0 билан бу кучларнинг 0  нуқтага нисбатан бош

моментини, N  орқали эса О  нуқтадаги реакция кучини белги- 
лаймиз. У ҳолда система ҳаракат миқдори ва кинегик момен- 
тининг узгариши ҳақидаги теоремаларга кура

—  =  /Т-|- А, 4(18.11)
<и

^  =  М 0 ^  (18.12)

булади. (18.11), (18.12) тенгламалар текширилаётган жисм 
ҳаракагининг вектор куринишдаги дифференциал тенгламала- 
ридир. Жисм ҳаракатини характерлайдиган узгарувчилар — 
Эйлер бурчаклари бу тенгламаларда яширин равишда қатна- 
шади. Бу тенгламаларни ечишнинг умумий тартиби қуйидаги- 
ча булади: аввало (18.12) тенглама тегишли координаталар
уқларига проекцияланади ва Ь0 векторнинг проекциялари Эй- 
лер бурчаклари орқали ифодаланади. Сўнгра бу тенгламалар- 
дан Эйлер бурчаклари аниқланади. Эйлер бурчаклари аниқ- 
ланганидан кейин жиемнинг ҳаракат миқдори аниқланиши
мумкин. (18.11) дан фойдаланиб О нуқтадаги N  реакция то- 
пилади.

аТ0
Масалани шу тартибда мукаммалроқ текширамиз. ҳо-

сила вектор учининг абсолют тезлигини ифодалайди. Тез-
ликларни қушиш теоремасига асосан 10 вектор учининг абсо- 
лют тезлиги мазкур вектор учига мос келувчи нуқтанинг нис-
бий ва кучирма тезликлари йиғиндисига тенг. Бунда 10 вектор

учининг нисбий тезлиги /. вектордаи қузғалувчи 01т[, систе- 
мада олинган локал ҳосилата тенг. Бундай ҳосилага нисби..
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й Ь0
ҳосала ҳам дейилади. Уни —— орқали белгилаймнз. /.. век-

тор учининг кўчирма тезлиги эса « 1.0 вектор кўпайтма би-

лан аниқланади, бунда ш — жисмнинг оний бурчак тезлик век- 
тори. Шундай қилиб (18.12) тенгламани

И
« +  «Гх Г 0 = м 0<11

кўринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламани 0\г(, координаталар 
системаси уқларига проекциялаймиз:

й101

а*
й1оп

си
й1

+  Ш̂Оц) М 0\1

+  (ш+о£ в  М0ц* | Ч (18.13)
О С

й1 +  К ^ о, - ш/ ое1 = М осос

Бунда 101, 10ч>, /,0;; (в£, и̂ , шс; М0(, М0ч, Мос —мос равишда

10, и>, М 0 векторларнинг қўзғалувчи система ўқларидаги 
проекциялари.

10 ,̂ о̂г,> ^ос пР°екцияларни ҳисоблаймиз. Мадлумки, (99-§) 

қаттиқ жисмнинг/.0 кинетик моменти векгори 1-0=  \{гу,о)с1т)
(М)

унинг проекциялари эса

= {  (Г̂ С -  ГЛ ) Ло, =  ( (Ч  -  <*т >
Ш) ( , < м

!(>.= ({.т> —-/)пЕ) йт 5 (18-14)
(М)

формулалардан аниқланади. Қўзғалмас нуқта атрофида айла-
нувчи жисм ихтиёрий нуқтасининг тезлиги V ,ч г Эйлер 
формуласидан топилади. Бу тезликнинг проекциялари қуйи- 
дагича:

— Ш(П, V.  —  «18.15)

Бунда у\, С — жисм ихтиёрий нуқтасининг координаталари. 
Ш4’ “V шг нинг интегралга боғлиқ эмаслигини эътиборга олиб,
(18.15) ни (18.14) нинг биринчи тенгламасига қуйсак,

1-,л -■= | йт — шт ( %у{йт — ш. 11'.йт
(Л1) ',Л1)
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ҳосил булади. Бу ерда )' (+  +  V) дт =  /5 — қаттиқ жисмнинг
( М )

0 £ уққа нисбатан инерция моменти, йт =  1ь ва |  -=•

=  /.. — марказдан қочувчи инерция моментларидир. Худди 
шунингдек, ҳисоблашларни Ь0у ва Л<1: учун қўлласак,

1'л в  ~  1С °~
^оч “  -  V ;  +

=  -- /. «I. 4- / ,01 --  / .  <11.,о; 5ч 5 1 ч» ч : ,

*  ( 18. 16)

формулаларга эришамиз. Киритилган О^С координаталар сис- 
темаси уқлари жисмнинг координаталар бошига нисбатан инер- 
ция бош ўқлари булгани учун /Е = / ^  =  / г =  0 бўлиб, (18.16) 
формулалар

/-о:= / : ,и’: ^ 18-17)
куринишни олади. (18.17) ни (18.13) га қуйиб ва жисмнинг 
ОЕҳС система ўқларига нисбатан инерция моментларининг уз- 
гармас эканлигини эътиборга олиб,

Д  +  V. - /,) V :  -  *'«■

<■, +  +  Н; -  '■) -  Дс , .

7: +  (/ч _  V ,  =  ;Иос

(18 18)

тенгламаларни ҳосил қиламиз. Бу тенгламалар Эйлернинг 
данамик тенгламалари дейилади. (18 18) тенгламалар оний 
бурчак тезликнинг проекцияларига нисбатан биринчи тартибли 
чизиқли бўлмаган дифференциал тенгламалардир. (18.18) тенг- 
ламалар Эйлернинг қўйидаги кинематик тенгламалари

ш. =  ўз1п 0 з!п 9 0 со$ ф,

=  <|) $1П 8 соз ср — 0 5ЙИ <£, 

и>, =  ф соз 0 + 9

#  (18 19)

билан биргаликда қўзғалмас нуқта атрофида ҳаракатланувчи 
жисм динамикасининг тула тенгламалари системасини ташкил 
қилади. Бу тенгламалар ёрдамида сферик ҳаракатдаги жисм 
динамикасининг биринчи ва иккинчи асосий масалаларини ҳал 
қилиш мумкин. Бу ерда шуни қайд этиш керакки, (18.18),
(18.19) тенгламаларни интеграллаш вазифаси мураккаб мате- 
матик масаладир. Ҳозирча ҳар қандай бошланғич шартларда 
ҳам (18.18, (18.19) тенгламаларни интеграллашнинг фақатучта
310
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хусусий ҳоли мавжуд. Бу ҳоллар Эйлер, Лагранж ва Нова- 
левская номлари билан юритилади.

Қузғалмас нуҳта атрофида қаттиқ жисм инерция билан ҳа- 
рзкатланган ҳол Эйлер ҳоли  дейилади. Бу ҳолда жисмга 
таъсир қилувчи кучлар ё мувозанатлашган бўлади, ё уларнинг 
тенг таъсир этувчиси мавжуд булиб, у қузғалмас нуқта орқа- 
ли утади ва бу нуқтага нисбатан моменти нолга тенг бўлали.

Лагранж ҳолида жисмда симметрия уқи мавжуд булиб, 
жисмнинг оғирлик маркази ва қузгалмас нуқта бу ўқда ётади 
(бунда /Е =  /т). Жисм фақат оғирлик кучи таъсиридагина ҳа- 
ракатланади.

/Е =  /  =  2/. бўлиб, жисмнинг оғирлик маркази унинг инер- 
ция эллипсоидининг экваториал текислигида ётадиган ҳол 
Ковалевская ҳоли  дейилади.

Биз Эйлер ҳолини куриб чиқамиз.

102- §. Қаттиқ жисмнинг цўзғалмас нуцта атрофида 
инерция билан ҳаракати

Юқорида таъкидлаганимиздек, бу ҳол М 
билан характерланади. Бу ҳол учун (18.18) тенгламалар

1 (А. ' М рц м 0. ~ о

с1<яс

а(
I  Лш' '
ч <н '

( / . - / . )  Ше 01, =: 0,

I
с1шг

с аг + ( / ч ~ 1' ) {0'А  =  °

(18.20)

кўринишни олади. Аввал «>Е, <о , и̂  ни вақтнинг функцияси си- 
фатида, сўнгра Эйлер бурчакларини улар ёрдамида аниқлаш-
нинг баъзи йўллари билан танишамиз. М Г. =  0 булгани учун

ҳаракат миқдори моменти теоремасига асосан —  =  0 в а / .о =

=  сопз1 (10 =  1 0) бўлади. (18.17) дан
^ + ^ + ^ ^ о  (18-2!)

формулага эга бўламиз.
Энди (18.20) тенгламаларии мос равишда и>£, юг) <о га қу- 

пайтириб қўшиб чиқамиз:
.  й<й.

/ с  < о с  — -  +  /  <0  — +  /  < о .  — =  0' ' <н 11 71 <и { * <а
еки

~  (/«<*>?+ /,»; +  /-“>: I =0.
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Бундан
/ 4 / ^ '  4- /  (и. = 2Н = соп§(: (18.22)

ҳосил булади. (18.22) да Л — узгаомас энергияни ифодалайди.
(18 21) ва (18.22) да * ва ни ш. орқали ифодалаймиз ва 

биргаликда
1 .ш- -4- /  »'■ ^  2Н — 1.ш‘'• ~ 1 '. \ • ••
/ |и; 4- /■'«/- =  — /;ч1-« » *) V « «

(18.23)

кўринишда ёзамиз. А ф /  ̂ ҳолида (18.23) нинг биринчи тенг- 
ламасини /% га купайтириб, биридан иккинчисини айирсак, 
сунгра /  ̂ га кўпайтириб, шу ишни такрорласак,

' ,  (■'л -  ' с ) шп =  1 о  ‘: ( -  А) и'? I
(18.24)

ҳосил бўлади. Бунда
2Мп -  /.«' -  а, -  /е (/, -  /с) =ф, -  /е2А =  Т,

- / ; ( /; - / е)=£

белгилашлар киритиб, (18.24) ни қуйидагича ёзамиз:

' И ' , - ',)*=! —  +  ?“?. |

Бу тенгламалар сисгемасини биргаликда ечиб,

(Ул “  А) ‘V . ,  =  / ( а +  Р<"с)(т +  8“ с)

муносабатни ҳосил қиламиз. Бу ифодани (18.20) нинг учинчи 
тенгламасига қўямиз, у ҳолда

+  + + " ^  = 0

келиб чиқади. Тенгламадаги ўзгарувчиларни ажрагамиз:
■/“ • ________

(а +  3<»с)(т +  *«!•) /; )•'■ /{ /п

Натижада

| | / Т Т ^ й Т Т Т ^ )
---- -------+  С (18.25)

] / /  ^

ҳосил бўлади, С — интеграл доимийси. (18.25) нинг чап томо- 
нидаги интеграл эллиптик интегралдир. Шундай қилиб / вақт
312
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^ б м а н  т, нинг эллиптик функцияси орасидаги боғланиш топилар 
экан, " вакт I нинг функцияси сифатида аниқланганидан кейин 
(18.24} тенгламалардан ва ҳам вақг / нинг функцияси 
сифатида топилади. Ниҳоят, п... ш ва ш, ни Эйлернинг кине 
матик тенгламаларига қўйиб, улардан Эйлер бурчакларини 
вақтнинг функцияси сифатида аниқлаш мумкин.

Қаттиқ жисм қузғалмас нуқта атрофидаги ҳаракатининг 
Эйлер текширган иккита хусусий ҳолини куриб чиқамиз.

1) /Е= /  = / г. Бунда қузгалмас нуқта координаталар бо- 
шида булган жисмнинг инерция эллипсоиди сферадан иборат.
(18.20) тенгламалардан

йч>г
= 0, к —  = 0  41

эканлиги келиб чиқади. Бундан =  Си ш, = С2, ®г =  С3, яъни 
оний бурчак тезликнинг модули ўзгармас бўлади: ш=соп8(:. 
Иккинчи томондан маълумки, Лй, = = /̂ ш Л0с = /.«),.

Бундан /£ = / =  /с = к булгани учун —̂  = к,
»1» 0),Ъ ч с

яъни о) ва Ь0 векгорлар коллинеар векторлардир. /,0 = / 0 =*

= сопз! эди. У ҳолда <в = сопз!, яъни бурчак тезлик йунали- 
ши ҳам ўзгармас бўлади. Шундай қилиб бу ҳолда жисмнинг 
ҳаракати қузгалмас уқ атрофида ўзгармас бурчак тезлик би- 
лан бўладиган айланма ҳаракатдан иборат булади.

2) /Е = /_. Бу ҳолда (18.20) нинг учинчи тенгламасидан

/ , —̂ -  =  0 бўлиб, шс = Сх келиб чиқади. (18.20) тенгламаларни
мос равишда со£, ш 'ч. га кўпайтириб қушамиз:

ёки
/,®с

йи>̂
М

4-/<о 1 Д 11
«Ч,
си +  Л'

(1(0, 
с1( ~

й (АюЕ +  +  АЛ) = 0
ҳосил бўлади. Бундан

м + / , » ; + « - с ,
ифодани ҳосил қиламиз.

шс ўзгармас бўлгани учун охирги ифодадзн
л  ("»/ +  ) =  са

ёки

ёзиш мумкин
М' 4-' 'I

Бииобарин,
С4
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О)2 =з ш‘ ШГ = Съ
экан. Кўрамизки, бу ҳолда 
ҳам оний бурчак тезликнинг 
модули узгармас буляпти.
Берилишига кўра: /,0<=/.0=
=  сопзК Қузғалмас коорди- 
наталар системасининг Ог
ўқини 1 0 вектор буйлаб

олиб, 1 0 векторнинг қуз- 
ғалувчи 0;т]С система ўқ- 
ларидаги проекцияларини 
аниқлаймиз (18.6-расм):

10% =  10 81П0 • З1п<р, С0((= 10 5|П 0 С 0 5  ?, 1 (18.26)
£0; = с08 1

Иккинчи томондан

~ ^ог) = ^о: == /.<«.. (18.27)

(18.25), (18.27) муносабатларни таққослаб,
С0 з т  0 з1п ср =  / ^ ,

С0 з т  0 соз ср =  / д , (18.28)
Ь0 соз 6 =  /(.(ос

муносабатларга эга буламиз. (18.28) нинг учинчисидан
0 =  0О = С6 (18.29)

эканлиги куринади. (18.29) ни эътиборга олиб Эйлернинг кя- 
нематик тенгламаларини (18.28) га қўямиз:

1 0 з!п 0О 31П <р =  /. ^  з1п 0О з1п <р,

10 з1п 90 соз р =  / , ^  зш  0О соз <р,

С05в” + ̂ )
ва тегишли қисқартиришларни бажаргандан сўнг

а(
[о
Гс

=  с , = л,

_  ^о — /; * 
а( ~  /. • соз 0О с 8 — /т.

ифодаларга эришамиз. Бундан
з ц
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^ = т  +  ф,, ср =  +  ср0 (18.30)
тенгламалар ҳосил бўладиД Шун- 
дай қилиб 6 >= б0 =  сопз! булиб, ф 
ва ф бурчаклар текис ўзгарар эканл
(18.29), (18.30) ифодалардан*жисм 
мураккаб ҳаракат қилиши кўри- 
ниб турибди. Бунда .жисмга боғ- 
ланган ОС ўқ билан қузғалмас Ог 
ўқ орасидаги бурчак ўзгармайди.
Жисм ОС уқ атрофида модули уз- 
гармас пх бурчак тезлик билан 
айланади, ОС ўқнинг ўзи эса Ог 
ўқ атрофида ўзгармас п бурчак 
тезлик билан айланади. Жисмнинг 
бундай ҳаракатига мунтазам пре- 
цессая дейилади.

103-§. Гироскопнинг элементар назарияси

Гироскоп деб қўзғалмас нуқта орқали ўтувчи симметрия 
уқи атрофида катта тезлик билан айланувчи жисмга айтилади. 
Гироскопнинг умумий назариясини қўзғалмас нуқта атрофида 
ҳаракатлакувчи жисм ҳаракатининг қонунлари асосида яратиш 
мумкин. Биз амалий эҳтиёжларга етарлича жавоб берувчи 
гироскопнинг бирмунча содда — элементар назариясини қараб 
чиқамиз. Гироскопнинг элементар назарияси система кинетик 
моментининг ўзгариши ҳақидаги теорема асосида қурилиши 
мумкин.

Гироскопнинг ҳаракатида ажойиб хусусиятлар кузатилади. 
Гироскоп ҳаракатининг хусусиятларидан техниканинг жуда 
куп соҳаларида, масалан, сув, ҳаво транспортида, асбобсозлик- 
да кенг фойдаланилади.

Аввало вертикал симметрия уқи атрофида айланувчи бир 
жинсли жисмни қарайлик. Айланиш уқида бирор О нуқта тан- 
лаб ушбу нуқтага нисбатан жисмнинг ҳаракат миқдори момен- 
тини ҳисоблаймиз. ОС координаталар уқини айланиш уқи би- 
лан устма-уст тушадиган қилиб О ^  қузғалувчи координата- 
лар системасини киритамиз. У ҳолда, = / . =* 0; = ■>._ = 0
бажарилгани учун (18.16) дан

1-о

келиб чиқади. Жисмга ОС ўқ устида ётувчи Р  оғирлик кучи
ва О нуқтадаги N  таянч реакцияси таъсир қилади (18.7- расм). 
Кинетик момент ҳақидаги теоремага асосан

—  = « о  (р ) + т 0 (й) ,
(Н
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бунда т0 (Р) +  т,, (ЎЎ) = 0, / 0 =- /с будгани учун 

/,0 = 1га> = сопз1

муносабатни ёза оламиз. Шундай қилиб, бу 
ҳолда жисмнинг (гироскопнинг) ҳаракат миқдо- 
ри моменти ўзгармас, гироскоп ўзгармас бурчак 
тезлик билан айланади, ҳаракат миқдори мо- 
менти вектори билан бурчак тезлик вектори 
устма- уст тушади.

Энди гироскоп уқининг О нуқтаси маҳкам- 
ланган ва уқнинг узи вертикалга нисбатан бирор 

18.8-расм. 0 бурчакка оғган ҳолни кўрайлик. Гироскоп 
узининг ОС симметрия ўқи атрофидаги айланма 

ҳаракат ва бу уқ билан биргаликда вертикал Ог ўқ атрофи- 
даги айланма ҳаракатларнинг йиғиндисидан иборат бўлган му- 
раккаб ҳаракат қилсин. Ўз уқи атрофидаги айланма ҳаракати-
нинг (хусусий айланма ҳаракат) бурчак тезлигини «>1, верти- 
кал уқ атрофидаги айланма ҳаракатининг бурчак тезлигини
эса орқали белгилайлик. Гироскопнинг абсолют ҳаракатда-
ги бурчак тезлиги +  бўлади (18,8-расм). Куриниб
турибдики, бу ҳолда « вектор ҳам, гироскопнинг 1 0 кинетик 
моменти вектори ҳам ОС ўқ устида ётмайди.

Гироскопнинг элеменгар назариясида |ш ,|> |(й 2| фараз қи- 
линиб, гироскопнинг ҳаракат миқдори моменти

/■о =  /0; • «'| (I.') (18,31

ва бинобарин, 10 вектор ОС уқ бўйлаб йуналган деб олинади. 
Система кинетик моментининг узгариши ҳақидаги теоремадан 
фойдаланамиз:

~ ~ М 0. ( ? )  (18.32)

Бунда М 0 — гироскопга таъсир қилувчи кучларнинг 0  нуқтага

нисбатап бош моменти. Маълумки, ҳосила Ь0 вектор учи-

нинг/1изиқли тезлигини ифодалайди. 10 вектор Ог ўқ атро- 
— ̂

фида ш2 бурчак тезлик билан айланиши туфайли бу тезлик
ш2 X/-о купайтма орқали аниқланади. У ҳолда, (18.32) ифода 
урнига
316
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“2 X 10 = Жо
муносабатни ёзиш мумкин. (18.31) га асосан охирги ифода

о̂с (ш2 X =»/Н0 (18.33) ^

кўринишни олади. (18.33) тенглама гироскоп элементар наза-
—̂ —ф

риясининг асосий тенгламасидан иборат. Бу тенглама м, 
бурчак тезлик векторларини гирсскопта таъсир қилувчи куч- 
ларнинг гироскоп қўзғалмас О нуқтасига нисбатан  ̂ бош мо-
менти билан боғлайди. М а — гироскопни ҳаракатлантирувчи 
жисмлар томонидан гироскопга қўйилган кучларнинг бош мо-

—• •—>- —V —т-
ментидан иборат бўлса, М1/*» = — М 0 = /0, (ш, X «2) гироскоп 
томонидан бу жисмларга қўйилган кучларнинг бош моменти- 
гироскопик момент дейилади.

(18.33) тенгламадан фойдаланиб гироскоп ҳаракатининг тур- 
ли хусусиятларини тушунтириш мумкин. Шулардан баъзилари- 
ни кўрайлик.

1. Вертикал уқ атрофида айланувчи гироскопнинг ўқига 
перпендикуляр бўлган куч билан унга таъсир қилинса, гирос- 
коп ўқи мазкур кучга перпендикуляр бўлган йўналишда оға- 
ди. Бу ҳодисани қуйидагича тушунтириш мумкин. Вертикал
симмегрия уқ атрофида «з, бурчак тезлик билан айланувчи 
гироскоп берилган бўлсин. Гироскопнинг ўқига унга перпен-
дикуляр йўналишда Ғ, куч таъсир қилсин (18.9-расм.) Бу куч-
нинг О нуқтага нисбатан М 0 моменти ОС ва Ғ  кучнинг ҳар 
бирига перпендикуляр равишда йуналади. (18.33) га асосан,

ва М0 га перпендикуляр бўлган

18.10- расм.
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текисликда ётади. вектор ОС уқнинг айланишидаги бурчак
тезлик вектори булгани учун бу ўқ га перпендикуляр ра-
вишда ва демак, Ғ  куч йўналишига ҳам тик булган йуналиш- 
да оғади.

2. Гироскоп ҳаракатининг қизиқ бир ҳолини — мунтазам 
прецессияни курамиз. Маълумки, мунтазам прецессияда жисм
бирор 0(. симметрия ўқи атрофида ўзгармас о>, бурчак тезлик 
билан айланади, бу ўқнинг ўзи эса иккинчи бир қузғалмас Ог
ўқ атрофида ўзгармас (о2 бурчак тезлик билан айланади (18.10- 
расм). Бунда ОС ва Ог ўқлар орасидаги 0 бурчак ўзгармас
сақланэди. 0 бурчакка нутация бурчага, ш, га эса прецессая 
буряак тезлиги дейилади. ®

Гироскопга таянч реакциясидан бошқа фақат С массалар
марказига қўйилган Р оғирлик кучи таъсир қилсин. Кўриниб 
турибдики, агар гироскоп ОС ўқ атрофида айланмаса, у оғир- 
лик кучи таъсирида пастга йиқилади. Лекин унга ОС ўқ ат- 
рофида айланма ҳаракат берилса, 9 бурчак ўзгармас сақланиб, 
О; ўқ Ог ўқ атрофида айлана бошлайди. Бу қуйидагича ту-
шунтирилади. Р кучнинг О нуқтага нисбатан М 0 моменти Ог 
ва ОС ўқлар орқали ўтувчи текисликка перпендикуляр бўла-
ди. М 0 вектор гироскоп кинетик моменти вектори учининг 
тезлик векторига тенг. Демак, бу тезлик вектори ҳам гирос- 
коп ҳаракати давомида Ог ва ОС ўқлар орқали утувчи текис- 
ликка перпендикуляр булиб қолаверади. Аввалги кўрилган ҳол-
га асосан, гироскопнинг ОС уқи Р  кучнинг Рп ташкил этувчи-

си таъсирида Рп га перпендикуляр йуқалишда тегишли то-

монга оғади. вектор учининг тезлиги \ац вақт Ог ва ОС 
уқлар орқали утувчи текисликка перпендикулярлигини сақ- 
лагани туфайли, бундай оғишларнинг кетма-кеглиги ОС ўқнинг 
Ог ўқ атрофида айланма ҳаракатини беради ва 0 бурчакнинг 
узгармаслигини таъминлайди Шундай қилиб, мунтазам прецес- 
гия содир бўлади.

ш2 прецессия бурчак тезлиги билан гироскопнинг уз уқи 
атрофида айланиш бурчак тезлиги орасидаги муносабатни кур- 
сатамиз (18.33) га асосан қуйидагини ёзиш мумкин:

X  “ 1)| = \ м 0 \

ёки

/0. .",»1 51 п 0 = Р ОС ■ з1п б.
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г Бундан
Р  ■ ОС

'о с
(18.34)

(18.34) формуладан ку- 
рамизки, ш2 бурчак тез- 
лик <0, бурчак тезлик- 
ка тескари пропордионал, 
яъни гироскоп ўз ўқи аг- 
рофида қанчалик тез ай- 
ланса, у шунчалик секин 
прецессиялайди (верти- 
кал уқ атрофида у шун- 
чалик секин айланади) ва 
аксинча, гироскоп ўз уқи атрофида қанчалик секин айланса, 
у шунчалик тез прецессиялайди.

3. Агар гироскопнинг оғирлик маркази унинг таянч нуқта- 
сида бўлса, гироскоп ўқининг йўналиши ўзгармайди (18.11- 
расм). Ҳақиқатан бу ҳолда:

М 0 = т0 (Р) +  т0 (А/) = 0.

(>"

Бинобарин, —  =  0. Бундан =  10, • ш =» сопз! ёки

ш =  соп$1

ҳосил бўлади. Гироскоп ҳаракатининг бу хусусиятидан нави- 
гация асбобларида кенг фойдаланилади.Мисол тариқасида энг 
содда гироскопик асбоб—карданли осма гироскопни курайлик 
(18.12-расм). Гироскоп ротори ички рамага подшипниклар ёр-

31У
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ламида урнатилган АА' симметрия ўц атрофида айланади. 
Ички раманинг узи ташқи рамага подшипниклар ёрдамида ўр- 
натилган ВВ' ўқ атрофида, ташқи рама эса қузғалмас подшип- 
никларга урнатилган СС' уқ атрофида айланиши мумкин.

А А \ ВВ' , СС' уқлар роторнинг 0  оғирлик марказида кеси- 
шади. Шундан қилиб, ротор бир-бирига боғлиқ булма! ан учта 
уқ атрофида айланма ҳаракат қила олади. Подшипниклардаги 
ишқаланишлар, ҳавонинг қаршилиги ва рамаларнинг массалари 
эътиборсиз даражада кичик ҳисобланади. Гироскоп роторини 
АА' ўқ атрофида катта тезлик билан айлантирайлик. Гирос- 
копга фақат О нуқтага қўйилган оғирлик кучи таъсир қилади. 
Бу оғирлик кучининг О нуқтага нисбатан моменти нолга тенг.
Бинобарин, гироскопнинг А0 кинетик моментининг вектори 
узгармас булади. Демак, АА' ўқ ҳам ҳаракат бошида эга 
бўлган йуналишини сақлайди.

104 § Гироскопик эффект

Агар жисм икки нуқтаси билан бириктирилган ўқ атрофи- 
да айланиб, бу ўқнинг ўзи ҳам бошқа бирор уқ атрофида ай- 
ланадиган бўлса, уқнинг бирикиш нуқталарида (одатда под- 
шипникларда) қушимча юклама кучлар пайдо бўлиб, унга ги- 
роскопик эффекш дейилади. Бундай юклама кучлар пайдо бў- 
лишини гироскоп элементар назариясининг тенгламаси ёрдами- 
да тушунтириш мумкин. Масалан, бирор жисм, гироскоп О, 
ва 0 2 нуқталарда подшипникларга бириктирилган 0 , 0 2 ўқ ат«
рофида •«, бурчак тезлик билан айлансин. Ўқнинг узи эса под*
шипниклар билан биргаликда <*>, бурчак тезлик билан 18.13- 
ршмда курсатилган йуналишда айлансин. Бундай гироскоп 
ҳаракатининг тенгламаси (18,33) га асосан

булади. Бунда '1 — гироскоп ўрнатилган қурилмага таъсир 
қилувчи ва гироскоп ўкини подшипниклари билан биргаликда 
айланма ҳаракатга келтирувчи кучларнинг О нуқтага нисбатан 
бош моменти, / 0 0? — гироскопнинг 0 ,0 2 ўққа нисбатан инер-
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ция моменти. Аввалги параг- 
рафда келгирилган муло- 
ҳазаларимизга асосан ги- 
роскоп томонидан агроф 
жисмларга (таянчларга), ху- 
сусан, бу ерда Ох ва О, 
подшипникларга, О нуктага

нисбатан моменти =  /00 1ш, X “2) булган кучлар таъсир
қилади. Бу кучларнинг урнига уларга эквивалент булиб, мо- 

—» —♦ ■ •
менти М ^а'» га тенг бўлган бирор (Ри Р2) жуфтни мослаш
мумкин. Шундай қилиб, гироскоп уқининг бурилиши натижа- 
сида уқнинг таянчлари булмиш подшипникларда қўшимча юк- 
лама қучлар юзага келади. Гироскопик момент формуласидан 
кўрамизки, бу кучлар гироскопнинг ўз ўқи атрофида айлани- 
шидаги бурчак тезлиги, гироскоп ўқининг айланишидаги бур- 
чак тезлиги ва гироскопдаги массалар тақсимотига боғлиқ. 
Гироскоп ўз ўқи атрофида катта бурчак тезлик билан айлан- 
ганда, катта юклама кучларнинг пайдо бўлиши натижасида ўқ- 
нинг кескин бурили пи таянчларнинг синишига олиб келиши 
мумкин. Бу ҳол айланувчи валлари, ўқлари бўлган машина ва 
механизмларни лойиҳалашда. албатта, ҳисобга олиниши зарур.

Характерли иккита мисол келтирамиз:
1. Кемаларнанг яайқалишида паадо бўладиган гироскопик 

эффект. Кеманинг бурун ва қуйи қисмларини кўтарилиб, ту- 
шиб чайқалишида кема корпуси буйлаб жойлашган ҳамда каг- 
та тезлик билан айланувчи валнинг подшипникларига қушим- 
ча кагта юклама кучлар таъсир қилади. Агар вал кеманинг 
қуйи В томонидан А бурни томонига қараб кузатувчига нис- 
батан соат стрелкасига тескари йўналишда айланса (18 14-расм), 
кеманинг бурни кўтарилганида горизонтал текисликда ётувчи 
ва 18.15-расмда кўрсатилган йуналишда вал подшипниклари-
га таъсир қилувчи (Ри Р21 жуфт пайдо бўлади.

Кеманинг бурни пастга тушганида эса бундай (Ри Р2) жуфт 
вал подшипникларига 18.16- расмда кўрсатилганидек таъсир 
қилади.
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Вал катта тезликда айланганида кеманинг чайқалиши нати* 
жасида пайдо буладиган гироскопик момент катта бўлиши 
мумкин. Бу подшипникларни тезда ишдан чиқишига олиб ке- 
лади.

2. Ҳавода самолётларнинг горизонтал текисликда йунали- 
шини узгартириб бурилишида (виражда) пайдо бўладиган ги- 
роскопик эффектни курайлик. Самолёт вираж қилганида винт 
ўқи горизонтал текисликда бурилиши натижасида вертикал 
текисликда ётувчи ва подшипниклар орқали самолёт корпусига 
таъсир қилувчи жуфт пайдо бўлади. Бу жуфтнинг моменти само- 
лёт корпусининг массасига нисбатан катта бўлиб кетиши мум- 
кин. Бу ҳолда самолёт жуфт таъсирида вертикал текисликда кес- 
кин бурилади. Агар вираж чапга бўлса, самолёт вертикал те- 
кисликда кескин юқорига кўтарилади. Вираж ўнгга булганида 
эса у вертикал текисликда пастга шўнғийди Бундай вираж- 
лар бир винтли самолётларда хавфли ҳисобланади.

XIX б о б. ЗАРБА НАЗАРИЯСИ

Моддий нуқта, механик система барка ёки баъзи нуц- 
таларинйнг тезликлари вацтнинг жуда кичик оралигида 
Чекли катта цийматга узгариши ҳодисаси зарба дейилади. 
Вақтнинг !арба ҳодисаси содир бўлувчи оралигига зарба вац- 
ти дейилади ва одатда т орқали белгиланади.

За^ба прЪцессида вақтнинг жуда кичик оралигида тезлик- 
лар чекли қййматларга узгариши натижасида шу вақт орали- 
гида катта тезланишлар юзага келади. Шунинг учун зарба 
пайтида таъсир қилувчи кучлар зарбадан олдинги ёки зарба- 
дан кейинги кучларга нисбатан жуда катта булади. Зарба пай- 
тида таъсир қилувчи кучларга оний ёки зарбали кучлар, 
у^арнинг зарба врқти оралигидаги импульсларига эса зарбали 
ьшпулъслар дейилади,

105-§. Моддий нуқтага зарбали ку,ч таъсирининг 
асосий тгнгламалари. Тшлаш кбэффйцйёнти

Моддий нуқта учун зарба ҳодисаеини қараб чиқамиз. Би-
р^р Ғ  куч таъсирида ҳатакатланувчи т массали моддий нуқта 
Ж2
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олайлик. Бирор Л моментдан бошлаб бу нуқтага Р  зарбали 
куч таъсир қила бошласин ва бу кучнинг таъсири пайтда ту- 
гасин. т= Л  — Л вақт оралигини зарба вақти деб атаймиз. 
Нуқтанинг зарбадан олдинги ва зарбадан кейинги тезликлари-
ни мос равишда V ва и орқали белгилаб, зарба вақти учун 
импульслар теоремасини ифодаловчи (17.17) тенгламани қўл- 
лаймиз:

X X
та — тъ == |  Ғ.сИ +  (* РсИ.

Бунда |  РсИ — зарбали куч импульси; уни 5 орқали белгилай-

лик. Зарбали Р кучнинг қиймати катта булгани учун 5  нинг 
қиймати чекли бўлади -с зарба вақти жуда кичик бўлгани са-
бабли Ғ  кучнинг бу вақт оралигидаги импульсининг қиймати 
жуда кичик; шунга кура зарбали импульсга нисбатан уни ҳи- 
собга олмаслик мумкин. У ҳолда охирги тенгликдан ёза ола- 
миз:

ти — тъ =  5. (19 1)
Равшакки, зарбага учраган моддий нуқтанинг ёки жисм- 

нинг зароадан кейинги кинематик ҳолати, албатта, унинг фи- 
зик хусусиятларига ҳам боғлиқ бўлади. Масалан, маълум ма- 
софадан горизонтал қузғалмас сиртга резина тупни ёки пулат 
шарни бир хил бошланғич тезлик билан ташласак, уларнинг 
сиртга урилгандан (зарбадан) кейинги тезликлари турлича 
булади.

Шарчанинг қузғалмас горизонгал сиртга зарбасини олайлик; 
Шарчанинг зарбага учраган пайтдаги тезлиги сиртга перпен-
дикуляр йуналган бирор V вектор бўлсин. Зарба процессини 
икки фазага ажратиш мумкин. Биринчи фаза давомида шарча 
деформациялана бориб, фаза охирида унинг тезлиги нолга 
айланади. Бу фаза давомида шарчанинг кинетик энергияси 
деформацияланиш натижасида ҳосил бўладиган эластиклик 
кучларининт потенциал энергиясига айланади ва қисман шар- 
чанинг қизишига сарфланади. Иккинчи фаза давомида элас- 
тиклик кучининг таъсири остида шарнинг дастлабки шакли 
тиклана бошлайди, лекин тулиқ тикланмайди. Қолдиқ де- 
формацияга ва қизишга сарфланиш туфайли шарнинг дастлаб- 
ки кинетик энергияси ҳам қайта тикланмайди. Шарнинг зар- 
бадан кейинги кинетик энергияси унинг зарбадан аввалги 
кинетик энергиясидан кичик булади.Демак, шарнинг зарбадан 
кейинги тезлигининг модули унинг зарбадан аввалги тезлиги- 
нинг модулидан кичик булади.
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яфодага зарбага учраган моддий нуқтанинг ёки жисм- 
нинГ”физик хусусиятларини билдирувчи катталик ошкор ра- 
нишда кирмаган. Моддий нуқта учун бундай катталикни ха- 
рактерловчи коэффициент таклаш коэффициенти дейилиб, 
у нуқтанинг зарбадан кейинги ва зарбадан аввалги нисбий 
тезликларининг урилиш сиртига урилиш нуқтасидан ўтказил- 
ган нормалдаги проекциялари нисбатининг модулига тенгдир. 
Масалан, массаси т бўлган моддий нуқта А, масофадан бош- 
ланғич тезликсиз тушиб, бирор қўзгалмас горизонтал силлиқ 
5 сиртнинг А нуқтасида унга урилсин. Сиртга нисбатан нуқ-
танинг зарбадан аввалги тезлигини V ,  зарбадан кейинги тез-
лигини эса и орқали белгилайлик (19.1-расм). 5 сиргга А нуқ-
тада ўтказилган нормални п орқали, V ва и тезликларнинг бу 
нормалдаги проекцияларини мос равишда Vп ва ип, нуқтанинг 
зарбадан кейинги кутарилиш масофасини А, орқали белгилай- 
лик, тиклаш коэффициенти эса к бўлсин. У ҳолда

к = и_п
<>п

(19.2)

ва и векторлар қарама-қарши йўналган векторлар булгани 
учун соннинг модули таърифига кўра (19.2) ни

к = -  (19.3)

кўринишда ёзиш мумкин.
Моддий нуқтанинг зарбадан аввалги тезлик вектори унинг 

сиртга тўқнашиш нуқтасидан сиртга ўтказилган нормал билан 
ўткир бурчак ташкил қилганда ҳам тиклаш коэффициенти
(19.2) ёки (19.3) муносабатлардан аниқланади.

Агар зарбада жисм қатнашаётган булса, тиклаш коэффици- 
енти жисм урилиш нуқтасининг урилиш сиртига нисбатан зар- 
бадан кейинги ва зарбадан аввалги тезликларининг урилиш 

нуқтасидан урилувчи жисмлар сиртига ўтказилган 
умумий нормалдаги проекцияларининг нисбати би- 
лан аниқланади.

Тиклаш коэффициенти оддий тажриба билан 
қуйидагича аниқланиши мумкин. Бирор шарча 
(моддий нуқта) ни горизонтал, қўзғалмас, Силлиқ 
сиртга М, А = А, масофадан ташлайлик (19.1- расм). 
Шарчанинг М ,А йўлда оғирлик кучи таъсиридаги 
ҳаракатига кинетик энергия ҳақидаги теоремани

",

" Г / / А

V

19.1- расм.

қўлласак, ъ = У2%кх булади. Шарча сиртга урил- 
ганидан сунг //, баландликка кутарилсин. У ҳолда 
шарчанинг зарбадан кейинги тезлиги и=У2% к% 
бўлади. (19.2) га асосан ёза оламиз:
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к = I -**,

ёки к

с V  2̂ Л,

Шарчани ва сиртни турли мате- 
риаллардан ясаб, шарчанинг тушиш 
ва кутарилиш масофаларини улчаш 
йўли билан турли материаллар 
учун тиклаш коэффициентини 
аниқлаш мумкин була-ди. Реал 
жисмлар учун тиклаш коэффициен- 
ти 0 < £ < 1  интервалда булади. 
Абсолют эластик жисмлар учун 
жисмлар учун к = 0 олинади. к =

19.2- рак

к = 1 ва абс°пА 
1 бўлганда з̂ Р

*
'^ластик^ ч у п  п -  —  у л м п а д п .  —  х и ) < / п  а п д а  ^

эластик зарба. к =  0 булганда эса зарба абсол^ "солюгп 
булмаган зарба дейилади. ^ба^астиЧ

(19.1) ва (19.2) тенгламалар моддий нуцтага 
таъсирининг асосий тенгламалари ҳисобланадР- уч\л*« куч> 
маларни моддий нуқтанинг сиртга қийшиқ зарба0*1 д  енгла'

-» е 41и‘, «т қўл-
лашни кўриб чиқамиз. Массаси т бўлган нуқта V т_„и с
силлиқ 5 сиртнинг А нуқтасига урилсин. А нуқТ 
нормал ўтказамиз. п ва V

дД*'

ЙИ*
>ан

билай 
•ртга л

орасидаги бурчакни а 1'"
— , .  ^ 3-1 СЗелги' 

лаймиз. Нуқтанинг зарбадан кейинги тезлиги «, оУ ,)9.21 
нормал билан қосил қилган бурчаги р бўлсин *■ э ъ \ \ л к н и н Г  
Зарбали импульснинг нормал буйлаб йўналганиН11 ш  ( расм). 
олиб, (19.1) тенгламани А нуқтадан сиртга ^борга
ва нормаль йўналишларига проекциялаб, ринма

т {и 31П Р — V 5>п ®) — 
т (и соз с05 а) ~  ^ л’ 

и соз зи = (19.4)
V  С 05  а

тенгламаларга эга буламиз. Бу тенгламалар систе^ бу 1« 
дий нуқтанинг зарбадан кейинги тезлиги модулий^а мод- 
нинг нормал билан ҳосил қилган бурчагини ва зД? р=злик- 
сини аниқлаш мумкин: 'пуль-

и = ц | / з |п2а-|- к2 соз а, (£[3 =  -^-{§а, 5 = т (  1-ф ^

,Н.1

I.
ни

к <  1 бўлганида, Э >  *В а ва 3 >  а бўлади, 1Л,,Л- 
бурчаги тушиш бурчагидан катта бўлар экан. \ б с бу, читиш 
тик зарбада к = 1 бўлиб, тушиш бурчаги қайтиГ  ̂ ч^элас- 
тенг. агнга
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106-§. Зарбали куч таъсиридаги механик 
системанинг асосий тенгламалари

Механик система бирор М г{1 = 1 ,2 ......... п) нуқтасининг
зарбадан аввалги ва зарбадан кейинги тезликлари мос равиш-
да ва и{ бўлсин. Бу нуқтага (19.1) тенгламанн қўллаймиз: 

т^и, — т,х\= ?« +  {'. =  1, 2, . . . .  п)

бунда 5^, 6] мос равишда М ( нуқтага таъсир қилувчи барча
П

ташқи ва т ки зарбали импулъсларни ифодалайди. =
{-1

“  0 бўлишини эътиборга олиб, охирги тенгламалар сисгема- 
сини қўшамиз:

V  т(и( — V  тро, = V  
(=1 1-1 1-1

ш п % п

Бу тенгликнинг чап томонидаги /ў, = V т р ь Къ — ^ т ^  ифо-
1—1 1=1

далар мос равишда системанинг зарбадан аввалги ва зарбадан 
кейинги ҳаракат миқдорларидан иборат. Бинобарин,

1-1
ифодани ёзиш мумкин. (17.12) га асосан охирги тенглик қуйи- 
даги кўринишга келади:

М ( м с - » с ) =  ^ 5 ^ .  (1 9 .5 )
1

—> ‘-V
Бунда М  — системанинг массаси, ис, — система массалар 
марказининг зарбадан кейинги ва зарбадан аввалги тезликлари.

Система зарбали кучлар таъсирида бўлган ҳол учун сис- 
гема кинетик моментининг ўзгариши ҳақидаги теоремани қул- 
лаймиз:

Бунда 70 —системанинг бирор марказга нисбатан кинетик мо-

менги, г( — М( нуқтанинг радиус- вектори, Ғ.\, Р? эса М( нуқ- 
тага таъсир қилувчи барча ташқи оддий ва зарбали кучлар- 
нинг тенг таъсир этувчиларидан иборат. Бу муносабатни зар- 
ба вақги оралигида интеграллаб,
326
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г
4, -  г», -  / (2г- х р‘ ) ■<“ +1 (2 ~‘ у '  р‘ ) <“0 2=1 0 1=1

ифодага эга бўламиз. Бунда /,0 , 1 0 — мос равишда, система- 
нинг зарбадан кейинги ва зарбадан аввалги кинетик момент-
лари. Зарба даврида г* =сопз4 ( / = 1 , 2 , . .  .,я) эканлигини эъти- 
борга олиб, охирги ифодани

Ч  -  “2  лТх | + V г7х |
/=• I 0 /■=! 0

т
кўринишда ёзамиз. [Ғ^сИ — ташқи оддий кучнинг импульси 

о
зарбали импульсга нисбатан жуда кичик миқдор булганидан

уни ҳисобга олмаймиз, ^Р^сН = — ташқи зарбали импульс.
0

У ҳолда

/• о2 — -̂ о, — ^  гг X 
2=1

бўлади. Бунда г, X У. = т 0{Ъ1 ) — Мг нуқтага таъсир қилувчи 
ташқи зарбали кучлар импульсининг моменти. Демак,

1 о2- 1 о, =  ^ т о Г ^ ) .  (19.6)
г = 1

■эл, ия мос равишда, механик система урилиш нуқтасининг 
зарбадан аввалги ва зарбадан кейинги тезлигининг урилиш 
сиртига утказилган перпендикулярдаги проекциялари десак, 
система учун тиклаш коэффициенти (19.3) га ухшаш

к = ~ и-* (19.7)

формула ёрдамида топилади.
(19.5), (19,6), (19.7) тенгламалар зарбали, куялар таъсари.- 

даги механик системанинг асосай тенгламалари ҳисоблана- 
ди. Бу тенгламалар механик системанинг бирор қузғалмас 
силлиқ сиртга зарбаси нуқтаи назаридан тузилди. Улар ёрда- 
мида зарбадан аввалги ҳаракати маълум механик система ёки 
қаттиқ жисмнинг зарбадан кейинги ҳаракатини топиш мумкин. 
Бу тенгламаларни икки механик система ёки қаттиқ жисмлар- 
нинг бир-бирига зарбасига ҳам қуллаб, уларнинг зарбадан 
кейинги ҳаракатларини аниқлаш мумкин. Бунда тенгламалар 
аввал жисмларнинг бирига нисбатан қулланилади, иккинчиси 
қузғалмас деб олинади. Кейин биринчи жисм қузғалмас деб
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олиниб, тенгламаларни иккинчи жисмнинг зарбасига қўллани- 
лаяи. Тиклаш коэффициентини аницлашда қўлланиладиган нор- 
мал чизиқ жисмларнинг урилиш нуқталаридан жисмлар сирт- 
ларига умумий қилиб ўтказилади.

Икки жисмнинг бир-бирига зарбасини ҳаракат миқдори ва 
ҳаракат миқдори моментининг сақланиш қонунлари асосида 
ҳам урганиш мумкин. Бунда икки жисм битта система деб 
олинса, зарбали кучлар ички кучларни ҳосил қилади ва улар 
системанинг ҳаракат миқдори ҳамда ҳаракат миқдори момен- 
тига таъсир этмайди. (19.5) ва (19.6) тенгламаларнинг урнига 
зарбадан аввалги, зарбадан кейинги пайтларга нисбатан ҳара- 
кат миқдори ва кинетик моментининг сақланиш қонунлари ту- 
зилади. Бу қонунларни ифодаловчи тенгламалар билан (19.7) 
тенглама биргаликда икки жисмнинг бир-бирига зарбасини 
тўлиқ ифодалайди.

107-§. Икки шарнинг бир-бирига тўғри марказий зарбаси

Илгарилама ҳаракатдаги икки жисмнинг бир-бирига ури- 
лиши олдида улар инерция марказларининг тезликлари шу 
марказларни туташтирувчи тўгри чизиқ буйича йўналган бўл- 
са, бундай зарба марказий тўғри зарба дейилади.

Массалари т ,  ва т2 бўлган икки силлиқ шарнинг бир-би- 
рига тўғри зарбасини кўрайлик. Биринчи шар масса маркази- 
нинг зарбадан аввалги ва зарбадан кейинги тезликлари мос
равишда г?, ва ии иккинчи шар учун эса бундай тезликлар
мос равишда V, ва ц3 бўлсин. Шарлар илгарилама ҳаракат 
қилганликлари учун уларнинг зарбадан аввалги ва зарбадан 
кейинги ҳаракатлари шу шарлар масса марказларининг тезлик-

—>
лари билан характерланади. Фараз қилайлик, | ц, |> | | бўлсин.
У ҳолда биринчи шар иккинчи шарга етиб, унга урилади (19.3- 
расм). х  уқни шарларнинг Си С, марказларидан ўтувчи С,Са 
тугри чизиқ буйлаб йуналтириб, бу уққа нисбатан ҳаракат миқ- 
дорининг сақланиш қонунини ёзамиз:

т ^  = т^их +  т2иг. (19.8)
Бу муносабатни шарларнинг ҳар бирига (19.5) тенгламани ало- 
ҳида-алоҳида қўллаб ҳам ҳосил қилиш мумкин. и, ва и2 тез- 
ликларни аниқлаш учун яна битта тенглама тузамиз. Шарлар 
урилиш нуқталарининг зарбадан кейинги нисбий тезлигининг 
зарбадан аввалги нисбий тезлигига нисбати, маълумки, тиклаш

коэффициентига тенг, яъни
С. \---- !----— . \ «, — и,| н, — и, .к = —------  -------------- - еки

I
их — иг = к(рх — г)2)

VI — «2 —>
(19.9)
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(19.8; ва 19.9) тенгламаларни биргаликда ечиб и, ва и, нИ 
аниқлаймиз.

«1 я.'Т * ” ?.<,, +  (1 + Д ) —
/П] +  т 2 т ,  4- т 2

(19.Ю)

«... (1 +  к)т, р  | т ,  — */»,
« 1  +  /и2 ’ т, +  т 2

(19.П)

Зарбали импульсни ҳам аниқлаш мумкин. Бунинг учун (19.5) 
тенгламани урилувчи шарлардан бирига қўллаш керак. Қуйй* 
даги икки хусусий ҳолни куриб чиқамиз.

1) Абсолют эластик бўлмаган зарба (к = 0). Бу ҳолда (19.10) 
ва (19.11) формулалардзн

ьь 2 — Ио
тху, 4  т2у2 

т, + т3
келиб чиқади, яъни шарлар зарбадан кейин бир хил тезЛйк 
билан ҳаракатланади. Шарларнинг массалари тенг бўлганда Оу 
тезлик қуйидагича ёзилади:

«1 = «2 = ^ ( » 1+ ^ 2).

яъни шарлар зарбадан кейин зарбадан аввалги тезликлари йи- 
ғиндисининг ярмига тенг булган тезлик билан ҳ а р а к а т л а н а Д И .

2) Абсолют эластик зарба (к = 1). Бу ҳолда (19.10) ва (19.11) 
формулалардан

2т, . , . 2 т,И| =  V ,------- —  ( V , —  т/г), и2 = ъ2 -\------т  ̂+  /п2 /я, + /и,

ҳосил бўлади. Бу формулалардан кўринадики, бир хил масса“ 
ли икки шар урилганда (тх= т 2), уларнинг тезликлари аЛ^13' 
шинади, яъни: и, = г/2, и2 = 1+

108-§. Зарба процессида кинетик энергиянинг ўзгарицШ

Зарба процессида моддий нуқта ёки механик система кине" 
тик энергиясининг ўзгаришини аввал таъкидлаб ўтган э+ик* 
Бу узгариш кинетик энергиянинг зарбадан аввалги ва зар^3* 
дан кейинги қийматларининг айирмасидан иборат. Массаси т>
зарбадан аввалги тезлиги V ,  зарбадан кейинги тезлиги и бўл- 
ган моддий нуқта кинетик энергиясининг узгаришини ёзаМиз:

Г, -  Т2 = 1  /ц(т/2 -  и2). (19-12)

V ва и тезлик векторларининг урилиш сиртига урилиш ғ*УҚ' 
тасидан утказилган уринма ва нормалдаги проекцияларини тек'  
ширамиз. 19.2-расмдан бевосита кўринадики, бу Идан
ташқари тиклаш коэффициентининг формуласидан ип = к \  'г’яг 
У ҳолда

и2 =  и\ +  й! = +  и\ ва V2 =  г>£ +
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Шунга кура (19.12) ифода

Т , - Т 2= 1 т у \-к * )ь \  (19.13)

кўринишда ёзилади. Демак, абсолюг эластик зарбада ( к  =  1) 
кинетик энергия ўзгармас экан. Кинетик энергиянинг макси- 
мал ўзгариши (аниғи бошқа тур энергияларга айланиб камайи- 
ши абсолют эластик бўлмаган зарба ҳолида (6 =  0) булади. 

Нуқтанинг зарбадан кейинги тезлик вектори билан унинг
зарбадан аввалги тезлик векторининг айирмаси и— V ни „мў- 
цотилган тезлик“ деб атаймиз.

Карно теоремаси. Зарба жараёнида йўцотилган кинетик 
энергия йўцотилган тезлик билан буладиган ҳаракатдаги

]_^
кинетик энергиянинг —— цисмига тенг.

Ҳақиқатан, 19.2-расмга кўра иг =г'т ни эътиборга олиб

1« — ®| =  |и „ |+ |  | =  А | ■»„| +  | г)я| = (1+А) |г»я |
еки

I ®„1 1 + к
ифодани ёза оламиз. У ҳолда, : 19.13) дан

7~, — Т2 =  — т ( и — V )52 1 + к ’
(19.14)

исботланиши керак бўлган муносабатни ҳосил қиламиз.
Абсолют эластик зарбада (к = 1 кинетик энергия йўқо- 

тилмайди ( Г, =  Т2). Абсолют эластик бўлмаган зарбада (к = 0):

Г, — Т2 =  ~^т{и —  ч))\

яъни йўқотилган кинетик энергия йуқогилган тезлик билан 
бўладиган ҳаракатдаги кинетик энергиянинг узига тенг.

Икки шарнинг ўзаро тўғри марказий зарбасида йўқотилган 
кинетик энергияни ҳисоблаймиз. Моддий нуқта деб қаралувчи
шарларнинг зарбадан аввалги тезликларини, мос равишда

— >• — ►

г»2, зарбадан кейинги тезликларини м2 билан белгилайлик. 
У ҳолда, (19.14) га кўра, биринчи шар учун йўқотилган ки- 
нетик энергия

ЬТ, =  \ тл Г ^ Л ил - ъ , ) \  (19.15)2 1 + к
иккинчи шар учун эса

А Г а =  1 т г (и2 -  г<2)* (19.16)
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га тенг булади. (19.10) ва (16.11) формулалардан аниқланувчи 
ва и2 қийматларни (19.15) ва 19.16) га қўйсак, қуйидаги 

ифодалар ҳосил булади:

А Л 

ДГ,

1  т 'т ;
2  ( / « !  г / и 3 ) 2 

^  тутг)
2 ( т ,1  т 3)а

(1 — к ? ) ( ъ 2 -  V ,  )2,

Охирги икки муносабатни (г;2 — ^ 1)а= т/, — у2)2 бўлишини эъ- 
тиборга олиб қушсак, тўғри марказий зарба пайтида йуқотил- 
ган кинетик энергия учун қуйидаги ифода келиб чиқади:

Д7 = АТ, + Д Г 2 т) т2 
т | +  /п3

(Р, -  »,) (19.17)

57-масала. Шарча г> тезлик билан қия ҳаракат қилиб қўз- 
ғалмас горизонтал текисликка тушади ва и = ю тезлик би- 
лан текисликдан қайтади (19.4-расм). Урилишдаги тиклаш ко- 
эффициенти к = бўлса, тушиш бурчаги а ва қайтиш бурча-
ги р аниқлансин.

Ечиш. Зарбали куч таъсиридаги моддий нуқтанинг ҳарака- 
тини белгиловчи (19.4 тенгламалар системасидан фойдалана- 
миз. (19.4) системанинг биринчи ва учинчи тенгламалари ма- 
сала шартига кўра қуйидагича ёзилади:

т[и 51п Р — цз1па) = 0,
. и С05 3 
к = ------.

V  С05 а 1

П)
( 2 )

(1) ва 2 тенгламалар системасини биргаликда ечиб, номаъ- 
лумлар « ва Р ни аниқлаш мумкин. Бунинг учун (1) ва (2) ни 
қуйидагича ифодалаймиз:

ёки
и з т  =  V зШ а, и соз 3= соз а

/ 2  . .
----- 51П Ь =  51П а,
2 г

/2"
С05 3

2
/3
-—  С05 а.3

(3.

(4

Бу тенгламаларнинг ҳар икки томонини 
квадратга оширамиз:

1 51П2Р =  з т 2а.

I
— С 032В =  —  С05 ‘ а .

I
( 5)

(6)

331
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(7)

соз'?= 1 — 81пвр формулага кўра (6) тенглама

—  ---- 8 1 П2 Р =  — С08га2 2 3
кўринишда ёзилади. (5) ва (7) ни ҳадлаб қушамиз:

— = 81П2 а -|- — соз2 а.2 3
3 /3“Бундан сов2а =  — ёки соза = + Ц - ,  демак, а=  — келиб чи-
4 2  3

қади. Топилган а бурчак қийматини (3) га қўйсак,
2 . 0 . я .. . а ^2----31П В = 31П— еки 81П р = -----2 3 г 2

ҳосил бўлади. Охирги тенгламадан р ни топамиз: •К
7 ’

Шундай қилиб, а =  р=  бўлади.
58-масала. т{ =  1 т массали болға тобланаётган мегалл би-

лан биргаликда массаси т2 = 24 т бўлган сандонга и =  5 —с
тезлик билан урилади. Зарбани тиклаш коэффициенти к =  0,3 
булган марказий туғри зарба деб қараб, болғанинг фойдали 
иш коэффициенти топилсин.

Ечиш. Болғанинг фойдали иш коэффициенти тобланаётган 
металлнинг деформацияси учун сарф булган ишнинг болғани 
кўтаришда сарфланган ишга нисбати билан, бошқача айтганда, 
зарба вақтида йўқогилган кинетик энергиянинг системанинг 
зарбадан аввалги кинетик энергиясига нисбаги орқали ифода- 
ланади, яъни

АТ

л '
Болғанинг зарбадан аввалги тезлиги г), = V = 5 —; сандон

с
тинч ҳолатда булгани учун унинг зарбадан аввалги тезлиги 
нолга тенг: V2= 0 . У ҳолда (19.17) га биноан, зарба вақтида 
йуқотилган кинетик энергия қуйидагича топилади:

ДГ= -т ' * т1 ■ . - ъ \  =  1000' 24000 . 1 ~ <П|3>:1 -25= 10920 Ж.
/и, + т2 2 1000 + 24000 2

Системанинг зарбадан аввалги кинетик энергияси болға кине- 
тик энергиясига тенг:

7\ =  1 ^ 1  =  12500 Ж.

Шундай қилиб,
■4= — =0,874 

 ̂1
ҳосил бўлади.
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XX боб . ДАЛАМБЕР ПРИНЦИПИ

109-§. Механик система учун Даламбер принципи

Л4,. М2..........Ип моддий нуқталардан ташкил топган меха-
ник система ҳаракатини куриб чиқамиз. Система ихтиёрий Мь 
нуқтасининг массасини т1г шу нуқтага таъсир этувчи ташқи 
кучлар ва ички кучлар тенг таъсир этувчиларини, мос равиш-
да, Ғр, ~Ғ\ билан белгилайлик. Бунда Ғ?, Ғ\ кучлар тарки- 
бига актив кучлар билан бирликда реакция кучлари ҳам ки- 
ради. Бу кучлар таъсирида Мь нуқтанинг бирор инерциал ко-
ордината системасига нисбатан олган тезланишини десак, 
мазкур нуқтанинг инерция кучи

Ф( = — т ^  (20.1)
формула билан аниқланади. У ҳолда (13.44) га кўра

Ғ?+ Ғ1-ЬФг =0, (г= 1, 2.........п) (20.2)

муносабатни ёза оламиз (20.1-расм). (20.2) ифода системанинг 
ҳар бир нуқтаси учун ўринлидир. (20.2) дан системанинг ҳар 
бир нуқтасига таъсир этувчи ташқи ва ички кучлар қаторига 
шу нуқта инерция кучини қўшиб уни мувозанатда деб қараш 
мумкин. Шундай усул билан системанинг ҳар бир нуқтасига 
статиканинг мувозанат тенгламаларини татбиқ этиш мумкин.

(20.2) муносабат механик система учун Даламбер принципи- 
ни ифодалайди.
(20.2) системани ҳадлаб қўшиб, ички кучлар хоссасини эъти- 
борга олсак,

V  'Ғ[ +  V  Ф, =  0
1=1 1-1

(20.3)

ҳосил бўлади.
Шунингдек, (20.2; нинг ҳар 

О марказга нисбатан радиус-век-
тори гг га вектор купайтириб, 
ҳосил бўлган системани қўшсак,

^ - г; х й  +
«-1 (-1

+  ^ 7 ( Х Ф ^=0 
1 -1

икки томонини М{ нуқтанинг

еки 20,1-раси.
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келиб чиқади. Бунда ички кучларнинг бирор марказга нисба-
" *

тан бош моменти нолга тенг, яъни т0(Ғ,) =■ 0 бўлгани 

учун охирги тенглама
1=1

^ т о ( Ғ ^ )  У/га0(Ф,) = 0 (20.4)
(=1 ;=1 

кўринишни олади. Қуйидагича белгилашлар киритамиэ}

/? — V  Ф , =  — V  т̂ и'1,
1=1 1=1
Я  - г  п  — ■ - VЖ0 = V т0(ф,) = - ^  Г, х т,

1-1 1=1

(20.5)

Бунда ва /И0 катталиклар мос равишда, система инер- 
ция кугларининг бош вектори ҳамда О марказга нисбатан 
бош моментини ифодалайди.

(20.5) белгилашларга кўра (20.3) ва (20.4) муносабатлар 
қуйидагича ёзилади:

П

1=1
(20.6)

^  П1о(Ғ?) Мо =а 0. (20.7)
1=1

(20.6) ва (20.7) тенгламалар статикада курилган кучлар систе- 
маси мувозанат шартларининг геометрик формада ифодалани- 
шига ўхшайди. Бу ифодаларни координата уқларига проекция- 
лаб, кучлар системаси таъсиридаги жисм мувозанат шартла- 
рининг аналитик усулда ифодаланиши каби муносабатларни 
ҳосил қилиш мумкин. (20.6), (20.7) тенгламалардан фойдала- 
ниш учун инерция кучларининг бош вектори ва бош моменти 
маълум бўлиши керак.

Кўриниши билан фарқланса-да, моҳияти жиҳатидан (20.6) 
тенглама механик система ҳаракат миқдорининг ўзгариши ёки 
масса марказининг ҳаракати ҳақидаги теоремага, (20.7) эса 
система кинетик моментининг ўзгариши ҳақидаги теоремага 
эквивалентдир.
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110-§. Инерция кучларининг бош вектори ва бош моменти

Система инерция кучларининг бош вектори ва бош момен- 
ти (29.5) формула билан аниқланиши маълум. Уларни янада 
ихчам формулалар билан ифодалаш мумкин. Бунинг учун
(20.6) тенгламани система массалар марказининг ҳаракати ҳа- 
қидаги теорема формуласи

Ма1с =  V  ғ ?

билан таққослаб, инерция кучларининг бош векторини аниқ- 
ловчи

1{Ф = - М 1 С (20:8) »•

ифодани ҳосил қиламиз. (20.8) да М система массасини, тюс 
массалар марказининг тезланишини ифодалайди. Винобарин, 
система инерция куяларининг бош вектори система массаси 
билан массалар марказининг тезланиши купайтмасига тенг, 
йуналииш эса массалар марказининг тезланиши йуналиши- 
га царама-царшидир.

Массалар маркази эгри чизиқли ҳаракатда бўлса, то,.=
=  яюа +  яюсх- Шунга кўра инерция кучларининг бош вектори- 

ни нормал ва уринма ташкил этувчилар орқали ифодалаш 
мумкин:

= 1 *  +  £*, = - М т Ся, Я?  = -  М т с*. (20.9)
(20.7) ни система кинетик моментининг ўзгариши ҳақидаги 
теорема

^  =  V  т0( ғ Г)
<“ я

билан таққослаб, инерция кучларининг бирор марказга нисба- 
тан бош моменти учун

= — —-  (20.10)сй
формула ҳосил қиламиз.

Шундай қилиб, система инерция куяларинанг барор мар• 
казга нисбатан бош моменти манфий ишора билан олин- 
ган система кинетик моментининг вацт бўйша бириняи ҳо- 
силасига тенг.

(20.10) ни бирор 2 ўққа проекциялаймиз:
ЛТ;1' =  — — . (20.11)а(

(20.11) дан система инерция кучларининг бирор ўққа нисбатан 
бош моменти ҳисобланади.
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I I I - §. Қаттиқ жисм инерция кучларини содда 
ҳолга келтириш

Жисм инерция кучларининг Оош вектори ва бош моменти- 
ни аниқлашнинг баъзи хусусий ҳолларини куриб чиқамиз.

1. Жисм илгарилама ҳаракатда булсин. Илгарилама ҳа- 
ракатдаги жисмнинг ҳамма нуқталари бир хил тезланишга
эга. Шунинг учун ва Ф, = — тра1с (I = 1, 2, . . .  ,а).
Бу ҳолда Ф; кучлар системаси параллел кучлар системасидан
иборат булиб, улар масса марказидан утувчи /?ф — тенг таъ- 
сир этувчига келтирилади:

/? * =  — V т(ю( =  -  Мц/С,
1 =  1

Шундай қилиб, илгарилама ҳаракатдаги жисм инерция
куялари Н* = — Миос га тенг ва масса марказидан утувяи 
тенг таъсир этувяига келтирилади.

2. Жисм Оху симметрия текислигига эга булиб, шу те- 
кисликка перпендикуляр Ог уқ атрофида айланма ҳаракат 
цилсин (20.2- расм). Бу ҳолда кучлар системасини О марказга 
келтирсак, жисм симметрия текислигига эга бўлгани учун кел-
тирилган /?9 куч билан жуфт шу симметрия текислигида ёта-
ди ва бу жуфт моменти М%2 бўлади. Айланма ҳаракатда сис- 
тема кинетик моменти Ьог = 1ог-® формула билан аниқлангани 
учун, (20.11) га кўра

М*ог=-1о<-— = - 1 о г ‘ Ъ (20.12)си
кўринишни олади. (20.12) да 10г жисмнинг О келтириш мар-

казидан ўтувчи ва симметрия те- 
кислигига перпендикуляр уққа 
нисбатан инерция моменти, е эса 
жисм бурчак тезланишидан ибо- 
рат.

Шундай қилиб, жисм симмет- 
рия текислигига эга булиб, бу 
текисликка перпендикуляр Ог 
ўқ атрофида айланма ҳаракат 
қилганида унинг инерция кучла- 
ри (20.8) формула билан аниқ- 
ланувчи ва О нуқтага қуйилган
/?* кучга ҳамда М 0г моменти 
(20.Г2) формула билан аниқла- 
нувчи ва симметрия текислигида 
ётувчи жуфтга келтирилади.www.ziyouz.com kutubxonasi



20.3-расм.

3. Жисм масса марказидан ўтувки қўзғалмас ўқ атро-
фида айланма ҳаракатда бўлсин. Бу ҳолда и)с = 0, /?Ф=*0. 
Демак, 2- ҳолга кўра инерция кучлари системаси Мог момен- 
ти (20.12) формула билан аниқланувчи ва симметрия текисли- 
гида ётувчи жуфтга келтирилади.

4. Агар жисм симметрия текислигига эга бўлиб, шу текис- 
ликка параллел текисликда ҳаракатланса, яъни текис парал- 
лел ҳаракатда булса, инерция кучлари жисм масса марка-
зига қўйилган /?ф куч билан моменти Мсг =  /сг ■ е булган
жуфтга келтирилишини исботлаш мумкин; келтирилган /?Фкуч 
билан Мс* моментли жуфт симметрия текислигида ётади.

59-масала. Р  оғирликдаги В бир жинсли ҳалқа орқали АС 
ип ўтказилган ва унинг учларига оғирликлари мос равишда 
0  ва <3 бўлган юклар осилган (20.3- расм, а). А юк билан го- 
ризонтал текислик орасидаги ишқаланиш коэффициенти / га 
тенг. АС ипни чўзилмайдиган деб қараб ва унинг оғирлигини, 
О шарнирдаги ишқаланишни эътиборга олмай, С юк вертикал

—V
бўйлаб пастга ҳаракатлангандаги тезланиши чю ҳамда АЕ  ва 
КС участкалардаги ипнинг таранглик кучлари топилсин.

Ечиш. Система А ва С юклар ҳамда В ҳалқадан ташкил 
топган. Системанинг ҳар бир бўлаги ҳаракатини алоҳида-ало- 
ҳида текширамиз. Ип чўзилмагани туфайли А ва С юкларнинг 
тезланишлари бир хил бўлади.

Системага таъсир этувчи ташқи (актив ва реакция) кучлар
О, Р, 0, Е, Ага, Хо, Уо қаторига ҳар бир бўлак инерция куч- 
ларини қушиб оламиз (20.3- расм, б, в, г) А ва С юклар илга- 
рилама ҳаракат қилгани учун уларнинг инерция кучлари, мос
равишда, Р* =  тҳ!Ю= Вс = тсш = — ии формулалар билан
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аниқланади. Бунда Яа ва Яс қэкларнинг тезланиш векторла- 
рига қарама-қарши йўналган. Ё ҳалқа еимметрия марказидан 
ўтувчи қўзғалмас ўқ атрофида ҳаракатда бўлгани учун унинг 
инерция кучлари УИо = /о-е га келтирилади; бунда М'о ҳалқа- 
нинг айланишига нисбатан тескари томонга йўналган.

Система яхлит деб олинганда ички куч ҳисобланувчи ип- 
даги таранглик кучлари ҳар бир бўлак алоҳида қаралганда 
ташқи кучга ўтади. АЕ ва КС участкаларда ипдаги таранглик
кучларини, мос равишда, Т, ва Т2 билан белгилаймиз.

Ҳар қайси бўлак учун Даламбер принципини ифодаловчи 
тенгламалар тузамиз.

А юк учун: 0  +  Ғ  +  Л/д +  Ц* =0.
Бу тенгламани х, у ўқларга проекциялаймиз:

—  Ғ + Тх- Я % =  0, - 0  + Л/л = 0.

Бунда Ғ  =  /*А/л = /0  эканлиги эътиборга олинса,

ҳосил бўлади.
Д -  /О -  -  т = 0 

8
(1-)

б ҳалқа учун Даламбер принципини тузишда Хо> Уо но- 
маълум реакцияларни тенгламага киритмаслик мақсадида ста- 
тиканинг мувозанат тенгламаларидан кучларнинг фақаг О нуқ- 
тага нисбатан моментлари йиғиндисини тузамиз:

- Т ,  • г +  Т2 . г -У И ?  = 0, (2)
бу ерда г—ҳалқа радиуси. Ҳалқа К  нуқтасининг уринма тез- 
ланиши С юк тезланишига тенг бўлгани учун то =  е-г деб ёза 
оламиз. Ҳалқанинг 0  нуқтага нисбатан инерция моменти /о =
= /7гвг2= —г2 формула билан аниқланади. У ҳолда М% = 

8
Р  » V Р = — г-. — =  — гпа.
8 г §
Шунга кўра (2) тенглама қуйидаги куринишни олади:

— Тҳ +  Т2----- то — 0.
§

Энди С юк учун Даламбер принципини қўллаймиз:

(3)

еки
я - т 2- к с = о

0  -  Т2 -  и> =  0.
8

(4)

(1). (3), (4) тенгламалар системасини биргаликда ечиб, номаъ-www.ziyouz.com kutubxonasi



41) =  • Я -ўО 8*

Г, = 0 |
а + р + О

0 - / 0
{ ' +

т.
0 + Р + Я 1

<?(1----- Я ^ - ) .
\  0 + Р + 0 /

60- масала. Узунлиги I, оғирлиги 0  
бўлган ОА стержень ўзгармас со бурчак 
тезлик билан айланувчи вертикал валга 
О шарнир воситасида бириктирилган 
(20.4-расм). Стерженнинг А нуқтаси эса 
вялга АВ горизонтал ип орқали боғлан- 
ган бўлиб, ип стерженни валга нисбатан
а. бурчакда ушлаб туради. Стерженнинг лОу текислигида 
жойлашган ҳолатида О шарнирдаги реакция кучлари ва АВ 
ипдаги таранглик кучи аниқлансин.

Ечиш. Масалани Даламбер принципи билан ечиш учун

20.3-расм.

стерженга таъсир зтувчи 0, Т, Хо, ¥о кучлар қаторига стер- 
жень инерция кучларини қушиб оламиз. Стержень ўзгармас 
бурчак тезлик билан вертикал ўқ атрофида айлангани учун 
унинг Оу айланиш ўқидан х  масофада ётувчи ҳар бир Дт мас- 
сали булакчасининг инерция кучи АтчАх га тенг, Чизиқли қо- 
нун бўйича стержень бўйлаб тақсимланган бу параллел куч-
ларнинг тенг таъсир этувчиси /?* ОАК учбурчакнинг огирлик 
марказидан ўтади ва О нуқта О й = ^ 1  тенгликдан топила-

ди. /с куч инерция кучларининг бош векторига тенг бўлгани 
учун, унинг миқдори (20.8) формулага асосан қуйидагича ҳи- 
собланади:

/? Ф — тшс — — <»*хс =  — ш2181па. (1 )
§

Энди текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар системасш 
нинг мувозанат шартларидан фойдаланамиз:

2 ^  =  0 :Х о+ % Ф-  Т=* 0, (2)

о’IIС51ооII (8)

У т  0( ^ = 0 : — О • 31П а — /?ф • — / соз а -|- Т1 соз а •= 0.2 3 (41

(1) ни эътиборга олиб, (2) — (4) тешламэлар системасини ечя- 
миз:

8111 а +  а л о '■ Зр' [£ а — о 2/ 511) а ¥о=0.

339
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112- §. Механик системага цўйилган боғланишлар

Боғланишдаги механик система ҳаракатига тегишли маса* 
лаларни ечишда боғланиш реакция кучларини тузиладиган 
тенгламалардан йуқотиш ёки уларни аниқлаш масаласи қушим- 
ча муаммолардан биридир. Шундай масалалар учрайдики, сис- 
темага қўйилган боғланишларга нисбатан бирор чекланишлар 
қабул қилинмаса, номаълумларнинг сони тенгламалар сонидан 
ошиб кетиб, қўйилган масалани ечиб булмайди. Ҳатто тенгла- 
малар сони билан номаълумлар сони бир хил булганда ҳам, 
боғланиш реакция кучларини ҳаракатнинг дифференциал тенг- 
ламаларидан йўқотишнинг умумий усули бўлмаганидан, бу 
дифференциал тенгламаларнинг ечими доимо топилавермайди.

Аналитик механикада системага қўйилган боғланишларга 
нисбатан баъзи чекланишлар киритиб, системанинг мувозанати 
ёки ҳаракатига оид масалаларни ечиш методлари урганилади.

Ж. Лагранж аналитик механика асосчиси ҳисобланади. Рос- 
сияда биринчи булиб М. В. Остроградский Лагранж идеялари 
ва методларини илмий асосда тўлдириб, уни такомиллаштириб 
ўқитиш системасига жорий этган.

Аналитик механика методлари назарий физиканинг нисбий- 
лик назариясига, квант механикасига доир масалаларни ечиш- 
да, тебранишларнинг умумий назариясини ўрганишда кенг 
қўлланилади.

Боғланишдаги моддий нуқта ҳаракатини ўрганиш масала- 
сида (58-§) нуқтага қуйилган боғланишлар классификацияси 
кўрсатилган эди. Механик системага қўйилган боғланишлар 
ҳам голоном (геометрик) ва беголоном (кинематик), стацио- 
нар ва ностационар, бўшатадиган (бир ёқлама) ва бушатмай- 
диган (икки ёқлама) бўлиши мумкин.

Фақат голоном боғланишлар қўйилган механик система 
голоном система дейилади ва қуйидаги куринишдаги тенг- 
ламалар билин ифодаланади:

/у( ,̂ -Хц Уи 2|, Х2, Уг> 2̂> ••• >-̂ п> Уп> г п)  “
(V =  1, 2.........5) (21.1)

(21.1) да 5 билан голоном боғланишлар сони белгиланган.
Беголоном боғланишлар система нуқталари тезликларининг 

проекцияларига нисбатан чизиқли ёки чизиқли бўлмаган тенг- 
ламалар билан ифодаланиши мумкин; чизиқли булган ҳолда 
боғланиш тенгламалари қуйидаги куринишда ёзилади:

и  У/ '-4*1 -^НО. ( Р ^ . 2 ......х,) (21.2)
1 = 1

XXI б о б .  АНАЛИТИК МЕХАНИКА ЭЛЕМЕНТЛАРИ.
ЛАГРАНЖ ТЕНГЛАМАЛАРИ
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Шуни таъкидлаш зарурки, 
системага қўйилган боғланиш- 
ларнинг бир қисми голоном, 
қолган қисми эса беголоном 
боғланишлар ҳам бўлиши мум- 
кин. Биз, асосан, голоном сис- 
тема ҳаракаги ёки мувозанати- 
ни урганамиз.

Моддий нуқта учун боғ- 
ланишлар тенгламаларининг 
сони учтадан ошмас эди. Агар 
механик система п та моддий 
нуқтадан ташкил топган бўлса, унга қўйилган боғланишлар 
тенгламаларининг сони Зп дан ошмаслиги керак.

(21.1) ва (21.2) тенгламаларнинг сони умуман Зп та ҳам 
бўлиши мумкин. Бу ҳолда боғланиш тенгламаларини бирга- 
ликда ечиб, механик система нуқталарининг 3п та коорди- 
наталарини вақт I нинг функциялари сифагида аниқлаш мум- 
кин. Бунда система нуқталарининг ҳаракати системага қўйил- 
ган боғланишларнинг характери билан аниқланади. Бу ҳолда 
система нуқталарига қўйиладиган ҳар қандай кучлар система- 
га қўйилган боғланишлар билан белгиланувчи ҳаракатларни 
ўзгартира олмайди.

Системага қўйилган боғланишларга доир бир неча мисол- 
лар кўриб чиқамиз.

1. Системанинг УИ,(л',, у,, 2,) ва УИ2(л2, у2, г г) нуқталари 
узунлиги I булган абсолюг қаттиқ стержень билан боғланган 
бўлсин. У ҳолда боғланиш тенгламасини

21.1-расм.

(л2 -  л, )> +  (у2 -  у, )2 +  (г% -  г, /2 =  0
кўринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама билан ифодаланувчи 
боғланиш стационар, голоном, бўшатмайдиган боғланишдир.

Агар М и М2 нуқталар стержень урнига чўзилмайдиган ип 
билан алмаштирилса, бундай боғланиш нуқталарнинг бир-би- 
ридан узоқлашишига йўл қўймайди, лекин нуқталарнинг бир- 
бирига яқинлашиши мумкин. Бу ҳолда / +  М1/И2 бўлиб, боғ- 
ланиш

I2 — (л, -  л 2)2 — (у, — у2)2 -  (2, -  г3)7 >  0

тенгсизлик билан берилади. Бундай боғланиш бушатадиган 
бўлади.

—>
2. Горизонтал текислик бўйлаб ўзгармас V тезлик билан 

ҳаракатланувчи АВС учбурчакнинг ВС томони бўйлаб М мод- 
дий нуқта ҳаракатлансин (21.1-расм). ВС чизиқ М  нуқта учун 
боғланиш вазифасини утайди. ОхV координаталар системасини 
шундай танлаймизки, / =  0 да АВ чизиқ Оу ўқ устида ётсин. 
У ҳолда ВС туғри чизиқнинг / моментдаги тенгламаси қуйи-
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ос оо 
Бунда ОС -= ОА 
=ъ1-\- Ь\ ОО 

( +  Ь

■= 1.

+ АС- 
АВ —

=а

^( + ь

А С

булгани учун 

— ?------- =1
~  (V ( +  Ь)ь

еки
ах +  Ьу =  а{ъЬ +  Ь) 

келиб чикади. Бу боғла- 
ниш тенгламасида вақт I 
ошкор равишда қатнаш- 

гани учун боғланиш ностационар боғланишдир.
3. Беголоном боғланишли системанинг ҳаракатига мисол 

тариқасида абсолют қаттиқ шарнинг ғадир-будир текисликда 
сирпанмасдан юмалашини келтириш мумкин (21.2-расм). Шар- 
нинг Охуг қузғалмас координаталар системасидаги ҳаракатини 
текширамиз. Оху текисликни берилган II текислик билан уст- 
ма-уст тушадигаи қилиб оламиз. Боғланишнинг тенгламалари 
шар маркази С нуқтанинг Оху текисликдан узоқлиги гс узгар- 
маслигини ва шар сиртининг Оху текислик билан уриниш 
нуқтаси М нуқта тезлигининг нолга тенг бўлишини ифодала- 
ши керак. (5.3) формулани эътиборга олиб айтилган шартлар- 
ни қуйидагича ёзамиз:

гс.=а, г!С 4-«> X Гмс =  0. (21.3)

Бунда а—шар радиусини, ш вектори М нуқтанинг С қутб 
атрофида оний айланиши бурчак тезлигини ифодалайди. (21.3) 
нинг вектор тенгламасини Эйлернинг кинематик тенгламала- 
рини эътиборга олиб,

Хс — а{ 9 з1п ф — 9 соз <]> 51п 9) =  0, 
ус+  а(9 соз <|» +  <р з!п ф зш 9) =■ 0, 
гс =  а

(21.4)

куринишда ёзиш мумкин. Бу ерда <р, ф, 9 шар ҳаракатини 
аниқловчи параметрлар — Эйлер бурчаклари. (21.4) тенглама- 
ларни бевосита интеграллаш мумкин бўлмаганидан улар бего- 
лоном боғланишларни ифодалайди.

4. х х + у у  — гг =  0 тенглама билан ифодаланувчи боғланиш 
голоном боғланишдан иборат. Чунки бу тенгламани инте- 
граллаб, х * + у2- - г* — С =  0 кўринишга келтириш мумкин.www.ziyouz.com kutubxonasi



Тенгламадаги С интеграл доимийси моддий нуқтанинг бирор 
пайтдаги қабул қиладиган координаталарининг қиймагига қа- 
раб топилади.

113-§. Системанинг мумкин бўлган кўчишлари.
Идеал боғланишлар

Системанинг мумкин булган кучишини урганишдан аввал 
нуқтанинг мумкин бўлган кўчишини таърифлаймиз.

Берилган пайтда нуқтанинг унга қўйилган боғланиш чек^ 
лашларини қаноатлантирувяи ҳар қандай чексиз кичик ку-
чшиларига мумкин булган кўчишлар дейилади. Нуқтанинг

->■
мумкин бўлган кўчишини Ьг вектор билан белгилаймиз. Ъг 
векторнинг координата ўқларидаги проекцияларини 8л:, 8у, 8г 
билан белгилаймиз; бу катталиклар нуқта координаталари- 
нинг вариациялари деб ҳам аталади. У ҳолда мумкин бўлган 
кўчиш векторини нуқта координаталарининг вариациялари 
орқали қуйидагича ифодалаш мумкин:

8г =  8х • I +  • ў +  Ьг-к. (21.5)
Моддий нуқтанинг ҳақиқий элементар кўчиши (1г билан

унинг мумкин бўлган кўчиши 8г бир хил тушунча эмас. йг 
ҳақиқий кўчиш бирор сИ вақт оралигида нуқтага таъсир эт\в- 
чи кучлар ва бошланғич шартлар асосида боғланишни қаноаг-
лантирган ҳолда содир бўлса, Ьг мумкин бўлган кучиш берил- 
ган пайтда боғланиш чекларини қаноатлантирувчи чекс»з ки- 
чик кўчиш бўлиб, у нуқтага таъсир этувчи кучга боғлиқ эмас; 
шунингдек, мумкин бўлган кўчишда вақт ўзгармайди деб қа- 
ралади.

Агар нуқта бирор / ( х , у, г , = 0 сирт устида ҳаракатла-
ниб, унга қўйилган боғланиш ностационар бўлса, \(х  — Злг, 
у +  8у, г+8г, )̂ =  0 функцияни даражали қаторга ёйиб, иккин- 
чи ва ундан катта тартибли чексиз кичик миқдорларни таш- 
лаб юбориш билан

8/ = — 8л: +  — 8ў — ог =  0 (21.6)
дх ду дг

ифодани ҳосил қиламиз. Бунда вақт вариацияланмайди. (21.6) 
ифода функцияни вариациялаш дейилади ва^у 8л:, 1у, 8г ва- 
риациялар орасидаги боғланишни ифодалаб, боғланиш тенг- 
ламасида вақт ошкор равишда қатнашиш ёки қатнашмаслиги- 
га боғлиқ эмас. Агар боғланиш }(х, у, г, = 0 тенглама билан 
ифодаланган бўлса, нуқтанинг координаталар бўйича ҳақиқий 
иўчишлари ўзаро қуйидаги муносабат билан боғланган бўла- 
ди:

й \  =  — й х  +  — с1у й г  +  — (11 =  0 
________________  ок 7 а. т

(21.7)
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(21.6) ва (21.7) ни таккослашдан кўрамизки, ностационар 
боғланиш таъсиридаги нуқтанинг мумкин булган кучишлари- 
дан бирортаси ҳам ҳақиқий кучиш була олмайди; агар нуқта- 
га стационар голоном боғланиш қўйилган булса, унинг мум- 
кин булган кучишларидан бири нуқтанинг ҳақиқий кучишига 
мос келиши мумкин.

Системани ташкил этувчи нуцталар мумкин бўлган 
кучишлари туплами системанинг мумкин булган кучишла- 
ри дейилади. Умуман, система бир неча, ҳатто чексиз кўп, 
мумкин булган кучишлар олиши мумкин. Системанинг мум- 
кин булган кучишлари унга қўйилган барча боғланишлар 
чеклашларини қаноатлантириши керак.

Агар системага (21.1) тенгламалар билан ифодаланувчи 5 
та голоном боғланиш қўйилган булса, (21.6) ва (21.7) га 
ўхшаш

V. , 5) (21.8)

ог, ,) =0.

(  ̂=  1.2. . . .  5 ) (21.9)

муносабатларни ёзиш мумкин. Голоном системанинг мумкин 
булган кўчишлари (21.8) муносабатларни қаноатлантириши ке- 
рак.

Нуқта ёки система мумкин булган кўчишлари бир-бирига 
боғлиқ бўлиши ёки боғлиқ бўлмаслиги мумкин.

Эркин нуқтанинг (8д:, §у, 8г) мумкин бўлган кучишлари 
бир-бирига боғлиқ эмас. Агар нуқта !{х, у, г) =  0 сирт усти- 
да ҳаракатланациган булса, унинг мумкин бўлган кўчишлари- 
дан иккитаси бир-бирига боғлиқ бўлмай, учинчиси (21.6) му- 
носабатни қаноатлантириши керак. Шунингдек, (21.1) кўри- 
нишдаги 5 та голоном боғланиш қуйилган п та нуқтадан 
ташкил топган системанинг 3и —з та мумкин бўлган кучишла- 
ри бир-бирига боғлиқ булмай, қолган 5 та мумкин бўлган 
кучишлари (21.8) муносабатларни қаноатлантириши керак.

Стационар голоном боғланишдаги системанинг бир- 
бирига боғлиц булмаган мумкин бўлган кучишлари сони 
шу системанинг эркинлик даражаси дейилади. з та голо- 
ном боғланиш таъсиридаги п та нуқтадан ташкил топган 
системанинг эркинлик даражасини к билан белгиласак, £ = 3п —з 
деб ёзиш мумкин.

Куч қўйилган нуқтанинг бирор мумкин бўлган кўчиши 
даги шу кучнинг элементар ишини, қисқача, кучнинг мумкин 
бўлган иши деб атаймиз ва . уни ВА билан белгилаймиз. У 
ҳолда, элементар иш таърифига кура,www.ziyouz.com kutubxonasi



(21.10)

формула ўринли бўлади.
Шунингдек, п та нуқтадан ташкил топган механик систе- 

мага таъсир этувчи кучлар мумкин булган ишларининг йиғин- 
дисини

П
( 21. 11)

г=1
формула билан ифодалаймиз.

Системанинг ҳар бир нуқтасига қўйилган богланишлар реак-
ция кучларини Ғ\ билан белгилаймиз. Системага қўйилган 
боғланишлар реакция кучлари мумкин булгаи ишларининг 
йиғиндиси нолга тенг буладиган боғланишлар идеал боғла- 
нишлар дейилади. Бу таърифга кўра идеал боғланишларни 
математик тарзда қуйидагича ифодалаш мумкин:

П

= 0. (21.12)
1=1

8Л =  Ғх>г = Ғ хЬх +  Ғ у§ у  +  Ғ г о г

114- § Умумлашган коорлинаталар ва умумлашган 
тезликлар

Система п та пуқтадан ташкил топган бўлса, унинг ҳола- 
ти 3п та координаталар, масалан, Декарт координаталари ор- 
қали аниқланиши мумкин. Бунда системага (21.1) кўриниш- 
даги $ та голоном Согланишлар қуйилган булса, 3п коор- 
динаталардан к = 3п — 8 таси бир бирига боғлиқ бўлмайди. 
Бинобарин, Декарт координаталаридан к тасини бир-бирига 
боғлиқ қилмай, з тасини эса бир-бирига боғлиқ қилиб танлаш 
мумкин. Бунда бир-бирига боғлиқ бўлмаган к та Декарт коор- 
динаталари урнига бошқа . . . ,£к парамегрлар ҳам ки-
ритиш мумкин. Система ҳолатини бир цийматли аниц- 
лайдиган бир-бирига боғлиц булмаган параметрлар умум- 
лашган координаталар дейилади. Одатда, умумлашган коор- 
динаталар қуйидагича белгиланади:

Чи 42, • • • . 4и- (») (21.13)
Умумлашган координаталар бир-бирига боғлиқ бўлмагани- 

дан улар турлича ўлчов бирлигида (масалан, м, радиан, м2 
ва ҳ.к.) булиши мумкин. Умумлашган координаталардан 
вақт буйича олинган ҳосилалар умумлашган тезликлар

*. ь

дейилади. Умумлашган тезликларни <7,, д7, . . . , д„ билан 
белгилаймиз. Таърифга кўра:

V, - 42 “  ~аҒ • I Чк~ ш ’
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Умумлашган координаталар турлича ўлчов бирлигини қа- 
бул қилиши мумкин булгаиидан, умумлашган тезликлар бир- 
ликлари ҳам турлича булиши мумкин. Умуман, умумлашган 
тезликнинг улчов бирлиги умумлашган координата улчов бир- 
лигининг вақт бирлигига нисбати билан ифодаланади. Масалан,
<7 координата ,м* да ўлчанганда д — — да, д учун радиан

с

олинганда <7 — — = с-1 да ўлчанади. с
Система ихтиёрий нуқтасининг бирор саноқ системасига

- *

нисбатан радиус-векторини гь координаталарини (хь у4, г() 
десак, ҳар бир </( умумлашган координатани улар орқали ифо- 
далаш:

Я} = Я}(хь Ур 7 1Д, . . .  , т 1 , 2 , . . . , «  (21.14)

ёки, аксинча, гь х ь уь г, ни д, орқали ифодалаш мумкин:
7., <7з......... ?*.*): (21.15)

Х 1 = х Х я и  <72, . . . , <7Й, 0  1

Уг = У/ </,, <7з, • • • , </*, 0 . /қ (21-16)
г 1 = 2}(Ч\у Чи • • • ?*• 0  *

(21.15) га биноан, система нуқталарининг мумкин булган 
кўчишларини қуйидагича ифодалай оламиз:

дяУ дд2
. д г ,  ,  V  дГ}• +  г -  Чк =» 2 , —1 <■(21.17)

(21.17) ифодадаги Ц,(я = 1,2, . . . , к) мумкин булган ку- 
чашларнинг умумлашган координаталар орқали ифодалари 
ёки умумлашган координаталар вариацияларидан иборат. Агар 
системага голоном боғланишлар қуйилган бўлса, Ьд̂  вариа- 
циялар бир-бирига боғлиқ булмай, уларнинг сони бир-бири- 
га боғлиқ булмаган умумлашган координаталар сонига тенг; 
бинобарин, голоном системанинг эркинлик даражаси билан 
умумлашган координаталар сони бир хил булади.

Беголоном система учун боғланиш тенгламаси таркибига 
координаталарнинг вақт бўйича ҳосила:и қагнашгани туфайли, 
боғланпш тенгламалари 8<7;- вариацияларга ҳам маълум миқ- 
дорда чекланишлар қуяди ва бир-бирига боғлиқ бўлмаган 
мумкин булган кучишлар сонини камайтиради. Натижада, бе- 
голоном системанинг эркинлик даражаси бир-бирига боғлиқ 
бўлмаган умумлашган координаталар сонидан кичик ва улар 
орасидаги тафовут бир-бирига боғлиқ мумкин булган кўчиш- 
лар сонига тенг.

Умумлашган координаталар сони системани ташкил этувчк 
нуқталар сонига боғлиқ бўлмагани учун боғланишдаги систе- 
ма ҳаракатини урганишда умўмлашган координаталардан фой- 
двланиш Декарт координаталарини қўллашга қараганда анча
346
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21.3-расм.

қулайдир. Умумлашган ко- 
ординаталарга бир неча ми- 
соллар келтирамиз.

1. Эркин нуқтанинг ҳа-
ракати бир-бирига боғлиқ 
булмаган 3 та х, у, г коор- 
динаталар билан аниқлана- 
ди. Шунинг учун бу коор- 
динаталарни эркин ҳаракат- 
даги нуқтанинг умумлашган1 
координаталари деб олиш 
мумкин: <7, =  х, <?3 =  у,
д3 — г.

2. Қўзғалмас ўқ атрофи- 
да айланувчи қагтиқ жисм-
нинг айланиш бурчаги <р ни умумлашган координата деб қараш 
мумкин: ^ = <р.

3. Кривошип-шатунли механизм (21.3-расм) нуқталарининг 
мумкин бўлган кўчишларидан фақат биттасини ихтиёрий тан- 
лаш мумкин. Мумкин бўлган кўчишларнинг қолганлари эса 
шу кучишга боғлиқ. Демак, бу системанинг эркинлик дара- 
жаси битта. Системанинг барча мумкин булган кўчишларини 
ОА кривошипнинг О атрофида айланишида олган §<р мумкин 
бўлган кўчиш орқали ифодалаш мумкин. Бинобарин, криво- 
шип-шатунли механизмдан иборат система ҳолатини аниқлаш- 
да умумлашган координата учун ОА кривошипнинг <р бурилиш 
бурчагини олиш мумкин. ОА кривошипда ОМ = т тенглик 
билан аниқланувчи М  нуқтанинг, шунингдек, АВ шатундаги N 
нуқтанинг (ЛА/ =  п) координаталарини <р бурчак орқали аниқ- 
лаш мумкин. Ҳақиқатан, расмдан:

х м =т  созр, ум =тз\п<1>. (а)

N  нуқтанинг координаталарини топиш учун аввало синус- 
лар теоремасидан фойдаланиб '} бурчакни <р бурчак орқали 
ифодалаймиз:

-  _ ОА _ а
АВ Ь '

%ндан з1п ф =* — 81п<р ва соз ф =  1—з1п-ф =  -*'-~ .а,1.5|||а(р.
ь ъ

У ҳолда

ХдГ= а соз<р +  «соаф =  асоз<р +  — Ь2—а2 з т 2<рь

Уц*={Ь — /г)31Пў =  — (Ь — п) 51П<р.
(б>

^унга ўхшаш механизм ҳар бир нуқтаси ҳолатини аниқлов- 
,,и Декарт координаталарини умумлашган координата <р орқа- 
Ли ифодалаш мумкин.
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115-§. Умумлашган кучлар

Эркинлик даражаси к бўлган п та моддий нуқтадан таш- 
кил топган голоном механик системанинг ҳолати ди д2, . . . ,  
(}к умумлашган координаталар орқали аниқлансин. Система
нуқталарига мос равишда таъсир этувчи кучларни Ғи Ғ2, . . .  ,
Ғ„ билан белгилайлик. Система нуҳталари радиус-векторлари-
ни г,, г.п ... , г„ десак, бу кучлар мумкин булган ишларининг 
йиғиндиси (21.11) билан аниқланади. (21.17) дан маълумки,

Ъг1 =  2  т 1 **<)■Я  дЧ)
Шунга кўра, (21.11) қуйидагича ёзилади:

м - 2  й  > , * ) « » / •

Қуйидагича белгилаш киритайлик:

(21.18)

(21.19)

( 21.20)

'  ~ 1 дИ
Унда (21.18) ифода қуйидаги кўринишни олади:

к
&Л =  2  =  (?/</| +  ^2^2 “Ь • . . +

(21.19) формула билан аниқланувчи катталик умум- 
лашган координатага мос келувяи умумлашган куя дейи- 
лади.

Ғ, ва векторларни координата ўқларидаги ташкил этув-
чилари орқали Ғ, =  ҒЬх1 +  В1у/ +  Ғик, Ьг, = Ьх,1 +  Ьу,} +  Ъг,к 
куринишда ифодалаб, (21.19) га қўйсак, у қуйидагича ёзила- 
Ди:

д ± !  4- Ғ  ^

Шундай қилиб, умумлашган кучни ҳисоблашда бевосита
(21.19) ёки (21.21) формулалардан фойдаланиш мумкин. Голо- 
ном механик система учун 8<7, ( / = 1,2, . . . , к) бир-бирига 
боғлиқ бўлмагаии учун, (21.20) га бинсан, (}, га мос келувчи 
умумлашган куч шу умумлашган координатанинг 'л/, кучиши- 
да мумкин булган ишни ҳисоблаш билан ҳосил қилинган ифо- 
дадаги Ъц, олдидаги коэффициент деб олиниши ҳам мумкин.

(21.20) формуладан фойдаланиб, бирор умумлашган коор- 
динатага (масалан, <7, га) мос келувчи умумлашган кучни (р,

» /
' (21 21)
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ни) топиш қуйидагича бажарилиши мумкин: фақат д, буйича 
мумкин булган кучиш бериб (З^^УО), қолган координаталар 
ўзгармайди деб қаралади = . . .  = 8 ^ = 0 )  ва бунга
мос келувчи мумкин бўлган иш оЛ, ҳисобланади: 8/1, =

' п ,
= ( V  Ғ,8г/| , бунда индекс мумкин булган ишларнинг

1 = 1 ' 41
йиғиндиси ҳисобланаётганда фақат координата вариацияла- 
нишини ифодалайди. У ҳолда (21.20) дан

келиб чиқади. Шундай қилиб, ихтиёрий ўу умумлашган коор- 
динатага мос келувчи <3/ умумлашган кучни ҳисоблаш учун

0, = ( /=  1.2..........к) (21.22)

формула ҳосил қилинади.
Потенциал кучлар учун

с- $17  р  _  О У  р

1 и  51? 1 "  “  57; ' "
бўлиши эътиборга олинса, (21.21) ифода

дО

'д11 дх^ д и  ду  ̂  ̂ ди
дхь дд] ду, дд] ' дгк дд]}

ди
дд,

кўринишда ёзилади. Бунда куч функцияси О система потен- 
циал энергияси П билан П =  — V  +  С тенглик орқали ифода- 
ланганидан, куч функцияси мавжуд бўлганда умумлашган 
кучлар

Р, = * "  =  -
'  дЬ,

0П_
дЯ]

(21.23)

формула билан ҳисобланади.
(21.22) дан кўрамизки, уиумлашган кучнинг уляов бирлн- 

ги иш бирлигининг умумлашган 
координата улчов бирлигига нис- 
батига тенг; агар умумлашган ко- 
ордината узунлик бирлигида ўлчан- 
са, умумлашган куч куч бирлигини 
(Н),  ̂—рад/с да ўлчанса, (3—куч 
моменти бирлигини (Н-м) қабул 
қилади.

Умумлашган кучларни ҳисоб- 
лашга доир мисоллар кўриб чиқа- 
миз.

1. 21.4-расмда тасвирлашг.! 
эпициклик механизмда ОА кри-
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вошипга ўзгармас айлантирувчи момент 
М қуйилган. Кривошипнинг оғирлиги
0, О диск оғирлиги Р, радиуси г ,В  қўа^ 
ғалмас диск радиуси р  га тенг. Меха- 
низмнинг вертикал текисликдаги ҳарака- 
тида умумлашган координата учун кри- 
вошипнинг бурилиш бурчаги <р ни олиб, 
унга мос келувчи умумлашган кучни 
аниқлаймиз.

Кривошипга О атрофида 8? мумкин 
булган кўчишбериб, системага қўйилган
М момент, 0, Р, Х 0, У0 кучларнинг 
шу кўчишдаги мумкин бўлган ишлари- 
нинг йиғиндисини ҳисоблаймиз:

8Л? = Ж8<р -  0  • г-± $ -  С08?8? -  Р(г +

+  /?)соз<р&<р
2 М - ( 0  +  2Р) (г +  Д)С05Т 8 

2 Т

(21.22) формулага биноан умумлашган куч қуйидагига тенг 
бўлади:

п  М ? 2М  -  ( 0  + 2 Р)  (г  +  Я)соз <р,д , =  _  = -------------- 2-------------- 0,Р*

2. М  ўзгармас момент таъсирида оғирлиги Р, радиуси Р  
бўлган барабанга ип ўралиши натижасида, ипга бикирлиги с 
бўлган пружина воситасида бириктирилган 0  оғирликдаги юк 
ҳаракатга келтирилади (21.5-расм). Барабаннинг бурилиш бур- 
чаги <р билан пружина деформацияси х  ни умумлашган коор- 
дината деб олиб, уларга мос умумлашган кучларни аниқлаш- 
ни кўрайлик.

Системага қўйилган М момент, Р, 0  оғирлик кучлари қа-
торига Х 0, У0 реакция кучлари ҳамда Ғ —сх пружинанинг 
эластиклик кучини қўямиз.

Системанинг эркинлик даражаси иккига тенг бўлиб, ср ва х  
бир-бирига боғлиқ бўлмаган координаталардир. Аввал 8<р Ф 0, 
8л:= 0  деб олиб, шу кўчишдаги мумкин бўлган ишни ҳисоб- 
лаймиз:

=  МЬ<р — 0  ■ РЪ^.

ор умумлашган координатага мос келувчи умумлашган 
куч (21.22) га кура қуйидагича топилади:

д  = *  м  -  о  • р  (н • м).

ЗбС
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Энди 8ср=0, ЬхфО мумкин бўлган кучишдаги ишни ҳисоб- 
лаймиз:

ЬАХ = ОЬх — ҒЬх = (О — сх)Ьх- 
Бинобарин, С)х =  —  = О — сх (Н).

11б-§. Мумкин бўлган кўчиш принципи

Мумкин бўлган кучиш принципи идеал, голоном стацио- 
нар боғланишдаги система мувозанатининг зарурий ва етарли 
шартларини ифодалаб, қуйидаги теорема билан таърифланади.

Теорема. И деал , голоном, бушгтмайдиган стационар 
боғланишлар таъсиридаги механик системанинг мувозанат- 
да бўлиши уяун унга таъсир этувии актив куиларнинг сис- 
тема нуцталарининг мумкин бўлган кучишларидаги ишла- 
рининг йиғиндиси нолга тенг булиши зарур ва етаряидир. 

Система ҳар бир нуқтасига таъсир этувчи актив ва реак-
ция кучларини мос равишда Ғ , Ғ ] ,  нуқталар радиус-вектор-
ларини гь билан белгилаймиз. У ҳолда, мумкин булган кучиш 
принципи

вЛа - У ? " « г 4- 0  (21.24)
1=» 1

тенглама билан ифодаланади.
Аввал система мувозанатда бўлиши учун (21.24) шартнинг 

зарурлигини исботлаймиз. Система мувозанатда булгани учун,
унинг ҳар бир нуқтаси ҳам мувозанатда булиб, Ғ\ Ғ  Ғ\ = 0»
(1 =  1 ,2 , . . .  , п) шарт бажарилиши керак. Бу ифодани Ьг( 
га скаляр купайгириб, сиетеманинг барча нуқталари бўйича 
йиғиндисини ҳисоблаймиз:

1 Ф , + ± Ж , -  о.
(21.12) ни, яъни системага идеал боғланишлар қуйилгани- 

ни эътиборга олсак, охирги тенгламадан(21.24) ҳосил булади.
Энди (21.24) шартнинг система мувозанати учун етарли 

булишини исботлаймиз. Бунинг учун (21.24) шарт бажарилса 
ҳам, система мувозанатда булмайди деб фараз қиламиз. У 
ҳолда системанинг бирор нуқтаси ҳаракатда булиб,

= / ^ = о
келиб чиқади. Бундай нуқтанинг бирор йг^ ҳақикий кучиши- 
даги иши нолдан фарқли булади:

\ й г ь^  >  0.
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Системага қўйилган боғланишлар стационар голоном боғ- 
ланиш бўлгани учун дг, ҳақиқий кучиш системд, мумкин бул- 
ган кўчишининг бири бўла олади: й?г4 = 8/*4, У ҳолДа.

( Н + г ; ^ Г |> о .
Бу ифодани система барча нуқталари бўйича қўшиб,

01=1
тенгсизликни ҳосил қиламиз. (21.12) га кўра охирги тенгсиз- 
лик

V  Ғ °/г ,> 0
/=1

кўринишни олади. Бу эса (21.24) га зиддир. Демак, қилинган 
фараз ноўрин ва система мувозанатда бўлади.

(21.24) ифодани аналитик усулда қуйидагича ёзиш мумкин:
П
У  (ҒГох, +  Ғ а1у Ьу, +  Ға,м ,)  =  0. (21.25)
1=1

(21.24) ёки (21.25) ифода Лагранж принципа ёки иш тенг- 
ламаси деб ҳам аталади.

Агар системанинг ҳолати ди д2> • • • , Як умумлашган коор- 
динаталар орқали аниқланса, (21.20) дан 8Л =  (3,817, -}-(328<72-|- •••+ 
+(Д^?*=0 бўлиши маълум эди. Шунга кўра (21.24) қуйидаги 
кўринишни олади:

Ф,®?, +  +  • • • +  =* 0. (21.26)
Голоном системада % ( /=  1,2, к) бир-бирига боғлиқ бўл-
маган вариациялар бўлгани учун (21.26) дан

(?,=0. д г= 0, . . .  , (21.27)
келиб чиқади. (21.27) мумкин бўлган кўяиш принцапининг 
умумлашган координаталарда ифодаланишидир: голоном 
стационар бушатмайдиган идеал боғланишли механик сис- 
тема мувозанатда булиши учун ҳар бир умумлашган коор- 
динатага мос келувчи умумлашган кучнинг алоҳида-ало- 
ҳида нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

Системага таъсир этувчи кучлар потенциал кучлардан ибо- 
рат бўлса, (21.23) ни эъгиборга олиб, (21.27) ни қуйидагича 
ёза оламиз:

^ = 0  ^  =  0
’ дя, ’ • * * * дЧн

дЛ  = о

ёки

(21.28)
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Е  =  о £ » = .0 
Н  *»л ' ’ "  *и

(21.28 а)

0.

яъни системанинг мувозанат ҳо- 
латида куч функцияси ёки сис- 
тема потенциал энергияса экст- 
ремал қийматга эга булади.

Мумкин булган кучиш принци- 
пини идеал булмаган боғланишдаги 
система мувозанати учун ҳам уму- 
ман татбиқ этиш мумкин; бунда 
фақат идеал бўлмаган боғланиш- 
лар реакция кучларини ҳам актив 
кучлар қаторига қушиб олиш ке- 
рак.

61- масала. Винтли пресснинг
АВ дастасига горизонтал текисликда шу дастага перпендику-
ляр равишда йўналган (Ри Р2) жуфг қўйилган (21.6-расм). 
Винт қадамини й га тенг, Рг =  Р2 =  Р ва АВ =  21 деб олиб, 
прессланаёп ан жисмни қисувчи куч топилсин. Боғланишлар- 

‘ даги ишқаланишлар эътиборга олинмасин.
Ечиш. Прессланаёгган жисмнинг прессга таъсирини N  ре-

-» -V-
акция кучи билан алмаштирамиз. У ҳолда система (Ри Р2)
жуфт ва N кучдан иборат мувозанатдаг и системани ташкил 
этади. Мумкин булган кучиш принцигшдан фойдаланиш учун 
АВ дастага 8? мумкин булган кучиш бериб, (21.24) иш тенг- 
ламасини тузамиз:

2Я/оср —  =  0 , ( 1)

бунда §5—пресснинг вертикал бўйича пастга қараб кўчиши. 
Пресснинг эркинлик даражаси бирга тенг, яъни о? ва §5 мум- 
кин бўлган кучишлар бир-бирига боғлиқдир. Винтнинг илга- 
рилама кўчиши унинг бурилиш бурчагига пропорционал бў- 
либ, у 2я га бурилганда винт Н қадамга кўчади. Шунга кура
^ = “~  Буни (1) га қўямиз:

(2Р1- — — Л/) • 8ҳ=0. н

Бу тенгламадан N =  4к • ~  Р келиб чиқади. Жисмни қисувчин
Куч миқдор жиҳатдан N  га тенг, йуналиши эса унга қарама- 
Қаршидир.

62- масала. 21.7-расм, а да тасвирланган платформага 
=  10 кН, Р2 =  4 кН куч таъсир этади. Н =  3 м, / =  2 м,

23-5955 353www.ziyouz.com kutubxonasi



21.7-расм.

АЕ =  ЕС деб олиб, А нуқтада қисиб маҳкамланган боғланиш 
реакция кучининг вертикал ташкил этувчиси билан реакция 
моменти топилсин.

Ечиш. Платформа қўзғалмас системадан иборат. Унга қў- 
йилган боғланишлар чеклашларини қаноатлантирган қолда 
мумкин бўлган кўчиш бера олмаймиз. Қайси реакция кучини 
аниқлаш керак бўлса, шу реакция кучини киритиб, мос ра- 
вишда боғланишни олиб ташлаш ёки бошқача боғланиш би- 
лан алмаштириш орқали қўзғалувчи система ҳосил қилиш 
мумкин.

А боғланиш реакция кучининг вертикал ташкил этувчиси- 
ни аниқлаш учун бу боғланишни вертикал бўйича сирпана 
оладиган боғланиш билан алмаштирамиз; бунда мувозанат бу-
зилмаслиги учун УА реакция кучини қўямиз (21.7-расм, б). 
Натижада ҳосил бўлган системанинг АС қисми вертикал бў- 
йича кўчиш олиши, В  нуқта горизонтал буйича кўчиш олиши, 
ВС қисми текис параллел кучиш олиши мумкин, бунда О
нуқта ВС нинг айланма кўчиши маркази бўлади. кучни ак- 
тив кучлар қаторига қўшиб қараймиз. Янги ҳосил қилинган 
системада боғланишлар идеал бўлгани учун, бу боғланиш- 
ларнинг реакция кучларини тасвирлашнинг ҳожати йуқ. А 
нуқтага §5Л=  ААХ мумкин бўлган кўчиш бериб, (21.24) кури- 
нишдаги мувозанат шартни тузамиз:

- У а6$а + Р хЬ5е-Р,1^^0.  ' (1)
Бунла 85д =  55£=88с, В айллнма кўчиш маркази
бўлгани учун СС, =  65С=/8срот 8$л.=  Л*В?0 тенгликлар уринли

л нва улардан = ~Ь5С =  — Ь$л муносабатни ёзиш мумкин. |
Шунга кўра (1) тенглама
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( - ^  +  Л - Л - у ) ^ - 0

кўринишни олади. Бундаги қавс ичидаги ифодани нолга тенг- 
лаш билан УА ни топамиз:

У л = Л  — Р% • у - 4 к Н .

Энди Мл реакция моментини аниқлаш учун А боғланиш- 
ни қўзғалмас шарнир ва Л1л реакция моменти билан алмаш- 
тирамиз (21.7-расм, в). Ҳосил бўлган системанинг АС қис- 
мини А атрофида айлантириш билан ёсрл мумкин бўлган ай- 
ланма кўчиш берамиз. Бунда СВ текис параллел кўчиш олиб, 
уни О атрофида 8?0 бурчак билан ифодаланувчи мумкин 
бўлган кучишга алмаштира оламиз. У ҳолда иш тенгламаси- 
қуйидагича ёзилади:

Р х {  - л  0. (2)

12) даги ор0 ни йсрл орқали ифодалаймиз. Бир томондан СС2=  
=  ад,. =  АС&срл , иккинчи томондан 65С =СО&<р0 ёки АС6<рд =  
=  СО&'р0, бунда АС=СО=(; шунинг учун 6<рл=§90 . Натижа- 
да (2) тенглама

( ' И д + Л - “ / V * )

кўринишда ёзилади. Бундан М<р= Р2Н — Рг — 4- 2 кН • м 
2

ке-
либ чиқади.

Бу масалани ечиш жараёнида бир неча қисмдан ташкил 
топган системада идеал боғланишлар реакция кучларини мум- 
кнн бўлган кўчиш принципидан фойдаланиб аниқлашнинг аф- 
заллиги яққол намоён бўлди. Мумкин бўлган кўчиш принци- 
пи билан бирор реакция кучини бошқа реакция кучларини 
киритмай аниқлаш мумкин экан.

63-масала. т массали юк с бикирликдаги пружинага осил- 
ган бўлиб, деформацияланмаган пружина узунлиги га га тенг 
(21.8- расм). Юкнинг мувозанат ҳолатидаги 
2 аниқлансин.

Ечиш. Умумлашган координата учун г 
ни танлаймиз, <7=2 координатага мос ке- 
лувчи 0 , умумлашган кучни ҳисоблай- 
миз. Юкка таъсир этувчи кучлар (юкнинг 
оғирлик кучи, пружинанинг эластиклик 
кучи) потенциал кучлар бўлгани учун
о .  -  г -д?

Куч функцияси О эса

V//////////////////////.'/////^

1 ‘
V - -

г| тоI
21,В-рлсм,

355www.ziyouz.com kutubxonasi



С! = т§(г — г0) — с • (г — г0 *

муносабаг билан ифодаланади. Бинобарин, Цг = — = т£ —Г?Г
— <;(г — г0). Энди мумкин булган кўчиш принципининг (21.28) 
кўринишдаги ифодасидан фойдаланамиз: ///£■ — с(г — г0) == 0. 
Бу тенгликдан юкнинг мувозанат ҳолати аниҳланади: 2 =*

117- §. Динамиканинг умумий тенгламаси

Голоном, бўшатмайдиган ва идеал боғланишдаги п та 
моддий нуқтадан ташкил топган механик система ҳаракатини
курайлик. Системанинг ҳар бир /пг(г= 1,2...........«) массали
нуқтасига таъсир қилувчи актив ва реакция кучларининг тенг
таъсир этувчиларини мос равишда Ғ\, орқали белгилайлик;
бу нуқтанинг инерция кучи Ф2=  —трю̂  булсин. У ҳолда сис- 
теманинг ҳар бир нуқтаси учун Даламбер приннипини ифода- 
ловчи (20.2) тенглама қуйидаги куринишда ёзилади;

Ғ \+  Ғ\ -  т,ю{ =  0, (/ =  1,2, . . .  ,«).
Система нуқталарига 2гу мумкин булган кўчиш 

21.29) ифодани Ьгь га скаляр купайтирамиз:

(21.29)

берамиз.

ҒЧЪг  ̂-\-Ғ\Ьг{ -  трю^г, =  0, ( /= 1 ,2 ,  . я).
Бу тенгламалар системасини ҳадлаб қўшамиз:

2  +  2  +  2  0. (21 -30)
( = 1 1=1 1=1

" ♦
Системага идеал боғланишлар қўйилгани учун ^  =  ®

/=1
бўлиб, (21.30) тенглама қуйидагича ёзилади:

' ^ ( Ғ <1—т {ш $г1 =  0. (21.31)

(21.31) ифода динамиканинг умумий тенгламаси дейи- 
лади ва қуйидагича таърифланади; идеал, голоном, бушат- 
майдиган системага таъсир этувяи актив куялар билан 
система нуқталари инерция куялгринанг мумкин бўлган 
ишларининг йиғиндиси нолга тенг.

•ау, =  гг булгани учун (21.31) тенгламани
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г

(21.32)
,а и?

куринишда ҳам ёзиш мумкин. Ғ],

ва 8Г( ни координата ўқларидаги 
ташкил этувчилари орқали ифода- 
лаб, (21.32) га қуйсак,
П

2  [ ( П * о х ,  +  (Ғ?1у -т ,у № 1+

+  ( / ? , - « , « , о (21.33) 21.9-расм.

ҳосил бўлади. (21.33) ифода динамика ўмумий тенгламаси- 
нинг аналитик кўринишидир.

Динамиканинг умумий тенгламасидан фойдаланиб, идеал 
голоном, бушатмайдиган боғланишлар таъсиридаги механик 
система динамикасининг биринчи ва иккинчи асосий масала- 
ларини ҳал қилиш, динамиканинг умумий теоремаларини кел- 
тириб чиқариш мумкин. Агар боғланишлар идеал бўлмаса, 
реакция кучларини ҳам актив кучлар қаторига қушиб олиш 
билан диначиканинг умумий тенгламасидан фойдзланиш мум- 
кин

64- масала. 59-масалада С юкнинг тезланиши динамика- 
нинг умумий тенгламасидин фойдатанаб аниқлансин (21.9-расм).

Ечиш. Системага таъсир этувчи <), Р, О кучлар қаторига
А ва С юклар инерция кучлари Р а =  — то, р* =  — то билан В

8 ё „, . 4> . Рҳалқа инерция кучларининг моменти Мо =  У0- е — — г® ни
ғ

қўшиб оламиз. А юк билан горизонтал текислик орасидаги 
ишқаланиш реакция кучи Ғ  =  }0 ни актив кучлар қаторигн 
қўшиб қараймиз. Қолган боғланишлар идеал бўлгани учун 
расмда уларнинг реакция кучларини тасвирлашнинг ҳожати 
йўқ.

С юкка мумкин бўлган кучиш бериб, динамиканинг 
умумий тенгламаси (21.31) ни тузамиз:
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кўринишда ёзиш мумкин. Қавс ичидаги ифодани нюлга тенг>
лаштириб, инерция кучларининг чю орқали ифодаларини эъти- 
борга олиб,

-гп 0 р  I о  АЦ  —  / С Г ---------- и о ------------г  • 1Ю  ------------------ Я У - = 0
8 8 Г %

тенгламани ҳосил қиламиз. Бу тенгламадан С юк тезланиши 
чю топилади:

•ш = 0 - Ю
О+Р+0 ё -

Шундай қилиб, динамиканинг умумий тенгламасидан фой- 
даланилганда ипнинг таранглик кучи киритилмаса, масалани 
ечиш анча соддалашади.

118-§. Лагранжнинг биринчи тур тенгламалари

Агар п та моддий нуқтадан ташкил топган системага 
/,(*ь Уи 2,...........х п, уп, ге) — 0, (V— 1,2.............5) (21.34)

голоном стационар идеал боғланишлар қўйилган бўлса, бу 
боғланишлар система виртуал кўчишларидан 5 тасини бир- 
бирига боғлиқ қилиб қўйиб, улар қуйидаги муносабатлар би- 
лан аниқланади;

д хх ду 1 дг. дх„ ду„
+  £ * « . - < ) ,  и - и , 5). (21.35)

Бинобарин, 3п та ёх1г 8уг, 8г,...........Ьхп, Ьуп, Ьгп виртуал кў-
чишлардан (Зя—5) таси бир-бирига боғлиқ бўлмайди. (21.35) 
тенгламалардан 5 та бир-бирига боғлиқ кўчишларни (3п —х) 
та бир-бирига боглиқ булмаган кучишлар орқали ифодалаб, 
уларни динамиканинг умумий тенгламасига қуйиб, бир-бирига 
боғлиқ бўлмаган мумкин булган кучишлар олдидаги коэффи- 
циентларни нолга тенглаш билан ҳаракатнинг 3п —з та диффе- 
ренциал тенгламаларини ҳосил қилиш мумкин. Бу тенглама- 
лар қаторида 5 та боғланиш тенгламаларини биргаликда олиб, 
3п та тенгламалар системасига эга бўламиз ва уларни ечиб, 
х и Уи ги • • • , х ю Уп1 гп координаталарни вақт ва интеграл- 
лаш доимийлари функцияси сифатида аниқлаш мумкин.

Аммо дифференциал тенгламаларни бундай ечиш методи 
анчагина мураккабдир. Бунда Лагранжнинг номаълум кўпай- 
тувчилари деб аталмиш X,, . . . , X, дан фойдаланиш усули
аввалгисига қараганда қулайроқдир. Бу усулга кўра (21.35ў 
ифодаларни мос равишда ҳозирча номаълум бўлган X,, Х2, . .. , X, 
купайтувчиларга кўпайтирамиз ва ҳосил бўлган купайтмаларни 
динамиканинг умумий тенгламаси (21 33) билан қушамиз. Ии- 
ғиндидаги ҳадларни группалагандан сунг
358
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V  т1х/ +  ^  ®*< +  (+?,— М)У/ +  ^  X,^у) &У* +

+  + *  -/«,«, +  V  +  ̂ )  Ц ]  =  0 (21.36)

тенглама келиб чиқади. Юқорида таъкидлаганимиздек, &Х;, 
8у(, 8гг вариациялардан фақат 3п—з тасигина бир-бирига боғ- 
лиқ эмас, улардан 5 таси эса (21.35) муносабаг билан боғлан- 
ган. 3п—з та координаталар вариацияларининг мустақиллиги- 
дан фойдаланиб, (21.36) тенгламада Зп — з та кичик қавсдаги 
ифодаларни нолга тенглаштириб олиш мумкин. Қолган 5 та 
кичик қавсдаги ифодалар эса \ ( ^ =  1,2, . . . , 5) кўпайтувчи- 
ларни тегишлича танлаш билан нолга тенгланади. Натижада 
қуйидаги Зд та тенгламалар системасига эга бўламиз:

8 д (
=  Ғи  +  У Г  ’

»1 дХ1
д(\

т у^ Ғ .%  +  V  X, — , (/=1,2, , л).
Д  ду1 

тА дг<

(21.37)

(21,37)системаЛагранжнинг баринча гпур тенгламалари дейи- 
лади. (21.37) тенгламалар сисгемаси қаторига (21.34) боғланиш 
тенгламаларини қўшиб қарасак, Зп + з та х ь уь гг, номаъ- 
лумларга нисбатан ёпиқ сисгема ҳосил бўлади. Бу системани 
ечиб,  ̂ та ёрдамчи кўпайтувчилар ва механик система нуқ- 
таларининг 3п координаталари вақтнинг функциялари сифати- 
да аниқланади. (21.37) ни механик система ҳаракатининг диф-

д г ,  д г , д } ,
ференциал тенгламалари билан таққослаб, X —, л - ,  к —

дх^ ду^ дг^
ифодалар (21.34) билан ифодаланувчи боғланишлар реакция 
кучларининг координата уқларидаги проекцияларидан иборат 
зканлигини кўрамиз.

Механик система нуқталари сонини ва системага қўйилган 
боғланишлар сонининг ортиши билан (21.37) ва (21.34) тенг- 
ламаларнинг сони ҳам ошиб боради, натижада бу тенглама- 
ларнинг амалда қулланилиши қийинлашади. Лагранжнинг 1 
тур тенгламаларини аҳамияти шундаки, улар ёрдамида сис- 
тема нуқталари ҳаракатини аниқлаш билан бир қаторда боғ- 
ланишлар реакцияларини ҳам топиш мумкин.

Мисол тариқасида Р оғирликдаги моддий нуқтанинг силлиқ 
горизонгал текисликдаги ҳаракагини кўрайлик. г уқни гори- 
зонтал лу текисликка перпендикуляр қилиб утказамиз. У ҳол- 
да боғланиш тенгламаси /  =  г =  0 тенглама билан ифодалана-
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ди. Бу ҳолда нуқтанинг эркинлик даражаси 3 -1  — 1 = 2  га 
тенг.

Ғ х^О , Ғ5 =  0, Ғ* — — Р бўлганидан моддий нуқтанинг
(21.37) куринишдаги дифференциал тенгламаси қуйидагича 
ёзилади:

тх = 0 ,т у  =  0, т г=  — Р + 1 — (а)
д г‘

Бу ҳолда * коэффициентни аниқласак, 1 = Р  келиб чиқади.
N боғланиш реакция кучининг координата ўқларидаги проек- 
циялари қуйидагича топилади:

N , = 1 -  = 0 ,  N  =  Х ^ = 0 ,  Д/г = X — = X = Я.
* дх у ду г дг

Бинобарин, N = Р.
Шундай қилиб, (а) дифференциал тенгламалар қуйидаги 

кўринишни олади:

тх = 0, ту = 0, тг = 0. (б)
2 = 0  тенглама билан ифодаланувчи боғланиш (текислик) 

бўшатмайдиган боғланиш бўлгани учун бошланғич пайтда г0 =
= 0, г0= 0 . У ҳолда (б) тенгламаларнинг биринчи иккитасидан 
нуқта ху  текисликда ўз инерцияси бўйича ҳаракатда бўлиши 
келиб чиқади.

119- §. Лагранжнинг иккинчи тур тенгламалари

Системани ташкил этувчи нуқталар сони ҳамда унга қуйил- 
ган боғланишларнинг сони ортиши билан Лагранжнинг бирин- 
чи тур тенгламаларидан фойдаланиш қийинлашиб боришини 
қайд қилган эдик.

Системага қуйилган боғланишларнинг сони ортиши билан 
умумлашган координаталарнинг сони камайиб боради ва диф- 
ференциал тенгламалар умумлашган координаталар орқали ту- 
зилса, табиийки, бу теигламаларнинг сони Декарт координата- 
ларига нисбатан тузилган тенгламаларнинг сонидан кам була- 
ди. Иккинчи томондан умумлашган коэрдинаталарни киритиш 
билан боғланишларнинг система нуқталари ҳаракатига кўрса- 
тадиган таъсири уз-узидан ҳисобга олинади. Шунга кўра, ме- 
ханик система ҳаракатининг умумлашган координаталар орқа- 
ли дифференциал тенгламалари тузилса, Лагранжнинг бирин- 
чи тур тенгламасидан фойдаланишга қараганда анчагина қу- 
лайлик яратилади.

Эркинлик даражаси к  га тенг идеал, голоном боғланиш- 
даги механик система ҳолати </,, 1]}. . . ци умумлашган коор- 
динаталар орқали аниқлансин. Система ҳар бир нуқтасининг
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радиус-векторини г, (г'=1, 2, . . . .  п) билан белгилаб, дина- 
миканинг асосий тенгламаси (21.32) ни

2  Н  ^1 — 2  т1г* Ъг1= 0 (21.38)
1=1 1=1

кўринишда ифодалаймиз. (21.38) да биринчи йиғинди (21.20) 
га кура қуйидагича ёзилади:

= (21-39)г = 1 г=1
Энди (21.38) даги иккинчи йиғиндининг шаклини ўзгартирамиз.

=  — Ц) бўлгани учун
1=1 д^

т? &  = пЧг, ' ^ Ь<11-
1=1 '

(21.40)

(21.39) ва (21.40) ни (21.38) ға қўямиз:

2/"=1
^  х.̂  &Г1

дц) Ч  = о-

Голоном боғланишдаги система учун &7У вариациялар бир- 
бирига боғлиқ булмагани учун улар олдидаги коэффициент- 
ларни алоҳида-алоҳида нолга тенглаб,

П
V
1=1

т1̂1 -р- = 0 / ,  (/ =  1. 2, (21 411

муносабатларни ҳосил қиламиз (21.41) тенгликнинг чап томо- 
нида қуйидагича шакл узгартирамиз:

дп
дд) ~ тЛ £ 1 ^ ) -  01.421д//,

(21.42) ни содда ҳолга келтириш мақсадида, аввал қуйидаги 
тенгликларнинг тўғрилигини кўрсатамиз:

д7/ _  дг, дь, = ——» (21.43)
к

д 1 дг, | _ (21.44)
'  V
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Бунда [х билан 1, 2.........к  қийматларни қабул қилувчи ихти-
ёрий индекс белгиланган, эса умумлашган тезликдан ибо-

рат. Ҳақиқатан, Г;=г,(<7,, <?„ . . <̂ ) дан қуйидагини ёза 
оламиз.

дг, • ,
= “ Ч  +оя I +дй!

д г ,  • , О г ,
т -  9* т  —  —<*7* 01

(21.45)

Бунда — (/ =  1, 2, . . . .  й) ва — хусусий ҳосилалар умум- 
д<)] д>

лашган координаталар ва вақтнинг функцияси бўлиб, умум- 
лашган тезликларга боғлиқ бўлмагани учун ҳар бир нуқта 
тезлиги умумлашган тезлик орқали чизиқли ифодаланиши мум- 
кин ва бунда қуйидаги тенглик ўринли бўлади:

дг, _  дг.

Энди (21.44) ни исботлаймиз. ^  дан вақт бўйича ҳосила ҳи-

соблайлик:

(21.46)

Иккинчи томондан (21.45) дан бўйича ҳосила ҳисоблаймиз:

(21.47)

(21.46) ва (21.47) формулаларни таққослаб, (21.44) формула- 
нинг туғрилигини кўрамиз.

Энди (21.43) ва (21.44) муносабатларни эътиборга олиб, 
(21.42) ни қуйидагича узгартирамиз:

дг, йт л, — =  т. — 
1 дд/ ‘д(

д̂ ; — т,

д
дя,

дЯ) 
т, (V, ■ V,)

■*\ тI (у, ■ у,)
2

д_ I дТ> ) _  дЪ 
<4 • дч /

(21.48)
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(21.48) да Ть билан системанинг массали нуқтасиницг кц 
нетик энергияси белгиланган. (21.48) ифодани (21.41) га ц\ |1Ц(5

ёки

п
У ± {
= 1 а/ \ дЧ) /
£ ’д Т ’\ - д-М \Лч) дЬ

д_П
( / =  1. 2 ............А)

2....... А) (21.49)

тенгламани ҳосил қиламиз. (21.49) динамиканинг умумий теНг 
ламасини умумлашган координаталар орқали ифодалао^ 
ёки Лагранжнинг иккити тур тенгламалари дейцладиП '*•
Бунда механик системанинг кинетик энергиясИДИГ)

1 = 1  *

Лагранжнинг иккинчи тур тенгламалари система Ҳаракц 
ти дифференциал тенгламаларининг умумлашган Коорси 
наталарда ифодаланиши деб ҳам аталади. (21.49) дан кўра' 
мизки, бу ди ’■ реренциал тенгламаларнинг сони системанц таи1' 
кил этувчи нуқталар сонига боғлиқ булмай, системаницг эр' 
кинлик даражасига тенг экан. Шу нуқтаи назардан Лагран)1<' 
нинг иккинчи тур тенгламалари механик система ҳаракатИНинг 
Декарт координаталаридаги ди |)ференциал тенгламаларИдд. 
ёки Лагранжнинг биринчи тур тенгламаларидан афзалдир.

Кинетик энергияни умумлашган координаталар ва умум, 
лашган тезликлар орқали ифодалашни куриб ўтамиз.

•7 1 V I V  7“ I V  / ё»*-; *
7 -  т  ” , н - л )  -  г 1 " ,  « • . ) ' -  7 1  т , ± »• +- 1 (»1

2

Қавсдаги ифодани квадратга оширамиз ва умумлашган Тезлик 
ларга нисбатан иккинчи даражали ва биринчи даражали 
ларни алоҳида-алоҳида ҳамда умумлашган тезликлар ҚатнагцГ 
маган ҳадларни алоҳида группаларга ажратамиз. Бу групп/  
ларни мос равишда Тг, Т, ва Т0 орқали белгилаймиз. У ҳолда"

Т = Т % + Т% + Т0.
Бунда (21.50)

о __ 'п,- 1=1
д г ,

. д 41

■ \ Э
7? +  . . . + \ .;? I о д± . п • . 

Э/*/ и дЯ1

• +  2 дг,
д ‘1к-\ д Як

д г ,  ■
• Т^Чк-хЧк

Тг =
п

_  V т
1-1

дг, д г ,  • д г , д г , ■
~Г Л  Ч\ +  • • • +  г----±Якд</, 61 д(

. Та ■■ 1 V

г 1=1

а

д / I •

ЗВ
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(21.51)

Яна қуйидаги белгилашларни киритамиз:

^  _  V  дг. Цг,
у“ дч^ 1 ^

У ҳолда ва Г, функцияларни
и *

=  ^  ^  ^ /Д / 9(1«
 ̂ /=> (1=1 

к
г . - 2 в л;=1

(21.52)

(21.53)

каби ёзиш мумкин. (21.51) дан курамизки, А } коэффициент 
уз индексларига нисбатан симметрикдир. А} ва В} коэффи- 
циентлар <?,, .........цк умумлашган координаталар ва / вақтга
боғлиқ булиб, д„ 02, . . ., умумлашган тезликларга боғлиқ 
эмас.

Шундай қилиб умумий ҳолда система кинетик энергияси 
умумлашган тезликларга нисбатан иккинчи даражали Т}, чи- 
зиқли Тх ва нолинчи Т0 формаларнинг йиғиндиси сифатида 
ифодаланиши мумкин экан. П £г.

Стационар боғланишлар ҳолида Л. — =  0 бўлгани учун Г0
5  61

ва Т\ ҳадлар ҳам нолга айланади. Бу ҳолда системанинг 
кинетик энергияси умумлашган тезликларга нисбатан

* и
7 =  ±  V  V

2 1-1 П Я»Я*■

кўринишдаги квадратик формани ташкил қилади. Бу ерда эн- 
ди А } коэффициентлар I вақтга ошкор равишда боғлиқ бул- 
майди.

Лагранж тенгламаларига система кинетик энергиясининг 
умумлашган координаталар орқали ифодасини киригиб, уларни 
интеграллаш билан умумлашган координаталарни I вақт функ- 
циялари сифатида аниқлаш мумкин. Натижада механик систе- 
манинг ҳаракати аниқланади. (21.49) тенгламаларнинг умумий 
ечими 2к та интеграл доимийларини уз ичига олади:

=  Уу (Т С̂ , С2, . . С]д), (/ =  1, 2, . . .< к).
6 у интеграл доимийлари умумлашган координаталар ва умум- 
лашган тезликларнинг бошланғич пайтдаги қийматлари орқа- 
ли топилади.

Лагранжнинг иккинчи тур тенгламалари механик система 
ҳаракатини тулнқ аниқловчи минимал сондаги ҳамда боғла- 
нишларнинг номаълум реакцияларини ўз ичига олмаган тенг- 
ламалардан иборат. Лекин бу тенгламалар ечилгандан сунг
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система нуқталарига қўйилган идеал боғланИц„а реағшияла- 
рини ҳим аниқлаш мумкин. Бунинг учун ва^‘ Д ^Кциялари 
сифатида аниқланган умумлашган координа^д^н Декарт 
координаталарига ўтиб, ҳар қайси нуқтанинг 1еял'айиши топи- 
лади ва

/и,то, -  Ғ[ +  ( / = ] . 2 ,  . . п)

тенгламага қўйилади. Бунда Ғ* ва Ғ[ мос равцШда т, массали 
нуқтага қўйилган актив ва реакция кучларйинг тенг таъсир 
этувчиларидир. Ғ“ кучларни берилган ҳисобЛаб> (,у тенглама- 

лардан Ғ[ боғланишлар реакцияларини аниқлаш мумкин.

120-§. Потенциал кучлар ҳолида л5гоан)книнг 
иккинчи тур тенгламалари. Циклцк к0ордкнаталар

Механик системага потенциал кучлар этганда сис-
теманинг потенциал энергияси Г Г ^ П ^ ^  си" ^  ^  кўри- 
нишда булади. ц, (/ =  1, 2, . . к) уму^лац^’ан ^ординаталар-
га мос Р, умумлашган кучлар эса тенгликдан то-
пилади. Лагранжнинг иккинчи тур тенглама$  аги умумлаш- 
ган кучларни потенциал энергиянинг ҳ у су ^  ^осилалари би- 
лан алмаштирамиз:

й_
Л1

дГ

'Ч>

дТ_
дЧ]

дП , .
“ V  2....... *)•

Ёки уни қуйидагича ёзамиз:
и <д Т \  д . г  . . .  п ..— I — 1 — — С Г— П) =  0. (/ =  1 0 (21.54)

1 дч, / Ч■//

Система кинетик энергиясидан п0теьша г энеогиясининг 
айирмаси Лагранж функцияси ёки д а ’* у ц н и н г  к и н е т и к  
потенциали дейилади. Уни /. билан бел^^^миз:

Ь =  Т - и .  (21.55)
Потенциал энергия умумлашган тезЛикқа боғлиқ бўлмагани

дй_ г)Г

дЧ) дд)
(21.56)

бўлади. (21.55), (21.56) ифодаларни (21.54) Га Қ-ўямиз
а_
й1

()1 . дЬ А , • ,
........ ч

ва

(21,57)

3*55
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тенгламалар сисгемасига эга бўламиз. Шундай қилиб, потец- 
циал кучлар таъсиридаги система уяун Лагранжнинг ик- 
кинчи тур тенгламалари (21.57) тенгламалар билан ифода- 
ланади. (21.55) дан куринадики, Лагранж функцияси умумлаш- 
ган координаталар, умумлашган тезликлар, шунингдек, вақт- 
нинг функцияси булиши мумкин. Умумлашган координаталар 
ва умумлашган тезликлар Лагранж узгарувяилари дейилади.

Айрим ҳолларда Лагранж функциясига баъзи умумлашган 
координаталар ошкор равишда кирмаслиги мумкин Лагранж 
функциясига ошкор равишда кирмаган умумлашган координа- 
таларга механик системанинг циклик коорбинаталари дейи- 
лади. Масалан, қаршиликсиз муҳитда ҳаракатланувчи т мас- 
сали моддий нуқтани қарайдиган бўлсак, бунда умумлашган 
координаталар сифатида нуқтанинг Декарт координаталарини 
олиш мумкин. Бинобарин, Лагранж функцияси

А =  Т  — П у  (д:2 +  у2 +  г 3) — т $ г

бўлиб, х, у координаталар Ь функцияга ошкор равишда кир- 
маганлиги учун улар циклик координаталар бўлади.

Фараз қилайлик, қаралаётган механик системанинг к та 
<72. • • Ри умумлашган координаталари орасида дастлабки I 
таси циклик координаталар бўлсин. У ҳолда « = 1 ,  2, . . . ,  /
учун — =  0 ва (21.57) Лагранж тенгламаларидан 

• «

ёки

а_
,и — ) = 0  

дЯа/

—  =  СОП81а, а =  1 , 2, . . . .  I
д 1а

(21.58)

ҳосил булади. (21.58) тенгламалар умумлашган координаталар, 
умумлашган тезликлар ва интеграл доимийлари орасидаги боғ-

ланишни ифодалаб, Лагранж тенг- 
ламаларининг биринчи интеграл- 
лари бўлади. Бу биринчи интеграллар- 
га циклик интеграллар дейилади. 
Шундай қилиб, Лагранж функцияси- 
да нечта умумлашган координата 
ошкор равишда қатнашмаса, Лагранж 
тенгламаларидан мос равишда шунча 
биринчи интегралларни аниқлаш мум- 
кин.

65-масала. Радиуси а га тенг қўз- 
ғалмас цилиндрга уралган ипга осил- 
ган т массали М моддий нуқтадан
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иборат маятник ҳаракатининг дифференциал тенгламаси тузил- 
син (21.10-расм). Мувозанаг вазиятида ипнинг осилиб турган 
қисмининг узунлиги /. Ип массаси ҳисобга олинмасин.

Ечиш. М маятникнинг эркинлик даражаси бирга тенг. Умум- 
лашган координата учун ипнинг вертикалдан оғиш бурчаги 8 
ни оламиз.

М маятникка қуйилган боғланиш идеал боғланишдан ибо- 
рат. Унга таъсир этувчи оғирлик кучи эса потенциал кучдир. 
Шунга кура, потенциал кучлар таъсиридаги система учун 
(21,57) кўринишдаги Лагранжнинг иккинчи тур тенгламалари- 
дан фойдаланамиз:

бунда Ь =  Т — П бўлиб, Т — маятник кинетик энергиясини, П 
эса унинг потенциал энергиясини ифодалайди. М маятник ки- 
нетик энергияси

7 = -"IV* (2)

формула билан аниқланади.
М нуқта тезлигини аниқлаш учун Ол:у координаталар сис- 

темасини ўтказиб, нуқтанинг координаталари л, у ни умумлаш- 
ган координата 6 орқали ифодалаймиз. Расмдан қуйидагилар- 
ни топамиз:

х  =  а соз б +  (/ +  а • 9) зш 0,
У =  (/ +  а • б) соз 0 — а зШ 6.

У ҳолда М нуқта тезлигининг координата ўқларидаги проек- 
циялари қуйиаагича бўлади:

=  х =  — а з!п 0 • 9 +  (/ +  а • 0) ■ соз 0 • *0 +  а • 0* з1п 0 =
=  (/ +  а • 0) • 0 соз 0,

фу =  У =  — (/ ■+■ а • 6) 31п 0 • 0 +  а • 0 соз 0 — а соз 0 • 0 =
=  — (/ +  а • 6) • 0 81п 0.

Шунга кўра М нуқта тезлиги V қуйидагига тенг бўлади:

V* «  =  (/ +  а • б)а • 02 (соз50 +  з1пг0)

ёки

V1 = (1 +  а • О)3 • 0*.
Буни (2) га қўямиз:

т ш ш  1 Ш (/ +  а • 9)* •
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нди
аягникпинг пп>.

ц = - т £ у  е̂нциал энергиясини ёзамиз: 
—гп£ Ц/ +  а ■ 0) соз 9 — а з т  0].

иу1даа

Т = ^ -11 _ 2 т ^  ~^а • 0)2 ■ 92 т% [(/ +  а • 0) соз9 — а з т 9 ] .

(1) формУ^3 УЧУИ ке])акли ҳосилаларни ҳисоблаймиз:
= т\1 +  аВ) • аВ* +  т§ [а соз 9 — (/ +  ц0) 31П 0 — а соз 9]

й /д1 
й( ( Р9

— ҳ

*п(1 -\-а • В)(аВ2 — §-з1П 9);
— = т(1 + о  • 0)2 • 0}

4(1 -ф а • 0;(2а • б2 +  )/ +  а. • В( • б").

«яДа (1) Л а г р ^НатИ)КЛ - ■ 1 <1нж тенгламаси қуйидагича ёзилади:

да(/ +  а • 9)[2« . ё2 4- (/ -г а ■ 6) • 0 -  а  • ё2 +  § зш 0] = 0.

ЬУ ^ни^пТчамл11 томонини т (I +  а ■ В) га булиб, ўхшаш 
ҳадлаГ «сак, маятник ҳаракатининг дифференциалтеНгл>“аси ҳосил

И -Ь а • 0) • 6 + а • 02 § 31П б = 0.
^-масала 

нннг
21

«аракати дцгЛЬ расмда тасвиРланган эллиптик маятник- 
'ши' - тебоанишл *>̂ еРенциал тёнгламалаРи ҳамда маятникнинг 
кичи̂ ' Р даври аниклансин. Ползун А нинг мас-
СЯС 13 сгерженц 6 қаралувчи В шарчанинг массаси т~г, вазн- 
сиз4-а олинмасц1нг узунлиги I деб олинсин. Ишқаланишлар
ҲИЕчиш А пол.ч"- 0 ,  ,

+,ли снстема'Ун ва °  шарчадан иборат идеал голоном боғ-
Ла"ган коордиш+инг ЭРКИНЛИК даражаси иккига тенг. Умум- 
■ПЯ|1' Р ^та учун А ползуннинг горизОнтал Ох ўҳ

буйлаб ҳаракатини аниқловчи х  
координатани, </, учун АВ стер- 
женнинг вертикалдан оғиш бур- 
чаги <р ни оламиз. У ҳолда, Лаг- 
ранжнинг иккинчи тур тенгла- 
малари қуйидагича ёзилади:

й_ /д Т  

а/ дх ' Ғ  =(Э-'
( 1)

 ̂ — - р .

(З̂ , Я умумлашган кучларн!
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ҳисоблаймиз. ни ҳисоблаш учун х  умумлашган коорди- 
ната буйича Ьх мумкин булган кучиш бериб, системага ҳуйил- 
ган кучларнинг бу кўчишдаги ишлари йиғиндисини ҳисоблай- 
миз. Бунда <р координата узгармайди деб қараймиз. У ҳолда
8/^ = 0, демак, <Э*= = 0  келиб чиқади. Энди <р умумлаш-

Ьх
ган координатага 8<р мумкин булган кучиш берамиз, д: ни эса 
узгармайди деб қараймиз. Бунда ЬА̂  = — 31П ро?. Бино-

М
барин = —- = — т ^ 1 81п <р.

?  Ь<р
Энди система кинетик энергиясини ҳисоблаймиз:

Т=  т +  т1 1 1 в ш

А ползун илгарилама ҳаракатда бўлгани учун унинг кинетик 
энергияси ТА қуйидагича топилади:

Т. = —т .ъ \ = — х 2.
А 2  А А 2

В шарчанинг (моддий нуқтанинг) кинетик энергияси Тв ни 
аниқлаймиз:

Бунда В нуқта мураккаб ҳаракатда бўлади:

^ - = * а  +  *Ь-
В нуқтанинг кўчирма тезлиги умумлашган тезлик орқали ъ*в =
= х, нисбий тезлиги эса угв = 1у муносабатлар орқали ифода- 

*—•
ланади. г>*в ва векторлари орасидаги бурчак эса <р га тенг. 
У ҳолда косинуслар теоремасига кўра:

=  (т>£)а-Нг>д)5-г2г>̂ т>̂  соз <р = х'1 + /2?2+  21х ср соз <р.
Бинобарин,

Тв = т  л'* +  ?  /2̂  + ш*1х ¥ со§ ?•

Натижада

г  = : /Л32 +  ҳ ^ 2<Р2 +  ? соз 9

ҳосил бўлади.
(1) тенгламаларни тузиш учун керакли ҳосилаларини ҳи- 

соблаймиз:
дТ  _  о  д_1 _  

Йл: ’ 0? /й2/л: <р з1п <р,
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Топилган С̂ ,. қийматлари ва ҳисобланган ҳосилаларни (1) 
га қўйиб қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

~  Кт1 +  т3) х  +  т%1 ср соз <р] =  0,
• • • •

I Ср +  X  СОЗ <р +  £• 31П <р =  0.
(2) система эллиптик маятник ҳаракатининг дифференциал тенг- 
ламаларидан иборат.

Маятнинг кичик тебранишлари қаралганда зга ф %  <р, с о з ? »  
% 1 деб олиш мумкин. Бу ҳолда (2) система қуйидагича ёзи- 
лади:

(тх +  т%) х  +  тг1 <р =  0, |
/<р+А‘ +  ^ср =  0. )

Бу тенгламаларнинг биринчисидан х  ни топиб (х  = ----- — — XV тх - т2
X <р), иккинчисига қўйсак, тебрангичнинг кичик тебранишлари 
дифференциал тенгламаси ҳосил бўлади:

ёки
I  <р т21 <р 

тх +  т2 +  й 'Т = 0

I • тх 
тг + т2<Р +  £ ?  =  0. (3)

Агар № — — • т' —■-т- белгилаш киритсак, (3) дифференциал 
I

тенглама

<р +  к?  <р =  0

куринишни олади. Маълумки, бу ҳолда тебранишлар даври 
қуйидагича топилади:

Г =  -  =  2 * 1 /’ _____I".
А '  Я1 + Я2 ^

121-§. Механик система ҳаракатининг каноник 
тенгламалари (Гамильтон тенгламалари)

Лагранжнинг иккинчи тур тенгламалари умумлашган коор- 
динаталарга нисбатан иккинчи тартибли & та дифференциал 
тенгламалардан иборат. Лекин янги ўзгарувчилар киритиб, бу
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тенгламалар системасини унга эквивалент булган 2к та бирин- 
чи тартибли дифференциал тенгламаларга келгириш мумкин. 
Бунда турлича усуллар мавжуд. Бу усуллардан бири Гамиль- 
тон усули булиб, янги ўзгарувчилар учун умумлашган ксор- 
динаталар қаторида умумлашган импульслар деб аталувчи 
Р) ўзгарувчилар киритилади. Умумлашган импульс р) қуйида- 
ги формулага биноан танланади:

— ~  = , (У =  1, 2.........к) (21.59)
дд) дд)

Бу тенгликни (21.50) — (21.53) муносабагларга асосан

Р, = 2  А, л  +  ВГ' (/ =  !. 2. • • •• Ь)- (21-6°)
М1-1

кўринишда ёзиш мумкин. (21.60) тенгламалар умумлашган 
тезликларга нисбатан алгебраик чизиқли тенгламалардан ибо- 
рат булиб, ундаги А^ ва В) умумлашган координаталарга боғ-
лиқ коэффициентлардир. 
детерминанти:

о  =
А
А

А

(21.60) тенгламалар

11 А]3 • • • 1̂*
21 А 22 • • • А2к

• .
• • • • ■ • ■ • • к

• • • Акк

системасининг

нолдан фарқлидир. Чунки £) =  0 бўлса, =Р 0 да кинетик энер- 
гия нолга тенг чиқиб қолади, бундай булиши мумкин эмас. 
Бинобарин, (21.60) системани умумлашган тезликларга нисба- 
тан ечиб, бу тезликларни умумлашгац координаталар ва умум- 
лашган импульслар орқали ифодалаш мумкин:

Я, Я) (?„ Я%1 • • •< Як’ Р ъ  • • •» Р к ’ 0,
и  =  1, 2, . . ., к). (21.61)

(21.61) дан шундай хулоса чиқади: механик системанинг их- 
тиёрий пайтдаги ҳолати умумлашган координаталар ва умум- 
лашган импульсларнинг қийматлари билан аниқланади.

Умумлашган координаталар ва умумлашган импульслар ка- 
ноник узгарувчилар ёки Гамильтон ўзгарувчилари дейилади.

Энди механик система ҳаракатининг каноник ўзгарувчилар- 
га нисбатан дифференциал тенгламаларини тузишга киришамиз. 
Бунинг учун Гамильтон функцияси деб аталувчи қуйидаги 
И  функцияни киритамиз:

ум д<1]
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Бу функциянинг варианиясини аниқлаймиз:

1Н ^  ^  <*/-
•^ - гГ ; .• 1' <тту = 1 ‘> ]=\ од.

Ьд, ' V  1Р/ . д. + у Р]ъў.'
]-• У-1

(21.59) ни эътиборга олсак, бу ифоданинг ўнг томонидаги ик- 
кинчи ва туртинчи кўшилувчилар йиғиндиси нолга тенг. (21.57) 
га асосан:

й!. _  1 М. \ _  4р) ^
ац ~ а1[ д ъ )~ * *  Р,‘

Натижада

8// =  — V  Р}ьЯ} +  V  Ърд, 
]=\ ]-\

(21.62)

келиб чикади. (21.61) га кура
#  =  Н  (9м Яг, • • .. Р и  Р и  ■ • •. Рь1 0- 

Шунинг учун Гамильтон функциясининг вариацняси

]_ I .у дО:м\ ■>
(21.63)

ўринлидир. (21.62) ва (21.63) тенгликларнинг чап томонлари 
бир хил бўлганидан ўнг томонлари ҳам тенг:

- ^ / Ч - + ' Ч 8л  =  ^ ~ Ч +  ^Т-ЬР!- (21-64) 
Г?\ ~  ~ д<! ' ~ 0р*

Системага голоном боғланишлар қўйилгани учун Ьц, ва 6р, ва- 
риациялар бир-бирига боғлиқ эмас ва (21.64) тенглик Ц, ва 
6р, вариацияларнинг ҳар қандай қийматларида ҳам уринли. 
Шунинг учун бу вариациялар олдидаги коэффициентлар тенг:

~  Р] = Я/ = дА— ■ (/ =  1, 2, . . ., к) (21.65) оу др,
(21 65) тенгламалар системаси механиканинг каноник тенг- 
ламалари ёки Гамилътон тенгламалари дейилади. Бу тенг- 
ламалар умумлашган координаталар ва умумлашган импульс- 
парг-1 нисбатан '1к та биринчи тартибли дифференциал тенгла- 
малардан иборат. Бошланғич шарглар берилиши билан бу тенг- 
ламалардан умумлашган координаталар ва умумлашган им- 
пульсларни вақтнинг маътум функциялари сифатида аниқлаш 
мумкин. Умумлашган координаталар ва умумлашган импульс- 
лар аниқлангандан сунг (21 69) формулалардан фойдаланиб 
умумлашган тезликларни ҳам топиш мумкин.

Гамильтон функцияси маълум физик маънога эга. Ҳақиқа- 
тан потенциал энергия умумлашган тезликларга боғлиқ булма- 
гани учун бу функцияни қуйида! ича тасвирлаш мумкин:
372
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Г=1 $4)
Маълумки, механик системага стационар боғланишлар қу- 

йилганда, кинетик энергия умумлашган тезликларга нисба- 
тан иккицчи тартибли бир жинсли функциядан иборат. Эйлер-

X Ц) =  27 булиб, (21.66) дан Н = Т  П ҳосил булади. Демак, 
голонои стационар богланашлар таъсаридаги механик 
систеиа учун Гаиильтон функцияси системанинг тулац 
механик энергиясина ифодалайди.

67-масала. Ньююн қонуни бўйича узаро тортишиш кучи 
таъсирида хОу текислигида ҳаракатланувчи т1г т3 массали 
М г ва М2 моддий нуқталардан иборат система учун (21.12- 
расм) Гамильтон функцияси ва ҳаракатнинг каноник тенглама- 
лари тузилсин. Бошланғич пайтда системанинг массалар мар- 
кази тинч ҳолатда туради.

Ечиш. Бошланғич пайтда система массалар маркази тинч 
ҳолатда булиб, нуҳталар фақат ички кучлар — Ньютон торги- 
шиш кучи таъсирида ҳаракатлангани учун, массалар маркази 
ҳаракатининг сақланиш қонунига кўра система массалар мар- 
кази С доимо қузғалмай қолади. Массалзр марказини коор 
дината боши деб олиб, ундан Мл ва М2 нуқталаргача бўлган 
масофаларни г,, г3, Л1гА12 масофани эса г билан белгилаймиз, 
равшанки, г =  г2.

М„ М2 нуқталар ҳолатини аниқлаш учун қутб координа- 
талар системасидан фойдаланамиз. У ҳолда нуқта ҳолати 
(г1( <р) билан, М 2 ҳолати (г2, <р-ГИ воситасида аниқланади.

Массалар маркази координата бошида бўлгани ва массалар 
марказини аниқлаш формуласини эътиборга олсак, г̂ тга, — грп., 
ўринлидир. Бинобарин, г, ва г2 катталиклар г орқали

т т
Г, г

т.х + т2 т, +  т, У

формулалар билан богланган. 
Шундай қилиб, ҳар қайси нуқ- 
танинг қутб радиуси ва қутб 
бурчаги мос равишда узаро боғ- 
лиқ булганидан, сисгема ҳолати 
нккита умумлашган координата: 

— г, <у2 = орқали аниқлана- 
ди. /

Гамильтон функциясини тузиш 11.12-расм.
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учун керак бўлган Лагранж функцияси £ =  Т — П ни аниқ-
У 1 Э Й М И З .

Бунла система кинетик энергияси М, ва .И7 нуқталар ки̂  
нетик энергияларининг йигиндисидан иборат:

г == +  ('+'Ц? +  /и2г>!|).

Нуқталар тезликларини қутб усулида аниқлаб, улардан 
умумлашган координаталарга ўтамиз:

» 3 - г | + ^ > - ( ^ - ) * ( г Ч - г У ) .

У ҳолда қуйидагига эришамиз:

У = -~— (г2 + г \ 2).
2 т, +  /и._>

Ньюгон қонуни бўйича тортишиш кучининг миқдори Ғ

( 0 '

ГТ11 /71̂ бўлиб, бу куч учун Ц потенциал функция

■ т ' *тз (2)

формуладан аниқланади. Бунда 7 —ўзаро тортишиш доимий- 
сидан иборат.

(1) ва (2) ни ҳамда V = — П бўлишини эътиборга олиб, 
Лагранж функциясини ёзамиз:

Ь = Т  — П = т ,/я2 г* + ггчг
2(т , +  т2) г (3)

(3) дан кўрамизки, Лангранж функцияси вақтга ошкор равиш- 
да боғлиқ эмас экан. Бинобарин, Гамильтон функцияси ҳам 
вақтга боғлиқ бўлмай, тулиқ механик энерги ши ифодалайди:

Н =  Г + П .
(21.59) формуладан фойдаланиб, умумлашган импульсларни 

аниқлаймиз:

Рг =
д1

дг

т,т2 * т,т« ,  '

т, +  т2 т л т ,  +  т 2

Бу тенгликлардан кўрамизки, умумлашган тезликлар умум- 
лашган импульслар орқали қуйидагича ифодаланади:

т, +  /я, 1 т, +  т2 /*»
Г —  р г , <р =  — .т,т- т,т2 г*

У ҳолда Гамильтон функциясини умумлашган координаталар 
ва умумлашган импульслар орқали қуйидагича ёзиш мумкин:
374
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— т, т% —. 
г (4)Н = Т + \ \ = -  т' + т> 

2 1П,т2

Энди система ҳаракатининг каноник тенгламаларини ёзамиз: 
дН т! + т2
орг тхт2 
дН _ т, + т2 р9

Г  = Рп

<?■ тхт2 г3’
«1 т.д от, + т 2• дН

^ - ^ 7 =  ,
дН  „

трп2
Р*
гз

(5)

(5) система умумлашган координаталар ва умумлашган им- 
пульсларга нисбатан биринчи тартибли дифференциал тенгла- 
малар системасидан ибораг.

122-§. Каноник тенгламаларнинг биринчи интеграллари

Каноник ўзгарувчиларнинг каноник тенгламаларни қаноат- 
лантирувчи ҳар ҳандай <?2, • • •, <?* Ри Ръ ■ ■ •> Рк ниймат- 
ларида узгармай қоладиган /(<?у, р ,̂ ?) функцияга каноник 
тенгламаларнинг биринчи интеграллари дейилади. Биринчи 
интеграл

/ ( 7 (. 7г, • • <?*; А> Р2...........Рк> 0  =  сопз!
кўринишга эга.

Фараз қилайлик, каноник тенгламаларнинг бошланғич т та 
биринчи интеграллари берилган булсин,

Д (7Я Рр *) = с^  (■»!= 1, 2.........т) (21.67)
бу ерда С ,— ўзгармас катталик. Умуман, биринчи интеграллар 
бир-бирига боғлиқ ёки боғлиқ бўлмаган тенгламалар билан 
ифодаланади. Каноник тенгламаларнинг (21.67) тенгламалар 
билан ифодаланувчи биринчи интегралларини бир-бирига боғ- 
лиқ бўлмаган тенгламалар деб қараймиз.

Агар т = 2к бўлиб, (21.67) системага кирувчи барча тенг- 
ламалар бир-бирига боглиқ бўлмаса, бу (21.67)система бирин- 
чи интегралларнинг тўлиқ системасини ташкил қилади. т = 2к 
биринчи интеграллардан иборат тулиқ система умумлашган 
координаталар ва умумлашган импульсларга нисбатан ечилиб,

7у — <Р,(С1, ■ • •• <&/)•
Р) =  Ф/(С\, С2, . . . ,  С2Й, ?). (у= 1,2, . . . ,  к)

кўринишда ифодаланиши мумкин, яъни барча умумлашган ко- 
ординаталар ва умумлашган импульслар вақтнинг ва 2к ўз-
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гармас сонларнинг маълум функциялари сифатида ифодалана- 
ди. Бу узгармас сонлар ихтиёрий булиб, улар одатдагидек 
бошланғич шартлардан аниқланади. Шундай қилиб 2к та бир- 
бирига боғлиқ булмаган биринчи интеграллар бошланғич шарт- 
ларнинг берилиши билан механик система ҳаракатини тулиқ 
аниқлайди.

Каноник тенгламаларнинг биринчи интегралларини бевосита 
аниқлаш мумкин бўлган баъзи хусусий ҳолларни куриб чиқа- 
миз:

1. Маълумки, механик системага стационар боғланишлар 
қўйилган булса, Гамильтон функцияси И  системанинг тулиқ 
механик энергиясини ифодалайди. Потенциал кучлар майдони- 
да ҳаракатланувчи система учун тўлиқ механик энергия ўз- 
гармас бўлганидан

Н (<?,, Ц2, ■ •  М  </*; Ри р2.........Рк) = С0П3*
келиб чиқади. Шундай қилиб биз биринчи интегрални аниқ- 
ладик. И  тулиқ механик энергия бўлгани учун бу интегралга 
энергия интеграли дейилади.

2. Фараз қилайлик, системанинг барча умумлашган коорди- 
наталари циклик бўлсин. У ҳолда бу координаталар Лагранж 
функциясига ошкор кўринишда кирмагацидек, Гамильтон функ- 
циясида ҳам ошкор равишда қатнашмайди. Гамильтон функ- 
цияси

И= Н (ри ................  /)
кўринишда бўлади. Каноник тенгламалардан к та 

Р\ ”  Р г “  С 2\ • * •* Р к  “  Ск

биринчи интеграллар ҳосил бўлади. Бу интеграллар циклик 
интеграллар дейилади. Гамильтон функциясидаги умумлаш- 
ган импульслар энди С;-(/'= 1, 2, . . к) узгармаслар билан 
алмаштирилиши мумкин:

И - И ( С и С2, . . . .  Ск, /).
Системага стационар боғланишлар қўйилган бўлса, Гамильтон 
функцияси вақтга боғлиқ булмайди ва каноник тенгламалар- 
нинг иккинчи группаси учун

<Н) = 5/. (/ = 1, 2 ...........к )

муносабатлар ҳосил булади. Бу ерда 5} — бирор ўзгармас сон- 
лар. Бу ифодалардан эса

Я)=  3)' I ~  Ск+/ (/ = 1» 2, . . . .  к)
тенгламалар ҳосил бўлади. Шундай қилиб стационар боғла- 
нишлар таъсиридаги голоном система учун барча умумлаш- 
ган координаталар циклик бўлган ҳолда каноник тенгламалар 
осонгина интегралланиб, умумлашган координаталар вақтнинг 
чизиқли функциялари сифатида ифодаланади.
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3. Э н + и  ; та умумлашган координаталардац I а* н цИКлиНкхлцК
(/^'АГбулган ҳолни қараймиз: 7-. </, «« ко0р рор*
динагалар, д[+1. Ягч, ■ • . Чь ни эса цикл„к булма:ан к0орди'0дн' 
наталар дейлик. Ьу ҳолда Гамильтон функцияси ц бултЭул' 
маган координаталар ва улар тегнШли бўлгай Ц,пульСлаЬгмЬг5 
боглиқ бўлади. Каноник тенгламаларга асосан ЦИД,и' к0Рр™ и- 
наталарга тегишли. импульслар ў згармас бўлганик,* Га/ И 
то I функциясида бу импульслар з?рНига тегишли ^  (а&\ 2| 2 

ўзгармаслар қўйилади. Бинобарин, Гамцль^ фу1Лия!1№

Н ̂  Н  (<?/+), 9,+2, • • •, Як’ Рг+и Рг+2.
С1, С%, с /; 0

....
(21.68ф!58)

кўринишда бўлади. Циклик бўлмаган координатал^ пЯ ула(М_ 
га мос импульслар учун каноник тенгламаларни ёэ“МиВз; У Р ! Р

Лчх дН  йрг дН
а дру ' аГ дду, " ^   ̂ 7 +  2, . ^ (2Г69ЦЙ)

Бу тенгламалар циклик координаталарга ва уларг, с Им. |М. 
пульсларга боғлиқ булмаган 2 (к — 1) мустақил ^ глямалап--ю- 
дан иборат системани ташкил қилади> ғ г

Фараз қилайлик, (21.69) система интегралланснв, ПЪН|, бап- о- 
ча диклик булмаган координаталар аа уларга мос «нпульслар «р 
вақгнинг маълум функциялари сифатИда ифодалшс^ т 59) 19) 
тенгламаларнинг сони 2 (к -  I) бўлмагани учунб/(|ьн ' ИЯЛап п 
ушбу тенгламаларни интеграллаш натижасида гайд̂  ^ лЗЛи. . 
ган 2 (к — I) интеграл доимийларига Ва (21.69) теигламЛпДа. .. 
ги Гамильтон функциясига аввалдан кирувчи I та С ўзгар^ с. .. 
ларга боғлиқ бўлади: ,у ^

Яу ~  Яу (С,, С2, . . с  ; 5
РХ Рг (С\' С2> • • С ;  5

(X =  / + 1, / ~1~ 2, . • •> к). (21 ^О)
Шундай қилиб бу ерда биз циклик бўлмаган коорди аШар- 
ни ва уларга мос импульсларни аниқЛашНИнГ умумц̂ ' 
кўрсатдик.

Циклик координаталарга мос импуЛЬСдар эса юко̂ ( Г к ур_ 
сатилганидек ўзгармасларга айнан тоНг бўлади. Циип,,'к ко- 
ординаталарни аниқлаш энди қуйидагИча бажардМД  ̂ Пик/^к 
координаталар учун каноник тенгламалар ёзилади ва 'бу ^цг- 
ламалардаги Гамильтон функцияларида циклик ксорДанаталйр* 
га мос импульслар ўрнига мос ўзгармаслар қўйиЛН;"

<4
й( • (<* =  !. 2, I) (2171)

Н  даги циклик 0>лмаган координаталар Ва уларга о0С иМ 
пульслар (21.70) га асосан алмаштирилади. У ҳол» Гам|Ль-
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тон функцияси 2 (к — I ) -{■ I та ихтиёрий ўзгармас сонларга ва 
/ вақтга боғлиқ бўлади. Бинобарин, (21.71) тенгламалардан 
алоҳида-алоҳида бир-бирига боғлиқ бўлмаган ҳолда ўзгарув- 
чиларни алмаштириш ва уларни

_га) ' ^ , ( а = 1 .2 , ,  /)
куринишда ёзиш мумкин. Интеграллаш натижасида

Я. 1 I
а

•<Н +  Оя: (« =  1. 2......... I)  (21.72)

ифодалар ҳосил бўлади. Интеграллашда пайдо бўлган Ол ўз- 
гармасларни ҳисобга олганда ихтиёрий ўзгармасларнинг уму- 
мий сони 2к, яъни каноник тенгламалар сонига тенг булади. 
Шундай қилиб I та циклик координаталар мавжуд булганда 
2к каноник тенгламалардан 2 ( к  —  I) тасинигина алоҳида олиб 
интеграллашга тўғри келади. Ушбу 2 (к — 1) та тенгламалар 
интегралланганидан сунг I циклик координаталар (21.72) квад- 
ратуралардан осонгина аниқланиши мумкин.

Системага қўйилган боғланишлар стационар булган ҳолда, 
д Нмаълумки, /-т— ) | Вл (5а — бирор узгармас сонлар) бў-

' а I а а

либ, (21.72) дан
Я а ^ Ва * +  (“ =  1 • 2> • • •! 0

тенгламалар ҳосил бўлади. Кўрамизки, бу ҳолда циклик ко- 
ординагалар вақтнинг чизиқли функциялари булади.

68-масала. т массали моддий нуқтанинг инерция бўйича 
ҳаракати тенгламалари Гамильтон функциясидан фойдаланиб 
аниқлансин.

Ечиш. Эркин моддий нуқтанинг эркинлик даражаси 3 га 
тенг. Моддий нуқтанинг Декарт координаталарини умумлаш- 
ган координаталар деб оламиз: =  лс, </, =  у, =
Бу нуқта кинетик энергияси

Т = '+{х> + у* + г*).

Нуқта инерция бўйича ҳаракатда бўлгани учун П =  0. Бино- 
барин, Ь =  Т =  — {.+ + уг +  2?). Лагранж функцияси таркиби-
да нуқта координаталари х, у, г ошкор қатнашмагани учун, 
бу координаталар циклик координаталар булиб, умумлашган 
импульслар ўзгармас бўлади:

дЬ
Ру =“ -  =  ту =  

дЬр г =  — — т г  =  у.

( 1 )
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(1) система каноник тенгламаларнинг биринчи интеграллари— 
циклик интеграллардир. Шунга кура Гамильтон функцияси

/ /= - А =  ^ ( ^  +  ^  +  Г)
1т

кўринишни олади. 
У ҳолда

д Н  а •
— =  у
да т

дн_ _  _в_ • =  а// _  ^
дЭ т' д-{ т

Бу дифференциал тенгламаларни интеграллаб, нуқтанинг 

д:*= — / +  С,, у =  — / +С2, г =  — / +  С3
т т т

кўринишдаги ҳаракат тенгламаларини ҳосил қиламиз. КурЯ* 
мизки, нуқта координаталари вақтнинг чизиқли функциялари 
сифатида ифодаланади.

123-§. Каноник тенгламаларнинг биринчи 
интегралларини Пуассон қавслари ёрдамида аниқлаш

Функция каноник тенгламаларнинг биринчи интеграли бу'_ 
лиши учун қандай шартни қаноатлантириши кераклиги мас^' 
ласини, шунингдек, маълум биринчи интеграллардан янги 6И’ 
ринчи интегрални топиш масаласини кўрамиз. Фараз қилайлиК» 
бирор Р), /) =  сопз! функция каноник тенгламаларииКГ 
биринчи интеграли булсин. У ҳолда / функциянинг вақтга ниС-~ 
батан тулиқ ҳосиласи нолга тенг булади, яъни

к

(21.65) каноник тенгламалардан фоЧдаланиб, бу ифодани

^  +  =  0 (21,73)
д( ЛшАдд) др) др) дц)]

кўринишда ёзамиз. Пуассон қавслари тушунчасини киритЗ* 
миз. Каноник ўзгарувчиларнинг иккита <р ва ф функциялари 
учун Пуассон қавси деб қуйидаги кўринишдаги ифодага айтт1" 
лади:

(<р.

ду ду 

дЦ) др)
дЬ дЬ
дЦ) дР)

д? ду дф ^
дд) др) др) 0<?_,/*

(21.74)

а/
Курамизки, (21.73) тенгликнинг чап томонидаги — дан таи1'

д(
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қари йиғинди /  функция ва Гамильтон функцияси Н  учун 
Пуассон қавсидан ибораг. Бинобарин, (21.73) ни

| + ( А Я ) =  0 (21.75)

кўринишда ёзиш мумкин. (21.75) ифода /  =  сопз! функция ка- 
ноник тенгламаларнинг биринчи интеграли бўлишининг зарур 
ва етарли шартидир. (21.75) шартнинг зарурийлиги уни келти- 
риб чиқаришдан кўриниб турибди. (21 75) ни ҳосил қилишда- 
ги мулоҳазаларга тескари мулоҳазалар юритиб,' бу шартнинг 
етарли эканлигини ҳам кўрсатиш мумкин.

Пуассон қавсларининг хоссаларина исботсиз келтириб ўта- 
миз:

1. Пуассон қавси 7, .........цк\ р и р2...........рк ўзгарув-
чиларга боғлиқ бўлган иккита <р ва Ф функциялардан тузилган 
бўлсин. У ҳолда 9 ва ф функцияларнинг уринлари алмашти- 
рилса, Пуассон қавсининг ишораси ўзгаради, яъни

(?. Ф) =  —  (Ф, ?)•
2. Агар а бирор ўзгармас сон бўлса, қуйидаги уринлидир:

(а  • ср, ф) =  а ( 9 , ф ).

3 Агар функциялардан бири айнан ўзгармас булса (маса- 
лан, ф =  С), Пуассон қавси нолга тенг бўлади:

(9, С) =  0.
4. Пуассон қавсидан I бўйича хусусий ҳосила олиш икки 

функциянинг кўпайтмасидан ҳосила олиш каби бажарилади:

? + •  « " ( л 1 +)+ (’ ■*)•
Ушбу хосса ихтиёрий каноник узгарувчиларга нисбатан ҳам 
уринли.

5. Учта /, 9, ф функциялар учун қуйидаги айният ўринли- 
дир:

(/, (<Р, Ф)) +  (<Р. (Ф, /)) +  (Ф, (/. ?))=0.
Бу айниятга Пуассон айнияти дейилади.

Юқоридаги хоссалардан фойдаланиб қуйидаги, Пуассон те- 
оремасини исбот қилиш мумкин.

Теорема. Агар 9 =  С, ва ф =  С2 каноник тенгламаларнинг 
бирити интеграллари бўлса, ( 9 , ф) ҳам бу тенгламалар- 
нинг баринии интеграллари бўлади.

Исбот. Теореманинг шартига асосан

^ + ( 9, Я) = 0; ^  +  (ф, Я) = 0 (21.76)

булади. Н, 9, ф функциялар учун Пуассон айниятини ёзамиз: 
((?. Ф), Я) +  ((ф, Н), 9) +  ((Н, 9), ф) эк 0.

380
www.ziyouz.com kutubxonasi



(21.76) дан (<р, Н), (<р, Н) ни топиб, бу айниятга қуямиз:

< о , « .  " < + ( - £ ■  ? ) + Й -

1 ва 4 хоссаларга кўра бу ифодалардан

-,(?• '?) +  ((?• Ф).ос
келиб чиқади. Бунда (21.75) ни эътиборга олсак, (<р, ф) = С8 
Пуассон қавси каноник тенгламаларнинг биринчи интеграли 
бўлиши келиб чиқади.

Пуассон теоремаси ёрдамида мавжуд биринчи ингеграл- 
лардан фойдаланиб, янги биринчи ингегралларни ҳосил қилиш 
мумкин.

Характерли бир мисол келтирамиз. Фараз қилайлик, қара- 
лаётган системага қуйилган боғланишлар стационар бўлсин. У 
ҳолда, маълумки, Н =  С̂  каноник тенгламаларнинг биринчи 
интеграли бўлади. ср (?у, р/, () = С2 функция ҳам биринчи ин- 
теграл булсин. Пуассон теоремасига асосан

(<Р, Н) =  С3
функция ҳам биринчи ингеграл булади. У ҳолда (21.75) га 
кура:

Демак, <р функция I вақтнинг ошкор функцияси ҳамда <р = С2 
берилган системанинг биринчи интеграли булса,

ҳам биринчи интеграл дея оламиз. Шунингдек, <р функциянинг 
вақтга нисбатан хусусий ҳосилалари ҳам вақтнинг ошкор 
функциялари бўлганда

д^
'дЪ' йг*...........

функциялар каноник тенгламаларнинг биринчи интеграллари 
бўлади.

Пуассон теоремаси ёрдамида мавжуд биринчи интеграллар- 
дан фойцаланиб янги биринчи интегралларни ҳосил қилишни 
чексиз давом эттириш мумкин. Лекин ҳосил бўлган биринчи 
интеграллардан фақат 2к тасигина бир-бирига боғлиқ бўлмай- 
ди, қолганлари бу биринчи интегралларга боғлиқ бўлади. Бу 
ерда шуни алоҳида таъкидлаш керакки, агар иккита биринчи 
интеграллардан тузилган Пуассон қавси айнан нолга тенг бўл- 
са, бу қавс биринчи интегрални ташкил қилмайди.

69- масала. Инерция бўйича ҳаракагланувчи моддий нуқта 
учун ҳаракат миқдори ингеграллари (68-масала ечимига қа- 
ранг):
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рх = тх = а, ру =  ту = Ь, р2= тг= у
ҳамда ҳаракат миқдори моментлари интеграллари

1х =  >Рг — 2Ру= ® ,  1у =  грх - х р г = ^ ,  I ,  «  х р у -  у /^  =  <р
мавжуд Ся, р, 7, 6, ф, 9 — ўзгармас катталиклар) бўлса, (/л, 

) = 1 1 =хру — урх =у  бажарилиши исботлансин.
Ечиш. 1у) Пуассон ҳавсларини тузамиз:

(/ / ) _  <?/у ££, 0/у _£Л- £/£ ,
■** # йа: дд* д* ' йу бду дду ду

( 1)
Й/ , 0 / ,  01 х 01,"•у _ умг '/М.
йг ф г йг *

Берилганлардан фойдаланиб, (1) учун керакли ҳосилаларни 
ҳисоблаймиз:

(2)

еки

д1х
=  0, —  = д!хп „ — V

д!у
д х ду ■ г ' дг Г ■ д х ду

д !. _ . д(х с\ д! х д!„
л ~ РХ' дРх =

= ° ,  —'г —
дру

— г

N 
!•' II

д/„
<>Рх

II
>ч| >ч

N1 11
•ъ 1̂0* 

о

-  х .

(1) га қўямиз:
(*Л. 1 ,)  = - Р у  • ( - х ) - - У - Р х = ХРу -

(1х, . ) « 1 г ~

Шуни исботлаш керак эди.

ХХП боб. ТЕБРАНИШЛАР НАЗАРИЯСИ

Моддий нуҳта ҳаракатининг дифференциал тенгламаларини 
тузиш ва бу тенгламаларни интеграллашга мисол сифатида 
нуқтанинг туғри чизиқли тебранма ҳаракатини қараб чиққан 
эдик. Энди механик системанинг кичик тебранишларини ўрга- 
нишга утамиз.

Тебранишлар содир буладиган жараёнларнинг моҳияти тур- 
лича бўлишига қарамасдан, уларнинг характерли хусусиятла- 
ри бир хил ёки бир-бирига яқин қонуниятларга бўйсунади. 
Масалан, маятникнинг, пружинага осилган юкнинг, вагон ку- 
зовининг тебранишлари, электр контурдаги тебранишлар, ке- 
мани сувда чайқалиши бир хил дифференциал тенгламалар 
билан ифодаланиши мумкин. Тебранишларнинг умумий қону- 
ниятларини тебранишлар назарияси ўрганади.

Тебранишлар улар содир бўладиган системаларнинг асосий 
физик хусусиятларига қараб классификацияланади. Барча теб- 
ранишлар улар ссдир булаётган сисгемаларнинг қандай тузи-
382
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,СИ б И Р Г а

лишига қараб зркинлик дарая» бУлинаДи. ^нг ва юп П| 
сисгемалардаги тебранишларг^УРи • ^ар., ^  ,

Тебранишларни эркин, маям аж р ат^ м етр и к  тебра' ^  
автотебранишлар каби турлар/лаиишл^р мумкин. ^ |

1. Эркин (ёки хусусий) те^ндан с$,,1(ч ашқи татАи
жасида мувозанатдан чиқарил» У3 Ҳ°лип »»'
системадаги тебранишлардир. ристема^а 'а

2. Мажбурий тебранишлар ,И кУчл^р тебраниш.Лр ^
лнқсиз равишда таъсир қилув',нг8шКРи КТ̂ ^ СИсТтешй '̂ а $ 
лади. Бу ҳолда тебранишларн»,; таШЧИ ТЧ С" С”̂  ^  
суснятларига қараганда кўпро син к> “■ \)Д
ланади. 1 сисгеман

3. Параметрик тебранишла/рк юКи^ин{Пг бирор озр^т^ 
ни (масалан, пружинали маяп),(1и’ те ^ани массасиш’
тик маятник ипининг узунлиг»^агининг . и контурц ,) д 
саторининг сиғимини ёки ға/Илан вУ»ку Ндуктивлиги 
оавишда даврий ўзгартириш б»»га таиЧаи ’а келади, -вг

4. Автотебранишлар систеЛ» соднп бў,|дан ДавР“й \
таъ:ир этилмаган тақдирда ҳ^йнида с^р. )адиган Ф»»рг\  ̂
ранишлардир. Тебраниш жараТ ўзидд бу^анадиган 
қоплайдиган манба системанимсалалар уг'ади' /4

Тебранишларга доир кўп УРгациц̂ >увор муво» 
рофидаги кичик тебранишларТтеРлана4ики̂  келтиРилэД(1а р 
тебранишлар шу билан харак'лЗгина Нет^' бунда сист̂ оьV- 
ланғич мувозанат ҳолатидан ц»иг УмУмла шади' :»т» I; 
ғич мувозанаг ҳолат системан 0. сиСт^мав,^1ган коорди̂  ҳП 
учун саноқ боши қилиб олин^»Иган ноор„ мУв03ан31 К,. 
дан озгина четланиши умумла ради. ^ун^инаталаршк»» м^|{ 
қийматлари билан характерла 1Нда У̂ умло4'1 *ол 
кичик тебранишларини ўргангОиб°Рга о,к.шган К00РЯ>Ср̂ \ 
нинг юқори даражаларини эъ »̂алаРИ||и ,, яслик ва гС,1е „̂ 
ларнинг дифференциал тенгла рини б^ра̂ зиқли диффе; ^ 
тенгламаларга келтириш имко

Р Р ва Чоу», ,»а,
124-§. Системанинг устуво»ихле теорр,ГЎвоР мУв°за Ц

Лагранж-Ди^ ^асистувор 8а ,0
Системанинг мувозанати уЛик сисуе#Чоустувор >»У>|̂ 1а 

ларга ажратилади. Агар меха^иб, Ул4рГа нуқталаринй^а в 
нат ҳолатидан озгина силжитДнг ^оц»ла,|р̂ичик тезлцв'г^  
рилгандан сунг система утнУрнат^а Де̂ 114 ҳолатнац ^  V  
ласа, система устувор мувозв/лЪ& чет^ат Члади. Аксин̂ т  ̂
тема мувозанат ҳолатдан озгГ^ма н0Ус/?г̂ '1таниДа бу ^лс^д 
тобора ортиб бораверса, систе мувозаШ ^
собланади. .'1ал Р̂ ^Шцд

Усгувор мувозанатни форм//возанаГи Қуйидагича  ̂
лаш мумкин. Системанинг му^нсин. <Ьардтг  0  =  1. 2, г
координаталар билан белгила^00РАИ11ата,1гНилаилиК.К й Л , 
ланғич вақтда системанинг /  'чрига ду0 цЎ V
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бериб, у мувозанатдан чиқарилган ва эса система нуқта- 
ларининг бошланғич тезликлари булсин. Агар £ > 0  мусбат 
сон уяун унга боғлиқ булган шундай икката мусбат ч\ ва 
■»], сонларни кўрсатиш мумкин булсаки.

'  =  Да 1?/0 г/}ь>| < т ; (с) ва ( г//о| <  п, (Е), (у =  1 , 2, . . . . * )

учун I вақтнинг ихтиёрий моментида
1 ^ - * Г 1 < е' (/ =1> 2, . . . .  к)

ўринли бўлса, системанинг мўвозаната устувор мувозанат 
деаилади.

Равшанки, системанинг дастлабки мувозанат ҳолати ноус» 
тувор бўлса, унинг бу ҳолат атрофидаги тебранишлари кичик 
тебранишлардан иборат булмайди. Бинобарин, системанинг 
кичик тебранишларини урганишда системанинг дастлабки му- 
возанатини устувор мувозанат деб қабул қиламиз.

Голоном, идеал боғланишли консерватив механик систе- 
мани қараймиз. Бундай системанинг мувозанат ҳолати учун 
барча умумлашган координаталар нолга тенг булиб, П потен- 
циал энергия экстремалликнинг зарурий шартини қаноатлан- 
тиради:

<эп
Л/, 0. ( / = 1 ,  2 ...........к )

Система мувозанати устувор бўлишининг етарли шарти 
қуйидаги теорема билан ифодаланади.

Теорема. Агар голоном, идеал боғланишли консерватив 
системанинг мувозанат ҳолатдаги потенциал энергияси 
минимумга эга бўлса, ўнинг бу мувозанати устувор муво- 
занат булади.

Бу теоремани даставвал Лагранж келтирган Лекин унинг 
узил-кесил исботини Дирихле бажарган. Шунинг учун ҳам 
бу теорема Лагранж-Дирихле теоремаси деб юритилади. 
Теоремани исбот қиламиз. Системанинг мувозанат ҳолатдаги, 
теоремада назарда тутилган минимум потенциал энергияси П, 
бўлсин. ( / =  1, 2, . . . .  к) орқали умумлашган коорди-
наталарнинг мувозанат ҳолат атрофидаги қийматдарининг шун- 
дай соҳасини белгилайликки, умумлашган координаталарнинг 
бу соҳа ичидаги ва унинг чегарасидаги қийматлари учун П >  
>  П, ўринли бўлсин. <7̂  координаталар қийматларининг ушбу 
соҳасини функция манимумининг соҳаси дейилади коор- 
динаталардан бирортаси функция минимуми соҳасининг чега- 
расида бўлганида, яъни д, = ±  е да П потенциал энергиянинг 
қийматларини курайлик. Потенциал энергиянинг бу қийматла- 
ри ичида энг кичиги албатта, П, дан катта бўлади. Уни П, +  
-Ь а орқали белгилайлик, бунда а >0. Шундай қилиб, ҳеч 
бўлмаганда битта умумлашган координата функция минимуми 
соҳасининг чегарасида ётса,
384
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бўлади. Сисгемани бошланғич мувозанат ҳолатдан чиқар 
Бунинг учун умумлашган координаталарга функция мис'м,у* 
ми соҳасининг қийматларидан бериб, система нуқтал&имг | 
силжитамиз ва уларга кичик бошланғич тезликлар бе рг Р. ^  
Қаралаётган механик система консерватив система бў<шУ' 
учун унга нисбатан тулиқ механик энергиянинг сақланиц,го,4Г 
нуни уринли, яъни '

т +  П == Т0 +  П0. (^2
Бунда Т0, Н0 — мос равишда системанинг  ̂=  0 бошл^ 4 
пайтдаги кинетик ва потенциал энергияларидир. Доимо / "  " 
булгани учун (22.2) дан қуйидаги муносабатни ёзиш му;ц ^  у :

Ч <  Т0 -у П0.

Системани мувозанаг ҳолатлан чиқаришда умумлз^1га'координаталар ва </, умумлашган тезликлар қийматларини /  
даражада кичик қилиб олиш мумкинки, ш'

п о <  П1 +  <  ~£ £
П — потенциал энергия </у умумлашган координата* /  
— кинетик энергия эса <7/ умумлашган координат^ аРу

ва <7у умумлашган тезликларнинг узлуксиз функцияси булг

бўлсин. 
нинг, Т

учун (22.4) ни ҳамма вақт амалга ошириш мумкин 
(22,4) дан ихтиёрий пайт учун

П < П 4 +  ос

(22.3 йнй | 
ВЭ

<2*.
келиб чиқади. (22.5) дан курамизки, механик система нуь 
ларига кичик тезликлар бериб, системани мувозанатдан 
қарганимиздан кейинги ҳаракат давомида система умумлаш^ 
координаталарининг қийматлари функциянинг минимум соуан

5)

га-
ги-

си ичида қоляпти, яъни система ҳаракат давомида мувоза|;\а-
ат

Пс-
ҳолатдан узоқлашишга интилаётгани йўқ. Ҳақиқатан, агар 
тема кейинги ҳаракати давомида мувозанат ҳолатдан узоқ^~ 
шишга интилса, умумлашган координаталарнинг қийматл§а‘ 
функция минимум соҳаси чегарасига тушиб, (22.1) уринли 
либ қолар эди. (22.5) га асосан бундай бўлиши мумкин эм/-
Демак, системанинг дасглабки 
бўлади.

ҳолати устувор мувозанат с.
4а

125-§. Механик система кинетик энергияси билан 
потенциал энергиясининг тақрибий ифодалари

Механик системанииг умумлашган координаталари учун 
ноқ бошини системанинг устувор мувозанаг ҳолатида олами '̂ 
Системанинг мувозанат ҳолати атрофидаги кичик ҳаракатл^ 
рини урганамиз. Бу ҳаракатлар умумлашган координатала/
5-5955  3»www.ziyouz.com kutubxonasi



нинг кичик қийматлари билан ифодаланади. Буни эътиборга 
олиб, системанинг мувозанат ҳолати атрофидаги кичик ҳара- 
катлари учун кинетик ва потенциал энергияларнинг ифодала- 
рини аниқлаймиз.

Маълумки, агар системага стационар боғланишлар қўйилган 
булса, системанинг кинетик энергияси (119- §)

кўринишда ифодаланар эди. Бунда Л, -  бўлиб, бу коэф- 
фициентлар умумлашган координаталарнинг функцияларидир. 
Улар I вақтга боғлиқ эмас. коэффициентларни координа- 
талар боши атрофида қаторга ёямиз:

координаталар бошидаги қийматлари бўлганидан улар ўзгар- 
мас катталиклардир.

Юқорида таъкидлаганимиздек, системанинг умумлашган 
координаталарининг кичик қийматлари билан характерланувчи 
кичик миқдорларни текширамиз. Шунинг учун кинетик энер- 
гиянинг, кейинчалик эса погенциал энергиянинг ифодаларида- 
ги умумлашган координагалар ва умумлашган тезликларга 
нисбатан учинчи ва ундан юқори даражали кичик ҳадтарни 
эътиборга олмаймиз. У ҳолда система кинегиқ энергиясининг 
тақрибий ифодаси қуйидаги кўринишда бўлади:

Эркинлик даражаси бирга тенг системанинг ҳолати <?, = <7 
умумлашган координата билан аниқланса, (22.6) ифода

кўринишда ёзилади. (22.7) даги а =  (Ли)0 ўзгармас сон инер- 
ция коэффициенти деб аталади ва у масса ёки инерция мо- 
менти ўлчов бирлигига эга.

Энди потенциал энергияни тақрибан ҳисоблашга \'тамиз. 
Потенциал энергия ифодасини координаталар боши атрофида 
қаторга ёямиз:

(22.6)

^ Ми)о ' Я\ ‘

(22.7)
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п тт , > 1  V /
М------(22 8)

Т-1
ап *\ — тегишли иф°ДаЛаР{1!г  - п  / 011 1 / " 1ьунда о. \ 0ч '  ̂ дд011 озгав.^Г коорди-

”■’« «„и, демак, улар У31“р\наталар бошидаги қийматларсон аниқ/ иги£а то п / сонлар.
Потенциал энергия ўзгармаг,,. 
П0 =  0 деб олиш мумкин. Ш“нннглек. системаниц,^гани учун

ҳолати учу
Т йпГ _ Т  (21.28 а) форму^ мувозанат
н ; л... I *-) (11о ____^  буЛадИ,/о

Учинчи ва ундан юқори дар:0Ж ЭЛИ К И Ч И К  Ҳ В Д Д ЗЙ !

л-тувор мувозанат Ҳцц ҳисобга олмаи механик системанинг Уот' ни£ал эНергияни^аТИ атро.
фидаги ҳаракатлари учун 
ифодасини ёзиш мумкин: тақрибий

П
д И

дЧпд^
«1, &

д1
а*п \ . .цтамиз, бунда *
Ш Г ) - С*  белгилаш кири V У ҳолдаI *» 0 Ъ

(22.9)П 1  £  сг №
2 ц, Е-1

келиб чиқади. консерватив сисТ|
Эркинлик даражаси бирга ’ н 'Мг1 Потен-

циал энергияси учун (22.9) ист

п - ' Г

у си ‘

( 22. 10)

/ — ) ^елгила^
кўринишда ёзилади. Бунда с+” " \дд )0 ' к*тритил-

лл л л , , цциенти ёки бикирган бўлиб, с бикирлик коэффг ' д е б ата-
лади.
ю« й а  о й тП-а тенг мех^ник с^126-§. Эркинлик даражаси биҒ бранишла{7И >е<ианинг

хусусий кичии 1
л ^нг ва фақат гТ°теНЦ11а Эркинлик даражаси бирга т* ат*ни а ^мумлац, ^ уЧдар

таъсиридаги механик система *; • а ўзинпнг у сту в о ^  Коор- 
Дината орқали аниқлаимиз. Сис’ кийматга четга  „ ^ увоза- 
нат ҳолати (д = 0) дан </0 ки ' Хп\ а 1зилиб,

бошланғич тезлик билан қуй! потенциал энерПцАз систе-
ма кинетик энергиясини (22.7)’ Т===Д ; ^ И эса
/оо юч * , р  мумкин; *(22.10) тенглик билан ифодалг’ )а п «*

-бикик
Д ,, III III п 1А1 1\,11 I=  — сц", бунда а — инерция коэ ффициенти, с

V КОЭф-

88 <www.ziyouz.com kutubxonasi



фициентидан ибораг. Буларни эътиборга олган ҳолда система 
ҳаракагини аниқлаш учун Лагранжнинг иккинчи тур тенгла- 
масини тузамиз:

а
й1 \Ьц 1 **

(22.7) дан ҳосилалар ҳисоблаймиз:
дт_ дТ_
дп ~  .• =я</,дддц

а /дт\

( 22. 11)

(22.12)

Погенциал кучлар учун умумлашган кучлар (21.23) га кў- 
ра <3--------формуладан аниқланади. Шунга кўра, (22.10) ни(Н
эътиборга олиб, қуйидаги ҳосил қилинади:

Натижада (22.11) дифференциал тенглама

ац =  — с#
кўринишни олади. Бунда

£2= -  (22.13)
а

белгилаш киритсак, тенглама қуйидагича ёзилади:

? +  £'?<7 =  0. (22.14)
(22.14) моддий нуқтанинг тебранма ҳаракати дифференциал 
тенгламаси (14.3) нинг ўзидир. Шунинг учун (22.14) нинг

/ =  0, 9 =  ^о, ? =  </о

бошланғич шартларни қаноатлантирувчи ечимини аниқлашда
(14.3) нинг ечими (14.8) ёки (14.11) дан фойдаланиб, уни қуйи- 
дагича ёзиш мумкин:

ёки
д =  д0соз +  — 81п к(к (22.15)

д =  А з т  (к1 а). (22.16)

Бунда А ва а (14.10) га кўра қуйидагича топилади:

V  ** Ча
(22.17)

Шундай қилиб потенциал кучлар таъсиридаги системанинг ус- 
тувор мувозанати атрофидаги ҳаракати (22.14) дифференциал 
тенглама билан ифодаланади ва бундай ҳаракат системанинг 
кичик хусусий (эркин) тебранма ҳаракати дейилади. Хусусий 
тебранма ҳаракат графиги 22.1-расмда кўрсатилган.

Маълумки, А —тебраниш амплитудаси, а —бошланғич фаза 
дейилади. Хусусий тебранишлар даври (14.12) каби
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т (22.18)

формуладан аниқланади.
Хусусий тебранма ҳаракатларни <7 ва <7 фазавий ўзгарув- 

чилар текислиги — фазалар текислигида ҳам тасвирлаш мум-
кин. Моддий нуқтанинг тебранишлари учун х  ва т =  х фаза- 
вий ўзгарувчилар бўлади. У ҳолда

х  =  А з!п [к1 -р а), V =  Ак соз ( М  +  а)

муносабатлардан I ваҳтни йўқотиш билан фазалар текислиги- 
даги у2 10 •

— +  —  =  1 
А* Л*к*

эллипслар тупламини ҳосил қиламиз (22.2- расм). А параметрга 
боғлиқ булган бу эгри чизиқлар фазавий пграекториялар 
дейилади. Нуқтанинг мувозанат ҳолатид! фазалар текислиги- 
нинг х = 0, ‘0 =  0 нуқтаси, яъни координата боши мос келади. 
Моддий нуқта тебранганда вақг ўтиши билан унинг х  коор- 
динатаси ва V тезлиги узгариб, ҳар бир пайт учун фазалар 
текислигида координаталари х, V бўлган тасвирловчи нуқта 
мос келади. Битта тула тебраниш даврида ҳаракатни тасвир- 
ловчи нуқта эллипс чизади.

127-§. Эркинлик даражаси бирга тенг система хусусий 
тебранишларига тезликка пропорционал ўзгарувчи 

қаршилик кучининг гаъсири

Эркинлик даражаси бирга тенг, потенциал кучлар таъЛри- 
даги система нуқталарига уларнинг тезликларига пропорцио- 
нал равишда ўзгарувчи қаршилик кучлари ҳам таъсир қилсин. 
Бундай кучлар система нуқталарининг тезликларига қарама- 
қарши йуналганини эътиборга олиб, уларни
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$ { ---------$1Г I (22.19)
кўринишда ифодалаймиз. —узгармас коэффиаиентлар (р£>0),
Г;—система т{[1 =  1, 2, . . .  ,п) массали нуқтасинчнг радиус- 
вектори. Лагранжнинг иккинчи тур тенгламасини мазкур сис- 
темага тадбиқ этишда умумлашган кучларни икки группага 
ажратамиз:

1) потенциал кучларга тегишли умумлашган куч, уни <3П 
орқали белгилаймиз;

2) (22.19) формула билан аниқланувчи қаршилик кучларига 
тегишли умумлашган куч, уни билан белгилаймиз.

У ҳолда Лагранжнинг иккинчи тур тенгламаси қуйидагича 
ёзилади:

Бундаги Т— системанинг кинетик энергияси, у (22.7) тенглик 
дан аниқланади.

(Зц умумлашган куч қуйидаги муносабатдан топилади:

(22.28)

(22.21)

умумлашган кучни аниқлаймиз. (21.19) га асосан
П

1=1
бўлади. (22.19) ни эътиборга олиб, бу ифодани

П

куринишда ёзамиз. (21.43) га кўра — =  —- бўлгани учун
^  дд

умумлашган куч қуйидагича ифодаланади:

Қуйидаги белгилашни киритамиз:
п

( 22. 22)
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Ф — РэлШ функцаяси ёки диссапатив фужцая Д^члаяи. 
Шундай либ,

(22.23)
дд

Ф функцияни\^ умумлашган координата ва д умумлашган тез»

лик орқали ифс)далаймиз. г, =- — д булгани учун0Ч

Бунда

(22.24)

дг *белгилаш киритилди. — ифода ц умумлашган тезликка боғ-да
лиқ бўлмагани учун, В(д) функция д нинг функгшяси булиб,
д га боғлиқ эмас, В(д) функцияни координаталар боши (д=0) 
атрофида қаторга ёзамиз:

,д*В\
В ( Ч) =  В ( 0 ) + 1 д- В )  .? +  (— /\ ду/я-о \ 2

(2:23)

Системанинг текширилаётган ҳаракатида д нинг кичик қий- 
матлар қабул қилишини назарда тутиб, Ф ни иккинчи даража- 
ли чексиз кичик миқдоргача аниқлаш учун (22.25) Қатордц 
биринчи ҳаднигина қолдириш кифоя:

В(д) -  В(0).
Натижада

Ф ^ ~ В ( д )  д2 =  ~В(0)д^ цд3 (22 26)

келиб чиқади; бунда 5(0) белгилаш киритилган бўлиб, ун> 
га умумлашган қаршилик коэффициенти дейилади. (22.26) 
ни (22.7) билан таққослаб, Ф ва Т кўриниши жиҳДтиДан би[у 
хил эканлигини, система кинетик энергиясини аниқл°вчи фор^ 
муладаги инерция коэффициенти а ўрнига умумлашган қар> 
шилик коэффициенти ц ни олиш билан Рэлей фУикДиясинг( 
ҳосил қилиш мумкинлигини кўрамиз.

(22.26) ифодани (22.23) га қўйиб,

я (22.27]
ни ҳосил қиламиз.
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Энди (22.7), (22.21) ва (22.27) ифодаларни (22.20) га қуя- 
миэ:

ад =  — сд — \хц.
Бу тенгламада

^ _ 2  Ь
а а

белгилашлар киритиб, уни

Ч +  2Ьц +  к2я -  0 (22.28)

кўринишга келтирамиз. (22.28) тенглама потенциал кучлар ва 
тезликка пропорционал ўзгарувчи қаршилик кучлари таъсири- 
даги системанинг хусусий ҳаракатини ифодаловчи дифферен- 
циал тенгламадир. (22.28) тенглама моддий нуқта сунувчи ҳа- 
ракатининг дифференциал тенгламаси (14.13) га ўхшаш. Шу- 
нинг учун (22.28) дифференциал тенглама ечимини аниқлашда 
( 1̂4.13) тенгламанинг ечимларидан фойдаланиш мумкин, Бунда 
ҳ-ам Ь<.к— кичик қаршиликлар ҳоли, Ь>к — катта қаршиликлар 
ҳоли ва Ь =  к — чегаравий ҳол алоҳида алоҳида кўриб чиқи- 
лади.

Кичик қаршиликлар ҳолида (22.28) дифференциал тенгла- 
манинг

< =  0, <7= <7о, я =  ч0
бошланғич шартларни қаноатлантирувчи ечими (14.16)—(14.19) 
га кўра

• N
<7 -  *-"( ?0 соз У & - Ь Ч  +  3 * ± ь.9?Я1П У р - Ь Ч  ] (22.29)

ч V /
ёки

ц =  е~ь> \ / ( &  +  <±±^°)3 Зш \ у »  -  ЬЧ +  агс(§ ^(22.30)
г I *  + * » /

тенгламалар билан ифодаланиб, система ҳаракати сўнувчи теб- 
ранма ҳаракатдан ибораг бўлади. Ҳаракат графиги 14.4-расмда 
тасвирлангандек бўлади.

Катта қаршиликлар ёки чегаравий ҳолда система ҳаракати 
сўнувчи ҳаракатдцц иборат бўлйб, (22.28) дифференциал тенг- 
ламанинг ечими (14.22) ёки (14.23) тенгламалар каби ифода- 
ланади.

128-§. Эркинлик даражаси бирга тенг системанинг 
мажбурий тебранишлари

Эркинлик даражаеи бирга тенг механик системага (Зп умум- 
лашган куч билан биргаликда — Н$\п(р( +  р) умумлашган
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уйғотувчҚ куч қўйилган булсин. Бу ҳолда Лагранжнинг ик- 
кинчи тур тенгламаси қуйидагича ёзилади:

Л / д Т \ д_Т_

д д ■<?п +  ®н.

Бу тенгламад». Т =  адг, (?п +  =  — сд  +  Н з1п(/>/+ Р) бўл-
гани эътиборга олинса, ундан

ад =  — сд +  Н  з1п (р1 +  Р)

тенглама ҳосил қилинади. — =  £2, — =  Н белгилашлар кири-
а  а

тиб, охирги тенгламани
д +  №д =  Н з1п(р£ +  р) (22.31)

кўринишда ёзамиз. (22.31) дифференциал тенглама кўриниши 
жиҳатидан (14.24) тенгламанинг ўзгинасидир. Бинобарин, (22.31) 
тенглама эркинлик даражаси бирга тенг механик системанинг 
мажбурий тебранма ҳаракатини ифодаловчи дифференциал 
тенгламадир. Шунга кўра (22.31) тенглама ечимларини аниқ- 
лашда (14.24) ни ечиш йўлидан фойдаланиш мумкин. Жумла- 
дан, к Ф р  ҳол учун (14.30) га асосан қуйидагича ечим ёзили- 
ши мумкин;

д =  д0 соз к/ +  -- з1п кЬ-----— а̂ з1п +  соз кЬ +  — С08 р з!пЛ/)+

+  —^_з1п(/»< +  Р). (22.32)
Я* — р %

(22.32) да д0 ва д0 мос равишда, бошланғич пайтдаги умум- 
лашган координата ва умумлашган тезликни ифодалайди.

к =  р бўлган ҳолда (22.31) нинг ечими (14.35) га кўра қу- 
йидагича бўлади:

д =  <70 соз к1 +  — 1д0 +  —) з т  к1 — — I соз (к1 +  Р). (23.33)
к  \  2 к )  2 к

Маълумки, (22.33) тенгламадаги охирги ҳад системанинг маж- 
бурий тебранишларини характерлайди. Формуланинг кўрсатиши 
бўйича мажбурий тебранишлар амплитудаси вақтнинг ўсиши 
билан чексиз ўса бориши керак. Лекин, реал системаларда до- 
имо қаршилик кучлари мавжудлиги туфайли мажбурий тебра- 
нишлар амплитудаси маълум қийматдан ошмайди.

129-§. Механик системанинг мажбурий тебранишларига 
тезликка пропорционал ўзгарувчи қаршилик 

кучларининг таъсири

З&ркинлик даражаеи бирга тенг механик системага Р п =  
=  —сд, <2„=— =  — \>.д ҳамда (+, =  /Узт (р( +  р) умумлаш-
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ган кучлр таъсир этган ҳолни 
нинг иккинчи тур тенгламаси 

а. / _ д Т
а( [ дд ! д* *

кўрайлик. Бу ҳолда Лагранж-

+ $н

кўринишда ёзилиб, бунда Т = ^ а д ‘ эканлиги эътиборга олин- 
са, қуйидаги дифференциал тенглама ҳосил бўлади:

о-Я РУ + су = Н&1п(р( + $). 
с Н— = 2Ь, — =  кг, -  =  к белгилашлар киритсак, охирги тенг-

а а а
лама

д +  2Ьд +  =  к з!п (р( +  Р) (22.34)
кўринишни олади. (22.34) тенглама механик системанинг по- 
тенциал кучлар, тезликка пропорционал равишда узгарувчи 
қаршилик кучлари ва умумлашган кучи гармоник функция 
сифатида ифодаланувчи уйғотувчи кучлар таъсиридаги ҳара- 
катининг дифференциал тенгламасидир. Бу тенглама моддий 
нуқтанинг қаршилик кўрсатувчи муҳитда мажбурий тебранма 
ҳаракатининг дифференциал тенгламаси (14.36) билан бир хил 
характерга эга. Бинобарин, (14.36) тенгламанинг ечими қандай 
топилган бўлса, (22.34) нинг ечими ҳам худди шундай топи- 
лади. Чунончи, (22.34) нинг ечими (14.42) — (14.44) га кўра 
к >  Ь ҳол учун

<7 =  ё~ь*ах §1п (V к г — Ь г 1 +  а ,)  +

+

Ь >  к ҳол учун

д - С ,  +

з т  [р( +  р — агс1§ - 2 Ьр \

+ С2е -{Ь+Уь̂ к2)‘ -1- 

-з \п (р (  + ? -а г с 1 6

(22.35)

(22.36)

Ь =  к ҳол учун

/  (к*-р+ + №р2

<7 ~  е (С| +  С2() +
81п [р( +  р — агс!д ■-') (22.37)к* — р*1

тенгламалар билан ифодаланади. Бу тенгламалардаги ах, <*,, 
С„ С2 ўзгармас сонлар бошланғич шартлардан аниқланади. 
(22.35) — (22.37) тенгламаларни ҳам 69-§ да курилгани каби 
таҳлил қилиш мумкин. Бу тенгламаларнинг ҳар бири учун уму- 
мий бўлган охирги қўшилувчи системанинг мажбурий тебра- 
нишларини ифодалаши, маълум вақт ўтганидан кейин систе-
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манинг ҳаракати уйғотувчи куч 
такрорлиги билан содир булувчи 
шу мажбурий тебранишларнинг 
ўзидан иборат бўлиб қолиши ав- 
вал таъкидланган эди. Мажбу- 
рий тебранишларнинг хусусият- 
лари, унинг амплитудасининг 
максимал қийматларини аниқлаш
66- § да берилгани учун, улар- 
ни қайтадан такрорламаймиз.

70- масала. Узунлиги 2/, 
оғирлиги Р бўлган бир жинсли 
АВ стержень А учидаги гори- 
зонтал уқ атрофида айлана ола- 
ди (22.3- расм). Бу стержень 
худди шундай 2/ узунликдаги 
бир жинсли СО стерженга ти- 
ралган; СИ стержень ўзининг ургасидаги Е  шарнир горизон- 
тал уқи атрофида айлана олади. А ва Е нуқталар бир верти- 
калда ётади. АЕ =  I стерженнинг £) учига С} =  2Р оғирлик- 
даги юк осилган. Ишқаланишни ҳисобга олмай, мувозанат 
ҳолатида АВ стерженнинг вертикал билан ҳосил қиладиган 9 
бурчаги, шунингдек, мувозанатнинг устувор ёки ноустувор 
бўлиши аниқлансин.

Ечиш. <р бурчакни умумлашган координата деб оламиз. 
Расмда курсатилгани каби Аху Декарт координата системаси-
ни утказамиз. Р куч қуйилган /. нуқта ординатасини у,,  С) 
куч қўйилган £> нуқта ординатасини у0 билан белгиласак, 
система потенциал энергияси

И =  _  р  . у^ _  р . ув

формула билан аниқланади. СО бир жинсли стержень ўртаси 
қўзғалмас бўлгани учун бу стержень оғирлик кучига мос ке- 
лувчи потенциал энергия нолга тенг. АЬС учбурчак тенг ён- 
ли эканини эътиборга олиб, ус ва ув ни умумлашган коорди- 
ната орқали ифодалаймиз:

=  Л/.С039 =  / соз 2<р, у0 — АЕ  -(- ЕБ  соз (180° — 2<р) =
= 1 — 1 соз 2<р.

Шунга кура система потенциал энергияси 
П =  — Р1 соз <р — (3/+ ф/ соз 2<р =  — (Рсоз — <Зсоз 2<р)/ (1) 
куринишда ёзилади.

Маълумки, системанинг мувозанат ҳолатида — =  0 бўли- 
ши керак. (1) дан <р бўйича хусусий ҳосила ҳисоблаймиз:

— =  (Рз1п <р — 2(? зш 2<р)/. (2)

22.3-расм.
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С—2Р эканлиғини ҳисобга олиб, охирги ифодани нолга тенг- 
лаштирамиз:

Р/(31П (р —  8  31П <р • с о з  ф ) = 0 .

Бундан
з1п <р(1 — 8 соз <р) =  0. (3 )

Т^-0 бўлгани учун (3) да з1п<р=^0. Бинобарин,

1 —8 соз <р =  0 ёки соз <р =

Шундай қилиб, <р •= <Ро =  агссоз — да система мувозанатда бў-
8

лади.
Система мувозанатининг устуворлигини текшириш учун (2) 

дан яна бир марта <р бўйича ҳосила ҳисоблаймиз:

—  —=.Р/(со5<р — 8соз2<р). (4)

(4) нинғ <р == <р0(соз<р0 =  — I да мусбат ёки манфий бўлишини 
аниқлаймиз. соз 2<р =  2 соз2 <р — 1 бўлгани учун (4) дан:

[д~ )  = Р1 (соз <?„ -  8(2 соз2 <р0 -  1)) =  Я/ -  8 • 2 - 1  + 8 )

ёки
=  - Я / >  08

келиб чиқади. Демак, <р = <р0 да потенциал энергия минимумга 
эга ва система мувозанати устувордир.

71 - масала. Фундаментлар, машина қисмлари ва ҳоказолар- 
нинг тебраиишини ёзишда қўлланиладиган Гейгер виброгра- 
фида Р оғирликдаги маятникни бикирлиги с бўлган спираль

пружина вертикалга а бурчак остида 
ушлаб туради (22.4-расм); маятникнинг 
О айланиш ўқига нисбатан инериия 
моменти /, маятник оғирлик маркази 
билан айланиш ўқи орасидаги масофа 
ОС =  5 га тенг. Виброграф эркин тебра- 
нишларининг даври аниқлансин.

Ечиш. Умумлашган координата учун 
маятникнинг мувозанат ҳолатидан чегга 
чиқишини кўрсатувчи <р бурчакни оламиз.

—>
Системага маятник оғирлик кучи Р  
ҳамда спираль пружина ҳосил қилган 
реактив момент М  дан иборат потен- 
циал кучлар таъсир этади. Системанинг 

22.4-расм. бу кучлар туфайли ҳосил булган
396
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потенциал энергияларини мос равишда М, ва П2 билан белги- 
лайлик.

Маятник мувозанат ҳолатидан ср бурчакка бурилгандаги 
оғирлик кучининг потенциал энергиясини ҳисоблаймиз:

п ,  *= Р  • 5 (С 08  а  — С05 (<р +  а )  =  [ с о з  а (1  —  СОЗ < р )+  8 1П ср ■ $1п а ] .

Маятникнинг кичик тебранишида з1п <р «  <р, соз ~  1 — — 
олиш мумкин. Шунга кура

П, == Р$ СОЗ а  +  ср ■ з т  а

деб

П3 ни ҳисоблашда пружинанинг пастки учи Оу вертикал 
устига тушиши учун пружинани айлантириш керак бўлган 
бурчакни а 0 билан белгилаймиз; бу ҳолда пружинага г а 0 мо- 
мент қўйиш керак. Агар маятник вертикалдан а  +  ср бурчакка 
бурилган бўлса, а„ бурчак а  +  ср га камайиб, пружинанинг ре- 
актив моменти с ( а 0 — а —  ср) га тепг. Шунга кўра

п 2 = Ф °  — « —  ф )2-

Натижада система потенциал энергияси учун куйидаги ифода 
ҳосил булади:

П  =  СОЗ а  +  <р 31П а  | +  — С (а0 —  а —  ср)2

ёки
П  = Р з ^  СОЗ а +  ср ЗШ а^ +  ~  (а0 —  а )2— 

—  С ( а 0 —  о)<р +  ~  а ра. ( 1)

Системанинг мувозанат ҳолатида — ) = 0  бўлишини эъти-
/<р=0

борга олиб, (1) ни соддалашгирамиз.

—  =  з(<р СОЗ а  +  31П а )  —  с ( а 0 —  а )  -} с<р;
ду

/й11\ п . , .
( —  =  Р з  81П а — с ( а 0 — а ) .
\д<Р /  <р=о

Шунинг учун (1) қуйидагича ёзилади:

п  *=  тг ( + 5  0 0 8  а  +  с ) +  +  т  ( “ о —  “ ) 2- ( 2)

Энди Лагранжнинг иккинчи тур тенгламасини тузамиз:
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Маълумки, потенциал кучларга мос келувчи умумлашган 
куч (?п =  — — формула билан аниқланади. Бинобарин,

в  - ( ^ с о а а  +  ^ у .  (4)

Маятник цўзғалмас ўқ атрофида айланма ҳаракатда бўлгани 
учун унинг кинетик энергияси қуйидагича ҳасобланади:

2 2

Бундан ҳосилалар оламиз:
дт п в г  ■ а / дт\

(4) ва (5) ни (3) га қўямиз:
/<р =  — (Рз соз а +  с) • <р.

Бунда
Р& С 05  а +  С . .

белгилаш киритилса, тенглама

( 5)

<р +  £*<р =  0 (6)
куринишни олади. (6) эса эркин тебранма ҳаракат дифферен- 
циал тенгламасини ифодалаб, унинг Т тебраниш даври

у . ____2к
~  к

формуладан аниқланади. Шуидай қилиб,

Т =  2*
У  Рв

__/_____.
С05  а +  С

(7) ифодада а 0, а =  — деб олиб, горизонтал ва вертикал
тебранишлар даврларини аниқлаш 
мумкин.

72-масала. Массаси т , узунли- 
ги / бўлган бир жинсли ОА стер- 
жень 0  нуқтада қузғалмас шар- 
нир билан бириктирилган (22.5- 
расм). Стерженнинг В нуқтасига 
бир томондан с бикирликдаги пру- 
жина, иккинчи томондан О демп- 
фер қўйилган бўлиб, демпфер ор-
қали таъсир этувчи қаршилик кучи - »
/? =  — р • 1>й га тенг (? =сопз!) ва

Стерженнинг вертикал
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ҳолагида пружина деформацияланмаган деб қараб, пру- 
жина бикирлигининг қандай қийматида стерженнинг вертикал 
ҳолатдаги мувозанати устувор бўлиши ва р нинг қандай қий- 
матида стержень ҳаракати сўнувчи тебранишлардан иборат бў- 
лиши топилсин.

Ечиш. Стерженнинг вертикалдан оғиш бурчаги <р ни умум- 
лашган координата деб оламиз. Стержень потенциал кучлар 
(Р — т§ — оғирлик кучи ва Ғ =  с х — эластиклик кучи) ҳамда 
қаршилик кучи таъсирида ҳаракатланади. Бинобарин, (22.20) 
куринишдаги Лагранж тенгламасини тузиш керак.

Системанинг оғирлик кучи ва эластиклик кучи туфайли ҳо- 
сил бўлган потенциал энертияларини мос равишда П̂  ва П2 
билан белгилаймиз. У ҳолда

ТГ / тт ^I I ,  =  т £  • — соз <р, Н 2 = С  —

бўлиб, бундаги пружина деформацияси >. қуйидагича ҳисобла- 
нади:

X =  0 8  З 1 п  9 =  —  з1п< р .

Стерженнинг кичик тебраниши ўрганилганидан соз<р«1 — 
8111 <р ~  <р деб олинса,

П =  п, +  п2 = 0 )

ҳосил бўлади.
(1) дан <р буйича ҳосила ҳисоблаймиз:

ЙП т е 1  . с12 ‘2с1 —  9 т е  ,
—  = --------- <р -(--------------<р =  ■-----------------------/<р.
<3? 2 9 т 18

(2)

Бу ифодани нолга тенглаштириб, <р =  0 да стержень мувоза- 
натда булишини кўрамиз. Мувозанатнинг устуворлик шарти
| — ) > 0  дан фойдаланамиз:+ +  <р=о

<32П 2с1 — 9171̂  ^
дч2 ~~ 18

Шунинг учун 2с1 — 9т.£ >  0 тенгсизликни қаноатлантирувчи 
1'=с, да стерженнинг мувозанати устувор бўлади. Бундан с ,>  
.  9 т е>  келиб чиқади.

Энди Лагранжнинг иккинчи тур тенгламасини тузиш мақ- 
садида система кинетик энергиясини ва қаршилик кучлари 
туфайли ҳосил бўлувчи Рэлей функциясини аниқлашга утамиз.

Стержень қўзғалмас ўқ атрофида айланма ҳаракат қилгани 
учун унинг кинетик энергияси қуйидагича топилади:

„  1 , 2  т1' 2 
Т = < +
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Бунда а ^ > ~  белгилаш киритсак, охирги тенгликни қуйида- 
гича ёзамиз:

Т =  1 а?2. л
(22.26) дан фойдаланиб, Рэлей функциясини аниқлаймиз:

(3/2
Бунда [1 =  ~  белгилаш киритсак, қуйидагига эга бўламиз:

Натижада (22.20) кўринишдаги Лагранжнинг иккинчи тур 
тенгламаси қуйидагича ифодаланади:

•• '2с I ~  ч ш ; .
а<?=---------------

Бунда =- Ь, 2с- ~ - т — • I =  Ь* белгилашлар киритиб, (22.28) 
каби дифференциал тенглама ҳосил қиламиз:

ср 2 &<р +  Ааср =  0 .

Бу дифференциал тенглама сўнувчи тебранма ҳаракатни ифо- 
далаши учун Ь шарт бажарилиши керак. Шу шартдан 
фойдаланиб, р коэффициенгни топамиз:

ёки

Бундан
(3

келиб чиқади. Шундай қилиб (3) шарт бажарилса, стержень 
сунувчи тебранма ҳаракатда бўлади.
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