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K irish

Punksional analiz - inatematik analiz, geoinetriya va chiziqli algebraning 

g‘oya va usullariui cheksiz o‘lchamli fazolar uchun umumlashtiruvcM fan hisob- 

lanadi. Hozirgi kunda funksional analizning g‘oya, konsepsiya, usul va tushun- 

chalari matematikaning barcha sohalari tomonidan tan olingan. So'nggi yil- 

larda differensial tenglamalar, hisoblash usullari, matematik dasturlashning 

talab va ehtiyojlariga javoban funksional analizning yangi chiziqli bo'lmagan 

tarmog'i paydo bo'idi. Zamonaviy matematikaning bu yo'nalishi amaliyotchi- 

lar va muhandislarning o‘sib kelayotgan ehtiyojlarining bir qismini qondiradi.

Ushbu darslik Funksional analiz va integral tenglamalar fanidan namu- 

naviy ishchi dasturga raoslab tuzilgan. Darslik universitetiarning mexanika 

va matematika bakalavriyat yo'nalishlari bo'yicha ta'lim olayotgan talabalari 

uchun mo'ljallab yozilgan.

Darslikning asosiy maqsadi bo'lg'usi mutaxassislarni funksional analizning 

asosiy tushunchalari va usullari bilan tanishtirish, funksional analizning asosiy 

boblari bo'yicha nazariy bilimlarini shakllantirish, masalalar yechishda rnalaka 

va ko'nikmalar hosil qilish, hamda ularda integral tenglamalar bilan ishlash

mahoratini pavdo qilishdan iborat.

Darsiikni o‘qish jarayonida talabalar o‘zlarining matematik analiz, chiziqli 

algebra va geometriyadan olgan bilimlarini toidiradilar, hamda ularni funk- 

sional fazolarga moslab qoilaydilar, ya’ni mustahkamlaydiiar. Talabalar chi- 

ziqli funksional va operator tushunchalari bilan tanishadilar va ularning asosiy 

xoasalarini o'rganadilar. Cheksiz oichamli funksional fazolami o‘rganish jara- 

yonida o'quvchilar funksional analizning kuchli va nozik usullarini tushunishga 

biroz qiynaladilar, lekin tushunib yetganlaridan keyin o'zlarida ilmga undovchi 

qandaydir ichki kuch sezadilar. Bu kuch ta'siri ularda cheksiz o‘lchamli fazo- 

larda har qanday fundamental ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘iavermasligi va
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birlik shaming koinpakt bo'lmasligini tnshunib yetganlarida namoyon bo'ladi.

Ushbu darslik 0 ‘zMU va SamDUda Funkaional anahz hamda Funksional 

analiz va intetjral tenglarnalar fanidan ma'ruza va ainaliy mashg'ulotlar olib 

boruvchi prcjfessor-o'qituvchilarning ko‘p yillik ish tajribalari asosida yoziigan.

Darslik 9 bob va 40 paragrafdan iborat. Har bir paragraf uchun ta'rif, teo- 

rema, lemma va forinulalar alohida nornerlangan. Masalan, 2.3-teorema bu

2-paragrafdagi 3-nomerli teorema degani. (1.8) belgiiash esa 1-paragrafdagi 

8-raqamli formula ekanligini anglatadi. A — belgisi teorema, lemma yoki tas- 

diq isboti tugaganligini bildiradi. Har paragraf oxirida mustaqil ishlash uchun 

savol va topshiriqlar berilgan.

IJshbu darslikda keitirilgan nazariy ma'lumotlar fan bo'yiclia namunaviy 

va ishchi dasturda ko'rsatilgan mavzularni to:liq qamraydi va u professor- 

o'qituvchilarga o'zlarining ma’ruza matnlarini tuzishda yordam beradi. Unda 

tipik misollar namuna sifatida yechib ko‘rsatilgan. Har paragraf oxirida kelti- 

rilgan mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlarni yechib o'rgangan taiabalar 

o'zlarida yetarli darajada bilim va ko'nikmalar hosil qiladi. Tajribalarimiz- 

dan kelib chiqib aytishimiz mumkinki, bu kitob yosli mutaxassislarga funksio- 

nal analiz va integral tenglamalar fanidan mashg'ulotlar olib borishida katta 

yordam beradi. Darslik matematik tahlil va matematik fizika mutaxassisligi 

bo'yicha ta'lim olayotgan magistrantlar va aspirantlar uchun ham foydalidir.

Mualliflar darslikni yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun taqriz- 

chilar B.S. Zokirov, I.A. Ikromov, Q.Q. Mohninovlarga, mas’ul muharrir M.E. 

Muminov, matnni tahrir qilish uchun bergan yordamlari uchun B.E. Davranov 

va I.N. Bozorovlarga o‘z minnatdorchiliklarini bildiradi. Darslik birinchi mar- 

ta chop qilinayotgani uchun xato va kamchiliklar bo‘lishi mumkin. Xato va 

karnchiliklar to‘g‘risidagi fikrlaringizni jabdullaev@mail.ru elektron adresiga 

jo'natishlaringizni so'raymiz.
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1 bob. To‘plamlar nazariyasining elementlari

Bu bob to‘plarnlar nazariyasiniug elcmcntiariga bag‘ishlangan bo‘lib, u besh 

paxagrafdan iborat. 1-paxagrafda to'plainlar va ular ustida ainallar keltirilgan. 

Bu amallarning sodda, xossalari o'rganiigan. Ikkilik munosabatlari isbotlangan. 

2-paragraf aksiantirishlar va to‘plamIarni sinflarga ajratishga bagishlangan. 

Akslantirishda to‘plamlai- birlashmasiuing (kesishmasining) asli ular aslilari 

birlashmasiga (kesisiunasiga) tengligi haqidagi teorema isbotlangan. Xuddi 

shunday to'plamlar birlashmasining tasviri ular tasvirlari birlashmasiga teng- 

ligi isbotlangan. To'plamlar kesishmasi udmn bu xil tasdiq o'rinli bo'lmasligiga 

misol keltirilgan. To‘plamlami sinflarga. ajratish bilan akslantirishlar o‘rtasidagi 

bog‘lanish odiib berilgan. 3-paragrafda sanoqli to'plamlar va. ularning asosiy 

xossalari oTganilgan. Chekli yoki sauoqli sondagi sanoqii to‘plamlaming bir- 

laslmiasi yana sanoqli boTislri isbotlangan. Sanoqli to‘plamiarga ko‘plab misol- 

lar keltirilgan. 4-pa.ragrafda. haqiqiy sonlar to'plamining sanoqsizligi koTsatilib, 

kontinuum quvvatli to‘plamlarning ayrim xossalari o‘rganilgan. To‘plamlar 

ekvivalentligi haqidagi asosiy teoremalardan biri Kantor-Bemshteyn teore- 

masi isbotlaugan. Oxirgi 5-paragraf to'plarnlar sistemalariga bag‘islilaugau. 

To'plamlar halqasi, to'plainlar yaxim halqasi ta'rifi, misollar keltirilgan, ular- 

ning ayriin xossalari isbotlangan. a — algebra. va 6— algebra tushunchalari 

kiritilib. bu tusliunchalarning teng kudili ekanligi koT'satilgan. Har paragraf 

oxiricia mustaqil islilasli uchun savol va topshiriqlax berilgari. Bu bob kelgusi 

boblaxga tayyorlov va.zifa.sini o‘taydi.

l-§ . To‘p lam lar u stida  am allar

Matematikada juda xilma-xil to‘plamlarga dudi kelamiz. Haqiqiy sonlar 

to‘pla.mi, tekislikdagi ko‘pburchaklar to‘plami. ratsionai koefiitsiyentli ko‘phad- 

lar to‘plami va holcazo. To'plam tuslumchasi matcmatikada tayanch tushun-
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chalardan bo‘lib, unga ta'rifberiimaydi. "To‘pIam!' so‘zining sinonimiaii sifati- 

da. "ob'ektiar majrnuasi" yoki "elementlar jamlanmasi" so‘z birikmalaridan 

foydalaniladi.

To'plamlar nazariyasi liozirgi zainon matematikasida juda muhim o‘ringa 

ega. Biz uning ayrim xossaiarini o‘rganish bilan che.kiana.miz.

To‘plamlami lotin alifbosining bosh harfiari ularning eicinent-

iarini esa kichik - a, b ,.. .  harfiar biian helgilayiniz. a element A to ‘plarnga 

tegislili iborasi a € A  shaklda yoziladi. a i  A  yozuv esa a element A  

to'plamga tegishli emasligini bildiradi. Agar A  to'plamning barcha element- 

lari B  to'plamning ham clementiari bo‘lsa, u holda A  to‘plam B  to‘planming 

qisrni deb ataiadi va A  c  B  ko‘rinishda yoziladi. Masalan, natural sonlar 

to‘plami liaqiqiy sonlar to‘plamining qismi bo'ladi. A  va B  to‘plamlar bir xil 

eleinentlardan tashkil topgan bo‘tea, ular te.ng to'plamiar deyiladi va A = B  

shaklda belgilanadi. Ko'pincha, to'plamiarniiig tengligini isiiotlashda. A  C B  

va B  C A  munosabatlarning bajarilishi ko'rsatiladi ([1] ga qarang). Ba'zida 

birorta bam elementi mavjud bo‘lmagan to'plamlarni qarashga to‘g‘ri keladi. 

Ma.sala.ii, x2 +  1 =  0 tenglamaning haqiqiy yechiinlari to'plami. 2 < x < 2 

qo'sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi liaqiqiy sonlar to'plami va hokazo. Bun- 

day to‘plamiar uchun maxsus bo‘sh. to‘plam nomi berilgan va. uni belgalash- 

da 0 simvoldan foydalaniladi. Ma'luinki, har qanday to'plam bo‘sh to‘plamni 

o‘zida saqlaydi va har qanday to'plam o'zining qismi sifatida qaralishi mumkin. 

To‘plamlarning bo‘sh to‘plamdau vao'zidan farqli barcha. qism to 'plamlari xos 

qisrn to'plamlar deyiladi.

1.1. To‘p lain lar u stida  am allar. Ixtiyoriy A  va B  to'plamlar berilgan

bo‘lsin. Agar C  to‘piarn faqatgina A va B  to‘piam elementlaridan iborat 

bo'lsa, u holda C  to'plam A  va B  to'plamlaruing yig'indisi yoki birlashmasi 

deyiladi va C =  A  U B  shaklda belgilanadi (1.1-chizma).
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Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi Aa to'plamlaming yig'indisi ham 

slmnga o'xshash aniqlanadi: Aa to'plamlarning kainida biriga tegishli bo'lgan 

barcha elementlar to'plami bn tohriamiarning yigdndisi deyiladi va bu muno- 

sabat U Aa shaklda belgilanadi.Ct '
Endi A  va B  to'plamlar kesishmasini ta'riflaymiz. A  va B  to'plamlarning 

umumiy elementlaridan tashkil topgan to'plam ularning kesishmasi deyiladi 

(1.2-chizma) va A n B  shaklda belgilanadi.

C=AUB

1.1-chizm a 1.2-chizm a

Ixtiyoriv (chekii yoki cheksiz) sondagi to'plamlarning kesishmasi — f) Aa
Oc

deb, Aa to'plamlaming barchasiga tegishli bo'lgan elementlar to'plami tushu- 

niladi.

To'plamlar yig'indisi va kesishmasi aniqlanishiga ko'ra kommutativ va as-

sotsiativdir, ya’ni

A U B  =  BUA, (,4U B) UC =  AU( BUC) ,

A n B = B n A, (A n B) n C =  A n (B n C).

Bundan tashqari, ular o'zaro distributivlik qonunlari bilau bog'langan

( A U B ) UC  =  ( A n C ) u ( B n C ) , (1.1)

(A n B) U C = (A. U C) n (B U C). (1.2)

Biz (1.1) va (1.2) tengliklarning isboti murakkab bodmaganligi uchun ularni 

o'quvchiga havola qilamiz.
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Endi A  va B  to'piamlar ayirinasini ta'riflaymiz. A  va B  to'plamlar ayir- 

masi deb A  to‘plamning B to'plamga tegishli bo‘imagan barcha elementla- 

ridan iborat to'plamga aytiladi va A \B  shaklda beigilanadi (1.3-chizma).

Ba'zan (masalan o‘lchovlar nazariyasida), .4 va B  to‘plamlarning sim- 

metrik ayirmasi tushunchasini kiritish maqsadga muvofiq bo'ladi. A \B  va 

B \A  to'plamlarning birlashmasidan iborat to‘plamga A  va B  to'plamlarning 

simmetrik ayirmasi deyiladi va A A B  shaklda belgilanadi, yahii A A B  — 

(A \B ) U (B \A )  (1.4-chizrna).

Ko'p hollarda qandaydir universal E  to‘plamning qism to‘plamlari qarala- 

di. Masalan, E  tekislik, A  tekislikdagi biror to'plam bo'lsin. Bu holda E \A  

ayirma A to'plamning toldiruvdvi to'plami deyiladi va A' yoki CA  shaklda 

belgilanadi (1.5-chizmaga qarang).

O A \B  feAAB E\A

1.3-chizm a 1.4-chiznia 1.5-chizm a

To'plamiar nazariyasi va uning tadbiqiarida muhim o‘rin tutadigan. ikkilik 

prinsipi deb nomlanuvchi quyidagi ikki munosabatni keltiramiz:

1.1. Yig'indining to'ldiruvchisi to'ldiruvchilar kesishmasiya teny:

E W j A ^ f Y ^ y  (1-3)
a ct

1.2. Kesishmaning to'ldiruvchisi to'ldiruvchilar yty'indisiya teny:

E \ p \ A a = } J (E \A a ). (1.4)
q a

Ikkrlik prinsipi shundan iboratki ixtiyoriy tenglikdan, agar bu tenglik qan- 

daydir universal E  to'plamning qism to'plamlari ustida bo‘lsa, ikkinchi ikkilik
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tengiikka, o'tish raiinkin, huning uchun barcha. qaralayotgan to'plamlar ular- 

ning toidiruvchilari bilan, to‘plamlar kesishmasi-birlashma bilan, birlashmasi 

- kesishma bilan aimashtiriladi.

Biz (1.3) tenglikmng isbotini keltiramiz. (1.4) teuglik shuuga o'xshash is- 

botlanadi.

Isbo t. x € E \  (J Aa ixtiyoriv element boisin. U holda. x  6 E  va x  £
Cx

(Jyi0 boiadi. Bundan ixtiyoriy a  uchun x  ning Aa to'plamga tegishli emasligi-
Ot
ga kelami’/. Demak, x  elemeut Aa to‘p!amlaming toidiruvdiilarida yotadi. 

Shuuday qilib, ixtiyoriy a  uchun x  6 hl\Aa munosabat oiinii. bundau biz 

x  € P)(ii'\AQ) ga ega boiamiz. Bu esa
Ol

E \ { j A a c f ) ( E \ A a ) (1.5)
O O.

umnosabatni koltirib chiqaradi. Eudi tcskari iuunosabatni isbotlaymiz. Agar 

x  € n(M A >) boisa, u liolda barcha a  larda x € E \A a boiadi va x
Ot

elemcnt A a to‘piamlarning birortasiga ham tegishli boimaydi, bu esa x  $ 

(Ji4a ekariligini bildiradi. Demak. x € (J Aa ekan. Buudan biz
Or O

E \ [ j A a D p \ ( E \ A a ) (1.6)
a a

munosabatga kelamiz. (1.5). (1.6) munosabatlar (1.3) tenglikiii isbotlaydi. A 

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. A A B  — {A U B )\(A  n  B) tenglikni isbotlang.

2. ( E \ A ) A ( E \ B)  =  A A B  tenglikni isbotlang. bu yerda A C B, B  C E.

3. (.4 U B) A( CU U) c (/lAC') U (BAU)  rnunosabatni isbotlang.

4. A  va B  to‘plamlar uchun A c B U ( A A B )  munosabatni isbotlang.

5. Agar A\ va A^ to'plamlar kesishmasa, C (/1| A /?i)U (42A S2)

rnunosabatni isbotlang.

11
www.ziyouz.com kutubxonasi



2-(j. AkBlantirishlar. To‘plam larni sinflarga a jra tish

2.1. h inksiya  tiiBhiiiiohasini um um lashtirish. Ma'lumki, mateinatik 

iuiuli/<la, hmkniya tiiHlmudittsi tjujhdagicha ta'riflanadi: X  sonlar o'qidagi biror 

lojilum bojsiu. Agtu' htti' bir x  £ X  songa /  qoida bo'yicha aniq bir y son 

laon qo'yilgnn liojsa, u holda X  to'plamda f  funksiya aniqiangan deyiladi 

vu y f (x )  siitUdda yoziladi. Bunda X  to/'piam /  funksiyaning aniqlanish 

nolum doyilndi, bu fuuksiya qabul qiladigan barcha qiymatlardan tashkil top- 

gan /!»'(/) to'plam /  funksiyaning qiymatlar sohasi deyiladi, ya'ni E( f )  =  

{ y : y =  f (x) ,  x  € X  } .

Agar sonli to‘plamlar o‘mida ixtiyoriy to'‘plamlar qaralsa. u holda funksiya 

tushuirchasining umumlashmasi, ya’ni akslaritirish ta'rifiga kelamiz. Bizga ix- 

tiyoriy X va Y  to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Agar har bir x  £ X  eiernontga 

biror /  qoida bo'yicha Y to‘plamdan yagona y  elernent mos qo*yilsa, u holda 

X  to'plaiiida, aniqlangan Y  to‘plamdan qiymatlar qabul qiluvchi /  akslan- 

tirish berilgan deyiladi. Bundan keyiu biz ixtiyoriy tabiatli to‘plamlar bila-n ish 

ko‘ramiz (shu jumladan sonli to'plamlar bilau ham), shuning uchun ko‘pgina. 

hollarda funksiya temiini o‘miga akslanttrish atarnasini ishla.ta.iniz.

X  to‘plamda aniqlangan va Y  to‘plamdan qiymatlar qabul qiluvchi /  aks- 

lantirish uchun /  : X  —> Y  belgilashdan foydalauiiadi. Biz asosan quyidagi 

bclgilashlardan foydalanamiz. N — natural sonlar toLplami, Z — butun son- 

lar tojdami, (Q — ratsioual sonlar toj.da.mi, R — haqiqiy sonlar to'plami, 

C — kompleks sonlar to‘pla.mi, R+ =  [0, oo), Z+ =  {0} |J  N hamda R” 

sifatida n o'lcliamli arifinetik Evklid fazo beigilanadi.

Endi /  : X  —> Y akslautirishga misollar keltiramiz. Quyida, 2.1-2.6 misol- 

larda keltirilgan akslautirishlariiirig qiymatlar sohalarini toping.

2.1-misol.

/  : R — R, f (x)  = |at|.
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2.2. g : R — E, g(x) — 2 [t]. Bu yerda [a;] belgi x ning butun qismi.

2.3. Dirixle fuuksiyasi 35 :R  —» R ,

2.4. Rjinau fuuksivasi : R. — > R.,

{ 1 rrt ,
—. n<iar x = ----- qisnarnws kosr, rn e  Z, n  e  N

n ' « (2.2)
0, aqar j" e 1R\Q.

2.5. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P  : R2 —» R, P(x,  y) = x.

2.6. Sferik aksiantirish .9 : R3 —» M, S(x,i, x-i, X3) =  xf +  x^ -| x2. 

Yechish, 2.1-misolda keltirilgan f  : R  —> R  akslautirislming qiymatlar 

sohasi E( f )  =  [0,oo) da.11 iborat. Chunki barcha i e E  lar uchun |rr| > 0 

va ixtiyoriy y  € [0, 00) uchun f (y)  = y tenglik 0‘riuli.

2.2-misoidagi g : R —> R, g(x) = 2 [a:] akslautirishning qiymatlar sohasi, 

aniqlanishiga ko‘ra E(g) = 2 • Z  :={.  . . ,  —2 ,0 ,2 , . . . ,2 n , ...}  dan iborat.

Dirixle funksiyasi 35 : R —» R. ning qiyinatlar sohasi ikki nuqtaii to‘plamdan 

iborat, yahii i  (35) =  {0; 1}.

Riman funksiyasi fR : R — > M iiing qiymatlar sohasi,

Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P  : R2 —> R, P(x,y)  = x  ning 

qiymatlar sohasi, E(P) = R dan iborat.

Sferik aksiautirish S  : R3 —» R, S(x  1, X2. x$) = x2 +  :c2 +  0.3 ning qiy-

Endi /  : X —> Y akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni kirita- 

mi/,. Har bir a € X  uchun unga. mos qo'yilgan b = f (a)  € Y  element 

a eiementning /  akslantirishdagi tasviri yokt aksi deyiladi. Umuman, X

(2.1)

rnatlar sohasi, E(S)  = R+ dan iborat. A
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to'plamning biror A qisrni berilgan bo'lsa, A  to'plam barcha elementlari- 

riing Y dagi tasvirlaridan iborat to'plarn A  to'plamning /  akslantirishdagi 

tasviri yoki aksi deyiladi va f (A)  simvol bilan belgilanadi. Endi b e  Y ix- 

tiyoriy elernent bo'lsin. X  to‘plamuing b ga akslanuvchi bardia elementla.- 

ridan iborat qisnii b elernentning f  akslantirishdagi asli deyiladi va f ~ l (b) 

sirnvol bilan belgilanadi. / - 1(6) to!plam /(x) =  b tenglama ildizlaridan ibo- 

rat. 0 ‘z navbatida har bir B  c  Y to‘plarn uchun X  ning B  ga akslanuvchi 

(o‘tuvchi) qisrrri B  to:plarnning /  akslantirishdagi asli dejdladi va f ~ l (B) = 

{ x  e  X  : f ( x )  € 8 }  shakldabelgilanadi. Umuinanolganda, Y to‘plamsifati- 

da /  akslantirishning qiyrnatlar sohasini o'zida saqlovchi to'plam qaraladi. 

Agar barcha b € B  lar uclrun ulaming f ~ l(b) aslilari bo'sli bo'lsa, u holda 

B  to‘plainuing asli ham bo'sh to‘plam bo‘ladi.

2.7. 2.1-2.2-rnisollarda keltirilgan aksiantirishlarda A =  [0, 3) to‘plamning 

tasviri va B  = (1,4) to‘plamning aslini toping.

Yechish. /  akslantirish [0, oo) da, ayniy akslantirish f (x )  =  x  bolganligi 

uchun /([0 ,3 )) =  [0,3) bodadi. g(x) =  0, x  € [0,1) va xuddi shun- 

day g(x) = 2, x e  [1,2); g(x) = 4, x € [2,3) ekanligidan p([0, 3)) =  

{0; 2; 4} ni olamiz. Endi B  = (1,4) to‘planmiug /  akslantirishdagi aslini 

topamiz. Buning uchuu {x € R : |x| € (1,4)} yoki 1 < |x| < 4 qo‘sh terrg- 

sizlikni qanoatlaritiruvchi haqiqiy sonlar to‘plamini topamiz. Bu qo‘sh teng- 

sizlikning yechinii (—4, —1)(J(1, 4) to'plamdan iborat. Dcmak, f~*(B)  =  

(—4. -1 )  |J(1, 4). Xuddi shunday g~l (B)  =  {x € R  : 2 [x] € (1,4)} to‘plam 

esa. 1 < 2 [x] < 4  <=> 0,5 < [x] < 2 qo‘sh tengsizlikning yechimiaridan ibo- 

rat. Sonning butun qismi tarifiga ko‘ra g~l (B) = [1, 2). A

2.8. 2.3 va 2.4-misollarda keltirilgan akslfmtirishlarda A  =  R \Q  to'plam- 

ning tasviri va B  =  (l,oo) to‘plamning aslini topiug.

Yechish. ID va 91 akslantirishlar R\Q to‘plamuing barcha elementlariga
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nolni moa qo'yadi, shuning uchun S)(R\Q) =  iH(M\Q) =  {0}. Dirixle va 

Riman funksiyalarining 1 dan katta qiyrnatlari mavjud emas, shuning uehuu

©-1(^ )  =  {:r € R : £>(*) > 1} =  9r*(tf) =  {x € R : *R(x) > 1} -  0. A

Quyidagi tushunchalarni kiritamiz. Aniqlanish sohasi X  bo'lgan f  : X  —*

Y akslantirishda / (X ) = Y tenglik bajariisa, /  akslantirish X  to'plamni

Y to'plamning ustiga yoki, syuryektiv akslantirish deyiladi. Umurniy hokia, 

ya'ni f ( X )  C Y bo'Isa, u holda /  akslantirish X  to‘plamni Y to'plamning 

ichiga akslantiradi deyiladi.

Agar /  : X  —♦ Y akslantirishda X  dan oliugan har xil X\ va ele- 

mentlarga har xil i/j =  f (x{)  va 3/2 =  f ( x 2) tasvirlar mos kelsa, u holda /  

inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Rir vaqtda hatri syuryektiv ham 

invektiv bo‘lgan /  : X —* Y akslantirish hiyeksiya yoki biyektiv akslantirish 

deyiladi.

2.9. /  : M — * ]R, f (x )  = ax |- b, a yt 0 akslantirishning biyeksiya ekan- 

ligini isbotlang.

Isbo t. Chiziqli /  : R R akslantirishning biveksiya ekanligini ko‘rsatish 

uchun ixtiyoriy c € R da ax+b — c tenglamaning yagona vechimga ega ekan- 

ligini ko'rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi f  : R — > R akslantirishning

syuryektivligini, yechitnning yagonaligi esa uning inyektivligini ta'minlaydi.
t c — b

Bu tenglamaning yechimi yagona bo'lib u x = ------  dir. A
d

2.10. Agar /  : X  ----> Y biyektiv akslantirish bo‘lsa, u holda ixtiyoriy 

A C X  uchuii f  : A —+ B  (B = f (A) )  ham biyeksiya bo'lishini isbotlang.

Isbot. f (A )  = B  dan uuing syuryektiv akslantirish ekanligi kelib chiqadi, 

inyektivligi esa /  : X  —> Y ning inyektivligidan kelib chiqadi. A

2.1-teorem a. Ikki to ‘plam birlashmasining asli ular aslUarining birlash- 

masiga teng, ya’m

r \ A  u  b ) = r \ A )  u  r \ B ) .  (2.3)
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Isbot. Aytaylik, x  € ixtiyoriy element bo'lsin. U holda f ( x )  €

A u  B ,  ya’ni f ( x )  € A  yoki f ( x )  € B . Bn holda x  element f ~ l (A) yoki 

f ~ l(B)  to‘plam]aming kamida biriga tegisbii bo'ladi, ya'ni x  €  f ~ l (A) U 

f~*(B) . Bundan / -1(/i i j  B) c  / _1(A) U f _1(B)  munosabat keiib chiqadi. 

Endi teskari munosabatni ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, x  € / _1(A)U/_1(/#) ix- 

tiyoriy element bo'lsin, u holda x  element / _1(A) yoki f ~ l (B) to'plamlaming 

kamida biriga fcegishli bo'ladi, ya'ni f ( x )  A  yoki B  to‘plamlarning kamida 

biriga tegishli, shunday ekan, f ( x )  € A  U B . Bu yerdan x  € / _1(A U B) 

ekanligi vanatijada / - 1(A)U f~*(B)  C / - 1(/lU i?) munosabat kelib chiqadi. 

Demak, (2.3) tenglik o'riuli. A

Quyida biz yana shunga o‘xshash ikkita teorema keltiramiz. Uchala teo- 

remaning isbot sxemasi ikki C va D to'plamlaming tengligini ko'rsatishda 

fqydalaniladigan C c  D v& D C.C munosabatlarga asoslangan.

2.2-teorem a. Ikki to'plam kesishmasimng asli ular aslilarining kesish- 

masiga teng, ya'ni

] r \ A  n B)  =  f ~ l (A) n f ~ \ B ) .  (2.4)

Isbot. x  € f ~ l (A fl B)  ixtiyoriy element boisin, u holda f ( x )  € A  n B , 
ya’ni f ( x )  € A  va /(a;) € B ,  shunday ekan, a; € / - 1(A) va a; G f ~ l (B),  

ya’ni a: € / _1(A) n / - 1(W). Demak, / _1(A n B) C / - 1(A) n / - , (W).

Endi x  € / - 1(A) f l / - 1(/i) boisin, u holda x  € / - 1(.4) va a: € / - 1(7>). 

Bundan /(/;)  e /1 va /(;c) e B  ga yoki /(a;) € /1 fl 77 ga ega bo'iamiz. De- 

mak, x  € f ~ l(AC\B) . Bu yerdan f ~ l (A)Cf ~ l (B)  C f ~ x( A c B )  munosabat 

kelib chiqadi. Bu munosabatlar (2.4) tenglikni isbotlaydi. A

2.1 va 2.2-teoremalarning tasdiqlari ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi 

to‘plamlar birlashmasi va kesisnmasi uchun ham o‘rinli, va'ni

/ - i  f u  Aa j - y  t ~ i ( n  = n
\ a /  a \  a / a
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2.3- teorem a. Ikki to'plam birlashmasining tasviri ular tasvirlarining bir-

lashmasiga teng

f (A  U B) — f (A)  U f {B) .  (2.5)

Isbot. y € f ( A u B )  ixtiyoriy elernent bo'lsin, u holda y = f ( x )  bodib. x  

element A  va B to‘piarnlardan aqalii biriga tegishli bo'ladi. Shunday ekan, 

y e  f (A)  U f (B) .  Bu yerdan f ( A  U B) C f (A)  U f (B) .

Endi teskari munosabatni ko'rsatamiz. Faxaz qilaylik, y  €  f ( A )  U f (B)  

ixtiyoriy element bo*lsin. U holda y = f ( x )  bo‘lib, x  element A  va B  

to‘plainlardan aqalli biriga tegishli bo'ladi, ya’ni x  € A u  B. Bundan, y =  

f (x )  G f  ( AUB)  va demak, f ( A ) U f ( B )  C f ( A  U B). Burminosa.batia.rdan 

(2.5) tenglik kelib cliiqadi. A

2.3- teorema tasdig‘i ham ixtiyoriy (cliekli yoki. cheksiz) soudagi to‘plamlax 

uchun o'rinli bo‘ladi, ya’ui / (U  A») =  U /(A») tenglik o'rinli.
<y. a

2.1-eslatm a. Umuman olgcinda, ikki to‘plam kesishmasining aksi ular ak- 

silarining kesishmasiga teng etnas. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qila-

miz.

2.11. 2.5-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslantirishi 

P(x,y)  ~ x  va .4 =  {(£,?/) : 0 < x  < 1, y =  0} , B  = {(x,y)  : 0 <  x < 

1, y =  1} to‘plamlar berilgan. P( A n B) = P(A)  n P( B) tenglik to‘g‘rimi?

Yechish. A  va B  to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi, ya’ni A  n B = 0 Ain- 

mo ularning P  akslautirishdagi tasvirlari ustma-ust. tushadi, ya’ni P(A) = 

[0, 1] , P(B) = [0, 1] va P(A)C)P(B)  = [0; 1]. Ammo P ( A f \ B )  = %.

2.2. To‘plam larni sinflarga a jra tish . Ekvivalentlik m unosabatlari. 

Ko‘pgina masalalarda berilgan to‘plaiuui elementlarining ba’zi bir belgilari- 

ga qarab o‘zaxo kesishmaydigan qism to‘plamlarga ajratiladi. Masalan, fazoni 

markazi koordinata bosliida va radiusi r bo‘lga.n ha.r xil sferaiarga. ajratisli 

inumkin. Bu sferalar o‘zaro kesishmaydi. Yoki bir shahar ahoUsini bir yilda
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tug‘iigaolik belgisiga. ko'ra qism to'plamlarga ajratish inumkin. Bunday misoi- 

larning har biri to'plamni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.

To'piainlami o'zaro kesishmaydigan sinfiaxga ajratish belgilari har xii boli- 

shi muinkiii. Amino bu belgilar ixtiyoriy emas. Masaian, tekislikda ikki a va 

b nuqtalar orasidagi masofa 1 dan kiciiik bo‘lsa, uiarui bitta sinfga Mritsak, 

bu belgi tekisiikni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmaydi, chunki a va 

b uuqtalar orasidagi masofa 1 dau kichik, b va. c nuqtalar orasidagi inasofa. 

ham 1 dan kichik bo'lib, a va c nuqtalar orasidagi masofa 1 dan katta bo'iishi 

mmnkin. KoTinyaptiki. a va b nuqtalar bir sinfda, b va c ham bir sinfda. U 

holda bir sinfga orasidagi masofa 1 dan katta bo'lgan a va c nuqtalar tcgishli 

bo'ladi. Hosil qilingan xuiosa sinfiarning tashkil qilinishiga zid, yaTii tekislik 

bu beigi yordamida o'zaro kesishmaydigan sinfiarga ajralmaydi.

Eudi to‘plam elementlari qauday shartlami qanoatlantiruvchi belgiiar yor- 

damida o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajrahshini qarab chiqamiz.

Biror M  to'plam vauningo‘zini-o‘zigadekart ko'paytmasi M xM  berilgan 

bo'lsin va, K  C M  x M  qisrn to'pam bo'isin. Agar (o, b) e K  bo'lsa, a 

element b eiemenfcbilan <p munosabatda deyiiadi va o~i> shakldabeigilanadi.
' <p

2.1- ta ’rif. Agar M to ‘plarn e-lementlari orasidagi <p munosabat quyidagi 

shartlami qanoaUardirsa, unga ekvivalentlik munosabati deyiladi:

1. Ixtiyoriy a € M element uchun a ~ b  (rejieksiviik);
' v

2. Agar a b bo'lsa, u holda b ~ a  (sirnmetriklik);1 v <p
3. Agar a ~ b  va b ~ c  bo'lsa, u holda o ~ c  (tranzitivUk).

‘ 9 9 9
2.4-teorem a. M to‘plamda kiritilgan <p munosabat M ni o‘zaro ke- 

sishmaydigan sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik rnunosabati bo'lishi 

zarur va yetarii.

Isbot. Zaruriyligi. Agar M  da, kiritilgan <p munosabat uni o‘zaro kesish- 

maydigan sinflarga ajratsa. a ~ b  dan o va 6 niug bir sinfga tegishliligi kelib
9 "
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chiqadi. U holda a ~ a  va 6~ a  ckanligi kelib chiqadi. Agar a ~ b  va 6~ c
<fi V ~ V fi

bo'lsa, a,b va c lar bir sinfga tegishli bo'ladi, ya'ni a ~ c .  Demak, bu rnuno-
'tr

sabat reheksiv. simmetrik va tranzitiv bo'ladi.

YetarUUgi. M  to‘plam elementlari orasida biror y? ekvivalentlik munos- 

abati o‘rnatilgan bo'lsin. Ka orqali a element, bilan tp munosabatda bo‘lgan 

elementlarto'plaminibelgilasak,refleksivlikkako'ra a ~ a  dan a € K a bo'ladi. 

Agar Ka va Kj, sinflarni olsak, ular yoki teng yoki K a. n  Kj, — 0 bo'ladi.

Haqiqatan ham, c e K a C\ Kj, desak, e ~  a va c ~6  bo'ladi. Simmetriklik
v v

xossasiga ko‘ra a ~  c u holda tranzitivlik xossasiga ko‘ra<P

a ~  b. (2.6)<p

Endi x  — Ka sinfdan olingan ixtiyoriy element bo'lsin, ya'ni x  ~  a . u holda
' ' v

(2.6) va trari/iitivlik xossasiga ko‘ra x ~ b ,  ya'ni x  e  Kh. Deniak, K a c  K h.
' v '

Xuddi slmnday ko'rsatish murnkinki, Kh sinfning ixtiyoriy y elementi Ka 

sinfga ham qarashli bo'dadi. Shunday qilib, agar ikki K a va K h sinfiar hech 

bo‘lmaganda bitta umumiy elementga ega bo‘lsa, ular ustma-ust tushadi. A 

To'plamni sinfiaxga ajratish tushunchasi akslantirish tushunchasi bilan uz- 

viy bog'liq. Aytaylik, A to'plamni B to'plamga akslantiruvchi /  akslantirish 

berilgan bo'lsin. A to'plamda aniqlangan /  akslantirishda, B to'plamda 

tasvirlari ustma-ust. tushuvchi eiementlami bir sinfga yig‘sak, ya’ni har bir 

b c  B  uchun {j; G .4 : /  (x ) — b} to'plamni bir sinf desak, natijada A ni sinf- 

larga ajratishga ega bo'lamiz. Teskarisi, A  ixtiyoriy to'plam va uning biror bir 

sinflarga ajralishini qaraylik. B orqali A to'plam ajralgan sinflar to'plamini 

beigrlaymiz. Har bir a € A elementga o‘zi tegishli bo'lgan sinfni ( B  to ‘plam 

elementini) mos qo'vish bilan A ni B ga akslantirishga ega bo'lamiz.

2.12. Ortogonal proveksiyalash akslantirishi P  : R2 —> R, P(x, y) = x  

ni qaraymiz. Bunda O X  o'qidagi har bir a e  M nuqtaning asli P _1(a)

{(a, y) : y e  K }, OX  o‘qiga perpendikulyar bo‘lgan vertikal chiziqdan ibo-
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rat. Shunday ekan, P  proyeksivalash akslantirishiga tekislikni parallel to'g'ri 

chiziqlardan iborat sinflarga ajratish rnos keladi.

2.13. Uch oflchamii R3 fazoni uniug koordinatalar boshidan bir xil uzoq- 

likda joylashgan nuqtalarini bir sinfga. yig'ish bilan sinflarga ajratamiz. Har 

bir sinf markazi koordinatalar boshida bo'lgan r  >  0 radiusli sferadan iborat 

bofladi. Demak, R3 fazoni konsentrik sferalarga ajratishga bu fazoni [0, co) 

yarim o‘qqa akslantiruvchi S  : R3 —>• R+, S(x) — xf  + x$ +  xf  sferik akslan- 

tirish mos keladi.

2.14. Butim qismiari bir xil haqiqiy sonlarni bir sinfga to'plash yo'li bilan 

haqiqiy sonlar to'plarnini sinflarga ajratish muinkin. Bu sinflarga ajratishga 

g(x) — [a:] (2.2-misolga qarang) akslantirisii mcw keiadi.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Agar a va b haqiqiy sonlaming kasr qismlari teng bo‘lsa. ulami <p 

munosabatda deymiz. Bu munasabai ekvivalentlik munosabati ho‘ladimi?

2. /  : R -* R , / ( i )  =  0,5 ■ [i] funksiya berilgan. Agar A = [0, 8], 

B  =  (2, 3) bo‘lsa. f ( A)  va f ~ l(B) larni toping.

3. /  : X  —> [5, 20], f ( x )  = x2 +  1 funksiya htriigan. X  to‘plam qanday 

tanlansa, f — ustiga (spuryektiv) akslantirish bo'ladi?

4. /  : X  —> [0, oo) , f ( x )  =  x2 +  1 funksiya beriigan. X  to‘plam qanday 

tanlansa, f — inyektiv akslantirish boladi?

5. /  : [0, tt] -> [-1, 1], /(:x) = cosx , g : [0, 7r] -> [0, 1], g(x) =  sin x ,

p  : [0, - ]  -> [0, 1], (p(x) = smx, ip : [0, 3] -> [0, 10], i>(x) = x 2 + l, 

akslantirishlar ichidan inyektiv, syuryektiv va biyektivlarini ajrating.
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3-§. Ekvivalent to ‘plam lar

3.1. Chekli va cheksiss to ‘plam lar. Cliekli dona elernentdan iborat 

to‘plamga cheJsli to'plam deyiiadi, aks hoida to'piam chebsiz deyiiadi. Har xii 

to'plamlarni kuzatish jarayonida biror usul bilan berilgan to'plani elementlari 

sonini hech bo‘lniagaiida taxminan aytish mumkin. Masaian, ko'pyoq udilari 

sonini, ma'lum sondan oshmaydigan tuh sordai' sonini, yer yuzidagi barcha miv 

moiekulalari sonini aniq yoki taxminan aytish mumkin. Bu to'plamlarning har 

biri, aniq bo‘lmasada, cheklita elementga ega. Ikkinclii tomondan eiement- 

lari soni diekli bodmagau to'plamlar ham mavjud.- Masalan, natural sonlar 

to'plarni, to‘g‘ri cliiziqdagi nuqtalar to'plami, tekislikdagi doiralax to'plami, 

ratsional koeffitsiyentli bardia ko‘phadlar to‘plami va hokazolar cheksiz to‘p- 

lamiarga misol bo'ladi. Bunda. dieksiz to‘plam deganda. bu to‘plamdan bitta, 

ikkita, uchta va hokazo marta eleirientlanii olgandan keyin hain elementlari 

tugam aydigan to‘ piam tusliunilarli.

Ikki chekli to'plam elementlari soniniug tengligi, yoki biridagi elementlar 

soni ikkinchisidan ko‘pligini sanastx bilan taqqoslash mumkin. Quyidagicha 

savol tugdladi, ikki chcksiz to'plam elementlarini biror usui bilan taqqoslash 

mumkinmi? Boshqacha aytgauda, tekislikdagi doiralar, sonlar o'qidagi rat- 

sional sonlar, [0, 1] da auiqlaugan uzluksiz funksiyalar yoki fazodagi to‘g‘ri 

chiziqlardan iborat to‘plamlardan qaysi birining elementlari ko‘p degan savol 

ma'noga egami?

ikki chekh to‘plam dementlari sonini taqqoslash usullari bilan tauisliamiz. 

Birinchi usul, ular elementlarini sanash yo‘li bilan taqqoslashdir. Ihkinchi usul, 

bu to'plamlar o‘rtasida biyektiv moslik oi'iiatish yo‘li bilan taqqoslashdir.

Ravshanki, ikki chekli to‘pla.m o'rtasida bivektiv moslik o‘rnatish ucliun, 

ulardagi elerneiitlax soni teng bo'lishi zarur va yetarlidir. Masalan, oliygohdagi 

biror guruh talabalari soui va auditoriyadagi stullar soui tengligini tekshirish
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uchun, ularni Banamasdan, hax bir taiabani aniq bir stulga o‘tqa.zisii kifova. 

bo'ladi. Agar har bir talabaga joy yetarli boiib, birorta ham ortiqdia bo‘sh 

stul qolmasa, ya’ni talabalar to‘plami va stullar to‘plami o'rtasida biyektiv 

moshk o'rnatilsa, bu to'plamlaxdagi elementlar soni teng boiadi.

Ta'kidlash lozimki, agar birinclii taqqoslash usuli faqat chekli to‘plamlar 

uchun yaroqli boisa, ikkinchi taqqoslash usuli cheksiz to'plamlar uchun hain 

o'rinli boiadi.

3.2. Sanoqli to ‘p3amlar. Cheksiz to‘plamlar ichida eng soddasi sanoqli 

to'plam deb ataluvchilaridir.

3 .1-ta’rif. Agar M  to'plam bilan natural sonlar to‘plarni o'rtasida biyek-

tivmoslik o ‘matish murnkin ho ‘isa, M ga sanoqii to ‘plam deyiladi. Boshqacha 

ta ‘riflasak, agar M to ‘plam eiemecntlarini naturai sonlar vositasida aj, »2, . . . ,  

0« , . . .  cheksiz ketmarketUk ko'rinishida nomerlab cMqish mumkin bo‘lsa, M  

ga sanoqli to‘piam deyiladi.

Endi sanoqli to‘plamlarga misollar keltiramiz.

3.1. Butun sonlar to‘plami Z va natural sonlar to'plami N o‘rtasida 

biyektiv moslik 0‘mating.

Yechish. Biyektiv moslikni quyidagi usui bilan 0‘rnatish mumkin.

f  : Z —' N, f (  n) =
2n +  1, agar n > 0 
—2n, ogar n  < 0

ning biyektiv akslantirish ekaixligi 2.9-2.10 misollardan keiib chiqadi. Demak, 

butun sonlar to'plami sanoqii ekan. A

3.2. Barcha juft natural sonlax to‘plami va natura.1 sonlar to‘pla,rni 0‘rtasida 

biyektiv moslik ohriating.

Yechish. Biyektiv moslikni f (2n) = n qoida bo‘yicha o‘rnatish mumkin.

Quyida biz uneha oddiy bo‘lmagan, lekin muhim misolni qaraymiz.

3.3. R,a.tsionaI sonlar to‘plaxnining sanoqii ekanligini isbotlaiig.

22
www.ziyouz.com kutubxonasi



Lsbot. Har bir ratsional son vagona usulda 

a = —, p G Hi; q tz.
q

qisqannas kasr ko'rinishida yoziladi. Ushbu ratsional son uchun |p| + q uning 

balandliyi deyiladi. Ravshanki, berilgan balandlikka ega bo'lgan ratsional son-

lar cheklita. Masalan, 1 balandlikka faqat 0 =  ■- son ega, 2 balandlikka faqat
1 -1  1 2 1 2 1

1 =• -  va —1 — —  sonlar ega, 3 balandlikka esa 2 =  —, —, — -  va —-  
1 1  1 2t 1 'JL

.sonlari ega va hokazo. Barcha ratsional sonlarai ularaing balandliklari o‘sib 

borishi tartibida nomerlaymiz, ya’ni dastlab balandligi 1 ga teng son, keyin 

balandligi 2 ga teng sonlar, undan keyin balandligi 3 ga teng sonlar yoziladi 

va liokazo. Bu tartiblashda har bir ratsional son aniq bir nomerga ega bo'Iadi, 

ya'ni natural sonlar t.o‘plami va ratsional sonlar to'plami o'rtasida o‘zaro bir 

qiyuiatli moslik o'rnatiladi. Bu yerdan ratsional sonlar to'plamining sanoqli 

ekanligi kelib chiqadi. A

Sanoqli to‘plamlaming ba’zi umuiniy xossalarini keltirarniz.

3.1- xossa. Sanoqli to‘plarnning ixtiyoriy qisrn to‘plami chekti yoki sanoq- 

Hdir.

Isbot. Aytavlik A  sanoqli to'plam, B  esa uning qism to'piami bodsin, 

ya’ni A  — {ai,a2, . . . ,  a„ , . . . } .  A  ning B  ga tegishli elementlari ani, a„2, ... 

lar bo'lsin. Agar n-i, «2» •• • sonlar ichida eng kattasi mavjud bo‘Isa, u holda 

B  chekli to'plam bo'ladi, aks holda sanoqli to'plam bo'ladi, chunki uning 

eleinentlari natural sonlar bilan nomerlangan. A

3.2- xossa. Chekli yoki sanoqlita sanoqli to ‘piamlar btriashmasi yana sanoqti 

to ‘plamdir.

Isbo t. Aytaylik Ai, A2, ■ ■ ■ sanoqli to‘plamlar bo'lsin. Bu to'plamlami o'zaro 

kesishmasin deb talab qilamiz. Talabimiz o'rinli, chunki aks holda A\, A2\A i , 

/13\(A i U A2), A i\(A i U A 2 U /13) , . . .  to'plamlar o‘zaro kesishmaydi, har 

biri ko‘pi bilan sanoqli elementga ega va bu to'plamlar yig‘indisi A\,  A2, .. .
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to'plamlar yig'indisiga teng. Qaralayotgan A 1 . A2, ■ ■ ■ •to'plamlarning harnma 

elementlarini quyidagi cheksiz jadval ko‘rinishida yozamiss:

Bu yerda birinchi satrda Ai  to'plam elementlari joylashgan, ikkinchi satr- 

da A'i to'piam elementlari joylashgan va hokazo. Endi jadvalning barcha el- 

ementlarini diagonal bo'yicha nomerlab diiqamiz, va'ni birinchi element deb 

«11 «i, ikkinchi element deb ni, uchinchi element deb 021 ni, to'rtinchi 

element deb 031 ni, beshinchi eiement deb 022 ni, oltinchi element deb 013 
ni va hokazo, ya'ni quyida strelka bilan ko'rsatilgan tartibda harakat qilib, 

nomerlab chiqamiz:

« 1 1 ' I  «12 a'11 *  «14■9--  _

«21 °22 «21 «24 7

*
«31 «12 «11 «14*

y
«41 «42 «45 «44» --

l

Umuman olganda amn element (m +  1) • (n +  1) dan oshmagan nomerga ega 

bo'Iadi. Ravshanki, bu qoida bo'yicha tart-iblashda
OO

A = \ j K
n = l

to‘plamning har bir elementi aniq bir nomerga ega bo'Iadi. Demak, jadval 

ko'rinishida tasvirlangan A  to'plamva natural sonlar to'plami o'rtasida o'zaro 

bir qiymatli moslikni ko'rsatilgan usulda o'rnatish mumkin. A

3.3-xossa. Har qanday cheksiz to'plam sanoqli qtsm to 'plamga ega.

Isbot. Aytavlik, M  dieksiz to'plam bo'lsin. Undan bctiyoriy a\ elementni 

tanlayrniz. M  cheksiz to'plam bo'lgani uchun unda cq danfarqli a2 elementni 

tanlash mumkin. undan keyin «j va a2 dan farqli a3 elementni tanlaymiz, M  

cheksiz to'plam bo'lgani uchun bu jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin. 

M  cheksiz to'plam boiganligi uchun har bir element tanlanganidan keyin

24
www.ziyouz.com kutubxonasi



unda cheksiz ko‘p element qoladi. Natijada A =  {aj, 02, . . . ,  an , ...}  sanoqli 

qism to‘plainga ega bo'lamiz. A

Bundan, sanoqli to'plamlar cheksiz to‘piairilar ichida eng minimali bo'ladi

deb aytish rnumkin.

3.3. Ekvivalent to 'p lam lar. U yoki bu dieksiz to'plamlarni natural son- 

lar to‘planri bilan taqqoslash natijasida sanoqli to'plam tushunchasiga keldik. 

To'plamlarni nafaqat natural sonlar to'plami bilan taqqoslash niumkin, balki 

ixtiyoriy ikki to'plamni ular o‘rtasida o'zaro bir qiymatli moslik (biyeksiva) 

0‘rnatish bilan taqqoslash mumkin.

3.2- t a ’rif. Sanoqli bo‘Imagan cheksiz to'plam sanoqsiz to'plam deyiladi.

3.3- t a ’rif. Agar A va B to‘plamlar o‘rtasida biyektiv rnoslik o‘matish 

mumkin bo ‘Isa, u holda vlar ekvivahmt, to ‘plarnlar deyiladi va A ~  B  shaklida 

belgilanadi.

To'plamlarning ekvivalentligi tuslmnchasini ham chekli to'plamlar, ham 

cheksiz to'plamlar uchun qodlash mumkin. Ikkita chekli to‘p!am ekvivalent 

bodishi uchun ularning elementlari soni teng bodishi zarur va yetarlidir.

Endi sanoqii to'plam tushunchasini boshqacha ta'riflash inumkin: agar to‘p- 

larn natural sonlar to'plamiga ekvivalent bo‘lsa, u sanoqli to ‘plam deyiladi. 

Ishonch hosil qilish qiyin emaski, agar ikkita to‘plam uchunchi to'plamga ek- 

vivalent bo'lsa, ularning o'zlari ham ekvivalentdir, xususan, ixtiyoriy ikkita 

sanoqii to'plamlar ekvivalentdir.

3.4. Ixtiyoriy ikkita [a, 6] va [c, r/] kesmalardagi nuqtalar to'plamlari ek- 

vivalentligini isbotlang. Bu yerda a < b, c < d deb faraz qilinadi.

Isbot. [a, 6] va [c, d] kesmaiar o'rtasidagi biyektiv mosiik 3.1-chizmadan 

ham ko'rinib turibdi. Bu to‘plamiar o'rtasida biyektiv rnoslikni

tp : [a, b\ -* [c, d\, <p(x) = ~ a ) + c

orqali o'rnatish mumkin. <p ning biyektiv moslik ekanligi 2.9, 2.10-misollardan
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kelib chiqadi.

3.1~chizma

3.5. Sonlaro'qi R va (0, 1) interval ekvivaleut to'plamlardir. Bu to'plainlar

ocrtasida biyektiv moslikni

1 1
y =  —arctg x  +  -

7T 2

nmksiya yordamida o!rnatish murnkin.

Cheksiz to'plamlarga oid misollarni ohganish jarayonida ko'rdikki, ba'zida 

cheksiz to'plamlar o'zining biror xos qism to'plamiga ekvivalent bo'ladi. Masa- 

ian, but.un sonlar to‘planii va naturai sonlar to'plaini ekvivalent, sonlar o‘qi 

esa (0, 1) intervalga ekvivalent.

Bu holat faqat cheksiz to'plamlarga xosdir. Haqiqatan, 3.2-banddagi 3.3- 

xossada kohilgan cheksiz M  to‘plam va uning {«i, a2, . . . ,  an, ...}  =  /i  sanoqli 

qismini qarayiik. Bu A  to'plamni Ai = {ni, «3, • • ■, «2n-i. • • ■} va A2 = 

{«2, 04, • ■ •, 02», • • } qisin to‘plamlarga ajratamiz.

3.6. M va M \A 2 to‘plamlarni ekvivalent ekanligini isbotlang.

Isbot. A  va Ai to‘plamlar sanoqli bodgani uchun, ular ekvivalentdir. 

Shuning uchun ular o‘rtasida (p : A  -* A i biyektiv inoslik mavjud. Bu 

moslikni undan kcyin A\ J ( M\ A)  = M  va Ai U(Af\-4) =  M \A 2 to'plam- 

larga quyidagicha davom ettirish inumkin, yahii M \A  to‘plainning har bir
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diuncntiga o‘/,i mos qo‘yiladi, ya’ni

i}!: IvJ —♦ M \A 2, '<p{x) =
'p(x), agar x  € A 

x, agar x  e  M \A  

Slmuday qilih, M  va M \A ^  to'piamlax o‘rt,asida biyektiv mosiik o‘rna.tildi. 

Lekiu M  va M \A 2 to‘plamiar teng emas. ammo ular ekvivalent. A

Natijada biz quyidagi tasdiqqa ega bodamiz.

3.1-tasdiq. Ixtiyoriy cheksiz to‘plam 0 ‘zining biror xos qism to‘plamiga 

ekvivalent bo ‘ladi.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. 0 ‘zbekistondagi bareha talabalar to'plami sanoqlimif

2. Barcha ratsional sonlar to'plami sanoqlirni?

3. Ayirmasi chekli, keshishmasi sanoqli bo'lgan A va B sanoqit to‘plam- 

larga rmsol keltiring.

4. Sirnmetrik ayirmasi sanoqli. kesishrnasi chekii bo'lgan A  va B  sanoqli 

to ‘plamlarga misol keltiring.

5. A va B sonli to'plamlaming arifmetik yig'indisi deganda

C = {c : c = a +  b, a e  A, b € B } to'plam tushuniladi. Agar A va B  

to'plamlar sanoqli bo'isa, ularning arifmetik yig‘indm ham sanoqli bo‘li- 

shini isbotlang?

6. s inx  =  0,5 tenglamaning barcha haqiqiy ildizlari to'plami sanoqlimi?

7. Barcha ratsional koeffitsiyentii ko'phadlar to'plami sanoqli ekanligini is-

botlang.

8. Agar £ son biror ratsional koeffitsiyentH ko'phadning ildizi bo'lsa, £ 

algebraik son deb ataladi. Algebraik sonlar to'plamining sanoqli ekantigini 

ishotlang.
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9. Agar A to'plam B  ga. B  to'plam C ja  ekvivalent bo‘lsa, u holda A  

to ‘plam C ga ekvivalent bo ‘lishini isbotlang.

10. To‘plamlar o'rtasida kiritilgan ekvivalenUik munosabati refleksiv, sirn- 

metrik va tranzitiv bo ‘lishini isbotlang.

4~§. Haqiqiy sonlar to ‘plam ining sanoqsizligi

Oldingi paragrailarda sanoqli to‘plamlarga misollar qaradik va cbeksiz to‘p- 

lamlaming ayrim xossalari bilan tanislidik. Quyidagi savol paydo bo‘lishi tabi- 

iydir: umuman olganda sanoqli bo'lmagan cheksiz to'plamlar mavjudmi? Bu 

savolga ijobiy javob quyidagi teoremada kcltirilgan.

4.1-teorem a. [0, 1] kesmadagi huqiqiy sonlar to'plami sanoqsizdir.

Isbot. Faraz qilaviik, [0. 1] kesmada yotuvchi (barcha yoki ba’zi bir) 

haqiqiy sonlardan tuzilgan {tii, a2, .... (tn,...} =  A  sanoqli to‘plam berilgan 

bodsin. U holda

«1 =  0, anai2ai3 . . .  «in . . . .

a.2 = 0, «21 «22«23 ■ • • a2„ . . . ,

«3 =  0, «31 «32«33 • ■ ■ «3„ . . .,

=  0, a„ian2a„3 • • • Omn • • • j (4.1)

Bu yerda — o,; soiming k— chi o‘nli raqarni. Endi 0 va 9 raqamlarga 

teng bodmagan &i, bz, . . . , bn, . . . raqamlar ketma-ketligiui quyidagi usulda 

tanlaymiz: bi raqarri an  ga. teng emas, 62 raqam «22 ga teng emas, 63 
raqam «33 ga teng emas va bn raqairi a„n ga teng emas va liokazo. Tan- 

langan 61, b2, . . . ,  bn, . . .  raqamlar yordamida [0, 1] ga tegishii bo'lgan ,8 = 

0, bibibs .. ,b„. .. kasrni ariiqlaymiz. Aniqianishiga. ko‘ra, son <:q, a2, ■..,

<in,. . .  kasrlarning birortasiga. ham teng einas, chunki p  kasr «i kasrdan ver- 

gulda.11 keyingi birinchi raqami bilan, a2 dan verguldan keyingi ikkiiichi raqami
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bilan va hokazo an dan verguldan keyingi n  raqanii bilau farq qiladi. Shun- 

clay (jilib, [0, 1] kesiria elementlaridan tashkil topgan hech bir sanoqli to'plam 

[0, 1] ni to'iiq qoplay olmaydi. A

4.1- t a ’rif. [0, 1] kesma va unga ekvivaient bo'lgan to'plamlar kontinuum 

quvvatli to ‘plarrdar deyiladi.

Shunday qilib, [0, 1] kesma sanoqsiz bo'lgan to'plamga misoi bo'ladi. En- 

di [0, 1] kesmaga ekvivalent bo'lgan, ya'ni kontmuum quwath to'plamiarga 

misollar keltiramiz.

4.1- misol. [0, 1] kesmava (0. 1) intervalning ekvivalent to'plamlar elern-

ligini isbotlang.

Tsbot. Buning uchun (0, 1) dan A  — {ox, «2? • • • > °n> • • } sauoqli qism 

to'plamni ajratamiz va undan foydalanib, Ai = {0, 1, ox, 02, . . . ,  «n, ■ ■ C 

[0, 1] to‘plamni qurainiz. Ushbu

p  : [0, 1] -> (0, 1), <p (x) =:x, x e [0, 1] \Ai

y?(0) =  ai, yj(l) =  a2, if(a„) = an+2, n >  1

akslantirish [0, 1] va (0, 1) fco'plamlar o'rtasida biyektiv mosiik 0‘rnatadi.

4.2. 3.4-misolga asosan [0, 1] kesma ixtiyoriy [a, 6] kesmaga va (a, b) 

infcervnlgH ekvivalenl bo'ladi, ya'ni [«-, h] va (a, b) to'plamlar ham sanoq-

MIZl liI ,

4.3. 3.3 va 4 .l.-misollardan sonlar o'qidagi barcha nuqtalar to'plami [0,1] 

kesmnga ekvivalent ekanligi kelib chiqadi.

4.4. Tekislikdagi barcha nuqtaiar to'plami, sfera sirtidagi iiuqtalar to'plami, 

uch o'lchamli fazodagi nnqtalar fco‘plami, sfera ichidagi nuqtalar to'piami va 

hokazo to'plamlarga misol keltirish mumkinki, ularning har biri [0, 1] ga ek- 

vivalentdir.

4.5. Tekislikdagi hamma to‘g‘ri chiziqlar to'plami [0, 1] kesmaga ekviva- 

lentdir.
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4.6. Bii yoki bir nechta o'zgaravchining uzlnksiz funksiyalari to'plami liam 

[0, 1] ga ekvivalenidir.

Sonlar o'qida murakkabroq kontinuum quvvatli to‘plamga rnisol qaraymiz. 

Qaralayotgan bu to'plam Kantor to'plami, yoki Kantor mukammal to'plami 

riomi bilan tauiqli.

4.7. Kantor to'plamini kontinuum quwatli ekanligini ko'rsating.

Yecliish. Kantor to'plami quyidagicha quriladi. 1J = [0, 1] bo‘lsin. Un- 
/1  2 \  . .

dan I -  j = A j  intervaini chiqarib taslilaymiz, qolgan yopiq to‘plamni 1<\ \  o 3 /  . . .

bilan belgilaymiz. Keyin t \  dan ((■, ^  va ( —, - )  intervallarni chiqarib

tashlaymiz. ularning birlashmasini K.2 orqali, qolgan yopiq to'plamni. ya’ni

Ki \K 2 =
° ' 5

i | i 2 l i l l l 2 ^ I I
U i o ’ s U i v  o U S'19’ 3j w  i 3 ’ 9

to'plamni F2 bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu to 'rtta  kesmaning har biri 

teng 3 qismga bo'linib, o'rtadagi uzunligi 3-3 teng bo'lgan interval chiqarib 

tashlanadi. Chiqarib tashlangan

(2VI)u(i|)u(i.|)u(|.|) <«>
to'plamni K 2 bilan F2\K 2 ni esa F$ biian (4.1-ehizma) belgilaymiz. Bu 

jaravonni cheksiz davom ettirib, yopiq to'plamlarning kamayuvchi Fn ketma- 

ketligini hosi! qilamiz. Agar
CO

*  =  f > "
n—1

deb belgilasak, K  yopiq to'plam bo'ladi. U [0, 1] kesmadan sanoqli sondagi 

K |, K 2, ■ ■ ■ K n, . . .  iutervallarni chiqarib tashlash natijasida hosil bo'ladi. Hosil 

bo‘lgan K  to‘plam Kantor to'plami deyiladi.

Endi K  to‘plamning strukturasini o'rganamiz. Ravshanki, [0, 1] kesmadan 

chiqarib tashlangan intervallarning oxirlari bo'lgan

1 2  1 2  7 8
’ ’ 3 ’ 3’ 9 ’ 9 ’ 9 ’ 9 ’ '

(4.3)
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uuqtalar K  ga tegjshli boiadi. Biroq K  bo‘plani foqat shu nuqtalardau iborat 

omas. [0, 1] kesmadagi K  ga tcgisbli bo'lgan nuqtalarni quyidagidia xarak- 

Uniash mumkin. Buning uclnm [0, 1] kesmadagi har bir x  ni uchlik sistemada

yozaimz:

x  ■=
3 r 32 33 '

Q,n ,
3" r  ‘"

bu ycrda an sonlar 0, 1 va 2 raqamlardan birini qabul qilishi mumkin. 0 ‘nli

kasrlai- iiohdagidek bu yerda liam ba'zi soularni ikki xil ko‘rinishda yozish

mumkin. MasaJan,

1 _  1 _0 0 _  0 _2 2_
3 “  3 +  32 +  ’ ’ ‘ +  3” + 3 +  32 + ' ' '  +  3^ +  ' ‘ '

,_____________ ______________ :_____________ _ f=,
D 1/3 2/3 1

1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9

I—I M------1—I l-H
O i- i l  ? — — 127 27* 9 9 37 27 3 2 19 20 7

3 27 27 9 S 25 26 1 
9 27 27

4 .1 - c h i z m a

Endi K  to‘plamga tegislili soniarning uchlik sistemadagi yoyilmasi haqida
/1  2\likr yuritamiz. Ravslmnki, ( -  J intervaldagi sonlarmng uchlik sistemadagi

/1  2 \  /7  8^
yoyilmasida aj son aibatta 1 ga teng bo'ladi, -  I va  ̂- ,  - J  inter-

vallarga tegishli soniarning uchiik sistemadagi yoyilmasida 0.2 son aibatta 1 
, .'i .. v  ... . . . , /  1 2 \  / 7  8 \  /19  20ga teng bo-lacu. Xuddr shunga o'xshash l̂ — , — J ,  ^

/25  26 \
va ( — , — I iutervallarga tegislili soular uchun ularning uchlik sistemada- 

\2 7  2 7 /
gi yoyilmalanda 03 son albatta 1 ga teng bo‘iadi va hokazo. Shunday qilib, 

ixtiyoriy x  € [0, 1]\X' son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida qat-
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nashuvchi ai , a,2, . . .  a,n, .. .  sonlaming kaxnida bittasi 1 ga tcng. Aytilgan mu- 

lohazalardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: K  to‘plamga kamida bir usui bi- 

lan uchlik kasr ko‘rinishida tasvirlanuvchi shunday x  € [0, 1] sonlar kiradiki. 

ularga mos aj, 0.2 , . . .  a„,. . .  ketma-ketlikda 1 raqatni biror marta ham uclira- 

maydi. Shunday qilib, har bir x  e K  uchun

ai , a2, . . . a n----  (4.4)

ketma-ketlikni mos qo‘yish murnkin, bu yerda «« raqain 0 yoki 2 ni qabul 

qiiadi. Bunday ketina-kctliklar to'plaiui kontinuum quwatli to'plamni tashkil 

qiladi. Bunga ishonch hosil qiiish uclum har bir (4.4) ketma-ketlikka

h ,  kt, • • • , K  ■ ■ ■ (4.5)

ketma-keUikni shimday mos qo'yamizki, agar an =  0 bo‘isa, 6„ =  0 boiadi, 

a,gar a,n — 2 boisa, b„ =  1 boiadi. Har bir (4.5) ketma-kctlikui, [0, 1] 

kesinadagi biror x  sonning ikkilik kasr yozuvi deb qarash muinkin. Shunday 

qiiib, K  to‘plaimii [0, 1] ga biyektiv akslantirishni olarniz. Bu yerdan K  

ning kontinuum quvvatli to'plam ekaniigi kelib chiqadi. (4.3) ketma-kctlikdagi 

sonlar to'plami sanoqli bodgaui uchun. ular K  ni to ia  qoplamaydi. A

Biz ko‘rsatdikki. K  kontinuurn quvvatga ega, ya'ni [0, 1] kesrria biian 

K  to'plam o'rtasida biyektiv inosiik mavjud. Bundan tashqari Kantoruing 

mukammal to'plami bir qator ajoyib xossalarga ega. Masalan:

1) Kantor to'plamining oichovi nolga teng (6.3-xnisolga qarang).

2) Kantor to‘plamining yakkalangan nuqtaiari mavjud emas.

3) Kantor to‘pla.inining ichki nuqtalari mavjud einas.

4) Kantor to'‘plami [0, 1] kesmaning liecli yerida zich emas.

Bu xossa.ia.mi mustaqil isbotiashni o'quvchiga havola qilamiz.

Endi to'plamiar nazariyasidagi asosiy teoremalardan. biri Kantor -Bern- 

shteyn tcoremasini isbotlaymiz.

32
www.ziyouz.com kutubxonasi



4.2-teorem a (Kantor Bernshteyn). Ixtiyoriy A va B  cheksiz to'plamlar 

berilyan bo‘lsin. Agar A to ‘plamni B  to'plamning B j qism to‘plamiga biyek- 

tiv akslantiruvchi f  akslantirish va B  to!plamni A. to'plamning Aj qism 

to 'plamiga biyektiv akslantiruvchi g akslantirish mavjud bo'lsa, uholda A va 

B toplamlar ekvtvalentdir.

Tsbot. Urrairniylikni chegaralamasdan, A  va B  to‘plamiar kesisbmaydi 

deb faraz qilishimiz mumkin. Ixtiyoriy x  — x 0 e A  eiementni olamiz va 

{x„} ketma-ketlikni quyidagieha aniqiaymiz. Agar B  to'plamda g(x) =  x0 

shartni qanoatlantiruvchi x  elemenl; mavjud boisa. uni x\ deb belgilaymiz. 

Agar A  to'plamda f ( x )  =  x i  tenglikni qanoatlantiruvchi x  element mavjud 

boisa, uni x2 deb belgilaymiz. Aytaylik x n element aniqlangan boisin. Agar 

n juft boisa, u holda xn+i orqaii B  dagi shunday elementni tanlaymizki (agar 

biindav element mavjud boisa), x„ =  g(xn+1) shart bajarilsin, agar n  toq 

boisa, xn+i —A. dagi shunday elementki (agar umavjud boisa), f ( x n+1) — xn 

shart bajariisin. Bu yerda ikki hoiat sodir boiishi mumkin.

1. Biror n  da koi'satilgan shartlarni qanoatiantiruvchi x n+1 element mav- 

jud boirnaydi. Bu holda n nomer x  eieinentning tartib soni deyiladi.

2. Cheksiz {ar„} ketma-ketlikka ega boiamiz. Bu holda x  elementning 

tartibi cheksiz deyiladi.

Endi A  to'plamni uchta to'plamga ajratamiz. Juft tartibli elementlardan 

tashkil boigan qism to'plamni Ae  orqali, toq tartibli elementlardan tashkil 

boigan qism to'plamni A q orqali va cheksiz tartibli elementlardan tashkil 

boigan qisin to'plamni A j orqali belgilaymiz. B  to'plamni ham xuddi shun- 

day Be , Bq va B j  qismlarga ajratamiz. Tushunish qiyin emaski, f  akslan- 

tirish Ae  ni Bq ga va A j  ni B j ga akslantiradi, cU1 akslantirish esa A q 

ni B e  ga akslantiradi. Shunday qilib, Ae  U A j da /  ga texig va A q da g~l 

ga teug ip akslantirish A  to'plamni B  to'plamga biyektiv aksiantiradi. A
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4.1 To‘plam  quvvati tushunchasi. Agar ikkita cliekli to'plam ekviva- 

ient. boisa, ularning elementlari soni teng boiadi. Agar A va B  to'plamlar 

ekvivalent boisa, u holda ular bir xii quvvatga ega deyiladi. Shunday qilib, 

quvvat ixtiyoriy ikki ekvivalent to'plamlar uchun umumiylik xususiyatidir. 

Chekli to'plamlar uchun quvvat tushunchasi odatdagi to'plam elementlari soni 

tushunchasi biian ustma-ust tushadi. Natural sonlar to'plami va unga ekviva- 

lent to'plam quvvati ucliun K0 (ajef nol deb o'qiladi) belgi ishlatiladi. [0, 1] 

kesmadagi barcha haqiqiy sonlar to'plamiga ekvivaient to'plamlar haqida, ular 

kontinuum quwat ga ega deb gapiradilar. Bu quvvat uchun c yoki M simvol 

ishlatiladi. K0 va c orasida quvvat inavjudmi degan savol juda chuqur muam- 

mo hisoblanadi. Analizda uchraydigan cheksiz to'plamlarning deyarli barchasi 

yoki Nq , yoki c quvvatga ega.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. Sonlar o ‘qidagi oxirlari ratsional bo'lgan bareha intervallar to ‘plamining

sanoqli ekanligim isbotlang.

2. Tekislikdagi ratsional koordinatali nuqtalar to ‘platnining sanoqli ekanli- 

gini isbotlang.

3. Ixtiyoriy cheksiz M va sanoqli A  to‘plamlar uchun M U A  ~  M muno- 

sabatni isbotlang.

4. Ikkita har xil cheksiz o‘nli kasrli yoyilmalarga ega bo'lgan sonlar to‘p- 

lamining sanoqli ekanligini isbotlang.

5. Barcha irratsional sonlar to‘plarnining sanoqsiz ekardigmi isbotlang.

6. Barcha irratsiona.1 sonlar to‘plamining kontinuum quvvatga ega ekanli- 

gini isbotiang.
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7. Koordinata boshidan o‘tuvchi barcha to'g'ii chiziqlar to'plami [0, 1] 

to ‘plamga ekvivalcntmi?

5-§. To‘p lam lar sistem alari

5.1. To‘p lam lar haiqasL Eleinentlari to'plamlardan iborat to‘p!am to‘p- 

lamlar sistemasi deyiladi. Biz asosan oldindaa berilgan X  to‘plarnning qism 

to‘plarnlarida.n iborat sistemalarni qaraymiz. To'plarnlax sisteinalarini belgi- 

lash nchun biz gotik alifbosining bosh harflaridan foydaianamiz. Bizni asosan 

to‘pla.inla.r ustidagi ba'zi amallarga nisbatan yopiq bo‘lgan sistemaiax qiziqti- 

radi.

5.1- t a ’rif. Agar & to ‘plarrdar sistemasi simmetrik aytrma va kesishma 

amallariga nisbatan yopiq. ya'ni ixtiyoriy A. B  € & to‘plamlar uchun 

A A B  € © va A C \B  € © bo'lsa, u holda & to‘plamlar sistemasiga halqa 

dcyiladi.

To'plamlar halqasi quyidagi xossalarga. ega.

5.1- xossa. Agar G to'plarnlar sistemasi halqa bo'lsa, u holda 6  birlashma 

va ayirma amallariga nisbatan ham yopiq bo ‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy A, B  to'plamlar uclmn A U B  =  ( A A B ) A ( A  D B )  va 

A \ B  — ziA(.4 n B) tengliklar o'rinli. Bu tengiiklardan harnda & sistema 

halqa ekanligidan A u  B € & va. A\B € 6  rnunosabatlar keiib clriqadi. 

Deinak, halqa birlashma va ayirma amallariga. nisbatan ham yopiq sistema 

bo‘lar ekan. A

5.2- xossa. Agar & to‘plamlar sistemasi halqa bo‘lsa, u holda © chekli 

sondagi birlashrna va kesishma amallariga nisbatan ham yopiq bo'ladi.

Isbot. Agar 6  to'plainlar sistemasi halqabo'lsa, uholda, 5.1-xossagako‘ra 

© sistema o'zining Ai va A^ to!plamlari bilan birgalikda ulaming birlaslimasi
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va kesishmasini ha.ru saqlaydi. Chekli induktiv qadamdan keyin & sistema
n m

C -  [ J  /tfc, D = f ) B k, A k, Bk <E &
k ^ l k- 1

ko‘rinishdagi ixtiyoriy ehekli yig‘indi va kesislimani ham o'zida saqlashi kelib 

chiqadi. Ushbu =  0 tenglik ko'rsatadiki, har qanday haJqa o'zida bo‘sh 

to'plamni saqlaydi. Faqat bo‘sh to'plamdan iborat sistema mumkin bo‘lgan 

ha.lqa.lar idiida. eng minimali bo'iadi. A

Agar 6» to‘plamlar sistemasida shunday E  € 6  to‘plain mavjud bo‘lib, 

ixtiyoriv A  € © udiun .4 fl E  =  A  bo‘lsa, E  to‘plam 6  sist.ema.ning bir- 

lik elementi yoki biri deyiladi. Sistemaning btri deganda shu sistemadagi 

maksimal to'plam tushuniiadi. Hamma sistemalar ham maksimal to‘plamga 

ega bo'lavermaydi. Masalan, natural sonlar to‘plamining bardia chekii qism 

to‘plainlaridan iborat sistemasida maksimal to‘plain mavjud emas.

5 .2 -ta’rif. Birlik dementga ega boHgan to ‘platnlar halqasi algebra deyiladi.

5.1- misol. Ixtiyoriy A  to‘plam udiun uning barcha. qisrn to'plarnlaridan 

tuzilgan 31(4)— sistema, biri E = A bo'lgan algebra bo‘ladi.

5.2. Ixtiyoriv A  to‘plam udnm uning barcha chekli qisin to'plamlaridan 

uziigan sistema lialqa bo‘ladi. Bu halqa algebra bo‘lishi uciiun A  diekli to'plarn 

bo‘lishi zarur va yetarli.

5.3. Ixtiyoriy bo'shmas A  to‘plam uchun A  va, 0 to'plamlardan uzilgan 

{.4, 0} sistema, biri E  =  A  bo'lgan algebra bo'ladi.

5.4. Sonlar o'qidagi bardia chegaralangan to‘plamlar sistemasi halqa bo'ladi, 

a.mnro algehra bo‘lmaydi.

5.1- teorem a. Ixtiyoriy {91«} halqalar istemasi uchun ulaming kesishmasi

= n  %, yana halqa bo ‘ladi.

Isbot. A, B  € 94 =  n  bo‘lsin, u holda ixtiyoriy a da .4, B e  94a
OC

bo'ladi. 94t-, halqa, bo'iganligi udiun A A B  e  91«, A fl B  € 91«. U holda 

A A B  € 91 va A n  B  e  91. A
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5.2- teorem a. Ixtiyoriy bo'shmas © to'plamlar isiernasi uchun © ni o‘zi- 

da saqlovchi va 6  ni saqlovchi barcka 91 halqalarda saqlanuvchi yagona 

0R(6 ) minimal halqa rriavjud.

Isbo t. Dastiab X  = |J  A  to‘plamni uzamiz. Ma’lumki, X  to‘plam-
.4e6

nisig bardia qisxn to'plamlaridan tuzilgan 21 (,Y) sistema algebra bo'ladi, 

ya’ni xususiv hoida halqa bo‘ladi va © ni o‘zida saqlaydi. Demak, © ni 

saqlovehi kamida bitta halqa rnavjud ekan. Endi © ni o‘zida saqlovchi ham- 

ma halqalar sistemasini J2 belgilayrniz. Isbotlangan 5.1-teoremaga 

ko‘ra 23 =  p| 91 sistema halqa bo'ladi va 6  ni o‘zida saqlaydi. Ravshanki,
OleS ‘

izlanayotgan sistema 93 ga teng. Haqiqatan harn, 6  ni o‘zida saqlovchi ixti- 

yoriy 91* halqani qarasak, kesishma tH* p( ham J2 sistemadagi halqa. 

bo'ladi. demak 23 C 9V . Shunday ekan, 23 haqiqatan ham, minimallik ta,- 

labirii qanoatlantiradi. Bu halqa © sistema ustidagi minimal halqa deyiladi 

yoki © dan hosil qiiingan minimal halqa deyiladi va 9Jl(6) simvol bilan 

belgilanadi. A

5.2. To‘p lam lar yarim  halqasi. Ko'pginamasalalarda, masaian, o‘ldiov- 

lar azariyasida halqa tushimchasi bilati birgalikda unga nisbatan umumiyroq 

bo‘3gan to‘plamlar yaritn halqasi tushunchasi ham muhim ahamiyatga ega.

5.3- t a ’rif. Agar © to ‘plamlar sistcmasi quyidagi shartlarni qanoatlantir- 

sa, unga yarim halqa deyiladi:

a) © bo‘sh to'plamni saqlaydi;

b) © to'plamlar kesishmasi arnaliga nisbatan yopiq. ya’ni A ,B  c  6  
munosabatdan A n  B  € © munosabat kehh chiqadi;

c) A  € ©, Ai € © va Ai C A ekanligidan © sistemaning o ‘zaro ke-
n

sishmaydigan A i , . . . ,A n cheMita eiemenUari mavjud bo‘libf A \di =  (J Ak 

tasvir o ‘rinli bo ‘ladi.

Agar .4 to'piam o'zaro kesisiunaydigan A 1.A 2, . . . , A n to‘plamlar birlash-
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masidan iborat bo‘lsa, bu biriashma A  to‘plamning chekli yoyilmasi deyiladi.

Ixtiyoriy 6  to‘plarnlar haiqasi yarim halqa boladi, clmnki A va A\{A\ C 

A) to'plamlar 0  ga tegishli bo'lsa, u holda A2 =  -4\-4i € 6  bo'lib, A  — 

A\ U A i chekli yoyilma 0‘rinli bo'ladi. Demak, liar qanday halqa yarim halqa 

bo'lar ekan. Quyida biz shunday yarim halqaga misol keltiramizki, u halqa 

bo‘la olmaydi.

5.5. Sonlar 0‘qidagi barcha [a, b) yarim ochiq iutervallar sistemasi -  © 

yaxim halqa bo‘lishini isbotlaug.

Isbo t. © bo‘sh [a, a) =  0 to‘plarnni saqlaydi. & to‘plamlar kesishmasi 

amaliga nisbatan yopiq, ya'ui [a,b), [c,d) € © munosabatdan [a, 6)D[c, d) € 

S  munosabat (5.1-chizma) kelib chiqadi. [a, b) € ©, [ai, 61) € 6  va [ai, b\) c  

[a, b) ekanligidan [a, 6)\[ai, b\) = [a, ai) (J[6|, b) tasvir o'rinh hamda [a, ai) 

va [61, b) lar & ga (5.2-chizma) qarashh. Demak, 0  yarim halqa bo'ladi. A

[a,i)f1[c.<0 = [c.i) 

a  c b d

5.1- chizma

5.6. 5.5-misolda keltirilgan sistemaning hcilqa. bo'la olmasligini isbotlang.

Isbot. Buning uchun 0  sistemaning to'plamlar simmetrik ayirmasi ama- 

liga nisbatan yopiq emaslighii ko‘rsatish yetarli. © sistemadan olingan A = 

[0, 5) va. B — [1, 3) to'plamlarning simmetrik ayirmasini qaraymiz. Bu hoi- 

da. A A B  = [0, 1) |J[3, 5) (5.2-chizma) bo‘lib, u 0  sistemaga qarashh emas. 

Dema-k, © sistema halqa bo‘la olmaydi. A

[a. WXta!,^) = [«,«,) U [iL, b)

----1---------- 1--------h ---------1--
a % hi b

5.2- d iiz irta

Endi yarim halqalarning ayrim xossalari bilau tanishib chiqamiz.
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5.1- leinm a. 6  yarimhalqadan A to'plam va o'zaro kesishmaydigan A\,

A2, . . . ,  An to'plaralar olingan bo'lib, ulaniiny har birt A to‘plamda saqlansin.

U holda Ai, A2, . . . ,A n to ‘plamlami An+x, . . . , A S € 6  to ‘plam,lar bilan A
8

to'plamninq chekli yoyilmasiqa qadar to‘!dirish mumkin, ya'ni A =  U A*.

Isbo t. Lemmani matematik induksiya metodi bilan isbotlayrniz. n  =  1 

bo‘lganda tasdiqning to'g'ri ekanligi yarim halqa ta'rifidan bevosita kelib chiqa- 

di. Faraz qilaylik, bu tasdiq n = m  iichiin ham to‘g‘ri bo'lsin. Endi n = 

m +1 ta Ax, /12, . . . ,  Am+i to'plamni qaraymiz, ular lemma shartlarini qanoat- 

lantirsin. Farazimizga ko‘ra, n =  rn da

A =  A i U A2 U . . .  U Am U U . . .  U }Jp (5.1)

tasvir o‘rinli. Bu yerda B h .. . ,B P to ‘plamlar 6  yarim halqaga qarashli. (5.1) 

tenglikdan Ara+1 c  B\ U B 2 U . . .  Bp ekaniigi kelib chiqadi. Agar Bqi =  

Am+i n  B q , q =  1, 2 , . . .  ,p  desak, u holda A m+1 = B\\ U B 2\ U .. .  U Bpl 

tenglik o'rinli. Aniqlanishiga ko‘ra Bql c  Bq bo'ladi. Yarim halqa ta'rifiga 

ko‘ra Bq\B ql to'plamni o'zaro kesishraaydigan B q2, . . . ,  Bv  € © to'plamlar- 

ning chekli yqyilmasiga yoyish mumkin, ya’ni Bq\B ql = B q2 U • U Bv  . 

Ravshanki, (5.1)tenglikka ko'ra quyidagi

A =  Ax U A2 U ■ • • U Am U Am+1 U JU Bqj

chekli yoyilma o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib, n = m  +  1 bo‘3ganda lemrna 

tasdig‘i to‘g‘ri ekanligi isbotlandi. Shunday ekan, ixtiyoriy n  da lemma tasdig'i 

o'rinli. A

5.2- lem m a. & yarim halqadan olingan har qanday chekUta A j, A2, . . . ,  An 

to‘plairdar sistemasi uchun & da shunday o‘zaro kesishmaydigan cheklita 

B h . . . , B t to‘plamlar sistemasi maujudki, har bir A* to ‘plam B l t  . . . , B t  

to ‘plarnlardan ba 'zUari yordamida

-A-k -  ( J  B s, M k c  {1,2, —  f }
seMk
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yig'indi ko'rirdshida tasvirlanadi.

Isbot. Bu lemmani liarn matematik induksiya metodi bilan isbotlaymiz. 

Agar n = 1 bo'lsa, lernma isboti ko‘rinib turibdi, chunki bu hoida t = 

1, ih  = A\. Faraz qilaylik, lemma tasdig'i n = m  bo'lganda o'rinli bo'lsin. 

Endi lemma tasdig‘ining n =  m + l  uchun to'g'riligini ko‘rsatamiz. & danix- 

tiyoriy ravishda A1: A 2, . . . ,  A m. Am+i to'plainlarni olarniz. Farazimizga ko!ra,

shunday chekiita o'zaro kesishmaydigan B l t __ Bt to'piamiar mavjudki,

Ai, A2, .. •, Am to'plamlar uchun

Ak = \ j B „  k € { 1 , 2 , ,  m}
seMk

chekli yoyilmalar o'rinli va M k c  { 1 , 2 , .  Endi

B si — Am+1 n  Bs, s € {1,2, . . . ,£} 

belgilashlami kiritamiz. 5.1-lemmaga ko'ra quyidagi chekli yrryilma o'rinli

Am+i =  ^ i i U ^ i U . . . U ^ U U ^  B'p e 6 ,  P = l ,2 . . . . ,q .  (5.2)
p= i

Yarim halqa ta'ritiga ko‘ra esa

B s = B 81 U B s2 U ... LJ B tfm, B sj e  6 , 

chekli yoyilmalar o'rinii. U holda k =  1,2, . .  , m, bo'iganda

fll

U  U B«
s € M i t j = l

chekli yoyilmalar o‘rinli va

B sj, B ’p, l < s < t ,  1 < j  < f s, 1 < p < q

to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Shunday qilib, BSJ, Bp to'plainlar sistemasi 

A i , . . . ,  Am, Am+i to'plamlar uchun lernma shartlarini qauoatlantiradi. A
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5.3. Yarim  halqadan hosil qilingan halqa. 5.1-bandda ko rdikki. ix- 

tiyoriy © sistema uchun uni o‘zida saqiovdii yagona. rnininiai halqa mavjud. 

Amino ixtiyoriv © sistema udiun 9Jl(6) ni © bo‘yicha hosii qilish ancha 

murakkabdir. Agar © sistema yarirn halqa bo‘lsa, 9R(6) ni hosil qilish to‘liq 

sharhlanisiii muinkin. Ya'ni qu.ytda.gi teoreina o‘rinii.

5.3-teorem a. Agar © yarim halqa hoisa. u holda 9Jl(©) minimal halqa
n

Ak to‘plamlar (Ak £ ©) ho'yicha A  =  (J A^ chekli yoyilrnaga ega bo‘lgan
fc= i '

A to ‘plaralarning X sistemasi htlan ustrna-ust tushadi

Isbo t. Dastlab X  sistemaning halqa. ckanligini ko;rsatamiz. Agar A va B

lar X  ga tegishli bodgan ixtiyoriy elementlar bo‘lsa, u holda quyidagi diekli

yoyilmalar o‘rinli
n m

.4 -  | J  Ai, B  = | J  Bj, Ai € 6 , Bj e  6 -
7 = *1  j — l

© yarim halqa bo'igauligi udiun Cq =  A i  f) B j  € © . 5.1-lernma.ga ko‘ra 

quyidagi chekli yoyilmalar ham oiinli
m r, 7i Sj

Ai — U  C'ij U  0  ^ ik’ ‘'i =  U  Ch U  U  (^-3)
1 k—l i—\ y—1

bu yerda Dj*, Eji € ©• Hosil qilingan (5.3) tenghklardan A C \  B  va A A B  

to‘plamlaruing chekli yoyihnalarga egaligi, ya.’iii

S = U U C’*A A A S = ( U U ^ I
i—l j —1 \ i = l )

va demak. A n B  va A A B  larning X  ga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Demak, 

X  sistema halqa ekan va u © ni o‘zida, saqlaydi. Agar 9Jl(©) sistema © 

ni o‘zida saqlovdii minimal halqa boisa, u holda ixtiyoriy A  € X  to'plam
n

A — (J Ak, Ai € © chekliyoyilmagaegava 9Jl(©) chekli yig'indiganisbatan
fe=i

yopiq boigani uchun A € 9Jt(©) boiadi, vaiii X  C 9Jt(©) . Demak, X  =  

SDt(6 ). A
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5.4. o - algebralar. Har xii masalaiarda, xususaoi .o'ldhoviar nazari- 

yasida, sanoqiita to'plamlar kesishmasi va yig'indiaini qarashga to‘g!ri keladi. 

Shuning uchun, to!plam!ax halqasi tushundiasidan tashqari, quyidagi tushun- 

chalarni harn qarash maqsadga muvofiqdir.

5.4- t a ’rif. Agar © to‘plumlar halqasi undan olingan kdiyony A2,

. . . ,  An, . . .  to‘plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ulaming yigHndisi A =
DO

U Ai ni ham o'zida saqlasa, u holda 6  sistemaga 0 - haiqa deyiladi.
1
5.5- ta’rif. Agar © to'plamlar halqasi undan olingan uiiyoriy Ai, A2,

. . . ,  A„,. . .  to‘plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda utaming kesishmasi B  =
OO

H An ni harn 0 ‘zida saqlasa, u holda © sistemaga S - halqa deyiladi.
n~ 1

5.6- t a ’rif. Birlik elementU 0  - halqa 0 - algehra deyiladi. BirUk elementli

6 - halqa esa 5 - algebra deyiladi.

Shuni ta ’kidlash lozimki,

U An = B \  n  (b \A n), n  An = t i \  u  ( h\A„)
n n n n

ikkilik munosobatlaridan 0  - algebra va 5 - algehra tushunchalarining ust- 

ma-ust tuBhishi kelib chiqadi.

A  cheksiz to'plamning barcha qism to‘plamlari sistemasi 2l(..4), o - algeb-

ra. bo!ladi. Agar biror © sistema beriigan bo'lsa, doim uni saqlovchi 0 -

algebra mavjud. Haqiqatan ham, agar X  =  [J A  desak, X  ning barcha
Ae&

qism to‘plamlaridau tuzilgan 21(Al) sistema © ni o'zida saqlovchi 0 - algebra 

bo'ladi. Agar © — © ni o‘zida saqlovdii biror 0 - algebra va X  uning biri 

bollsa, u holda ixtiyoriy A  e © to!plam A  C X  mrmosabatga bo'ysunadi. va

shunday ekan, X  — U -4 C X  ■ Agar © ni saqlovchi © — 0 - algebraning
Ae& ' '

biri X  uchun X  = X  munosabat bajarilsa, bu 0 - aigebra (© ga nisbatan) 

keitirilrnaydigan 0 - algebra deviiadi.

5.4-teorem a. M iyoriy bo'shmas © to'plamlar sistemasi uchun (bu sis- 

temaga nisbatan) keltirilmaydigan shunday ©(©) — 0 - algebra mavjudki, bu
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o - algebra G ni saqlaydi G ni saqlovchi barcha o - algebmlarda saqlanadi.

Bu teorema isboti ham biririchi bandda keltiriigan 5.2-teoremaning isbotiga 

o'xyhash olib boriladi. 5.4-teoremada keltirilgan o  - algebra © sistema ustiga 

qurilgan minimal o - algebra deyiladi.

Misol sifatida sonlar o'qidagi barcha [a, b] kesmalarva [a, b), (a, b] yarim 

iutervailar va (a, b) intervailardan tashkil topgan © yarim halqani qarasak, 

u holda © ustida qurilgan minimal o - algebrani ©(©) bilan belgilaymiz. 

Bu <j - algebra elementlari Borel to'plamlari yoki Borel tipidagi to‘plarnlar 

deyiladi.

M ustaqil ishiash uchun savol va topshiriq iar

1. o va S — halqalarga misollar heltiring.

2. Halqaning birlik elementi (biri) ga ta ’rif bering.

3. Sonlar o'qidagi barcha ochiq va yopiq to‘plamlar sisternasi yarirn halqa 

(halqa) tashkil qUadimi?

4. Sonlar o‘qidagi barcha chegamlungan to‘plamiar sistemasi halqa (yarim

halqa) tashkil qiladirni ?

5. Sonlar o‘qidagi barcha chekii to‘plamlar sistemasi halqa (yarirn haiqa) 

tashkil qiladimi ?

6. Sonlar o'qidan olingan barcha [a, 5] kesmalar va [«, b), (a, b] yarirn 

intervallar va (a, b) intervallar sistemasi yarim halqa bo'Ushini isbot- 

lang. Bu sisternaning halqa bo‘la olmasligini ko'rsating.

7. Tekislikdagi barcha yarirn ochiq {(x,y) : a < x  <  b, c < y < d} to'g'ri 

to ‘rtburchaklar sistemasi yarim halqa bo ‘lishini isbotlang. Bu sistemaning 

simmctrik ayirma amaliga msbatan yopiq emashgim ko‘rsating.
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II bob. O lchovli to ‘plam!ar

Bn bob «ch paragrafdan iborat. Dastlabki 6-paragrafda tekislikdagi to‘piam- 

ning Lebeg o'lchovi tushunchasi ldritilgan. 0 ‘lchov tushunchasi bu — kesma- 

iiing uzunligi, tekislikdagi shaklning yuzasi, fazodagi jismning hajmi kabi tu- 

shunchalarning umumlashmasi natijasida paydo bo‘lgan. Bn paragrafda Lebeg 

ma'nosida o'ichovli to‘plamlar sinti Jordan ma'nosida o'lchovli to'plamlar sin- 

fidan kengroq ekanligi ta'kidlangan va Lebeg ma'nosida o'lchovli bo'lgan, am- 

mo Jordan mahiosida o'lchovli bo'lmagan to‘plamga misol keltirilgan. Lebeg 

o'lchovining yarim additivlik, additivlik, sanoqli additivlik va uzluksizlik xos- 

salari (6.6, 6.8-6.9 teoremalar) isbotlangan. Birlik kvadratdagi o'lchovli to‘p- 

lamlar sistemasi a — algebra tashkil qilishi ko'rsatilgan. Bu paragrafning ay- 

rim to'ldirishlar bandida tekislikda berilgan A  to'plamning Lebeg ma'nosida 

o'lchovli bo'lishligi ta'riflangan. Umumlashtirishlar bandida esa Lebeg-Stiltes 

o'lchovlari berilgan. Paragrafning oxirgi bandida sonlar o'qida Lebeg ma'nosida 

o'ldiovsiz to'plamga misol keltirilgan. Absolyut uzluksiz, singulyar uzluksiz va 

diskret o'ichovlarga ta'rif berilgan hamda tilarga misollar keltirilgan.

7-paragrafda o'lchovning umumiy ta'rifi keltirilgan. Yarim halqada beril- 

gan o'lchovni yarim halqadan hosil bo'lgan minimal halqaga davom ettirish 

va davomning yagonaligi (7.1-teorema) isboilangan. Additiv va o — addi- 

tiv o'lchovlaming uinumiy xossalari keltirilgan. Additiv, amrrio a — additiv 

bo'lmagan o'lchovga misoi keltirilgan.

Bobning oxirgi, 8-paragrafida varim halqada berilgan o‘lchovni Lebeg bo‘yi- 

cha davom ettirish masalasi qaralgan. Bu yerda ham 6-paragrafdagiga o‘xshasb 

o'lchovning yarim additivlik, additivlik, sanoqli additivlik va uzluksizlik xos- 

salari isbotlangan. Birlik elementli &m yarim halqada a — additiv m  o'lchov 

berilgan bo'lsa, bu o'lchovning Lebeg bo'yicha davomi —/x ham o — additiv 

oidiov boiishi isbotlangan.
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6-§. Tekislikdagi to ‘pIamning odchovi

Biz bu paragrafda tekislikda Lebeg ma!nosida o‘lchovli tc/plain ta'rifini 

boramiz va olchovli to'pkvmlaming asosiy xossalarini isbotlaymiz.

6.1. E lem entar to ‘plam  odchovi. Aytaylik a,b,c  va. d lar ixtiyoriy 

soniar bo'lsiu. Tekislikda

a < x < b, a < x < b, a < x <b, a < x < b

c < y < d, c < y  < d, c < y  < d, c < y < d

tengsizlikiaming istalgan bir jufti bilan aniqlangau to'plamlar sistemasi beril- 

gau bo'lsiu. Bu to‘plamiarni to:g‘ri to‘rt.burdhaklar deb ataymiz.

Bizga a < x  < b, c < y < d, tengsizliklar bilan aniqlangan to‘g‘ri 

to'rtburchak berilgan bolsin. Agar a <b, c < d bo'lsa, u chegaralari o‘ziga 

qarashli bo‘lgan to‘g‘ri to'rtburchakni, agar a — b va c < d yoki a < b va 

c =  d bo*lsa kesmani, agar a = b, c =  d bo‘lsa nuqtani va agar a > b 

yoki c > d bo‘lsa, bo‘sh to‘plamni aniqlaydi. Ocliiq a < x  < b, c < y < d 

to‘g‘ri to'rtburchak a, b, c va d larga bog'liq ravishda chegarasi o‘ziga qarash- 

li bo‘lmagan to‘g‘ri to'rtburchak yoki bo‘sh to‘plam bo'lacii. Yarim ochiq to‘g‘ri 

to'rtburchaklarning hax biri bir. ikki yoki uch tomonsiz to'rtburchaklami, 

ochiq, yarim ochiq oraliqlami aniqlaydi.

<3 deb tekisiikdagi barcha to‘g‘ri to'rtburchaklar sistemasini belgilaymiz.

6.1-lem m a. Tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi <3 yarim 

halqa, tashkil qtladt.

Isbo t. a, b, c va d sonlari bilan auiqlanuvchi ochiq to‘g‘ri to‘rtburchak 

a =  b bo‘lganda bo‘sh to'plaumi aniqlaydi, demak 0 € © Ikki to‘g‘ri to'rtbur- 

chakning kesishinasi to‘g‘ri to'rtburchakdir (6.1-diizma), ya’ni Pi, € 6  
dan Pi f lP 2 € 6  ekanligi kelib chiqadi. Faraz qilaylik P  =  Pabc.d to‘g‘ri
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to'rtburchak Pi — Paiheidi to‘g‘ri to'rtburchakni o‘zida saqlasin. U holda

a < oi <  bi < b, c < c\ < d\ < d

inunosabatlar o‘rinli. P \ l \  ayirmani quyidagicha tasvirlash mumkin.

P \ i i  = P2 U P3 U 1 \ LJ P5,

bu yerda (6.2-diizrnaga qarang)

P2 — Paa\cd-. P 3 =  P a ib d id ,  P 4 =  P b i b e d i ,  P $  =  P m b i c c , -

Demak, tekialikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi & yarim halqa 

tashkil qilar ekan.

6 .1 - c h i z m a 6 .2 - c h i z m a

6.1- ta ’rif. & yarim halqadan olinyan va a, b, c., d sordari bilan aniqUm- 

gan (yopiq. ochiq yoki yarim ochiq) P  = Pabcd to ‘g ‘ri to‘rtburchak uchun 

m(P) = (b — a)(d — c) sonm' mos qo'yamiz, aqar P  bo‘sh to ‘plam bo‘lsa 

rn(P) = 0 deymiz va m  : 6  —> M to‘plarn funksiyasini o‘lchov deymiz.

Shunday qilib, S  dagi har bir P  to‘g‘ri to'rtburchakka uning o‘lchovi 

m(P) = (b — d)(d—c) son rnos qo'yildi. Bu moslik quyidagi shaxtlami qanoat- 

lantiradi:

1) m(P) - manfiy bo‘lma.gan haqiqiv son.
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2) m  : 6  — > R to'plam funksiyasi additiv, ya'ni agar

^ n ^ = 0 > * * k • ^
fc=i

n
bo'lsa, u holda quyidagi tenglik o'rinli m (P) = Y1 m (ffc) - 

' " fc=i

y

Pi Pi

Pi p, P5

PS

0 X

Ch

0»Oi

Q.

6 .3 - c h i z tn a 6 .4 -c h iz x n a

Maqsadimiz 1) va 2) xossalami saqlagan holda m  odchovni barcha, to‘g‘ri 

to'rtburchaklar sistemasi 6  dan kengroq bo'lgan sinfga davom ettirishdan 

iborat. Shu maqsadda 9Jl(©) bilan © yarim halqa ustiga qurilgan minimal 

halqani belgiiaymiz.

6.2- t a ’rif. 9Jl(©) halqa elernentlari elementar to:plam deyiladi.

5.3- teoremaga ko‘ra ixtiyoriy A € 9Jl(©) to'plam chekli sondagi o‘zaro 

kcsishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchaklarning yig‘indisi shaklida ifodaianadi va 

aksincha.

5.1- xossa va halqa tal'ifiga ko‘ra quyidagi tasdiq o'rinli.

6 .1- lexnrna. Tkki elementar to'plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi 

va simmetrik ayimnasi yana elementar to'plarn bo'ladi.

Endi 971(0) halqadagi to'plamlarning, yami elementar to ‘plamlarning o‘l- 

cliovi tushunchasini kiritamiz.
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6 .3-ta!rif. Har hir 4 =  IJ ! \  e  9Jt(6) elementar to'plamga 
k ~ l  '

n

rn'(A) =  rn (Pk)
k=  1

sonn* mos qo'yuvchi m ' : 9Jt(6) —► R moslikni aniqlaymiz. m '(A) miqdorni 

A to'plamning o'lchovi deb at.aym.iz.

Elementar to‘plamlar sistemaai 9Jl(S) da aniqlangan rn' funksiyaning qiy- 

rnati A  elementar to'plamni chekli sondagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar yig‘indisiga 

yovish usulidan bogdiq emasligini ko'rsatamiz. Aytaylik, {Hk. k — 1, 2, . . . ,  m} 

va [Qj, j  =  1,2, . . .  ,n} larning har biri o‘zaro kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rt- 

burchaklar sistemalari bo'lib, (6.3 va 6.4-ehizmaga qarang)
m n

A = =
k = 1 }=1

tenglik o'rinli bo'lsin. U holda ikkita lJk va Qj to‘g‘ri to'rtburchaklarnmg 

kesishmasi fco*g‘ri to'rtburcliak ekanligidan A to'piam o'zaro kesish-

maydigan h’k Pi Qj to‘g‘ri to'rtburchaklar yig'indisi shaklida, ya’ni
m n

^ U l k f i f V M
k = l j = l

ko'rinishda tasvirlanadi va
m m n

m'(A) = ^ m (P fc )  =  Y l l> 2 m (Pk n  ^ ) '
k = 1 k = l j = 1

n n m

m '(A ) = Y l m (ch )  = m (Pk n  Qs)
j = l  j = 1 k— 1

tengliklar o‘rinli. Oxirgi tengliklar ko'rsatadiki, A  elementar to'plamning o‘l- 

chovi rn'(A) uning to‘g‘ri to‘rtburchaklar yig'indisi shaklida tasvirlanish usu- 

lidan bog'liq emas ekan, ya'ni elementar to'plam odchovi m' ning aniqlanishi 

korrekt ekan.
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1. Agar A  e  9Jt(6) to'plam to'g'ri to'rtburchak boisa, u holda m'(A) =  

m,(A) boiadi.

2. Agar A  € 9Jt(G) to'plam chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan Ai, A 2,

. . . ,  An elementar to‘plam]arning yigindisi shakhda tasvirlansa, ya’ni A

(J Ak u holda
k=l

m  (./(,4) =  j^ m '( .4 t ) (6.1)

k=1

tenglik 0‘rinli. Haqiqatan ham, A € 97l(©) boiganligi uchun Ak =  U J y  >
3 = 1 . T

bu yerda { I \ j}  - o'zaro kesishmaydigan to‘g‘ri to'rtburchaklar sistemasi. U 

holda

■ 4 = 0 0 ^ -  '■* "•'<*) = E E " ™ = E " ' « -
fc=ij=i *=i j=i fe=i

(6.1) tenglik m'" oichovning additivlik xossasini ifodalaydi.

6.1-teorem a. Ayar A € VJt(&) va {An\ -  elementar t.o‘plamlarning 

chekli yoki sanoqli sistemasi bo ‘Hb, A  C (J A„ bo ‘Isa,

m! (A) < m (An)
n

tengsizlik o'rinli ho‘ladi.

Tsbot. bctiyoriy £ >  0 va A  elementar to'plam uchun 

m ' (A) > m'(A) -  ^

(6 .2)

(6.3)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi va A  to'plamda saqlanuvchi yopiq .4 elementar
_ 4 (b — a + d — c)

to'plam mavjud (6.5-chizmaga qarang, n > --------- ---------- • J

Har bir elernentar An to‘pIam uchun ochiq An D An elementar to'plam

mavjudki (6.6-chizmaga qarang)

e
rn' (,4„j < rn' (,4„) + 2"H

(6.4)
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tengsizlik bajariladi. A va An to'plamlaming tanlanishiga ko'ra A C [_}An
n

munosabat o‘rinli bo'ladi.

6 .5 - c h i z in a

Ochiq to'plamlar sisteinasi |y4n|  dan Geyne-Borel lemmasiga ko‘ta A  ni 

qoplovchi chekli sondagi Anv A„2, . . . .  A„e to'plamiami ajratish mumkin. A  

to‘plam chekli sondagi to‘g‘ri to'rtburchaklar bilan qoplangani uchun

1=1

tengsizlik o'rinli. (6.3) va (6.5) hamda (6.4) lardan

m'(A) < rri(A) +  |  < ] T m ' (ylni) 
2=1 ^

-  OO

+  ̂-  Y ! m ' (+«)+
ji* l

(6.5)

^ o o  oo o c

+ 1 < J 2  +  E  2̂ kT +  I  =  £  TO' ( ^ )  +  e
«=1 n = l n = l

ni hosil qilamiz va e > 0 ning ixtiyoriyligidan (6.2) tengsiziikning isboti kelib 

chiqadi. A

6.1-teorema tasdig'idagi (6.2) tengsizlik, rri odchovning yarim additivlik 

xossasi deyiladi.

rri odchovning yarim additivlik xossasidan uning o - additivlik xossasi 

kelib chiqadi, yahii quyidagi teorema o'rinli.
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0.2>Uxu’Otna. A elementar to'plam sanoqli sondagi o ‘zaro kesishmaydigan

l i , /12, . . . ,  /lB, ■ - • elementar to'plamlaming yig'indisidan iborat, ya’ni A  —

IJ A„ bo'lsin. U holda quyidagi tenglik o ‘tinli 
ii' i '

CSD
rn'(A) -  Y2 rn' (yl«) • (6-6)

n —l

Ittbot. m' o'lchovning chekli additivlik xossasiga ko‘ra, ixtiyoriy N € N 

uclmn
( N  \  N

U  A n ) = X ] m,(-4")
n—1 / n=l

l.<!Ugsizlik o'rinli. Agar iV —> oo da limitga o'tsak,
OO

m ' ( A )  >  ^ 2  ™ ' ( A n )

n=1
l>o‘ladi. 6.1-teoremaga ko‘ra

OO

r n ' ( A )  <  m '  ( A n )  ■

n=l
Oxirgi ikki munosabatdan (6.6) tenglik kelib chiqadi. A

6.2. Tekislikdagi to ‘plam larning Lebeg o ‘lchovi. Geometriya. va, klas- 

oik analizda uchraydigan to'plainlar faqatgina elementar to'plamlardan iborat 

bo'lmaydi. Shu sababli o'ldiov tushundiasini, uning xossalarini saqlagan hol- 

da eleinentax to‘plamlar sistemasi 9J1(6) dan kengroq to'plamlar sistemasi 

uchun aniqlashga harakat qilainiz.

Lebeg o‘lchovi nazariyasini bayon qilish jarayonida bizga nafaqat chek- 

li, balki cheksiz sondagi to‘g‘ri to‘rtburdiaklar liirlashrnalarini liarn qarashga 

to‘g‘ri keladi. Bunda birdaniga cheksiz o'lchovli to‘plamlarga duch kelmaslik 

uchun, dastlab E  =  {(r,y) : 0 < x  < 1, 0 < y < 1} birlik kvadratda

saqlanuvchi to'plamlar bilan chegaxalanamiz.

6.4-la’rif. Ixftyoriy A C fc’ lo'plam urhun
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son A to‘plarnning tashqi oichovi deyiladi. Bu yerda aniq quyi chegara A 

to ‘plarnm qoplovchi to‘g ‘ri to'rthurchaklarnmg barvha chekli yoki sanoqli sis- 

ternalan ho'yicha olinadi.

6.1-eslatm a. Agar A — elcmcntar to!plam bo:lsa, u liolda — rn'(A). 

Haqiqatao haxn, A — elementar to‘plam Pk, P2, . . . ,  Pn to‘g‘ri to'rtburchak- 

larning birlaslimasi ko'rinishida tasvirlansin, u holda

n

M*(A) < m W  = 'm'(A). (6.8)
k^ 1

{Pk} to‘g‘ri to'rtburchaklar sistemasi A to'planmi qoplaydi, shuuing uclmn

(6.8) o'rinli.

Ikkinchitoinondan. {Qj} sisteina A  to'plarnni qoplovchi cliekli yoki sanoqli

sortdagi ixtiyoriy to'g'ri to'rtburchaklar sisteinasi bo'lsa. 6.1-teoremaga ko'ia

m (A) < Y .m (Q j)  kelib chiqadi. Shuning uchun 
j

m '(A) < inf ^  m(Qj) =  p*(A). (6.9)
3

Dernak, (6.8) va (6.9) iardan m'(A) = fi*(A) tenglikka ega. boMainiz. Shunday 

qilib, 9Jt(6) da m' va fi* o'ichovlar ustma-ust tushar eka.n. A

6.3-teorem a. Agar chekli yoki sanoqli sondagi {A n} to'plarnlar sisternasi 

uchun A C (J An bo isa, u holda
n

fP(A) < 5 > * ( 4 o
n

tengsizlik o ‘rinli. Xususan, agar A C B boisa, fi*(A) <  /i*( B) boiadi.

Isbot. Ixtiyoriy s > 0 va har bir A.n uchun tashqs o‘lchov t,a:rifiga ko‘ra. 

to‘g‘ri tobtburchaklarning shunday chekli yoki sanoqli {Pnk} sistomasi mavjud- 

ki,

X  C (J Pnk va. V  rn (Pnk)  < /P (An) + —
k k
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Iio'liuti. U liolda quyidagilar o'rinli:

^ c U U p»‘ va
n k n k n

■ ■ 0 .sonning ixtiyoriyligidan teoremaning isboti kelib chiqadi. A

Ma'lumki, elernentar to‘plamlar sistemasi 9Jt(©) da m' va /i“ lar ustma- 

imr. tushadi. Demak, 6. 1-teorern.a 6.3-teoremaning xususiy holini ifcxialaydi.

6 .5 -ta’rif. BizgaA C E  to'plam berilgan bo'lsin. Agar ixtiyony e > 0 

uchun shunday B  C E  eJementar to'plam rnavjud bo'lib, fi*(AAB) < e 

lcngsizlik bajanlsa, u holda A Lebeg ma'nosida o'lchovli to'plam deyiladi. 

Agar A Lebeg ma'nosida o'lchovli to'plam bo'lsa. uning o'lchovi deb tashqi 

oichovini qahul qilamiz.

U(E) bilan E  ning barcha o'lchovli qism to‘plamlaridan tashkil topgan

sistemani belgilaymiz. jx bilan /x* to'plam funksiyasining i l (E) dagi qismini 

belgilaymiz, yaJni ixtiyoriy A € ii(E )  uchun fi(A) =  f f (A ) .  Aniqlanish 

sohasi i l (E) bodgan u to'plam funksiyasi Lebeg oichovi deyiladi. Shunday 

qilib, o'lchovli to'plamlar sistemasi ii(E ) va unda Lebeg o'lchovi ft amqlandi.

Bizning asosiy maqsadimiz o'lchovli to‘plamlar sistemasi ii(E )  ni chek- 

li yoki sanoqli sondagi to‘plamlarning biriashmasi va kesishmasiga nisbatan 

yopiqligini ko'rsatishdan, ya'ni U(E) ning o  algebra tashkil qilishini isbot- 

lashdan iborat.

8.2-eslatrria. Agar (6.7) tenglikda aniq quyi chegara A  to'plamni qop- 

iovchi barcha elementar to‘plamlar bo‘yicha olinsa, A  to‘plamning .Jordan 

ma'nosidagi tashqi oichovi hosil boiadi, u j*(.4) bilan belgilanadi, ya’ni
n

f ( A )  =  inf E  rn (Pfc) •
A c  !j Ph fc=i

k= 1

Ushbu j t (A) = l —j*(E\A)  miqdor A  to ‘plamning Jordan mahiosidagi ichki 

oichovi deyiladi. Agar j*(A) =  j*(A) bo'lsa, u holda A  Jordan ma'nosida 

oichovli to'plam deyiladi.
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Shuni ta'kidlash joizki, agar A  Jordan ina'nosida o'lchovli to'plam bo'lsa, 

u Lebeg ma'nosida ham odchovli to'plam bo'ladi va bu o'lchovlar o‘zaro teng 

bo'tadi.

Hozir biz Lebeg ma'nosida o'lchovli, ammo Jordan ma'nosida o'lchovli 

bodrnagan to'plamga misol keltiramiz.

6.1-misol. A  C E  birlik kvadratdagi barcha ratsional koordinatali nuqta- 

lar to'plami bodsin. Uning Lebeg rna'nosida odchovli. airimo Jordan rna'nosida 

oddiovli emasligini isbotlang.

Isbot. A va E \A  to'plainlar E  da zich bodganligi uchun 

f ( A )  =  1, j* (E \A ) = 1

tengliklar o'rinii. Bu yerdan j*.(A) = 0 va j*(A) f  j*(A). Demak, A to‘plam 

Jordan ma'nosida o'lchovli emas. Ma'lumki, A  sanoqli to'plam (3.3-misolga 

qarang),shuninguchununingelementlarini (xk, yk)t k e  N ko‘rinishda nomer- 

iab chiqish mumkin. Shunday ekan,
X'

A =  ( J  =  {(*, y ) - x k < x <  x k, yk < y <  yk} .
k = \

Ikkinchi tomondan ixtiyoriv k € N uchun m(Pk) = 0. Bu yerdan ,li*(A) = 0 

ekanligi kelib chiqadi. Shuni ta'kidlash lozimki, tashqi o'lchovi nolga teng 

bo'lgan iiar qanday to'plam o‘lchovli to'plamdir. Buning uchun elementar 

to‘plam sifatida B  = 0 ni olish yetarli:

f ( A A B )  = fj,*(AA$) = n*(A) = 0 < e.

Demak, A  Lebeg ma'nosida o'lchovli to'plam. Shunday qilib, A  Lebeg ma'uo- 

sida o'lchovli bo'lgan, lekin Jordan ma'nosida odchovli bo'imagan to‘p1amga 

misol bodadi. A

6.4-teorem a. 0 ‘lchovli to'plammng t.o‘ldiruvchiin o'ldiovlidir.
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Isbo t. Teoreinamug tasdig‘i elemeutax to'plamniug to'ldiruvchisi eiementar 

to'plain ekauligidan va

A A B  = {E \A )A {E \B )

tengiikdan (l-§ dagi 2-topshiriqqa qarang) keiib chiqadi. A

6.5-teorem a. ()‘lc,hovli to ‘plamlar sistemasi 11 {E) hai.qa boiadi.

Isbot. Teoremaui isbotlash uchun odciiovli to‘plamlarnmg kesisiimasi va 

sirnmetrik ayirmasi yana o‘lchovli to‘plam ekanligini ko'rsatish yetarli. Ai, A% 

odchovli to'plamlar bo‘lsiu. 6.5-ta’rifga ko'ra, ixtivoriy e > 0 son uchun shun- 

da.y B\ € fUl(0) va B2 € 971(0) elementar to'plamlax mavjud bo‘lib, quyida- 

gi teiigsizliklar bajariladi

f.t*{AiABi) < iA{A2A B 2) < —.

U holda (A in A 2)A{B ir\B 2) C ( A i A B i ) u { A 2A B 2) munosabatdan vatashqi 

odchovning yarim additivlik xossasidan

/i*((..4i n A2)A{Bi fi B2)) <  ja*{AiAB\) + (A{A2AB2) <  e

ga ega. bodamiz. B\ n  B2 ning elementar to‘plam ekanligidan +1 n  A2 ning 

odchovli to'plam ekanligi kelib chiqadi.

Ikki to‘plam simmetrik ayirmasining o‘lchovii ekanligi

{ A i A A 2) A { B i A B 2) = {A\ABi)A(A2A B 2) c  (A\AB\)  U (A2A B 2)

munosabatda.11 hamda j f  o'lchovning yariin additivlik xossasidan kelib chiqa- 

di. A

Agar o‘Ichovli to'plairxlar sistemasi H(E)  da birlik element mavjud bo‘lsa, 

u algebra tasiikil qiladi. 1C(E) da E  =  {(.r, y) : 0 < x  < 1, 0 < y < 1} 

to'plam birlik element shartlaiini qanoatlantiradi. Demak, o‘lchovli to‘piamiar 

sislrunasi !d(E) algebra tashkil qiladi.

www.ziyouz.com kutubxonasi



6-5-teorerna va 5.1-5.2 xossalardan quyidagi tasdiqlar kelib chiqadi.

6 .1- natija . Ikki olchovli to'plarnning birlashmasi va ayirmasi yana o‘lchovli 

to ‘plamdir.

6.2- na tija . Chekli sondagi o'lchovlt to‘plamlarning hiriashmasi va kesish- 

masi yana o‘lchovli to‘plamdir.

6.6- teorem a ( 0 ‘lchovning additivlik xossasi). Agar Ai, A2, . . . ,A n  lar

o ‘zaro kesishmaydigan oichovii t,o‘plarnlar hoisa, u holda

\k—l /  k- 1

tenglik 0 ‘rinli.

Teoremani isbotlashda quyidagi lemtnadan foydalaniladi.

6.2- lem ma. Ixtiyoriy A va B to‘plamlar uchun

\i>*{A) -  U*(B)\ < fi*(AAB)

tengsizlik o ‘rinli.

Isbot. A  C B  U ( AAB)  bo‘lgani .udnm 6.3-t<»i'eina.ga ko‘ra 

H*(A) < n*{B) +  p ’{AAB).

Bu yerdan /(*(.4) > p*{B) hol udiun lemmaniug isboti kelib chiqadi. Xuddi 

shuuday, B c  AU  {AAB)  munosal>atdau

p*(B) < n*{A) +  ii*(AAB)

ni olainiz. Yuqoridagi iki tengsizlikdan

\ , i* (A) -p ,* (B)\<iS(AAB).  A

6.6-  teorem aning isboti. Teoremaning isbotida biz elemcntar to'piamlax 

udiun o'rinli bo‘lga.n /i*(B) = m!(B), B  € 9Jl(6) tenglikdan aytmasdan 

foydalanib ketamiz. Teoremani n = 2 udmn isbotlash yetarli. Bizga A\ va A2
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o‘zaro kesishtnaydigari odchovli to'plamlar berilgau bo‘lsin. 6.5-ta rifga ko'ra 

ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday B\ va B 2 elementar to‘plamlar mavjudki,

H*(AiAB{) < e, pr(A2A B 2) < £

tengsizliklar bajariladi. A = Ai U A 2 va B  = Bi U B 2 deymiz. 6. l.-natijaga 

ko'ra A  to'plam o'lchovli. Ai va A2 to'plamlar o'zaro kesishmaganligi uchun 

Bi :~i B 2 C (A 1A B 1) U (A2A B 2) munosabat o‘rinli (l-§ dagi 5-topshiriqaa 

qarang). Bu munosabatdan va 6.3-teoremadan m '(Bi n B2) < 2s tengsizlik 

kelib chiqadi. 6.2-lemmaga ko'ra,

V*(Ai) -  £ < ft*(Bi) = m '(B i) < ft*(Ai) +  e 

H*(A2) -  £ < l<(B2) =  m'(B2) < h'(A2) + £

Endi m' 0‘lchovning additivlik xossasiga hamda (6.10) ga ko'ra.,

m '(B) = m '(Bi) +  m (B 2) — m '(B i n B 2) > iB(A\) +  (i*(A2) — 4s. (6.11)

Quvidagi tengsizlik o‘rinli

H*(A) > rn'(B) -  n '(A A B ) > rn'(B) -  2e > ft*(Ai) +  fjT(A2) -  6e. 

Birinchi tengsizlik 6.2-lemmadan, ikkinchi tengsizlik

A A  B  C ( A i  A  Bi) 1J (A2 A  B2)

munosabatdan, uchinchi tengsizlik (6.11) dan kelib chiqadi. e > 0 souining 

ixtiyoriyligidan

f f (A )  > ft*(Ai) + (i*(A2) 

ni hosil qilamiz. Teskari tengsizlik

f<(A) < ,A(Ai) +  l<(A2)

esa A C Ai  LJ A2 munosabatdan hamda 6.3-teoremadan kelib chiqadi. Demak,

lj,*(A)=(S(Ai) + fi*(A2)
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tengiik o'rinii. Ai, A2 va A  to'plainlar o'lchovii bo!lgan!igi uchun j.i* ni fi 

bilan almashtirish mumkin, va’ni u(A) = j.i(A{) +  /a(A2) . A

6.3-natija.. Ixtvyoriy A  C E  o‘lchovli to'plam uchitn

n ( E \ A )  = l - f i ( A )  (6.12)

tenglik o iinli.

Isbot. A va E \A  to'plamlar o'zaro kesishmaydi va

/'('4) +  f i (E\A)  = fi(E) = 1

Bu verdan (6.12) tengiik kelib chiqadi. A

6.7-teorem a. Sanoqh sondagi o‘lchovli to‘plamlamtng birlashmasi va ke-

sishmasi yana o'lchovli to'plamdir.

Isbot. Ai, A2, . . . ,  An, . . .  — olchovli to'plamlarning sanoqli sistemasi bo‘-
OO

iib, /1 =  1J An bo'lsin. Quyidagi belgilashiarni kiritainiz
n = l

71 —  1

A[ — A u Aln =  An\  [ J  Afa n  > 2.
jfc=i

oo
Ravshanki, A = \J A'n hamda A'n to'plamiar juft-jufti bilan o'zaro kesish-

n=l
irraydi. 6.1 va 6.2-natijaiarga ko'ra, A'n to'plamlar odchovli.

6.6-teoremadan hamda tashqi o'lchovning yariirr additivlik xossasidan ix- 

tiyoriy chekli n  e  N uchun quyidagiga ega bo'lamiz

U ^ = X > K ) ^ w
fc=1 /  t = l

oo
Shuning uchun NJ fi (A'n) qator yaqiniashadi. Dernak. ixtiyoriy e > 0 son

n = l
uchun shunday n0 mavjudki,

(6.13)
n>riQ
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tengsizlik bajariladi. C — [J A'n to'plain olchovli to'plamlaming cliekli yi-
n — \

g'indisi sifatida o‘lchovli bo‘lgani uchun, shunday B  elernentarto‘plain inavjud- 

ki,

p * ( C A B ) < ^  (6.14)

tengsizlik bajariladi. U holda
f

A A 2 i c ( C ' A i * ) ( j (  L) <
\ n > n a

munosabatdan va tashqi o;lchovning yariin addibivlik xossasidan hamda (6.13) 

va. (6.14) la.rda.u foydalansak.

it* (A A  B ) <  f ( C  A B )  + » * { { J  A'n )  < |  +  |  =  e
\ t J > n o  /

kelib chiqadi. Demak, A  o'lchovli to‘plam ekan.

Olchovli to‘plamlaming to'ldiruvchisi o‘lchovli ekanligidan hamda.

f ] A n = E \ \ J ( E \ A n)
n  n

tcnglikdau sanoqli sondagi o'lchovli to‘plamIarning kesishinasi ham o‘lchovli 

ekanligi kelib chiqadi. A

6.4-natija. 0 ‘lchovli to'plarnlar sistemasi H (E ) , a  algebra tashkil qiladi. 

Natijaning isboti 6.7-teoremadan hainda H(E) sistemada E  =  [0, 1] x 

[0, 1] ning birlik element ekanligidan kelib chiqadi.

6.7- teorema 6.2-natijaning umumlashmasi hisoblanadi. 6.6-teoremaning 

umumlashinasi quyidagicha.

6.8- teo rem a ( 0 ‘lchovning a— additivlik xossasi). Agar {An} — o ‘zaro 

kesishmaydigan o ‘lchovli to ‘plamiar ketma-ketligi uchun
OO

A = \ J  An
n —1

«0
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bo'lsa, u holda quyidagi tenglik o'rinli
CO

,«(4) = Y l  I1 (A»)
n = l

k

(6.15)

Isbo t. Ixtiyoriy k € N da IJ A„ C  4 . 6.6 va, 6.3-teoremalarea
71» 1

/  k \ k

alar^a ko'ra

t1 ( U '4»i ) — y M (An) f*(A)-
V«=i )  t= i

Agar k —► oo da limitga o‘tsak,
OO

Y 2  V (yl«) -  t*-(A ) (6 16)
n —1 '

tengsizlikka ega bolamiz. O'lchovning yarim additivlik xossasiga ko£ra
oo

M-4) — j H(4«) • JY',
77“ 1

(6.16) va (6.17) dan (6.15) teuglik kelib chiqadi. ^

Yuqorida keUirilgan teorerna odchovuing sanoqli addMivlik, voki o — add,i 

tivlik xossasi deyiladi. 0 ‘lchovning <r— additivlik xossasidan unin^ uzluksizlik 
xossasi kelib chiqadi.

6 .9-teorem a ( 0 ‘lchovning uzluksizlik xossasi). Agar o'lchovli to^plamlar 

ning Ai D  D .. .  D An D ■ ■. ketma-ketligi uchun A = Q A„ bo ‘Isa u 
holda " 1

M 4) =  lim //(4„).
n—too

Isbot. A = 0 to'plam boigan holui qarash yctarlj. dxunki uunimiy hol 

An ni An\A  bilau ahnashtirish natijasida .4 =  0 holga keitiriladi Quyidagi

4 i ■= ( 4 j\42) LJ (42\4j ) U (A s ^ A J  U .. .

va,

A n  =  (4jv\A;v+i) U ( 4 jv+ i \ 4 jv+2) U ( 4 jv+ 2 \ 4 jv+3) u . . .

60

www.ziyouz.com kutubxonasi



tengliklar o‘rinJi va qo‘shiluvchi to'plamlar juft-jufti bilan o'zaxo kesislunaydi. 

0 ‘lchovning <x— additivlik xossasiga ko:ra
OO

/(( d l ) =  W (An\Mn+j) , (6.18)
n—1

oo

u{An ) =  /< (A„\/l„+j ) . (6.19)
n—N

(6.18) qator yaqinlashuvchi bo'lgani uchuu uning qoidig'i (6.19) ./V —> oo da 

nolga intiladi. Shunday qilib,

lim jJ,(AN) =  0. A
A -*oo

6.5>natija. j4yur 4̂j c  -42 C . . .  C An c  . . .  o ‘lchov!i to‘planilar ketrna-
OO

ketligi uchun A  =  U An ho ‘Isa, u holda
n—1

//(.4) -  lim i4A„).
n —> oo

Natijani isbotlash uchun An to'plamlardan ularuing to‘ldiruvchilariga o‘ tish 

va 6.9-teorcmadan foydalanish yetarli.

6.3. Ayrim to ‘ld irishlar. Biz yuqorida faqat birlik kvadrat 

E  =  {(r, y) : 0 < x < 1, 0 < y <  1} da saqlanuvchi to‘plamlami qaradik. 

Bu cheklashdan xalos bo‘lish mumkin. Ma'luinki, R2 ni juft-juffci biian o‘zaro 

kesishrnaydigaii

Emn — {(x, y) : m  < x  < m  +  1, n < y < n  +  1}

(m, n— butuu sonlar) kvadratlar yig'iudisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin:

IR2 =  U  Emn~
m,n<: Z

6 .6 -ta ’rif. Agar istalgan m, n  butun sordar uchun Am„ = A. n  Emn 

to'plamlar o'lchovli bo‘lsa. u holda A to ‘plam o'lchovli deyiladi. Agar A
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to‘plam o'lchovli bo'ha,

H(A) -  V  n{Amn)  (6.20)

qator yig‘indisi A  to‘plamning Lebeg o'lchovi deyiladi.

Agar (6.20) qafcor yig‘indisi chckli bo'lsa. A chekli o'lchovli to'plarn deyila- 

di. Aks bolda A cheksiz o ‘lc.hovli to'plam deyiladi. Shuning uchun u o'lchov 

cheksiz qiymat hain qabui qilishi rnumkin. 0 ‘lchov va odchovli to!pla.mlarning 

yuqorida o‘rnatilga.11 barcha xossalari bu hol uchun ham 0‘rinli bo‘ladi. Biroq

6.9-teoremada (6.18) qator yaqinlasliuvchi bo‘hshi uchun /i(Ai) < +00 shart- 

ni qo shisliimiz kerak bo'ladi. Takidlaslr lozimki, sanoqlita chekli o'ichovli 

to‘plamlar yig'indisi cheksiz oidiovga ega boiishi mumkin. Tekislikdagi bar- 

cha oichovli to‘plamlar sinfini it(R2) bilan belgilaymiz.

Bu paragrafda tekisiikdagi to‘plamlar uchuu Lebeg oichovining qurilish 

usulini bayon qildik. Sonlar o‘qi R. dagi va uch oichamii R3 fazodagi t,o‘p- 

larnlar uchun ham Lebeg oichovi shunga o‘xshash usulda quriladi. Masalan 

sonlar o‘qida oichov dastiab (a, b) intervallar, [a, b\ kesmalar va [a, b), 

(a, b\ yarirn intervallardan tashkil boigan ©1 yarim halqada, ularning uzun- 

ligi sifatida aniqlanib, keyin ©j ui saqlovchi minimai halqaga davom ettirila- 

di. Uudan keyin esa tekislikdagiga o‘xshash usulda Lebeg ma'nosida oichovli 

to‘plamlardan iborat o algebragacha davom ettiriladi. Aynan shunga 0‘xshash 

usulda Lebeg oidhoviui istalgan n — oicharuli Evklid fazosida ham qurish 

rnumkiu. Tekislikda Lebeg ma'uosida oichovli to‘plamlarni kiritish jarayoni- 

da. odatdagi yuza ta'rifidan kelib chiqdik. Shunga o‘xshash bir oichamii holda 

Lebeg oichovining kiritilishi interval (kesma, yarim irrterva.1) uzunligi tushun- 

chasiga asoslanadi.

6.4. Ayrim um um lashtirishlar. Umuman olganda. oiclrov tushunchasini 

boshqacha usulda, yahri umumiyroq usulda kiritish mumkiu. Bu umumiyroq 

usulni sonlar o‘qidagi to'plamlar uchun arnalga oshiramiz.
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Bizga soniar o'qida aniqlangan kamaymavdigan o'ngdan uziuksiz F  funk- 

siva berilgan bo'lsin. Interval, kesrna va yarim intervallarga F  funksiya yor- 

damida quyidagi sonlarni mos qo'yamiz:

rn ((a, b)) = F(b — 0) -  F(a), m  ([a, b]) =  F(b) -  F(a — 0).

m  ((a, 6]) =  F(b) -  F(a), m  ([a. b)) — F(b — 0) — F(a — 0).

Ravshanki, bu usulda aniqlangan m interval (kesma va yariin interval) funk- 

siyasi manfiymas va additiv. Yarim haiqada kiritilgan bu o'lchovga yuqorida- 

gidek mulohazaiarni qo'liab, qandaydir (j,f (') o'lchovni qurishimiz mumkin. 

Bunda /ip o'lchovga nisbatan o'lchovli bo'lgan to'piamlarning HF sistemasi 

sanoqli yig'indi va sanoqli kesishrnaga nisbatan yopiq bo'ladi, fJ F  o'lchov 

esa, o — additiv bo'ladi. Urnurnan olganda, fjF o'lchovga nisbatan o'lchovli 

to'plamlar sinfi F  funksiyaning tanlanishiga bog'liq. Amrno K. da o'ngdan 

uzluksis, kamaymaydigan istalgan F  funksiya uchun ochiq va yopiq to'plamlar, 

shuningdek, ularning istalgan sanoqli yng'indi va sanoqli kesishmalari o'lchovli 

to'platnlar bo'ladi. U yoki bu kamaymaydigan o'ngdan uzluksiz F  funksiya 

vositasida qurilgan fjF o'lchov Lebeg-Stiites o‘lchovi deyiladi.

Bizga Lebeg o'lehovi fi va Lebeg-Stiltes o'lchovi fjF berilgan bo'lsin.

6 .7 -ta ’rif. Agar fj(A) — 0 ekanligidan ftF(A) = 0 kelib chiqsa, fiF ab~ 

solyut uzhksiz o‘lchov deyiladi. Agar fiF o‘lchov chekli yoki sanoqli qiymat 

qabul qiluvchi F  funksiya yordamida amqlansa, fiF diskret. o ‘lchov deb ata- 

ladi. Agar fjF o'lchovda istalgan bir nuqtah to'plam 0 o'khovga ega bo‘lsa 

va Lebeg o‘lchovi nolga teng bo'lgan biror A to'plam uchun fiF(R \A ) = 0 

bo'lsa, u holda fiF singulyar a‘lchov deyiladi.

Ko'rsatish mumkinki, istalgan o'lchov absolyut uzluksiz, diskret va singul- 

yar o'lchovlar yig'indisi ko'rinishida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir.

6.5. G ‘lchovsiz to 'p lam niug  mavjudligi. Biz ko'rsatdikki, Lebeg ma!- 

nosida o'ichovli bo'lgan to'plamlar sinfi yetarlicha kerig. Tabiiy ravishda Lebeg
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ma'nosida o'lchovsiz to‘plam mavjudmi? - degau savol paydo bodadi. Bu savol 

ijobiy yechilishini ko‘rsat;arniz. 0 ‘lchovsiz to'plainni qurishni sonlar o‘qida arnal- 

ga oshiramiz.

6.2-rnisol. Chegaralaugan o'lchovsiz to'plamga rnisol keltiring.

Yechish. Buning uchun [—1, 1] kesmaning nuqtalari orasida ekvivalentlik 

tushunchasini kiritamiz: agar x  va y ning avirmasi x —y  ratsional son bo'lsa, 

ular ekvivalent deyiladi. Bu muuosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladi. Shu- 

ning uchun [—1, 1] kesma o'zaro ekvivalent bo'lgan elementlardan iborat 

K(x),  x  € [—1, 1] sinflarga ajraladi. Bnnda tmii sinflar o'zaro kesishmaydi. 

Slmnday qilib [—1, 1] kesma o'zaro kesishmaydigan K(x) ,  x  € [—1, 1] sinf- 

larga ajraldi. Endi bu sinflaming har biridan bittadan element tanlab olib, bu 

tanlab olingan eiementlar to'plamini A  bilan belgilaymiz.

Bu A  to'plamning o‘lchovsiz ekanligini isbotlaymiz. [—1, 1] kesmadagi 

barcha ratsional sonlar to'plamini nomerlab diiqarniz:

»"o =  0, ri, r2, . . .

Ak bilan A  to‘plamni rk songa siljitishdan hosil bo'lgan to'plamni belgi- 

laymiz, ya'ni Ak =  A  +  rk =  {y : y — x + rk, x  € .4} . Xususan Aq =  A , 

A k to‘p’iam /1 to‘plamdan rk ga siljitish orqali hosil qilingani udiun ular bir 

vaqtda yo o'lchovli, yo o'lchovsiz to'plamlar bo'ladi. Faraz qilaylik, A  o'ichovli 

to‘plain bo'lsin. U holda uni rk ga siljitishdan hosil bo'lgan A k to'plam ham 

o'lchovli bo‘ladi va ji(Ak) =  jj(A) tenglik o'rinli. Ravshanki,

OO

[-1 , 1] C U A k.
k= 0

Bundan, o'lchovning yarim additivlik xossasiga asosan

CC
2 =  jj.({-1, 1]) < M U  Afc) =  ^ A) +  4 • ‘ • +  M(+) I • • • •

k =  0
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Bu yerdan > 0 ekanligi kelib chiqadi. Ikkinchi toinondan, ixtiyoriy

k G. {0 ,1 ,2 ,...}  uchun Ak C [—2, 2]. Bundan

OO
(J C [ - 2, 2]
fc-0

va Ah to'plamlav o'zaro kesishniaydi. 0 ‘lchovning a— additivhk xossasiga 

asosan

OO

4 = fx([—2, 2]) > ,u(U  Ak) — n(A) +  + • • • + fi(A) + • • • .
fc=0

Bu yerdan fi(A) =  0 ekanligi kelih diiqadi. Bu qarama-qaxshilik A  to'plam- 

ning o'lchovsiz ekanligini isbotlaydi. A

6.3. 4.7-misolda keitirilgan Kantor to‘plami K  ning Lebeg odchovi noiga 

teng ekanligini isbotlang.

Isbot. Kautor to‘plami K  ning o‘ichovi nolga tengligi //([0, l]\/<) =  1 
tenglikdan keiib chiqadi. Barcha chiqarib tashlangan intervallar uzunliklari 

yig‘indisi

\

* I
/

n—1

1 2 4 on—1
..}. ...... -{.-. .■• =  1

3 9 27 ' 3" '

ADemak, fi(K ) = 0 .

6.4. Hozir biz qurilishi Kantor to‘plami K  bilan bog'liq bo'lgan Kan-

torning zinapoya funksiyasini (6.7-chizma) keltiramiz. Kantoming zinapoya

funksiyasini ^  bilan belgilaymiz va uni M da quyidagicha aniqlaymiz. A(x) =

0, x  € (—oo,0] va ft(v) =  1. x  € [l.oo). Endi [0. 1]\A da quyidagicha 
/ I  2 \  .

aniqlaymiz. Aj =  I - .  - I  to'plam va uningchegarasida (6.7-chizinagaqarang)

K(x) = 1
2 '

x € 1 2
3 ’ 3
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1<2 -  K 2i u  k 22 =  Q :  u  0 ,  ^  to 'p lam  va un ing  chegaralarida

r i

m = \  r
agar o: €

agar x  G

1 2
9 5 9 
7 8
9 ; 9

v

7/a - 

3 /4  -  

5 /8  -  

1/2 -  

3 /8  -  

1 /4  -  

1/S -

y = m  :

-------- 1-----1— |---------------- 1— i-----1— i— »
0 1/9  2/3 1/3 2/3 7/3  8/3  1 *

6.7-chi/.ma

Endi

l<2 =
i | /1 2 \ . . / ■( 8 \ | | / iy

' 3* _  ^  'v & J  ^  \3®

7 8 \ 19 20 
33

/25 26  ̂
V3»’ 33 )

to‘plam va uning chegaralarida

Ob _  1 __
ii(a:) = —̂ 3— , xeKzk. ,  fc =  l ,2,3,4.

Xuddi shunday Kn — 

chegarasida

2rt"1
U K„k tc/planming k — qo'shni intervali va uning 
k- 1 '

9 1 ._1 __
^ ( X )  =  f 2 — L, .t € A'„fc, *: = 1.2,3... 2—

GC
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OO
Bu U K n — [0. 1]\A' to£p]am [0, 1] kesmada zich. Endi :ro € K  soui Rn=1
fimksiya aniqlanmagan biror nuqta bo‘lsin, u holda

S h u n d ay  q iiib , K n to 'p la in la r  va  u la rn in g  e h e g a ra la r id a  f i  fu n k siy a  an iq lan d i.

deymiz. Hosil qilirrgan funkssiya Kaniorning zinapoya funksiyast deyiladi. Kan- 

torning zinapoya funksiyasi R da uzluksiz, monoton kamaymaydigan fimksiya 

bo'Iadi. Xususan .£(0) =  0, £ (1) =  1 .

6.5. F(x) =  2x + 1 funksiya yordamida qurilgan / i f — Lebeg-Stiltes 

odchovi absolyut uzluksiz o'lchov bo‘ladi. Bu o'lchov bo'yicha A = (1, 5] 

t,o‘plamning o‘lchovini toping.

• Yechish. Ta'rifga ko‘ra

Hr(A) =  F (5) -  L'(l) =  2 • 5 +  1 -  (2 -1 +  1) =  11 -  3 =  8. A

6.6 . F(x) =  [x] funksiya yordamida qurilgan iip— Lebeg-Stiltes oichovi

diskret oichov boiadi. Isbotlang.

Isbot. Chunki F(x) =  [a;] funksiya monoton kamaymaydigan oiigdan

6.7. 6.6-misolda keltirilgan jip— Lebeg-Stiltes oichov bo'yicha 

A  =  (1. 5]U{7; 8} to'plamning oichovini toping.

Yechish. Hosil qiiingan jip— Lebeg-Stiltes oichovi bo'yicha ixtiyoriy n  € 

Z nuqtaning oichovi birga teng. Chunki {n} =  [n. n\ tenglik o'rinli boigani 

uchun, ta'rifga ko‘ra

uziuksiz funfesiya boiib. uning qiymatlar to‘plami butun sonlar to'plami Z

dan iborat. Butun sonlar to'plami esa sanoqli to‘plamdir. A

uF ([n, n]) =  F(n) — F(n — 0) =  n — (n — 1) =  1.

Demak, 8}) =  2. Endi B  =  (1, 5] to'plamning oichovini topamiz.

Ii f (B) = F(5) -  F( 1) =  5 - 1  =  4.
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Berilgan A  to'piam o‘zaro kesishmaydigan B  va {7; 8} to'plamlarning bir- 

lashmasidan iborat. 0 ‘lchovning additivlik xossasiga ko'ra

— ijf {B) +  !Jf {{7; 8}) =  4 +  2 =  6. A

6 .8. F{x) =  £(*), buyerda &{x) Kantorning iiinapoya ftmksiyasi. F{x) = 

£(x) yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi fip singulyar o'lchov ekanli- 

gini isbotlang.

Isbo t. fiF— Lebeg-Stiltes o'lehovi bo'yicha ixtiyoriy a € R nuqtaning 

o‘lchovi nolga teng. Chunki {a} =  [a, a] tenglik o'rinli bo'lgani uchnn, ta !rif- 

ga ko‘ra hamda &{x) ning uzluksizligidan jujp([a, a]) =  K(a) — Ji(a — 0) =  0.

Bundan tashqari A  =  (—oo, 0)U (1) co) to'plamning o'lchovi ham nolga 

teng. Haqiqatan ham, o'lchovning additivlik xossasiga ko‘ra

!Jf (A) — jJF((—oo, 0)) + p .f((l-  oo)) —

=  H(O) -  lim &(a) +  lim R(o) -  &(l) =  0. (6.21)a—►—oo «—̂oc
6.3-misolda ko'rsatildiki, fi(K) = 0. Agar /ij?(R\K) =  0 ekanligi ko‘rsatilsa. 

jip o‘lchovning singulyar o'lchov ekanligi kelib chiqadi. Endi fj,F(R \K )  ni 

hisoblayrniz. 0 ‘ldiovning additivlik xossasi va (6.21) tenglikka ko‘ra

Hp (M\K) =  jiF((-oc , 0)) +  fiF((l, oo)) +  /iF([0, 1]\K) =  /+-([0, l]\/v).

Dastlab, K n, n  € N to'plamlar uchun fJF(Kn) =  0 ekanligini ko'rsatamiz.

iJp(ki) -  ijf

Biz bu yerda A  funksiyaning uzluksizligidan foydalandik. Xuddi shunday

W '< ^ ) =  w ( ( l ,  s ) ) + w ( ( 5 ' 5 ) )  =

' * ( l - o) - s ( l ) ^ ( H - * ( l ) =o
G8
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tenglik olrinli. /.if (K„) = 0 , n > 3 tengliklar ham shunga o'xsliash ko‘rsati- 

ladi. Endi Lebeg-Stiltes o'lchovi (tp ning a — additivlik xossasidan foydalansak

ekanligini olamiz. Shunday qilib. hosil qiliugan Lebeg-Staltes oiehovi /<£’(•)

Mustacjil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. fip— 6.8-misolda keltirilgan Lebeg-StUt.es o'lchovi bo‘lsin. ^ f (K ) =  1

2. (iP-  6.8-misolda kdtirilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi, A  esa K  ni saqbvcM 

ixtiyoriy to‘plam bo'lsin. (J.f (A) = 1 tenglikni isbotlang.

3. Elementar to'plamlar ststemasida aniqlangan ‘rn' o‘lchovning additivlik 

xossasini isbotlang.

4. 6.4-teoremani fj, 0 ‘lchov uckun isbotlang. Bu xossa Lebeg 0 ‘lchovining 

yarim additiviik xossasi deyUadi.

5. F(x) = x  funksiya yordamida qurUgan Lebeg-Stiltes oHchovi absolyut 

uzluksiz o‘lchov bo‘ladirni?

6. F(x) =  2[x] +  1 funksiya yordamida qurUgan Lebeg-Stiltes olchovi 

diskret 0 ‘lc.hov bo‘ladirni?

7. Singulyar Lebeg-StUtes 0 ‘lchoviga rnisol keltinng.

8. Lebeg rna'nosida o‘ichovli va [0, 1] kesrnaga qarashli to'plamlar sis- 

temasi o — algebra tashkil qUadimi? Javobni asoslang.

9. Tekislikdagi A = {(x,y) : 0 < x < 1,0 < y < x} to‘plam elementar 

to ‘plam bo‘ladimi? Uning o'lchovini toping.

singulyar oichov ekau. A

ekanligini isbotlang. Bu yerda K — Kantor to ‘plami.
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Bu paragrafda biz o‘lchovning umumiy ta'rifini beramiz. 0 ‘lchovni yarim 

halqadan halqaga davorn ettiramiz hamda uning additivlik va. a — additivlik 

xossalarmi isbotlaymiz. Tekislikda to‘g‘ri (.o'rtburchaklar o‘k:hovi tushuncliasi- 

ga. tayangan holda. uni kengroq to'plamlar sinfiga yoyish natijasida oichovni 

qurdik. Bunda (jaravonda) to'g'ri to‘rtburchaklar oichovidan elementar to‘p- 

lamlar oichoviga o'tishda to‘g‘ri toi'tburchaklar sistemasining yarim halqa 

ekanligi va yuzaning manfiymae va additiv boiislii muhnn rol o'ynadi. Bun- 

dan tashqari, tekislikdagi oichov Lebeg davomining o — additiviigi ha.m 

muhimdir.

Aytilganlarga. ko‘ra 6-§da tekislikdagi to‘plamlar uchun arnalga oshirilgan 

konstruksiyaiii yetarlicha uinumiy abstrakt talqin qilisli muinkin. Keyingi ikki 

para.gra.fiax shu rn.asaia.ga. bag‘ishianadi.

7 .1-ta’rif. Agar fi ta ‘plarn funksiyasi quyidagi shartlarni qanoatlaniirsa:

1) (i funksiyaning aniqlanish sohasi &M yarim halqa bo'lsa;

2) fj funksiyaning qiymatlar sohasi haqiqiy va manfiymas bo‘lsa;

3) fi additiv bo 'lsa, ya/ni ixtiyoriy A  e  &lt to ‘plumning o ‘zaro kesish- 

maydigan A l} A2, / 13, . . . ,  Ai. e &M to'plamlar bo'yicha

A =  ( j A k
*=i

chekli yoyiimasi uchun
n

fj{A) = Y , M
Jfc=l

tenglik 0 ‘rinli bo ‘Isa, f i : &/, ■ tL ga 0 ‘lchov deyiiadi.

Eslatm a. 0 =  0 U 0 yoyilmadan /u(0) =  2//.(0), ya'ni fx{%) =  0 tenglik 

kelib chiqadi.

7.1. 0 ‘lchovni yarim  halqadan undan hosil b o ‘Igan m inim al halqa- 

ga davom ettirish . Tekislikdagi to'plamlar Lebeg o'lchovini aniqlash uchun

7 -§ . 0 ‘ lchovning um uraiy tushunchasi

'0
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dastlabki qadam, bu o'lchoviii to‘g‘ri to'rtburchaklar sistemasi (yariin lialqa) 

<lan elementar to'plamlar sisteraasi (undan hosil qiiingan minimal halqa) ga 

davom ettirish bo'ldi. Hozir biz bu konstruksiyaga o'xshash abstrakt konstruk- 

siyani qaraymiz.

7 .2 -ta’rif. Agar m  olchavning aniqlanish sohasi &m ikkinchi ji olchov- 

ning aniqlanish sohasi &tl du saqlansa (&m C ©;J ) va ixtiyony A  € &m 

to'plam uchun

H{A) =  m{A)

tenglik o ‘rinii ho‘lsa, u holda fi o‘lchov rn olchovning davomi deyiladi.

7.1-teorem a. Aniqlanish sohasi &m yarim halqa holgan har bir m o'lchov 

uchun aniqlanish sohasi tXfl{&m) (& m ni o‘zida saqlovchi rnimmal halqa) 

bo‘lgan yagona m' davorn rnavjud.

Isbot.. Har bir A  e 3R(6m) to‘plara uchun
n

A = | J  Bk, Bk e & m, Bk n B , = <b, k A  l. (7.1)
*=i

ko'rinishdagi yoyilma mavjud. U holda A  ga
n

m'( ^ ) = Z > ( 3 k )  (? 2 )
k = 1

sotmi mos qo‘yuvchi va £Pl(6 m) da aniqlangan m! to'plam funksiyasi o'lchov 

bodadi. Haqiqatan ham, (7.2) tenglik bilan aniqlangan m'{A) miqdor (7.1) 

yoyilmaning tanlanishiga bog'liq emas. dnmki ixtivoriy ikkita
n r

A = { J B' = { J Ch  «. €6m, Cj € &m
i = 1 j = l

yqyilmalami qarasak, Bi&Cj kesishmalar ©m ga tegishli bo‘lganligi udhun

m  olchovning additivligidan foydaianib,
n n r r

V , m{Bt) = £  E  m (B ‘ n  Ci) =  E  m (Ci)
i~  1 2—1 j = 1 j = 1
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te n g lik la rg a  eg a  bo 'lam iz .

Ravshanki, (7.2) tenglik bilan aniqlangan m!(A) funksiya rnanfiyrnas va 

additiv bo'ladi. Shunday qilib, m  o'Ichovning SDT(©m) ga davomi m' ning 

mavjudligi isbotlandi.

Endi bu odchovning yagonaligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy A  £W(6 m) to‘p- 

lamni va uning biror
n

A = { j B k, n k n  «, =  #. k ± l ,  B k e e m
k = 1

yqyilmasini olaylik. U holda m o'lchovning 9R(&m) da aniqlangan ixtiyoriy

m  davomi uchun
n n

m(A) = Y 2  m (Bk) = rn(Bk) = rn'(A)
k = l k = l

tenglikni olamiz. ya’ni m o‘lchov rnf o'lcliov bilan ustma-ust tushadi. A 

0 ‘lchovning manfiyraaslik va additivlik xossalaridan quyidagi muhim xos- 

salar kelib chiqadi.

7.2-teorem a. Biror &m halqada aniqlanyan rn o'lchov va &m ga tegishli 

A, Ai, A2, . . . ,  An to'plamlar herilyan bo'lsin. U holda:
n

I. Ayar (J A k C A  va. Ak f)A i =  0, k ^ l  bo'lsa, quyidayi tenysizlik
'  k=  1 . .

bajariladi
n

m.(Ak) < rn(A). 
k = 1 

n
II. Ayar (J A k z> A bo'lsa, quyidayi tenysizlik bajariladi

fe=l
n

it=i

Xususan, ayar A, B  € &m va A  C B  bo‘lsa,rn(A) < m (B ) bo'ladi.

Isbot. &m ga tegishli va o‘zaro kesishmaydigan A ki A^, ■ ■ ■ ,A n to'plam- 

lar berilgan bo‘lib, ularning barchasi A € &m to‘plamda saqlansin. U holda
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m  c /lch o v n in g  ad d itiv lig ig a  k o 'ra

n /  n \

■m{A) -  m(Ak) + m | A \ ( J  Ak J .
k = 1 V  k = 1 /

n
Bundan, m (A \  U A k) >  0 bo'iganligi uohun I - xassaning isbotiga ega

fe=i
bodamiz.

Endi ixtiyoriy A\, A2 € &m to‘piamlar uchun

m (Ai U A2) = rn(Ai) + m (A 2) — m (A x n  A2) < m(A{) + m (A 2)

tenglik o‘rinli ekaniigidau foydaiansak, bu verdan chekli induktiv qadamdan

SO'Ilg
/  n \  n

m i (J Ak ) -
\ fc= l /  k = 1

tengsiziikni olamiz. Nihoyat, o'lchovning additivlik xossasiga ko'ra 

rri(A) = m  ( ( J  Ak j -  rn A k\A  j < rn ( ( J  /U |

(7.3)

\*=i k=l \*=1
yoki (7.3) tengsizlikka ko‘ra

n

m(A) < m (A k). A
fc=i

Hozir biz halqada aniqlangan olchovlar uchun I va II xossalarni isbotladik.

Agax yarim haiqada aniqlangan oichovni qarasak, uning halqadagi davomi

uchun I va II xossalar oiinii boiganligidan, bu davomning yarim halqadagi

qismi uchun ham I va II xossalar o'rinli boiib qoladi.

7 .3 -ta’rif. Agar &m sistemada aniqkmyan m o‘lchov va ixtiyoriy o'zaro

kesishmaydigan sanoqlita A\, A2, .. - ,A n, . . .  € &m to ‘plamlar uchun 
2 0

U A k = A e. &m bolganda quyidagi tenglik o'rinli ho‘lsa 
fc=l

DO

m(.4) =  ^ 2 m (Ak)-
k=1
73
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u holda m o ‘lchov sanoqli additiv yohi a— additiv o ‘lchov deyiladi.

6-§da tekislikdagi to'plamlar uchun kiritilgan m  o!lchov a — additiv (6.8- 

tieorema) odchovga misoi bo'ladi. Boshqacha tabiatii a — additiv o'lchovga 

misol keltiramiz.

7.1- misol. Bizga ixtivoriy sanoqli X  =  {xi, x ^, . . . ,  x„ , . . .} to'plam beril- 

gan bo‘lsin.p„ > 0 sonlarni slmnday tanlayrnizki,
OC

E ^  = 1
71—1

bo'lsin. Har bir A  C X  to'plamga

m(A) = Pn (7.4)
xn£A

sonni mos qo'yamiz. Aniqlanishiga ko‘ra. rn(A) to ‘plarn funksiyasi o'lchov 

bo‘ladi va X  ning baxcha qism i;o‘plamlari oichovli boiadi. Bundan tashqari, 

m (X ) = 1.

Endi X  ning o'zaro kesishrnaydigaii sanoqlita ixtiyoriy A i , . . . ,  A„,. . .  qismoo
to'plamlarini olaylik va IJ .4*, =  A  boisin. Aniqlanishiga ko'ra, rn(A)

jfc=i '
uchun (7.4) tenglik o‘rinli va tenglik o‘ug tomonidagi qator absoiynt yaqin- 

lashuvchi boigani uchun
DC' OC

m(A) = J 2 1>k=Y l  E  Pk = J 2  m (y4»)
XkCA n= 1 Xk&Aa n=1

tengliklar o'rinli, vaiii rn oichov o— additiv boiadi.

Endi additiv boiib, ainmo a — additiv boimagan oiehovga inisol qaraymiz.

7.2- misol. [0, 1] kesmadagi barcha ratsional sonlar to'plamini X  bilan 

belgilaymiz. &rn orqali X  ning (a, b) interval, [a, b] kesrnava [a, b), (a, bj 

yarim intcrvallar bilan kesishmalaridan iborat to'plamlar sistemasini belgi- 

laymiz. Ko'rsatish mumkinki, Gm yarim halqa bo'ladi. Agar

Aab = X  fl(a, b) (f \[a, b}, f|(a, b], f|[a, &))
74
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<lcnak, har bir to'piamga

m(Aah) = b — a

nonni inos qo'yisii nnimkin. Bu to'plam funksiyasi m  additiv o'Ichov bo‘ladi, 

mruno a — additiv bodmaydi. Chunki [0, 1] kcsmadagi barcha ratsiona.1 son- 

lar to'plaini sanoqii, ya’ui X -  {rq, r2, . . . ,  r „ , . . .} tonglik oVinli. Birinchi- 

dan /1(}| =  X  ("j[0. 1] to'plam uchun m(Am) = 1 bo‘ladi, ikkinchi tomondan
CX>

/1(11 -  U A t  o‘zaro kesishmaydigan sanoqlita nol odchovli = X  P|[r„, rn]
n~-1

to'plamlaining yig‘indisidan iborat bo‘ladi, ya'ni
OC

m (A0l) = 1 Y l m (An) = 0.
f) — 1

7 va 8-§larda qaralayorgan odchovlarni a— additiv o'lchovlar dob hisob- 

layiniz.

7.3-teorem a. Agar <3m yarim halqada aniqlangan m o ‘ich,ov a — addi- 

tiv bo‘lsa. n holda bu o ‘lchovning ®l(6 m) (6 m ni o ‘zida saqlovchi minimal 

halqa) halqaga davomi j.i ham o— additiv olchov bo'ladi.

Isbot. A e  9)l(6m) to'plam va o‘zaro kesishmaydigan Bn £ ®l(6 m),
OO

n € N to'plunilar bcrilgan bo'lib, A =  (J tenglik bajarilsin. U holda 5.3- 
‘ *:-! ' '

tcoicmugu ko'ru, &m du o'zuro kosishmaydigau cheklita {Aj, j  =  1,2, . . . ,  /}

to'piuiular va o/,aro kcsislnnaydigan s — 1, 2, . . . , /n} to'plamlar sis-
'i ' i»

tcmaUiri rriavjud bo‘lib, A = (J Aj , va Bn = (J Bns, n  £ N chekli yoyil-
j—1 5=1

malar o‘rinli bo'ladi.

Endi Cntj = Bns |J  Aj belgilashlami kiritamiz. Tuzilishiga ko'ra, Cntj
03 ln l

to!plamlar o‘zaro kesishmavdi va Aj = U U Cnsj va Bns = U Cnsj yoyil-
n=l 5=1 j=1

irialar o'rinli bo‘ladi. 6 m da aniqlangan m  o'lchovning o — additivligidan

oo i„ i
m(Aj) = F ,  y :  m(Cnsj) va m(Bns) = m(Cnsj) (7.5)

n= 1 5=1 j=1
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teiigliklargaegabo'lamiz. Ikkindii timondan ®I(6 m) daberiigau // oddiovning 

aniqlanisbiga ko'ra.

I lr,
H{A) = Y ^ m (Aj) va u{Bn)  = Y m ( B™)- (7.6)

j - l  S = 1

U holda. (7.5), (7.6) forrnulalardan

l l OC ln OO ln l
f*(A) = Y  m(̂ j) = EEE m(c«n) = Y Y Y  m(c««o =

ji—1 j=l n=l .9=1 n=l .9=1 j=1

oo /n cx?

= Y Y m (Bns) = Y m (Bn)
n= 1 .9=1 77 — 1

tengliklar zanjirini olamiz. Bu tengliklar zanjirida qa.tiiaslia.yot.gaii bardia. qa.- 

torlar absolyut yaqinlasLuvchi, shuning uchun
OC'

K A) = Y m (Bn)
n=1

tenglikning o'rinli ekanligiga ega bo‘lamiz. A

Ko‘rsatiIdiki, agar yarim lialqada o — additiv o'lchov aniqla.nga.ri bo‘lsa, u 

liolda uning halqaga davomi ham <7— additiv odchov bo‘ladi, shuning uchuu, 

boshidan o‘lchovni biror halqada aniqlangan deb qarash munikin.

7.4-teorema.. Biror & halqada <r— additiv rn o'lchov herilgan bo‘Ub, A  

va A \, A2, . . . ,  An, . . .  to'plamlar & ga tegishli bo'lsin. U holda:
OO

1„. Agar (J Ak C A va i da A if)A j  =  0 bo‘lsa, u holda 
k -1

O C

y '/m (A „ ) < m(A)
n=1

tengsizlik 0 ‘rinli;
O C

I l a (sanoqli yarim additivlik). Agar A  C (J Ak ho'lsa, u holda
' *=i

DC
rn(A) < m (An)

n=l
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Ini,i/.nxhh: o'rinli.

Isbol,. Agar Ak to'plamlar o‘zarc> kesishinasa va A  to‘p!amda saqlansa, u 

liolda 7.2-teoremaning ./ tasdig'iga ko‘ra har bir n € N da
n

5 3  m (A k) < rn{A)
k—l

tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Bu yerdan n  — > oo da limitga o‘tsak /„ tasdiq 

isbotiga ega bo'lamiz.

Endi llu  tasdiqni isbotlaymiz. © halqa bo'lgani uchun
n—1

Bn — (-d„ n  ^ ) \  u
k=1

to'plamlar © ga tegishli bodadi. Tuzilishiga ko‘ra
OC

A = [ j  B k, Bn c  An
k= 1

va Bn to‘pIamlar juft-jufti bilan c/zaro kesishmaydi, yhuning uchun
oo oo

m{A) =  5 3  m{Bk) < 5 3  A
fe=i fe=i

7.1-eslatm a. Ko'rinib turibdiki, teoremaning I0 tasdig‘i o'rinii bo'lishi 

qaralayotgan o'lchovning a — additivligiga bogdiq emas, shiming uchun ixti- 

yoriy additiv o'lchov uchun hatn bu nasdiq o'rinli bo'ladi. Aksincha, l l c, tas- 

diqda. odchovning rr—additivlik xossasi muhim ahamiyatga egadir. Haqiqatan 

ham, yuqorida qaralgan 7.2-misolda a — additiv bodmagan odchovda, odchovi 

1 ga teng X  to'plam o'lchovlari 0 ga teng bir nuqtali to'plamlar yig'indisida 

saqlanadi, ammo I I „ tasdiq bajarilmaydi. Bundan tashqari shunga ishonch 

hosil qilish mumkinki, 1 i,- xossa umuman olganda <r—additivlik xossasiga 

teng kuchli. Haqiqatan ham, © varim halqada aniqlangan biror fi o'lchov 

berilgan bo'lsin. A\, A2, . . . ,  An, . . .  sanoqli sondagi to'plamlar © dan olin-
CO

gan bo'lib, A u A 2, . . . ,  An, . . .  to‘piamlar o‘zaro kesishmasin va A =  |J  Ak
k = 1
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tcnglik bajanlsin. U holda har qanday o‘ichov l„ xossaga ega bodganligi 

sababli
OO

V ]/i(A 0  < p(A)
n = l

tengsizlik bajariladi. Bundan tashqari, agar /r o'idiov l l a xossaga ixam ega 

bo'lsa, u hoida (clrunki lar .4 ni qoplavdi)
OO

X̂ (A.) > fi(A)
71—  1

tengsizlik ham bajariladi. Shuning uchun
OO

'E 'K A n )  = M A)
n* 1

tenglik o‘rinli. Dernak. odchovning sanoqli yarim additivligi uning o — addi- 

tivligini ta'nriniar ekan.

M ustaqil ishlash u c h u n  savol v a  topshiriq lar

1- [0, 1] kesmadagi barcha irratsional sonlar to'plamim X  bilan bclgi- 

laymiz. &m orqali X  ning (a, b) inierval, [a, 6] kesrna va [a, b ), 

(a, 6] yarirn intervallar bilan kesishmalaridan hosil boigan to'plamlar 

sistemasini belgilaymiz. Agar /laj =  X  f j(a - b) (fj[«, £»], fj(«, J»], fj[a, b)) 

desak, har bir Anj, to‘plamga m (/laft) — b — a sonnt rnos qo‘yamiz. Bu 

ta‘plam funksiyasi m  a — additiv oichov boiadimi?

2. Har bir ylcK to‘plamga

™w = E ~
n«:Nf \A

sonni rnos qo‘yamiz. m  to‘plam funksiyasi oichov boiishint ko'rsating.

A  =  (—oo, 0) va B  =  [1, 4] to‘plamlaming oichovlarini toping.

3. 2-misolda aniqlangan m oichov o —additiv oichov boiadimi?
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8- §. 0 ‘lchovning Lebeg bo‘yicha davomi

8.1. Birli (birlik eleinentli) yarirn halqada aniqlangan o‘lchovning 

Lebeg bo ‘yicha davomi. Agar &m yarim halqada aniqlangaii m  o'lchov 

additivlik xossasiga ega. bo‘lib, ainmo a — additiv bodmasa, u holda. m uing 

&m dan SD1(&m) ga. davomi bilan o'lchovni davoiri ettirish jarayoni tugaydi, 

ya'ui rn o'lchovni 9Jl(€»m) dan kengroq sinfga davom ettirib boimaydi. Agar 

&m da aniqlangan m o‘lchov o — additiv bo‘lsa, u holda m ni &m dan 

ga nisbatan kengroq bo'lgan va qandaydir ma'noda maksimal sinf- 

ga davom ettirish mumkin. Buni Lebeg bo'yicha davom ettirish yordamida 

ainalga oshirish mumkin. Bu bandda birli yarim halqada beriigan o‘lchovni 

Lebeg bo'yicha davorn ettirish rnasalasim qarayini'z, umuiniy holrii esa kelgusi 

liandda qaraymiz.

Bizgabiror <Sm birli yarim halqada aniqlangan o — additiv rn o‘lchov beril- 

gaii bo'lsin va E  to‘plam &m yarim halqaning biri bodsiu. E  ning bardia 

qism to'plamlaridan tashkil topgan 21 (E) sistemada tashqi 0‘lchov deb ataluv-

chi fi* funksiyaiii quvidagicha aniqlaymiz.

8.1- t a ’rif. Ixtiyoriy A c E  to'plam uchun.

M* (A) =  inf y ;  m («„) (8.1)
n

son A to ‘plamning tashgi o‘lchovi deb ataladi. Bu yerda aniq quyi. chegara 

A to'plamni qoplovchi barcka cheklt yoki sanoqli {Bn} , Bn £ &m to‘plamlar 

sistemasi bo ‘yicha olinadi.

8.1- teo rem a (Sanoqli yarirn additivlik). Agar A va sanoqlita A i, A^, . . . .  

An, .. .  t,o‘plam!ar uchun A c 1J An bo‘l,sa, u holda quyidagi tengsizlik
n= 1

o ‘rinli

A ( A )  < 2 > * ( a„).
n = l
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Bu teorexna tasdig'ining isboti 6.3-teorema tasdig'i isbotiga (aynan) o‘xshash 

amalga oshiriladi.

8.2- ta’rif. Agar A  C E  to'plam va istalgan e > 0 uchun shunday B  € 

m ( e m) to ‘plam mavjud bo ‘lib,

fi'(A A B ) < e

tengsizlik bwjarilsa, A (Lebeg ba‘yicha) o‘lchovli to‘plam deyiladi.

Faqat o‘lchovli to'plamlar siufida aniqlangan /«* funksiya Lebeg o'lchovi 

deb ataladi va u (i harfi bilan belgilanadi. Ravshanki, &m va 9Jt(©m) dan 

olingan to'plamlar o'lchovli bo‘ladi. Bunda, agar A e  &m va B  G 9Jt(6m)

bo‘lsa, u holda

IJ.(A) = m(A), p(B) = m '(B ).

Agar A  oichovli to'plam va (J*(AAB) < e tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

B  e  9Jl(6m) to‘plain berilgan boisa,

A A B  = (E \A )A (E \B )

tenglikdan A niag toidiruvchi to‘p!ami E \A  ning ham oichovli ekanligi kelib 

chiqadi.

8.2- teoreina. 0 ‘lchovli to ‘plarnlar sistemasi i t(E) halqa bo‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy Ai va A% to'plamlar uchun

A\ n  A2 = Ai \(A i \A 2) (8.2)

va

Ai U A2 =  E \[(E \A \)  n  (E \A 2)] (8.3)

tengiiklar o‘rinli boigani uchun quyidagini isbotlash yetarli. Agar Ai 6 H( E),

A2 6 i t (E) boisa, u holda A = A |\/ l2 € il (E)  boiadi, yaiii oichovli 

to‘plamla.rning ayirmasi oichovlidir. Haqiqatan ham, Ai va A2 oichovli to‘p- 

lamlar uchun shunday Bi € 9Jt(6m) va B2 G 9Jl(6m) to'plamlar mavjudki, 

jj,"(A\ABi) < — va /j *(A2A B 2) < —
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fcengsizliklar o'rinli bo:ladi. B  = B \ \B 2 G bo‘lganligi uchun

(A \\A 2)M B \\B 2) c  (A \A B \)  U (A2A B 2)

munosabatdan foydalanib, f.i*(AAB) < e  tengsizlikni olamiz. Demak, /U V b G 

H(E) u holda (8.2) va (8.3) munosabatlardaii A \ f ) A 2 G il(E ) va A\ (J A2 G 

U(E)  ekanligini olaraiz. A\ va A2 fco'plamlarning simmetrik ayirmasining 

o'lchovli ekanligi

A \A A 2 = (/il\/i2) U (/UVU)
fcenglikdan kehb chiqadi. A

8.1-eslatma. &m ning birlik elementi - E  o'lchovli to'plamlar sisfcemasi 

it(ii') uchun ham birlik eliment boladi, shuning uchun o'lchovli to'plamlar 

sistemasi U(E) algebra tashkil qiladi.

8.3- teorema. 0 ‘lchovli to‘plamlar sistemasi U(E) da aniqlangan /r to‘p- 

iam funksiyasi addituvdir.

Bu teoremaning isboti 6.6-teorema isbotini so‘zma-so'z takrorlash bilan 

ainalga oshiriladi.

8.4- teorem a. 0 ‘lehovli to ‘plamiar sistemasi U(E) da aniqlangan ft to‘p- 

larn funksiyasi <r— addituvdir.

Isbot. 0 ‘Ichovli to'plamlar sistemasi i l(E) dan olingan A  va juft-jufti
CO

bilan o‘zarokesishmaydigan A\, A2, . . . ,  A n, . , .  to‘plamlar uchun .4 =  (J
n = l

bo‘lsin. 8.1- teoremaga ko'ra.
CO OC

f ? ( A ) <  Y > J 4 „ )  => jj,(A) < V / / ( .4 n) (8.4)
n=l n=1

tengsizlik o'rinli. 8.3-teoremaga ko‘ra. har bir n  da
n

H (A )  >  / J  U A k) =  V / J / U )  (8.5)
*=* *=!

tengsizlikni olamiz. (8.5) da n  —> oo da limitga o‘tib,

h(4) > V ]  u ( A n )  (8-6)
n = l
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Aga ega bo'lamiz. (8.5) va (8.6) lardan teorema tasdig'i kelib chiqadi.

8.5-teorem a. Lebeg bo'yicha o‘lchovli bo‘lgan barcha to‘piam,lar scstemasi 

w )  E  biritk eUrnentli o — algebradir.

Isbot. 6.7-teorema isbotini so‘zma-so‘z takrorlash yordamida sanoqlita
CO

Ai, A 2, . . . ,  A n, . . .  € l t ( E) to'plamlar uchun A  — (J .4„ e  U-(E) ekanligini
n = l

isbotlash mumkin. Ikkinchi tomondan,
OC OOn û vy

77, =  1 77=1

OO .

tenglikka ko‘ra, f) A n € U(E)  ekanligiga ishonch hosil qilamiz. A
1

Tekislikdagi to'plamiarning Lebeg o'lchovi xossalariga o'xshash, 0‘lchovning 

cr— additivlik xossasidan uning uziuksizlik xossasi kelib chiqadi.

Ya'ni, Ai D A 2 D . . .  D An D ..'. o'lchovli to'plamlar ketma-ketligi uchun
OO

A — n An bo‘lsa, u holda
77 — 1

p,(A) =  lim n(An)
n~* oo

bo'ladi. Xuddi shuningdek, agar biror o'lehovli to'plarnlarning A\ C A2 C
OO

. . .  C An c  . . .  ketma-ketligi uchun A  =  (J An bo'lsa, u holda
71— 1

l*(A) =  lim /j,(An)
n—>00

teuglik 0‘rinli.

Shuuday qilib, biz ko‘rsatdikki, agar birlik elimentli &m yarim halqada 

o — addituv m  0‘lchov berilgan bo‘lsa, bu o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom 

ettirish natijasida 1i (E) , o — algebrada aniqlangan o — addituv /t o'lchov 

hosil bodadi.

8.3-ta’rif. O'lchovli to‘plamlar sesternasi il(E ) da aniqlangan va ii(E) 

da tashqi 0 'lchov p* bilan ustma-ust tushuvchi fi =  L(rn) funksiya rn o‘l- 

chovning Lebeg davomi deyiladi.

82www.ziyouz.com kutubxonasi



o'lcbovli to‘plam!ar ketmarkefcligini tuzamiz. Tuzilishiga ko‘ra. A[, A'2, . . . ,
n

AL__ to‘plamlar o‘zaro kesishmavdi. Bundan tashqari, istalgan n  da i j  A'k
‘ fc=l

n
= i j  Afe tengiik o'rinli. Bundau tashqari

k-l

(n \  /  n \  n oo

U  Ak I =  SUp P ( U  Ak ) =  1 3  ^ i A )  ^  1 3  li(A,k) < K
fc= 1 / ” \fc=l / " fc=l fc= 1

shart bajariladi. Demak, istalgan

P U  A 'k
Vfc=n+1

e > 0 sou uchun shunday n e  N mavjudki,
\  OO e

2

n
fcengsizlik o‘rinli bo‘ladi. C  — (J A!k to‘plam o‘lchovli bo‘lgani uchun. shun-

fc=i '
day B  € &m to‘plam mavjud bo‘lib, /j * ( C A B )  < -  tengsizlik bajariladi.

. 4 A / y c ( C 7 A i y ) U (  U
\ k — 7 7 + 1  /

munosabatdan foydalansak, /i*(AAB) < e tengsizlikni olamiz. Demak, A 

o‘lcbovli to‘plam ekan.

Zaruriyligi. Ayfcaylik sanoqlifca A k, A^,. . . ,  A „,. . .  o‘lchovli to‘piamlar uchun
CO

A = (J A„ to‘plam o'lchovli bo'lsin va fi(A) chekii bo'lsin. U holda istal-
rt= 1 n n

gan n € N uchun (J Ak C A munosabatdan va (J Ak olchovli to‘piam 
fc=i fc=i

bo‘lgani ucliun

p (u '4fej -  “ V4) <=* sup fi (u /tfc j < l-i(A) < QO. A

8.1-natija . 0 ‘lchovli to'plamlar sinfi U(E) va A e  It(E) to'plam beril- 

gan bo'lsin. A to‘plamning barcha B € il(E) qism to ‘plamiaridan tuzilgan

<B(il(4)) sistema o— algebra bo'ladi.

Masalan, agax il(R) sonlax o‘qidagi Lebeg ma'nosida odchovli to‘piamlar 

sinfi va. A = [o, 6] ixtitoriy kesma bo'lsa, u holcla [o, b] kesmada saqlanuvchi 

o‘lchovli to‘plamiar sistemasi cr— algebra. tashkii qiladi.
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Lebeg oMchoviiiing yana bir xossasini keitiramiz.

8 .4 -ta ’rif. Agar n(A)  =  0 va A' C A bo ‘lishidan A' ning o'lchovli ekan- 

Ugi ke-lib chiqsa, fi o'lchov to‘la deyiladi.

Ta'rifda keltirilgan A' to'plam uchun /i(A') = 0 boMadi.

Qiyinchiliksiz isbotiash xniimkinki, ixtiyoriy oMchovning Lebeg davomi to‘la 

bo'ladi. Haqiqata.11 ham. A! C A, /j,(A) = fi*(A) =  0 bc/lsa, fi(A') = 0 

boMadi va 0 € 6 m ni olsak, /u*(A'A0) =  /a*(A') = 0 bo'ladi, ya’ni A' 

to'plairming oMdiovIi ekanligi kelib chiqadi.

Umuman olganda <r— algebrada aniqlangan har qanday a— additiv oM- 

chovni toMa oMchovgacna davom ettirish inumkin. Buning uchun nol oMchovli 

to'plamning ixtiyoriy qisrniga nolni mos qo‘yish kifoya qiladi.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. X  = [0, lj\Q  bo'isin. Gm orqali X ning [a, b) yarim intervallar bilan 

kesishmahridan hosil bo'lgan to'plamlar sistemasini belgilayrniz. Bu sistema- 

ning yarirn halqa ekanUgini ko'rsating.

2. 1-topshiriqda aniqlangan &m yarim halqaning har bir A ^  = X  n  [a, b) 

to'plamiga rn,(Aah) = b—a sonni mos qo‘yamiz. Bu to'plam Jvnksiyasi o'lchov 

bo ‘lishini ko 'rsating.

3. 2-topshiriqda aniqlangan m  : Gm —> R  o'lchovning Lebeg bo‘yicha davo- 

mini toping. Uni sonlar o ‘qidagi Lebeg o'lchavi bilan usima-usi tushishint

ko ‘rsatmg.
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III bob. 0 ‘lchovli funksiyalar

Bu bob ikki paragrafdau iborat. Dastlabki 9-paragrar o'lehovli funksiyalar 

xossa.la.rini tekshirishga bag‘ishla.nga.n. 0 ‘lchovli funksiyalax Lebeg integrali 

tushunchasini kiritishda. asosiy manba hisoblanadi. Bu yerda o'lchovli funksiya- 

lar ta'rifianib, ularniiig asosiy xossalari isbotlangan. Juinladan, oJchovii funk- 

siyalar to'plamiuing arifmetik amallarga nisbatan yopiqligi (9.1-teorema) ko‘r- 

satilgan. Yana, agar {/„} o'lchovli funksiyalar ketrna-ketligi har bir x  € E  

nuqtada. f {x)  ga yaqinlashsa, u liolda limitik funksiya /  ning odchovli bo'Hshi 

(9.2-teorema) isbotlangan.

Bobuing oxirgi. 10-paragrafida ekvivalent funksivalarga ta'rifberilib. ularga 

misollar keltirilgan. Ekvivalent funksiyalaming bin o‘lciiovli bo‘isa, ikkinchisi 

ham odchovli bo‘lishi isbotlangan. Bundan tashqari odehovli fiinksiyalar ketma- 

ketliklarining nuqtali, deyarli va o'lchov bo'yicha ya.qinla.sliishia,ri ta’riflanib, 

ular orasidagi bog‘lanishlar yoritilgan. Madumki, tekis yaqinlashishdau nuq- 

tali yaqinlashish, nuqtali yaqinlashishdan esa deyarli yaqinlashish keli’o chiqa- 

di. Deyarli yaqinlashishdan odchov bo‘yicha yaqinlashish kelib chiqishi isbot- 

langan. 0 ‘lchov bo‘yicha, yaqinlashishdan deyarii yaqinlashish kelib chiqadi- 

mi degan savolga ijobiy javob yo‘q ekan. 0 ‘lchov bo‘yicha nol funksiyaga 

yaqinlashuvchi, lekin nolga. biror nuqtada lia.ni yaqiniasrnaydigan funksiyalar 

ketma-ketiigiga. misol (10.5-misol) keltirilgan. Ammo o'lchov bo'yicha yaqin- 

lashuvchi ketma-ketlikdan deyarli yaqinlashuvdii qismiy ketma-ketlik ajratish 

mmnkinligi (10.5-teorema) ko‘rsatilgau. Tekis yaqinlashish va deyarli yaqin- 

lashish orasidagi bog‘lanishni ifodalovchi Yegorov teoremasi (10.3-teorema) is- 

botlangan. 0 ‘lchovli funksiyaning uzluksiz funksiyaga, qaysidir rna/noda yaqin 

bodishi iiaqidagi Luzin teoreniasi (10.6-teorema), ya’ni funksiya o'lchovli bo'li- 

shiniug kriteriysi keltirilgan.

00
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9- §. 0 ‘Ichovli funksiyalar va ular u stid a  am allar

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga qaysidir ma'noda yaqin boigan (Luzin 

teoremasiga qarang) oichovli funksiya tushunchasiga ta'rif beramiz. Oichovli 

funksiyalar Lebeg integrali tushunchasini kiritishda asosiy manba hisoblanadi.

Bizga E  C R (E  C R2) Lebeg ma'nosida oichovli to'piam va unda aniqian- 

gan haqiqiy qiymatli /  funksiya berilgan boisin.

9.1- t a ’rif. Agar ixtiyoriy c € R uchun {x € E  : f ( x )  < c} := E ( f  < c) 

to'plam o‘lchovli bo‘lsa, f  funksiya E  to'plamda oichovli deyiladi.

9.1- misol. / : E  —> R, f ( x )  =  a = cxmst funksiyaning oichovii ekan- 

ligini ko'rsating.

Yechish. Ixtiyoriy c € R uchun

E ( f  < c) = {rr G E  : f ( x )  < c} =
E, agar c > a, 

0, agar c<  a

tenglik o'rinli. E  va 0 t.o‘piamlar oichovli. Demak, ixtiyoriy c € R uchun 

E ( f  < c) to‘plam oichovli ekan. Ta'rifga ko‘ra, f ( x )  = a funksiya E  da 

oiehovli funksiya boiadi.

9.1- teorema. Agar f  va g fmksiyalar E  to'plamda oichovli bo‘Isa, u 

holda ularning yig'indisi f + g ,  ayirmasi f  — g va ko'paytmasi f - g  oichovli 

boiadi. Agar harcha x  e E lar uchun g(x) yf 0 bo isa, u holda f  /g  funksiya 

ham E da o ‘lchovli boiadi.

Teoreinani isbotlashda quyidagi lemmalardan foydalanamiz.

9.1- lemma. Agar f  funksiya E  to‘plamda oichovli boisa, u holda ixti- 

yoriy a, b e  M lar uchun quyidagi to ‘plamlaming har Mri oichovli boiadi:

1 ) E ( f > a ) -  2 ) E ( a < f < b ) -  3) E ( f  = a); 4) E ( f  < a); 5) E ( f  > a).

Isbo t. Faraz qilaylik, /  oichovli furiksiva boisin. u holda ta'rifga ko'ra, 

ixtiyoriy a g R  uclmn E ( f  < a) to'plam oichovli boiadi.
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1) > °) = < a) tenglikdan, hamda odchovli to'plamning

to'ldiruvchisi o'lchovli ekanligidan E ( f  > o) to'plariming o'lchovli ekauligi 

kelib chiqadi.

2) E(a < /  < b) = E ( f  > a)P | E ( f  < b) tenglikdan. hamda o'lchovli 

to'plamlar kesishmasi odchovli ekanligidan E(a < f  < b) to'plamningo'lchovli 

ekaniigi kelib chiqadi.

3) E ( f  = a) to‘plamning o‘lchovli ekanligini ko'rsatamiz:

E ( f  = u ) = f ] E
n=l

Bu yerda E < /  <  a + — ̂  to'piam 2) ko'rinishdagi to'plain bolgani uduin 

u - o'lchovli. 0 ‘lchovli to'plamlaming sanoqli sondagi kesishmasi (6.7-teorema)

odchovli bo'Iganligi uchun E ( f  a) to!plam o‘ichovli bo'ladi.

4) E ( f  < a) to'plamning o'lchovli ekanligi ta'rifdan, 3) dan hamda E ( f  < 

a) = E ( f  < a) |J  E ( f  = a) tenglikdan kelib chiqadi.

5) E ( f  > a) = E \ E ( f  < a) tenglikdan harnda to'ldimvchi to'plarnning

o'lchovliligi (6.4r-teorema) dan kelib chiqadi. A

9.2- lenama. Aya,r ixtiyariy a, b € R lar uchun 9.1-lemmadagi 1), 2), 4), 

5) ko‘rinishdagi to‘plamla,rning birortasi o‘lchovli bo‘lsa, u holda f  funksiya 

E  to'plamda odchovli bo'ladi.

Isbot. Biz faqat 1) ko'rinishdagi to'plamning o'lchovli ekanligidan /  ning 

o'lchovli ekanligini keltirib chiqaramiz. Qolgan tasdiqlarning isbotini o'quvchi- 

ga mustaqil isbotlashni tavsiya qilamiz. Faraz qilayiik, E ( f  > a) to'plam ix- 

tiyoriv a € 1R ucliun o'lchovli bo‘lsin. U liolda uning to'ldiruvchi to'piami 

E ( f  < a) ham o'ichovli bo'ladi. 9.1-ta’rifga asosan /  o‘lchovli funksiya 

bo‘ladi. A

9.3- lem m a. Agar f  va g lar E  da o‘lchovli funksiyalar bo'lsa, u holda 

{.r € E  : f (x)  > g(x) } =  E ( f  > g) lo'plam olchovli bo'ladi.

( « < / < a  +  i ) .
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Isbo t. Ratsional soniax to‘plami (Q) sanoqii bo'lganligi uciiun uning ele- 

liientlariiii nomeiiab chiqamiz. ya'ni (Q) =  {ri, r2; . . . ,  rk. . ..} va quyidagi 

tcnglikni isbotlaymiz:

E ( f  > 9) : = { x € E :  f (x )  > g(x)} =
OO

= u  ( { :i' : f w  > '*} < rfc0  • (9-1)
fc«̂i

Faiaz qilaylik, x0 € {.t € E  : f ( x )  > q(x)} ya'ni f ( x 0) > g(x0) boisin, u 

holda ratsional sonlarning zichlik xossasiga ko‘ra shuuday r* € Q mavjudki, 

f ( x o) > ?’fc > g(xo) munosabat oiinli boiadi. Demak,

x0 € {x : f (x)  > rk} p ]  {x : g(x) < rk} .

Buridan
OC .

X0 fc | J  ({x  : f (x)  > rk} p |  { x : g(x) < rk} )  := /1 
fc=i v

ckanligi, bundan esa E ( f  > g) C. A kelib diiqadi. Enni teskari A  c  E ( f  > g)

munosabatiii koi'satamiz. Faraz qilayiik,
00xo e u ({ -t : /(*) > g(x) <

fc=l v ■

ixtiyoriy nuqta boisin. u holda x0 birlashmadagi to‘plamlarning hech boi- 

maganda bittasiga tegishli boiadi, yaiii shunday k e N mavjudki. :i;0 G 

{x : f (x )  > rk} D {x : g(x) < rk} . Demak, bir vaqtda f ( x 0) > rk va. g(x0) < 

rk boiadi. Bundan f ( x 0) > g(x0) ekanligi. yaiii x0 € {x e  E  : f ( x )  > g(x)} 

ekanligi kelib chiqadi. Bundan A  C E ( f  > g) ni olamiz.

Biz (9.1) teuglikni isbotladik. 9.3-lemma.ning isbot-i (9.1) tenglikdan. liam- 

da oicliovli to‘plamlarning sanoqli birlashinasi (6.7-teoreina) yana oichovli 

eka.nl igidan kelib chiqadi. A

9.1-teorem aning isboti. Teoreinani bir necha. qismiarga ajratib isbot- 

laymiz.
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1) agar / — olchovli fuuksiya bo'lsa, u holda ixtivoriy k € R uchun 

k • /  va / - 1- k fuuksiyalar ham o‘Ichovli bo'ladi. Haqiqatan ham, (k  yf 0 

deb hisoblaymii? k = 0 bo‘lganda k • f  ning oldiovli bo‘lishi 9.1-misolda 

ko'rsatildi)

I < c/h). agar k > 0,
{ x €  E : k f ( x )  < c } =  { U -ki y ’ (9.2)

( E ( f  > %),  agar k < 0.

(9.2) tenglikning o‘ng tomonidagi to‘plamlarning har biri o‘lchovli bo‘lgani 

uchun k • f  funksiya o‘lchovli bo‘ladi. f  + k funksiyaning o'lchovliligi

{x E  : f (x )  +  k < c} — {x  € E  : f (x )  < c — k}

tenglikdan kelib chiqadi.

2) Agar /  va g lar E  da oiehovli funksiyalar boisa, u holda 9.3-lemmaga

ko'ra

{x e  E :  f (x)  +  g(x) > c} = {x € E  : f (x)  > c -  g(x)}

to‘plamixtiyoriy c €  R daoichovli bo'ladi. Demak, 9.2-lemmagako‘ra f + g

oichovli funksiya boiadi.

3) 1) va 2) dan kelib chiqadiki. /  +  (—l )g oichovli funksiya boladi.

4) Agax /  oichovli boisa, u holda |/[ va / 2 lax ham oichovli funksiyalar 

boiadi. Haqiqatan ham,

E(\f \  > c) =
E, agar c < 0
E ( f  < -c )  (J E ( f  > c), agar c > 0.

(9.3)

(9.3) tenglikning o‘ug tomonidagi to‘plamlar ixtiyoriv c e 

boiganligi uchun | / |  oiciiovli funksiya boiadi.

da oichovli

E ( f 2 >c)  =
E. agar c < 0

E(\f\  > s/c), agar c > 0 .
(9.4)
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| / |  fuiiksiycinirig o‘lchovli ekanligidan, (9.4) tenglikning o!ng tomonidagi to‘j 

larnlarning ixtiyoriy c € R da o'lchovli ekanligi kelib chiqadi, Dernak. f -  

o'Jchovli funksiya bo'ladi.

-5) 0 ‘lchovli funksiyalarning ko'paytmasi o'lchovli ekanligi quyidagi

f - g  = - A ( f  + g)2 - ( f - g ) 2}

ayniyatdan, hamda 1), 2), 3) va 4) xossalardan kelib chiqadi.

6) Agar q o'lchovli bo‘lib, g(x) ^  0, V* € E  bo‘lsa, u holda -  ning
~ ' 9 '

olebovii bo'lishi

E(g < 0) |J  E(g > - ) ,  agar c > 0 

E  < g < o'j , agar c < 0,

E(g < 0), agar c — 0

tenglikdan kelib chiqadi. Demak, -  — o'lchovli fimksiva. 5-xossaga ko‘ra, 

1 . . .  9f ( x )  • ~g—-  funksiya nam o'ichovli bo'ladi, bunda g(x) ^  0. A

Shunday qilib, biz o'lchovli funksiyalar to'plamining arifmetik amallarga 

nisbatan yopiqligini ko'rsatdik.

Aiializdan ma’him bo‘lgan tekis va nuqtali yaqinlashish ta'riflarini kelti- 

ramiz. E  o'lchovli to'plamda /  funksiya va {/„} o‘lchovli funksiyalar ketma- 

ketligi berilgan bo'lsin.

9.2- t a ’rif. Agar ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday no > 0 rnairjud bo'lib, 

barcha n  > n$ va x €  E  larda | f„(x) — /(x)| < e botsa, u holda {/„} funk- 

siyalar ketma-ketiigi E  to ‘plamda f  fmksiyaga tekis yaqinlashadi deyiladi.

9.3- t a ’rif. Agar har bir x € E  da lim f n(x) =  f (x )  bo'isa, u holda {/„}n--KX) ' '
funksiyaiar ketma-ketiiyi f  ga nuqtaii yaqinlashadi deyiladi.

Quyidagi teorema o'lchovli funksiyalar to'plamining limitga o‘tish (nuqtaii 

yaqinlashish) amaliga nisbatan harn yopiqligini ifodalaydi.
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9.2- teorem a. Agar {/„} o ‘lchovli funksiyalar hetina-keUigi har bir x G E  

da /(:r) ga yaqmlashsa, uholda limitik funksiya f  o‘ichovii bo'ladi.

Isbo t. Sha.rt.ga, ko‘ra, ixtiyoriy x  G E  uchun liin f n(x) = f (x}  o'rinii.

oo oo oo ✓  t >.

E ( f  < = i-1' ; f ( x ) < c> = u  u  n  i x :  -W *) < c -  %} (9-5)
k= 1 n= 1 m>n ^

tenglik [2| da isbotlangan. Teoremaning isboti (9.5) tenglikdan keiib chiqadi, 

chunki, sanoqli sondagi o‘lchov!i to‘plamlarning biriashmasi va kesishmasi (6.7- 

teoremaga qarang) yaiia o'lchovli to'plamdir. A

Bu paragrafni quvidagi misol bilan yakunlaymiss.

9.2- misol. Agar f  : E  —> R o‘lchovli funksiya bo‘lsa, u holda /  funksiya 

E  ning ixtivoriy o‘lcnovli A  qismida ham o'lchovli funksiya bo'lishini ko'rsating.

Yechish. Haqiqatan ham, ixtiyoriy c g R  uchun

{ar g  A  : f ( x )  < c} =  E ( f  < c) n A

tenglik o'rinli. E ( f  < c) va A  to‘plamlar odchovli bo'lganligi uchun ular- 

ning kesishmasi bo'lgan {x e. A : f ( x )  < c} to'plam ham o'lchovii bo'ladi. 

9.1-ta’rifga ko‘ra, /  funksiya A  da o'ichovli bo'ladi.

Mustaqil ishlasb uchun savol va topshiriqlar

1. 0 ‘lchovli bo‘hnagan funksiyaga misol keltiring.

2. O'lchovli ho‘lmagan, lekin moduli olchovli bo'lgan funksiyaga misolkelti- 

ring.

3. (9.5) tenglikni ishotlang.

4. 9.1-lemmada keltinlgan 2), 1) va 5) ko‘nnishda,gi t.o‘plamlaming odchovli 

ekanligidan f  ning odchovli ekanltgini keltirib chigaring.

5. Shunday f  va g funksiyalarga rnisol keltiringki, ulaming yigHndisi 

o‘lchovli bo‘lsin, lekin ayirmasi o ‘lchovli bo‘Imasin.
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6. Shunday f  va g funksiyalarga rnisoi keltiringki, tdaming ko‘paytmasi 

o'lchovli bo‘lsvn, lekin yighndisi o'lchovli bo‘hnasin.

7. Dirixle funksiyasi 2) ning [0, 3] to'plamda o‘khovli ekanligini ta'rif

yordannda ko'rsaling. 2) funksiya (2.1) tenglik bilan amqlanadi.

8. Agar f  funksiya E  to‘plamda o ‘lchovli bo‘lsa, u hoida h(x) = [/(x)] 

ning o ‘lchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda [x] bilan x  ning butun qisrni 

belgtlangan.

10- §. 0 ‘lchovli funksiyalar ketm a-ketliklarining yaqinlashishlari

Bu paxagrafda biz ekvivalent funksiyalar, ulaming ayrim xossalari va o‘l- 

diovli fuiiksiyaiar kebma-ketliklarining turli yaqinlashishlari orasidagi bog‘la-

nishlami 0 'rgana.miz.

10.1- ta ’rif. E  o'lehovli to‘plamda aniqlangan f  va g funksiyalar uchun 

/t ({:r; 6 E  : f (x)  y(:c)}) =  0 bo‘lsa, f  va g lar ekvivalent funksiyalar de- 

yiladi va f  ~  g shaklda belgilanadi

10.1- inisol. Dirixle funksiyasi 5) ((2.1) ga qaraug), Riman funksiyasi 91

((2.2) ga. qarang) noi funksiya 9(x) = 0 hanida bir I(x) =  1 funksiyalar 

orasidan o‘zaro ekvivaienfc funksiyalarni topiug.

Yeehish. Maluinki. Q sauoqli fco'plam, shuning udnm /j (Q) =  0. Lebeg 

o'ldiovi to ia o ‘ldiov (8.4-ta’rif), shunday ekan, ixfciyoriy A  C Q udhun ft(A) =  

0. Endi bu funksiyalami ekvivaleiifclikka tekshiramiz:

{.x : ®(x) /  6»(x)} =  (Q), {x : 9t(x) ^  0(x)} =  Q,

{x  : » (x )  ±  91(1)} C Q, {x : ®(x) ±  i(x)} -  R\Q.

Bu yerdan quyidagi tengliklami hosil qilamiz:

t* ({- : ±  0(x)}) = k  ({a: : 9t(x) ^  G(x)}) =  /t ({Q}) =  0,
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/ i ({* : S(:r) ^  91(1)}) =  0, //, ({:r : ©(*) ^  l{x)}) = / i ({R \Q » #  0.

Demak, © ~  0 , © ~  91. 91 ~  0 bo‘ladi. 1 bilaa © ekvivaler.it emaa.

10.2- t a ’rif. ,,4r/ar biror xofsm E to‘plarnning nol o‘lchovli qism'to‘plamidan 

boshqa barcha nuqtalarida bajarilsa, bu xossa E  to jdainda deyarli bajariladi 

deyiladi.

Agar ikkita funksiya deyarli leng bo'lsa. ular ekvivalentdir.

10.2- misol. Aytaylik, E  = A\ {J d 2 va A\ f) Ai = 0 bo'isin. Agar / i  :

Ai --> R va / 2 : /I2 —> K funksiyalar olchovli bo'lsa, u liolda
/

,, . I /i(z)> a9ar x  € /U 
/(* )  =  S

[  /2 (2 ). agw x G A2 

J5 da odcliovli funksiya. bo'lishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy c G R da

{ x  G A ': / (x ) <  c} =  {2: G A i : / i ( x )  <  c} U {2: G / 12 : /2(2:) <  c}

to'plam odchovli. Demak, /  funksiya E  da odehovli. A

10.3- misol. Nol odchovli A to'plamda aniqlangau ixtiyoriy f  : A —y R  

funksiyaning o‘ldiovli bodishiui isbotlang.

Isbot. Lebeg o'lchovi to‘la o'lchov (8.4-ta’rif) bodganligi uchun odchovi 

nolga teng bo'lgan to‘plamning ixtiyoriy qismi

{2: G A : f (x)  < c} C A

odchovli, shuning uchun /  funksiya A  da o'iciiovli funksiya bodadi. A 

10.1-teorem a. Agar f  funksiya E  o'lchovli to'plamda aniqlangan bo‘lib,

0‘lchovli g : E  —> R funksiyaga ekvivalent bolsa, u holda f  harn E  da 

0 ‘lchovli funksiya bo ‘ladi.

Isbot. Faraz qilayiik, g— odchovli va /  ~  g bo‘lsin, ya’ni 

A = {x :  / ( x) = g(x)} , E \ A  = {x : f (x)  g(x)} , g(E \A ) = 0.
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10.2 va 10.3-misollarga ko'ra,

. f /(-'*')» a9ar x  e
/ ( * ) =  ( .

[ g{x), agar x  e  A

I>1 <la o'lchovli fnnksiya bo'ladi. A

10.1. D eyarli yaqinlashish.

10.3- ta ’rif. Agar E  to ‘plamda aniqlangan {/„} funksiyalar ketma-ket- 

litfining f  funksiyaga yaqinlashmaydigan nuqtalari to‘plamining o ‘lchovi nol 

bn'lsa, u holda {/„} funksiyalar ketma-ketligi E  to‘plamda f  funksiyaga 

ikyarli yaqmlashadi deyiladi, ya'ni

lim /„(:r) =  f (x)
n—*oo

tenghk E  dagi deyarli barcha x lar uchun o‘nnli, yoki

A — ■[ x : lim
L n-t-cc

f n(x) = f ( x ) } ,  f t (E\A) =  0 .

10.4-misol. /„(:r) -  cos" x, E  -  [0, 2tt] funksiyalar ketma-ketiigining 

nol fnnksiyaga deyarli yaqinlashishini isbotiang.

Isbot. Ma'lumki, barcha x  € (0, 2,T)\{r:} larda |cosa:| < 1 tengsizlik 

o'rinli harnda cosO =  cos2rr =  1, cos7r =  —1 ekanligini hisobga oisak, 

quyidagini olamiz

lim f n(x) =  lim (cosx)" =
n-*oc n -*oc-

0, agar x  € (0. 2t ) \  {tt} , 

m avjud emas x  = tt,

1, agar x  € {0, 2ir} .

Agar ,4 =  ( x  : lim j-,(x) = 0} =  E \  {0; ir; 2ir} deb belgilasak, u holda
L n—*oo J

u(E \A ) - n ({0; tr; 2tt}) =  0

bo'ladi. Ta'rifga asosan, f n(x) =  cos" x  funksiyaiar ketma-ketligi E  =  [0, 27r] 

to‘plamda 0(x) = 0 funksiyaga deyarli yaqinlashadi. A
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10.2-teorema. Agar E  to‘plamda {/„} o ‘lchovli funksiyrilar ketma-ketMgi 

f  ga deyarh yaqtnlashsa, u holda limitik funksiya f  ham o 'lchavlidir.

Isbot. A =  <a:: lim f n(x) = f ( x )  > bc/lsin. U hoida teorema shartiga 

ko‘ra, fi(E \A )  — 0 bo'ladi. A  to'piamda {/„} funksiyalar ketma-ketligi 

/  ga tmqtali yaqinlashadi. 9.2-teorernaga ko‘ra, /  funksiya A  to'plamda 

oichovlidir. 10.3-misolga ko‘ra nol oichovli to'plamda aniqlangaii ixtiyoriy 

funksiya oichovli, shunirig uchun /  funksiya E \A  da olchovli boiadi. 10.2- 

misolga ko‘ra, /  funksiya birlashma A |J ( E\ A)  = E  to'piarnda ham oichov- 

lidir. A

Maiumki, tekis yaqinlashishdan nuqtali yaqiulashish, nuqtali yaqinlashish- 

dan esa deyarii yaqiniashish kelib chiqadi. Quyidagi implikatsiyalar oi'inii:

Yegorov teoremasi deyarli yaqinlashish bilan tekis yaqinlashish orasidagi 

bogianishni ifodaiaydi.

10.3-teorema (Yegorov). E  chekli o‘lchovli to‘plamda {/„} funksiyalar 

ketma-kctligi f  ga deyarli yaqmlashsm. JJ holda ixtiyoriy 5 > 0 uchun shun- 

day Es C E  to‘plam mavjudkt, uning uchun quyidagilar o'rinh:

1) ji(E \E 6) < 5,

2) Es toplamda { /n} funksiyalar ketma-kctligi f  ga tekis yaqinlashadi. 

Isbot. 10.2-teoremaga ko‘ra, /  oichovli funksiya boiadi. Aytaviik,

i>n

boisin. E™ to‘plamiar barcha n  va m uchun oichovli boiadi. Eff to'plam 

tayinlangan n  va m da barcha t >  n  lar uchun | ff(x) — /(.r)| < 1/m
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi x  lar to'plamidan iborat. Endi
OO

t r  = [ j K
n—1

bo'lsin. Aniqlanisliiga ko‘ra A™ to'plamlar har bir m  da

munosabatni qanoatlantiradi. 0 ‘lchovning uzluksizlik xossasiga ko'ra, 

liin =  fi(hm) yoki har bir m va <5 > 0 uchun shunday n0(m)71—>00 ’
mavjudki,

o s m i o - / * ( * 5 w ) - » * ( « - v «! h )  < 5=- (w -1)

Endi
OC

= n
771—1

bo‘lsin. Ko‘rsatamizki, Es to'plam teorema shartiarini qanoatlantiradi. Dast- 

lab Es to'plamda {/„} ketma-ketlikning /  gatekisyaqinlashishiniko'rsatamiz. 

Aytayiik, x  € t!s bo'lsin. U hoida ixtiyoriy m uchun barcha i > n0(m) 

nonieriarda | /4(a;) -  f ( x )| < 1/m tengsizlikbajariladi. Bundan Es to'piarnda 

{/„} ketma-ketlikning /  ga tekis yaqinlashishi kelib chiqadi.

Endi E \E s  to'plam o'lchovini baholaymiz. Barcha m  lar uchun f i (E\Em) 

= 0. Haqiqatan ham, agar x0 € E \E m bo'lsa, u hoida yetarlicha katta i lar 

uchun |/j(x0) -  /( ;r0)| >  1/rn bo'ladi, vahri { f n(x0)} ketma-ketlik f ( x 0) ga 

yaqinlashmaydi. Demak, C E \ A  munosabat o'rinli. Bu verda.

A = {a;: lim f„(x) = f(x)}.
n—>cc

Bundan, f i(E \E m) < fi(E \A ) = 0 ga kelamiz. Bu o‘z navbatida f i ( E\ Em) =

0 ga olib keladi. Bu yerdan va (10.1) <lan kelib chiqadiki,
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b o 'la d i . S h u n in g  u ch u n  q u y id ag i te n g s iz lik  o 'r in li

/ OO \
V(U\k-6) = n ( E \  0  UZim) ) =

m=l

= » U (fcVw-,) | £ <E==4‘- A\m=l / m=l 771=1
10.2. 0 ‘lchov b o ‘yicha yaqinlashish. Bizga E  to'plamda aniqiangan 

{/„} o'lchovlifunksiyalar ketma-ketligi va /  o'lchovlifunksiya berilganbo'lsin.

10.4-t.a’rif. Agar ixtiyoriy S > 0 uchun

liin /j, {{x € E  : \fn(x) -  f (x)\  >  <5}) =  0
T1 —*OG

tenglik bajarilsa, uholda {/„} funksiyalar ketma-ketligi E  to‘plamda f  funk- 

svyaga o'lchov bo‘yicha yaqmlashadi deyiladi. *

Deyarii yaqiniashishdan o'lchov bo'yicha yaqiniashish kelib chiqadi. Quyida- 

gi teorema shu haqda.

10.4-teorem a. Agar {/„} o ‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E  (pt(E) <

oo) to'plamda f  funksvyaya deyarli yaqmlashsa, u holda {/„} ketma-ketlik 

E  to'plarnda f  ga o ‘lchov bo‘yicha ham yaqinlashadi.

Isbot. 10.2-teoremaga ko‘ra, Iimitik funksiya /  odchovli bo'ladi.

d =  {.r : liin f n(x) =  f ( x ) \
i. n—>oo J

bo'lsin. Teorema shartiga ko‘ra, p,(E\A) - 0 bodadi. Berilgan <5 > 0 son 

uchun quyidagi belgilashlami kiritamiz.

Ek(S) = {:r : | / fc(x) -  f ( x )  \ > <3'} ,
oo oo

R n(S) = (J E k(S), M = f| Rn(6).
k —n  n = l

0 ‘lchovli to'plamlarning xossalaridan foydalanib, ko‘rsatish mmnkinki, vuqori- 

da kiritilgan barcha to'plamlar o'lchovli bo‘ladi. Ravshanki,

Ri(S) D R2(6) ■ ■ ■ Rn(6)D ■■■  .
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0 ‘lc h o v n in g  uzln k siz lik  x o ssa s id au

lim =  f i(M) (10.2)
n —>oo

tenglik kelib chiqadi. Ko:rsata.mizki, M  C E \ A  boladi. Haqiqatanham, xq € 

A bo‘lsin, ya'ni

lim f„ (x0) =  /  (:?-o) •
n—'OO

Limit ta'rifiga ko:ra, berilgan <5 > 0 son uchun shunday n  mavjudki,

lAC'bj) - /(*o)l < <5
tengsizlik barcha. k > n lar uchun o'rinli, yahii ^ Rn($), shunday ekan, 

:r0 M. Bundan A C E \M  M  C E \A . 0 ‘lchovning yaxirn additivlik 

xossa.sida.il '

H(M) < at (E\A)  =  0 = >  n(M)  =  0.

Demak, (10.2) dan lhn ii(Rn(6)) — 0. En(6) C Rn(6) rnunosabatdan va
n —oc

o'lchovning yarim additivlik xossasidan

lim u ( E n(6)) = 0
n--*oc

ekanligi kelib chiqadi. Bu esa teoremani isbotlaydi. A

0 ‘lchov bo:yicha vaqinlashishdan deyarli yaqinlashish kelib chiqadimi de- 

gan savol tug:ila.di. Umuman olganda o‘lchov bo'yicha yaqinlashishdan deyarli 

yaqinlashish kelib chiqmas ekan. Quyidagi rnisol bu fikrning to‘g‘riligini ta.s- 

diqlaydi.

10.5-misol. Har bir k € N uchun E  — (0, 1] yarim intervalda. f [k\  f^k\  

__ funksiyalarni quyidagicha aniqlaymiz

/(*>(,■) =  ‘

/ — 1 i
~ k ~  <X ~ H'

* 6 (0. IW C -T1
i

' k '
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1

Bu funksiyalami tartib bilan nomerlab, {gn} (di — / j* \  92 =  / ^ \  9s = 

f j 2\  9i =  f zK-  ••) ketma-ketlikni hosil qilamiz. {gn} ketma-ketlikning E  

da nol fuxikaiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashishini va biror nuqtada ham uoiga 

yaqinUishmasligini isbotlang.

Isbot. Har bir n  e  N uchun shundav k va i sonlar jufti topiiadiki, 

= gn(x) teuglik bajariladi va n cheksizga intilislii bila.ii k ham ehek- 

sizga intiladi. Ixtiyoriy 6 > 0 uchuu

,a ({ x  : |(?„(x) | > S }) =

tengsizlik o'rinli. Bu yerdan lim ii(E(\gn\ > 6)) =  0 ni olamiz. Demak.

10.4-ta’rifga ko‘ra, {gn} ketiria-ketlik E  da nol funksiyaga o‘lchov bo'yicha 

vaqinlashadi. Endi {<&,} ketma-ketlikni E  da nol funksiyaga deyarli yaqin- 

lashmasligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy :ro € (0,1] nuqtani olamiz. Sliunday kn 

va in (ki < &2 < • • • < kn < • ■ ■) sonlar jufti topiiadiki,

Tq € in ~  1
( K

?n

K

bo'ladi. Bu yerdan quyidagini olarniz:

lim (x0) =  1 ^ 0.n- >oo n
Ya:ni, {<?„} ketma-ketlik biror iniqtada ham nolga yaqinlsushmaydi. A

10.5-teorem a. Agar { /n} o‘lc-hovli funksiyalar ketma-ketligi E  to'plamda

f  ga oHchov bo'yicha yaqinlashsa, u holda undan f  ga deyarli yaqinlashuvchi 

qismiy ke.tma-kc.tlik ajraUsh rnvmkin.

Isbot. Biz inusbat va. nolga. intiluvehi f | ,  £2 , . ketma-ketlikni va

771, r>n, . . .  musbat sonlarui ??i -I- 772 +  ■ • - +  >fr +  . . .  qator yaqinlashuv-

chi bo'ladigan qilib tanlaymiz. Indekslar ketma-ketligi ni < n$ < . . .  larni
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<piyidagicha tanlaymiz: n\ indeksni shunday tanlaymizki,

A* ({* : I/n,W -  f ( x )I > £1»  < 'Oi

tcngsizlik bajarilsin. Bu tengsizlikni qanoatlantiruvchi n\ mavjudligi {/„} 

ketma-ketlikning /  ga o'lchov bo'yicha yaqinlashuvchi ekanligidan kelib chiqa-

di. Endi n2 > n\ indeks shunday tanlanadiki,

/' ({< : I fn3(x) - /( :r ) | >  e2}) < tj2

tengsizlik bajarilsin. Umtiman > n^-i indeks shunday tanlanadiki, 

i" ({a: : If n k( x )  ~  f ( x ) \  >  £ k } )  <  Ok

tengsizlik bajarilsin. Tanlangan {f „k} ketma-ketlikning /  ga deyarli yaqin- 

lashuvchi ekanligini ko'rsatamtz. Quyidagi belgiiashiarni kiritamiz:
oo co

= (J {!•: I f n k( x )  -  f ( x )I > £ k \  VE R =  n  R .
k=i *= 1

Tanlanishiga ko‘ra, R\ D R2 D . . . D Rf,, D  ---- 0 ‘lchovning uzluksizlik

xossasiga ko'ra, lim ji(Rn) = jx(R). Ikkinchi tomondan, ravshanki,
77.—> 0 0  '

(oo

U(X: I fnt(x) -f(x)\>£k}
Jfc=i

oo oo

< E : I fnk(£) -  f(x)\ > ek} ) < E %
k= t k= t

tengsizlik o'rinli. So'nggi qator yaqinlashuvchi qatorning qoldig'i bo'lganligi 

uchun lim =  0. Demak, j.i ( R )  = liin /.i(Ri) — 0. Endi ixtiyoriy x  en— oo
E \R  uchun lim f„k(x) = f (x)  ni ko'rsatish qoldi. Faraz qilaylik, xa e  U\R, 

ya'ni a:0 4- & bo‘lsin. U hoida shunday ?o mavjudki, x0 $ Rio. Bu shuni 

anglatadiki, barcha k > *0 'iai' uchun xo 4 {x : \fnk(x ) — f (x) \  > £*} ya’ni 

l/nt (*o) -  f(x 0)| <  £k-
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f ( x )

Shartga ko'ra e* -> 0, shuning uchun lim f n,k{xo) — f ( xo)- A
k ->oc

Quyidagi teorema uzluksiz va ohchovli funksiyalar o'rtasidagi muhim bog'la- 

nishni ifodalaydi.

10.6- teorem a (Luzin). [a, b] kesmada aniqlangan f  funksiya, o'lchovli 

bo'lishi uchun ixtiyony e > 0 son uchun [a, 6] da uzluksiz ho‘lgan shun- 

day <p funksiya mavjud bo‘lib, g  ({.t € [a, b\ : f ( x )  yt '/?(;r)}) < s tenysizlik 

bajanlishi zarur va yetarh.

10.1-natija . [a, 6] kesmada uzluksiz funksiya o‘lchovlidir.

10.6- misol. [0, 7r] kesmada aniqlangan

|  sina:, x € [0, 7r] \Q  

[̂ cos2(sinrr), i g Q

funksiya o'lcirovii bo'ladimi?

Yechish. 10.1-natijaga ko‘ra, uzluksiz <p(x) =  sinx, x  € [0, 7r) funksiya 

o‘ichovli bo'iadi. Luzin teoremasi va

//. ({rc : f ( x )  yt <p(x)}) --= /*([0, tt] f ] Q )  =  0 < s: 

tengsizlikdan /  funksiyaning [0, 7r] kesniada o'lchovii ekauligi kelib chiqadi.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. Agar f  : E  —» M olchovli funksiya va A C E — o‘lchovli to‘plam bo'lsa, 

u holda f  funksiyaniny A to‘plamda o‘lchovli bojishini isbotlang.

2. Agar f  va g funksiyalar E  toplamda ojchovli bojsa, u holda

h-(x)  — m iii{/(:r), g(.r)} va h+(x) — m ax{/(.r), g(x)} funksiya- 

larning ojchovli bo'Iishini isbotlang.

3. Agar f  ~  g va g ~  ip bo‘Isa, u holda f  ~  <p ekanligini isbot'ang.

4. 10.5-misoida keltirilgan {</„} ketma-ketlikdan nolga deyarli yaqinlashuv- 

chi qtsmiy ketma-ketUk ajratmy.
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5. 10.4-misol uchun Yegorov teoremasi sharUarini qanoatlantiruvchi Es 

to ‘plamni 3 — 10-3 uchun quring.

6. Dirixle va Riman funksiyalari vchun Luzin teoremasining shartiari- 

ni qanoatlantiruvchi uzluksiz tp fv.nksiya.ni toping. © va larning 

aniqianishini (2.1) va (2.2) - lardan qarang.

7. f  funksiyaga har bir nuqtada yaqinlashuvchi, lckin tekis yaqinlashmay- 

digan /„ funksiyalar ketma-kettigiga misol keltiring.

8. f n(x ) =  xn, x e  [0, 1] funksional ketma-ketlikning Hmitik funksiyasini 

toping.

9. fn{x) = xn, x  € [—1, 1] funksional ketma-ketlik Dirixle yoki Riman

funksiyalariga deyarli yaqinlashadimi ?

10. Deyarii yaqinlashuvchi funksional ketma-ketHkning Umitik funksiyasi yago-

na boiadimi? Agar yagona. boimasa. bv haqda o'z fikringizni ayting.
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IV bob. Lebeg integrali

Riman intcgrali odatda uzluksiz funksiyalar yoki uzilish nuqtalari juda ko‘p 

bo'luiagan Rinksiyalar uchuu kiritiladi. Riinan integrali awal [o, &] kesmada, 

keyin esa [a, 6] x [c, d\ to‘g‘ri to'rtbui'chakda va hokazo kiritiladi. Lebeg inte- 

grali esa ixtiyoriy tabiatli to‘plamlarda bir xilda. kiritiladi. Hattoki, aniqlanish 

sohasining hamrna yerida uzilishga ega bo'lgan funksiyalar uchun harn Lebeg 

iutegralini aniqlasfi muinkin.

Lebeg integralining Riman integraiidan asosiy farqlaridan biri shundaki, u 

funksiyaning aniqlanish sohasi bo‘lgan [a, b\ kesmani bo‘laklarga bo‘layot- 

ganda argument qiymatlarining yaqinligini emas, balki funksiya qiyrna.tla.ri~ 

ning yaqinligini hisohga oladi. Keyinchalik biz kobamizki, Lebeg integrali 

Riman integrahga qaraganda katta imkomyatlarga ega bo‘ladi. Avval sodda. 

funksiyalar uchun Lebeg intcgrali ta'riflanadi, keyin Lebeg integrali ixtiyoriy 

o‘lchovli funksiyalar sinfi. uchuu auiqlanadi.

Bu bob 11-14 §§ lardan iborat. ll-§da sodda funksiyalar uchun Lebeg inte- 

gralikiritilga.il, uning A, B  va C xossalari isbotlangan. 12-§ da chekii o‘lchovli 

to'plamda aniqlangan o‘lchovli funksiyalar udiun Lebeg integralining umurniy 

ta'rifi berilgan. Lebeg integralining asosiy xossalari (I-VIII) keltirilgan. Bu xos- 

salar Riman integrali xossalari bilan sohshtirilgan. IV, VI, VII, va VIII xossalar 

faqat Lebeg integrali uchiui xos ekanligi tadddlauib. bu xossalax Rimau integ- 

rali uchun to‘g‘ri emasligiga misollar keltirilgan. Bundan tashqari Lebeg integ- 

ralining absolyut uzluksizlik va <r— additivlik xossalari isbotlaugan. Lebeg in- 

tegralining <r— additivlik xossasiga ma'lum ma'noda teskari teorema keltirilib 

islrotlangan. Manfiymas fumksiyalar uclrun Chebishev tengsizligi isbotlangan. 

Chebishev tengsizhgidan foydalanib, manfiymas funksiyaning integrali nolga 

tengligidan uning o‘zi nolga ekvivalent ekanligi keltirib chiqarilgan. 13-§ in- 

tegral belgisi ostida limitga o‘tish aiomatiariga bag'ishlangau. Lebeg, Levi
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va Fatu teoremalari o‘z isbotlarini topgan. Oxirgi 14-§ da cheksiz o'Ichovli 

to'plarn bo'yicha olingan Lebeg integraliga ta'rif beriigan. Lebeg va Riman 

integrailarini taqqoslash haqidagi teorema isbotlangan. Lebeg ma'nosida in- 

tegrallanuvchi, lekin Riman ma'nosida integrallanuvchi bo'lmagan funksiyaga 

misoi keltirilgan.

I I - §. Sodda funksivalar uchun Lebeg integrali

Biz ll-13-§§ larda o‘lchovli E  yoki A  to‘plamda aniqlangan, o'lchovli /  

funksiyani qaraymiz va f‘(E)  < H-oo deb faraz qilamiz.

11.1- t a ’rif. Agar f  : E  —► R o‘lchovli bo'ltb, uning qiyrnathri. t.o‘plami 

ko'pi lih n  sanoqli ho ‘Isa, u holda f  sodda funksiya deyiladi.

11.1- teorem a. Ko'pi bilan sanoqlita har xii yl} qiymatlarni

qabul qiluvchi f  funksiya o'lchovli bolishi uchun

An — {x g E . f  (x) — yn}

to‘plamlarmng olchovli bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbo t. Zaruriyligi. f  funksiya E  to'piamda oichovli boisa, A n to'plam- 

larning oichovli ekanligi 9.1-lemmadan kelib chiqadi.

Yetarliligi. An to'plamlarning har biri oichovli ekanligidau /  funksiyaning 

oichovli ekanligini keltirib cliiqaramiz.

t i ( f  < c) = U  A»
y,i<c

tenglikdan va oichovli to'plarnlarning chekli yoki sanoqli birlashmasi oichovli 

ekanligidan /  ning E  da oichovli funksiya ekanligi keiib chiqadi. A

11.1- misol. Agar /  : E  -+ M oichovii funksiya boisa, u holda g(x) =  

[/(x)] funksiya E  da sodda funksiya boiishini isbotlang. Bu yerda [a] belgi 

a sonining butun qisinini bildiradi.
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Isbot. g funkKiva faqatgina butun qiymatlar qabul qiladi. Shuning uchun 

uning qiymatlar to‘plami ko'pi bilan sanoqlidir. Endi uning o'lchovli ekanligini 

ko'rsatarnix. Haqiqatan hatn, ixtiyoriy n € Z uclmn

{:>: € E  : g(x) = n} - {:» € E  : n  < f ( x )  < n + 1}

tenglik o'rinli. 9.1-lemmaga ko'ra E(n < f  < n + 1) to'plam o'lchovli. 11.1- 

teoremagako'ra g funksiya E  dao'lchovli funksiya bo'ladi. 11.1-ta’rifga ko'ra, 

g sodda funksiya bo'ladi. A

11.2-  misol. Sodda funksiyaning songa ko'paytmasi yana sodda funksiya 

bo'lishini ko'rsating. Sodda funksiyalar yig'indisi yana sodda funksiya bo'lishini 

isbotlang.

Isbot. Sodda funksiyaning souga ko'paytmasi yana sodda fnnksiya bo'lishi 

bevosita ta'rifdan keiib chiqadi. Sodda funksiyalar yig'indisining yana sodda 

funksiya bo'lishi esa, o'lchovli funksiyalar yig'indisining yana o'lchovii funksiya 

ekanligidan (9.1-teorema) hamda chckli yoki sanoqli sonii to'plamlarning arif- 

metik yig'indisi (3-§ dagi 5-topshiriq) yana diekli yoki sanoqli to'plam ekan- 

Iigidan kelib chiqadi. A

11.2- teorem a ( 0 ‘lchovlitik mezoni). f  : E  —> IR funksiya o'lchovti bo'lishi 

uchun unga tekis yaqmlashuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud 

bo‘lishi zarur va yetarti.

Isbot. Yetarliiigi 9.2-teoremadan kelib chiqadi.

Zaruriyligi. f — o'lchovli funksiya bo'lsin. Unga tekis yaqinlashuvchi {/„} 

sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjudligini ko'rsatamiz. 11.1-11.2 mi- 

sollarga ko'ra, har bir n  € N uchun

jy(x) = tIifA (n.1)

sodda funksiya bo'iadi. Bundan tas'nqari

m n
nf (x)  -  [nf(x)\ W ( s ) }  < I

n ~ n
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tcugR izlik  o'rinli. Deinak, f%lt ketma-ketlik /  ga tekis yaqiulashadi. A 

Dastlah cheklita yi, y^, . . . , y n qiymatlami qabul qiluvchi f  : A - * R  sod- 

da funksiya ucliun Lebeg intcgrali tushunchasini kelritamiz. Ixtiyoriy k £ 

{1, 2,. .. ,  n} uchim

Ak = {:c e  A : f ( x )  =  yk}  (11.2)

bclgilash olamiz.

11 .2-ta’rif. Bizga ?/i, ?/2, • • •, yn qiymatlami qabul qihvchi f  : A —> R 

sodda funksiya berilgan ho'lsin. U holda
n

yj T y k K Ak)
Ar-l

yig'indi f  sodda funksiyaning A to ‘plam bo'yicha olingan Lebeg integrali de- 

yiladi va quyidagicha bdgilanadi

! f(x)dfj. = ^ 2 y kp.(Ak). 
J A k-l

Endi bizga sanoqlita t/i> ----Vn, ■ ■ ■ qiymatlami qabul qiluvchi /  : A  —» E

sodda fuuksiya berilgau boisin. /  funksiya udiuu quyidagi formal
OO

Y^VkHiAk)  (11.3)

qatonii qaxavmiz. bu yerda Ak lar (11.2) tenglik bilan aniqlanadi.

11.3-ta’rif. Agar (11.3) qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda f  

sodda funksiya A  to'plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deyiladi. (11.3) 

qatoming yig'indisi f  funksiyadan A to'plam bo'yicha olingan Leheg integrali

deyiladi va quyidagicha belgilanadi
r °°

/(:r)d/i =  y . y nu(A d.

Bu ta'rifda yn larning har xihigi talab qilingan. Lekin yn larning har xil- 

ligini taiab qilmasdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg iritegrali ta'rifini 

keltirish muinkin. Bu quyidagi lemma yordamida ainalga. oshiriladi.
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11.1-lem m a. A = \jB k , = i f  j  va har bir Bu to'piamda
k

f  funksiya faqat bitta qiymat qabul qilsm. f  sodda funksiya A to ‘phrnda 

integrallanuvchi bo ‘iishi uchun

Y^VkKBk)  (11.4)
k

qatoming absolyut yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.

Isbo t. Osongina kcrrish mumkinki, har bir

An =  {:c € A : f (x)  = yn}

to‘plam qi; =  yn bo‘ladigan Bk to'plamlarmng birlashmasidan iborat. ya'ni

An =  [ J  Bk-
C-k-Vn

Shuning uchun

y^V nK A n) = '%2y” 'l2- y (Bk) = ^ .C k K B k ).
n n Ck~yn k.

0 ‘lchovning manfiymasligidau

E w =  E \y»\ E * ( & )  =  E n
n n ck=yn k

ya'ni

E VnK  An) va E Ck‘IJ ( B k )
n k

qatorlar bir va,qtda absolyut yaqinlashadi yoki uzoqlashadi. Sodda funksiyalar 

uchun Lebeg integralining ba'zi xossalarini isbotlaymiz.

A.) Additivlik xossasi.. Agar f  va g sodda funksiyalar A  io ‘plarnda vnteg- 

ralianuvchi, bo'lsa. « holda f  + g sodda funksiya harn A to'plamda integral- 

lanvvchi. va quyidagi tenglik o‘rinli

I [/(-t:) +  g (x )W  = [  f ( j:)di-i i  [  g(x)djj.
Ja Ja Ja
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Isbot. f  + g ning sodda funksiya, holislii 11.2-misolda isbotiangau. In- 

tegraJlanuvchi /  sodda, funksiya /,- qiymatni /1,; C A fco:plamda,, g sodda 

hmksiva, esa gj qiymatni Bj C A to‘pla,mda qabul qilsin. U holda,

f { x ) du=  ^ /i /r /A ,;) , g(x)d,u =  £ pj-p/Bj)
A *A •* J

qatorlax absolyut yaqinlashuvchi bo‘la.di. 0 ‘lchovning u — additivlik xossasiga 

ko‘ra, quyidagi tengliklar o'rinli

k a )= £ n ui>' ^ =ema i n"»>•
j i

U holda quyidagi musbat hadli qatorlar

E  E  wi ■ * *  n  »>)■ E E w - n  «.•)
* j i j

yaqinlashuvchi bo'ladi. Dernak,

£ +d j)^ (\ n fy)
i 3

qator absolyut yaqinlashuvchi. Bundan /  +  g sodda funksiyaning integral- 

lanuvehi ekanligi kelib chiqadi. 11.1-lemmaga ko‘ra,

/ [/(0 + 3(a:)]dA* = £  £(/< + 9 j) l4A H Bi) = Y  + Y  'U(Ai H Bi)+
Ja i i i i

+£ 9j £ ̂ A i nB i) = E /* • /‘(4-)+£ =
j * * J

=  /  /(:r)d /i+  /  g(x)dfi. A
J A JA

B) df/aj’ /  sodda funksiya A to ‘plamda integrallanuvchi ho'lsa, u holda 

ixtiyoriy k € K o'zgarmas uchun k • /  funksiya ham A to‘plamda integral- 

'kmuvchi va quyidagi tenglik o‘rinli

I k ■ f  (x)d/j = k f  f(x)dp,. 
J a " Ja
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Isho t. Sodda funksiya integrali ta’rifiga ko'"ra

[  k ■ f(x)d/i  = Y ' j k- fni(Ai) = fu A Ai) = k f  f(x)dy,. 
J a *~r ~  J a

A

G) A to'plamda chegaralangan f  sodda fmksiya integrdlanuvchidir. Agar

A da |/ (# ) | < M  bo‘Isa. u holda quyidagi tcngsizlik o'rinii

f(x)d[j,
\Ja

M . »(A).

Isbo t. Sodda funksiya integrali ta'rifidan

[  f (x)dp
Ja

£  IM t i A i )  < M  E  !-<A’)  = M M -  A
Bu paragra&ii quyidagi sodda funksiyaning Lebeg iutegralini hisobiash bilan

yakunlaymiz.

11.3-misol. .4 — (0, 1] da /  fuuksiyani quyidagicha aniqlaymiz:

/  (x) — n, agar x  € A„ —
1 1

2»? ’ 2n_1 n € N.

/  sodda funksiya A = (0, 1] to'plamda Lelieg ma'nosida iutegrailanuvchimi? 

Agar integrallauuvchi bo'lsa, uning integraliui hisoblang.

Yechish. Ma'lumki,

(J An = (0, 1]. A„ p| Am = 0, n ±  m.
n— 1

va. A„ =  {a: e  A : f (x)  = n} tenghk o'rinli. Sodda. fuuksiyalar uchun Lebeg 

integraU ta'rifiga ko‘ra,
OC

V n . r  (11.5)
n—1

qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, /  sodda funksiya A =  (0, 1] da iiitegrallairjvehi 

bo'ladi. Bu holda musbat hadli qatorlami taqqoslasli liaqidagi Da,laml>er alo

matidan foydalanish qulav.

hm ----
n — cc <t„

limn-KX'
n + 1 
2n+1

2”
n
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Demak, (11.5) qator yaqinlashuvchi. Bu verdan /  sodda funksiyaning A  da 

Lebeg ma'nosida integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Endi (11.5) qator 

yig'indisini hisoblaymiz. Uning qisraiy yig'indisi Sn uchun

Sn  — 2 S n — S n -  1 +  2 +  4 +  8 +  ‘ "  +  2 ^ 1 '

/ 1 2  3 n
— { — -j- — -f- «— -|- . . . -j- ---

V2 4 8 2n
(2  1\  ( 3  2\

1 ^  V5 ~  2)  + V3 “  4 /  + - +
n. ., n — 1 \  n  1 1{ ___________ 1____ =  i - i ___1__

\v2'*-1 2n_1 )  2n 2 4
1 n

2«-! 2n '
1

Bu tenglikda n — 00 da lirnitga o'tib, ( bn =  — cheksia kamayuvchi geo2n
metrik progressiya yig'indisidan fqydalaniladi)

f (x)du lim Sv — lim ( - —.----
./(0,11 ' ' ' n^°° \  1 - 5

ekanligini olamiz.
L -  lim — = 2

n —00 2"

Matematik analiz kursidan ma'lumki (f4| ga qarang) /  funksiya Riman 

ma'nosida iutegrallanuvchi bo'lishi uchnn, uning chegaralangan bo'lishi zarur.

Chegaralanmagan funksiyalar uchun Rirnan integraii xosmas integral ma no- 

sida ta !riflanadi. 11.1-misolda qaralgan /  funksiya (0, 1] da chegaralanma-

gan. Lebeg integrali ta'rifida funksiyaning chegaralangan bo'lishi muliim emas, 

ya!ni chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar nchun Lebeg integrali bir

xilda ta'riflanadi.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. f  (x) =  [a:], x  € [0, 5) — A ning sodda ftmksiya ekanligini ko‘rsating 

va uning A to‘plam bo ‘yicha olingan integralini hisoblang.

2. Sodda funksiyalar ko‘paytmasi yana sodda funksiya bo 'lishini isbotlang.

3. Dirtxle, funksiyasini A  =  [0, 3] to'plamda sodda funksiya ekanhgini 

ta'rif yordamida ko'rsating. Unvng integrdini hisoblang.
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4. Riman funksiyasining A  =  [0, 1] to'plamda sodda funksiya ekardigini

Bu paragrafda Lebeg integralining asosiv xossalari o‘rgani!adi. Bia doim 

chekli o'iehovli A (/i (/1) < +oo) to‘piam va unda aniqlangan /  o'ichovli 

funksiyani qaraymiz.

12.1- ta ’rif. Agar A to ‘plamda f  funksiyaga tekis yaqinlashuvciu, inte- 

grallanuvchi sodda funksiyalarning {/„} ketma-ketligi mavjud bo'lsa, f  funk- 

siya A to ‘plamda Lebeg rna 'nosida mtegrallanuvchi deyiladi va uning integrali

tenglik bilan aniqlanadi.

Bu ta'rif korrekt, ya'ni kamchiliklardan holi bodishi uchun quyidagi shartlar 

bajariiishi kerak:

1) Har qanday tekis yaqiniashuvchi va A  to'plamda integrallanuvchi sodda 

funksiyalar ketina-ketiigi uchun (12.1) limit mavjud bodishi kerak.

2) Berilgan /  funksiya uchun (12.1) limit {/„} ketma-ketlikning tanla- 

nishiga bogdiq emas.

3) Agar /  funksiya sodda funksiya bo‘lsa, bu ta’rif sodda funksiyalar uchun 

beriigan 11.2-ta'rif bilan usma-ust tushishi kerak.

1-3 shartlarning bajarilishim ko‘rsatamiz.

1) Sodda funksiyalar uchun integralning A. B  va C xossaiaridan

tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa (12.1) limitning mavjudligini isbotlaydi.

ta'rif yordarnida ko‘rsatvng. Uning mtegralini hisobiang.

12-§. Lebeg integralining xossalari

( 12.1)

f  f n & W -  f  f m(x)dji < f  (f„(x) — f m(x)) d/J, < 
J a J a J a

ji(A) • sup \fn(x) -  f m(x)|
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2) (12.1) liniitning {/„} ketnia.-ketJikning tanlauishiga bog'liq ernasligini 

isbotlayiniz. Faxaz qilayiik. /  ga tekis yaqinlashuvdii ikkita {/„} va { / '}  

kotina-ketliklar uclmn (12.1) limit har xil qiymatiar qabul qilsin. U holda

/ 1; /i', / 2 , / 2 , • • •, / n, /«, • • • ketina-ketlik /  ga fcekis yaqinlashadi, lekin bu ketrna- 

kctlik uchun (12.1) limit mayjud ernas. Bu esa hozirgina isbotlangan 1) shartga 

zid.

3) shartni isbotlash uchun ixtiyoriy n  da f n(x) =  /(x )  deb olish yetarli.

Endi 12.1-ta’rifga teng kuclili bo'lgan quyidagi ta'rifni keitirainiz.

12.2-ta’rif. Agar har bir n  € N uchun (11.1) tenglik bilan aniqtanuvchi

f%dt sodda funksiya integratdanuvchi bo'lsa, u holda f  funksiya A to ‘plamda 

Lebeg ma 'nosida integraltanuvchi. deyiladi va untng integrah

I  f(x) dfx = lim /  f j ut(xd) dfx.
Ja

12.1. Lebeg integralining asosiy xossalari.

L f (x )  =  1, x  € A sodda funksiya integrallanuvchi va

j  1 • d/j, = fx(A).
Ja

II. Bir jinsliMk xossasi Agar f  funksiya A to‘plamda integrallanuvchi 

bo'lsa, u hotda, ixtiyoriy k € R o'zgarmas uch/un k • /  funksiya harri A  

to'plamda integrvdlanuvchi va quyidagi tenglik o'rinli

(  k ■ f(x)d/i  = k f  f(x)dji.
Ja Ja

Isbot. Bu xossaning isboti sodda funksiyalar uchun Leheg integralining B 

xossasidan limitga o'tish natijasida, o'zgarmasni lirnit belgisi ostidan chiqarish 

mumkin degan qoidadan kelib chiqadi. Ya’ni, agar {]„} integxaJla.nuvc.hi sod- 

cla fuiiksiyalar ketma-kefcligi /  funksiyaga fcekis yaqinlashsa, u holda {k ■ /„} 

integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi k • f  funksiyaga tekis yaqin- 

lashadi. Demak, k ■ f  funksiya mtegrallanuvchi va

f  k ■ f(x)dft  = lim /  k ■ f„(x)dfj. = k • lhn /  f„(x)dp = k f  f (x)dp
Ja n  —zu  J a  ”^ J a J a

11.1

www.ziyouz.com kutubxonasi



tenglik o‘rinli. A

III. Additivlik xossasi. Agar f  va g fuvksiydar A to'plarnda integralia- 

nuvchi bo ‘Isa, u holda f  + g funksiya ham A to 'plamda intcgralianuvchi va 

quyidagi tenglik o ‘rinh ■

f  [f(x) + g(x)\dfi= f  f ( x ) dn+ f  g(x)dfi.
Ja Ja Ja '

Isbo t. Agar {/„} mtegrailarmvchi sodda funksiyaiar ketma-ketiigi /  f'unk-

siyaga, {gn} integrallanuvchi sodda funksiyalar ketrna-ketligi g funksiya-

ga tekis yaqinlashsa, u holda {/„ +  gn)  integrallanuvchi sodda funksiyaiar

ketma-ketiigi /  +  g funksiyaga tekis yaqiniasiiadi. Deinak, /  +  g fuuksiva

integrallanuvdri va sodda funksiyalar uchun integralning A xossasiga ko‘ra

/  [f(x) + 9(*)} dft = l im  /  [fn(x) +  gn(x)]dg =
J A n~'°°JA

=  lim fn(x) dg + lirn gn(x) dji =  f ( x ) d p +  g(x)dg 
n-*oo JA Ja Ja

tenglik ohinli.

Shuningdek quyidagi tenglik o'rinli

A

f  f ( x ) dft = I f (x) dfi+ f  f (x)dfi ,  A = A t u A 2, A i n A 2 =<6. (12.2) 
Ja Jai J+

IV. A to ‘plamda chegarahngan f  funksiya integrdlmuvehidir.

Isbot. Agar /  funksiya A to‘plamda chegaralangan bo‘lsa, u holda (11.1) 

tengiik bilan aniqlanuvcln f**  sodda funksiya ixtiyoriy n € N da cheklita 

qiymat qabul qiladi. Dernak, 11.2-ta’rifga ko'ra f%* sodda funksiya integrai- 

lanuvchi. 12.2-ta’rifga ko‘ra /  hairi integralianuvchi. A

V. Agar f (x )  > 0 , x  € A funksiya integrallanuvchi. bo ‘isa, u holda

I  f(x)dft  > 0.
JA

Isbot. Bu xossa Lebeg integralining monotonlik xossasi deyiladi. Uriing 

isboti sodda funksiyalar uchun to;g‘ridan-to‘g‘ri ta'rifdan keiib chiqadi. Agar
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/  manfiymas funksiya bo'lsa, u holda unga tekis yaqinlashuvchi f„ lt sodda 

funksiyalar ketma-ketligi ham manfiymas. Bundaii

Bu yerdan n —■> oo da limitga o‘fib, V xossaning isbotiga ega bo'lamiz. A 

Integralning monotonlik xossasidan quyidagi tasdiq kelib chiqadi. Agar 

f ( x )  > g(x) bo'lsa, u lioida

tengsizlik o'rinli. Shuuingdek. agar m  < f ( x )  <  M. x  € A  bo'lsa, u holda

boWb, 'uiardan biri integrallanuvcki bo‘ka, u holda ikkinchisi ham, integral- 

lanuvchi va quyidagi tenglik o‘rinli

Bu tasdiqiar Lebeg integralining ta'rifidan bevosita kelib chiqadi.

VII. Agar <p funksiya A to‘plamda integrallanuvcihi boHib, deyarli barcha 

x  € A  lar uchun |/(.i;)| < ¥>(x) bo‘lsa, u holda f  funkstya ham A to'plamda 

irUegraHanuvchi ho ‘ladi.

Isbot. Haqiqatan ham. agar /  va <p sodda funksiyalar bo'lsa, u holda 

A to‘piamdan o'Ichovi nol bo'igan Aj =  {x € .4 : |/(rc) | > >(r)} to'plamni 

chiqarib tashlab, qolgan A' to'plamda |/(m) | < <p(x) tengsizhkni hosil qi- 

iamiz. A'  to'plamni ciiekli yoki sanoqli sondagi A!n to'plamlarning birlashmasi

tengsiziikiar o'rinli.

VI. Agar /j,(A) =  0 bo ‘Isa, n holda ixiiyoriy f  : A —*• K uchun

VI. Agar f  ~  g (ya'ni deyarli barcha x  £ A lar uchun f ( x )  =  g(x))
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ko'rinishida shunday tasvirlaymizki, har bir A'„ to ‘plamda /  va <p funksiyalar

o‘zgarinas boisin, yaiii

f {x)  = a^, <p (x) = b„, x  € A'n.

Shartga ko‘ra |«ri| < b„ tengsizlik bajariiadi. <p funksiya integrallanuvchi 

boiganligi uchun hamda (12.2) va VI xossadan foydalanib
oc oo

J 2  1°»!/“ (A'n) < J 2  bnV (-4«) =
n = 1 n= l

/  ^  (:c) dfi = I  <p (x) du + [  ip (x) d p =  I <p (x ) du 
JA’ J a ' J a i /y l

ni olamiz. Shuning uchun /  ham integrailanuvchi va

[  f(x)d/j, [  f (x)d(i ._
a"f* (^n)Ja Ja' n

/ l/(-0 I ^ < / (•'<■)
-/yl'

Endi umuiniy holni qaraymiz.

/rw=[«/(*)]
n

sodda fimksiya ixtiyoriy n € N da

\ i T ( x ) \  < tp (x) + 1. x e A '

tengsizlikni qanoatlautiradi. Demak, fj?*(x) sodda funksiya integrallanuvchi.

12.2-ta’rifga ko'ra /  funksiya ham integrallanuvchi. A

VIII. Quyidagi mtegrallar bir vaqtda mavjud yoki rnavjud emas:

h =  j  f (x)du.  I2 = f  \ f(x)\dp.  
J A J a' A J  A

Isbot. VII xossadan foydalanib. ko‘rsatish mumkinki, I2 ning mavjudligi- 

dan 11 ning mavjudligi kelib chiqadi. Teskari tasdiq /  sodda funksiya bo'lganda
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Ixivosita tarifdan kelib chiqadi. Uinumiy holni qaraymiz. /  funksiya A  da 

iutegrallanuvchi bo'lgani uchuii, unga tekis yaqinlashuvchi {/«} integrallanuv- 

chi, sodda funksiyalar ketnia-ketligi mavjud. U holda

ll/0»0l -  \fn{x)\\ <  \f{x ) -  /n(-'E)|

tengsizlikka ko‘ra, { |/n|} integrallauuvchi, sodda fuuksiyalar ketma-ketligi 

| / |  funksiyaga tekis yaqiniashadi. Shimday ekan, ta’rifga ko'ra, /2 integra! 

mavjud. A

Lebeg uia'nosida integrallanuvehi fuuksiya R,iman ma’nosida integrallanuv- 

dii boiishi shart emas.

12.1>misol. Dirixie funksiyasini [0, 2] kesmada Lebeg va Riman ma'nola- 

rida. integralianuvchaniikka tekshiring.

Yechish. 2) sodda funksiya. boiib, uning Lebeg integraii

[ ®{x)dfj, = 1 • 0,2] n Q) +  0 ■ /r([0, 2]\Q) -  0.
/[0,2]

Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Rirnan ma'nosida integrallanuvchi emas. 

Buni ko‘rsatish uchun [0, 2] kestnani teng n  boiakka. 0 =  xo < xi < 

X2 < . . .  < xn- i  < xn = 2 nuqtalar yordamida boiamiz. Maiurnki, Dirixle 

funksiyasining [*fe_i, xfc] boia.kdiada.gi aniq yuqori chegarasi Mfc barcha 

k e  {1,2, . . . ,  n} uchun 1 ga, teng, Dirixle funksiyasining bu boiakchadagi 

auiq quyi chegarasi mk esa 0 ga teng. Bu boiinishga mos Darbu yigindilarini

qaraynnz:

k=l
X )M fc =  - £ l  =  2, iUn =  - y ^ m fc =  -  y^O =  0.-—. n ' rj ' n

k- 1 k- 1 fc-1
Bu yerdan,

lim iL = 2. lim u>n — 0
n —>oo ‘ W—)-0O

tengliklarga kelamiz. Demak, Dirixie funksiyasi [0, 2] kesmada Rimau maiio- 

sida, integrallanuvchi emas. A
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IV,VI, VII va VIII xossalar Lebeg integrali ucliun xos. Bu xossalar Riman 

integrali udiun o'rinli emas. Hozir bularga misollar keltiramiz.

12.2-masala. IV va VI xossalar Riman integraii uchun o‘rinli emasligiga 

misol keltiring.

Yechish. [0, 2] kesmada Dirixie funksiyasini qarayrniz. U chegaralangan 

va odchovli, demak IV xossaga ko'ra u Lebeg ma'uosida integrallanuvchi, lekin 

Riman ma'nosida integrallanuvchi emas (12.1-misolga qarang). [0, 2] kesma- 

da Dirixle ® va nol 6(x) — 0 funksiyalarni qaraymiz. Ular [0. 2] kesmada 

deyarli teng, shuning uchun Vl-xossaga ko'ra

I  '£)(x)dfi = f  6(x)d/i = 0. 
d|0,2| .'|0,2|

Lekin nol funksiya Riman ma'nosida integrallanuvchi, Dirixle funksiyasi 2) 

esa Rimau ma'nosida integrallanuvchi emas (12.1-misolga qarang). A

Lebeg integralining VII va VIII xossalari ham Riman integrali udiun o'riuli 

einas. Bunga quyidagi inisolda ishonch hosil qilish mumkin.

12.3-misol. Quyidagi funksiyalanii qaraymiz:

<p(x) =  2 /(* ) =
1, agar x € Q,

— 1, agar x € R\Q.

Barcha x  € [0, 2] lax uchun | / ( . t ) |  < ip(x) tengsizlik o‘rinIi. Lekin /  

funksiya [0, 2] kesmada Riman ma'nosida integrallanuvchi emas. Bu tasdiq

2) ning Rirnan ma'nosida integrallanuvchi emasligiga o'xshash isbotlanadi. 

Demak, VII xossa Riinan integrali uchun ohirili emas.

/  funksiya [0, 2] to‘plamda Riman mahiosida integrallanuvchi emas, am- 

mo | / ( t)| =  1 funksiya esa integrallanuvdii. Demak, VIII xossa Riman integ- 

rali uchun o'rinli emas. A

12.2. Lebeg integralining a — additivlik va absolyut uzluksizlik 

xossalari. Yuqorida, biz Lebeg integralining xossalarini tayinlangan A  to'plam
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Iio'yicha keltirdik. Endi

F(A)  =  f  f (x)dn  
Ja

ilodaiii o'lchovli to'plamlar sistemasi ii(E )  da aniqlangan, A  to'plamning 

limksivasi sifatida qarab. Lebeg integralining ayrim xossalarini isbotlaymiz.

12.1-teorem a (Lebeg integralining a — additivlik xossasi). 0 ‘lchovli A  to‘p- 

lam o‘zaro kesishmaydigan A\, A2, ■ • ., • • ■ o‘lchovli to'plamlaming hir-

lashmasidan iborat bo‘lsin, ya'ni
OO

A — A„, Ai Aj =  0, i j
n—1

va f  funksiya A to‘plarnda integrallanuvchi bo'lstn. V holda har hir An 

to'plam bo'yicha f  funhsiyaning integrali m,avjud,

E f  f (x)dg
n=l

qator ahsolyut yaqinlashadi va quyidagi tenglik o‘rinli

C 2? i-
f ( x ) d h  =  Y '  I  f ( x ) d-u -

JA n=l JAn
(12.3)

Isbo t. Awalo teoremani yi, y2, ■ ■ ■, yn> ■ ■ • qiymatiarni qabui qiluvchi /

sodda. fmiksiya uchun isbotlaymiz. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

Bk — {x € A : f ( x )  =  yk} ,

B„k =  { «  A„ : f ( x )  -  yk} = B k f \ A n, Bk = U Bnk.
n

f  funksiya mtegrallanuvchi bo'lgani uchun 'VjykP(Bk) qator absolyut yaqin-
k

lashuvchi bo'iadi. U holda
CO OO OO

j  f (x)dji  =  yk(i(Bk) d(Bnk) =
JA fc=l fe=l n=l

oo oo co oo co -

= EE y^Bnk) = EE v*W’*) = E / n w -  <12-4)fc=l n=l n=l k=1 n=l ‘ An
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To'plam o'ichovi manfiymas bo!lgani uchun (12.4) tengliklar zanjiridagi barcha 

qatorlar absolyut yaqinlashuvchi bo'ladi.

Endi /  funksiya A  to‘p]amda integrallanuvchi bo'lgan ixtiyoriy funksiya 

bo'lsin. U lioida ixtiyoriy e > 0 son uchun A da integrallanuvchi shunday 

9 sodda funksiya mavjudki, barcha x  € A  larda | f ( x )  -  g(x)\ < e yoki 

|/(x ) | < \g(x)\ +  e tengsizlik bajariladi. Yuqorida isbotlanganiga ko‘ra g 

uchun

/ g(T)dfi = y2 f  g(x)dp (12.5)
J a  ^  J A n

tenglik o'rinli va g har bir An da integrallanuvchi hamda (12.5) qator ab- 

solyut yaqinlashuvchi. g ning An to'plamlarda integrallanuvchi ekanligidan 

va |/(®)| < |,q(;r)|+e tengsizlikdan /  ning bam har bir An to'plamda integ- 

rallanuvchi ekanligi kelib chiqadi hamda

Y 2 1 /  I ( x ) d f i -  f  g(x)dfi | <
» = i Ja» I

OO -  O C '

- Y 1  i/(*) - 9(2)i < Y 2  £>i (-4 " ) = e ^ ( A )-
n = I  J a «

Bu esa (12.5) bilan birgalikda
n = l

£ /
n = l

qatorning absolyut yaqinlashuvchi ekanligiga va quyidagi bahoga olib keladi;

E f  f(x)dfi — f  f(x)dfi
n = l  J a » J  A

E f  f ( x ) dA- -  yz f  d ( x ) d f i  + / y ( x ) d f t  — f  } ( x ) d g  <  
j n = l  An n = l J An J A J A

Yl\ f  f t e W P -  I 9( x ) d f j \  +  \ f  f ( x ) d f i  — f y ( x ) d f i \  < 2 ? f i ( A ) .
n = l ' J a « J A„ I I J A J A I

Bu yerda e > 0 ixtiyoriy bo'lganligi uchun (12.3) tenglik okinli. A
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12.1- na tija . Agar f  funksiya A to‘plam,da integrullanuvchi bo'lsa, u holda 

J' funksiya A to ‘plamning ixtiyony o ‘lchovli A! qismida ham integraUarmvchi 

ho'ladi.

Endi ma'lum ma'noda 12.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi teo- 

remani keltiramiz.

12.2- teorem a. 0 ‘lchovli A  to‘plam o‘zaro kesishmaydigan Ai, .4.2, . . . ,  

An, ■.. odchovli to’plamlaming birlashmasidan iborat bodsin, ya’ni
OO

A = l J A n, .4t f | / l ,  =  0, i ^ j .
n* 1

Har bir An to'plarnda f  funksiya integrallanm>chi va
OO *E l/(*)l̂  (12-6)

n= 1 '
qator yaqinlashvvchi bo‘lsin. Uholda f  fvmksiya A. toplarnda intcgrallanuvchi 

va (12.3) tenglik oTinh bo‘ladi,

Isbot. Teoremani isbotlash uchun /  funksiyaning A  to'plamda integral- 

ianuvchi ekaniigini ko'rsatish yetarli. (12.3) nengiik 12.1-teoremadan kelibchiqa- 

di. Avvalo isbotni B t to'plamlarda f t qiymatlarni qabul qiluvchi /  sodda 

funksiya uchun keltiramiz Quyidagi belgilashlami kiritamiz:

Bi =  {x € A : /(:t) = /,■} , Am = An n Bt.

U iioida quyidagilar o'rinli

U Ani = Bi va /  \ f (x) \du = | / ;| n(Anf).
" J a„ " V

(12.6) qatorning yaqinlashuvchiligidan

n i

qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Yaqinlashuvchi musbat, hadli qator 

hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy tartibda almashtirish murnkin. Shuning uchun

E E iai /*(a») - E i/ii Ê -4*) = E i f i W i )
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tengiik o‘rinli. Oxirgi qatorning yaqinlashuvchiligi

j  f (x)dp = 'S_ u > m

integralning mavjudligini bildiradi.

Umumiy holda ixtiyoriy e > 0 son va /  funksiya udmn shunday g sodda 

funksiya mavjudki, barcha x € A  uchun

\ f ( x ) - g ( x ) \ < s  (12.7)

tengsizlik o'rinli. U holda VII xossaga ko'ra, har bir A n to'plamda g funksiya- 

ning integrali mavjud va

/  \g{x)\dv< f  \f(x)\d/j, +  £n(An)
J Ajt Ajt

tengsizlik o'rinli. (12.6) qatorning yaqinlashuvchi ekanligidan, hamda
OO

Y^fi(An) =  g.{A)
n= 1

tengiikdan 00
]T  I  \g(x)\dti
n=  1 •' An

qatorning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Bundan g socida funksiyaning 

A  da intcgrallanuvchi ekanligi, (12.7) tengsizlikdan esa /  funksiyaning A  

to'plamda integrailanuvchi ekanligi kelib chiqadi. A

12.3-teorem a (Chebishev tengsizligi). A odchovli to'plamda manfiymas 

to funksiya va c > 0 son heriigan bo ‘Isin. U holda quyidagi tengsizlik o ‘rinli

!>. ({.t € -4 : <p(x) > c}) < -  /  <p(x)dn.
c Ja

Isbot. Aytaylik, Ac = {:r € A  : <p(x) > c} bo'lsin. (12.2) va V xossadan

I <p(x)dfx =  / ip(x)dp +  / <p(x)djji > I <p(x)du > c ■ p(Ac)
J a J a<: J a\ac JAc
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d(Ac) < \ f  <p(x)dfi 
C J A

tengyizlik kelib diiqadi. A

12.2-natija. Agar

f  \ f (x) \dp = 0 
Ja

ba'lsa, u holda deyarli harcha x  e  A uchun f (x)  =  0 bo‘ladi.

Isbo t. Chebishev tengsizligiga ko‘ra ixtiyoriy n  udiun

M ^ j x  e A : |/(x ) | > < n f j f ( x )\ dfi = 0

munosabatga egamiz. Bundan tashqari

n i o lam iz . B u y e rd an

{.r e  A : f (x )  / 0 } = M | i € A :  | / ( x)| >
»=i l n J

tenglik obinli. 0 ‘ichovni.ng yarirn additivlik xossaaiga ko‘ra,

p.({x € A : f (x)  ^  0}) < ( i x  € : | / ( r ) |  > == 0
\ l  n ) )

ga ega bo'lainiz. Bu esa natijani isbotlaydi. A

12.4-teoreina (Lebeg integralining absolyut uzluksizlih xossasi). Agar f  

funksiya A (m(A) < oc) to'plamda integrullanuvchi bo‘lso,. u holda ixtiyoriy 

c > 0 son uchun shunday S > 0 son mavjudki, /jt(D) < 6 tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi har qanday D C A to‘plam uchun

f  f(z)dfx 
Jd

< £

tengsizlik o ‘rirdi.

Isbo t. Agar /  funksiya A  tolplamda M soni bilan diegaraiangan bodsa,
F .

teoreniani isbotlash uchun (5 -  — deb olish yetarli, chunki
M

< M ■ //(D ) < M  -6 = M ■ =  s.

12.1
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Endi /  ixtiyoriy o'idiovli va mtegrallanuvdii funksiya bo'Isin. Quyidagi bel- 

gilaahiarni kiritamiz:

N

An -  { x  6 A : n < \ f ( x )  | < n  I 1}, BN — ( J  An, CN = A \B N.
n—0

U holda 12.1-teoremaga ko‘ra.,

I  \f(x)\dti  = j r  I  | / (x)| d/i
JA  n_ 0 An

tei;glik o'rinli. Berilgan s > 0 roii uchun N  ni shunday taniaymizki,

£  [  \ f (x) \df i= f  \ f(x)\dji  < ~
---?' JcN Jn=JV f  1 ■ 'A "

teiigsizlik bajarilsin va 0 < S <

holda
2(A'+ 1)

bo'lsin. Agar fi(V) < 3 i>o‘lsa, u

f  f (x)dp < f  \ f ( x ) \ dp= j \f(x)\dj.i +  f  \ f ( x ) \ dn<f(x)djJ.
\JD

< (N +

J D J D o,Bn J D pC n

< ( N  + l ) j i (D)+ j  |/(ir)| dp < ( N  +  1);
J C s  *

E
+  *T < A

2(Ar +  l) 2 

M ustaqil ishlash ucliun savol va topshiriq lar

1. Aijar f  integrallanvvchi funksiva bo'lsa. uholda f n(x) — — [nf(x)\ sodda‘ n
funksiyaning integraHanuvchi bo'lishini isbotlang. Bu ycrda [x] belgi x  

sonning butun qismini bildiradi.

2. Lebeg integralining VIII xossasi Riman integrali uchun o'rtnlimi? 12.3- 

misoldan foydalanib javobingizni asoslang.

3. Agar f  funksiya A to'plmnda chegaralanmagan bo'lsa. u Lebeg ma'nosi- 

da integrallanuvchi bo‘lishi mumkinmi? 11.1-misol yordamida tushunti- 

ring.
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4. f (x )  = [2X2] funksiyaning A = [0, 2] to‘plam bo'yicha olingan Lebeg 

integrahni hisobhng.

13- §. Lebeg integrali belgisi ostida lim itga o‘tish

Integrai belgisi ostida limitga o'tish yoki qatorlarni hadma-had integral- 

lash masalasi ko'plab rnuammolarni yechishda uchraydi. Integral belgisi osti- 

da limitga o'tishning yetarli shartlaridan biri berilgan ketma-ketlikning tekis 

yaqinlishish shartidir.

13.1-teorem a (Lebeg). Agar {/„} ketma-ketlik A  to‘plamning kar bir 

nuqtasida f  funksiyaga yaqinlashsa va barcha n € N h r  uchun \fn(x)\ < 

(p(x) tengsizhk bajarilib, funksiya A  to‘phmda integrallanuvchi bo'lsa, u 

holda Hmitik fanksiya f  ham A da integrallanuvchi bo 'ladi va

limlim /  f n(x)d-n= I  f(x)d/i. 
n ,<x Ja Jat A J A

Isbo t. Teorema shartidan limitik fnnksiya /  uchun |/(ar)| <  <p(x) teng- 

sizlikning bajarilishi kelib chiqadi. Lebeg integralining VII xossasiga ko‘ra, /  

integralianuvchi funksiya bo'Iadi. Endi s > 0 ixtiyoriy son bo‘!sin. Lebeg in- 

tegralining absolyut uzluksizlik xossasiga (12.4-teorema) ko‘ra, shunday 5 > 0 

son mavjudki, agar p(B)  < S bo'lsa, u holda

<p(x)dp, < ~ 
J B 4

(13.1)

tengsizlik o'rinli bodadi. 10.3-Yegorov teoremasiga ko‘ra, B  to'plamni shun- 

dav tanlash rnumkinki, {/„} ketma-ketlik C =  A \ B  to'plamda /  funksiyaga 

•fcekis yaqinlashadi. Demak, shunday N  mavjudki, ixtiyoriy n > N  lar va ix- 

tiyoriy x  € C  uchun

I/(*) -  fn(x)|

tengsizlik bajariladi. U holda
2//(C)

(13.2)

/  f ( x ) d p — f  f n(x)du= [  [f(x) -  fn(x)\dp  +  [  f(x)dfj, — f  fn(x)dp
J  a J a J c J b J b
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bo'ladi. Endi

l/(̂ )l < V(*), l/n(*)| < <?(*)
ekanligidan hamda (13.1) va (13.2) lardan

/ f(x)d[i -  f  f n(x)d/j, < ! \ f(x) -  f n(x)\d/i -I- f  \ f(x)\dfi+
J a J a J c J b

13.1-natija. Agar |/„(a:)| < M = const va lim f n(x) = f (x)  bo'lsa, un—> oo
holda integral belgisi ostida limitga o'tish mumkin, ya'ni

lim f  fn(x)dfi = I f(x)du.
"^°° J a J a '>A JA

13.1-eslatm a. Nol o'lchovli to:plarnda fimksiyaning qiymatini o'zgartirish

integral qiymatiga (VI xossa) ta'sir qilmaydi, shuning uchun 1.3.1-teoremada 

{/„} ketrna-ketlikning /  funksiyaga deyarli yaqinlashishini va |/(rr)| <  +(x) 

tengsizlikning liarn deyarli barcha x  lar uchun bajarilishini talab qilish yetarli.

13.2-teorem a (Levi). A to'plamda monoton

fl(x) <  f2(x) <■ ■ ■  < fn(x) <  ' ■ ■ ,

integmllanuvchi {/„} fvnksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lib, barcha n  € N 

lar uchun

f  fn(x)dft < K
J a

tengsizlik bajarilsin. U holda A to'plamning deyarli hamma yerida lim j n(x) =n—toe
f ( x )  chekli limit mavjud harnda f  funksiya A dta integrallanuvchi va mtegral 

belgisi ostida limitga o‘tish mumkin, ya'ni

lim f n(x)djj,= f(x)djj..
Ja Ja

Isbot. Faraz qilaylik, f i (x)  > 0 bo‘lsin. Umumiy hol f n(x) = f n(x)—fi(x)  

almashtirish yordamida f i (x)  > 0 holga keltiriladi.

fi =  < x  e  A : lim f n(x) = oc }
l n->oo ' J
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to‘pla.rm;i qaraytniz. A.gar biz Q ^  =  { x  e  A : f n(x) > r } to'plamni kirit- 

wa.k, u holda quyidagi tenglik o'rinli lio'ladi:
~SQ OO

il f j o M ,  Q(r) =  | J n l r).
r~\ n~\

Chebishev tengsizligiga (12.3-teorcma) ko‘ra,

I  fn(x)dfl < ~ .
' J A  r

Har bir tayinlangan r da 0  J  C fî  C . . .  C olr) C . . .  munosabat o‘rinli. 

0 ‘lchovuing uzltiksizlik xossasiga ko'ra

Har bir r uchun 0  C Q(r) ekariligidan m(Q) < — ekanligi keJib chiqadi va r’ r
ixtiyoriy bo'lgani uchun /r(Q) =  0 bodadi.

Shu bilan monoton {jn(x)} ketma-ketlik deyarli bardia x  e  A larda 

chekli f ( x )  limitga cga ekanligi kelib chiqadi. Endi f hut(x) =  [f(x)], Ar = 

\ x  € A : / ,m<(x) =  r} =  { i e A : r <  f (x)  < r + 1} , r  =  0.1, . . .  deb ola- 

miz. Agar f hut funksiyauing A to'plamda integrallanuvchi ekanligini ko‘rsat- 

sak, u holda 'pfx) = f but(x) + 1 funksiya ham A to'plarnda integrallauuvchi 

bo‘ladi va 13.1-teoremadan 13.2-teoremaning tasdig‘i kelib chiqadi.

Endi / fr“t funksiyaning A  to‘plamdaintegralla.nuvchi ekanligini ko'rsatainiz.
S

Bs =  (J Ar deyiniz. B s da f n va /  funksiyalar cliegaralangari va har doirn
Y—0

f 'mt(x) < f(x)  bo‘lgani uchun 13.1-natijaga ko‘ra

/  f ^ f x )  dfi < (  f (x )  dfi = lim / /„(x) dfi < K .
J bs J bs n ° ° J b.

Ikkinchi tornondau,

f  f M (x) dfi = ]TV/i(/lr) < K.
J°> r—o
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OO
^ r / / . ( .4 r )
rM)

qatorning yaqinlashuvchiligini bildiradi. Demak,

r »
/ W(xj djj = r /j(/!,.). 

•/A _n

B u  y ig 'in d in in g  chegara la jig an lig i

r=0

Shunday qilib, f mt ning A da. integrailanuvcbi ekanligi isbotlandi. 

Tc'oremani monoton o'smaydigan ketma-ketliklar uchun ham isbotiash

A

mum-

Krn.

13.2- na tija . Agar ipn(x) > 0 koiib,
no .

T ,  p>n ( x ) d f i  <  +OO

hoisa, u holda A to‘plarnning deyarli harcha nuqtalarida
OO

y i ’n(x)
»1=1

qator yaqinlashadi va qatorni hadlah integrallash mumkin, ya’ni 

[  dn =  y  p„(x) dfi

tenglik o ‘nnli.

13.3- teorem a (Fatu). Agar manfiymas, o ‘lchovli {/„} funksiyalar ketma

- ketligi A  to'plamning deyarli harcha nuqtalarida f  funksiyaga yaqiniashsa

va

I tn(x) dfi < K  
Ja

hoisa, u holda f  funksiya A to'plamda intcgrallanuvchi va

f (x )  dft < K

tengsfzlik o 'rinh.
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Isbo t. ■fn(x) =  inf fk(*) deb belgilavmiz. <pn o‘lchovli, chunki
k>n

{ x : <pn(x) < c} =  U  {x : f k(x) < c} .
k>n

Bimdan tasliqari 0 < <pn(x) < f n(x) bo'lgani uchun <pn integrallaimvchi va

I  V > n ( x ) d l l  < I f n ( x )  d u  < K .
Ja Ja

Nihoyat, <pt(x) < >p2 ( x )  < • <  <pn(x) <■■■ deyarli barcha * lar uchun

lim <pn ( x )  =  f ( x ) .
n—► oo

Shuning uchun 13.2-teoremani {<pn} ketma-ketlikka qo‘llab, 13.3-teoremaning 

isbotiga ega bo'laniiz. A

Lebeg va Riman integrailari orasidagi qnyidagi bog'lamshni lsootlaymiz. 

13.4-teorem a. Agar [a, b] kesrnada

1 = (R) I  f  (x)dp 
J a

Rirrian inteyrali rnavjud bo'lsa, v, holda f  funksiya [«, &] kesmada Lebeg 

m,a’nosida harn, integrallanuvchi bo'ladi va

(L) (  f (x)dp — (H) I f ( x ) dx

tenglik o 'rinh.

Isbo t. [a, b] kesmani

Xk = a + ~ ( b - a ) ,  k e {  0,1,..., 2"}

nuqtalar yordamida 2" ta  bo'lakka bo'lamiz. Bu bo'iinishga mos
, 2" 

n - Z z J L
fc=l

b — a v—> mni,n 9n fc=l
Darbu yig'indilarini qaraymiz, bu yerda M„k — /  funKsiyaning [xje-i, ®fc] 

kesmadagi auiq yuqori chegarasi, m„t esa shu kesmadagi aniq quyi chegarasi. 

Riman integralining ta'rihga ko'ra,

/  =  lim Q„ =  lim
n—v oo 7i—*oo
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chekli limit, mavjud. Har bir n  € N da /„  va /„  sodda t'unksiyalami quyida- 

gicha aniqlaymiz:

fn(x) =  M„k, agar x  e  x k) , k e  { 1 ,2 ,.. . ,  2"}, /„(&) =  /(&),

^ (x )  mnk, agar xfc) , fc e  (1 ,2 , . . . ,  2"}, /„(&) =  f(b).

Sodda funksiya integrali ta'rifiga ko‘ra,

I ~fn(x) djl =  ifn, / f„(x)dfl  =  u)n
J\a,b\ J\atb\

tengiiklar o'rinli. { /n} ketma-ketlik o‘smaydigan ketma-ketlik, ya'ni 

Ti(x) > h ( x )  > . . . >  f n(x) > . . .

{/„} esa kamaymaydigan ketma-ketlik, va'rii

f l ( x )  <  h ( x )  < ■ ■ . <  f n ( x )  < . . . 

bodgani uchun. deyarli hamma yerda

lim ~]„(x) = J ( x )  > f (x) ,  lim f n(x) =  f ( x )  < f (x)
n -->oo n—> oo —  —

chekli limitlar mavjud. 13.2-Levi teoremasiga ko‘ra

/  f(x)djj. — lim Qn = 1 =  lim un =  f  f(x)dji.
J\a,b\ n-"x ' J\a,b\~

Shuning uchun

f  \7(x) -  f ( x )| dji f  (J(x)  -  f (x) )  dji =  0.
•'Ml ./[«,6] ~

Bundan, deyarli hairiiria yerda f ( x )  — f (x)  = 0 ekanligi kelib chiqadi, vahii

J(x) = f f x )  = f (x) .  Demak,

/  f (x)dji  = T. A
J

Bu xossadan foydalanib, Lebeg integralini hisoblash qulaydir.

M ustaq il ishiash uchuii savol va topshiriq lar
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1. Parume.tr a  ning qanday qiymatlarida

fn(%) = 21. x, a; e  [0, 1]

kttma-ketlik integral belgisi ostida limitga o'tish haqidagi Lebeg teoremasi 

shartlarini qanoatlantiradi.

2. Quyidagi {<?„} ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o'iish haqidagi 

Levi teoremasi shartlarini qanoo.tlantiro.dmi?

9r>(x) = i € [ 0, 1].

3. Fatu teoremasi shartlari bajarilganda

lim f  f„(x)dji = f  f (x)dg
J a  J a

tenglik o'rinlimi? 0 ‘rinli bo'lmasa, rnisol keltiring.

4. 13.4-te.orema isbotida [a, V\ kesrna nima sababdan 2" ta teng qismga 

bo‘linganini tushuntiring. Agar [a, b] kesma n ta teng qismga bo'linga- 

mda f n ketma-kettik o‘smaydigan, fn ketma-ketlik esa kamaymaydigan 

bo'mastigi rnurnkin edi. Bunga rnisol keltiring.

5. [0, 1] kesmada f ( x )  =  2* fanksiya uc-hun /„ , fn sodda fanksiyalami 

qurmg.

14-§. Cheksiz o‘lchovli to ‘plam  b o ‘yicha olingan Lebeg integrali

Shu paytgacha biz faqat chekli o'lchovli (t>(A) < +oo) to'plamlarda Lebeg 

integrali va uning xossalarini o'rgandik. Lekin ko‘plab masalalarni yechishda 

cheksiz o‘lchovli to'plamda berilgan funksiyaning integralini qarasliga to‘g‘ri 

keladi. Masalan, R =  (—00, 00) da berilgan fuuksiyaning Lebeg iutegralini 

qarashga to'g'ri keladi. Biz sanoqli sondagi chekli o'lchovli Xn to'plamlar- 

ning hirlashmasi ko'rinishida tasvirlanishi mumkiri bo'lgan hol bila.11 diega- 

ralanamiz.

131
www.ziyouz.com kutubxonasi



14.1-fca’rif. Agar X  to'plamda fx o'lchov berilgan bo‘lib, X  to'plamni 

sanoqli sondagi chekli o ‘ichavli to 'plamlaming birlashmasi ko ‘rinishida tasvir- 

iash mumkin ho‘lsa, u holda X  da p o'lchov cr— chcMi o‘lchov deyiladi.

o — chekli o'lckovlarga soular o'qidagi va tckislikdagi Lebeg o'ldiovlari mi- 

soi bola oiadi.

o ehckli bo'lmagan odeiiovga misol sifatida sonlar o‘qidagi p, o‘khovni 

quyidagicdia aniqlaymiz. Ha,r bir nuqtaning olchovini bir deb oiamiz, ya'ni 

/i{*} =  1. U holda R ning barcha qism to‘plamlari o‘lchovii bo'ladi. Agar 

A c  R to'plam chekii bo'lsa, uning olchovi chekli, qolgan hamruasi ctieksiz 

o'lchovli to!pla.mia.r bo!la.di.

14.2-ta’rif. X  to‘plamni qoplovchi ketrna-ketlik deb, har qanday rnono- 

ton o‘svvchi (Xn c  X n+i) {An} ketma-ketlikka ayiuadiki, u quyidagi ikkita 

shartni qanoatlantiradi:

1 )  [  J  X„ = X , 2) /j(X„) < oo, Vn e N

14,3-ta’rif. X  toylamda <x— chekli fx o ‘lchov va X  da aniqlangan man- 

Jiyrnas f  funksiya berilgan bo‘Isin. Agar f  funksiya ixtiyoriy chekli o‘lchovli 

A c  X to'plamda integrallanuuchi bo'lib, hiror qoplovchi { X n}  ketma-ketiik 

uchun

lim f  f(x)d/.i

limit mavjud bo‘lsa, u holda f  funksiya X. to'plarnda integmllanuvchi deyiladi 

va hu Hmit

f  f (x)dp  =  lim f  f (x)dp  
Jx  n-'^Jx„

f  dan X to ‘plam bo ‘yicha olingan Leheg integrah deyiladi.

Endi /  ixtiyoriy funksiya bodsin. Uni ikkita manfiymas funksiyalar ayir- 

rnasi shaklida tasvirlayniiz, ya’ni f ( x )  = f+(x) — f - (x) ,  bu yerda

A W  =  ! / h i ! ± i W  > 0, / . ( x ,  =  h W k i W  > 0.
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14.4-ta"rif. Agar f+ va f -  manfiymas funksiyalar X to'plamda integral- 

lanuvchi ho'lsa, u holda f  funksiya X  to'plamda integrallanuvchi deyiladi va

[  — I  f+(x)d(j, — i  f-(x)dji,
J x  Jx  Jx

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. F(x) = 2-t +  I, x  € R, Hf  esa F — funksiya yordamida qurilgan Lcbeg- 

StiUes o‘lchoui bo'lsin. p-f o‘lchov o —chekli o‘lchov bo‘ladimi?

2. f (x )  = x  € A =  [1. oo) funksiya A to'plamda integrallanuvchi-
KJ '

mi?
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V bob. Lebegning aniqm as integrali va uni differensiailash

Bu bobda biz sonlar o‘qida aniqlangan funksiyalarning Lebeg integrali- 

ni qaraymiz, va bu integralni tayinlangau /  da to'plam funksiyasi sifatida 

o'rganamiz.

Agar /  funksiya X  C IR. o'lchovli to‘plamda integrallanuvchi bo!lsa, u 

holda integral

barcha ollchovli A C X  lar uchun mavjud va u tayinlangan /  da o'ichovli 

to'plam funksiyasi bo‘ladi. Bu integra.1 Lcbegning aniqmas integrali deyila- 

di. X  sonlar o!qidagi oraliq bo'lishi ham mumkin. Bu holda A  to'plam X  

dagi kesmadan -iborat bo'lsa, yuqoridagi integral kesma chctki nuqtalarining 

funksiyasi bo'ladi. Bu holda A  kesma chap chetini tayinlab,

[  f(t)d(*

integralning xossalarini ohganamiz. Bu masala hizni sonlar o'qida aniqlangan 

funksiyalarning ba'zi muhiin sinflarini qarashga olib keiadi. Matematik analiz 

kursidan ma'lumki [4], diflereusialJash va integrallash amallari orasida quyida- 

gi bog'lanish mavjud. Agar / — uzluksiz funksiya, F — uzluksiz hosilaga ega 

funksiya bo:lsa, quyidagi tengliklar o'rinli.

A J '  /(<).* =  /(x ). (V.l)

1* F'(t)dt = F(b) — F(a). 
Ja

(V.2)

Quyidagicha savollar tug‘iladi:

1. Lebeg ma'nosida integrallanuvchi funksiyalar uchun (V.l) tenglik o'rinlimi?

2. Qanday funksiyalar sinfi uchun (V.2) tenglik o!rinii?

Quyidagi uch paragraf shu savollarga javob berishga bag'ishlangan.
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15- §. M onoton funksiyalar

Lebeg integrali

$ ( :r )=  f  f  {t)dfi (15.1)
J[a,xj

ning xossalarini o'rganislmi quvidagi sodda va muhim faktdan boshlaymiz. 

Agar /  manfiymas funksiya bo'Isa, u holda $  monotou kamaymaydigan 

funksiya boiadi. Har qanday integrallanuvchi /  funksiya ikkita manfiymas 

/+  va /_  integrallanuvchi funksiyalar ayinnasi shaklida tasvirlanadi

f ( x )  =  f+ (x)  -  f - ( x ) ,

bu yerda /+  va /_  lar (14.1) tenglik bilan aniqlanadi.

Shuning uchun (15.1) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar- 

ning ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli yuqori chegarasi o'zgaruvchi 

bo'lgan (15.1) integralni o'rganish, monoton fimksivalaming xossalarini tek- 

shirish rnasalasiga kelar ekan. Monoton funksiyalar bir qator muhim xossalarga 

ega. Quyida biz ularni bayon qilamiz.

Avvalo ba'zi kerakli tushunchalarni keltiramiz. h o'zgaruvchi miqdorning 

liaqiqiy musbat (manfiy) sonli qiyinatlar qabul qilib nolga intilishini h —* 

0 +  (h —* 0—) shaklda belgilaymiz.

Haqiqiy sorilar to'plami K da aniqlangan f  funksiya va x 0 € E  nuqta 

berilgan bo'lsin. Agar

lim f ( x o +  h) ( lim f ( x 0 +  h)) 
ft- 'O-f- n  ‘0—

limit mavjud bo'lsa, bu limitga /  funksiyaning x0 nuqtadagi o ‘ng (chap) U- 

tmti deyiladi va / (ar0+0) (/(ar0—0)) ko'rinishdabelgilanadi. Agar f  funksiya- 

ning ar0 nuqtadagi o‘ng (chap) lirniti mavjud bo‘lib,

/ (x o +  0) =  f ( x 0) ( f ( x0) =  f ( x 0 -  0))
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tenglik o'rinli bo'lsa, /  funksiya x0 nuqtada o'ngdan (chapdan) uzlvksiz de- 

yiladi. Agar /  fimksiyaniug x0 nuqtada o‘ng va chap limitlari rnavjud bo'lib,

f ( x o +  0) =  f ( x 0) = f (xo -  0)

tenglik o‘rinli bo'laa, /  funksiya x 0 nuqtada uzluksiz deyiladi. Agarda

/ ( * o - 0) +  /(:r0 +  0)

bo'lsa, /  funksiya x0 nuqtada birincM tur uzilishga ega deyiladi, x0 niiqta 

esa /  funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

f ( xo + 0) - /(:i'o - 0)
qiymatga /  funksiyaning x 0 nuqtadagi sakrashi deyiladi.

Agar /  funksiyaning .r0 nuqtadagi o‘ng va chap lirnitlaridan birortasi 

mavjud bo'lmasa yoki birortasi cheksizga aylansa, bu nuqta /  funksiyaning 

ikkinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

15.1- t a ’rif. \a, b] kesrnada aniqlangan f  funksiya shu kesmadan olingan 

har qanday uq, x 2 lar uchun < x2 bo‘lganda

f (x i )  < f ( x 2) ( f ( x i) > f ( x 2) )

tengsizlikni qanoatiantirsa, f  funksiya \a, 6] kesrnada kamaymaydigan 

(o ‘smaymaydigan) funksiya deyiladi.

15.2- t a ’rif. \a, 6] kesrnada amqlangan f  funksiya shu kesmadan olingan 

har qanday x \ , x 2 lar uchun :rq < x2 bolganda

f ( x i ) < f ( x 2) (f(x{) > f ( x 2))  (15.2)

tengsizlikni qanoatlantirsa, f  funksiya \a, b} kesrnada o ‘suvchi (karnayuv- 

chi) funksiya deyiladi.

Umuman, qisqalik uchuii monoton funksiya deyilganda, 15.1 va 15.2-ta rif- 

larda keltirilgan funksiyalar tushuniladi.
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Endi monotou funksiyaiaxniiig asosiy xossalarini keltiramiz.

1. [a, b] kesmada aniqlangan kar qanday monoton funksiya shu kesrnada 

chegamlangan, o'lchovli va integrallanuvchi funksiyadir.

Isbo t. Bu xossa isbotini kamaymaydigan funksiyalar uchun keltiramiz. 

Ha.qiqatan ham, kamaymaydigan funksiya ta'rifiga ko‘ra

f (a) < f (x )  < f(b), V.x € [a, b]. (15.3)

Har qanday o‘zga,rmas c son uchun E ( f  < c) = { x  : f (x)  < c } to'plam yo 

kesma, yo yarim iuterval (yo lx>‘sh to‘plam) bo'ladi. Fa.ra,z; qilaylik, f (x )  < c 

tengsiziikni qanoatlantiruvclii nuqtalar mavjud bo‘lsin va. d bu to‘plamning 

aniq yuqori chegarasi bo'lsin. U holda E ( f  < c) to'piam yoki [a, d\ kesma, 

yoki [a, d) yarim interval bo‘ladi, bu to'piamlar o'lchovli. Demak, /  o‘lchovli 

funksiya bo‘iadi. /  niug iutegrallanuvchiligi uuing diegaralauganligidan (IV 

xossaga qarang) kelib chiqadi.

2. Monoton funksiya faqat birinchi turuzilish nuqtalarga ega bo'tishi mum- 

kin.

Isbo t. Faraz qilaylik. /  kamaymaydigan funksiya, xo € [a, b] ixtiyo- 

riy uuqta va {;rn} C [a, 6], xn < x0, xn -* nuqtalar ketma-ketligi 

bodsin. U holda { /(xn)} ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan chega- 

ralangan bo‘ladi (masalan f (a)  va, f(b) qiymatlar bilan). Shunday ekan, 

{/(*«)} ketma-ketlik kaxnida bitta limitik nuqtaga ega. Agar {.rn} ketma- 

ketlikni tartibini almashtirish yordamida x0 ga o‘sib yaqinlashuvchi {.rn} 

ketma,-ketlikka, almaehtirsak, { f ( x n)} monoton ketnta-ketlik bo'ladi. Uning 

chegaralanganiigidan { j  (x'n)} ketma-ketlik yaqiniashuvchi bo'ladi. Bu limitni 

f (xo — 0) deb belgilaymisi. Yaqinlashuvchi { f ( x n)} ketma-ketlikuing o'rinla- 

rini almashtirishdan hosii bo‘lgan {/(x„)} ketma-ketlik ham / (x 0 — 0) ga 

yaqiulashadi. Hosii bolgan /(;r;0 — 0) iimit {xn} ketma-ketlikning taula- 

nishiga bog‘liq emas. Haqiqatan ham, agar ikkinchi {yn}, yn < Toi Vn —♦ Xq
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ketma-ketlik uchun

lim f{y„) = A =£ f ( x 0 -  0)
n—* OO

desak, u holda {ajB} va {?/«,} betma-ketliklarni birlashtirishdan hosil bo‘lgan 

{zn} ketma-ketlik uchnn { f ( z n)} ketma-ketlik yaqinlashuvchi emas. Bu esa 

yuqorida olingan ixtiyoriy xn —* xo(xn < xq) ketma-ketlik uchun { /(x n)} 

ketma-ketlik yaqiniashadi degan xulosaga. zid. Demak,

lim /(:xn) =  lim f ( y n) = f ( x 0 -  0).
n—roo n—>oo

Bu f ( x q—0) miqdor /  funksiyaning aio uuqtadagi chap limiti bo‘ladi. Shun- 

ga o'xshash f (xo -I- 0) o‘ng limitning mavjudligi ko‘rsatiladi. A

3. Monoton funksiyaning uzilish nuqtalari ko‘pi hilan sanoqlidir.

Isbot. [a. b] da monoton /  funksiyaning ixtiyoriy chekli sondagi sakrash- 

larining yig‘indisi \f(b) — /(a ) | dan osiimaydi. Har bir natural n  uchun 

sakrashi 1 /n  dan katta bo‘lgan uzilish nuqtala.ri soni cbeklidir. Barcha n  lar 

bo'yicha yig'ib, sakrashlar soni chekli yoki sanoqii ekaniigiga kelamiz. A 

Faraz qiiaylik, /  kamaymaydigan, chapdan uzluksiz funksiya. bo‘lsin. Bu 

funksiyaniug uzilish nuqtalarini xi, x%,. . . ,  xn, . . .  orqali va, funksiyaning bu 

nuqtalarga mos sakrashlarini hi, h%,. . . ,  hn, . . .  orqali belgilayiniz.

H(x)  =  Y h  hn
x n< x

orqali aniqiangan funksiya /  funksivaning sakmsh funksiyasi deyiiadi. Bu 

funksiya. chapdan uzluksiz, kamaymaydigan funksiyadir.

v ( ") =  / (  ')  -  H(x)

shaklda aniqlangan funksiya uzluksiz, kamaymaydigan funksiya bo‘ladi (mus- 

taqii isbotlang). Natijada biz quyidagi xossaga ega, bo'lamiz.

4- Chapdan (o'ngdan) uzluksiz bo'lgan har qanday monoton fv.nksiya.ni 

yagona usul bilan uzluksiz monoton funksiya va chapdan (o ‘ngdan) uziuksiz
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bo’lgan sakrask funksvyasi yigHndisi shaMida tasvirhsh mumkin. Ya'ni

f (x )  = <p(x) + H(x).

Monoton funksiyalar ichida eng soddasi bu sakrash funksiyalaridir. Ular quyi- 

dagicha quriladi. Bizga [o, 6] da ehekli yoki sanoqli sondagi xj, x^, . . . ,  x n, . . .  

nuqtaiar berilganbo'iib,ulargamusbat h\, hq,. . . ,  hn, . . .  soniarmosqo‘yilgari 

bo‘lsin. [o, 6] kesmada U funksiyani quyidagicha aniqlaymiz

H (x ) = hn■ 
x „ < x

Ravshanki, H kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Bundan tasnqari u chapdan 

uzluksiz va uning ussilish nuqtalari Xi,X2, . . . , xn, . . .  lardan iborat, hamda 

x n nuqtadagi sakrashi hn ga teng. Sakrash funksiyalari ichida eng soddasi, 

zimpoyasimon funksiyadir. Bu funksiya quyidagicha qurilaili. Uning uzilish 

nuqtalari o'suvchi x\ < < • • • < x n < ••• ketrna-ketlik nuqtalaridan

iborat. Misol sifatida f ( x )  = [a:] , bu yerda [rr] miqdor x  ning butun qismi, 

funksiyani keltirish mumkin.

Endi monoton funksiyaning hosilasi haqidagi masalaga qaytamiz.

15.1- teo rem a (Leleg). \a, h\ kesmada aniqlangan har qanday monoton 

f  funksiya shu kesmaning deyarli hamma yerida chekti hosilaga ega.

15.1- nafcija. Sakmshlar funksiyasi deyarli hamma yerda chekli hosilaga

ega va bu hosila nolga teng.

Ericli yuqori chegarasi o'zganivchi bo'lgan integraldan hosila mavjudligi 

haqidagi masalani qaraymiz. Ma'lumki, integral J* :-p (t) dt istalgan integrai- 

latmvchi funksiya uchun ikkita monoton karaaymaydigan funksiyalar ayirmasi 

shaklida tasvirlanadi. 15.1-teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.

15.2- teorem a. Istalgan integrdlanuvchi !p  funksiya uchun

(15.4)
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hosila deyarii barcha x lar uchun rnavjud.

Isbot. (p funksiyani ikkita maufiymas

fimksiyalaming ayirmasi shaklida fcasviriaymiz. Nafcijada

f  <f (t)dt = f  (p+(l)dt — I (p_(t)dt (15.5)
Jo Ja Ja

integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida tasvir- 

lanadi. Monoton funksiyaning differensiallanuvchanligi haqidagi 15.1-teorema- 

ga ko'ra, (15.5) ifodaning cleyarli barcha x  larda chekli hosilasi mavjud. A 

Ta'kidlash joizki, biz faqat (15.4) hosilaning mavjudligini ko'rsafcdik. lekin

tenglik qanday rp iar uchun to‘g‘riligini qujdda muhokama qilamiz.

Mustaqil ishlasli uchun savol va topshiriqlar

1. Ikki monoton furiksiyaning yigHndisi monoton funksiya boladimi?

2. Monoton fanksiyalar ko‘paytmasi monoton funksiya bo'ladimi?.

3. Agar f  funksiya [a, b] da o‘suvchi funksiya bo‘lib, f (a)  — A, f(b) — B  

va g : [A. B ] — > E monoton funksiya bo‘lsa, u hoida g(f(x))  funksiya 

[a, b] da monoton bo‘ladimi?

4. Zinapoyasimon bo‘lmagan sakrash funksiyasiga misol keltiring.

5. [0. 1] kesrnadagi barcha ratsional nuqtalami x i , x 2, . . . , x n, . . .  orqali 

belgiiab chiqamiz va f  funksiyani [0, 1] da quyidagicha aniqlaymiz

/ M  = £  ̂

U zina,poyasim.on funksiya bo‘ladimi?
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1 6 - § .  0 ‘z g a r i s h i  c h e g a r a l a n g a n  f n n k s iy a la r

Yuqori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan Lebeg integralini dififerensiallash snasa.- 

lasi, bizni monoton funksiyaiar ayirmasi shakhda tasvirlash nramkin bo‘lgan 

funksivalar sinfini qarashga olib keldi. Bu paragrafda biz bu sinf funksiyalariga 

boshqacha ta'rif beramiz va ulaming ayrim xossalarim isbotlaymiz.

16.1- t a ’rif. Bizga [a, 6] kesmada aniqlangan f  funksiya herilgan bo ‘Isin. 

Agar biz [a. 6] kesmani

a = xq < -i'v < ••• < x n- i  < xn = b

nuqtalar bUan ixtiyoriy n  qisrnga bo‘Iganimizda Xi(i = 1,2 , . . .  ,n) nuqta,-

larni tanlab olishga bog‘liq bo'lmagan va ushbu
n

] C l / ( a ;fc )-/(s* :-i) | < c  (16-1)
A:=l

tengsizlikni qanoGtlantiruvchi o'zgarmas C son mavjud bolsa, u holda f  

funksiya [a, b\ kesrnada o'zgaiishi chegaralangan funksiya deyiladi.

Har qanday monoton funksiya [a, 6] kesmada o‘zgarishi chegaralangan va

(16.1) yig'indining chap tomoni bo‘linishdan bog'liq emas va u |/(b) — f (a )| 

ga. teng.

16.2- t a ’rif. Bizga [a, 6] kesmada o‘zgarishi chegaralangan f  funksiya 

berilgan bo‘lsin. (10.1) yig'indilaming barcha chekli bo‘lini$hlar bo‘yicha oiin- 

gan aniq yuqori chegarasi f  funksiyaning [a, 6] kesmadagi to‘la o'zgarishi

(toia variatsiyasi) deyiladi va Vn [/] bilan hdgilanadi, ya/ni
n

K ’ [/] =  sup E  I /  (Xi) -  f  ( X i - i )  I. (16.2)
h d  «=i

Endi o'zgarishi chegaralangan funksiyalarning ba’zi xossalarini keltirainiz. 

1 . hiiyoriy k € R son uchun quyidagi tenglik o ‘rirtli

V?[kf] = \k\V2[f] .
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Tfenglikning isboti bevosita ta'rifdan kelib chiqadi.

2. Agar f  va g o ‘zgarishi chegaralangan funksiyalar bo!lsa. u holda ular- 

ning yigHndisi ham o'zgarishi chegaralangan bo'ladi va

Kb( f  + 9 \ < vX f \  + Khb\ (16.3)
tengsizlik o ‘rinli.

Isbot. [a, b\ kesmauing ixtiyoriy

a -  xo < xi < • • • < x n- i  < x„ = b

bolinishi uchun

E  l / ( ^ )  +  9(*i) ~  f f a - 1) -  9(xi-i)l < E  l / ( ;Cf) ~  f ( xi~i) 1+
2=1 <=1 

n

+ E 1̂ + ')  -  »(•*■<-i)i
2=1

tengsizlik o'rinli. Aniq yuqori chegaralar udiun rnahum bo'lgan sup(.4+i?) < 

sup A +  sup B  fengsiziikciau foydalansak, 2-xossa isbotiga ega bo‘lamiz. A

3. Ixtiyoriy c € (a, b) uchun quyidagi tenglik o'rinli

Kb(f\ = K U \ + Khlf\- (16-4)
Isbot. Oldin [o, 6] kesxnaning shunday bolinishlarini qaraymizki, c bo‘li- 

nish nuqtalaridan biri bolsin, rnasalan xr = c, u holda

Y  i/(*o -  /(-Tf-i) i = E  !/(*•) -  /(^-01+
?“ 1 2=1

+ E  i/(*o - /m i  < K ( f \ +v ':if\ (i6.5)
t = r + l

Endi [a, b\ kesinaning ixtiyoriy bo'linishlarini qaraymiz. Agar biz bu bolinish 

nuqtalariga yana bir c nuqtani qo'shsak, u holda
n

El/(+;) f ( x i~l)\
2 =  1
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yig'indining qiymati kamaymaydi. Demak, (16.5) tengsizlik [a, b] kesmaning 

ixciyoriy bo'linishi uchun to‘g‘ri, shuning udiun

Va [ f \ <K[ f }  + Kb\f}- (16-6)

Ikkinchi tomondan har qanday e > 0 udmn [a, c] va [c, b] kesrnalarning 

shunday {#'} va {x'-} bo'linishlari mavjudki
n  m

E  i/w - /W-Oi > kv\ - E  !/<d -  w i  > k?m -  2
j=i j=x

tengsizliklar o'rinli bodadi. Bu ikki bo'linishni birlashtirib, [ft, h] kesmaning 

shunday {xj}  bo'linishiga ega bo'lamizki, uniug udmn
n+m

1
n  m

E  i/K-) - /(4-i)i+E  1/(4) - /(4-i)l > Kf[/i++o&[/i -  -
1=1 >=1

Bu tengsizlik ixtiyoriy e > 0 uchun o'rinli, shuning uchun

Vab[f}>Va\ f )  + Vcb[f]- (16-7)

(16.6) va (16.7) lardan (16.4) tenglik kelib chiqadi. A

Ixtiyoriy o'zgarishi chegaralangan funksiyaning [a, b] kesmadagi to'la o‘z- 

garishi manfiyrnas bodganligi uchun 3-xossadan quyidagi xossa kelib chiqadi.

4. v(x) =  l q f [ / ]  monoton kamaymaydigan funksiya.

5. Agar f  funksiya x* nuqtada chapdan uzluksiz bo'lsa, v. holda

v{x) = VZ[f]

ham x* € (a, 6] nuqtada chapdan uzluksiz ba'ladi.

Isbo t. Bizga ixtiyoriy s > 0 berilgan bo'lsin. Endi 6 > 0 ni shunday 

tanlaymizki,

| / ( < ) - / ( . r ) | < !
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tengsizlik ixtiyoriy x € (x * -  S, x*] uchun o'rinli bo'lsin. Endi 

a -  :r0 < xi < • • • < x n -  x * 

bo'linishni shunday tanlaymizki,

k=1 £

bo'lsin va biz x n — x„_i < S deb faraz qiiishirniz mumkin. Bundan

I /  (® n) -  /  ( 3 'n - l )  | <  |  

fcengsizlikka ega bo'lamiz. Natijada

n—1

V«X* [ / ]  -  E  I /  ( a 0  -  /  ( a r* - i)  I <  £
k= 1

ga ega boHamiz. Bu tengsizlik o‘z uavbatida

K x '  [ / ]  -  [ / ]  <  £

fcengsizliknikelsiribchiqaradi,ya’ni v (x*)—v (.r„_i) < s o'rinii. Biz bilamizki, 

v kamaymaydigan funksiya, shuning uchun barcha x  € (xn-i» x *) lar uchun 

v (x*) — v (x) < £ tengsizlik o'rinli. Bu esa v funksiyaniug x* nuqtada 

chapdan uzluksiz e'kanligini bildiradi. A

Xuddi shunday ko'rsatish rnumkinki, agar /  funksiya x* nuqtada ohigdan 

uzluksiz bo‘lsa, u holda v ham x* nuqtada o'ngdan uzluksiz bo'ladi. Demak, 

agarda /  funksiva biror xy nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda v ham shu 

nuqtada uzluksiz bo'ladi.

Paraz qilaylik, /  : [a, h] —» K o'zgarishi chegaralangan ixtiyoriy funksiya, 

v(x) esa uning [«, x\ kesmadagi to‘la o'zgarishi bo'lsin. <p(x) = v ( x ) —f ( x )  

funksiyani qaravmiz.

16.1-lemina. <p : [o, 6] —+ K monoton kamaymaydigan funksiyadir.
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isbo t. Faraz qilaylik, xf < x", x !, i J' € [a, 6] ixtiyoriy nuqtalar bo'lsin, 

u holda

>'(•-'") -  v(x') -- [V(x") -  v(x')} -  [f(x") -  /(*')]• (16.8)

Ma’imnki,

I/(*") -  f W ) | < v f [ f \  = v(x") -  v(x').

Shuning uchun (16.8) ning o‘ng tomoni manfiymas, demak uning chap tomoni 

ham manfiymas. Bu esa <p ning [a, !>] da monoton kamaymaydigan funksiya 

ekanligini bikliradi. f (x)  = v(x) — p(x)  boiganiigi uchun, biz quyidagi tas- 

diqqa keldik.

16.1- teoreina. Har qanday o‘zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita mo- 

noton kamayrnaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin.

Teskari tasdiq doimo o‘rinli, ya’ni ikkita monoton funksiyalar ayirmasi 

shaklida tasvirlangan har qanday funksiya o'zgarishi chegaralangandir. Shu- 

ning uchun ikkita monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvehi barcha 

funksiyalar to'plami o'zgarishi diegralangan funksiyalar sinfi bilan ustrna-ust 

tushar ekan.

16.1 va 15.1-teoremalardan quyidagi tasdiq kelib chiqadi.

16.2- teorem a. [a, 6] kesmada aniqlangan o'zgarishi chegaralangan har 

qanday funksiya deya.rU hamma yerda chtkli hosilaga ega.

Biz sakrashlar funksiyasini quyidagicha umumlashtirishimiz mumkin. Bizga 

chekli yoki sanoqli a < aq < x 2 < . . .  < £,v < b nuqtalar berilgan bo'lsin. 

Har bir x^ ga ikkita va h/. sonlarni inos qo'yamiz va

\hn\) < oo
71 =  1

bofisin deb talab qilamiz. Bundan tashqari, agar x i = a bo'lsa, <?i =  0 va 

Xff - b bo'lsa, /tjy =  0 deymiz.

H(x)  =  E  9n +  E  (16-9)
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(16.9) ko'rinishdagi har qanday funksivan; biz sakrashlar funksiyasi deb atay- 

rniz. H fuiiksiyaning [a, b] dagi to ia  o!zgarishi

n

ga teng. Agar gn va hn sonlardan birortasi noidan farqli boisa, u hoida x n 

nuqta /:/ funksiyaning uzilish nuqtasi bo!ladi, hamda

H (xn) - H ( x n - 0 )  = gn, H (xn +  0 ) - H  (xn) = hn

tengiiklar o'rinli. Quvidagi tasdiq o‘rinii.

16.3-teorem a. [a, b] kesmada o ‘zgarishi chegaralangan har qanday f  

funksiyani uzluksiz funksiya p  va sakrashlar funksiyasi H lar yig'indisi ko'ri- 

nishida tasvirlash rnumkin va bu tasvir yagonadir.

Isbo t. Haqiqatan ham, /  funksiyani ikkita monoton kamaymaydigan funk- 

siyalar ayirmasi shaklida tasvirlayrniz

f ( x )  = v(x) -  g(x).

Keyin ulax yordamida sakrashlar funksiyasi H va uzlnksiz funksiya <p ni 

quramiz. Masalan, v funksiya uchun ( xn uzilish nuqtalari)

v(xn) -  v(xn - 0 )  = gn, v(xn +  0) -  v(xn) = hn

deymiz va Hv funksiyani quyidagicha aniqlaymiz:

H„(x) =  V  0n 4 hn.
Xn—-3'

Uz'iuksiz funksiya sifatida <pv(x) = v(x) — Hv(x) ni olamiz. Xuddi shunday g 

funksiya uchun harn Hg va pg larni aniqiaymiz. Natijada /  funksiya uchun 

quyidagiga ega bo‘lamiz

j  (x) = Hv(x) — Hg(x) +  <pv(x.) <pg(x).

Bu yerda Hf(x)  = Hv(x) — Hg(x) sakrash fuuksiyasi pj (x)  =  <pv(x) — pg(x) 

uzluksiz funksiya bo'ladi. A
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M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. Agar f  funksiya [a, 6] kesmada chegaralangan hosilaga ega bo'lsa, f  

ning [a. 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan bohishini isbotlang.

2. [0, 1] kesmada aniqlangan tizlukstz

m  =
0, agar x  =  0

{ x  ■ sin agar x  t  (0, 1] 

funksiyaning [0, 1] kesmadagi to'la o'zgarishi Vq [/] =  oo ekanligini 

isbotlang.

3. Agar f  funksiya [a, 6] da Lipshits shaHini qanoatlantirsa, u holda f  

ning [a, 6] da o ‘zgarishi chegaralangan bo‘lishini isbotlang.

17-§. Absolyut uziuksiz funksiyalar

17.1. Lebegning aniqm as in tegralidan  hosila. 15— § da ko'rsatdikki.

/  f ( t ) d n =  r  f ( t ) d t
J\n.x1 Ja

Lebeg integrali x  nixig fonkeiyasi 6ifatida deyarli hamma yerda ehekli hosilaga 

cga. Lekin bu hosilani integral ostidagi funksiya. bilan bog'lanisJiini tekshir- 

rnadik. Quyidagi tasdiq o'rinli.

17.1- teorem a. [a, 6] kesmada integrxdlanuvchi har qanday f  funhsiya 

uchun deyarli barcha x € [a. b] larda

- f /  f ( t ) d ti = f ( . r)
dx J\a.x\

tenglik o ‘rinli.

Bu teoremani isbotlashda biz quyidagi ta'rifdan liam foydalanami'/.

17.1- t a ’rif. Agar a;0 e  [a, b\ nuqta uchun shunday £ (a:0 < £ <  6) 

nuqta rnavfud bo'lib. g(xo) < g(£) bo‘lsa, u holda ;r0 nuqta g funksiyaning 

o‘ngdan ko ‘rinmaydigan nuqtasi deyiladi.
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17.1-teorem a isboti. Har bir x € [a, 6] ga

$ (®) =  /  /  W

sormi mos qo‘vuvchi $  : [a, b] —> R funksiyaai qaraymiz. 15.2-teoreinaga 

ko‘ra. bu funksiya deyarli hamma, yerda chekli hosilaga ega. Dastlab, deyarli 

haimna yerda.

f (x)  > $'(a;) (17.1)

tengsizlik bajarilishini ko‘rsafcainiz. E  orqali /  (x) < <f>' (x) tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi nuqtalar to'plamini belgilayiniz. Agar biror x  nuqtada 

/  (x) < (x) fcengsizlik bajarilsa, u holda shuuday a, /3 € Q ratsional sonlar

inavjud boMib,

f (x )  < a < 3 < $ '(x) (17.2)

tengsizlik bajariiadi. Har bir a, 0  € <Q> (a < /3) sonlar juftiga

Ecp = { x  € [o, b] : f  (x) < a < /3 < <3>' (x) } 

to'plamni mos qo'yarniz. U hoida

E  = {x : f (x)  < <f>>(x)} = U

tenglikni yozish inumkin. (17.1) tengsizlikni isbotlash uchun hax bir ( a , 0 )  

juftlik ucliuri (j, (Eap) = 0 ni ko‘rsatish yetarli. U holda E,^, to'plainlar ko‘pi 

bilan sanoqli ekanligidan (i(E) = 0 kelib chiqadi. Lebeg integralining ab-- 

soiyut uzluksizlik xossasiga (12.4-teorema) ko‘ra ixtiyoriy s > 0 uchuu shun- 

day <5 > 0 mavjudki, C C  [a, h\, (i(C) < <5 to‘plam udmn

I f fmA < e
Jc

tengsizhk bajariladi. OMchovli to'plam ta'rifiga ko‘ra,

Eap C. G c  [a, 6] va n(G) < /.i(EaJf) +  5
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ahartni qanoatlantiruvchi G ochiq to'plam rnavjud. Endi — 0 teng-

likni isbotlash uchun [a, b\ da g(x) =  $(a:) — f ix  funksiyani aniqlaymiz. 

,I1(:r) ning auiqlanishiga ko‘ra, g : [a, 6] —*■ R uziuksiz funksiya bodadi.

Bu g(x) = $(.r) — j3x funksiyaning barcha o'ngdan ko'rinmaydigan nuq- 

talari to'plamini E  orqaii bclgilaymiz. U holda ixtiyoriy € E  uchun 

shunday < £ £  b) nuqta mavjud bo'lib, y(m0) < g(C) bo'ladi. Agar 

0 < £ < g(£) — g(xo) desak, g ning uzluksizligiga ko:ra, shunday 8 > 0 
mavjudki, barcha x  € (xq — 8,xq +  8) !ar uciiun |_q(x) — + (mo)i < f  yo- 

ki g(x) < g(x0) +  e < g(£) bo'ladi. Shunday ekan (:c0 — 8,Xq +  8) C E,  

ya'ni Xo E  ning ichki nuqtasi bo'ladi. Dernak E  faqat ichki miqtalardau 

iborat, ya'ni E  ochiq to'plam ekan. Sonlar o‘qidagi ochiq to'plamlar struk- 

turasi haqidagi teoremaga ko‘ra, chekli yoki sanoqli sondagi {(afc, bk)\  o‘zaro 

kesishmaydigan intervallar mavjud bo'iib,

E = U(ak, bk)
k

yoyilma o'rinii. Ko'rsatish mumkinki, ixtiyoriy k da

g(ak) < g(bk) (17.3)

tengsiziik o'rinli. Haqiqatan ham, agar teskarisini faraz qilsak. ya'ni

g(ak) > g(bk) (17.4)

desak, u holda (ak, bk) intervalda xo idiki nuqta mavjud bo'lib, g(xo) > 

g(bk) bo'ladi. x* orqali (ak, bk) intervaldagi g(x) =  g(x0) tenglikni qanoat- 

lantiruvchi eng o‘ng nuqtani belgilaymiz. x* G (ak, bk) C E  bo'lgani uchun 

shunday £ > x* mavjudki, g(x*) < g(f)  bo‘iadi. g ning uzluksizligi va a:* 

ning tanlanishiga ko‘ra, £ ^  (ak, bk). Ikkinehi tomondan, £ > bk bo'lishi 

mumkin emas, chunki a(£) > g(x*) > g(bk) dan bk € E  bo'Iar edi. Bu zid- 

diyat ko'rsatadiki, (17.4) tengsizlik bajarilmaydi, ya'ni (17.3) tengsizlik o'rinli.
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Endi olingan natijadaii fj,(Eap) = 0 tenglikni isbotlashda foydalaxiamiz. 

Agar x  € Eap bo'lsa, u holda x  ga yetarlicha yaqin bo‘lgan ixtiyoriy £ > £ 

lar uchun
~ $ (s)

i - x > /? (17.5)

tengsizlik yoki

(h(4) -  /34 > *{x)  -  fix

tengsizlik bajariladi. Buiuian x  ning €5(:i') — 3 x  funksiya uchun o'ngdan 

ko'rinmaydigan nuqta ekanligi kelib chiqadi. 0 ‘ngdan ko‘rinmaydigan nuqtalar 

to'plaini ochiq to'plam bodgani uehun x  ning biror (x — S, x  +  <5) C G

atrofidagi barcha nuqtalar o‘ngdan kohinmaydigan nuqtalar bo'ladi. Shuning 

uchun g(x) 'hfx) — (3 x  funksiyaning G dagi o'ngdan ko'rinmaydigan 

nuqtalari to‘plami qandaydir S  ochiq to'plamdan iborat bo'ladi, yahii t 'ap C 

S  C G. Bundan tashqari,

va har bir k da

S  = (J(a*;, bk)
k

H h )  ~ /? • h  > $(«*) - P - a k

tengsizlik o‘rinli. U holda

m ) - H a k) > f l ( h - a k)

yoki

I f ( t )  dt > P(bk — ak).
Jat

Shunga o'xshash tengsizliklarni S  ni tashkil qiluvchi barcha (ak, bk) inter- 

vallar bo'yicha yig'ib,

/  f ( t )dt  > M S ) .  (17.6)
J 6’

tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik bilan bir vaqtda

f  f ( t )dt  = f  f  (t)dt + f  f ( t )dt  <
■>S JEap Js\Eae
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<  afj,(Eop) +  £ <  ck • fi{S) +  £ +  |(i| • 6 (17.7)

tengsiziik o‘rinli. Chunki f.i(S) < fi(G) < jj,(Eap) +  6, /j,(S\Eai3) < 6 va

[  f ( t )dt  < e.
J S \E af>

(17.6) va (17.7) tcugsizliklarni taqqoslab,

a fi(S) +  e +  |a |£  > (3n(S)

teugsizlikka ega bohamiz. Bundan

li(S) <
€ +  |a|rf 
0  — a

teugsiziik kelib chiqadi.

Shunday qilib, Eag to‘plamning olchovi istalgan sondan kiohik bo‘lgan 

ocliiq to‘plain bilan qoplash inumkin. Bundan n(Eag) =  0 ekanligi kelib 

chiqadi. Demak,

( j { x :  f ( x )  < $ ' ( x ) }  = 0.

Shuning uchun deyarli hamma yerda f  (x) > $>' (x) tengsizlik o‘rinli. Endi 

f  (x) ni —f ( x )  bilan almashtirsak, deyarli hamma yerda

~ f ( x ) > - $ ' ( x )  f ( r ) <$>' ( x ) .  (17.8)

(17.1) va (17.8)dan f  (x ) — 4>' (x) deyarli barcha x  lar uehun o‘rinli ekanligi 

kelib chiqadi. Shunday qilib.

/ ( :  T) = & ( X) = ± I  f ( t)dfl
<<x  J\a,x]

tenglik deyarli barcha x  la.r uchun o'rinli. A

Bobning boshida qo‘yilgan ikkita savoldan birinchisiga biz javob berdik. 

Endi ikkinchi savolga o‘tamiz, ya’ni uzluksiz differensiallanuvchi- funksiyalar 

uchun o‘rinli bo‘lgan Nyuton-Leybnits formuiasini

E (x) = E  (a) + / E'  (t) dl (17.9)
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Lebeg integrali uchnn qanday umujnlasbtirish nrumkin? Ya'ni (17.9) tengiik 

qanday funksiyalar sinfi uchun o'rinli? Biz deyaiii baxcha nuqtaiaxda chek- 

li hosilasi mavjud boigan funksiyalar sinfi bilan chegaralanamiz. Maiumki 

(16.2-teorema). o‘zgarislii chcgaralangan funksiya deyarli hanuna yerda chek- 

li hosilaga ega. Ikkkinchi tomondan, (17.9) tengiikning o‘ng tomoni o'zgarishi 

chegaralangan funksiya. Shuning uchun (17.9) tenglik o‘zgarishi chegaxalangan 

funksiyalar sinfidan kattaroq to‘plamda o‘rinli boiishi rnumkin ernas. Har qan- 

day o‘zgarishi chegaralangan funksiya ikkita monoton kamayuvclii funksiyalar 

ayirmasi ko'rinishida tasvirlanadi. Shuning uchun monoton funksiyalar uchun 

(17.9) tenglik obinlirni degan savolni qo‘yarrriz.

Urnuman olganda ixtiyoriy monoton funksiva uchuu (17.9) tenglik o'rinli 

emas. Lekiu quyidagi tasdiq ohinli.

17.2-teorem a. Monoion kamaymaydigan f  funks'iyaning hosilasi integ- 

rallanuvc-hi va quyidagi tengsizlik o‘rinli:

f  f ( t ) d t < f ( b ) - f ( a ) .  (17.10)
J a

Isbot. Hosila ta'rifiga ko‘ra, /  ning x  nuqtadagi hosilasi

i k M l - J M  =.U x ) (17.11)

nisbatning h —> 0 dagi limitidir. /  ning monotonhgidan uning integral- 

lanuvchanligi kelib chiqadi. Desnak. har bir iph integrallanuvdiidir. Shuning 

uchun (17.11) tenglikni integrallasli muxnkin:

f  iph (x ) dx = \  f  f ( x  + h) dx - \ f ’ f  (x) dx

j  funksiyani (b,oo) ga f(b)  deb davoin ettirib bu integralni quyidagidia

yozish mumkini

fJa
V>h (■>■)

j  r b + h

dx = — / /  (.-r) dx
” Ja+li

dx =
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-j rb+h  1 / ' « - 1 - «

=  ~ j b f W t a - L J '  f { x ) d x .

Bu tenglikdan h -* 0 da limitga o'tamiz. Integral belgisi osti<ia limitga o'tish

haqidagi Fatu teoremasiga ko‘ra,

i  ra+h

j f ' (x)  dx < liin f ifih (x) dx — f(b)  -  f (a  +  0) < f(b) 
Ja h *° Ja

m

tengsiziik o'rinli. Bu yerda qafiy  tengsizlik o'rinii bo'iadigan monoton funksiva- 

ga misoi keltirish inumkin:

/(* )  =
0, agar x  € [0, 0, 5]

1, agar x  € (0,5, 1]. 

Deyarli bamina yerda, f '  (x) =  0 ekanligdan

0 =  [ \ - d x <  f ( \ ) - f ( Q )  = l
J o

ni oiamiz. Biror monoton uzluksiz funksiya uchun

/  f '  (x) dx < f ( x ) - f  (a) (17.12)

tengsizlikning barcha x  € (a, b) lar uchun bajarilishini ko‘rsatish qiziq niasa- 

ladir. Kantorning zinapqya funksiyasi & (6.4-misol) ncliun

/  &'(x)dx < R(x)  — £ (0) =  R(x)
J o

tengsiziik barcha x  € (0, 1) lanla o'rinli bodadi. Mustaqil isbotlang.

17.2. A bsolyut uzluksiz funksiyalar. Shuni ta'kidlash lozimki, /  mono- 

ton funksiya bo'lgan holda

[  f '  (t) dt = f  (b) — f  (a)

tenglikdan (a, b\ yarim intervaldagi ixtiyoriy x  uchun

/  f ( t ) d t  = f ( x ) - f ( a )
J  a

(17.13)
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tenglik bajarilishi keiib chiqadi. Endi (17.13) tenglik olrinli bodadigan funk- 

siyalar sinfini tavsiflash uchun quyidagi ta'rifni keltiramiz.

17.2- t a ’rif . Bizga [a, 6] kesmada aniqlangan f  funksiya berilgan bo‘lsin. 

Ayar ixtiyoriy £ > 0 sou uchun shunday 8 > 0 rnavjud bo‘lib, soni chek- 

li va har ikkisi o'zaro kesishmaydigan har qanday {(«*, i>k)}£=1 intervallar 

sisternasi uchun

n n
U < “*. h )  C [a, 6]. ]P (b fc -  ak) < 6 
fc=1 fc=l

shartlar bajanlganda
n

X > ' ( V ) - / ( « f c ) l < f f  (17.14)
k= 1

tengsizHk o‘rinU bo‘lsa, u holda f  funksiya [a, &] kesmada absolyut vzluksiz 

deyiladi.

17.2- ta ’rifda n — 1 desak tekis uzluksiz funksiya ta'rifiga kelamiz. Ya’ni, 

har qanday absolyui uzluksiz funksiva tekis uzluksizdir.

Endi absolyut uzluksiz funksiyalarning ayrim xossalarini keltirarniz.

1. Absolyut, uzluksiz funksiya ta'rifidagi "soni chekli" jumlani "soni chekli 

yoh sanoqli" jumla bilan almashtihsh mumkin.

Isbot. Haqiqatan ham, ixtivoriy £ > 0 uchun shunday <5 > 0 mavjud 

bo‘lib, [a, b[ dan olingan har qandav o'zaro kesishmaydigan va uzunliklari 

yig'indisi 8 dan kichik bo'lgan ixtiyoriy {{ak, hfc)}£=1 cliekli intervallar sis- 

temasi udum
n

X ) l / ( &0 - / ( a * ) l < ^  (17.15)
fc=i

tengsizlik bajariiadi. Endi [a, 6] dan olingan sanoqli sondagi o‘zaro kesish- 

maydigan va uzunliklarining yig'indisi d dan kichik bo'lgan {(afc, hfc)}^=1 
intervallar sistemasi berilgan bo'lsin. U holda ixtiyoriv n  € N uchun (17.15)

154
www.ziyouz.com kutubxonasi



tengsizlik o'rinli. (17.15) tengsizlikda n  —> oo da limitga o'tib.
OO

Y , \ ! { h ) - f { a k ) \ < e
fc=i

tengsizlikni oiamiz. /\

2. Har qanday absolyut uzluksiz funksiya o ‘zgarishi ckegaralangandir. 

Isbo t. Funksiva absolyut uzluksiz bodgani uchun quyidagilai' o'rinli:
n

Ve > 0, 36 = 6(s) > 0, V {(o*s 6fc)}”=1, (̂6, -  ak) < 6
k=i

bodganda n
X ] l f (bk ) - f ( ak)\ < £

tengsizlik bajariladi. [a, 6] kesrnani uzunligi 6 dan oshmaydigau [x*, x*+i] . 

bo'lakchalarga bo‘lamiz
n—1

[a> b} = [J [a?fc, :i-fc+1]:
fc=0

u holda ixtiyoriy [i*, ife+1], (ifc+1-ife  < 6) uchuu Vfff*1 [/] < s  tengsizlik 

o rinli. Shuning uchun
n

v«[f\ =  Y ;  vZ A f \ <  "-£-
k-1

3. Absolyut uzluksiz funksiyalar yig'indisi, ayirmasi yana absolyut. uzluksiz 

funksiyadir. Absolyut uzlvksiz funksiyaning songa ko ‘paytmasi yana absolyut 

uzluksiz funksiyadir.

3- xossaning isboti bevosita ta'rifdau kelib chiqadi.

4- Har qanday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita monoton kamaymaydigan 

absolyvt uzluksiz funksiyalar ayirrnasi shaklida tasvirlash rnumkin.

Isbo t. /  absolyut uzluksiz funksiya bo'lgani uchun u o'zgarishi chegara- 

langan funksivaciir. Shuning uchun quyidagi tasvirlar o‘rinli

/  ( i)  =  v (x) -  <p ( x ) , v ( i) =  Vff [/], <p(x) = v (x) -  /  (i ) .
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/  ning absolyut uzlnkRizligidan v ning absolyut uzluksizligi keiib chiqadi.

3-xossaga ko'ra <p ham absolyut uzluksiz funksiya bo'ladi. A

Quvidagi ikkita teorerna absolyut uzluksiz iunksiva va. Lebeguing aniqmas 

integrali orasidagi muliim boglanishni ifodalaydi.

17.3-teorem a. Agar f  funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, 

u holda

/ ' ( ' ) =  /  f ( t ) d ( i
■> i«d

funksiya [a, 0] da ahsolyut uzluksiz bo‘ladi.

Isbot. {(a,k,bk)Yl C [a, b] o'zarokesishmaydiganvauzunlikiariningyig'indisi 

S > 0 oshmaydigan ixtiyoriy intervallar sistemasi bo‘lsin. U holda.

n
( h ) -

1
F(a,

n |

fc-1 1 •/ ('1'\a-kM
f  (t) dfi <

<E f  \ n t ) w =  L  i/(')i4'< =
L _ l  ■A'lkfit:] J  Q  ]ak,t>k\- ‘ fc=l

Oxirgi tenglik Lebeg integralining absolyut uzltiksizlik xossasi (12.4-teorema) 

dan kelib chiqadi. A

17.4~teorema (Lebeg). F  — [a, b] da absolyut uzluksiz funksiya bo'lsin. 

U holda F' (x) =  /  (x) funksiya [a, 6] da integrallanuvchi va ixtiyoriy x  € 

[a, 6] da quyidagi tenglik o'rinli

[  f  (t) dft = F (x) — F  (a) .
./ [a, x]

17.4- teorema isbotida quyidagi lemmadan foydaliniladi.

17.1-Iemma. Agar / — kamaymaydigan absolyut uzhksiz funksiya bo'lib,

f  (x) = 0 tenglik deyarli barcha x lar uchun o'rinli bo'lsa, n holda f  (x) =  

amst.

17.4- teorem aning isboti. Teoremani f  (t) > 0  bo'lgan holda isbotlash

156www.ziyouz.com kutubxonasi



yetarli. Bu holda F  (x.) kamaymaydigan funksiya. boladi.

$  (x) =  F (x) -  I f  (t) dfj, (17.16)
J\a,x\

funkmyani qaraymiz. $  ham kamaymaydigan funksiya. Haqiqatan harri, x! < 

x" bc/lsin, u holda

-  $(*') =  F(x")  -  F(x') -  f  f  (i) dfi > 0. 

Sohiggi tengsizlik 17.2-teoremadan kelib chiqadi. F( x )  va

/ .J\a,x\
f  (t) dfi

lar absolyut uzluksiz funksiyalar bodganligi uchun ham absolyut uzluksiz 

funksiya boladi. Bundan tashqari, deyarli baxcha x  lar uchun i>/ (a:) =  0. 

Bobning boshida qo'yilgan l-savolga javob berganda 

d
dx f  f(t)d[i =  /(:■>:■), ch'(x) =  f (x)  f  f(t)dfi  =  0 

J  [ * i ,  x\ J \a .x \

tengliklarni ko'Tsatgan edik. 17.1-leinmaga ko‘ra, §( x )  =  ccmst. Ikkinchi 

tomoiidaii

$(a)  = F  (a) -  I f  (t) dt -  F  (a)
j\a,a\

tenglik ohinli. Dernak, (17.16) ko‘ra.

F  (x) = F (a) + f  f  (t) dji 
J[a,x\

tenglik o‘rinli. A

17.3. Xulosa. 16.3-teoremaga ko‘ra, ixtiyoriy o'zgarisbi chegaralangan

furrksiyani uzluksiz o'zgarishi chegaralangan funksiya <p va sakrashlar funk-

siyasi H ning yig'indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin, ya’ni f ( x )  =  <p(x) + 

H ( x ) .

Endi uzluksiz, lekin absolyut. uzluksiz bo‘lmagan va o‘zgarishi chegaralan- 

gan <p funksiyani qaxayrniz. Uning uchun deyarli hamma x  larda chekli <p'(x)
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>,sila mavjud.

V (x) = [  f  (i) dp
J]a.A

bcdgilasli kiritamiz. U holda x (x) =  V? (x) — %' (x ) uzluksiz o‘zgarishi chega-

ra.ia.ngan funksiya. bodadi va deyarli barcha x  lar udmn

17.3-ta’rif. Agar uzluksiz va 0‘zgarmasdan farqli o‘zgarishi ehegaralangan

funksiya deyiladi.

Shunday qilib, biz quyidagi tasdiqqa keldik. Har qanday o‘zgarishi diega- 

ralangan /  funksiya uchta funksiya yig'indisi ko'rinishida tasvirlanadi,

bu yerda H sakrashiar funksiyasi. x singulyar funksiya, ip absolyut uzluksiz 

funksiya.

Bu funksiyalar /  funksiya yordarnida 0‘zgarmas qo‘shiluvchi aniqligida 

bir qiymatli aniqlanadi. Agar bu funksiyalardau ixtiyoriy ikkitasiui x  — a 

nuqtada nolga. teng deb aniqlasak, u holda (17.17) yoyilma vagonadir. Uni 

differensiallab. deyarli barcha x  lar udiun

tenglikka kelataiz. Deinak. o'zgarishi chegaralangan /  funksiyaning hosilasi

integrallanganda uuing faqat absolyut uzluksiz qisroi tiklanar ekan, /  ning 

sakrashlar funksiyasi I I , singulyar qismi x  i^siz yo'qoladi.

17.1-misol. Kantorning zinapoya funksiyasiui [0, 1] kesmada. absolyut 

uzluksizlikka tekshiring.

/  funksiyaning hosilasi deyarl/i bairha x tarda notga aylansa, u singvlyar

f (x )  = H(x) + w(x) +  x(x), (17.17)

f ( x )  = ip!(x)

tenglikka ega bo‘lamiz. (17.18) tenglikni integrallab,

(17.18)
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Yechish. 6.3-tnisolda ko'rsatildiki, Kantor to'plami K  ning Lebeg oichovi 

nolga teng. Lebeg o'lchovi ta'rifiga ko‘ra, ixtiyoriy S > 0 uchun shunday, 

o'zaro kesishmaydigan {(n*, 6*)}j|L| invervallar sisternasi mavjudkt, quyida- 

gilar bajariladi:
n n

K  C U (a*. bk), -  ak) < *  (17-19)
k= 1 k= 1

Ikkinchi fcomondan, 6.7-misolda ko'rsatildiki ((6.16)-tenglikka qarang),

M*([0, 1]V 0 -  o va /^([0, 1]) =  M(l) -  *(0) =  1.

Bu yerda Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida quriigan Lebeg-Stiltes 

o‘lchovi. Bu tenglikdan kelib chiqadiki, /ti^(K) =  1. Endi odchovning yarim 

additivlik xossasidan hamda (17.19) dan foydalansak, quyidagiga ega bo'lamiz:

n / n. \
Y !  -  &(ak ) ) = n* ( I J ( afc; bk) ) -  ii*(K ) ~  L
fe=i Vfc=i /

Demak, Kantorning zinapoya fnnksiyasi M absolyut uzluksiz funksiya ta'nfini 

qanoatlantirmaydi. M absolyut uzluksiz funksiya emas. A

M ustaqil ishlasli uchun savol va topshiriq lar

1. Agar f  funksiya [a, 6] kestnada Lipshits shartini qanoatlantirsa, u hol- 

da f  ning [a, 6] kesmada absolyut uzluksiz bo'lishini isbotlang.

2. [a, b] kesmada aniqlangan uzluksiz hosilaga ega bolgan f  funksiyaning

[a, b] kesmadagi absolyut uzluksiz bo ‘Ushini isbotlang.

3. Agar f  funksiya [a, 6] ia  absolyut uzluksiz funksiya bo‘lsa, uning tekis 

uziuksiz bo ‘iishini ishotlang.

4. [a, b] kesmada tekis uzluksiz. 'lekin absolyut uzluksiz bo‘Imagan funksiya- 

ga misol keitiring.
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18- §. Lebeg-Stiltes integrali

18.1. Lebeg-Stiltes o ‘lchovlari. Lebeg-Stiltes o'lchovlarini kiritishdan 

avval Lebeg o'lchovini aniqlash jarayonini eslaymiz. Sonlar o'qidagi [a, b] 

kesmaiar, (a, b) intervallar va [a, 6), (a, b] yarim intervallar sistemasidan 

tashkil topgan yarim halqani ©j bilan belgilaymiz; tekislikdagi tomonlari 

koordinata o*qlariga parallel to'g'ri to'ptburchaklar (6.1-bandga qarang) sis- 

temasidan tashkil bo'lgan yarim halqani ©2 orqali belgilaymiz; tekislikdagiga 

o'xshash uch o'lchamli fezodagi qirralari koordinata 0‘qiariga parailel to‘g‘ri 

parallelepipedlar sistemasidan tashkil boigan yarim halqani © 3  orqali bel- 

gilaymiz. Lebeg oichovini aniqlash (har uchohaia holda ham mos ravishda) 

©1 dagi uzunlik, © 2  dagi yuza, ©3 dagi hajm tushunchaiariga asoslanib ki- 

ritilgan oichovlami dastlab yarim halqani saqiovchi minimal halqaga davom 

ettirish va keyin yanada kengroq boigan Lebeg bo'yicha oichovli to'plamlar- 

ning o — algebrasiga voyish usuli bilan amalga oshirilgan edi. Bunda barcha 

ochiq va yopiq to'plamlar, ularning chekli va sanoqli birlashmalari va kesish- 

malari, bu birlashma va kesishmaiarga toidiruvchi to‘plamlar aibatta oichovli 

to'plamlar boiadi. Bunday usul bilan aniqlangan Lebeg oichovi sanoqli addi- 

tivlik va uzluksizlik xossalariga ega.

Yana sonlar o'qiga va ©t yarim halqaga qaytamiz. Sonlar o'qida beril- 

gan F(x) — x  funksiya yordamida ©j da aniqlangan uzunlik tushunchasini 

(oichovni) quyidagicha ifodalash mumkin:

rn((a, b)) = b — a = F(b) — F(a) = F(b — 0) — F(a),

m([a, b]) = b — a = F(b) — F(a) = F(b) — F(a — 0), 

rn((a, b]) = b — a = F(b) — F(a) = F(b) — F(a). 

m([a, b)) = b — a = F(b) — F(a) — F(b — 0) — F(a — 0).
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Bu usuldan 61 da o'ldiovlar aniqlash uchun foydalanishimiz muinkin. Bizga. 

sonlar o‘qida aniqlangan kamaymaydigan, o'ngdan uzluksis F  funksiya beril- 

gan bolsin. Har bir [a. />], (a, b), (a, 6], [o, b) ko‘rinishdagi oraliqlarga F  

funksiya yordamida mos ravishda

m((a, b)) — F(b -  0) -  F(a), m((a, b]) =  F(b) -  F(a), (18.1)

m([a, &]) =  F(b) -  F(a -  0), m([a, b)) -  F(b -  0) -  F(a — 0). (18.2)

manfiymas sonlarni mos qo'yamiz. Ishonch hosil qilish mumkinki, (18.1) -

(18.2) teugliklar bilan aniqlangan oraiiqlar (kesma, interval va yarim iuter- 

val) funksiyasi maxifiymas va additivdir. Yarim halqada kiritilgan bu odchovga 

6 — § da arnalga. oshirilgan inulohazalami qo'llab. qa.nda.ydir fiF(-) olchovni 

qurishimiz mumkin. Sonlar o'qidagi fiF odchovga nisbatan o'lchovh bodgan 

to'plainlarning ®(6 i, F) sislemasi sanoqli yigbndi va sanoqli keshishmaga 

nisbatan yopiq bo‘ladi, hf o'lchov esa o — additiv boladi. Urnuman olganda, 

Hf  o'lchovga. nisbatan o'lchovli to‘plamlar sinfi F  funksiyaning tanlanishiga 

bog'liq. Ammo R da o'ngdan uzluksiz kamaymaydigan F  funksiya qanday 

tanlanmasin ochiq va yopiq to‘plamlar, shuningdck, ularning barcha diekli va. 

sanoqli birlashma va kesishrnalari, ularga to'ldiruvchi to‘plamlar (ya'ni Borei 

to'plamlari) o‘lchovli to'plamlar bodadi.

Sonlar o'qida aniqlangan bunday fjtF o‘lchov F  funksiyaning tanlanishiga. 

bog'liq holda. ba’zi hususiyatlarga ega bo‘ladi.

Hozir fip o‘lchovning ba'zi bir siufiari bilan tanishamiz. Bizga Lebeg o‘Ichovi 

[j, va Lebeg-Stiltes o‘Jdiovi /jf beriigan bo'lsin.

18.1- t a ’rif. Agar Lebeg o'chovi nolga teng bo'lgan ixtiyoriy A to'plam 

uchun Pf (A) =  0 boisa. u holda /ip (Lebeg o'choviga riisbatan) absolyut 

uzluksiz o ‘lchov deyiladi.

18.2- t a ’rif. Agar fip o'lchov uchun chekU yoki sanoqli A to'plam mavjud 

bo'lib, A  bilan kesishmaydigan ixtiyoriy B  to‘plam uchun fip(B) =  0
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bo ‘Isa (bu holat chekii yoki sanoqli qiymat qabul qiiuvchi F  funksiyalar uchun 

o ‘rinli), u holda fip diskret o‘lchov deb ataladi.

18.3- t a ’rif. Agar f i p  o‘lchovda istalgan bir nuqtali to‘plam nol o‘lchovga 

ega bo‘lsa va Lebeg o‘lchovi nolga tcng bo'lgan biror A  to‘plam mavjud bo ‘lib, 

/j,p(R\A) = 0  bo‘lsa, u holda fjp singulyar o‘lchov deyiladi.

Endi biror [a, 6] (—00 < a < b < 00) kesmada ardqiangan kamay- 

maydigan, o‘ngdan uziuksis F  funksiyani oiamiz. [a, 6] kesmada saqlanuv- 

chi har bir [a, 6] kesmalar, (a, /?) intervallar va (a, /3\, [a, (3) yarim 

intervallar sistemasidan tashkil bo'lgan ©j varim haiqada F funksiya orqali 

(18.i)-(18.2) tenglikiar yordainida m  oiehovni aniqlaymiz. Keyin m oiehovrii 

©1 dan oichovni davom ettirishning Lebeg usulidan foydalanib, kengroq 

i8 (©i, F) a— aigebraga davom ettirainiz. Bu a — aigebra [a, b\ kesrria- 

da saqlanuvchi barciia ochiq va yopiq to'piamlarni, ularning barcha chekli 

va sanoqli birlashma va kesishmiarini. bu yig'indi va kesishmaiaming to'ldi- 

ruvchilarini (demak, [a, 6] kesmada saqlanuvchi Borel to'pkunlai-ini) o'zida 

saqlaydi.

18.4- t a ’rif. Sonlar o'qida yoki [a, b\ kesmada beriigan kamaymaydigan, 

o ‘ngdan uzluksiz F funksiya vositasida yuqorida aytilgan usvlda qurilgan fip 

o‘lchov Lebeg-Stiltes o'khovi deb ataladi.

Ko'reatish mumkinki, istalgan o‘lchov absolyut uzluksiz. diskret va singul- 

yar oichovlar yigindisi ko'rinishida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir.

18.2. Lebeg-Stiltes integrali. [a, 6] kesmada aniqlangan va kamay- 

maydigan, o‘ngdau uzluksiz F  funksiya yordamida hosil qilingan fiF Lebeg- 

Stiltes oichovi berilgan boSsin. Bu oichov bo'yicha [a, &] kesmada Lebeg 

ma'nosida integrallanuvchi funksiyalar sinfini qaraymiz va har bir fuuksiyaga

unmg
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Lebeg integralini mos qo'yamiz. jip o'lchov bo'yicha aniqlangan bu integral 

Lebeg-Stiltes integrdi deb ataladi va uning uchun

belgilashdan foydalanilacii.

Lebeg-Stiltes integralining ba'zi xususiy hollarini qaraymiz.

I. Bizga [a, b} kesmada aniqlangan, o'ngdan uzluksiz, kamaymay-digan

Agar Xi € [a, 6] nuqtalar F  ning uzilish nuqtalari va /i, sonlar F  funksiya- 

ning Xi nuqtadagi sakrashi bo'lsa, u holda

integral Y l f ( x i)^i yig'indiga teng bo'ladi.

II. Agar F  funksiya [o, b] kesmada aniqiangan kamaymaydigan absolyut 

uzluksiz bo‘lsa, u holda

Integralning a— additivlik xossasiga ko‘ra, (18.3) tenglikni pp o'lchov 

bo‘yicha integrallanuvchi sodda funksiyalar uchun ham umumlashtirish mum- 

kin. Bizga /  funksiyaga tekis yaqinlashuvchi, integrailanuvchi {/„} sod- 

da funksiyalar ketma-ketiigi berilgan bo'Isin. Umumiylikni chegaralamasdan 

{/„} ketma-ketlikni kamaymaydigan deb hisoblashimiz mumkin. U holda 

{ f n(x)F'{x)} - kamaymaydigan ketma-ketlik deyarii hamina yerda / (x)F'(x)

sakrashlar funksiyasi F berilgan bodsin. U holda jip diskret o‘lchov bo'ladi.

Lebeg-Stiltes integrali f (x)F'(x)  funksiyaning odatdagi

Lebeg integraliga teng bo'ladi, ya’ni

(18.3)
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funksiyaga yaqiniashadi. Demak, {/„ • F'} ketma-ketlik 13.2-teoreina (Levi 

teorernasi) shartlarini qanoatlanfciradi.

f  f„(x)dF(x) = f  f n{x)F{x)dx  (18.4)
Jn J  a

tenglikda n —> oo limitga o‘tib,

f  f{x)dF{x)  =  f  f{x)F'{x)dx  (18.5)
Ja Ja

fcenglikni bosii qilamiz.

Agar F  kamaymaydigan fnnksiva sakrashlar fnnksiyasi va absoiynt nzink- 

siz funksiyalar yig'indisidan iborat bo'Isa, u hoida ixtiyoriy /  integrallanuvchi 

(jip o'lchov bo'yicha) funksiya uchun nning Lebeg-Stiltes integrali qator (yo- 

ki chekh yig'indi) va odatdagi Lebeg integralini hisobiashga keltiriladi. Agar 

F  kamaymaydigan funksiya singulyar komponentani iiam saqlasa, yuqoridagi 

tasdiqni aytish mumkin emas.

Lebeg-Stiltes integrali fcushunchasini F  kamaymaydigan funksiya bo'lgan 

holdan <t> o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo'lgan holga urnumlashtirish 

mumkin. Aytayiik, [o, b\ kesmada o'zgarishi chegaralangan $  funksiya beril- 

gan bo'lib, v esa uning [o, a;] kesmadagi to‘la o'zgarishi bo'lsin. 15 — § da 

olingan natijalarga ko'ra, v{x ) , [o. b\ da kamaymaydigan, ohigdau uzluksiz 

fiinksiya bo'ladi. Bnndan fcashqari g = v — 4> tunksiya harn kamaymaydigan. 

o'ngdan uzluksiz funksiya bo'ladi. Ya'ni funksiya ikkita monoton kamay-

maydigan funksiyalar ayirmasi 4> -- v — g ko'rinishda tasvirlanadi.

Agar /  funksiya uchun

f  f (x )dv {x )  va f  f(x)dg(x)d:v  
Ja Jn

Lebeg-Stiltes infcegrallari m.avjnd bo'lsa, u holda /  funksiyaning 4' funksiya 

bo'yicha Lebeg-Stilfces iiilegvnli

I  f ( x )d ' l-(.r) -  /  f  (x)ilv(x) -  I  f(x )dg(x )dr  
Jn Jn Ja

I M
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tenglik yordamida. aniqlariadi.

Aytaylik. o'zgarishi chegaralangan funksiya yana boshqa usulda, W va 

h kamayinaydigtin funksiyalarning $  - W — h ayirmasi ko'rinishida tasvir-

f ( x ) d v ( x ) — j  f (x)dg(x)dx= j f ( x ) d W ( x ) — j  f(x)dh(x)dx

tenglik o'riuli. Mustaqil isbotiang.

Xulosa. /  fuuksiyaning $  o'zgarishi chegaralangan fiuiksiya bo'yicha 

Lebeg-Stiltes integralini hisoblash uchun $  funksiyaning ikki kamaymaydigan 

funksiyalar ayirrnasi ko'rinishidagi istalgan tasviridan foydalanish mumkin.

18.1-misoi. Quyidagi

Lebeg-Stiltes iutegralini hisoblang. Bu yerda A = [0, oo) yarim olq, F(x) = 

[x] funksiya esa x  ning butun qismiga teng.

Yechish. Madumki, F(x) = [x] funksiya yordaruida hosil qilirigan 

o'lchov diskret odchov bo'ladi. I ga ko‘ra,

tenglik o‘rinli. Agar F(n) — F(n  — 0) =  1 tenglikni e'tiborga olsak, so‘nggi

bo‘Igan clxeksiz kamayuvchi geometrik progressiyauing yig'indisini ifodalaydi. 

Dernak.

lansin. Agar J* f (x )d$(x)  Lebeg-Stiltes integrali mavjud bo‘Isa, u holda

qator yig‘indisini hisoblash mumkin. Bu qator &i =  1 va niaxraji q = -

CC

rc=0
18.2-misol. Quyidagi Lebeg-Stiltes integralim hisoblaug.

•3

Bu yerda A = [0, 3] kesma, F(x) = x2 + 3.
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Yechish. Ma'lumki. F(x) = x 2 + 3 funksiya yordarnida hosii qiiingan \ip 

o‘lchov absolyut uzluksiz odchov bo'ladi. II ga ko'ra

: +  1) • 2a: dxf  (x +  l)dF(x) = f  (x +  1) • 2x
Jo J o

tenglik o'rinli. So'nggi integral jadval integrali bo'iib uning qiymati 20 ga 

teng. Demak,

f  (x +  l)dF(x) = 20.
J o

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. Lebeg-Stiltes c/lckovi qanday bo ‘Iganda j*  j (x)dF(x)  Lebeg-Stiltes integ- 

ralini hisoblash masalasi. ma’lum qator yig'indisini hisobiashga keltirila-

2. F  ftmksiya qanday shartni qanoatlantirganda f(x)d,F(x) Lebeg- 

Stiltes integralini hisoblash masalasi, odatdagi Lebeg integralini hisoblash- 

ga keltiriladi.

3. jg A(x)dF(x) Lebeg-Stiltes integrulini hisoblang. Bu yerda F(x) — 2x+

1.

4. &(x)dF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda F(x) = 

[3a:] +  2x.
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VI bob. Metrik fazolar

Bu bob metrik fazolar va undagi asosiy tushunchaiarni bayon qiiishga bag'ish- 

langan bo'lib, 4 (19-22) paragrafdan iborat.

19- paragrafda mefcrik fazo ta'riflanib, ularga ko'plab misoliar keitirilgan. K" 

to'plamda har xil metrikalar kiritiigan. Metrikaning uchburchak tengsiziigini 

isbotlashda Koshi-Bunyakovskiy, Minkovskiy va Gyolder tengsiziiklaridan foy- 

dalanilgan. 0 ‘z navbatida bu tengsizliklar ham o‘z isbotlarini topgan. Koshi- 

Bunyakovskiy. Minkovskiy va Gyolder tengsiziikiarining integrai formasi ham 

keltirilgan. Bundan tashqari gomeomorf va izomorf metrik fazoiar ta'rifianib, 

ularga misollar keltiriigan.

20- paragraf esa metrik fazolarda yaqinlashish va undagi ochiq va yopiq 

fco'piamlarning xossalarigabag‘ishlangan. Ochiq vayopiq to‘plam]ami ta'riflash 

uchun biz yordamchi tushunchaiar - urinish nuqtasi, limitik nuqta, yakkalan- 

gan nuqta va ichki nuqta ta'riflarini berganmiz. Keyin yopiq va ochiq to'plam- 

larning xossalari isbotlangan. Jumladan metrik fazoda to'plam ochiq (yopiq) 

bo'lishining yetarii va zarur shartlari keltirilgan. Yaqinlashuvchi ketma-ketiik 

ta'rifianib, unga misollar keltirilgan. Metrik fazoning harnma yerida zich va 

hech yerda zichmas to'plamlar ta'riflanib, ularga misollar qaralgan. R". K”. 

C[a, b}, Cp[a, b], l 2 fazolarning separabel metrik fazolar bo'lishi ko'rsatilgan. 

Separabel bo‘lmagan metrik fazoga misol keltirilgan. Sonlar o'qidagi ochiq 

to'plamlaming strukturasi berilgan.

21- paragraf to‘la metrik fazolarga bag‘ishlangau. Yaqinlashuvchi va funda- 

mental ketma-ketiikiar orasidagi bog'ianish ochib ijerilgan. K” , K”, R"„ 1%, 

C[a, b], metrik fazolaming to‘laligi isbotlangan. C2\a, b] ning to‘la bo'lmagan 

metrik fazo ekanligi isbotlangan. Metrik fazoning to'la bo'lishini ta'minlovchi 

ichma-ich joylashgan yopiq shariar haqidagi teorema hamda Ber teoremasi is- 

botlangan. Har qanday metrik fazoni to'ldirish mumkinligi haqidagi teorema
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isboti biian berilgan. Metrik fazolarda kompakt va nisbiy kompakt to'plam 

tushunchalari berilgan. Asosiy funksional fazolar <7[a, b] va £p da kompakt 

(nisbiy icompakt) lik kriteriylari kelfcirilib, isbofclangan. Kompakt (nisbiy kom- 

pakt,) va kompakt. bo'lmagan (nisbiy kompakt bo'imagan) to'plamlarga mis- 

ollar keltirilgan.

22-paragraf qisuvchi aksiantirishlar prinsipi va iming tadbiqlariga bag‘ish- 

langan. To'la metrik fazolarda har qanday qisuvchi akslantirishning yagona 

qo‘zg‘almas nuqtasi mavjudligi isbotlangan. Qisuvchi aksiantirisiilar prinsi- 

pining R” metrik fazodagi algebraik tenglamalar sisternasiga tadbig'i bayon 

qilingan. Bundan tashqari chiziqli vachiziqli boimagan integral tenglamaiarni 

yechishda qisuvchi akslantirishlar prinsipidan qanday foydalanish mumkinligi 

bayon qilingan.

19- §. M etrik  fazolar va u larga  misollar

Analizdagi eng muhim amallardan biri bu limitga o'tish amalidir. Bu amal- 

ning asosida sonlar o‘qida ikki nuqta orasidagi nrasofa tushunchasi yotadi. 

Analizda kiritilgan ko'pgina fundamental tushunchalar sonlar o‘qining algeb- 

raik xususiyatlariga bogdiq emas. Haqiqiy sonlar haqidagi tasavvurimizni to‘p- 

lam rna'nosida umumlashtirib, metrik fazo tushunchasiga kelamiz. Metrik fazo 

tushunchasi hozirgi zamon mafcematikasida muhim o'rinni egallaydi.

19.1-ta’rif. Bo'shmas X  to‘plamning ixtiyony x  va y elementtar juftiya 

aniq bir p(x.y) son mos qo‘yilgan bo'lib, bu rnoslik

1) P(x, y) > 0, Va:, y  e  X, p(x, y) — 0 <=> x  =  y,

2) p(x, y) — p(y, x) (simmetriklik aksiomasi),

3) p(x, z )  < p(x. y) +  p(y, z) (uchburchak aksiomasi)

shaitlarni qanoatlantirsa, p ya X  dagi masofa yoki metrika deb ataladi. 

(X,p) juftlik metrik fazo deyiladi.
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Odatda metrik fazo, ya'ni (X,p)  juftlik bitta X  harfi bilan belgilanadi. 

Agar X  to ‘plamda pi, p2, ■ ■ ■, pn metrikalar aniqlangan bo'lsa, u holda ( X ,p i ) , 

(X, p2) , . . . ,  (X , pn) metrik fazolar mos ravishda X\, X 2, . . . ,  X n harflari bi- 

lan belgilanadi.

19.2-ta’rif. Ayar shunday C'x > 0 va C2 > 0 sonlar rnavjud bo‘hb barcha 

x, y & X  lar uchun

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, pi va p^ lar ekvivalent metrikalar deyiladi.

Endi inetrik fazoga bir nechta misollar keltiramiz.

19.1-inisol. X  qandaydir bo'shmas to'plam bo'lsin va har bir x, y ele- 

mentlar juftiga

qonuniyat, bo'yicha son inos qo'yiisin. Ravshanki, p akslantirish metrika ak- 

siomaiarini qanoatlantiradi. Bu metrika, diskret metrika deyiladi. Hosil bo'lgan 

metrik fazo yakkalangan nuqtalar fazosi deyiladi.

19.2. R— haqiqiy sonlar to'plami p(x, y) = \x -  y\ masofa bo'yicha metrik

19.3. Ixtiyoriy n ta arj, x2, . . . ,  x n haqiqiy sonlarning tartiblangan x  =  

(xi, x2, . . . , x n) guruhiaridan tashkil topgan to'piamda har bir x  va y lar 

jufti (x,y)  ga

manfiymas sonni mos qo'yuvchi p akslantirish masofa shartlarini qanoatlanti- 

radi. Hosil bo'lgan rnetrik fazo n — o ‘lchamli arifmetik Evklid fazo deyiladi. 

Endi (19.1) formula bilan aniqlangan p moslik metrika aksiomalarini qanoat- 

lantirishini ko'rsatamiz:

Cipi(x, y) < p2(x, y) < C2pi(x, y)

I 0, agar r  =  y .
p(x, y) = <

I 1, agar x ^ y

fazo taslikil qiladi va bu metrik fazo ham R harfi bilan belgilanadi.

(19.1)
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1) Barcha x ,y  € Kn lar uchun p{x, y) ning manfiymasligi (19.1) tengiikdan 

hamda haqiqiy sonning kvadrati manfiymasligidan kelib chiqadi.

p{x,y) E  (Xk -  y * f  = 0
k = l

E  ( x k  -  V k f  =  0
k =  1

tenglikdan barcha k =  1 , 2 .n  larda x* =  ya'ni x  = y kelib diiqadi.

Agar x = y  bo'lsa, u hoida (19.1) dan p(x,y )  =  0 ekanligi kelib chiqadi. 

Demak, 1-aksioma bajariladi.

2) (a — b)2 - (b — a)2 ayniyatdan

p(x ,y) =  A \ y ] ( x k - y k f  =
n

N I > -  Xkf  =  (j (y>x )
k =  1

ni olamiz. Bn esa. 2-aksiomaning bajariiishini biidiradi. Endi 3-aksiomaning ba-

jarilishini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy uchta x  — (xi, x 2, ■. ■, xn) , y = (y i , . . . ,  yn) , 

z =  (z\, z2, . . .  , zn) nuqtalar uchun uchburchak aksiomasi

\ X> Zkf <
k = l

E ( * * -
k = 1

V k f  + \ E  (y* -  Zkf  (19-2)
k=  1

kohinishda bo'ladi. Agar =  x^ — y^, 6* = Vk — zk belgilashlarni kiritsak, 

x k — zk — a,k+bk bo'ladi va (19.2) tengsizlik

i E  (afc 1 ^fc)2 —' “*/ -  \ X > k  +
N fc=i \ fc=l \ fe=i

(19.3)

ko'rinishni oladi. Ushbu 
\ 2

(Eafc •bk) = Eafc • Ebk - \ Y2 Y2 (̂ - -â*)2
V fc= l /  fc= l fc= i

ayniyatni e*tiborga olsak,

2 =  1 J =  1

n

E itk ■,yfc \ t - i x
t = i \ k = i  \

(19.4)
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tcngsizlikka ega bo'lamiz. (19.4) Koshi -  Bunyakovskiy tengsizligi debataladi.

U liolda biz

(«*:+bkf = ai + 2 y : « a
»:=i fc-i *r=i

< ± 4  + 2. ± < - s ± < i + ± n = L
fc=1 \ fc-1 \ fc-i fc=i \  \

munosabatga ega bo'lamiz. Bu munosabatdan (19.2

t=i

/t=i

diiqadi. Demak, uchbuxchak aksiomasi o'riuli ekaxi. Hosil bolgan metrik fazo 

R” simvol bilan belgilanadi.

19.4. Yana n — ta haqiqiy sonlarning tartiblangan (aq, x ^ , . . . , x n) = x

guruhlaridan tashkii topgan to;plamni qaraymiz va unda masofani
n

p\ (x,y) =  X II1* ~  (19-5)
/t=i

fonnula vositasida aniqiaymiz. Hosil bo‘lgau inetrik fazo R{ simvol bilan bel- 

giianadi. Bu rnosiik metrikaning 1-3-aksiomaiarini qanoatiantirishini o‘quvchi 

nrustaqil tekshirib ko'rishi rnumkin.

19.5. Yuqoridagi 19.3 va 19.4-misollarda keltirilgan to'plamda elementlar 

orasidagi masofani

Pco(x, V) =  max \xk -  yk\ (19.6)l<«<n
formula biian amqlaymiz. Metrika aksiomalarining bajarilishi oson tekshirila- 

di. Hosil bo'lgan metrik fazo E ” , sirnvol bilan belgiianadi.

19.6. [a, b\ kesmada aniqlaugan va uzluksiz funksiyalardan tashkil topgan 

to'planmi C[a, b\ bilan bolgilaymiz. Bu to'plamda

p (x, y) = max | x(t) -  y(t) \ (19.7)
a<t< o

akslantirish metrika aksiomalarini qanoatlautiradi. Masofaning 1-3 aksiomalari

bevosita tekshiriladi (o‘quvchiga mustaqil tekshirish ucimn tavsiya etiladi). Bu

171

www.ziyouz.com kutubxonasi



metrik fesio analizda muhim ahamiyatga ega bo'lib, u ham to'plam kabi (7[a, 5] 

bilan belgilanadi.

19.7. Haqiqiv sonlardan tuziigan va.

k= 1

shartni qanoatlautiruvclii baroha a: =  (*i, a?2, • • • ,a:n, .. .) kelana-ketliklardan 

tashkil topgan to‘piamni (2 bilan belgilaymiz. Bu to‘piamda masofa

P (-*•-, y) = , Y  (~'fc ~  Vk)2 
\  k = 1

(19.8)

formula biian aniqla.na.di. Har bir x, y € t-i elementlar uchun
OO OO

J 2 y k < o °
k—l k—!

siiartlar bajarilgani uchun va (%k ±  ijk)2 <  2 (x\ + y |) tengsizlikdau

OC

E  (:Cfc _ yfc)2
*:=i

qatoming yaqinlashuvdhiligi kelib chiqadi. Endi (19.8) formula biian auiqlan- 

gan p rnoslikuing metrika aksiomalarini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Rav-

shanki, 1 va, 2-a.ksiomala,r baja.rila.di. Uchburchak aksiomasi esa

\
E  _  Zk>2 -
k-rl

y , (xk —Vk)2+/__
k^i

Y ^ i V k - Z k ?  (19.9)
\ \

ko'rinishga ega. Yuqorida zikr etilganlarga ko‘ra (19.9) tengsiziikdagi qator- 

larning hammasi yaqinlashadi. Ikkinchi tomondan esa 19.3-misolda, isbotlan- 

ganiga ko'ra liar bir n  da

\ E  (Xfc _ ^ 2 -
*=i NE  (Xk ~ yfc)2 ■■

it=i

n
2
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tongsizlik o'rinli. Oxirgi tcngsizlikda n —> oo da limitga o'tsak, (19.9) tengsiz- 

likning to‘g‘riligi isbotlanadi, ya!ni uchburchak aksiornasi o'rinli.

19.8. [a, b] kesmada aniqlangan va uzluksiz barcha haqiqiy qiymatli funk- 

siyalar to'plamida

P2 (x, y) =  y j  (x  (t) -  y (t))2 dt

formulayordamida masofa aniqlash mumkin. Hosil boigan metrik fazo C^a. 6] 

simvolbilan belgilanadi va uzluksiz funksiyaiarning o'rtacha kvadratik metrika- 

li fazosi deb ataladi. Ravshanki, p2 moslik metrikaning 1 va 2-aksiomaIarini 

qanoatlantiradi. Uchburchak aksiomasiuing bajarilishi Koshi -  Bunyakovskiy- 

ning ushbu

{  l  x ( i ) - y ( t ) d t \  < f  x 2 ( t ) d t ■ { y2 (t)dt  (19.10)
\Ja /  Ja Ja

integral tengsiziigidan foydalanib isbotlanadi. Koshi -  Bunyakovskiy tengsizli-

gi esa osongiria. tekshirish mumkin bo‘lgan

b \  z 6 b b  b

j  x ( t ) y ( t ) d t j  =  j  x 2 (t) dt I  y2 (t) d t - ^  { j  [x(s)y(i)-y(s)x(t)]2dsdt
i /  a a a a

ayniyatdan kelib chiqadi.

19.9. Yana [«., 6] kesmada aniqlangan uzluksiz haqiqiy qiymatli ftinksiyalar 

to‘plamini qaraymiz. Bu to‘plamda ushbu

f b \ x ( t ) - y ( t ) \  dt (19.11)
Ja

formula bilan aniqlangan akslantirish metrika shartlarini anoatlantiradi. Hosil 

bo'lgan metrik fazo Cj[a, 6] simvol bilan belgilanadi. pi akslantirisn metrika- 

ning 1-3 aksiomalarini qanoatlantirishini tekshirish o'quvchiga mustaqil mashq 

sifatida tavsiya qilinadi.

Pi (x, y)
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19.10. Barclia chegaralangan x = (Xi, x-i, . . . ,  xn, . . .) haqiqiy sonlar ketrna- 

ketliklaridan taslikil topgan to'plamni qarayiniz. Bu to'plamdagi har bir x  va 

V =  (yi, V2, ■ ■■, Vn, ■ ■ •) elemendar juftiga

p { ? , y ) =  sup \xk - y k\ (19.12)
\< k< oc

sonni mos qo‘yuvclu p akslantirish rnasofa aniqlaydi. Hosil bo‘lgan metrik fazo 

m  harfi bilan belgilanadi. 0 ‘quvchi uchun 1-3 aksiomalaming bajarilishini 

tekshirish qivin emas.

19.11. n—ta baqiqiy sonlarning tartiblangan guruhlaridan iborat E ” to‘p- 

iamda har bir p > 1 son uchun

pP {■>', v) =  I'*-_  y t f (19.13)

formula bilan aniqiangan pp moslik rnasofa. aniqlaydi va hosil bo'lgan metrik 

fazo K” simvol bilan belgilanadi. Bu misolda ham 1— va 2— aksiomalar- 

ning bajarilishini tekshirish qiyin emas. Shuning uchim 3— aksiomaning ba- 

jarilishini tekshirish yetarli. Qaralayotgan to'plamdan ixtiyoriy uchta x  =  

(:ri, x 2, . . . , x n) ,  y =  (t/1, y2, . . . ,yn), z = (zu z2, . . . ,  zn) nuqtalarni oiib 

fifc = x k — yk, bk = yk — zk belgilashlarni kiritsak, x k — zk = ak +  bk boiadi 

va natijada pp (x , z) < pp (x, y) f  pp (y . z) uchburchak tengsizligi

(Ek+wJ <(Eia*ipJ + (X>*ipJ (1914)
ko‘rinishni oladi. Hosil boigan (19.1.4) tengsizlik Minkovskiy tenysizligi deb 

acaladi. Agar p = 1 bo'lsa, Minkovsldy tengsizligining bajarilishi koiinib 

turibdi (chunki, yig'indining moduli modullar yigindisidan oshmaydi), shu- 

ning uchun p > 1 deb hisoblaymiz, Minkovskiy tengsizligining isboti Gyolder 

tengsizligi deb nomlanuvchi

Eia*-6*î  ■ Ei6*i" (19.15)
fc=i vfc=l vfc=l
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-  +  -  =  1 (19.16)
v q

shart bilan bog'langan. (19.16) dan quyidagi fcengliklar kelib chiqadi

leu g siz lik k a  a so s lan g an . B u  y e rd a  p >  1 v a  q >  1 so n la r

Ta'kidlashlozimki, (19.15) tengsizlik a =  (cq, o ,̂ . . . , an) va b =  (6j, 62, . . . ,  bn) 

nuqtalar uchun bajarilsa, 11 ixtiyoriy A va p sonlarda Aa. =  (A«i, Aa2, . . . ,  Aan) 

va fib — (pbi, pbz,. . . ,  pbn) nuqfcalar uchun ham bajariladi va aksincha. Ya'ni 

(19.15) bir jinsli tengsizlikdir. Shunday ekan, (1.9.15) tenksizlikni
n n

X )  I =  5ZI = 1 (1917)1 it^i
shartni qanoatlantiruvchi a va b € R“ nuqfcalar uchun isbotlash yetaxli. U 

holda (19.15) tengsizlik (19.17) sharfc bajarilganda

(19.18)
fĉ i

koh'inishni oladi. (18.17) shartda (19.18) tengsizlikni isbotlash uchun (£,»7) 
tekisiikda Tj = £*~l (£ > 0) yoki £ =  rf~l (rj > 0) tenglamalar bilan aniqlan- 

garr egri diiziqH (19.1-chizxna) trapetsiya yuzini hisoblaymiz. Cliizmadan ko- 

rinib turibdiki, musbat. a va b sonlarni qanday tanlamaylik, ab <  Sj +  .$2

19.1-chizma
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Sbunday qilib, quyidagi sonli tengsizlik.o‘rinli:

ab < a?
V q

Agar a ni o* ga, b ni l>t ga ahnashtirib va k ni 1 dan n gacha o'zgartirib 

yig'indi tuzsak. (19.16) va (19.17) shartlar bajarilganda (19.18) teugsizlik hosil

boiadi. Shunday qilib, (19.18) tengsizlik isbotlandi. Shunday ekan, ummniy 

(19.15) tengsizlik liain isbotlandi.

Agar p — 2 boisa, (19.15) Gyolder tengsizligidan (19.4) Koshi -  Bun-

yakovskiy tengsizligi kelib dnqadi.

Endi Minkovskiy tengsizligining isbotiga o'tamiz. Buning uchun

(H+m p = (i«i+i&ir1 ki+(i«i+i&ir1 i&i
ayniyatdan foydalanamiz. Bu ayniyatda. |a| ni |a*| ga., |6| ni \bk\ ga al- 

mashtirib va k ai 1 dan n  gacha o‘zgartirib yig‘indi tuzsak. quyidagi ayni-

yatga ega bo‘lamiz:
n n nE (i a*i+1 = E (i «*i+1 &*ir1 ki+Eôi+i ̂ tir11 h \.

k ~ \  k — 1 k ~ l

Tenglikniug o‘ng tomonidagi har ikkala yig'lndiga ham Gvolder tengsizligiui

qoilasak va (v — 1) q — p ekanligini e'tiborga olsak, quyidagi tengsizlikka ega, 

boiamiz:

E ( K i + iw <  E ( i° * i1
k—i Vfc=l

E i a*i;
fc=i i - l

Bu tengsizlikning har ikkala tomonirii

n

E ( i ^ i  +  i^ i )p
*=i

ga. boiib, isbotlanishi kerak boigan (19.14) Minkovskiy tengsiziigiga ega bo‘- 

lamiz. Shunday qilib, uchburchak aksiomasi o'rinli ekan.
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Agar bu misolda p = 2 desak, pp metrika 19.3-misoldagi metrikaga va 

agar p — 1 desak, 19.4-misoldagi metrikaga aylanadi. Ko‘rsatish mumkinki, 

19.5rmisokla kiritilgan

Poo{x,y)= max \xk - y k\
1 <k<n

metrika pp inetrikauing p -* oo dagi limitik holati boladi, ya'ni
, ■> 1/ n \ p

Poo (x> v) =  lim ( 5 3  | x k -  ykf  | . (19.19)

19.12. Hadlari

53  \ < oo, p > 1
fc=1

shartni qanoatlantiruvchi barcha x  =  (»i, x 2, . . . ,  x„ , . . .) haqiqiy sonlar ketma- 

ketliklaridan iborat va ikki nuqtasi orasidagi masofa

(
OO

53 I x k - y kf

k=  1

(19.20)

formula bilan aniqlangan to'plamni qaraymiz. Bu to'plamni lp deb belgi- 

laymiz. Ixtiyoriy x . y  6 £p lar uchun har bir n  da

( n \  p / n \  p (  n \ pX>-»r) s(Eirf) +(Eirf)
Minkovskiy tengsizligi o'rinli bodgani va,

(19.21)

531 < °°> 531y^p <00
k- 1 fc=l

shar tr bajariigani uchun (19.21.) da n —► 00 da limitga o'tsak,

/  OO

( X > -
\ f c = l

<
/  30 \  p

( 5 3 i x* n  +
Vfc=i /

/ 0 0  \

(Eirfl
\  fc=l /

1
P

ga ega bo'lainiz. Bundan ixtivoriy x, y € tp lar uchun (19.20) qatorning 

yaqinlashishiga ega bo'lamiz. (19.20) tenglik bilan aniqlangau p akslantirish
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metrikaning 1 va 2-aksiomalarini qanoatlantirishi ko'rinib turibdi. Uchburchak 

aksiomasi (19.14) Minkovskiy tengsizligidan foydalanib isbotlanadi.

Endi biz p > 1 shartda Minkovskiv va Gyolder fcengsizliklari ning infcegral 

formasini beranm.
/  & ^  p  /  b  \  p /  6

( / Ix ( t ) + y ( t ) f d t j  < / /  \ y ( t ) f d t j  . (19.22)

Bu Minkovskiy tengsizUgi <ieb ataladi. Minkovskiy teugsizligi. ya'ni (19.22) 

tengsizlik [a, b] kcsinada p (p > 1) — ehi darajasi bilan Lebeg ma'nosida in- 

tegrallanuvchi ixtiyoriy x  va y  funksiyalar uchun o'rinii.

/ /  I* (t) y (01 dt < ( / ‘ |ar (t)!1’ d tj  '  ( / ‘ | y d t j  * (19.23)

tengsizlik Gyolder ienysizligi deb ataiadi. Bu yerda p > 1 va q > 1 bo'lib, 

ular (19.16) tenglikni qanoatlantiradi. Gyolder tengsizligi [a, b] kesmada 

p (p > 1) — chi darajasi bilan Lebeg ma'nosida integrallanuvchi x  va q (q > 1) 

chidarajasi bilan integrallanuvchi ixtiyoriy y funksiyalar uchun o'rinli. (19.10) 

tengsizlik Koshi Bunyakovskiv tengsizligining integral formasidir.

Endi V bobda xossalari o'rganilgan o'zgarishi diegaralangan va absolyut 

uziuksiz funksiyalar to'plamini qaraymiz.

19.13. Berilgan [a, b] kesmada aniqlangan va o'zgarishi chegaralangan 

hinksiyalar to'plamida-ikki nuqta orasidagi masofani

P (x, y) =  | x (a) -  y (a) \ +  V* [r -  y] (19.24)

formula bilan aniqlaymiz. Buyerda k(f[/]— o'zgarishi chegaralangan /  funksi- 

yaning [a, 6] kesmadagi to‘la o'zgarishi (variatsiyasi). (19.24) tenglik bilan 

aniqlangan p akslantirishning metrika aksiomalarini qanoatiantirishi fuuksiya 

to‘la o'zgarishining xossalaridan kelib chiqadi.

Masaian, uchburchak tengsizligi p (x, z) < p (x, y) +  p (y, z) da x (t) — 

y(t )  — y) (t) va y(t )  — z  (t) =  V> (t) belgilashlar olsak, u quyidagi ko'rinishni

178
www.ziyouz.com kutubxonasi



oladi

| <p (a) +  i> (a) | +  V'l’ [p +  i>\ < | p  (a) | +  \'<p (a) | +  Vf [ip\ +  V* [■/’] .

Bu esa |a +  b\ < |a| +  |b| tengsizlikdaa va o:Kgarishi chegaralaugan funksiya-

laniing

Kb[̂  + ̂ \<VaM + vM
xossasidan kelib chiqadi. Hosil qilingan rnetrik fazo o‘zgarishi chegaralangan 

funksiyalar fazosi deyiladi va V [«. b] orqali belgilanadi.

19.1,4. Berilgan [a, 6] kesmada aniqlangan va absolyut uzluksiz fiuiksiyalar 

to'piamini qaraymiz. Bu to'plamda ham ikki x  va y nuqtalar orasidagi masofa 

p (x, y ) , (19.24) tenglik bilan aniqlanadi. Hosil qilingan metrik fazo absolyut 

uzluksiz funksiyalar fazosi deb ataladi va. AC[a, b] orqali belgihmadi.

19.1-eslatina. (X , p) metrik fazo va M  uning ixtiyoriv qism to‘pla,mi 

bo'lsiu. IJ holda +  da. aniqlangan p inasofa, uning qismi bodgan M daham 

masofa aniqlaydi. Shuning uchun (M, p) inetrik fa.zo bo'ladi. (M, p) metrik 

fazo (A', p) inetrik fazoning qism fazosi deb ataladi.

19.1. M etrik  fazolarni nzluksiz aksiantirishlar

X  = (X , p) va Y  = (Y, d) -  metrik fazoiar, /  esa X  ni Y  ga akslantirish 

bo‘lsin. Shunday qilib, har bir x 6. X  elementga yagona y =  f  (x) € Y  

eieineut mos qo'yilgan bodsin.

19.3-ta’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday S > 0 rnavjud bo‘lib, 

p (x, Xo) < S shartni qanoatianUruvcM barcha x  e  X  nuqtalar uchun

d ( f ( x ) , f ( x o)) <  £

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda f  ahlantirish Xo € X nuqtada uzluksiz deyi- 

ladi. Agar f  akslantirish X  ning hamma nuqtalarida uzluksiz bo‘lsa, u holda 

f  ni X  da uzluksiz dcb ataymiz.
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Agar X va Y lar sonii to'plamiar ho‘lsa, ya'ni x — son, / — sonli funksiya 

bo‘Isa, u liolda akslantirishning uzluksizlik ta'rifi matematik analizdan ina'luin 

bolgan funksiyaning uzluksizligi ta'rifiga aylanadi.

Ta'kidiasb. lozimki, agar X  metrik fazodagi p masofani X  x X  metrik 

fazoni R+ =  [0, oo) rnetrik fazoga akslantirish deb qarasak, p— uzluksiz ak- 

siantirish bo'ladi. Bu yerda X  x X  = {(ar, y) : x, y e  X  } to'plamda (xi, X2) 

va (2/1, 2/2) juftiiklar orasidagi rnasofa

d ( ( x i , x 2) , (2/1,2/2)) = p ( x i , y i )  +  p ( x 2, m )

formula yordamida aniqlanadi. Endi p akslantirishning uzluksizligini ko:rsa- 

tarniz. Ixtiyoriy (:t'o,yo) € X  X X  nuqtani olamiz va mahkamlaymiz. Keyin 

ixtiyoriy (x, y) € X  X X  rmqta olib, metrikaning ucliburchak aksiomasidan

foydalanamiz:

P  (x, y ) <  P (x, :t’o) +  P  (Xo,  y) < P  (x, Xo) +  p ( x o, Vo) +  P ( l ‘o, %j) ,
\

P(*o, yo) < p ( x o , x )  + p(x,y)  + p(y, ?/0) .

Bu ikki tengsizlikdan

Ip  ( x ,  y )  -  p  (a-o, y o ) I < p  ( x ,  x 0) + p  ( y 0 , y )

ga kelarniz. Agar

d ((x, y) , (2:0, yo)) = p (x, x0) +  p (y , y0) < e

desak, u holda \p (x, y) — p (x0, y o )  \ < £ bo'ladi, ya'ni p uziuksiz akslantirish 

ekan.

Agar /  : X  —*■ Y akslantirish X  va Y metrik fazolar o'rtasida o‘zaro 

bir qiymatli rnosiik o‘matsa, u holda Y ni X  ga akslantiruvchi x  = / -1 (y) 

teskari akslantirish. mayjud boladi. Agar /  o‘zaro bir qiymatli moslik bo‘lib, 

/  va / -1 akslantirishlar uzluksiz bo‘lsa, u holda /  gomeomorf akslantirish
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yoki gomeomorfizm deb ataladi, X va. Y fazolar esa gomeomorf fazolar deb

ataladi. Gomeomorf metrik fazolarga R va (—1, 1) intervallarni inisoi sifatida
2

qarash inumkin. Bu holda gomeomorfizinni y = —aretgx fomiula yordamida
7T

o‘ niat ish mumk i n.

Agar X  = (X, p) va Y  = (Y, d) metrik fazolar o'rtasida o‘zaro bir 

qiymatli inoslik o'matuvchi /  akslantiris!). ixtiyoriy x i , x 2 € X  lar uchun 

P (*i , x 2) = d ( f  (x{) , /  (x2)) shartni qanoatlantirsa, /  akslantirish izometriya 

deyiladi, X  va Y  fazolar esa izometrik fazolar deb ataladi.

X  va Y metrik fazolarning izometrikligi, ular elementlari orasidagi metrik 

bogdanishlar bir xil bo'lib, faqatgina, ular elcmentlarining tabiatiga ko'ra bir - 

biridan farq qilinishiui bildiradi. Ular orasidagi bu. farq metrik fazolar nuqtai 

nazaridan muhim emas. Bundan keyin o‘zaro izometrik fazolami aynan bitta 

fazo deb qaraymiz.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. Gyolder va Minkovskiy tengsizliklanni integral forrnada yozing.

2. (19.5) tenglik bilan aniqlangan p\ : R "xR " R+ akslantirish metrika- 

ning 1-3 shartlarini qanoatlantirishini ko ‘rsating.

3. (19.7) tenglik bilan aniqlangan p:C[a,  b] x C[a, 6] —► R+ akslantirish 

rnetrikaning 1-3 shartlarini qanoatlantirishini isbotlang.

4. (19.11) tenglik bilan aniqlangan pi : C[a, 6] x C[a, 6] —> R+ akslantirish 

meirikaning 1-3 shartlarini qanoatlantirishini isbotlang.

5. (19.12) tenglik bilan aniqlangan p: m  x  m  —► R+ akslantirsh metrika- 

ning 1 —3 shartlarini qanoatlantirishini isbotlang.

6. (19.19) iengUkni isbotlang.
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7. (19.24) tenglik bilan aniqlangan p : V[a, 6]x  V[a, 6] —» R+ akshntirish 

metrikaning 1 — 3 sharUarini qanoatiantirishini isbotiang.

8. Quyidagi tasdiqlami isbotlang:

1) Agar 1 < p < q bo'lsa, £p to'plam dq to ‘plarnning qismi bo'ladi.

2) Absolyut -uzluksiz funksiyalar fazosi AC[a, b] o'zgarishi diegaralan- 

gan funksiyalar fazosi V[a, b] nmg qism fazost boladi.

9. Rn fazoda kiritilgan ixtiyoriy p\ va /oj metrikalami ekvivalent ekanligini 

isbotlang. Xususan (19.1) va (19.13) tengliklar bilan aniqlangan p va 

Pp’ V >  1 metrikalami ekvivalent ekanligini isbotiang.

20- §. M etrik  fazolarda yaqinlashish

Biz bu pa.ragra.fda rneirik fassoning asosiy tushundialarini keltirib, ochiq va 

yopiq to‘plamlarning xossalarini o‘rganamiz.

20.1- t a ’rif. X  metrik fazoda xo € X  nuqta va r > 0 son berilgan bo'lsin. 

p(x,x\f) < r shartni qanoatlantiruvchi barcha x  e  X  elementlar to ‘plami 

markazi Xq n/uqtada, radiusi r bo'lgan ochiq shar deyiladi va u B  (xq, r) 

orqali. belgilanadi. Berilgan xq e  X  va r > 0 da p ( x , x o) <  r shartni qanoat- 

lantiruvchi bareha x  £ X  elementtar to'piarni B[x<\, r\ orqali belgilanadi va 

u markazi x$ nuqtada, radiusi r bo'lgan yopiq shar deyiladi.

Metrik fazolar nazaxiyasida markazi Xq nuqtada va radiusi e > 0 bo‘lgan 

B(xo,e.) ochiq shar nuqtaning e— utrofi dcyiladi va u Oe (xo) ko‘rinishda 

belgiianadi.

20.1- misol. Shunday metrik fazoga va undagi ikkita B  (xp r f ) , B  (x%, rf) 

sharkurga misol keltiringki, r\ < r2 va B( x \ , r \ )  D B ( x 2, r2) bo‘lsiu.

Yechish. Faraz qilaylik, X =  R+ va p (x, y) =  |x — y\ bodsin. Agar 

13(1,5) =  {.r e  [0, oo) : \x — 1| < 5} deb markazi 1 nuqtada va radiusi 5 

ga. teng sharni, hamda 13(3,4) =  {x £ [0, oo) : |or — 3| < 4} deb markazi 3
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nuqtada va radiusi 4 ga teng bo'igan ochiq sharlami olsak, 11 holda r 2 =  5 > 

»■1 =  4, amrno [0, 6) =  B  (1,5) C B  (3,4) =  [0, 7).

20.2-  ta’rif. Agar X  metrik fazoning M  qimn to'plami uchun vni o!zida 

saqlovchi shar mavjud bo‘lsa, M chegardangan to‘plam deyiladi.

20.3- ta’rif. X  metrik fazo, M uning qism, toplami va x  € X  bodsin. 

Agar ixtiyoriy e > 0 uchun Oe (x) p) M  ^  0 rnunosabat bajarUsa, x nuqta 

M nvng urinish nuqtasi degiladi. M ntng barcha urinish nuqtalaridan iborat 

to ‘plam Ivl ning yopig‘i deyiladi va [M] yoki M bUan belgilanadi.

Shunday qilib, biz metrik fazo qism to'plamlari uchun ulardan uiarning 

yopig'iga o'tish amalini aniqladik. To'plam yopig'i amali quyidagi xossalarga 

ega.

20.1-teorem a. Ushbu tasdiqlar o'rinli:

1) M C [M]-

2) [[tW]] =  [M];

3) agar C M2 bo‘lsa, u holda [M1] C [M2];

4) [Mi U M2] — [M]\ U [M2] .

Isbot. M  to'plamning har bir nuqtasi uning uchun urinish nuqtasi bo'lishi 

bevosita ta'rifdan kelib chiqadi, shuning uchun M  C [M].

Endi ikkinchi tasdiq isbotiga o'tamiz. Birinchi tasdiqqa ko‘ra [M] c  [[M]]. 

Endi x  € [[M]] ixtiyoriy nuqta bo'Isin. IJ holda ixtiyoriy e >  0 uchun 

Oe/2 (x) f][tW] 0, ya’ni shunday y  G [M] mavjudki, p (x, y) < —. Shunga 

0‘xshash, Oe/2 (y) p) M ^  $ . Yarii shunday z  € M  mavjud bo‘Iib, p (y, z) <
c
^  bo'ladi. U holda uchburchak aksiomasiga ko'ra

£ £
P (x, z) < 9 (+ y)  +  p  (y, z) <  ̂+  2 =  e

bo'ladi. ya’ni Oe (x) f ] M  /  0. Bundan x  € [M\ ekanligi kelib chiqadi. Shun- 

day ekan, [[M]] C [M]. Demak, [[M]] =  [M].

Uchinchi tasdiqning isboti. [Mj] to'plamning ixtiyoriy x  nuqtasini olamiz.

183www.ziyouz.com kutubxonasi



U holda ixtivoriy e > 0 uchun O* (a:) P| A/j A 0. Bundan O. (x) f) M2 = 0 

ekanligi kelib chiqadi. Demak, x  nuqta M2 to'plamning urinish nuqtasi, ya'ni 

x  € [M2\ eka.n. Bundan [Mi] C [M2\.

Nihoyat, tohtinchi tasdiq isbotiga o'tamiz. Agar x e  [Mi {JM2\ bo'lsa, 

u holda ixtiyony e > 0 uchun Oe ( x ) f ) ( M i \ J  M2) 0 bo'ladi. Bundan,

O' (x ) n  M1 ^  0 yoki Of (x) p| M2 yt 0 tengsizliklardan kamida bittasi 

bajariladi. U holda x  € [MJ yoki x e  [M2\, bundan x  € [Mi]U [M 2] 

ekan. Ya'ni [Mi [ )M 2\ c  [Mi ]U [M 2]. lkkinclii tomondan, A'h C M1U AI2 
va M2 C Mi[J M2 bodgani uchun, 3-t,asdiqqa ko‘ra [Mi] C [Mi [ j M2\ 

va [M2\ C [Mi U M2\ . Shunday ekan, [Mi]U[M2] C [MX\JM 2\. Demak, 

[Mi]U[M2] =  [Mi U M 2] . A

20.4- t a ’rif. X metrik fazo va M uning xos qism to‘pla,m,i bo‘lsin. Agar 

x e X  ning ixtiyony Oe (x) atrofi M ning cheksizko‘p elementlarini saqiasa, 

u holda x. € X  nuqta M to'plarnning limitik nuqtasi deyiladi.

M  ning barcha limitiknuqt-alari to'plami M ' bilan belgiianadi. Agar M = 

M ' bo'lsa M  ga rnukammal to‘plam deyiladi.

'To'plamning limitik nuqtasi shu to‘plainga tegishli bo'lishi ham, bo'lmasligi 

liain mumkin.

20.2. Agar Q ratsional sonlar to'plami bo‘lsa, u holda M. ning har bir 

nuqtasi Q uchun limitik nuqta bo'ladi.

20.5- t a ’rif. Agar M  to'plamga tegishli x riuqta uchun shunday e > 0 

mavjud bo‘lib, Oe (*)n M — {o:} bo'lsa, u holda x  nuqta M toplarnning 

yakkalangan (yolg'iz) nuqtasi deyilndi.

0 ‘quvchi mustaqi! isbotlashi mumkin bo'lgan quyidagi tasdiqlar o'rinli. 

M to'plamning istaigan urinish nuqtasi shu to'plamming iimitik nuqtasi, yoki 

yakkaiangan nuqtasi bo'ladi. Bu yerdan xulosa sifatida kelib chiqadiki, [M\ 

to'plam uch turdagi nuqtalardan fcashkil topadi:
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1) M  to'plamning yakkalangan nuqtalari,

2) M ga tegishli bo!lgan, M ning limitik nuqtalari,

3) M  ga tegishli bo‘!inagan M  ning limitik nuqtalari.

Bu xulosalardaii keli!) chiqadiki, M  dari unirig yopig‘i [M] gao'tish uchuu, 

M  ga uniug limitik nuqtalarini qo‘shib olish bilan airialga oshiriiadi, ya’ni 

[M] = M  U M '.

20.1. M etrik  fazolarda yaqinlashish 

20.6- ta ’rif. X  metrik fazoda x i, x^, ■ ■ ., xn, . . .  nuqtalar kettna-keliigi

va x  nuqta herilgan bo'kin. Agar irtiyoriy s  > 0 uchun shunday nomer 

mavjud bo ‘lib, barcha n > n0 lar uchun xn nuqta x ning Oe (x) atrofi- 

ga tegishli bo'lsa, u holda bu ketma-ketHk x  nuqtaga yaqinlashadi deyiladi. 

Agar {*„} ketma-ketlik x  nuqiaga yaqinlashsa, u holda x  nvqta {rcn} ketma-

ketlikning lirniti deyiiadi.

Bu ta'rifiii quyidagidia harii ifodalash mumkin. Agar

lirn p (xn. x) = 0n—*oo

munosabat bajarilsa, {m»} ketma--ketiik x  nuqtaga yaqinlashadt deyiladi.

Yaqinlashuvchi ketrna-ketlik i.a’rifidau quyidagi ikki xulosa bevosita kelib 

diiqadi:

1) hedi qanday ketina-ketlik ikkita har xil limitga ega ernas;

2) a.gar {.r„} ketma-ketlik x  nuqtaga yaqinlasbsa, u holda uniug ixtiyoriy 

qismiy ketma-ketligi liam x  nuqtaga yaqinlashadi.

20.2-teorem a. Biror x nuqta M  to ‘plamning urinish nuqtasi bo'lishi 

uchun M  da x ga yaqinlashuvchi. {xn} ketma-ketlikning mavjvd bo'lishi 

zamr va yetarli.

Isho t. Zaruriyligt. x  nuqta M  to‘plamning urinish nuqtasi boMsin. U hol- 

da ixtiyoriy n  natural sou udiun 0 \jn (x) atrofda kainida bitta xn 6 M  

eiement inayjud- Bu xn nuqtalardan tuzilgan {.'rn} c  M  ketmarketlik x
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nuqtaga yaqinlashadi.

Yetartiligi Agar {xn} C M  ketaa-ketlik x  miqtaga yaqinlashsa, ixtiyoriv 

e > 0 uchun shunday no nomer niavjud bo'Iib, n > no txvlganda xn e  Os (x ) 

bo‘Iadi, ya'ni Os ( x ) ( \ M  ^  0. Demak, x  nuqta M  ning urinish nuqtasi 

bo'ladi. A

Agar x  — M  to'plamning Iimitik nuqtasi l)o‘lsa, u hoida. xn € Oi/„ (x) f] M 

nuqtalami harxil qiiih tanlash irnimkin. chunki Oi/n (x ) f j  M — eheksiz to‘plam. 

Shunday qilib, x  nuqta M  to'plain udiun iimitik nuqta hodishi udiun M  da 

x  ga yaqinlashuvchi har xil nuqtalardan taslikii topgan {*„} ketma-ketlikning 

mavjud bo'lishi zarur va yetarli.

X  metrik fazoni Y metrik fazoga. akslantiruvdri /  akslantirish uzluksizligi 

tushunchasini quyidagicha liain ta'rifiasii inumkin. Bizga /  : X  —> Y  akslan- 

tirish va Xo € X  nuqta berilgan bo'isiu. Agar Xo nuqtaga yaqinlashuvclii 

ixtiyoriv {x„} ketma-ketlik udrnn unga mos keluvclii {yn = f ( x n)} ketma,- 

ketlik yo = f  (xo) nuqtaga yaqinlashsa, f  : X  —* Y akslantirish xo nvqtada 

uzluksiz deyiladi. 19-§ da. keltirilgan 19.2-ta’rif bilan bu ta'rifning teug kuchli 

ckanligini isbotlashni o‘quvchiga qoldiramiz.

20.2. Zich to ‘pIam lar

20.7-ta’rif. X  metrik fazoning ikkita A  va B  qisrn to'plamhn berilgan 

bo'lsin. Agar B C [A] bn'lsa, u holda A to‘plam B  to‘plamda zich deyiladi. 

Xususan. agar [A] =  X  bo‘isa, A to‘plam hamrna yerda zich (X  da zich.) 

deyiladi. Agar A to ‘plam birorta ham sharda zich bo ‘Imasa (ya 'ni har bir 

B c  X  sharda A to'plam bilan umumiy elementga ega bo ‘Imagan B ' shar 

saqlansa), u holda A hech yerda zichmas to'plam deyiladi.

2Q.3-misoL <Q> - ratsional sonlar to‘plami R  da zich to'plamdir.

20.4. Natural sonlar to'plami N haqiqiy sonlar rnetrik fazosi R ning hech 

yerida, zidunas to‘plamdir.
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Endi hamina yerda zich sanoqli qism to'plamga ega bo'lgan metrik fazo- 

larga miaoilar qaraymiz. Odatda hamma yerda zich sanoqli qism to'plamga 

ega bo'lgan metrik fazolar separabel metrik fazolar deyiladi.

20.5. 19.1-rnisoIda keltiriigan diskret fazo. liamrna verda zicli sanoqli qism 

to‘piamni fazoning elementlari sanoqli bo'lgan holda va faqat slm holda saqlay- 

di. Chunki, bu fazoda ixtiyoriy M uchun [M] — M  tenglik o'rinli. Shuning 

ucliun diskret fazo separabel bo'lishi uchun uning sanoqli bo'lishi zarur va 

vetarli.

20.6. Haqiqiy sonlar to‘plami M separabel metrik fazodir. chunki ratsional 

sonlar to'plami Q sanoqli va u R  ning hamrna yerida zich.

20.7. R", Rj, va R” (1 < p < oo) metrik fazolarning hammasi-

da ratsional koordinatali nuqtalar to'plami sanoqli va hamma yerda zichdir. 

Shuning uchun Rn, va RJJ, v > 1 lar separabel metrik fazolardir.

20.8. C[a, />], Ci[a, />] va C2[a, />] metrik fazolarda ratsiona! koeffit- 

siyentli ko‘phadlar to'plami sanoqli va hamma yerda zichdir. Shunday ekan, 

ular separabel metrik fazolardir.

20.9. f.2 fazoda hadlari ratsional sonlar bo‘lib. ulardan chekSitasi noldan 

farqli bo'lgan ketma-kecliklar to'piami sanoqli bo'iadi va u t 2 ning hamma 

yerida zieh. Demak, t 2— separabel metrik fazo.

20.10. Yuqoridagi metrik fazolardan farqli o'laroq m  separabel bo'lmagan 

metrik fazoga misol bo'ladi. Buni isbotlasli uchun hadlari 0 va 1 lardan ibo- 

rat barcha mumkin bo'Igan ketma-ketliklar to'plamini $  biian belgilaymiz. 

$  C m va ikkita ixtiyoriy x, y € 4' ketma-ketliklar kamida biror liadi bilan 

farq qilgani uchun p(x,y) = 1 . Ma'lumki, 4>— sanoqsiz (kontinuum quwatli) 

to'plam. ch ning elementlarini markaz qilib, radiusi 4 Sa feng ochiq sharlami 

olarniz. Bu sharlar o'zaro kesishmaydi. Agar biror M  C m  to'plam hamma 

yerda zich bo'lsa, har bir sharda M  ning kamida bitta elementi yotadi. Shar-
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iar soni $  dagi elementlar soniga teng. M  dagi elementlar soni esa sharlar 

sonidan, shuning uchun, 4> dagi elementlar sonidan kain emas. Shunday ekan, 

M — sanoqsiz to'piam. Demak, m  ning hamma yerida zich sanoqli to'plam

mavjud emas ekan.

20.11. £p, p > 1 va cq fazolarda hadlari ratsional soniar bo'lib, ulardan 

cheklitasi noldan farqli bo'lgan ketrna-ketliklar to'plami sanoqli bo'ladi va u 

tp va cq fazolaming hamma yerida zich. Demak, tv va separabel metrik 

fazolar bo'Iadi.

20.8-ta’rif. X  rnetrik fazodagi M to‘plam uchun M  =  [M\ tenglik 

bajanisa, M. ga yopiq to'plam deyiladi. Boshqacha aytyanda, agar to'plam 

o'zining barcha limitik nuqtalarini saqlasa, u yopiq to'plam, deyiladi.

Ta'kidlashlozimki, 20.1-teoremagako‘ra M  to'plamningyopig‘i [M\— yopiq 

to‘plamdir, hainda [M\ to'plam M  ni o‘zida saqlovchi miniinal yopiq to'plamdir 

20.12-niisol. Har qanday metrik fazoda yopiq shar yopiq to‘plam bo'iadi. 

Xususan, C[a, b\ fazoda ixtiyoriy C > 0 uchun | /  (x)\ < CJ shartni qanoat- 

lantiruvchi funksiyalar to'plami yopiq to'plam bo‘!adi,

20.13. C[a, 6] fazoda |/(a :)| <  C  (oehiq shar) shartui qanoatlantimvchi 

funksiyalar to'plami yopiq emas, uning; yopigd |/(a :)| < C shartni qanoat- 

lantiruvchi funksiyalar to'plamidan iborat.

20.14. Har qanday X  metrik fazoda X  va 0 to‘plamlar yopiqto'plamlardir.

20.15. Har qanday rnetrik fazoda chekli to'plam yopiqdir.

20.3-teorenia. Ixtiyoriy sondagi yopiq to‘plamlar ke.sishrna.si va chekli

sondagi yopiq to'plamlar yig‘indisi yopiqdir.

Isbot. Ixtivoriy sondagi Fa yopiq to'plamlarning

kesislimasini qaraymiz. F  to‘plamning ixtiyoriv x  limitik nuqtasini olaylik. U

20.3. Ochiq va yopiq to ‘plam lar
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holda x  ning ixtiyoriy Oe (x ) atrofida F  ning chcksiz ko‘p elementi mavjud. 

Shunday ekan, Oe (x) da har bir Fa ning cheksiz ko‘p deinenti mavjud. Bu

ko'rsatadiki. x  rrnqta har bir Fa ueliun limitik nuqta bo‘ladi va Fa lar yopiq 

Iro lgani uchun har bir a  da x  € Fa . Bundan

x e F  = f ] F a
a

ekanligi kdib cliiqadi, ya'ni F  yopiq to'plam.

Endi F — chcklita yopiq to'plarnlar yig'indisi, ya’ni
n

f ’= l l u
fc=i

va x  $ F  bo'lsin. U holda x  4. Fk, k = 1,2, ya’ni x  nuqta Fk

uchun liinitik nuqta bo'la ohnaydi. Shuning udrnn x  ning 0 Sl(x), 0 E2( x ) , . . . ,  

Os„(x) atroflari mavjudki, 0 Sk(x) da Fk ning ko'pi bilan cheklita elementi 

bodishi mumkin. Agar

e =  min ek 
i  *>«<«

desak, Oe(x) atrofda har bir Fk to‘plam clementlari soni cheklitadan ko‘pn
emas. U holda Oe(x) atrofda F  = i j  Fk to‘plam elemcntlarining soni harn

fc=i
cheklitadan ko‘p emas. Shuning uchun x  nuqta F  uchun limitik uuqta bo‘la

olmaydi. Ya’ni F  ning barcha limitik rmqtalari o'zida saqlanadi. Demak, F — 

yopiq to'piam. A

20.9-fca’rif. Agar x  € M nuqta uchun shunday e > 0 mavfud bo‘lib, 

Oe(x) atrof M da to'liq saqlansa ( Oe(x) C M ),  u holda x  nuqta M to'plam- 

ning ichki nuqtasi deyiladi. Faqat ichki nuqtalardan tashkil topgan to'plam
# # o

oc-hiq to'plam deyiladi. M  ning barcha ichki nuqtalaridan iborat to/plam M  

bilan belgilanadi.

20.16-misol. R sonlar o'qida ixtiyoriy (a,b) interval ociiiq to‘plaindir. 

Haqiqatan ham, agar x € (a, b) desak, e  = min{i’ — a, b — x}  son uchun 

Oe(x) C (a, b) .
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20.17. C[a, 5] fazodagi g funksiyani olib, tayinlaymiz va. G orqali f ( i )  < 

g(t), t € [a, b] sharfcni qanoatlantiruvchi funksiyalar to'plamini beigilayiniz. 

U holda G oehiq to'plarn bo'ladi.

20.4- teorem a. M  to'plarn ochiq bo‘lishi uchun uning butun fazogacha 

to ‘Idiruvchisi X \M  yopiq bo‘lishi zarur va yetarii.

Isbot. Zaruriyligi. M  ochiq to:piain bo'lsin. IJ holda M  dan olingan har 

bir x  nuqta o'zining biror Ot:(x) atrofi bilan M  ga tegislili bodadi, yani 

Os (x) r t ( ^ \ M )  =  0. Shuning uchun X \ M  ga tegislili bodmagan nuqta 

X \ M  uchun urinish nuqtasi bo'ia oimaydi, ya'ni X \ M — yopiq to‘plaxn.

YetarUUgi. X \M  yopiq to‘plam bolsin. U holda uning o‘ziga tegishli bo‘l- 

magan urinish nuqtasi yo‘q, yahii har bir x  uchun shunday Gt (x) atrof 

inavjud bolib, Oe (x ) C M  bo‘ladi. Demak, M  ochiq to'plain. A

20.18. Bo‘sh to‘plam va. X  fazo yopiq to'piamlardir. Ular biri-ikkincliisining 

to‘ldiruvchisi bo‘lgani uchun 20.4-teoremagako‘ra 0 va. X  lar ochiq to'plamlar 

ham bo'ladi.

Ikkilik prinsiplari hamda 20.3 va. 20.4-teoremalar na.tija.si sifatida quyidagi 

tcoremani keltirarniz.

20.5- teorem a. IxHyariy sondagi ochiq to'plamlar yig‘indisi va chekli son- 

dagi ochiq to‘plamlar kesishmasi yana ochiq to ‘plamdir.

20.4. Sonlar o ‘qidagi ochiq va yopiq to ‘p lam lar

Ixtiyoriy rnetrik fazoda., hattoki Evklid fazosida hain, ociiiq va yopiq to‘p- 

lamlar strukturasi, umuman olganda, juda murakkab. Ainmo, bir o‘lchamli 

Evkiid fazosida, ya.’ni sonlar o‘qida barcha ochiq to‘p{amia.rni (shu jumladan 

yopiq to'plamlarni) ta.vsifia.sli qivin emas. Sonlar o‘qidagi ochiq to‘plamlar 

tavsifi quyidagi teorema orqali ifodalanadi.

20.6- teorem a. Sonlar o‘qidagi ixtiyoriy ochiq to‘plam chekli yoki sanoqli 

sondagi o‘zaro kesishmaydigan intcrvallar yig'indisi ko‘vmishida iasvtrianadi.
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Isbo t. Sonlar o'qidagi G ochiq to'plamni qaraymiz. G to‘plam elementlari 

orasida ekvivalentlik munosabatini kiritamiz. Agar x, y € G nuqtalar uchun 

shunday (a, /3) interval mavjud bo'lib, x ,y  e  (a .0 )  C G bo'lsa, x  ~  y 

deymiz. Ravshanki, bu munosabat refleksiv va, simmetrikdir. Bundan tashqari 

x  ~  y va y ~  z  bo'lgani uchun shunday (a,j3) va (7 , <)) intervaliar inavjud 

bo‘lib, x, y e  (a,P)  C G va y, z  e  (7 , 6) C G bo'ladi. Bundan 7 < y  < /3 va 

(a, /3) 0 (7 , <*) 0 larga ko‘ra (a, /3) f |(7 , <5) C G bo'lishi kelib chiqadi. Agar

a — min {a, 7}, b = max {fi, <5} desak, x, z  e  (a, b) = (a, /?) |J  (7, S) C G 

bo'ladi. Shunday ekan, x  ~  z  ekanligi, yahii kiritilgan munosabatning tranzi- 

tivligi kelib chiqadi. Shuning uchun, G o‘zaro kesishmaydigan lr bir-biri bilan 

ekvivalent nuqtalarning sinflariga ajraladi, ya’ni G — (JT 1T ■ Har bir Ir ning 

interval ekanligini ko'rsatamiz. o =  inf 1T, b =  sup 1T belgilashlami kirita- 

miz. /7- ning tuzilishiga ko'ra a l r va b 1T. U holda 1T C. (a, b) . Ikkinchi 

tomondan, agar x  < y, x , y  e l r desak. l r ning tuzilishiga ko‘ra (x, y) C l r . 

Bundan tashqari a dan o'ng tomonda va a ga istalgancha yaqin, b dan chap 

tomonda va b ga ixtiyoriy yaqinlikda 1T ning elementlari mavjud. Shuning 

uchun, chetlari (a, b) ga tegishli ixtiyoriy (a', V) interval 1T da saqlanadi. 

Bundan 1T = (a,b) tenglik kelib chiqadi. Bunday kesislmiaydigan 1T interval- 

lar soni ko‘pi bilan sanoqli, chunki liar bir /r interval katnida bitta ratsional 

nuqtani saqiaydi. Shuning uchun intervallar soni ratsional nuqtalar sonidan 

ko‘p emas. A

Yopiqto'plamlar ochiq to'plamlaming to'ldiruvchi to'plami bo'lgani uchun, 

ixtiyoriy yopiq to'plam sonlar 0‘qidan chekli voki sanoqlita o'zaro kesishmay- 

digan intervallarni chiqarib tashlashdan hosii bo'ladi.

20.19. R da sodda vopiq to‘piamlarga misol sifatida kesmalar, alohida 

nuqtalar va chekli shunday to'plamlar yig'indisini qarash rnumkin.

20.20. Murakkabroq yopiq to'plamga misol sifatida Kantor to'plami ni
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keltirish mumkin. Kantor to'plamining qurilishi va koiitinuum quwatli ekanligi

4.7-misolda keltirilgan. Uning o'khovi nol ekanligi 6.3-misolda ko'rsatilgan. 

IJ kontimium quwatli, noi o'lchovli to'plam. Kantor to'plamining quyidagi 

xossalarini isbotlang.

1) Kantor to'plamining yakkalangan nuqtalari mayjud emas.

2) Kantor to(plamining ichki niiqtalari mavjud emas, va*ni K — 0-

3) Kantor to'plami mukammal to'plam. ya’ni K  =  K ’.

4) Kantor to'plami [0, 1] kesmaning hecli yerida zich emas.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. M = {a; € R2 : x \  + x \  < 1} to‘plamni R2 metnk fazoda ochiqto'plam 

bo'lishmi isbotlang.

2. M — {:r e R2 : 1 <  x \  +  x \ < 4} to'plamm R2 metrik fazoda yopiq 

to ‘plarn bo ‘lishini isbotlang.

3. Ratsional sonlar to‘plami Q ning yopigHni toping.

4. Q ni R ning harnma ycrida zich ckantigini isbotlang.

5. Butun sonlar to'plami Z ni R ning hech yerida zich emasligini isbot-

lang.

6. Q ning barcha yakkalangan nv.qtaXa.ri to‘plamini toping.

7. Z ning barc-ha yakkalangan nuqtalari to'plamini toping.

8. M.\Q ning barcha Hrnitik nuqtalari to‘plam,ini toping.

9. Toplarn yopigHning xossalarini keltiring.

10. Sanoqli sondagi ochiq to'plamlarning kesishmasi ochiq to‘plam bo‘lmas- 

tigiga misol keltiring.
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11. Sanoqh sondagi yopiq to'plamlarning birlashmasi yopiq to'plam bo‘lmas- 

hgiga rnisol keltinng.

12. Kantor t.o‘plam,i [0, 1] kesrnada zichmi? K  to'plam [0; 1] kesmadagi 

biror (a,b) intcrvalda zich bo'la oladimi?

13. Kantor to'plamining Lebeg ma!nosida odchovli ekanligini ko‘rsat,ing. 

Uning o‘lchovini toping.

14. Kantor to‘piarninmg barcha yakkalangan nuqtalari to'plamini toping.

15. Diskret rnetrik fazoda ixtiyoriy M uchun M — \M\ tenglikni isboilang.

21-§. To‘la m etrik  fazolax

Mateinatik analizdan ma'lumki, har qanday fundamental sonli ketina-ketlik 

yaqinlashuvchidir. Bu tasdiq soniar o‘qining to'laligini ifodalaydi. Quyida ko‘r- 

satiladiki, ixtiyoriy metrik fazoda bar qanday fundamental ketma-ketlik vaqin- 

lashuvchi (21.8-misolga qarang) bodavermaydi.

21.1- t a ’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday Ns natural son rnavjud 

bo'iib, barcha n  > iYt- va m  > JNe nomeriar uchun p (xn, x m) < £ tengsizhk 

bajarUsa, u holda {ar„} fundamentai ketma-ketlik deyiladi.

Uchburchak aksiomasidan bevosita kelib chiqadiki, har qanday yaqinla- 

shuvchi ketma-ketlik fundamentaldir. Haqiqatan ham, agar {:rn} ketina-ketlik 

x  ga yaqinlashsa, ixtiyoriy e > 0 nchun shunday Ne son mavjudki, barcha 

n  > Ne nomerlarda p (xn, x) < e/2  tengsizlik bajariladi. U holda ixtiyoriy 

n > A't va m > N t nomerlar uclmn
£  £

i- (-(n- -̂ m) i  P {%n> -0 4“ p {x, Xm\ ^  — +  ~ *-- £•

Demak, {xn} fundaineiital ketma-ketlik ekan.

21.2- t a ’rif. Agar X  metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketrna-ketlik yaqin- 

lashuvchi bo‘lsa. u, holda X  to‘la metnk jazo deyiladi.
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21.1-misol. Yakkaiangan nuqtalar fazosida faqatgina statsionar (ya'ni "biror 

nomerdan boshlab harnma nomerlarda birgina nuqta takrorlanadigan) ketma- 

ketliklar fundamental va shiining uchun yaqiniashadi, ya'ni bu fazo to‘la.

21.2. R — fazoning to'laligi inatematik analiz [4] kursidan ma'lum.

21.3. Rn to'la metrik fazodir. Isbotlang.

Isbot. Faraz qilaylik, = ^ x ^ \  x ^ \  . . . ,  x ^  J — R” dagi ixtiyoriy 

fundainental ketrna-ketlik bo'lsin. U holda har bir e > 0 uchun shunday iVt 

nomer mavjud bo:lib, barcha p > iVt- va q > /Vt nomerlar uchun

p(r<*\xM) = x ± { 4 ' -  4 ”) 2< (21.1)
\  fc=l

Natijada har bir k € {1,2, . . . ,  n} uchun |  ketrna-ketlik barcha p > Ns

— ->-̂ 1 < e tengsizlikni qanoatlantiradi, 

fazo to'la bodganligi

tda tiar bir k 

va q > /V£ nomerlar uchun

ya ni j:rj^ |  fundamental sonli ketma-ketlikdir va 

uchun u yaqinlashuvchi bo‘ladi. Uning limitini

x k = lim A G {1, 2, . . . , n}p— >0O '

orqali belgilaymiz. U holda, (21.1) tengsizlikda p > Ne deb q —> oo dalimitga

o‘tsak
fl

< £

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundaii

lim = (Xi, x 2, ■ ■ ■, xn) = x. Ap—* OO

21.4.-21.5. R” , va RJJ fazolarning to'laligi ham shunga o'xshash isbot- 

lanadi.

21.6. C[a, b] fazo to‘la metrik fazodir. Isbotlang.
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Isbot. {:r„} C C'[a, 6] ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik bolsin. U hol- 

da, har bir s > 0 nchuu shimday VVt- mavjudki. n ,m  > N s boslganda

p (xn, xm) = max | xn (t) -  xm (i) | < e (21.2)
a<t<b

tongsizlik bajariladi. Bu esa {xn) funksional ketina-kotlikniug [a, 6] kesmada 

tekis yaqinlasliish shartidir. Siiuning udiun {xn} kotma-ketlik [«., b] kesmada 

aniqlangau biror x uzluksiz funksivaga tckis yaqinlashadi. Agar (21.2) teng- 

sizlikda n > Ne bo'iganda m  oo da limitga. o‘tsak.

p (xn, x) = inax | xn (t) - x ( t ) \ < e
a<t<b

tcngsi/lik kelib chiqadi, ya’ni {xn} ketma-kotlik C[a, 6] fazo motrikasida x  

funksiyaga yaqiniashadi. A

21.7. h  to‘la metrik fazodir. Isbotlang.

Isbot. {.c(n)} C £2 ixtiyoriy funda,menta,l ketma-ketlik bodsiu. U hoida ha.r 

bir c > 0 udiun shuuday Ne rnavjudki. n ,m  > N£ bolganda

E ( 4 n)- 4 ra)) 2 < - (21.3)

tengsiziik bajariladi, bu yerda x(n) =  [ , x^ , . . . ,  , . . . )  . (21.3) dan

*
» ) < c bo‘ladi, ya-'nikelib diiqadiki, ixtiyoriy k  natural son uchun 

har bir k da x[n) haqiqiy sonlar ketma-ketligi fundamentaldir va shuning 

udiun u yaqinlasliadi. Aytaylik,

x k = lim x ^ \  k = 1, 2, . . .
n—>oo '

bo'lsin. Endi x  bilauyuqoridagi x^ limitlarorqali tuzilgan (xi, X2, ■ ■ ■,Xfc.. •.) 

ketma-ketlikni belgilaymiz.

Quyidagilariii ko'rsatishimiz korak:
OO

a) £  < oo, ya ’ni X € 12 ;
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b) lim p (x , x ^ )  = 0.

(21.3) teiigsizlikka asosau har bir belgilangari N tialural sou uchun

E(4”-4”’)2<-'j
tengsizlik o rinli. Bu teiigsiziikning cliap tomonidagi yig!indida cheklita qo!shi- 

luvchi bo'lgani uchun n > N't: ni tayinlab, m —> oo da liniitga o‘tsak,

E(4”-*.)2<̂
tengsizlikka kelainiz. Bu tengsizlik barcha N  larda o‘rinli, shuning uchun 

N  —> oo da. lirnitga o‘tsak,

~  , 2
X  ( ain) -  Xk)  (214)
*:=i

tengsizlikka. ega bodamiz.
00  «  OC

E(4”)‘, E(4”-<*)’
k —l  k —1

qatorlar yaqinlashuvchi bo(igaui va
OO 00 . . 0 oo 0 oo *
E4= E(«-4”+4”) s2E(«-4”) +2E(4”)‘

k=1 k=l
munosabatdan

E4
qatorning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi, ya’ni a) tasdiq isbotJandi.

(21.4) tengsizlikda e > 0 ixtiyoriy son bo'lgani uchun

lim p (x, a4"' ) =  lim
tt--*oo \  / n  - * e o

o° „
E ( + * - 4 ” )  = o

tenglik o'rinli bo'ladi, ya’ni 1% faizo metrikasida x^n) — * x . b) tasdiq ham isbot 

bo'ldi. A

N

196
www.ziyouz.com kutubxonasi



21,8. C2[— 1, 1] metrik fazo to'la einas. Isbotlang.

Isbot. Buning uchim C2[— 1. 1] fazoda uzluksiz fuTiksiyalarning

/n  (* )

- 1 ; X €  [-1, - 1 /n ] ,  

n x , x  € (—l /n ,  1 / n ) , 

1, x € [1/tt, 1]

ketma-ketligini qaraymiz. Bu ketma-ketlik C2[— 1, 1] fazoda fundamentaldir, 

chunki harcha x t [ - l ,  1] lar uchun \fn (x) — fm (x) \ < 1 ekanligini hisobga 

o'isak va n < rn desak,

P2(fn,fm)= I  ( . f n ( x ) ~  f m ( * ) f < t e <  I Idx =  -  - +  0, U - >  OO.
. / - 1  J - l / n  n

Biroq {/„} ketma-ketlik C2[— 1, 1] fazodagi birorta liarn funksiyaga yaqin- 

iashmaydi. Haqiqacan ham, /  € C2[— 1, 1] ixtiyoriy funksiya. va

f - 1, agar x e  [ - 1, 0),
<P(*) =  < r ,

[ 1, agar x € [0, 1J

noi nuqtada uzilishga ega fimksiya bodsin. Ko'rinib turibdiki,

fn (x) ~  V (x)

0, i  € [ - 1, —l/n ] |J [ lA b  1],

< n x  +  1, x  e  (—1 f  n, 0), 

nx  — 1, x  € [0, 1/n).
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Bundan tashqari bardia x  e  [—1, 1] iar uehun |/„  (x ) — ^  (ar) j < 1. Shuiiing 

uchun
1 1 /n

j  (fn (x) -  <P (x))2 d x =  J  ( fn (x) -  ifi {x))2 dx < ̂  -- 0. n —> oc.
—1 —1jn

(21.5)

Agar Minkovskiy tengsizligidan foydaiansak ((19.22) ga qarang), 

r /-i - i
j  ( f ( * ) - p ( x ) ) 2dx <

h
+ j  (fn (x) ~  S0 ( x ) f  dx (21.6)

(21.7)

< | j  ( f  (x) -  fn (x)) dx

rengsizlikka kelatniz. Endi quyidagi
,rlJ  y ( x ) - i p ( x ) f d x > 0

tengsizlikni isbotlaymiz. Uuing isbotini ikki holga ajratamiz.

1) Faraz qiiaylik, / ( 0) <  0 bo'isin, u holda /  ning nzluksizligiga ko‘ra 

shunday ()/ > 0 mavjudki, barcha x £ [0, ch] lar uchun f (x )  < 1/2 bo'iadi. 

Bundan

\ f ( x ) - t p ( x ) \ 2 > l/A , x e [ 0 , &!] (21.8)

tengsizlik keiib chiqadi. (21.8) tengsiziikni [0, <5i] kesma bo‘yicha integrallab,

J  ( f  (x) -  (x))2 dx > J^ ( f  (x) -  ip (x))2 dx > j

tengsizlikka kelamiz.

2) Agar biz f(0 ) > 0 deb faraz qilsak, u holda shunday 62 > 0 mavjudki,

barcha x  € [—<52, 0) lar uchun | /  ( x )  — tp ( x )  | > 1/2 bo'ladi. Bundan

[  ( f  (*) -  <P (x)?  dx > j  ( f  (x) -  :p (x)?  dx > y .
./-1 J -h  4

Demak, (21.7) tengsizlik isbot bo'idi. (21.6) tengsizlikdan

r /-i i4
j  ( f ( x ) - f n ( x ) ? d x  >
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> j  ( / { * ) - v (-t))2<& -  !  ^(f„(x) -  v (x ) )2dx (21.9)

111 olamiz. (21.5). (21.7) va (21.9) larilau

p ( f , f * ) = y l V( 2) - f n( x) ) 2dx

iiing nolga yaqinlasha olmasligi kelib chiqadi, ya’ni {/„}  ketma-ketlik C2[— 1, 1] 

dagi birorta ham fuixksiyaga yaqinlasha olmaydi. A

21.9. Cp, p > 1 va m, c, co fazolar to'la metrik fazolardir.

21.1. Ichm a-ich joylashgan sharlar haqidagi teorem a 

Ma'lumki, anaiizda ichma-ich joylashgan kesmalar haqidagi iernma keng 

qo'lianiiadi. Metiik fazolar nazariyasida esa ichma-ich joylashgan yopiq shar- 

iar haqidagi teorema deb ataluvchi quyidagi teorema sliunga o'xshash muhiin

ahamiyatga ega.

21.1-teorem a. X  metrik fazo to ‘la bo ‘lishi uckun undagi ixtiyoriy ichma- 

ich joylashgan va radiuslari nolga intilnvchi yopiq sharlar ketma-ketligining 

kesishmasi ho ‘sh ho'jmasligi zarur va yetariidir.

Isbot. Zaruriyligi. X  to!la metrik fazo bodsin va B\, B‘>, B$,. . .  - ichma- 

ich joylashgan yopiq sharlar ketma-ketiigi bodib, uiarning radiuslari ketrnar 

ketligi uolga intilsin. Bn sharning markazi xn nuqtada va radiusi r„ ho‘isin. 

Barcita m > n  lar udmu p (xn,x m) < rn va n — > oo da. rn —> 0 bo‘igani 

udiun, sliarlarniiig maxkazlari ketma-ketligi {xn} fundamentaldir. X  to‘ia 

metrik fa.zo bodgani uchun lim xn mavjud. Aytaylik,
n  -*oo "

lim xn =  x
n —*oo

bo‘lsin. Har bir n  da barcha m > n lax uchun xm € Bn . Shunday ekan, har 

bir n  da x  riuqta Bn sha.r uchun urinish nuqtasi bo‘ladi. Barcha n  larda Bn
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yopiq bo'lgani nclnm x  € Bn . U liolda.

x  <E f~) Bn
n-1

f )  Bn i-- 0.
n« 1

Yetarliligi. X  da ixtiyoriy {:rn} fundarnental ketma-ketlik berilgan bodsin. U 

holda bu ketma-ketlik ucbun shuiiday n\ nomcr topiladiki, barcha n > n\ iar- 

da p{xn,x ni) < — tengsiziik o'rinli bo'iadi. Marka.zi xni nuqtada va radiusi 1

ga t-eng B\ yopiq siiami olamiz. Keyin n% > n\ nomemi slnmdav tanlavmiz-
' 1 ”

ki, barcha n > larda p(xn.x„a)
" 22

tengsiziik bajarilsin. Markazi x„2

nuqtada va radiusi — ga teng B% yopiq sharni olainiz. Ta-nlanishiga ko'ra,
1 ,

B% C B \ , rj =  1, ■?’2 =  —. Endi n$ > nomemi shunday l anlaymizki,

barclia n  > nj larda p (xn,x nx) < ^  teugsizlik Itajarilsiu. Agax shu usulda 

xni. x„2, . . .  ,x nk nuqtaiar tanlangan bo'isa, u holda xnt+1 nuqtani shunday 

tanlaymizki, njt+i > nfc va barcha n > n*+1 larda p (xn, x„M ) <
■ , 1bo'lsin. Yuqoridagidck markazi a»w  da va radiusi - r  ga. teng boigan yopiq

sharni Bk+i orqali bdgilayiniz. Sharlarni bunday qurish jarayonini davom

ettira borib, ichma-ich joylashgau yopiq sliaxiar ketma-ketligini hosil qilamiz

va ulaming radiusiari ketma.-ke;tiigi |» 'fc =  j > * —♦ oo da nolga inti-
CO OO

ladi. Teorema. shartiga ko‘ra, f] Bn /  0 va x  € f) Bn bolsin. Bu sharlar
n 1 n~-l

ketma-ketligi umuiniy nuqtaga ega va. bu nuqtani x  deb bclgiiaymiz. 14 shar- 

lar ketma-ketiigining quriiishiga ko‘ra x  nuqta {xnjk} ketiria-ketliknirig limiti 

bo‘ladi. {xn} fundamental ketma-kctlikning {xnt} qismiy ketma-ketligi x  

nuqtaga yaqinla.shga.ui uchun, {xn}  ham x nuqtaga yaqinlashadi. Shunday 

qilib, x  =  lim xn . A
n—hx*

21.2-teorem a (Ber teoremasi). To'la metrik fazoni hech yerda zich bo‘l- 

magan sanoqli sondagi to‘plomlar yig'indisi ko‘rinishida tasviriash mumkin 

emas.
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I s b o t .  T esk a rid an  fa raz  q ilay lik ,

OO
X  1J Mn

7 1 =  1

bo'lsin, bu yerda Mn larning har biri hech yerda zich bo'lmagan to'plamlar.

Radiusi 1 ga teng biror B q yopiq sharni olamiz. Farazimizga ko‘ra Mi to'plam

Bq da zichmas. Shuning uchun radiusi id a n  kichik shunday yopiq B^ c  B0
£

sliar mavjudki, B i f \M i  =  0. Hech yerda zichmas M% to'plam B\ shar-

da ham zichrnas, shunday ekan, radiusi i  dan kichik shunday B2 C B\ 
■ <5

yopiq shar mavjudki, B2 f j M2 — 0 va hokazo. Jarayonni shu usulda cheksiz 

davom ettirib, yopiq sharlarning slmnday ichma-ich joylashgan {B n} ketma- 

ketligini hosil qiiamizki, ulaming radiuslari ketma-ketiigi nolga intiladi. 21.1-
oo oo

teoremaga ko'ra f j  Bn ^  0. Faraz qilaylik, x £ f j  Bn bo‘lsin. Bn sharlar-n—1 n = i oo
ning tuziiishiga ko'ra ixtiyoriy n da x  ^ Mn, shunday ekan, x  £ U Mn

n *  1co
ya’ni X  ^  U Mn . Bu farazimizga zid. A

«=1
21.2. M etrik  fazolarni toTdirish

Agar R  metrik fazo to'la boTmasa, uni biror usul bilan (aslini olganda 

yagona usul bilan) biror to‘la inetrik fazo ichiga jpylaghtirishimiz mumkin.

21.3- t a ’rif. Agar: 1) R  metrik fazo R* tola metrik fazoning qism fazosi 

bo ‘Isa; 2) R  to 'plarn R* ning hamma yenda zich, ya ’ni [f£j =  R* ho ‘Isa, u 

holda R* metrik fazo R metrik fazoning to'ldirmasi deyiladi.

21.3- teorem a. Har bir R metrik fazo taldtrmaga ega va bu toddirma 

fazo R mng nuqtalarini qo‘zg‘a,lrnas holda qoldiruvchi izometriya aniqligida 

yagonadir.

Isbot. Dastlab toTdirma fazoning yagonaligini isbotlaymiz. R* va R** 

iar R  niiig ikkita toTdirma fazolari boTib, p\ va P2 mos ravishda ulardagi 

masofalar boTsin. Ta'rifga ko‘ra, har bir x* e R* uchmi shunday {xn} C R
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ketma-ketlik mavjud bo'lib, {xn} —> x* bo'ladi. U hoida

liin p (xn,x m) = lim pi (x„,xm) = liin p2 (x„, xm) = 0

munosabatga ko‘ra, {.t„} ketma-ketlik ti, R* va R** fazolarda fundamental 

ketma-ketlik bodadi. Shiming uchun, yagona x** £ R** mavjud bo'lib, {x„} —> 

x**. Bu x** miqta {ar„} ketma-ketlikning tanlaniahiga bog‘liq emas. Chunki, 

agar {x„} — > x* va {?/„} -> x* bo‘lsa,

ketma-ketlik ham x* ga yaqiniashadi. Tuzilishiga ko‘ra, {z„}— fundamental 

va uning {.t*.} qismiy ketrna-ketligi x** nuqtaga yaqinlashadi. U holda, {z„} 

ning o‘zi ham x** ga yaqiniashadi va shunday ekan, {yn} qismiy ketma-ketlik 

ham x** ga yaqinlashadi. Ko'rsatilgan yo‘l har bir x* € R* uchun yagona x** 

ni mos qo'yadi. R* va ti** o‘rtasida <p(x*) = x** mosiikni o'rnatamiz. Agar 

x  € ti  bo'lsa, x 6 R* va x G R** bo'ladi, hamda x„ = x statsionar ketma- 

ketlik x  elementga R* va ti** fazolarda yaqinlashadi.

Shuning uchun, ixtiyoriy x  € R  uchun 'p(x) = x . Bu usulda aniqiangan <p 

moslik ti* ni ti** ga o'zaro bir qiymatli akslantiradi. Endi <p niug izometriya 

ekanligini ko'rsatamiz. Aytaylik, {t„} — > x*, x* G R* va {xn} —> x**, x** e 

R** va {y„} -> y*, y* e  R* va {y„} -> y**, y** € R** bo'lsin. U holda 

metrikaning uzluksizlik xossasiga ko‘ra

xk, agar n =  2k — 1.

yk. agar n =  2 k

Pi (x*,V*) =  lim pi (x„,y„) = lim p (x n,y„)
n—̂oo n—'oon —*oo

va

p2 (x**,y**) = lim p2 (xa, y„) = lim p (xn, yn) .

Bundan

Pi(x*,y*) =  P2(x**,y**).
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Deiriak. H* ni R** ga o'zaro bir qiyrnatli akslantiruvchi tnosiik mavjud 

bo!lib, u quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

1) barcha x  € R  lar ucliun 'p(x) = x ;

2) agar x* *-* x**. y* *-* y** bo'lsa, u iiolda pi (x*,y*) — p% (x**,y**). 

Toldirma fazoning yagonaligi isbotlandi.

Endi to‘ldiruia faaoning rnavjudligini isbotlayrniz. R  ixtiyoriy inetrik fazo 

bo‘lsin. R da.n olingan {.£„} va. {x„} fundamental ketma-ketliklar

lim p (xn,x'„) = 0
n—>00

shartrii qanoatlantirsa, ular ekvivalent deb ataladi va. {xn} ~  {xn} ko‘rinishda, 

yoziladi. Tekshirisli qiyin emaski, fuudamental ketma-ketliklar o'rtasida kiri- 

tilgan bu rnunosabat rdieksiv, sinimetrik va tranzitivdir.

Bundan kelib diiqadiki, R  ning dementlaridan tuzilgan barclia funda- 

menta.1 ketma-ketliklar to'plami har biri o‘zaro ekvivalent ketmarketliklardan 

tashkil bo‘lgan va kesishmaydigan sinflarga ajraladi. Eridi R* fazoni aniqlaymiz. 

R* ning elementlari sifatida yuqorida aniqlangan o'zaro ekvivalent funda.- 

mental ketina.-ketlikla.rdau iborat sinfiarni qabul qilamiz va unda inasofani 

quyidagicha. aniqlaymiz. x* va y* shunday sinfiardan ikkitasi bo‘lsin. Bu sinf- 

larning har biridau ixtiyoriy ravishda bittadan vakil tanlaymiz, ya'iii {x„} e  

x* va {yn} € y* fundameutal ketma-ketliklarni olamiz. x* va y* orasidagi 

rnasofani

p* (x*;y*) = lim p (xn, yn) . (21.10)n~>oo

usulda aniqlaymiz. Masofani bu usulda aniqlash nuqsonlardan xoli ekanligini 

ko‘rsatamiz, ya’ni (21.10) limit mavjud, hamda {xn} € x* va {yn} € y* 

vakillaming tanlanishiga bog‘liq emas.

Uslibu

I p (xn,yn) p(xm, Vm) i ^  P(xn, xm) -f- p(yn, ym) (21.11)
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tengsizlik ko'rsatadiki, agar {xn} va {yn} lai- funclamental ketma-ketliklar 

bo'lsa, ixtiyoriy e > 0 uchun shunday n  va m  lar rnavjudki,

I P ( x n , y n ) P  (Xm,  Vm) | £

tengsizlik bajaxiladi. U hoida Cn —■ p (xn,yn) sonli ketma-ketiik Koshi kri- 

teriysini qanoatlantiradi va shunday ekan. {cn} chekli limitga ega.

Bu limit {:c„} G x* va {yn} G y* larning tanlanishiga bogdiq emas. 

Haqiqatan ham. {a:„} e  x* . {:i4} e  x* va {yn}  e  y*, {yn} € y* bo‘lsin. 

{xn} ~  {x'n} va {?/„} ~  {?/„} bodgaxii uchuu

lim p (x n, x'n ) =  0 va lim p (yn, =  0

bo'ladi. U holda

P  ( x n , y n ) -  P  ( x n , y 'n j | < p  ( x n , x:n j  +  p  ( y n , y ^ j

tengsizlikdau

lim p (xn, yn) =  lim p(x'„,y’n)
n —> oo w. -*oo

teuglik keiib chiqadi.

Endi H* da (21.10) formula bilan aniqlangan p* akslantirish metrika ak- 

siomalarini qanoatlantirishini kohsatamiz. Ishonch hosil qilish qiyin ernaski, 1- 

va 2-a.ksiomalar bajariladi. Endi uchhurchak aksiornasiriing bajariiishini tek- 

shiramiz. Berilgan R  fazocia, uchburdiak aksiomasi bajarilgani uehim ixtiyoriy. 

{xn} € x* va { y n }  € y* va, {z^} € z* fundamentai ketma,-ketliklar uchun. 

barcha n iarda

P(xn,z„) < p (xn, yn) + p(yn,zn) 

teirgsizlik o'rinli. Bu tengsizlikda, n  —* oo da, iimitga o‘tib,

lim p (x n,Zn) < lim p (x n,yn)+  lim p(yn,zn)
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ten gsiz iikn i o la in iz , ya,’ni

P* (x*, z*) < p* (x*, y*) +  p* (y*, z *).

R  metrik fazoni R* ning qisrn fazosi sifatida qarask murnkinligini ko‘rsatamiz.

Har bir x € R  ga {x„ =  a:} statsionar ketrna-ketlik va unga ekvivalent 

fundarnental ketrna-ketliklardan tashkil bo‘lgan sinfni rrios qo‘yainiz. Bu sinf 

x ga yaqinlashuvchi {.xn} c  R ketma-ketlikla.rdan iborat. Tuzilishiga ko‘ra 

bu sinf bo'sh emas. Shu bilan birgalikda, agar x, y € R  uehun x = lim xn
n —f o c

va y -  lim yn bo‘lsa, 11 holda
n  ->oo

p*(x,y) = lim p(xn,yn) .fl-~>oo

Chunki. (21.11) ko‘ra

I P (x, y )~P  ( x n , Vn) ! <  p  (x, xn)  +  p (y, y„) .

Shunday ekan, har bir x € R  ga uiiga. yaqinlashuvchi fundarriental ketma,- 

ketliklar sinfi x* ni rnos qo'yish bilan R  ni R* ning ichiga izornetrik a.k- 

slantirarniz. Bundan keviri R. va uning R* dagi aksini farq qilmay R ni R * 

ning qism fazosi deb qarash niumkin. Navbat R metrik fazoning R* ning 

hamrna yerida. zich ekanligini ko‘rsatishga keldi. Ixtiyoriy x* £ R* element va 

ixtiyoriy £ > 0 sonni olamiz. x * sinfdan vakil tanlaymiz, ya'ni {:c„} funda- 

mental ketrna-ketlikui olamiz.

Endi N nomerni shunday tanlaymizki, n > N  va m > N bo‘lga,nda 

p(xn,xm) < s bo'lsin. U holda n > N da

p*(xn,x*) = lim p(xn,xm) <  c .
m—>oo

ya’ni x* ning bctiyoriy e— atrofi R  ning nuqtasini saqlaydi. Shunday qilib, 

R  ning R* dagi yopig‘i R* ga. teng.

Endi R* ning to‘la,ligini isbotlash qoldi. Dastiab shuni ta'kidlash lozimki, 

R* uing tuzilisliiga ko‘ra, R dan olingari ixtiyoriy fundamentai ketma-ketlik
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shu ketma-ketlikni saqlovchi x* G R* eleinentga yaqinlashadi. R  fazo R* da 

zich bo'lgani uchun R* dan oiingan nuqtalaming ixtiyoriy x{,x*2, . . . , x * , . . .  

fimdamenta' ketina-ketiigi uchun R  da shunday xi, a:2, . . . , xn, . . .  fundamen- 

tal ketina-ketlik topiladiki.

inn p* (x„, x*) = 0. n--+oo

Buning uchun iiar bir n  da xn € R  nuqtani p* (xn, x*) < 1 /n  shart bo‘yicha 

tanlash yetarii. Tanlangan {xn} ketnia.-ketiik R da fuudamental va R* ning 

aniqlanishiga ko'ra, biror x* € R* ga yaqiniashadi. U holda

P* (**> O  < P* (**> XJ  +  P* (xn, •<)

fcengsizliklca ko‘ra,

lim p*(x*.x*n) = 0,n~+oo
ya'ni { < }  ketma-ketiik x* ga yaqinlashadi. A

21.10-misoI. X  deb ratsional sonlar to‘plamini belgilasak, u to‘la bo'linagan 

inetrik fazo bo'ladi. Uning to‘idirinasi X*— haqiqiy sonlardan iborat metrik 

fazo bo'ladi. C2[a, 6] to'la bo'lmagan metrik fazo bo‘ladi. Uning to‘ldirmasi 

Z,2[a, b\ fazodir (26-§ ning 26.18-inisoliga qarang).

21.3. M etrik  fazolarda kom pakt to 'p lam lar 

Matematik analiz faniga qat'iy asos solishda va uning rivojida Bolsano- 

Veyershtrass teoreinasi va Geyne-Borel lemmalari fundamental aliainiyatga 

ega. Bolsauo-Veyershtrass teoremasiga ko‘ra sonlar o'qidagi istalgan chegara.- 

langan cheksiz to‘plam kamida bitta. limitik nuqtaga ega. Geync-Borel lem- 

inasiga ko‘ra sonlar o‘qidagi [o, 6] kesmaning ixtiyoriy ochiq qoplamasidan 

ciiekli qisin qoplama ajratib olish mumkin.

Sonlar o'qidagi chegaralaugan cheksiz to‘plamlar va kesinala.ming bu xos- 

salarini metrik fazolarda umumlashtirish maqsadida. Iiiz kompaktlik tushun- 

chasiga kelamiz.
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/  f/  iKompakt to'plamlar tushunchasi metrik fazolardagi asosiy tushunchalaf 

biri hisoblanadi. Kornpakt to'plamlar kornpakt operatorlarni ta'rifiaslid/ 

ularni tekshirishda qodlaniladi. J

Bizga X metrik fazo berilgan bo'lsin. M  va Aa to'plamlar X  ning /  J!t
' /to'plamlaribo‘lsin. {An:} to'plamlarsistemasi {A a} to'plamlar sistemasir 

qismi bo‘isin. ^

21.4- t a ’rif. Agar M  C lJA* bo‘lsa, {-4a} to‘plamhr sistemasi M  J  [/
a 1 /larnning qoplamasi deyiladi. Agar {Aai} C {Aa} qisrn sisterna uchun M  J

J  i
bo‘lsa, u holda {Aa/} sistema M  ning qism qoplamasi deyiladt. X <' J  

o' , . . /
siy holda, X  = {JAa bo ‘Isa, u holda {Aa} to‘plamlar sistemasi X fazor

a. >
qoplarnasi deyiladi. JJ

- f '21.5- ta ’rif. Agar I\ c  X  to'plamning istalqan ochiq qoplamasidan cfi if
.<

qism qoplama ajratish rnumkm bo ‘ha, u holda. K  kompakt to ‘plam deyiJ $  
‘ ri’

Agar X  fazoning istalgan ochiq qoplamasidan chekli qism qoplama ajnr

mumkin bo ‘Isa, u holda X  kompakt metrik fazo deyiladi. J

Quyida ko‘rsatamizki, sonlar o'qida [o, b] kesma kompakt to'plam bo‘J* J'
’ J  x

biian bir qatorda R" va C" fazoiarda, istaigan chegaralangan yopiq to‘iJ
. J

kompakt to'plam bo'ladi. Aksincha, sonlar o‘qi, R" va C" fazoiar komj7 
bo'lmagan metrik fazolarga misol bo'ladi.

Endi 21.5-ta’rifjga ekvivalent bo'lgan quyidagi ta'rifni keltiramiz.

21.6- t a ’rif. Agar K  to‘plamdan olingan ixtiyoriy {xn} ketma-ketlikf a

. /
K  da yaqinlashuvchi qisrniy ketma-keilik ajratish mumkin bo ‘Isa. K  ga kd

■ liJ
J

pakt. to‘plam deyiladi. J

21.7-ta’rif . Agar M to‘plamning yopig‘i [M] kompakt to'plam bo‘lsa, i/ f

■ixtiyoriy {x n}  C M ketma-ketiikdan X  da yaqinlashuvchi qismiy keti' 

ketiik ajrat/ish rnumkin bo‘lsa, M ga nisbiy kampakt to‘plam deyiladi.

/

Endi biz R” yoki C” fazolardagi to'plamlarning kompaktlik kriteriy^
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beramiz. Quyida 9 bilan (0, 0,. .  .,0) € K” nuqta belgilangan.

21.4-teorem a. R” (C”) metrik fazodagi K to‘plam kompakt boiisln uchun, 

ttntng chegaralangan va yopiq boiishi zarur va yetariidir.

Isbo t. Yetarliligi. Chegaralangan va yopiq K  c  R" to'plam berilgan 

bo'lsin. K  chegaralangan to'plam bodganligi uclnin u biror B[0, r\ sharda 

saqlanadi, ya'ni ixtivoriy x  6 K  uchun

PU',0) =  , \xk\2 < r.
\  k = l

(21.12)

Endi K  to'plamdan ixtiyoriy tW  =  {:rjp), x $ \  . . . ,  ketma-ketlik olamiz.

{x ^}  ketma-ketlik hadlari ham (21.12) tengsizlikni qanoatlantiradi. Bundan

a | 4 P)} , {z^ } 00 ......  (
l  J p=i L  J p = i  v.

CS8,
J  p =  1

sonli ketma-ketliklarning chega-

raiangan ekanligi kelib chiqadi. Boisano-Veyershtrass teoremasiga ko‘ra {xjp)} 

ketma-ketiikdan biror :rj0) songa yaqinlashuvchi |  qismiy ketma-

ketlik ajratish rnumkin. Chegaralangan j ketma-ketiikdan Bolsano-

Veyershtrass teoremasiga ko‘ra biror x ^  songa yaqiniashuvchi | x 2P*a^ |  qis-

miy ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu holda harn j qismiy ketma-

ketiik xj0) songa yaqinlashuvchi bo'iadi. Xuddi shu yo‘l bilan n-chi qadamda 

chegaralangan j.r^Pt”- 1̂  j  ketma-ketlikdan Bolsano-Veyershtrass teoremasi-

gako‘rabiror xi0) songa yaqinlashuvchi {rjf*”)} qisrniy ketma-ketlik ajratish 

mumkin. Natijada hosil bo'lgan { x ^  =  {xjp*n). x^*"\ . . . ,  xjf*’1)} } ketma- 

ketlik x(°> =  ( x f \  x f \  . . . ,  arS1)) elementga yaqinlashadi. K  yopiqto'plam 

bo'lganligi uchun r®  € K  bo'ladi. 21.6-ta’rifga ko‘ra K  kompakt to‘plam 

bo‘ladi.

Zaruriyligi. Bizga R” metrikfazodagi K  kompakt to'plam berilgan bo'lsin.

R” fazoning {B  (9, ri)}^!, ochiq qoplamasini olainiz. Tabiiyki, {B  (6, n)}^l,
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ochiq shariar sisfceinasi K  to'plamni ham qoplaydi. K  kompakt to'plam 

ho:lganligi udiun shuuday diekli { H (0, qism sistemamavjudki, u ham

K  to'plainni qoplaydi. Agar biz nj, 112, . . . , « /  sonlarning eng kattasini «o bi- 

lan belgilaaak, B  (9, ?Jo) ochiq sliar K  ni saqlaydi. Bu esa K  to‘plainning 

chegaralangan ekanligini bildiradi.

Endi K  niug yopiqligini isbotlaymi-z, Teskarisidan faraz qilaylik, yahii K  

yopiq bo'lmasin. U hoida. R”\K  to‘pia.mda K ning hedi bo'lmaganda bit- 

ta liinitik nuqtasi mavjud. Uni rr° bilan belgilaymiz. Limitik nuqta ta'rifiga 

ko‘ra x° ga yaqinlashuvchi {xj.} c  K , ketma-ketlik mavjud. K  kompakt 

to‘plam l)o‘lganligi uchun {jc*} ketma-ketlikdan K  da yaqinlashuvchi {a:*,} 

qismiy ketma.-ketlik ajratish murnkin. {x*} ketma-ketlik € R"\/C ele- 

mentga yaqmlashganhgi uchun uriing ixtiyoriy qisrniy ketrna-ketligi, jumladan 

{**,} qismiy ketma-kctlik ham x° ga yaqinlashadi. Bundari x° € K  ekanligi 

keiib chiqadi. Bu qarama-qarshilik K  ning vopiq to'plam ekanligini isbotlaydi. 

A

21.1- nat.ija. R” (Cn) metrik fazodagi K to‘plam nisbiu kompakt bo'lishi 

■uchun, uning chegaralangan bo'lishi zarur va yetarlidir.

21.2- na tija . R” (CJ}) ,p >  1 metrik fazodagt K to 'plam nisbiy kompakt 

ho 'iishi uchun, uning chegaralangan bo ‘lishi zarur va yetarlidir.

Metrik fazolarda nisbiy kompaktlik tushunchasi to‘ia. chcgaralanganlik tu- 

shunchasi bilan ustina-ust tushadi. Shu maqsadda to'Ia chegaralangan to‘plam 

tushunchasini beramiz. Bizga (X , p) metrik fazodan olingan A ,  M  to‘plamlar 

va e > 0 soii berilgau bo'lsin.

21.8- ta ’rif. Agar ■ixtiyoriy x € M  uchun shunday a € A mavjud bo‘Ub, 

p(x,a) < e tengsizlik bajarilsa, A to ‘plam M  to'plam uchun e to'r deyiiadi.

A to'plam M  niug qismi bolishi shart emas, umuman /1 f~j M  = 0 ho‘lishi 

ham irmmkin.
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21.9- t a ’rif. Agar ixtiyoriy £ > 0 son uchvn M to‘plamning chekli £ 

to ‘ri mavjud ho'lsa, M ga to‘la chegaralangan to ‘plam deyiladi

Har qanday to‘la chegaralangan to‘pknn chegaralangan bo‘ladi. lekin fceskarisi 

o‘rinli emaa.

21.5- teorem a. ( X ,  p) to'la rnetrik fazodagi M to‘plarn nisbiy kornpakt 

bo'lishi uchun, uning io‘la chegaralangan boiishi zarur va yetarlidir [1].

Asosiy funksional fazolardan biri G[a. b] fazodir. Bu fazodagi to'planming 

kompaktlik kriteriysini keitiramiz. Paragraf so‘ugida £p , p > 1 fazodagi 

to‘plamlarning kornpaktiik kriteriysini beramiz.

F  C C[a, 6] funksiyalar oilasi berilgan bo'lsin.

21.10- t a ’rif. Agar shunday C > 0 mavjud boiib, ixttyoiiy <f> € F va 

barcha x  e  [o, 1?] lar -uchun |$(*)| < C te.ngsi.zlik bajarUsa. u holda F  

funksiyalar oilasi tekis chegaralangan deyiladi.

21.11- t a ’rif. Agar ■ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday S > 0  son mavjud 

bo'lib, |*i — ar2 | < 6 tengsizhkni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy *i, *2 € [o, b\ 

hamda barcha <f> € F  lar uehun

\d>(xi) -4>(x2)1 < e

tengsizlik bajarilsa, F  Junksiyalar oilasi f.e.kis darajada uzluksiz deyiladi.

21.6- teorem a (Arsela teoremasi). M C C[a, 5] to'plam nisbiy kompakt 

bo‘lishi uchun uning tekis ehegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo'ltshi 

yeiarli va zarurdir.

Isbot. Zaruriyligt. M  C C[a, 6]— ixtiyoriy riisbiy kotnpakt. to‘plarn bo‘lsin. 

C[a, b\ to‘la metrik fazo bo‘lgani uchun 21.5-teorema.ga ko'ra, ixtiyoriy £ da 

M  ning chekii {tpi, </?2, ■ ■ ■ > V-'Jfe} elementdan iborat e /3— to'ri mavjud. Har 

bir <pi funksiya [o, 5] kesinada uziuksiz bodgardigi uchun u chegaralangandir, 

ya'ni

max |tfi (x) | < Ki, i = 1 , 2 , . .  .,k . a:€[a, oj
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• ̂ s sK =  inax Ki + -  belgilash kiritamiz. —  to‘r ta'rifiga ko'ra. har bir <p € M
l < i < k  O 3

ueimn birorta (pi da
c-

P (<P, <Pi) = max | <p (x) -  <pt (.x ) | < ^
x<c\a,o\ 0

fcengsiziik bajariladi. Bu yerdan keiib chiqadiki, har bir x  € [o, 5] uchun

! V (x) I < I <pi (x) | + ̂  < Ki +  | < K.

Shuuday qiiib, M  to'plam fuuksivalar oilasi sifatida tekis chegaralangan ekan. 

Kanfcor teoremasiga ko‘ra har bir tpf funksiya [o, b] kesmada fcekis uzluksiz 

bo'ladi. Demak, ixtivoriy e > 0 son uchun shundav 6t > 0 mavjud bo'lib, 

\x i ~  a:2l < bodganda

I Vi (x i) ~  Pi (x2) I < |

tengsizlik bajariladi. Aytaylik, 6 = min d,- bo'lsin. Ixtiyoriy <p e  M  uchun <pti <i<k ' "
. £funksiyani shunday tanlaymizki, p (<p, <p,) < -  bo'lsin. U holda \xi — x 2\ < 6

o
shart bajarilganda

I <P (x l )  -  <P (x 2 ) | <

< I <p (xi) -  Pi (xi) | +  | <Pi (rrj) -  Pi (x2) | +  | <Pi (x2) -  <p (x2) I < | + | + ~  - e 

o'rinli. Bundan M  niiig tekis darajada uziuksizligi kelib chiqadi.

Yetarhligi. Funksiyalarning M  C C[a, b] oilasi fcekis chegaralangan va 

tekis darajada uziuksiz bo'lsin. Agar biz, ixtiyoriy £ > 0 son uchun M 

ning chekli e to'ri mavjud ekanligini ko'rsatsak. 21.5-teoremaga ko‘ra M  

ning nisbiv kompakt to'plam ekanligi kelib chiqadi. Hamma p  G M  va 

barcha x  € [a, b] uchun \p (x ) \  < K  bodsin. Ixtiyoriy e > 0 uchun

6 > 0 ni shunday fcanlaymizki, barcha <p € M  iar uchun |:rj — x2\ < 6
• £ ,
bo'lganda | <p (sj) — p  (x2) \ < -  shart bajarilsin. Koordinatalar sistemasi-

5
ning O X  o'qidagi [a, b] kesniani

a = Xf) < xi < x 2 < . . .  < x n = b
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rmqtalar bilan uzunliklari 8 > 0 dan kielrik oraliqlarga bo'lamiz va bu nuqtalar 

orqali OY  o‘qiga parallel (vertikal) to‘g‘ri ehiziqlar o'tkazarniz. Keyin OY 

o'qidagi [—K, K\ kesmani

- K  = ^ <  yi < y2 < . . .  < ym. =  K

nuqtalar bilan uzunliklari -  dan kichilc oraiiqlarga bo‘lainiz va bu bo‘liuisli
b

nuqtaiari orqali O X  o'qiga parallel (gorizontai) to'g'ri chiziqiar o‘tkazamiz.

Shunday qilib, [a, 6] x [—K, K\ to‘g‘ri to'rtburchak gorizontai tomoni 8 dan 
. £
kichik va vertikai tomoni -  dan kichik yacheykalarga ajraiadi. Har bir <p € M  

o
funksiyaga uchlari (x/., yi) nuqtalarda bo'lgan va har bir x k nuqtada <p(xk) 

dan ^  dan kichik chetJangan x/> siniq chiziqni mos qo'yamiz (bundav siniq 

chiziq mavjud).

Bu 4'(x ) siniq chiziqning tanlanishiga ko'ra

\Y (xk) ~ 4’ (xk) I < IP (xk ii) - V (*fc+i) I < g, YP (xk) -  P (*fc+i)l < |

bodgani uchnn

\ ‘P ( x k )  -  ( x k+ \ ) \  <  ~ .

tengsizlik bajariladi. Tuzilishiga ko‘ra $  funksiya [x*. Xj.+i] kesmada chiziqli 

bo'lganligi sababli, barcha x  € [x*,. Xfc+i] lar uchun

Endi x  — [a, 6] kesmaning ixtiyoriy nuqtasi va Xfc esa x  ga chapdan eng 

yaqin bo'linish nnqtasi bodsin. U holda

\ p ( x ) ~  ip (x) | <  | <p(x)-<p (xk) |+ | p  (xk) -  ip (xk) |+|ib (xk) -  '</’ (x) j < +.

Shunday ekan, yuqorida ko'rsatilgan usulda qurilgan barcha 4’ siniq chiziqlar 

to'plami chekli va. u M  to'plam uchun e to 'r bo'ladi. 21.5-teoremaga ko‘ra 

M  nisbiy kompakt to‘plam bodadi. A
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21.11-misol. 6r[a, 6] fazoda

6’ =  I y(s) = f  K (s ,t) x(t) dt, x € #[0,1]} (21.13)
l J a  J

funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring. Bu yerda £-[0,1] to‘plam 

C[a, 6] fa.zoda.gi rrxarkazi nol nuqtada radiusi 1 ga. teug bo'lgan yopiq shar. 

K(s, t ) — [a, 6] X [a, £»] kvadratda. aniqlaugan uziuksiz furxksiya.

Yeehish. Arsela teoremasiga ko‘ra F  funksiyalar oilasining tekis chega-

ralangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko‘rsatish yetarli. K (s,t)  funk- 

siya [o, b] x [o, b\ kvadratda uzluksiz bodganligi uchun u chegaralangan, ya’ni

shunday C > 0 son mavjudki, barcha s, t t  [o, 6] lar uchun |A(s,t) |  <  C 

tengsizlik o'rinli. x e  B[0, 1] shartdan max |x( t )  | < 1 ekanhgi kelib diiqa- 

di. Endi F  funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz:

\y(*)\ K (s,t) x (t)  dt
,b

< / \K (s, t)| • \x (t)| dt < C  • 1 • (b — a ) .

Bu tengsizlik F  funksiyalar oilasining tekis diegaralanga.ii ekanligini isbotlay-

di. Endi F  funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz:

I V (si) ~  V (S2) | =

<  /  | K  (.«?!, £) -  K  (s2, t) I • I x (t) I dt < s • 1 • (b -  o ) .
J a

So‘nggi munosabat |si — S2I <  6 tengisizlikni qanoatlantiruvehi barcha sj, S2 € 

[o, b\ va barcha x  € 5 [0 ,1] lar udiun o'rinli. Demak, F funksiyalar oilasi

tekis darajada uzluksiz ekan. Shunday qilib, Arsela teoremasiga ko'ra (21.13)

tenglik bilan aniqlangau F  funksiyalar oila.si nisbiy kompakt to'plam bo‘ladi.

A

Endi tekis chegaralangan, lekin tekis darajada uzluksiz bo:lmagan $  funksi- 

yalar oilasiga misol keltiramiz.

21.12. C[0, 1] fazoda

d> = ( xa (t) 2 a t
1 + a 212'
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funksiyala.r oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring.

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra (21.14) tenglik bilan aniqlangan $  funksi- 

yalar oilasining tekis chegarala-ngan va tekis darajada uzluksiz ekanligini tek- 

shirishimiz kerak. (1 — a t)2 =  1 — 2 a 1+oPt2 > 0 tengsizlikdan \xa (t) | < 1 
ekauligi kelib chiqadi. Deinak, $  funksiyalar oiiasi tekis chegaralangan ekan. 

Tekis darajada uzluksiz emas degan tushunchaui ta'ritiaymiz.

Agar biror e > 0 son va ixtiyoriy S > 0 uchun shunday xa € va 

shunday h ,  e  [0, 1] lar mavjud bo'lib | — t2\ < S tengsizlik bajarilganda

I a-o, (*i) -  x a (t2) | >  £

tengsizlik bajarilsa, 4> funksiyalar oilasi tekis darajada uziuksiz emas deyiiadi.

Endi e =  ~ va S > 0— ixtiyoriy son bo'lsin. Agar a > -  va tj =  —, t3 =  0 2 6 a.
bo‘lsa, u holda \ ii — i2\ ~ ~ < S  bo'ladi, amrno 

‘ o.

I (h) -  -l-a fe) I
2 a - i -____  a

1 +  a2 ■
=  1 > £

tengsizlik o‘rinli. Demak, 4> funksiyalar oilasi tekis da.raja.da uzluksiz errias 

ekau. Shunday qilib. (21.14) tenglik bilan auiqlangan d1 funksiyaiar oilasi nis- 

biy kompakt to'piam emas ekan. A

Arsela teoremasining uinumlashmasi quyidagicha. Cmn bilan M  to‘plamni 

N  to‘piamga, akslantiruvchi barcha uzluksiz akslantirishlar to'plamini belgi- 

laymiz. Bu yerda M  va N  lar kompakt to'plamlar.

21.7- teorem a (Arsela teoremasining wnumlashmasi) . D c Cm n  to ‘plam 

nisbiy kompakt bo ‘lishi uchun D ning tekis darajada uzluksiz bo ‘lishi zarur va 

yetarli.

Endi £p, p >  1 fazoda to‘plamning nisbiy kompaktlik kriteriysini beramiz.

21.8- teorem a. K  c f-p to'plam nisbty kompakt bojishi uchun uning chega- 

ralangan va e > 0 son qanday bo‘Imasin, shunday »o nomer mavjud bo'iib,
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ixtiyoriy n  > tiq va barcha £ =  (si, £2, • •, sn. • ■ •)<= K lar uchun
OC

£  l £ / < ^
j=n+1

shartning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbo t. Zaruriyligi. Bizga nisbiy kompakt. K  C Cp to'plara berilgan bo'lsin.

U holda u to'la chegaralangan bo'lgani uchun, chegaralangan ham bo'ladi. 

Endi ikkinchi shartning bajarilishini ko'rsatamiz.

Biror rj > 0 sonni olainiz va K  uchun chekli ij— to'r {xj, X2, ■ ■ ■, *fc} ni 

quramiz. Har bir x  € K  uchun rj- to'rga tegishli x t elementni shunday tan- 

laymizki, pp (x, *,•) < rj bo'lsin. Har bir x  — (si, &>•••, £n> ■ ■ ■) € Cp element 

uchun SnX = (ii, $2, ■ ■ • , sn> 0, 0, • • .) va RnX = (0, 0, . . .,£n+l- Cn+2, • • •) 

belgilashlarni kiritamiz. U holda x  va 0 (0, 0 , . . . .  0, . . .)  elementlar uchun

Pp (S , , (■) =  pp (x, Snx) < Pp (x. Xi') \~Pp {-■',■ Snx) < Pp (x, Xj)-hPp (SnXi, Snx) +

I Pp ( R nXi, 9) < 2Pp (x, Xi) j pp ( R nXi, 0) < h j  +  Pp ( R nXi, 0) . 

Aniqlanishiga ko'ra, har bir belgilangan x  eietnent uchun

Shuning uchun, shunday ny nomer mavjudki, n > ny bodganda barcha 

i =  1, 2. . . . , k  iar uchun pp (RnXi,9) < rj bodadi. Shunday ekan, n > n0 
bodganda

Pp (Rnx, 9) < 3rj.

Agar ixtiyoriy e > 0 uchun rj = -  desak,o

bc/Iadi.
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Yetarhligi. Ghegaralangan K C. £p to'plam uchun s > 0 sou qanday 

bo'lmasin, shunday m  nomer mavjud bo'lib, ixtiyoriy n > n0 va x = 

(6 ; £2, ----£n, • •) € K  larda

E  fe l ' < s",?=n+l
tengsizlik bajarilsin. bctiyoriy £ > 0 udiun K  to'plamning chekli e— to‘ri 

mavjudligini ko'rsatarniz. Berilgan e > 0 uchun n0 nornerni shunday tan- 

laymizki, barcha x  e  K  larda

^  2pP(K^x ,9)  = ( & r
Vj=noU )

tengsizlik bajarilsin. K „0 = { S„0x : x  € K }  to'plamni qaraymiz. Har bir 

x  e  K  da pp (R ^x , 0) < pp (x, 6) o'rinli va K  chegaralangan to'plam 

bo'iganiigi sababli ham ehegaralangan to'plamdir.

Har bir Snox = (£1; £2, ■ - ■, sn„, 0, 0, . . . )  € K „0 nuqtaga (£i, £2-. ■ ■ ■ > €

R)50 nuqtani mos qo'yish bilan Kna to'plamni

Eno = { Ki, 6. • • •, u) : (6, s2;..., 0, o,...) e Kno} c

to'plamga izometrik mos qo'yamiz. K „0 chegaralangan to'plam bo'lganligi 

sababli K„0 to'plam Mp° da chegaralangan bodadi. U hoida 21.2-natijaga 

ko'ra K„0 nisbiy kompakt to'piam bo'iadi. Demak, unga izomorf bo'lgan K ^  

to'piam ham nisbiv kompaktdir. Slnmday ekan, K „0 to'piam uchun chek- 

li {xi, a?2, , ar*} elementli -  to‘r mavjud. Bti to'plam K  uchun e to‘r 

oo'ladi. Haqiqatan ham, ixtiyoriy x  e  K  uchun S ^ x  e  Kno va shunday 

Xi €  {  X \,  x2, ■. ■, X k }  eiement mavjud bo'lib,

bo'iadi. TJ holda

Pp (Snox, %i

Pp (x, x t) — pp (x , Snox) t  pp (Snox, x t) —
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£ £
P p  (R r > o %j $ )  +  P p  (^no-D  ^ i )  ^  2  ^  2  ~  ^

Deinak, 21.5-teoreinaga ko'ra K  nisbiy koinpakt to‘plam bo‘Iadi. A

M ustaqil islilash uchun savol va topshiriq lar

1. 21.8-misolda keltirilgan f n ketma-ketlikni Cjj—1. 1] fazoda fundamen-

tallikka tekshiring. U yaqinlashuvchi bo'ladimi?

2. To‘la va to‘la bo‘lmagan metrik fazolarga misollar keltiriny.

3. ]R meirik fazoda Bn = (1 — —, 1) ichma-ich joylashqan sharlar
\  n  J ■

ketma-ketligini qaraymiz. Ularning radmsiar't ketma-ketligining nolga in- 

tilishini ko‘rsating. B n sharlar ketma-ketligining kesishmasi bo‘sh ekan- 

ligini ishotlang. Bn shariar ketma-ketligi uchun 21.1 -teorema shartlari 

bajariladimi ?

4. C[a, b] , Ci[a, 1)] va C'2[a, 6] metrik fazolami, tolalikka tekshiring.

5. (J[a, 6] va f,2 rnetrik fazolarda birlik shaming nisbiy kompakt. to‘plam 

ernasligini isbotiang.

6. R metrtk fazoda An G i k) ■n € N sistema M  = (0: 1)

to ‘plam uchun qoplama bo‘lishini ko'rsating. {An} qoplamadan M ni 

qoplovchi chekli qisrn qoplama ajratish mumktnmi? M kompakt to'plam 

bo'ladimi ?

22- §. Qisuvchi akslan tirish lar prinsipi va uning tadbiq lari

Berilgan shartlarda tengiama yechimining mavjudligi va yagonaligi bilan 

bog'iiq masalaiarni mos metrik fazolardagi biror akslantirishning qo‘zg‘ahnas 

nuqtasi mavjudligi va yagonaligi haqidagi niasala ko'rinishida ifodaiash nmm- 

kin. Qo‘zg‘almas nuqta mavjudligi va yagonaligi beigilari ichida eng sodda va
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shu bilan birga juda muhim belgi - bu qisuvchi akslantirishlar prinsipi deb 

nomlaimvchi belgidir.

22.1- t a ’rif. X  met/rik fazo va uni o‘zini-o‘ziga akslaniiruvchi A akslan- 

tirish berilgan bo‘lsin. Agar shunday a £ (0, 1) son rnavjud bo‘lib. barcha 

x, y £ X  nuqtalar uchun

p(Ax,  Ay) < a p ( x , y )  (22.1)

tengsizlik bajarilsa, A  qisuvchi akslantinsh deyiladi.

Har bir qisuvchi akslantirish uzluksizdir. Haqiqatan harn, agar x n —» x  

(p (xn, x) 0) bodsa, u holda

0 < p(Ax„, Ax) < a p ( x n, x)

bo'lgani uchun lim p ( A/xn, Ax) =  0 bo' iadi.

Agar A  : X  —* X  akslantirish uchun shuuday x  £. A' nuqta mavjud 

bo‘lib, Ax — x  tenglik bajarilsa, x  uuqta A  akslantirishning qo‘zg‘almas 

nuqtasi, deyiiadi.

22.1- teorem a (Qisuvchi akslantirisMar prinsipi). To‘la metrikfazoda aniq-

langan har qanday qisuvchi akslantinsh yagona qo‘zg'almas nuqtaga ega.

Isbot. X  rnetrik fazodan ixtiyoriy :Eq nuqtani olarniz. Keyin x\ — Axq, x 2 

Axi =  A2xq, .e 3 =  A x2 —  A 3.t 0, . . . ,  x n — A.xn_i =  Anx 0, . . .  nuqtalar 

ketma-ketligini qaraymiz. Ixtiyoriy n < m  natural sonlar uchun

p (x n, x m) =  p(Anx 0, Amx0) < Qnp (x 0, x m_n) <

<  an (p (:r0, xj) +  p (xit x2) + + p (,rm_„_i, r m_„)) <

< anp (x0, xi)  ( l  +  a + a2 + ......k am~n~l) < an (e0, x x)

tengsizlik o‘rinli. a  £ (0, 1) bo'lgani uchun

lim cc”(l — a )_1/> (x0, aq) =  0.
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Shuning uchun {xn} ketma-ketlik fuiidamentaldir. A' to‘la metrik fazo va 

{xn} fundamental ketina-ketlik bivlgarn udmn u yaqinlashuvdii. Aytaylik.

liin xn = x

ho'lsin. U holda. A  akslantirishning uzluksizligiga ko‘ra

Ax = A  lim xn = lim Axn = lim =  x  .
«.-■ >•00 n—>oo n—> oo

Shunday qilib, A akslanfeirish uchun qo‘zg‘ahnas nuqta mavjud ekan. Uning 

vagonaligini isbotlaymiz. Agar

Ax = x, Ay = y

desak, (22.1) tengsizlikka ko‘ra

P(x, y) = p(Ax,  Ay) < a p ( x ,  y ) .

Bundan a  £ (0. 1) bodgani uchun

p (x, y) (1 -  a) < 0 p (x, y) = 0

ya’ni x  =  y bo‘lishi kelib chiqadi. Qo‘zg‘almas uuqta yagona. ekan. A

22.1. Qisuvchi akslan tirish lar prinsipining tadb iq lari 

Qisuvchi akslantirishlar prinsipini hax xil tipdagi tenglamalar yechimlari 

niavjudligi va yagonaligi haqidagi teoremalami isbotlashda qo'llasb inumkin. 

Qisuvchi akslantirishlar prinsipi Ax  = x  tenglama yecliimi mavjudligi va ya.- 

gonaligini isbotlash uchungina qo‘llanib qolrnay. bu teriglama yechimini topish 

usulini ham beradi.

Qisuvdii akslantirishlar prinsipining tadbig‘iga doir misollar qaraymiz.

22.1-mlsol. Rn fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi va
n
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formuialax orqali aniqlangan A  akslantiriBhning qisuvchilik shartlarini toping. 

Yechish. Qanday shartlarda A  qisuvchi akslantirish bo'ladi? Bu savolga

javob fazoda qanday metrika berilishiga bog'liq. Biz quyida uch xil variantni

qarayxjuz:

a) R” fazo, ya'ni p(x, y) =  max \xi — | bo‘lsin.
' ' l<*<n

p(y'; y") =  max \y'i -  y” \ =  max
l< i< n  1 < i<n

i = i

 ̂ J 2  I "b I I x s -  TJ I <
j=l

< max V I CU41 • (
l< i<n

a.-, ! • max | x\ — x" | =  | max > | ayj  ] p{x'yx") .j max F  ,\ l<r<n t—̂ ,
7=1 _ “ V j=l /

Bu yerdan kelib diiqadiki, A  qisuvchi akslantirish bo‘lishi uchun

max
l<*<n

ax V  I a,:?j  =  a < 1<fj 1' ‘ ' ' (22.2)
7=1

shartning bajarilishi yetarli. Shuuing uchun fazoda (22.2) shartni A  a.ks- 

iantirishning qisuvchilik sharti sifatida qabul qilamiz.
n

b) R” fazo, ya'ni p(x,y) =  )T | -  y,j bo‘lsin. U holda
2=1

p(y\ y") =  E I  yi ~ <  I ^  H
2» l 2 = 1

Y .  « » ( y - y )
3=1

\ xj - Tj 1 = 1 3 ( 1 3 •  K - - 4 I  ^*=1 j —1 j —1 \  2—1 /
/  n \  n /  n \

< | max ' y '  I Oj,j j • \x( — x ”\ < j max | a,;,j I • p ( x ,  z") .
\ l<j<n ' ' /  *—■ ' J J ‘ \ l< i< n  *—11 I '
\  i* l  /  j—1 \  *=1 /

Bu yerdan ko‘rinadiki, A  akslautirish uchun qisuvchilik sharti R" faaoda

, ^ ] C K i  =  a < 1 (22.3)
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ko'rinishga ega.

c) R" fazo, ya'ni

bo'lsin. U holda

p 2( y !, y"

P(x , V) = (x i ~  Vi f
\  *=i

n / n
«=1

n  /  n£ E Ei
a=i \ j=i

>«i2 E
/  3=1

2 a *i ( x ' j - ■'})
^i

• n\ 2
i x j)

s  ( e E i “« i2) p v -*")-

Yuqorida keltirilgan tenglik va tengsizliklarga ko‘ra R” fazoda A_akslantirish- 

ning qisuvchilik aharsi
n n

E E i fldi2 < « < i  (22-4)
j=l *=1

ko‘rinishga ega.

Shunday qilib, agar (22.2) - (22.4) shartlardan birortasi bajarilsa, u holda 

yagona x  =  ( x i ,  x 2, - - - , x n )  nuqta mavjud bo'lib,
n

Xi — (jjjXj ~\- i — 1. 2, . . . ,
j = i

bo‘ladi. Bundan tashqari bu nuqtada ketma-ket yaqinlashishlar quyidagi ko‘ri-

nishga ega

= (4*'.4*’,.4*’). * =
j=i 7

Bu yerda x f \  . . . ,  x ^  ) sifatida R" dagi ixtiyoriy nuqtani qabul

qilisli muinkin.

Qaralayotgan y = Ax  akslantirish qisuvchi bo'lishi uchun (22.2)-(22.4) 

shartlarning ixtiyoriy birining bajarilishi yetarli. lsbotlash mumkinki, (22.2)

221
www.ziyouz.com kutubxonasi



va (22.3) shartlar mos ravishda R“n va K" fazolarda y = A x  akslantirish 

qisuvchi bo'lishi uchun zarur ham bo'ladi.

Ta'kidlash iozimki, (22.2) - (22.4) shartiarning birortasi ham ketnia-ket 

yaqinlashishlar usulining tadbig‘i uchun zarur emas.

Agar |ay | < n_1 bo‘lsa, u holda (22.2) - (22.4) shartlarning harnmasi 

bajariiadi va ketma-ket yaqinlashishlar usuiini qo'llash mumkin.

Agar \a,ij\ > n_1 bo'lsa, u holda (22.2) - (22.4) shartlarning birortasi hain 

bajaxiimaydi.

22.2. Qisuvchi akslan tirish lar prinsipining 

in tegral tenglam alarga tadbiqi 

Fredholm  tenglam asi. Qisuvchi akslantirishlar prinsipini ushbu

ikkinchi tur Fredholm integral tenglamasi yechimining mavjudligi va yago- 

naligini isbotlash uchun qoTiaymiz. Bu yerda K  integral tenglama yadrosi, 

<p— berilgan funksiya, / — izlanayotgan (norna'lum) funksiya, A esa haqiqiy 

parametr.

Ko'rsatamizki, qisuvchi akslantirishlar prinsipini A parametrning yetar- 

iicha kichik qiymatlarida qodlash mumkin.

Faraz qilamiz, K(x,  y) — [o, 6]x[o, 6] kvadratda uzluksiz funksiya bo'lsin. 

Shunday ekan, musbat M  son mavjud boTib, barciia x, y g [o, h] uchun 

|K(x,y)  | <  M  tengsizlik bajariiadi. To‘ia C[a, b] fazoni o‘zini-o‘ziga

formula vositasida akslantiruvchi g = A f  akslantirish beriigan boisin. U 

holda

P (9i, 92) = rnax \gi (x) - g 2 (x) | < | A | M  (b - a ) • inax ]/i (x) -  f 2 (x) \
a<x<b a<x<b

fb
f ( x )  = \ l  K { x , y ) f ( y ) d y  + p(x)  

J a
(22.5)

( 22 .6)
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yoki

p ( A f u A f 2) <  |A| M (b — o) • p ( f i , /2).

Shunday ekan,

'A' w i r r z )  <22  7>
bo'lganda A  qisuvcbi akslantirish bo‘la.di. Qisuvchi akslantirishlar prinsipiga 

asoslanib xulosa qilarnizki. (22.7) shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy A da

(22.5) Fredhoim tenglainasi yagona uzluksiz yechiinga cga.

Bu yechim ga intiluvchi ketina-ket yaqinlashishlar /0, /1, . . . ,  / „ , . . .

U(X) =  A j  K ( r, I/) /„-i(</) dy + <p(x)
Ja

ko'rinishga ega, bu  yerda / 0 rifatida ixtiyoriy uzluksiz funksiyani olish mumkin. 

C h iz iq l im a s  in te g r a l  te n g la m a la r .  Qisuvchi akslantirishlar prinsipining
•b

K(x,y;  /(</)) dy+<p(x)
1

kohinishdagi chiziqlimas integral tenglam alarga tadbiqini qaraymiz. Bu yer- 

da K  va. funksiyalar uzluksiz bo‘lib, bundan tashqari K o‘zining 3 - chi 

funksional argumenti bo'yicha Lipshits shartini qanoatlantirsin, ya’ni shunday 

L > 0 inavjud bo'lif),

IK(x,y;z f )  -  K( x , y ; z 2)\ < L \ z x -  z2\

tengsizlik barcha x , y  € [a, 6] va, z \ , z2 lar uchun o'riuli boisin. Bu holda 

C[a, 5] fazoni o‘zini-olziga

g(x) — A t  K( x , y ;  f(y)) dy + <p(x)
J a

formula vosit&sida akslantiruvchi g = A f  akslantirish uchun

m a x  | gi (x) -  g2 (x) \ <  \ A | L ( b - a ) -  m ax | /1 (x) -  f 2 (x) \

a<x< 0 <i<T>,b
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tengsizlik o'riuli bo'ladi. bu yerda gi — A f u  <72 =  A/2 • Sbunday ekan,

sliaxtda A  akslantirish qisuvchi bo'iadi.

V olterra tenglam asi. Eudi Volterra tipidagi

f ( x )  = X i K(x,  y) f (y)  dy + <p(x) (22.8)
Ja

tcnglamani qaraymiz. Agar y > x  da K( x , y ) =  0 desak, (22.8) Volterra 

tenglamasi (22.5) ko'rinishdagi ikkinchi tur Fredholm tenglauiasiga keladi.

Biroq Fredholm integral tenglamasi liolida biz A paiametming kichik qiv- 

matlari bilan chegaxalanisliga majburmiz. Volterra tenglamasi holida qisuvchi 

akslantirishlar prinsipi (va ketina-ket yaqiniashishlar usuii! ni A ning barcha 

qiyinatiarida qodiash mumkin. Aniqrog‘i, qisuvchi akslantirishlar prinsipining 

quyidagi lunumlashmasi o‘rinli.

22.2-teoreina. X  to ‘la mettikfazoni 0 ‘zini-o‘ziga akslantiruvcM A uzluk- 

siz akslantirish uchun hiror n  d,a B  =  .4" — qisuvchi akslantirish ho‘hin. U 

holda Ax = x tenglama yagona ycchimga ega bo ‘ladi.

Isbot. x  € X  nuqta B  akslantirishning qo‘zg‘almas nuqtasi bo‘lsin, ya'ni 

B x = x . tJ holda 8  qisuvdii akslantirishga ketma-ket, yaqinlashishlar usulini 

qo'llasak,

Ax = A B x = A B kx = AAnkx = Ank+lx  = AnkAx =

= B kAx = B kxa -» x, k -* 00.

Chunki ixtiyoriy € X , xususiy holda xq = Ax  uchun, B x0, B 2a:0, . . . ,  

Bkx0, . . .  ketma-kellik x  qo‘zg‘almas uuqtaga yaqinlashadi. Shuuday ekau, 

Ax = x .  Bu x  nuqta yagoua, chunki A  ucliun qo‘zg‘almas bo'lgau x  nuqta 

B = An uchun ham qo‘zg‘almas nuqtadir, B  esa. yagona qo‘zg‘almas nuqtaga 

ega. A
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22.2. C[a, !;] fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi va

(Af)(x)  — X / X K(x,  y) f (y)  dy +  <p(x) (22.9)

formula bilan aniqlangan A akslantirishning biror darajasi qisuvchi ekanligini 

ko'rsating.

Yechish. [a, b] kesmada uziuksiz bodgan / j  va f 2 funksiyaiarni olamiz. 

U holda

I (Afi )  (x) -  (Af2) (x) | =  | A | • U * K(x,  y) (h(y)  -  f 2(y)) dy | <

< | A | • M (x — a) • max |/i(ai) -  f 2(x) \ .
a<x<b

Bu yerda M = inax | K  (x, y) \ . Olingan tengsizlikdan kelib chiqadiki,
" a<x,y<b

2 .,2 ( x - a ) 2j(.42/ i )  ( x ) - ( A 2f 2) (x)\ = \X\2 - M max \fi(x) -  f 2(x) |
Z a<x<b

Umuman,

I (Anh )  (x) -  (Anf 2) (x) | =  | A |n • M n ■ • max \h(x)  -  f 2(x) \ =n ! a<x^b

= 1 a r . M n • {x ~  •p ( h , h )  ■

Ixtiyoriy A udiuu n  nomerni shundav taniash mumkinki,

1 a r  - M n • < 1

tengsizlik bajariladi. U holda B  = A n akslantirish qisuvchi bo'ladi. A 

Shuning uchun, yuqoridagi tasdiqqa asosan (22.8) Voiterra tenglamasi har 

qanday A da yagona yediimga ega.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. Qisitvchi akslo,ntirish pnnsipimng umvm'ashmasim ayting.

2. Rn fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiriuvchi y = Ax +  b akslantirishning 

qisuvchilik sharilarini toping.

3. C[a, b] fazoda (22.9) tenglik bilan aniqlangan akslantirishning qisuvchi- 

lik shartlarini keltinng.
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V I I  b o b . C h iz iq l i  fa z o la r

Bu bobda biz chiziqli fazolar, chiziqli normalangan fazolar, Evklid fazolari 

va Hilbert fazolarining xossalarini o'rganamiz. Bu bob 6 (23-28) paragrafdan 

iborat.

23-§ da chiziqli fazo ta'rifianib, ularga ko'plab misoilar keltirilgan. Chiziqli 

fazo o'lchami ta'rifianib, chekli va cheksiz odchainli chiziqli fazolarga misollar 

keltirilgan. Chiziqli fazoning qism fazosi va faktor fazosi tushunchaiari bayon 

qilingan. Faktor fazoda elementlarni qo'shish va songa ko'paytirish amallari 

kiritilgan va faktor fazoning chiziqii fazo tashkii qilishi ko'rsatilgan. 24-§ da 

chiziqii funksionallar, ularning xossalari qarah diiqilgan. Chiziqli funksional- 

ning geometrik ma'nosi ochib berilgan. Chiziqli funksionallar va gipertekislik- 

lar o'rtasida biyektiv moslik o'rnatilgan. 25-§ qavariq to'plamlar va qavariq 

funksionallarning xossalarini tahlil qilishga bag'ishiangan. Qavariq jism va 

qavariq funksionallar orasidagi bog'lanish ochib berilgan. Chiziqli funksion- 

aini davotn ettirish haqidagi Xan-Banax teoremasi va Xan-Banax teoremasin- 

ing kompleks varianti isbotlangan. Chiziqli normalangan fazolar nravzusi 26-§ 

da keltirilgan. Bu paragrafda chiziqli normalangan fazolarga ko'plab misollar 

qaralgan. Norxnalangan fazolardagi tushunchalar metrik fazolardagi tushun- 

chalar bilan taqqoslangan. Normalangan fazoning qisrn. fazosi va faktor fa- 

zosiga misoliar qaralgan. Navbatdagi 27-§ Evklid fazolariga bag‘ish!angan. 

Evklid fazolarining xarakteristik xossalari ochib berilgan. Koshi Bunyakovskiy 

tengsizligi, Bessel tengsizligi, Parseval tengliklari isbotlangan. Norndor teore- 

malar - Riss- Fisher, Shmidtning ortogonallashtirish jarayoni haqidagi teore- 

malar isboti biian berilgan. Ortogonal, ortonormal sistemalarga misollar qa- 

ralgan. Separabel Evklid fazolarida to‘ia ortonormal sistema va yopiq- ortonor- 

mal sistemalarning ekvivalentligi isbotlangan. Normalangan fazo Evklid fazo 

bodishining zarur va yetarli sharti keltirilgan.
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23.2- t a ’rif. Bizga L va L* chiziqii fazolar benlgan ho‘lsm. Agar bu fa- 

zolar o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moshk o‘rnati$h mumkin bo‘lib,

x x* va y ‘-> y \  (x, y e L ,  x * , y *eL*)

ckanhgidan x + y <-+ x* + y* va ctx *-> ax*, (a — ixliyoriy son) ekanligi 

kelib chiqsa, uholda L va L* chiztqli fazolar o‘zaro izornorf fazolar deyiladi.

... 'i fazolarni aynan bitta fazoning har xil ko'rinishi deb qarash mumkin.

23.3- t a ’rif. Agar L chiziqli fazoning x^, x2, . ■ ■, xn elementlar sistemast

uchun hech bo'lmaganda birortasi noldan farqii bo'lgan a l5 a2, . . . ,  an sonlar

rnavjud bo ‘lib,

ayxi +  a2x 2 + • •• + a.nxn — 0 (23.7)

tenglik hajardsa. u holda *i, x2, . . . ,  x n elementlar sistemtm chiziqU hog‘langan 

deyiladi. Aks holda, ya'ni (23.7) tenglikdan

O-i — a2 = • • • — an — 0

ekanligi kelib chiqsa, Xi, x 2, .. ., x n elementlar sistemasi chiziqli boglanma- 

gan yoki chiziqli erkli deyiladi.

Agar xi, x 2, . . . ,  x n, . . .  cheksiz elementlar sistemasining ixtiyoriy chek- 

li qism sistemasi chiziqli erkli bo'lsa, u holda { rn}“=1 sisterna chiziqli erkli 

deyiladi.

23.4- t a ’rif. Agar L chiziqli fazoda n elementli chiziqli erkli sistema 

mavjud bo‘lib, bu fazoning ixtiyoriy n  +  1 ta elementdan iborat sistemasi 

chtziqli bog‘langan bolsa, u holda L n — odchamli chiziqli fazo deyiladi va 

diin L = n kabi yozUadi. n o ‘ichamh L chiziqlt fazoning ixtiyoriy n ta ele- 

rnentdan iborat chiziqli erkli sistemasi shu fazoning bazisi deyiladi.

23.5- t a ’rif. Agar L chiziqh fazoda ixtiyoriy n  € N uchun n elementli 

chiziqli erkli sistema mavjitd bo ‘Isa, u hoida L cheksiz o ‘lchamh chiziqU fazo 

deyiiadt va dim L = oo ko ‘rintshda yoziladi.
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R.” va Cn fazolar n  oichamli chiziqli fazolardir. L = G]a, &] fazodan 

boshlab 23.4-23.11 rnisollarda keltirilgan barcha fazolar cheksiz olcharnli fa- 

zolardir. Masalan, £2 fazocla

{en =  (Oj^. 3 U , 0 ,...)} “  t (23.8)
n

sisterna cheksiz ehiziqli erkli sistemaga misol boladi.

23.1, Cliiziqli fazoning qism fazosi 

Bizga, L  chiziqii fazoning bo‘sh bolmagan L' qism fco'plaxni berilgan bo'lsin.

23.6-ta’rif. Agar L' ning o‘zi L da kiritilgan amailarga nisbatan chiziqli 

fazoni tashkil qilsa, u holda L' to'plam L ning qisrn fazosi deyiladi.

Boshqacha qilib aytganda, agar ixtiyoriy x ,y  € L' va a, b € C(R) sonlar 

uchun ax + b y€  L' bo‘lsa, L' ga qisrn fazo deyiladi.

Har qanday L chiziqli fazoning faqat nol elementdan iborat {0} qism 

fazosi bor. Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy L  chiziqli fazoni o'zining qism fazosi 

sifatida qarash rnumkin.

23.7-ta’rif. L chiziqli fasodan farqli va hech bo'lmaganda hitta nolmas 

elementni saqlovchi qism fazo xos qism fazo deyiladi.

23.12-misol. t 2 C  c0 C  c  c  m  fazolarning har biri o'zidan keyingilari 

uchun xos qism fazo boladi.

23.13. Endi [a, b] kesmada p(p > 1)— darajasi bilan integrailanuvchi 

funksiyalar fazosi Lp [a, 6] ni qarayrniz. Bu fazoning nolga ekvivaient funksiya- 

laridan tashkil topgan qism to‘plamni [a, b) ko'rinishda belgilaymiz. Ma'- 

lumki, nolga ekvivalent funksiyaiar yig'indisi yana nolga ekvivalent bo‘lgan 

funksiya bo‘ladi. Nolga ekvivalent funksiyaning songa ko‘paytmasi ham nolga 

ekvivalent funksiya bo‘la,di. Demak, L ^  [a, 6] to'plam Lp [a, f>] fazoning xos 

qisrn fazosi boladi.

23.14. 0 ‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V[a, b] ni qaraymiz. 

Ma'lumki, [a, b[ kesmada absolyut uzluksiz fuuksiyalar to'plami H[«., 6] ning
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qisrn to'pJami bo‘ladi. Absolyut. uzluksiz funksiyaJar to‘plami funksiyaJarni 

qo‘shish (23.3) va songa ko'paytirish (23.4) amallariga nisbatan yopiq to'plam. 

Shuning uchun u  V[a, 6] faaoning qisrri fazosi bo'ladi va u AC[a, b] bilan 

belgilanadi.

23.15. V[a, 6] fazoda f (a) — 0 shartni qanoatiantiruvchi funksiyalar 

to'plamini qarayiniz. Bu to‘plam funksiyalarm qo‘shish va songa ko‘paytirish 

atnallariga nksbatan yopiq to‘plamdir. Shuning uchun u V[a, 6] fazoning qism 

fa-zosi bo'ladi va u Vq[a, bilan belgilanadi.

23.16. Yaua o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V[a, b] ni qaray- 

rniz. Madumki, [a, b] kesnrada monoton funksiyalar to'plami V[a,, /i] ning 

qism to'plarni bodadi. Ainmo ikki inonoton funksiyaning yighndisi har doiin 

inonoton funksiya bo'lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qilish 

muinkin. x(t) = t2 + l ,  y(t) = —21 fuuksiyalaming har biri [0, 2] kesmada 

monoton funksiya bo'ladi, arnmo ularning yigdndisi x(t) 4- y(t) = (t — 1 )2 
funksiya [0, 2] kesmada monoton ernas. Demak, [a, b] kesmada monoton 

funksiyaiar to'plami V[a, />] fazoning qism fazosi bo‘la ohnaydi. Demak, chi- 

ziqli fa.zouir.ig har qanday qisrn to'plami qism fazo tashkil qilaverrnas ekau.

Bizga. L  fazoning bo‘sh bodmagan {i,-} qism to‘plami berilgan bo‘lsin. U 

holda L  chiziqli fazoda. sistemani o‘zida saqlovchi minirnal qisin fazo 

inayjud.

Haqiqatan ham, {x ,} sistemani saqlovchi hcch boimagauda. bitta qisrn 

fazo mavjud, bu L ning o‘zi.

Ixtiyoriy sondagi qisrn fazolarning kesishrnasi yana qism fazo boiadi. Haqiqa- 

tan ham, agar

l * = n  u
i

boiib x , y  € i ’ boisa., u holda tai'ifga ko‘ra. ixtiyoriy i uchun x. y e L, 

boiadi. L, qism fazo boiganligi uchun a x +  [3y 6 L, munosabat barclia
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a , (I soular uchun o‘rinli. Demak, a x  + 8 y  € L* bo‘la.di.

Endi {jjj} sistemani saqlovcbi L xving bardia. qism fazolarini olainiz va 

ulamirigkesisliina.siniqarayniizliamda.uni L({x,;}) orqali bdgilaymiz. L ({rr-i}) 

qisrn fazo {x,} sistemani saqlovchi minimal qisni fazo bo‘ladi. Bu L ({*i}) 

minimal qism fazo {x,} sisternaiian hosil bo'lgan qisrn fazo yoki {x,-} siste- 

nianing chiziqli qobig'i deyiladi.

2 3 .2 . C h iz iq l i  fa z o n in g  fa k t o r  fa z o s i

Bizga L ckiziqli fazo va uniiig L' xos qism fazosi berilgan bo'lsin. L  niiig 

elernentlari orasida quyidagicha munosabat o'matish mumkiii.

2 3 .8 - ta ’r if . Agar x . y  € L  elementiar ucimn x  —  y  ayirma L' ga iegishli 

bo'lsa. x  va y  ekvivalent elementlar deyiladi.

Fazo elementlari orasida o‘matilgan bu inunosabat refleksivlik, simmetrik- 

lik va tranzitivlik xossalaxiga ega. Haqiqatau lianr, x  — x  € L' (refleksivlik); 

x  — y e L' dan y — x = —(x — y) £ L' (simmetrikiik); x  — yG L ' , y — z £ L' 

dan x —z — (x—y)+(y—z) £ L' (tranzitivlik). Shuning uchunbu niunosabat 

L  ni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratadi va har bir sinf o'zaro ekviva- 

lent elementlardan tashkil topgan. Bu sinfiar qo ‘shni sinflar deyiladi. Barcha. 

qo'shni sinflar to‘plami L chiziqli fazouing L' qisin fazo bo‘yicha faktor fazosi 

deyiladi va L /L ' ko‘rinishda belgilanadi.

Tabiiyki, har qauday faktor fazoda yig‘indi va songa ko‘paytirislx amallari 

kiritiladi.

Aytaylik, £ va. r/ lar L jlJ  dan olingan ixtiyoriy qo‘shni sinflax bo'isin. 

Bu sinflaming har biridan bittadan vakil tanlaymiz, masalan x  £ £, y £ rj.

£ va r? siuflarning yig'indisi sifatida x + y elernentni saqlovchi C sinf qa- 

bul qilinadi. C qo'shni siufning o; songa ko‘pa.ytma.si sifatida a x  elementni 

saqlovchi sinf qabul qiiinadi. Natija. x £ £, y £ rj vakillarning tanlanishiga 

bog‘liq emas, chunki, qandaydir boshqa x '  £ £, y' £ r) vakillarni olsak harn
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(x +  y) — (x' + y') =  (x — x') +  (y — y') e  L ' bo'lgani ucliun x' +  y' € C 

bo'ladi. Bevosita tekshirish shuni ko'rsatadiki, L jL ' da aniqlangan qo'shish va 

songa ko'paytirish amallari chiziqli fazo ta !rifidagi aksiomaiarni qanoatlanti- 

radi (bimi mustaqil tekshirib ko'rishni o‘quvchiga tavsiya qilamiz). Boshqacha 

aytganda, L jL ' faktor fazo chiziqli fazo tashkii qiladi.

Shunday qilib, har bir L /L ' faktor fazo unda yuqorida ko'rsatilgan usul- 

da kiritilgan yig'indi va songa ko'paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo 

tashkil qiladi. Shuni t,a!kidlash joizki, har qanday faktor fazoda L' qism fazo 

L /L ' faktor fazoning nol elementi bodadi. Mailurnki, L' qism fazoning ele- 

mentlari o'zaro ekvivaleut va L' qism fazo L  chiziqli fazoning nol elementini 

saqlaydi. Shuning uchun £ va L' qo‘shni sinflarning yig‘indisi x + 6 = x 

( €  £, 6 € L ')  elementni saqiovchi qo'shni sinfga, ya!ni £ ga teng.

23.17. Faktor fazoga misolni tushunish nisbatan osonroq bo'lgan M2 fa- 

zodan boshlaymiz. L = R2 fazoning L' =  {(aq, X2) € K2 : x 2 — 0} xos qism 

fazosini qaraymiz va L /L ' faktor fazoning elementlarini, ya’ni qo'shni sinf- 

larning tavsiflni beramiz. Ma'lumki, x  — y =  (xj — x2 — jfe) €  L' bo'lishi 

uchun x2 = y2 bo'lishi zarur va yetarli. Demak, L jL ' faktor fazoning eie- 

mentiari (qo‘shni sinflar) O Xi o'qiga parallel bo'Igan to'g'ri chiziqlardan ibo- 

rat. Masalan, (a, b) e R2 nuqtani o‘zida saqlovchi £ qo'shni sinf O x t o‘qiga 

parallel bo‘igan x 2 = b to‘g‘ri chiziqdan (23.1 a-chizma) iborat.

1

( 3 ,6 ) g 3 £
fc i

( 3 ,5 ) e f H ;

(2 ,3 )© ,

( i ^ ) t r

» i

a )

* l

b)

23.1-chiztna

Xuddi shunday, (1,2) va (2,3) iiuqtalarni saqlovdii qo'shni sinfiar yig‘indisi
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(3,5) nuqtani saqlovchi x2 = 5 to'g'ri chiziqdan iborat. (1, 2) e £ qo‘shni 

sinfning 3 ga ko'paytinasi (3,6) nuqtani saqlovchi x2 = 6 to‘g‘ri chiziqdan 

(23.1 6-cb.iznia) iborat.

23.18. Ma'lumki (23.9-23.10 misollarga qarang), [a, b\ kesmada p(p  >

1)— darajasi bilan Lebeg ma'nosida integrallanuvchi fimksiyalar to'plami chi- 

ziqli fazo tashkil qiladi va u Lp [a, b\ bilan belgilanadi. Bu fazoning uolga ek- 

vivaient funksiyalaridan tashkil topgan qism fazosini L® [a, 5] (23.13-misolga 

qarang) ko'rinishda belgilaymiz. Endi Lp [a, 6] chiziqli fazoning Lp [a, b\ qism 

fazo bo'yicha faktor fazosini qaraynhz va bu faktor fazoni Lp [a, b\ bilan belgi- 

laymiz. Bu fazo [a , 6] kesmada aniqlangan va p— darajasi bilan Lebeg ma’no- 

sida integrallamvchi ekvivalent funksiyalar fazosi deyiladi.

Agar L — n  o'lchamli chiziqli fazo va L' uning k(0 < k  < n) o'lchamli 

qisra fazosi bo‘lsa, u holda L /L ' faktor fazo n — k o‘lchamli bo‘ladi.

Bu tasdiqni isbotlaymiz. Aytaylik, Xj, x2, . . . ,  Xjt elementlar sistemasi 1/ 

da. bazis bo‘lsin. Bu sistemani Xfc+i, Xk+2, . . . ,  xn e  L  elementlar bilan L  

fazo bazisigacha to'ldiramiz. Bu xk+i, x*+2, . . . ,  xn elementlar bir-biri biian 

ekvivalent emas, aks holda Xi, x2, . . .  , x*, Xfc+j, xjt+2, . . .  , xn sistema chiziqli 

bog'langan bo‘lar edi. Shuniug uchun x*+i, xjt+2, . . . ,  xn elementlar liar xil 

qo‘shni sinflarga tegishli bofladi. Li orqaii Xjt+j. % € {1, 2, . . . ,  n— fc} element 

tegishli bo'lgan sinfni belgilaymiz.

Endi £i, | 2, . . . ,  £n_fc elementlar sistemasining L /L ' da bazis bo'lishini 

isbotlaymiz. Ixtiyoriy £ € L /L ' qo‘shni sinfni olaylik va x € £ bo'lsin. U 
holda

x --  aqxj -|- cv.2x2+  • • • +  akX}. +  /?i xk+i +  02 xk+2 +  • • • +  Pn-kxn

yoyilma o'rinli bo'ladi. £ +  L' = £ (har qanday L /U  faktor fazoda L' qism 

fazo L /L ' faktor fazoning nol elementi bo'ladi, ya’ni 6 =  L ')  bo‘lgani uchun

x' =  x  -  oq x i -  «2  x2 -----------  a kxk

230

www.ziyouz.com kutubxonasi



element £ qo‘shni sinfga tegishii va

X (3\ Xfc f  1 b  (32 J j /r-! 2  ”1“  ‘ * I - (3n—kXn

yoyihna o‘rin!i bo'Iadi. Buudan

£ — fh £l +  (h & +  ‘ “  +  (3n-kin-k 

tengiik kelib chiqadi. Har qanday {Q\ /?„_*) ^  0 da

fh -"Pfc+l +  fh xk+2 +  ‘ ‘ ‘ +  (3n-k'Xn 4- h'

bo'lgaci uchuii £t , & , . . . ,  C«-fc diiziqii bog'lanmagan sistema bodadi. Shun- 

day qilib, Ci, £2, . . . .  Cn-fc sistema chiziqli erkii va har bir £ e L /L ' sinf

6 . &, • ••, (n-k sinflamingchiziqlikombinatsiyasidaniboratbo‘lganligiuchun 

£2, • • •, £«-k sistemaniug bazis ekanhgigakelamiz. Demak, L /L ' fazo n — 

A: o‘ichamIi chiziqii f'azo ekan.

23.9-ta’rif. L /L ' faktor fazoning o'lchami L' qism fazoning koo ‘lcharm 

deyiladi.

Agar L' qism fazo chekli n  koo'ldiamga ega bo‘lsa, u holda L  da shun-

day Xi, X2 , • • • ,x n elenientlami taniash muinkinki, ixtiyoriy x  € L  element 

x  — «1+1 -I- o:2 +2 -I- • •• +  c+nXn +  y ko‘iinishda bir qiyinatli ifodalanadi, 

bu yerda «1, 0:2, ••• , an sonlar, y  € L '. Haqiqatan ham, L /L ' faktor fazo 

n — o'lcharnli bo'lsin. Bu faktor fazoda £1, £2, . . . ,  £n bazisni tanlaymiz va 

har bir sinfdan bittadan x^ vakil oiamiz. Endi x  e  L  ixtiyoriy element 

bo'lsin va £ esa x  ni saqlovchi L /L ' da.gi qo'shni sinf bo'Isin. U holda

C =  °-I 6  -I «2 £2 +  • • • +  «n£n-

Ta’rifgako‘ra £ sinfdagi harbir eiement, xususiy holda, x  element x\, +2, . . . ,

xn elementlarning

Ql X \ + a 2X2 +  ■■■ +  OnXn
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chiziqii kombinatsiyasidan U  dan olingan elementgagina faxq qiladi, ya'ni

x =  ayXi + «2 %2 + • • • + (xnxn + y, y <E U .

Bu tasvimiug yagonaligini ko'rsatamiz. Ay taylik

x  = a \x i +  a'2 X2 +  • • • +  a'nx n +  y \  y' e  L'

tasvir ham o!:rinIi boisin. U iiolda

0 =  (a t -  a'Jxi +  (o2 -  o:2) x 2 +  • • • + (o„ -  a'n)xn +  y -  y'

tenglikka kelamiz. Bundan «1 =  o j, o2 =  a 2, . . . ,  an = a'n, y = y ' .

M u s t a q i l  is l i la s h  u c h u n  s a v o l v a  t o p s h ir iq la r

1. Chiziqli fazoga misollar kdtiring.

2. Chiziqli bog'langan (cMziqli bog'lanmagan) sistema ta'rifini bering.

3. Chiziqti fazo o ‘lcharni ta'rifini bering.

4. [-1 , 1] kesmada aniqlangan uzluksiz va juft (toq) funksiyalar to'plamini 

C'+[—1, 1] (C~~[— 1, 1]) bilan belgilaymiz. <7+[—1, 1] (C_[—1, 1]) tojdarn 

C[~l,  1] chiztqlt fazoning qism fazosi bo ‘lishini isbotlang.

5. iJp1 [a, ?>] qisrn fazoning o'lchamini toping.

6. Lp[a,b\ faktor fazoning o'lchamini toping.

2 4 - § .  C h iz iq li  fu n k s io n a lla r

Bu paragraf chiziqli funksionallar, ulaming a.yrim xossii.la.riga bagishlangan. 

24.1-ta’rif. L chiziqli fazoda aniqlangan f  sonli funksiya funksional de- 

yiladi. Agar barcha x, y e  L lar uchun

f ( x  + y) = f  (x) +  /  (y )
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bo ‘Isa, f  additiv funksional dcyiiadi.

24.2- t a ’rif. Agar ixtiyoriy x  € L va barcha a  € C  lar uchun

f ( a x ) - a f  (x)

bo‘lsa, f  birjinsli funksional deyiiadi. Agar utiyoriy x  € L va barcha a  € C 

saniar uchun

f ( a x )  = a f ( x )

bo‘lsa, u hoida kompleks chiziqli fazoda aniqlangan f  funksional qo‘shma bir 

jinsli deyiladi, bu yerda a soni a  ga qo'shma kompleks son.

24.3- t a ’rif. Additiv va bir jinsii funksional chiziqli funksional deyiladi. 

Additiv va qo'shma bir jinsli funksional qo ‘shma chiziqli (yoki antichiziqli)

funksionai dcyiladi.

Chiziqli fuiiksionallarga misollar keitirarniz.

24.1-misoi. M" — n  o‘lcham;i vektor fazo va a = (cq. a2, .. € Mn

tayin bir element bo'isin. U holda
n

/ :  Rn ^ R ,  f ( x )  = J 2 (

moslik Rn da chiziqli funksional bo'ladi.

O iX i

j=i

u(z)  =  V  fflfc Zk 
k=l

fcengiik bilan aniqianuvchi u : Cn —> C aksiantirish qo'shma ciiiziqii funksio- 

nalni aniqlavdi.

24.2. Quyidagi 1 va l* : G[a, b] —> C funksionallar

J (x ) = f  x ( t )d t , I '*(x)= f  x(t) dt
Ja Ja

C[a, h] fazodagi chiziqli va qo'shma chiziqli funksionalga misol bo'ladi.

24.3. g0 € C[a, b] berilgan eiement bo'lsin. Har bir x  € C[a, b] funksi-
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sonni mos qo'yamiz. Bu fuiiksionalning chiziqliligi intcgraliash amalining asosiy 

xossalaridan kelib chiqadi.

f  x(t )y0(t)di
J a

funksional C[a, 6] fazoda qo'shma chiziqli funksional bo'ladi.

24.4. 12 fazoda chiziqli funksionalga misol keltiramiz. k — tavin bir natural 

son bo'lsin. l 2 dagi har bir x  =  (xi, x 2, . . .  . :<+,. ■ ■ ) uchun

f k(x) =  x k

deymiz. Bu funksionaining chiziqliiigi ko'rinib turibdi.

2 4 .1 .  C h iz iq l i  fu n k s io n a in in g  g e o m e t r ik  m a ’n o s i

Bizga L chiziqli fazoda aniqiangan, uolmas /  chiziqli funksional berilgan 

bo'lsin. Bu /  funksional uchun f ( x )  = 0 shartni qanoatlantiruvchi barcha 

x  € L  nuqtalar to'plami uning yadrosi deyiladi va Ker f  = {*  € L  : 

f (x)  = 0 }  ko'rinishda belgilanadi. Ker  f  to'plam L  ning qism fazosi bo'ladi. 

Haqiqatan ham, agar x , y  £ Ker f  bo'isa, u holda ixtiyoriy a, b sonlar uchun

f  (ax  +  by) =  a f ( x )  + b f  ( y ) =  0

tenglik o‘rinli.

K e r f  qism fazoning koo'lchami birga, teng. Haqiqatan ham, K e r f  ga 

qarashli bo'lmagan, ya'ni f ( x o) =£ 0 bodadigan qanda^uiir Xq elementni 

oiamiz. Bunday element mavjiul, chunki f ( x )  ^  0 (aynan nolga teng emas). 

Umuiniylikrii chegaralamasdan hisoblashimiz mumkinki, f ( x o) =  1 (aks hol- 

da biz x0/ / ( x 0) ni olgan bo'iar edik, chunki / (x 0/ / ( x 0)) =  1). Ixtiyoriy x 

element uchun y = x  — x0 • /  (x) desak, u holda

f (y)  = f ( x - x 0 - f  (x)) = 0,

ya’ni y € Ker  f . Qaralayotgan x element x  =  «x0+ |/ , y € Ker  f  ko'rinish- 

da tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir. Haqiqatan ham,
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x  = axo + y ,  y € Ker f  va x = a' x0 \- y ' , y' e  Ker  f  

bo‘lsin. U hoida (a — a') x0 = y' — y tenglik o'rinli. Agar a = a' bo‘lsa, y  = y' 

ekanligi ko'rinib fcuribdi. Agar a — a ' ^ 0  bo‘isa, u hoida

^ l L z l e K e r fa — a'

ekanligi kelib chiqadi. Bu esa x 0 £ Ker  f  shartga zid. Bu qarama-qarshiiik 

tasdiqni isbotlaydi. A

Bu yerdan kelib chiqadiki, ikkita x\  va x 2 elementlar Ker  f  qisrn fazo 

bo'yicha bitta qo'shni sinfda yotishi uchun f (x{)  = f ( x 2) shartning bajarilishi

zarur va yetarli. Haqiqafcan ham,

X\ = f ( x \ )  :r0 +  Vi, Vi € Ker  f ,  x2 = f  (x2) sy + y2, y2 e Ker f  

tenglikdan

x\  - x 2 = ( f  (x\) -  f  (x2)) x0 +  (y\ -  y2)

tenglik kelib diiqadi. Bn yerdau kelib chiqadiki, X \  — x2 € Ker f  bodishi 

uchun /  (xi) — f  (x2) =  0 bodishi zarur va yetarli.

Ker  f  qisrn fazo bo‘yicha har qanday $, sinf o'zining ixtiyoriy vakili bilan 

bir qiyrnatli aniqlanadi. Bunday vakil sifatida a x 0 ko'rinishdagi elementni 

olish munikin. Bu yerdan ko‘rinadiki, Lj  Ker f  qism fazoning o'lciiami birga 

teng ekan, ya'ni Ker f  ning koo'lchami birga teng.

Chiziqli funksionalning yadrosi Ker  f  o'zida noiga avlanadigan funksio- 

nalni o'zgarmas ko'paytuvchi auiqiigida bir qiymatli aniqlaydi.

Haqiqatan ham, /  va g fimksionallar yadrolari teng boMsin, ya’ni K e r f  = 

Ker g . U holda /  uchun i 0 t i  elementni shunday taidaymizki, f ( x 0) = 1 

bo'lsiu. Ko'rsatamizki, g(x0) £  0. Ixtiyoriy x  € L  uchun

x  = f  (x) x 0+y, y € K er f  va g(x)  = f  (x) g (x0)+g (y) = f  (x) g (x0)

tengliklarga egamiz. Agar g(x0) = 0 bo'lsa, g(x) =  0 bo‘lar edi. g(x) =
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g(x0) f  (x) tenglikdan /  va y funksionallarning proporsionai ekanligi keiib 

chiqadi.

KooMchami birga teng bo'lgan ixtivoriy L'  qism fazo berilgan bo'lsin. U 

holda shunday /  chiziqli funksional mavjudki, Ker  f  = L'  bo'ladi. Buning 

uehun L' qism fazoda. yotmaydigan ixtiyoriy x 0 e  L  eiementni olamiz va. 

ixtiyoriy x  e  L elementm x = ax 0 + y, y e  L' ko‘rinishda yozamiz. Bunday 

yoyilma yagona. / (x) = a tenglik yordamida aniqlanuvchi chiziqli funksio- 

nalning yadrosi Ker  f  = L' bo'ladi.

L  chiziqli fazoda koo'lchami birga teng bo'lgan qandaydir L' qism fa- 

zo berilgan bo'lsin. U holda L fazoning L' qism fazo bo'yicha har qan- 

day qo'shni sinfi iJ qism fazoga paraiiel bo'lgan gipertekislik deyiiadi (xusu- 

san, L' qisnr fazoning o‘zi 6 elementni saqlovchi, ya’ni koordinata boshidan 

o'tuvchi gipertekislikhisoblanadi). Boshqacha aytganda, L' qism fazoga paral- 

lel bo‘lgan M'  gipertekislik - bu L'  qism fazoni qandaydir x0 e L vektorga 

paraliei ko‘chirishdan paydo bodadigan to'plam, va’ni

M' = L' + x0 = { y  : y = x + x 0. x  € L1} .

Ko'rinib turibdiki, agar x0 6 L' bo‘lsa, M' = L' Ix/ladi, agarda x0 L' 

bo‘lsa, u holda M' J  L ' .

Agar /  — L  chiziqli fazoda aniqlangan chiziqli funksional bo‘lsa, Mj  = 

{ x  € L : f ( x )  = 1} to'plam Ker  f  qism fazoga paraiiel gipertekislik 

bo'ladi. Haqiqatan ham, / ( x 0) 1 bodadigan xt> elementni tanlab, ixtiyo-

riy elementni x = a x 0 + y,  y e Ker  f  ko'rinishda yozishimiz murnkin.

Ikkinchi tomondan, agar M'  — koo'Ichami birga teng bo'lgan L' qism fa- 

zoga parallel va koordinata boshidan o‘tmaydigan gipertekislik bo'lsa, u hoida 

sinmday yagona /  chiziqli fimksionai mavjudki,

M' = {x :  f (x )  = 1}
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bo‘ladi. Haqiqatan ham, M'  = 1J -| xq, c L bo‘lsiii. U holda har qanday 

x  € L element yagona ravishda x  = axo+y,  y € L'  ko'rinishda tasvirlanadi. 

f (x)  = a tenglik yordamida aniqlanadigan chiziqli funksional izlanayotgan 

funksional bo'ladi. Uning yagonaligi quyidagidau kelib chiqadi:

Aga.r x € M'  da g(x) = 1 boisa, u holda. y € L' da. g(y) = 0 bo'ladi. 

Bunda.li

g(a xq + y) = a = f  (a x0 +  y)

tenglik kelib chiqadi.

Shunday qilib, L chiziqli fassoda aniqlangan rioldan farqli barcha chiziqli 

funksionallar biian koordinata boshidan o'trnaydigan L dagi barcha. giperte- 

kisliklar oitasida o‘zaro bir qiymatli inoslik o'rnatildi.

M u s t a q i l  is h la s h  u c h u n  s a v o l v a  to p s h ir iq la r

1. Chizigli funksionaining geornetrik r n a 'n o s in i  tushuntiring.

2. C[a, h] fazoda gipertekislikka rnisol keltiring.

3. C[a, 6] fazoda f (x)  = x(b) c h iz iq li  f u n k s i o n d n i  q a r a y m iz .  C [ a ,  6] fa-

zoda M — { /  € C[a, 6] : f (x )  = 1} to'plam gipertekisl/ik ho'ladimi?

4. /  : V[a, b] — * R,  f (x)  = x(a) chiziqli funksionaining yadrosini lo- 

ping. Kerf=V'o[a.b] tenglik to'g'rimi?

5. /  : C[—1, 1] — 1R va

f(x) = j  x(() dt
funksionaining c h iz iq li  e k a n l ig in i  ko ‘rsating. Toq funksiyalar to  ‘p la m i  

C~[— 1 , 1 ] =  {  x  e  C[— 1 , 1 ] : x(—t) =  —x(t) }  uchun C ~ [  —  1 , 1]

C. K er f  rnunosabat to‘g ‘rimi?

6. /  : M3 —» R, /(:r) -- ,i'i chiziqii funksionalning yadrosini toping. Bu 

fazoda {a; € R3 : f (x)  =  1} g ip e r te k is U k n i  chizmada tasvirlang.
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2 5 -§ . Q a v a r iq  t o ‘ p ia m la r  v a  q a v a r iq  fu n k s io n a lla r

L - haqiqiv chiziqli fazo, x  va y  tining ikki nuqtasi bo‘lsiii. U holda

a x  - f  ( 1  — q )  y ,  a  €  [0 , 1]

ko‘rixiishdagi bardia elementlax to'plami x  va y mjqtalarni tutashtiruvchi 

kesma deyiladi va u [:r, y\ biian belgilanadi, ya'ni

[ x , y ]  =  { a x ,  +  { \ - a ) y :  a g [ 0 ,  1 ] } .

25.1- t a ’rif. Agar M  c  L to'plarn o ‘zining ixtiyoriy x ,y  e  M  nuqtala- 

tini tutashtiruvchi [x,y\ kesmani harn o ‘zida saqiasa, M ga qavariq to‘plam 

deyiladi.

25.2- t a ’rif. Agar biror x  e  E  nuqta va ixtiyoriy y € L uckun shunday 

£ = e ( y )  > 0 son rnavjud bo‘lib, bareha t, | t |  < £ larda x + ty  e E rnv.no- 

sabat hajarilsa, x  e  E nuqta E  C L to ‘plamning yadrosiga qarashl* deyiladi. 

E c L  to‘plamning yadrosi —J(E)  bilan belgilanadi, ya’ni

J(E)  =  {;e e  E  : 3 y  e  L, Ve =  e(y) > 0 , Vf € R , |f| <  e ,  x  + ty € E} .

25.3- t a ’rif. Yadrosi bo'sh boimagan qavariq to'plam qavariq jisrn deyiladi.

25.1-misol. R3 fazoda kub, sliar, tetrayedr, tekislikda to‘g‘ri to'rtburchak,

doira, uchburchak qavariq jism bo'ladi. ('2 fazodagi

E [ Q ,  1] =  |  1  e ( 2  :
l  n = l

birlik sliar qavariq jisin bo‘ladi.

25.2. R2 da to‘g‘ri chiziq (kesiria.) qavariq to‘plam bo'ladi, lekin qavariq 

jism bo'lmaydi. Chunki, uning yadrosi bo‘sh t.o‘plam (rmistaqil isbotlang).

Agar M  qavariq to'plam boisa, u holda. uning yadrosi J(M)  ha.m. qavariq 

to'plamdir. Haqiqatan ham,
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x, y e  J (M)  va z =  q i + ( 1 -  a)y,  a  e  [0, 1] 

bo'lsin. U holda ixtiyoriy a € L uchun shunday £1 > 0 ,  e2 > 0 sonlar 

mavjudki, | t j |  < £1, \t2\ < £2 shartni qanoatiantiruvchi barcha t i ,  t2 

larda x  +  t\a va y + t2a elementlar M  to'plamda yotadi. Bundan kelib chi- 

qadiki, barcha |t| < £ , £ — in in(£1,£2) larda

a  (x +  t a ) + ( l —a) (y + ta)  =  a ; r + ( l —o)j/+Q!fa+(l—a ) t a  = z+ ta  € M, 

ya'ni z € J  ( M ) .

25.1-teorerna. Istalgan sondagi qauariq to ‘plamlaming kesishmasi yana 

qavariq to'plarndir.

Isbo t. Faraz qilaylik,

M  -  f] Ma
a

bo'lib, barcha Ma lar qavariq to‘plamlar bo'lsin, x  va y lar M  ning ikki ix- 

tiyoriy nuqtasi bo'lsin. U holda x  va, y nuqtalami tutashtiruvchi [x,y] kesma 

Ma larning har biriga qarashli va demak, M  ga ham qarashli. Shunday qilib, 

M  haqiqatan harn qavariq to'plam ekan. A

Shuni eslatib 0‘tamizki, qavariq jismlarning kesishrnasi vana qavariq jism 

bodavennaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qilish mumkin.

25.3. Tekislikdagi P  = { (x. y) : 0 < x < 1, 0 < - y < l } v a Q  =

{ (x, y) : 0 < x  < 1, 1 < y < 2 } qavariq jismlarning kesishmasi

P n Q  =  { (x,y) : 0 < x < l ,  y = l }

kesmadan iborat bo'lib, u qavariq jism emas (25.2-rnisolga qarang).

Qavariq to‘plam tushunchasi qavariq funksional tushunchasi bilan uzviy 

bog'liq.

25 .4-ta’rif. Agar L haqiqiy chiziqli fazoda aniqlangan manfiymas p funk- 

sional

1) V (:f +  y) < P (x) +  p (y) , 'ix ,y e L ,

245
www.ziyouz.com kutubxonasi



2) p( ax)  = ap(x) ,  Va > 0 va Vx € L shartlarni qanoatlantirsa, p ga 

qavaiiq funksional deyiladi.

Bis'. bu yerda p(x) miqdorni chekli deb feraz qilmaymiz, ya’ni ayrirn x  € L 

iar uciran p(x) = oo bodishi mumkin. Agar barcha x  e  L lar uchun p(x) 

chekli bo'isa, p chekli funksional deyiladi.

25.4-misol. p : C[a, 6] —> K va

P d t

akslantirishning chekli qavariq funksional ekanligini isbotlang.

Isbot. Integralning monotoniik xossasidan, ixtiyoriy x  € C[a, 6] uchun 

p(x) > 0 ekanligi kelib chiqadi. Endi bizga C(a, b] fazoning ixfciyoriy x  va y 

elementlari berilgan bo‘Isin. U holda
rb rb rb

p ( x + y ) =  \x(t) +y( t ) \dt  < \x( t ) \dt+ j  \y(t)\dt = p (x) + p(y)
J  a J  a J  a

tengsiziik o'rinli. Xuddi shunday ixtiyoriy x  va a  >  0 uchun

dt = a  f  |x(/)| di =  ap( x )
Jn

tenglik o'rinli. Demak, p qavariq funksional ekan. Uning chekli qavariq funk- 

sional ekanligi p (x) < (b — a) max \x (t) \ tengsizlikdan kelib chiqadi. A

25.5. q : C[a, 6] —> R  va q (x) = V0* [x] akslantirish chekii bohrnagan 

qavari<t funksional boiishini isbotlang.

Isbot. q funksionalning manfiymasligi va qavariq funksionai ta'rifidagi

1-2 shartlarning bajarilishi funksiya to ia  o'zgarishi xossalaridan keiib chiqadi. 

0 ‘zgaris’ni chegaralangan funksiyalar mavzusidan maiumki, C[0, 1] fazoning 

x0(t) = t s in (l/t), x 0 (0) = 0 elementi uchun q(x0) =  Vq1^] + °°  tenglik

o'rinli. Demak, q chekli boimagan qavariq funksionalga rnisoi boiadi. A 

Endi qavariq to'plamlar bilan qavariq funksionallar orasidagi bogianishni

p ( a x ) =  f  |«x(OI

qaraymiz.
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25.2-teorem a. Agar p : L —► R+ qavariq funksional va k > 0 bo'lsa, u 

holda

E = { x  e  L : p(x)  < k }

qavariq to‘plam bo'ladi. Agar p funksional chekli. bo‘lsa, u holda E  to‘plam 

yadrosi noi elementni saqlaydigan,

J  (E) =  { i g L  : p (x) < k}

yadroli qavariq jism bo‘ladi.

Isbo t. Agar x ,y  6 E  va a + fi =  1, a, j3 > 0 bo'lsa. u holda

p ( a x  + j3y) < p ( a x ) + p ( 8 y )  = a p ( x )  + 0 p ( y )  < ka + k 0 =  k,

ya!ni E — qavariq to‘plarn. Endi p ehekli funksional, p(x) < k,  t > 0 va 

y e  L  bo‘lsin. U holda

p ( x ± t y )  < p(x)  + t p (±y )

Agar p(—y) = p(y) = 0 bo'lsa. u holda ixtiyoriy t udmn x ± t y  € E  boladi. 

Agar p(—y ) , p(y) sonlardan hcch bodmaganda birortasi noldari farqli bo‘isa, 

u holda
t k — p(x)

max(p(y)  , p ( - y ) )
shartda x ± t y  € E  bo‘ladi. Qavariq funksionalning 8 nuqtadagi qiymati 

nolga. teng bo‘igani udmn 6 € J(E).  A

Endi k = 1 holni qa.ra.ymiz. U holda har qauday diekli p qavariq funk- 

sional L  da. 0 £- J(E)  bo'ladigan yagona E  = { x € L : p (x) < 1} qavaxiq 

jismni aniqlaydi. Aksincha, E  — yadrosi nol eleinentui saqiaydigan qavariq 

jism bodsin. U hoida har bir x  € L ga

Pe (x ) = inf |  r > 0 : * € h'j

sonni mos qo'yuvchi akslantirisii qavariq funksional bo'ladi (mustaqil isbot- 

la.ng). Bu funksionai E  qavariq jism uchun Minkovskiy funksionali deyiladi.
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25.5-ta’rif. L haqiqiy chiziqli fazo va Lq uning biror qismfazosi bo'lsin. 

Lq qistnfazoda fo chmqli funksional va L  fazoda f  chiziqli funksional beril- 

gan bo'lsin. Agar ixtiyoriy x  € Lq uchun f (x )  = fo(x) tenglik bajardsa. f  

chiziqli. funksional fo funksionalning L fazoga davomi deyiladi.

Funksionaining davomi bir qiymatli emaa. Fimksionaixiiiig ixtiyoriy davomi 

inaqsadga muvofiq emas. Odatda funksionalni qandaydir shartni saqlab qolgan 

holda davom ettirish talab qiiinadi.

25.3-teorem a (Xan Banax). Aytaylik, p — L haqiqiy chiziqli fazoda 

aniqlangan qavariq funksional va Lq — L ning qism fazosi bo ‘Isin. Agar Lq 

da aniqlangan fo chiziqli funksional

f o ( x ) < p ( x ) ,  x e L o  (25.1)

shatini qanoailantirsa. u holda fo ni L da aniqiangan va L da (25.1) shaHni 

qanoaUantii'uvchi f  chiziqli funksionalgacha davom ettirish mumkin.

Isbot. Lo L bo‘lga.11 holda /o chiziqli fnnksionalni Lq dan kengroq 

bo'lgan L ^  qism fazogacha (25.1) shartni saqlagan holda chiziqli davom et- 

tirisli muriikinligini ko‘rsatamiz. L q ga qarashii bo'lmagan ixtiyoriy z  € L  

elcmentni olamiz. bila.il L() va. z elementlardan tashkil topgan qism fa- 

zoni belgilaymiz. LfL quyidagicha ko‘rinishdagi elementlardan tashkil topgan

( tz  -p x, t c~ ]R. x  € fu} =  i fLf

Agar / i  funksional /o ning i fL  qisrn fazogacha chiziqli davomi boisa, u 

holda.

/ i  (t z + x) = / i  (tz) + / i  (x) = t f x ( z )  + fo ( x ) , 

yoki f i(z) = c deb olsak,

/ i  (t z +  x) = t c + fo (x)
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tenglik o‘rinli boiadi. Endi c ni shunday tanlaymizki, / i fnnksional (25.1)

shartni qanoatlantirsin, ya'ni

/1 (t z + x) = t c +  /o (x) < p (t z +  x) (25.2)

tengsizlik bajarilsin. Agar t > 0 boisa, (25.2) shart quyidagi shartga teng 

kuchli:

<: + / . ( ! )  < ( /  = + ! )  yoki «<p( k + f ) - / o ( f )

t < 0 boisa,

c + f0C j)> -p ( -z - j)  yoki c > - p ( - * - j ) - / „ ( ! ) .

Bu ikkala shartni qanoatlantiruvclii c son har doim inavjudligini ko‘rsatamiz. 

Lq qism fazodan oiingan ixtiyoriy y' va y" elementlar uchun

/o (?/') +  P (?/" + z) > /o (?/') -  P ( - y '  z) (25.3)

tengsizlik o'rinli. Haqiqatan ham, bu teugsizlik quyidagi tengsizlikdan bevosita 

kelib chiqadi:

/o ( / )  -  /o (y') = /o (y" -  y') < p (y" -  y') =

= p ((y" + z) + (-y' -z))<p (y" + z)+p (-y' -  z ) .

Endi

c" =  inf ( /o(?/") + p(y" +  z)), d  =  sup (-f0(y') -  p(-y' -  z))
V y’

deb olamiz. (25.3) tengsizlik ixtiyoriy y' va y/l lar uchun o‘rinli bodganidan 

cJ' > c' ekaiiligi kelib chiqadi. Agar c sonini d'  > c >  c' qo‘sh tengsizlikni 

qanoatlantiradigan qilib tanlasak, u holda

/ i  (t z  + x) = t c  + f„ (x)
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formula bilan aniqlangan / ,  funksionai chiziqli va (25.1) shartni qanoatlanti- 

radi.

Shunday qilib, biz f 0 funksionalni L0 qism fazodan undan kengroq bo'lgan 

i (1) qisin fazogacha (25.1) shartni saqlagan holda chiziqii davom ettirdik.

Agar I j  cbiziqli fazoda sanoqlita xi, X 2 ,  • ■., x n, . . .  elementlar sistemasi 

mavjud bo'lib, bu sistemani saqiovchi L ({r*.}) minimal qism t'azo L niug 

o'ziga teng bo'lsa. u hoida / 0 funksionalni

A(,) = {L0, :r,}, b(2)= { / . (,), :r2}.. . .

kengayib boruvchi qism fazolarda yuqoridagidek aniqlab, / 0 funksionalni L 

tazogacha (25.1) shartni saqlagan holda davom ettirish mumkin.

Agar chiziqli qobig'i L  ga teug bo'ladigan sanoqli sistema mavjud bo'lmasa, 

u holda teoremaning isboti Sorn lemmasi yordamida nihoyasiga etkaziladi ([1] 

ga qarang). A

25.6. L = C[— 1, 1] uzhiksizfunksiyalar fazosi vauningqism fazosi L0 — 

{x G —1, 1] : supprr [0, 1]} ni qaraymiz. L0 qism fazoda / 0 chiziqli

funksionaini quyidagicha aniqlaymiz:

/o (r) = J  x( t )  dt , x  e  L0.

L = C[— 1, 1] chiziqli fazoda /  va p funksionallarni quyidagicha aniqlaymiz:

f ( x ) =  f  x (t) y0(t) dt + f  
J - 1 ./o

x(t )  dt , •p(x) = 2 max I x(t) I'  —i<i<i ' x  G L

Quyidagicha savollar qo'yamiz.

1) /o funksional (25.1) tengsiziikni qanoatlantiradimi?

2) /  funksional / 0 funksionalning L fazogacha davoini bo‘!adimi?

3) y0 € C[— 1, 0] qanday tanlanganda /  funksional Xan-Banax teoremasi- 

ning shartlarini qanoatlantiradi?
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Yechish. f0 funksional (25.1) tengsizlikni qanoatlantiradi. Haqiqatan liam,

i l
/o (x) = j  x  (t) d t < I  max^ | x  (t) \dt = 2 max^ \ x ( t ) \  = p(x) ,  x e  L0.

- i  - l

Agar x  e L0 . bo'lsa u liolda

dl = 0

boladi. Shuning ucliun, barcha y0 € C [ - 1, 0] lfirda f  (x) = j 0 ( x ) , x  <=_ L0 

tenglik o‘riuli. Demak, barcha y0 lar udiuu /  fimksional /o fuuksionaluing 

L fazogacha davorni bo'Iadi. Nihoyat,

f ( x )  < max |x(rt)|-l<t<0 J l?/o(OI dt+ jomax |x(t)|  dt < o<t<i ' ~

< 2 max br(£)| =  p(x) . x  € L

tcngsizlik,

J  I yo (0  \dt  = c < i

shartni qanoatlantiruvchi bardia y0 € (/[—1,0] larda o‘rinIi. Demak, c € 

[0, 1] bo'lsa, Xan-Baaax teoremasining shartlari bajariladi. Shuuday qilib f 0 

fuuksionalni (25.1) shartni sa.qla.gan holda dieksiz ko'p usul bilan L fazogacha 

davom ettirish mumkin ekan.

Endi Xan-Banax teoremasining kompleks variantini isbot qilamiz.

25 .6-ta’rif. L — kompleks chiziqli fazo va unda aniqlangan manfiymas p 

funksional berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyony x .y  € L va ixtiyony c <  € C  uchun 

p (x  + y) < p(x)  + p(y) va p ( a x )  = |a | p(x)  shartlar bajarllsa. u holda p 

qavariq funksional deyiladi.

25.4-teorem a (Xan-Banax). p — L kompleks chiziqli fazoda aniqlangan 

qavariq funksional. /o esa L0 qismfazoda aniqlangan bo'Ub.

I /o (z) | < P ( z ) , x € L0
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shartni qanoatlanUi'uvcM chiziqli funksional bo‘lsm. U holda butun L da aniq~ 

langan va

/  (z )  = /o (z )  • VxeLo, \ f (x ) \< p (x ) ,  Y x e L

sha,rtlarni qanoatlantiruvchi f  chiziqli funksional rnavjud.

Isbot. L va Lo fazolam i haqiqiy chiziqii fazo sifatida qarai), m os ravishda 

Lr va Lor bilan belgilaymiz. Tiishunaiiiki, p fnriksional Lr cia aniqiangan 

qavariq funksionaJ bo'ladi, /o r  (x) ■= Refo (x) esa

I J'or (x) | <  P ( x ) , X e 1.0R (= Lo)

shartni, bundan esa foR (x) <  p (x) shartni qanoatlantiruvchi Lor da.gi 

haqiqiy chiziqli funksional b oiad i. 25.3-teoremaga ko‘ra, Lr da aniqlangan

va

/fl (a;) < P ( x ) , x e Lr  (= L ) ,

1’r (x) =  foR (x), x e  Lor ( =  f-o) 

shartni qanoatiantiruvchi / r chiziqli funksional mavjud. Tusiiunarliki,

~ Jr ( x )  =  fR (--'•) <  P (~x) =  p (x).

Demak,

\Jr  (x) I <  p ( x ) . x e  LR (= L) (25.4)

Endi /  funksionaini L da quyidagicha aniqlaymiz

/  (x) = f R ( x )  -  i f R (ix) .

Murakkab boimagan hisoblashlar yordamida ko‘rsatish mumkinki. /  — L  

kompleks chiziqli fazoda aniqlangan chiziqli funksional boiadi hamda

/  (x) = fo ( x ) , Yx e  L0, R e f (x) = f R (x) , Vrc e  L.
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Ixtiyoriy x  € L uchun | /  (x) f <  p(x)  ekanligini ko'rsatsak. teorema is- 

bot bo'ladi. Teskaxidan faraz qilainiz. Biror x0 e  L uchun | /  (.x'o) | > p (x0) 

bo‘lsin. /  (x0) kompleks sonni f  (:v0) = p e ^ , p >  0 ko‘rinishda yozamiz va 

t/o — e~l<fix0 deb olamiz. U holda

fn  (?/o) =  R e f (y0) = Re [e~tv>f  (xq)] =  p > p (>o) =  p (y0) .

Bu esa (25.4) shartga zid. A

M ustaqii ishiash uchun savol va topshiriq lar

1. V0[a, 6] qtsm fazoda aniqlangan f 0(x) = x(b) funksional uchun f  : 

V [ a ,  6] —*• R , f ( x )  = ax(a)  + x(b) funksional uning davorni. bo‘ladimi? 

p(x) = |jr(a)| +  |:r(5)|, x  € V[a,b] funksianal qavariqmi? Pararne.tr 

«  € M ning qanday qiymatlarida bu funksiondlar uchun 25.3-tearema 

shanlari bajarUadi?

2. Yadrosi bo‘sh to‘plam bo‘lgan qavariq to'plamga misol keltiring.

3. R2 fazoda qavariq va qavariq bo'lmagan funksionalga rnisol, keltiring. 

Bu fazoda pi (x)  = x \ + x \  va p2 (x) = y /x \ + x \ funksionallami 

qavariqlikka tekshiring.

4. 25.6-misolda keitirilgan f 0 va f  fuhksionallaming chiziqli ekanligini. 

ko ‘rsating.

5. 25.6-misolda keltirilgan p akslantirishning chekli qavariq funksional ekan- 

ligini ko'rsating.

8. Berilgart kJ = { x  e C [a, b] : max | ar (t) j <  1} qavariq jisrnaa rnos
a<t<b "

Minkovskiy funksionaiim quring.

7. p : R2 — * R, p(x) = |xi +X 2I funksionaining chekli qavariq funksio- 

nal ekanligini korisating. fjnga mos E  = {1  e  R2 : p(x) <  1} qavariq 

jismni K2 fazoda chizih ko'rsating.
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26- § . C h iz iq l i  n o r m a la n g a n  fa z o la r

Chiziqli fazolarda elementlaxning bir-biriga yaqinligi degan tushuncha yo‘q. 

Ko‘plab ainaiiy masa.lala.nii hal qilishda elementlarni qo'shish va ulami songa 

ko'paytirish amallaridan tashqari, elementlax orasidagi masofa, ularning yaqin- 

ligi tushunchasini kiritishga zarurat to‘g‘iladi. Bu bizni normalangan ehiziqli 

fazo tushunchasiga olib keladi. Normalangan fazolar nazariyasi S.Banax va 

boshqa matematiklar tomouidan rivojlautirilgau.

26.1- t a ’rif. L chiziqli fazo va unda aniqlangan p funksional berilgan 

bo‘lsin. Agar p qvyidagi uchta shartni qanoatlantirsa, uriga norrna dtyiladi-

1) p(x) >  0, V.r 6 L; p(x) = 0 <=> x = 6 ;

2} p(ax) = \a\ p(x), Vo e C, Vr e  L;

3) p(x + y ) <  p(x) +  p(y), Vx, y € L.

26.2- t a ’rif. Norrna kiritilgan L chiziqli fazo chiziqli normalangan fazo 

deyilodi va x  e  L elementning normasi ||a:|| orqali hdgUanadi.

Agar L — normalaugan fazoda x , y € L  elemerrtlar jufti uchun

p(x, y)  = | | j : -p j |

sormi nros qo'ysak, p funksional metrikaning 1-3 aksiomalarini qanoatlantiradi 

(19.1-ta’rifga qarang). Mctrika aksiomalarining bajarilishi normaning 1-3 shart- 

laridan bevosita kelib ehiqadi. Deinak, har qandav chiziqli normalangair fazoni 

metrik fazo sifatida. qarash. muinkin. Metrik fazolarda o'rinli bo'lgan barclia 

tasdiqlax (malumotlax) chiziqli normalangan fazolaxda harn o‘rinli.

X chiziqli normaiangan fazoda {x„} ketma.-ketlik berilgau bo‘lsin.

26.3- t a ’rif. Biror x  € X  va ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday rus = rus(e) > 

0 rnavjud bo‘lib, barcha n > n() larda ||a:„ — arjj < £ tengsizlik bajariba, {.t„} 

ketma-ketlik x € X  dementga yaqinlashadi dtyiladi.

26.4- t a ’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday no =  rio(e) > 0
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mavjtid bo'ltb. harcha n > n$ va p f  N larda | | i n+p — x„|| <  £ tcngsizlik

hajarilsa, {x„} ketma-ketlik fundarnental deyiladi.

26.3 va 26.4 ta'riflami 20.6 va 21.1. taViflar bilan taqqoslang.

rnental ketrna-ketlik yaqmlashuvchi ho 'lsa, u holda X  to ‘la normdangan fazo 

yoki Banax fazosi deyiladi.

Bu ta'rifni quyidagicha aytish mumkin: agar (X , p ) , p (x, y) — ]|.r — y|j 

metrik fazo to'la bo'lsa, u holda X  to‘la nortnaiangan fazo deyiladi.

Chiziqli norinalangan fazolarga misoilar keltiramiz.

26.1-inisol. L = R  — haqiqiy sonlar to'plami. Agar ixtiyoriy x  € E  soni 

uchun j|.r|| =  |x| sonni mos qo'ysak, M normalangan fazoga aylanadi.

26.2. L =  C kompleks sonlar to'piami. Bu yerda ham norina,yuqoridagidek 

kiritiladi: |]^|| =  |2: |.

26.3. L =  R” — n  o'lchainli haqiqiy chiziqli fazo. Bu fazoda

funksionallar norma shartlarini qanoatlantiradi. R” chiziqli fazoda ||®]|p nor- 

ma kiririigan bo'lsa, uni R” . agar j|®||30 norma kiritilgan bo'lsa, uni K”:, deb 

belgilaymiz (19.3-19.5, 19.11-misollar bilan taqqoslang).

26.4. L = C” — n odchamli kompleks chiziqli fazo. Bu fazoda

funksional norma shartlarini qanoatlantiradi.

26.5. C\a, b] — [a, 6] kesmada aniqlangan uziuksiz funksiyalar fazosi. 

Bu fazoda /  £ C[a, 5] elementning normasi (19.6-misol bilan taqqoslang)

26 .5 -ta’rif. Agar X  chiziqli normalangan fazodagi ixtiyoriy {x„} funda-

IM L = “ “  l-Tfel̂i $ jt$ n
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tengiik bilan aniqianadi. Xuddi 26.3-misoldagidek C[a, 2>]chiziqli fazoda nor-

ma

!i/ l! ,= / 6| / W I *
J  a

formula vositasida kiritilgan bo'lsa, uni Ci[a, 6] (19.9-misol), agar norma

tenglik orqali kiritilgan bo'lsa uni C2[a, 6] (19.8-misolga qarang) deb belgi- 

laymiz.

Quyida biz chiziqli fazo va unda kiritilgan norniaiarni beramiz.

26.6. l 2 fazoda x elementning normasi quyidagicha kiritiladi:

I!®
k=i\

26.7: co, c, rn fazolarda x  elementning normasi quyidagicha kiritiladi:

11*11= sup |.Tn|.
l<n<oc

h  j Oo, c va rn fazolarning aniqlanishi 23.5-23.8 misollarda keltirilgan.

26.8. M [a, f>] — bilan [a, f>) kesmada aniqiangan barcha cnegaralangan 

funksiyalar to'plamini belgilaymiz. Bu to'plam odatdagi funksiyalarni qo'shish

(23.3)va songa ko'paytirish ((23.4)ga qarang)amallariga nisbatan chiziqli fazo 

tashkil qiladi. Bu fazoda aniqlangan

p(x)  = sup \x(t)\ , x  e  M[a,  6] (26.1)
a<t<b

funksional nonna shartlarini qanoatlantiradi va M[a, b] chiziqli normalangan 

fazo bo'ladi.

26.9. CW[«, b]— bilan [a, 6] kesmada aniqlangan n marta uzluksiz diife- 

rensiallanuvchi fnnksiyalar to'plamini belgilaymiz. C^[a,  5] to'plam odatda- 

gi funksiyalarni qo'shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo
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ta sh k il q ilad i. B u  fazoda. an iq ia n g a n

p(x) = rnax |.r (f)| +
a<t<b £

*-i
inax
a<t<b («) 6 C (n)[a, b\ (26.2)

n

funksional normaning 1-3 sliartiarini qanoatlantiradi.

26.10. [a, h\ kesmada auiqlangari o'zgariahi chega.raiangan funksiyalar fa- 

zosi V[a, 6] (23.11-rnisolga qarang) ni qaraymiz. Bu fazoda

V = V[a, b\ -> R , p(x)  = |a;(o)| +  V*[x\ (26.3)

funksional nonna aksiomalarini qanoatiantiradi va, V[a, h] chiziqli iionna- 

langan fazo bo'ladi.

Endi Banax fazolariga misollar keitiramiz.

26.11. Rn, C[a, 6], £p, p >  1, c. fazolarni to'ialikka, tekshiring. 

Yechish. To‘la metrik fazolar (21-paragraf) mavzusidan ma'lumki Rn, R?.

C[a, b], £p, p > 1, c, Co lar (21.3-21.7 misollarga qarang) to‘la metrik 

fazoiar edi. Shuning uchun uia.r to‘ia. normalangan fazoiar, ya,’ni Banax fazolari 

bo‘la,di. A

26.12. C2[a, b] to'la bo'lmagan (21.8-misolga qarang) rnetrik faao edi. 

Shuning uchim C2[a, 6] to‘la bo'lmagan normalangan fazoga misol bo‘ladi.

26.1. N onnalangan  fazoning qism  fazosi 

Biz yuqorida chiziqli fazoning qisrri fazosi tushunchasini kiritgan edik, ya'ni 

agar ixtiyoriy x , y  € Lq elementlar va ixtiyoriy a, j3 sonlar ucinin a x + f t y  e 

Lq bo‘lsa, bo‘sh bo'lmagau Lo C L  qisin to'plam, qism fazo deyilar edi.

Norrnalangan fazolarda yopiq qism fazolar. ya/ni barcha limitik nuqtalariiii 

o‘zida saqlovchi qism faaolar muhim aluuniyatga ega. Chekli o‘lchamli nor- 

malangan fazolaxda har qanday qism fazo yopiqdir. Cheksiz o‘lchamli nor- 

malangan fazokrda qism fazolax doim yopiq bo‘laverma,ydi. Quyida, keltiri- 

iadigan misol fikrimizni tasdiqlaydi.
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26.13. Uzluksiz funksiyalar fassosi (7[a, b] dagi barcha ko'phadlar to‘piami 

qism fazo tashkil qiladi, lekin u yopiq einas. Bunga islionch iiosil qilish uchun

t2 tn
pn (t) = l + t + - +  +  ^

ko‘phadlar ketma-ketligiui qaraymiz. Ravshanki, {!„} fundameiital ketma- 

ketlik bo'lib, uniug liiniti x(t) =  e4 ga teng. x(t) = el funksiya esa, kc/phad 

emas.

Nonnalangan fazolania asosan vopiq chiziqli qistn fazolami qaraytniz. Sim- 

ning uchun 23-§da kiritilgan qism fazo atamasiga o‘zgartirish kiritish tabiiydir.

26 .6-ta’rif. Agar L normalangan fazoning Lq C L qism to ‘plamida ix- 

tiyoriy X, y € Lo elementlar va ixtiyoriy a, /? sonlar uchun ax  +  /3y € 1« 

bo‘lsa Lo chiziqli ko‘pxiliilik deyiladi. Agar L0 c  L qisrn to‘plarn yopiq chi- 

ziqli ko‘pxillilik bo‘lsa, Lq qisrn to ‘plam. L ning qism fazosi deyiladi.

26.14. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[— 1, 1] dagi barcha toq funksiyalar 

to‘plami C~[— 1, 1] (23-§'nirig 4-dii topshirig'iga qarang) chiziqli ko:pxillilik 

tashkil qiladi van yopiq. Haqiqatan ham. { xn} toq funksiyalar ketma-ketligi 

biror x  e  C[— 1,1] elementga yaqinlashsin. U holda

x (—t) = lim xn (—t) = lim (—xn (t)) = — lim xn (t) =  —x ( t ) .
n — >cc n--+oc n —xoc

26.15. [a, 6] kesmada aniqlangan va x(a) = 0 shartrsi qanoatlantiruvchi 

o‘zgarislii chegaralangan funksiyalar to‘plamini k'o [«, 6] bila.ii belgilaymiz. 

Ma'lumki, V0[a, b] to'plam V[a, b] fazoriing (23.15-misolga qaraug) qism 

fazosi. yahii yopiq chiziqli ko:pxillilik bo'ladi. Bu fazoda, ham x  elementning 

normasi (26.3) tcnglik bilan aniqlanadi. (26.3) tenglik Vo[a, b] fazoda quyidagi 

ko‘rinishga ega bo‘ladi:

Ikl! -  V ha[x] (26.4)

va u norma aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, Vo[a, b] to'plam chiziqli 

normalangan fazo bo'ladi.

258
www.ziyouz.com kutubxonasi



26.16. [a, b] kesmada aniqlangan va x(a) — 0 shartni qanoatlantiruvchi 

absolyut uzluksiz funksiyalar to'plamini ACa[a, b\ bilan belgilaymiz. Ma'lum- 

ki, AC0[a, b\ to'plam Vo[o, 6] fazoning (26.15-misolga qarang) qism fazosi 

bo'ladi. Shuning uchun bu fazoda ham x  elementning normasi (26.4) tenglik 

biian aniqlanadi va AC$[a, 6] to'plam chiziqli normalangan fazo hosii qiladi. 

26.2. N orm alangan  fazoning faktor fazosi 

Bizga L normaiangan fazo va uning Lq C L  qism fazosi berilgan bo‘lsin. 

P  =  L/Lo faktor fazoni qaraymiz va unda normani quyidagicha aniqlaymiz. 

Har bir 4 e  P  qo'shni sinfga

II € II =  mf || x || (26.5)

sonni mos qo'ysak, bu funksional norma aksiomalarini qauoatlantiradi. De- 

mak, L/Lq faktor fazo bam normalangan fazo bo'lar ekan.

Agar L to‘la normalangan fazo boisa. L/Lq faktor fazo ham (26.5) nor- 

maga nisbatan to ia  fazo boiadi [1|.

26.17-misol. Faktor fazoga rnisol keltirishni tushunish nisbatan osonroq 

boigan R3 fazodan boshlaymiz. L =  R3 fazoning xos qism fazosi L' =  

{(x\,X 2,x$) € R3 : :X’3 =  0} ni qaraymiz va L /L ' faktor fazoning element,- 

larini, ya'ni qo'shni sinflarning tavsifini beramiz. Ma'lumki,

x - y  = (x\ -  x 2, x 2 -  ?/2, x 3 -  y3) e L'

boiishi uchun x 3 = y3 boiishi zarur va yetarli. Demak, L /L ' fektor fezoning 

elementlari O x\x2 tekislikka parallel boigan tekisiiklardan iborat. Masalan, 

(a, b, c) € R3 nuqtani o'zida saqlovchi 4" qo'shni sinf O x\x2 tekisligiga paral- 

lel boigan x 3 = c tekisiikdan iborat. Bu faktor fazoda 4 eiemeutning normasi

p (0  -  hif \J x \L  x \  I x \  =  inf J x \  + x?2 + x%= |.r3|

tenglik bilan aniqlanadi. Bu faktor fazoning oichami 1 ga teng va u to'la 

normalangan fazo.
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26.18. Lp[a, 6] faktor fazoiii (23.18-misolga qarang) qarayiniz. Agar Lp[a, b\ 

dan olingan liar bir £ qo'shni sinfga uning ixtiyoriy /  € £ vakili yordamida 

aniqlannvchi va vakilning tanianishiga bog'liq bo'lmagan

I i e | | - i n f ( ^ fc| / ( 0 lp rff) ” - 11/11 (26.6)

sonni mos qo/ysak, bu funksional norma sharfclarini qanoatlantiradi. Demak, 

Lp[a, 6], p > 1 chiziqli normalangan fazo bo'ladi. Bu fazo [a, 6] kesmada 

aniqlangan va p — chi darajasi bilan Lebeg ma'nosida integrallanuvchi ekvi- 

valent funksiyalar fazosi deyiladi. Barcha p > 1 larda Lp[a, 6] fazo to‘la 

normaiangan fazo, ya'ni Banax fazosi bo'ladi [1|.

26.19. O'zgarishi chegaraiangan funksiyalar fazosi K[o, 6] ni (26.10-misol- 

ga qarang) qaraymiz. Unda o'zgarmas funksiyalardan iborat L' =  {x e 

V[a, b] : x(t) =  const} bir o'lchamli qism fazoni olamiz. Endi k[a > H 

chiziqli fazoning U  qism fazo bo‘yicha faktor fazosini qaraymiz. Fakfcor fazo 

ta'rifiga ko‘ra x, y € V/ [a, 6] elementlar bitta qo'shni sinfda yotishi uchun 

x(t) — y(t) =  const bo‘iishi zarur vayeiarli. Boshqacha aytganda y € V[a, 6] 

element x elernentni saqlovdii £ qo'shni sinfda yotishi uclmn y(t) =  x(t) — . 

C , C = const ko'rinishda fcasvirlanishi zarur va yetarli. Ma'hmrki, iiar qan- 

day faktor fazoda £ elementning normasi quyidagicha aniqlanadi:

||£i| =  inf ||y|| =  inf (|ar(a) -  C\ +  V*[x -  C']) . (26.7)

0 ‘zgarishi chegaralangan funksiyalar xossalaridan ma'lumki, istalgan C o‘z- 

garmas uchun

Kb[ * - C ]  =  va%v}

tenglik o'rinli. |x(a) — C'| ning aniq quyi chegarasi esa nolga teng. Bulardan 

foydalanib, (26.7) ni quyidagicha yozish inuinkin:

ii£!l =  K?|+]> x  G £ va x(a) = 0. (26.8)
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(Xi, Xi) ±  0 bo‘lgani udiun, bardia i e. [1.2, . . .  , n}  larda = 0  bo'ladi.

27.4- t a ’rif. Agar sistemani o'zida saqlovchi rninirnal yopiq qisrnfazo 

E  fazoning o‘ziga teng bo‘l$a, u holda {*o>} sistema tola deyiladi.

27.5- t a ’rif. Agar {xiy} ortonormal sistema to'la bo‘lsa, u holda bu sistema 

E  fazodagi ortonorrnai (ortogonal nonnalangan) bazis dcyiladi.

Ravshanki, agar {#<*} ortogonal sistema bo'lsa. u holda

ortonormal sistema bo‘iadi.

27.1-misol. K" =  {x  = (ar1( x2l . . xn) , x t € R} — n o'lchamli Evklid 

fazosi. Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi
n

(x, y) =  XiVi-
8=1

Bu fazoda {e.k = (0 . . . . ,  0,1, 0 , . . . ,  0)}"=1 vektorlar sisternasi ortonormal 
k

bazisni tashkil qiiadi.

27.2. Kvadrati bilanjamlanuvchi ketma-ketliklarfazosi, ya'ni t 2 niqaraymiz. 

Bu fazoda skalyar krpaytm a quyidagicha kiritiladi
oo

(x,y) = Y ^ x iVi-
j. = i

£2 fazoda ortonormal bazis sifatida (23.8) tenglik bilan aniqlanuvchi {en}^=1 

vektorlar sistemasini olish mumkin.

27.3. C2[a. &] fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi

( f , g ) =  f  f ( t ) 9 ( t ) d t .  (27.4)
J a

Bu fazoda ortogonal (normalanmagan) bazisga

1 2rvnt 2irnt
- ,  cos -------, san ------- , n = 1, 2. . . .2 b — a b — a ' '

funksiyalardan tashkil topgan trigonornetrik sistema misol bo'ladi.
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27.4. l ^ a ,  6] fazoda ham /  va g elcmentlaming skalyar kc'paytmasi

(27.4) tenglik bilan aniqlanadi.

27.6 -ta’rif. Agar E  Evklid fazosining hamma yerida zich bo ‘Igan sanoqli 

to'plam mavjud bo‘lsa, E  separabel EvUid fazosi deyiladi

Yuqorida keltirilgan R", £2 , C^a, &] va L2[a, 6] fazolar (19.3-19.6 misol- 

larga qarang) separabel Evklid fazolariga misol bo'ladi. Har qanday separabel 

Evklid fazosidagi ixtiyoriy ortonormal sistema ko‘pi bilan sanoqlidir. Mustaqil 

isbotlang.

27.1-teorem a (Ortogonallashtirish jarayoni). Bizga E  Evklid fazosida 

chiziqli bog‘lanrnagan

/ 1, / 2, (27.5)

elementlar sistemasi berilgan bo‘lsin. U holda E  Evklid fazosida quyidagi 

shartlami qanoatlantiruvchi

<Pi, 4>2, • • ■, <Ai, • • ■ (27.6)

sistema mavjud:

1) (27.6) ortonormal sisterna.

2) Har bir <j>n element f lt / 2, . . . , / „  elementlarning chiziqli kombinatsiya- 

sidan ihorat, ya'ni

<pn «n  1 / l  +  0.r2 (2 +  • ’ ’ +  a n n f n , a nn ' 6 j

3) har bir f n element

f n  — bn 1 4>1 +  bn2 <p2 +  • • ■ +  bnn <Pn> ^nn >  0

• ko 'rinishda tasvirlanadi.

4) (27.6) sistemaning har bir elernenti 1-3 shartlar bilan bir qiymatli aniqlana- 

di.
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Isbot. <j>i elernent o a  ,fi ko'rinishda izlanadi va «a

(4>i, 0i) =  fln (fu  / 1) =  1

shartdan aniqlanadi. Bu yerdan

1 1
on — 0.

v 'UTj T) ll/ill

Ko!rinib turibdiki, <k bir qiymatli aniqlanadi. Faraz qilaylik, 1-3 shartlami 

qauoatlantiruvchi <t>k, k € ( 1, 2 , . . . ,  n —1} elementlar qurilgan bo'lsin. Ushbu

'lfn — f n  ~  ( fn , <k) (f n , 4 * 2 )  4>2 ' ' '  (f n > 4 > n - l )  tyn—1

eiernentni kiritamiz. Ko'rsatish inumkiuki, agar k €  ( 1 , 2 , . . . ,  n  — 1} bo'lsa, 

('tPn, 4>k) =  0 bo‘ladi. (tpn, Wn) = 0 tenglik (27.5) sislemauing diiziqli erkli 

ekanligiga zid, shiming udmn (ij>n, 4'n) > 0- Endi

, i>n(bfi — .............
\f(4'n,i>n)

deymiz. ipn vektorning qurilishiga ko‘ra. u f i ,  / 2, .. . , / „  vektorlarning chi- 

ziqii kombinatsiyasi va dernak. <pn iiarn ularning chiziqli kombinatsiyasi, ya'ni

<i>n =  flni/i +  «„2/2 +  • • • +  annf„, bu yerda ..... v > 0.
V W i, Vn)

Bundan tasliqari (q>n, 4>„) =  1, (<pn, <j>k) =  0, (k < n) va

fn = '/) 1 4>1 +  f;«2 4>2 i ‘ " I ‘>nn 4>n, ^nn = ann =  y  (‘Pn■, ) > 0,

ya ni <j>n teorema sliartiarini qanoatlantiradi. A

(27.5) sistemadan 1-3 shartlarni qanoatlautiruvchi (27.6) sistemaga o‘tisli 

ortogonallashtirish jarayoni deviladi. Ko'rinib turibdiki, (27.5) va (27.6) sis- 

temalaxdau hosil bo‘lgan qism fazolar ustma-ust tushadi. Bundan kelib clhqadi- 

ki, bu sisternalav bir vaqtda to'la yoki to‘la emas.

27.1-natija. Har qanday se.pa.rabd Evklid fazosida sanoqli. ortonormal bazis 

mavjud.
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Isbot. {cf>n} C E  Evklid faaosining hanuna yerida zich sanoqli to'plain 

bo'lsin. Undan chiziqli boglangan elementdarni chiqarib tashlab. qolgan {/„} 

sisternaga ortogonailashtirish jarayonini qodlab, ortonormal bazisni hosil qila- 

miz. A

27.1. Bessel tengsizligi. Yopiq ortogonal sistem a 

Bizga n — oddianili E  Evklid fazosi va uning ej, . . ., en ortonormal 

bazisi berilgan bo'lsin. U liolda ixtiyoriy x  e  E  elcmentni
n

x = ckek (27.7)
i t - i

yoyilma kosrinishda yozisb mumkin. bu yerda ck =  (x, ek) , k € {1, 2, . . .  , n } .

Bu yoyilmani cheksiz oddiarrili Evklid fazolari uchuu qanday umumlashtirish

mumkinligini ko'rib chiqamiz. Bizga E  Evklid fazosining (' \
\

4>u <i>2, (27.8)

ortonormal sistemasi va /  6 E  bctiyoriy elementi berilgan bo‘lsin. /  elernent-

ga

ck =  ( /, <j>k) , k = 1, 2, . . .  , n , . . .  (27.9)

sonlar ketrna,-ketligini mos qo'yamiz va ck sonlar /  elementning koordimta- 

lari yoki {d»„} sistemadagi Furye koeffitsiyentlari deyiladi.
OO

Y .  Ck (h
k- 1

(27.10)

formal qator esa /  elementiiing {<pn} ortonormal sistema bo'yicha Furye 

qatori deyiladi.

Quyidagicha savol tug'iladi. (27.10) qator yaqmlasliuvchimi? Yahii qator- 

ning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi
n

^  *Pk ~  fn  
k-*l
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biror elementgayaqinlashadimi? Agar {/„} ketma-ketlikyaqinlaahuvchi bo'lsa, 

u holda (27.10) qatormng yig'indisi /  ga teng bodadimi?

Bu savollarga javob berish uchrm quyidagi masalani qarayiniz. Berilgan n  

uatural son uchun otk, k  6 {1, 2, . . .  ,n} koeffitsiyentlarni shunday tanlash 

kerakki. /  va
n

Sn = Y l a k ^ k (2.7.11)
fc= l

yig'indi orasidagi || /  — S„|| masofa minimal bo'lsin. Bu masofa k\'adratini 

hisoblaymiz. (27.8) ortonormal sistema bo'lgani uciiun
/ n n

|| f  t̂ill ~  |  ̂®k, 4>k'> f   ̂ fik
\  k= 1 k=l

( / ,  / )  -  ( / ,  E a k  t k V  k= l ,
Otk 4>k, f

n

a k ‘Pk, a 3 <Pj
j=l

n n
=  (/, /) -  2 V  ttfc (/, 6k)  +  '4  =

k= 1 k= 1

= ii /  ii2 - 2 ak ck+y, (*k -\ŷ /2k~ y: 4 =
A:=l Ar=1 /r—1

= h/ ii2 + ; C ( « * - ^ ) 2 - E 4
k = 1 fc=l

Bu ifoda barcha fc € {1,2, . . . ,  n} larda

®k — ck (27.12)

bo'lgan holda minimumga erishadi. Bu holda
n

i i /  -  s w n 2 =  i i / ii2 -  5 3  - ( 2 7 -1 3 )
k=l

Biz isbotladikki, (27.11) ko'rinishdagi yig'indilar ichida /  elementdan Furye 

qatorining
' n

f n  —  , c k 6 k
k=l
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qiamiy yig'indisi eng kam chetlanar ekan.

Bu tasdiqning geometrik ma'nosi shundan iboratki,
n

/  — E  & k 9 k
k = 1

vektor <f>i, fa, . . ., <j>n vektorlarning barcha chiziqli kombinatsiyalariga orto- 

gonal, vahii /  — Sn element <f>h <f>2, ...,<j>n vektorlardan hosil bo'lgan qism 

fazoga ortogonal bo'lishi uchun (27.12) shartning bajarilishi zarur vayetarlidir.

|| /  — 5n||2 > 0 bo'lgani uchun (27.13) tenglikka ko'ra

E 4  < | | / | | 2 .
k = 1

Bu teugsizlik ixtiyoriy n  € N uchun o'rinli, shunday ekan.
CC

E - l  ■

qa,tor yaqinlashuvchi va
OO

E ^ i i / u 2 - (27-14)
k = l

Sohiggi (27.14) tengsizlik Bessel tengsizliyi deyiladi.

27 .7-ta’rif. Ayar ixtiyoriy f  G E uchun
OO

E ( / - ^ ) 2 =II/H2 (27-15)
k = 1

tenylik o‘nnli bo‘lsa, {<£„} ortonormal sistema yopiq sistema deyiladi. (27.15) 

tenylik Parseval tenyliyi deyiladi.

(27.13) tenglikdan kelibchiqadiki, {<f>n} ortonormal sistemaningyopiqbo'lishi 

uchun, har bir /  e  E  <ia
OO

E Cfc</*
A r= l

Furye qatorining qismiy yighndilar ketma-ketligi /  elementga yaqinlashishi 

zarur.
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27.2-teorem a. Separabel Evklid fazosida har qanday to‘la ortonormal sis- 

tema yoptq va aksincha.

Isbo t. E  dan olingan ixtiyoriy {4>n} to‘la ortonormal sisteinaiii qaraymiz.

Istalgan /  € E  uchun Ck =  ( /, <j>k) , k =  1, 2, .. . , n , . . .  Furye koeffit-

siyentlarini olamiz. {4>n}  sistema to‘la bo‘lgani uchun ixtiyoriy e > 0 songa 
' Ar

ko‘ra, shunday ak4k chekli yig'indi rnavjud bolib,

N

f  ~  Y ,  4k
fc=1

< £

tengsizlik bajariladi. U holda n  > N  bo'lganda

N

k- 1 k- 1

Olingan bu muuosabatlardan

N

i  -  Y  Ck̂ k
i

<
N

f — Y  <*k4>k
k=l

< £.

\ f f  = Y (!k.
k=1

Parseval tengligi kelib chiqadi, ya’ni {</„} sisteina yopiq ekan.

Endi {4n} — E  dan olingan ixtiyoriy yopiq ortonormal sistema. bolsin.
CO

f  € E  vektor qanday bo'lmasin, unirig Furye qatori Y , °k 4>k ning qismiy
fc= l ’ “

yig‘indilar kctxna-ketligi /  elernentga yaqinlashadi, chunki

liin
n~* oc i  - Y  <k 4>k

ir=l
: lim ( \ \ f f  ~ Y l " k )  = an~*oo \ /\  /

Shuning uchun {</„} — sistemaning barcha chekli kombina-tsiyalari to'plami 

E  ning hamma yerida zich bo'ladi. Ya'ni {</„} tola. ortonormal sisteina. 

bo‘ladi. A

27.23. C2[ - 7T, tt] sepaxabel Evklid fazosida { 4>n (t) =  7r_1/2sinn t}  “  x 

sistema ortonormal bo‘ladimi? Agar {4>n} ortoriormal sistemabo'lsa, u todarni?
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Yechish. Malumki, { 7r */2 siu n  t } fcrigonometrik sistema, ortogonaldir. 

Eruii (<pn, tpn) = 1 tenglikui tekshiramiz.

i r ~ i /, j i
(</>«. </>n) =  — sin2 nt dt — —  / (1 — cos2n t)  dt — —  (27t — 0) =  1.

7T 27T J _ k 2/t

Demak, {<pn} ortonormaJ sistema ekan. Endi uui to‘lalikka tekshiramiz. 27.2- 

teoremaga. ko‘ra, {©„} sistema to‘la, bo‘lishi uchun iming yopiq bodishi za.rur 

va yetarlidir. /o (t) =  1 e  Qjf— 7r, 7t] uehun Parseval tengligi bajarilishi- 

ni tekshiramiz. /o ning Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz. Madumki, toq 

funksiyanmg [— a, a] kesma ho'yicha oiingau integrali nolga teng. Shuning 

uchun istalgan n € N da

i r
Cn = (/o? />n) =  'r— j

V *  J—K
sinn£ dt = 0.

Bundaii
_v

2 7 r  =  i l / o i l 2  >  0  =

tengsizlik kelib chiqadi. Parseval tengligi bajarilmayapti, shuning uchun {</>„} 

sistema yopiq emas, demak, u to‘la. bo‘lmaga.n ortononnal sistema ekan.

27.2. To‘La Evklidla Evklid fazolari. R iss-Fisher teorem asi 

Bizni asosan to‘la Evklid fazolai'i qiziqtiradi.

27.8-ta’rif. E  Evklidfazosi ||x|| =  y / (x, x) normaga nisbatan to% bo‘lsa, 

u to‘la Evklid fazosi deyiladi.

27.6-misoI. C2[a, b] to‘la bo'lmagan separabel Evklid fa,zosi bo'iadi (21.8- 

misolga qarang).

27.7. t 2 va L2[a, b} to'la separa.be! Evklid fazolariga rnisol boMadi (21.7 

va 26.18-inisollarga, qarang).

E  — to‘la separabel Evklid lazosi va {/>„} uudagi ortonormai sistema (to‘la 

bo‘lishi shart emas) bo‘lsin. Bessel tengsizhgidan kelib chiqadiki, cj, c2, . . . ,  c„, . . .
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aonlar biror /  elementning Pnrye koeffitaiyentlari bo'liahi uchun
OC

( 2 7 - 1 6 )

77 — 1

qatorning yaqinlashishi zarur.

To'ia Evklid fazolarida bu shart yetarli ham. ekan.

27.3-teorema (Riss-Fiiher). {6n} — E to‘la Evklid fazosidagi ixtiyony 

ortonormai sisterna va Cj, c^, . . . ,  cn, . . .  sonlar shunday bo'lsinki, (27.16) qa- 

tor yaqmlashsm. U holda shunday f  € E  element rnawjudki,
. OO

Ck = (/, 4>k) , k = \ ,  2 , . . . ,  va = ( / » / )  H l / I |2
n—1

tengliklar o ‘rinli bo ‘ladi.

Isbo t. E  to'la Evklid fazosida {/„} ketma-ketlikni quyidagicha aniqlay- 

miz:
n

J  n — y ‘ k  J 'k  ■

k=l
(27.16) qator yaqinlashuvchi bo'lgani uchun ixtiyoriy s > 0 son uc'uun siiun- 

day n(s) > 0 mavjudki, barcha n  > n(s) va p £ N larda

n+p

li fn+ p  / n | |  =  j| C - n + i  ‘pn |-1 +  ’ ’ * Cn+p ^ n + p l l  =  ^  .  ‘ k c - c

k=n+1

tengsiziik o'rinii, ya'ni {/„} — fundamental ketma-ketlik. E  ning to'laligiga 

ko‘ra {/„} ketrna-ketlik biror /  e  E  elernentga yaqinlashadi. Istalgan i e N  

uchun

( / ,  <t>i) -  ( / » ,  ‘h )  +  ( f ~  f n ,  4>i) ,  ( 2 7 - 1 7 )

tenglik o‘rinli. (27.17) ning o‘ng tomonidagi birinchi qo'shiluvchi n > i da 

ga teng, ikkinchi qo'shiluvchi esa n —> oc da nolga intiladi, chunki

|(/ -  /», 4h)\ < II /  -  /nll ' II 4>i\\ = || /  -  /»|| -  0, n —* oo .
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(27.17) tenglikning chap tomoni n  ga bog'liq emas, shuning uehun n  —» oo 

da limitga o'tsak,

(/, 4>i) =  c,.

/  ning aniqlanishiga ko'ra,
( n n \  oo

/ -  Y l Ck<i>k- / ~  X ) Cfc!/ fc) =  0- n  oo-
fe=i it-=i /  fc=i

Shuning uc-hun
OC

=(/./)=ii/ ii2- a
71— 1

Ortogonal sistemaning to'laligi haqida quyidagi fceoremani isbotlaymiz.

27.4-teorem a. To‘la separabel Evklid fazosidagi {<j>„} ortonormal sistema 

to'la bo'lishi uchun, E  da {/>„} sistemaning harcha elemcntlariga ortogonal 

bo'lgan nolmas elementning mavjud bodmasligi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. Faraz qilaylik, {<j>n} to‘la sistema bo'isin, u holda 27.2- 

teoremaga ko‘ra u yopiq ham bo'ladi. Agar /  element {<pn} sistemaning bar- 

cha elemeiitlariga ortogonal bo'lsa, u holda uning barcha Furye koeffitsiyentlari 

nolga teng, yahii c„ =  0 bo'ladi. U holda Parseval tengligiga ko‘ra,
OO(/> /) = Ec*=°-

fc=i
ya'iii f  - 0 .

Yetarliligi. Teskarisini faraz qilaylik, {/>„} to'ia bo‘lmagan sistema bo'isin,
CO

ya'ni E da shunday g 0 eiement mavjud bo'lib, (g, g) > J2 cl i  hu yerda
" ‘ fc=i

Cfc =  (g, <Pk) tengsizlik bajarilsin. Riss-Fisher teoremasiga asosan, shunday 

/  € E  element mavjudki,

(/. 4>k) =  cfc, ( / , / ) = ^ 4  
k—1

tengliklar o‘rinli. Bu holda /  — g element barcha <pk larga ortogonal bo‘Iadi.

( / . / )  =  < (9. 9)
fc=i

*
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tengsizlikdaai J — g =r 0 ekanligi kelib chiqadi. A

2 7 .8 -m is o l. L2[—7i, ?r] Evklid fazosida {?/in (t) =  ?i_1̂ 2c° s n t } orto- 

normal sisterna to‘la boladimi?

Y e c h is h . {ipn} larning barchasiga ortogonal bodgan fo(t) = 1 nolmas 

element niavjud. Shuuing uchun. 27.4-teoremaga ko‘ra {^„} sistema to‘la 

emas.

2 7 .3 . E v k lid  fa z o la r in in g  x a r a k t e r is t ik  x o s s a la r i

Quyidagicha savolni qaraymiz. i i '— nonnalangan £azo b o ‘lsin. E  da aniqlan- 

gau uorma qanday qo‘shimcl;a shartlarni qanoatlantirsa, E  Evklid fazosi 

haui bo'ladi? B cehqacha aytganda, qanday shartlarda norina orqali uuga mos 

skalyar ko‘payt.ma kiritish mumkin?

2 7 .5 - te o r e m a . E  normalangan fazo Evklidfazosi bo'lishi uchun, uityony 

ikkita / ,  g € E dcrnentlar uchun

II /  +  9 f  + II /  -  9\? = 2 II /  II2 +  2 || g ||2 (27.18)

tenglik bajarilishi zarur va yetarli.

I s b o t .  Zamriyligi. f  +  g va /  — g  tomoniari /  va g vektorlardan ibo- 

rat parallelogramin diagonallaridir. (27.18) tcnglik Evkhd fa.zosidagi parallel- 

ogrammning maium xossasini ifodalaydi, ya.’ni parallelogramm diagonallari 

kvadratlariuing y ig ‘ indisi bardia tomonlar kvadratlarining yigindisiga. ten:

\lf + g\\2 + \ \ f - g \ \ 2 = ( f  + 9 , f  + 9) + U - 9 , / - 9 )  =
=  2 ( / , / )  +  2 (g, g) = 2 ||/||2 +  2 \\g\\2 .

Yetarliligi. E  normalangan fazoda normaning (27.18) ayniyatidan foy- 

dalaiiib, E  da skalyar ko'paytma kiritish mumkinligini ko'rsatish kifova. Ix- 

tiyoriy f , g € E  elementlar udiun

( f ,9)  = \ ( \ \ f  + g\\2 - W f - 9 \ \ 2)  (27.19)
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deymiz. Ko'rsatish mumkinki, agar (27.18) tenglik hajarilsa, (27.19) tenglik 

yordamida. aniqlangan funksional skalyar ko'paytma shartlarini qanoatiantira- 

di. A

27.9-misol. — n o'lchamii vektor fazoni qarayiniz. Bu fazoda x  ele-

mentning normasi quyidagicha aniqlanadi (26.3-misolga qarang):

IMIp = (fl IM ^

Qanday p > 1 larda RJj noraialangan fazo Evklid fazosi boladi?

Yechish. R” dan /  =  (1,1,0,  . . . ,  0) va g = (1. —1.0, . . . .  0) vektor- 

larni olarniz. U holda

/ + p = (2,0,0. ...,0), /-  g = (0,2,0, ..., 0) .
Eruii (27.18) tenglikning bajarilishini tekshirib ko‘ramiz:

ll / +  ?llP = (2p)1/p =  2, I! /  — 6 ' l l p  =  2, | j / | ! ,=  IMIp =  21/p,

22 + 22 = 2 • 22/p + 2 • 22/p, 2 = 22/p .

So'nggi tenglik faqat p =  2 da o‘rinli. Demak. faqat p = 2 da Mjj normalan- 

gan fazo Evklid fazosi ham bo‘ladi.

27.10. (7[0. ?r/2] fazoni qaraymiz. Ma'lumki, bu fassoda /  elementning 

normasi quyidagicha aniqlanadi

| | / j j =  max | / ( t ) l  • (27.20)
0 s- -i< 7 r / 2

Bu fazo Evklid fazosi bo‘ladimi?

Yechish. C [0 ,7r /2] fazodan f {t)  = cos t ,  g(t) = sin/. elementlarni 

olamiz. U holda || / 1| =  || g || =  1,

. V2 r -
II /  +  0 II =  „inaxM | cos/ f  sni t\ = —  d —  =  v'2.
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|| /  — g |! =  max I cos t — s i n =  1. 
0 < t< 7r/2  '

Eiicli (27.18) tenglikning bajariliahini tekshiramiz:

2 +  1 =  2(1 +  1), 3 y U .

Demak. C[0, 7t/ 2] fazoEvklidfazo.sibo4aolma.ydi. Boshqacha aytganda (27.20) 

tengiik biian aniqlanuvchi normani biror bir skalvar ko'payima yordamida 

berish mumkin emas. A

M ustaqii ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. Shunday funkstondga rnisol kdtiringki, skalyar ko‘paytmaning 1-sharti 

bajarilrnasin.

2. Skalyar ko‘paytmaning 1-sharti bajarilib, 2-4 shartiari bajarilmaydigan 

ftmksionalga misol kdtiring.

3. To‘la va to'la bo'lmagan Evklidfazolariga misollar keltiring. £2 va C2[—1, 1] 

fazolarni tahlil qiling.

4. R3 fazoda x  = (1, 1, 1), y = (1, 1, 0) s =  (1, 0, 0) vektoriami 

oiiogonallashtiring.

5. C^^a, 6] fazoda ortonormal sistemaga misol kdtiring.

6. C2[— 1, 1] fazoda f (x)  = 1 va g(x) = x vektorlar orasidagi burehakni 

toping. Uni funksiya grafiklari. omsidagi burchak bilan taqqoslang.

7. { fn (t) — cos (nir #)} j£Lj sistemani C2[— 1. 1] fazoda ortogonallikka 

te.kshi.ring. U ortonormal sistema bo‘ladimi?

8. { gn (t ) = sin (mr x) } "Cj sistema C2[— 1, 1] fazoda yopiq sistema bo‘la- 

dimi ?
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9. Li[— 1, 1] Evklid fazosida f(x ) =  1 va g(x) =  x vektorlaming

{ fn (#) =  cos (n 7r i ) } , n e N  

ortonormal sistemadaffi Furye koeffitsiyentlarini toping.

10. ^ [ - 1, 1] separabd Evklid fazosida

2-1//2. f n (x ) — cos (n 7T x ) , gn (x) =  sin (n tt x) , n  g N 

ortonormal sistema to‘la bo'iadimi?

11. £p chiziqli normalangan fazo p > 1 ning qandau qiyraatlarida Evklid 

fazosi bo'ladi.

12. Lp[a, 6], p > 1 ehiziqli normdangan fazo p ning qanday qiymatlarida 

Evklid fazosi bo ‘iadi.

28- §. H ilbert fazolari

Toia Evklid fazolarini qarasiida davom etainiz. Bizni faqat cheksiz oichamli 

Evklid fazolari qiziqtiradi, chunki chekli oichamli Evklid fazolari R” fazoga 

izomorfdir.

28.1- ta ’rif. Cheksiz o ‘lchamli to ‘la Evklid fazosi HUbert fazosi deyUadi. 

Shunday qilib. ixtiyoriy ta.bia.tli f ,  g, ip,. . .  eiementlaming H to‘plami 

Hilbert. fazosi boisa, u quyidagi uchta shartni qanoatlantiradi:

1) H — Evklid fazosi, vaiii skalyar ko‘paytma kirit.ilga.ii chiziqli fazo;

2) p(x,y)  = \ / ( x  — y ,x  — y) metrika mabiosida H — toia fazo;

3) H fazo - cheksiz oichamli, yaiii unda cheksiz elementli chiziqli erkli 

sistema. rnavjud.

Odatda separabel Hilbert fazoiari qaraladi, ya’ni H ning hamma yerida. 

zich boigan. sanoqli to'plam mavjud.

Burrdan keyin biz faqat separabel Hilbert fazolarini qaraymiz.
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28.1- misoI. C^a, 6] Evklid fazosi to‘la emas (21.8 - misolga qarang), 

shuning uchun C2[a, 6] Hilbert fazosi bo'la olmaydi.

28.2. i 2 va L2[a, 6] lar cheksiz o'lchamli to‘la separabel Evklid fazoiaridir 

(27.7-misolga qarang). Shuning uchun ular Hilbert fazoiari bo'ladi.

28.2- t a ’rif. Agar E  va E* Evklid fazolari o‘rtasida o'zaro bir qiyrnatii 

moslik o ‘matish mumkm bo‘lib,

x  -» x ', y  -» y \  x, y €  E, x*, y* € E*

ekanligidan

x + y  x* + y*, \x*~* \x *  va (x,y) — (x*,y*)

munosabatlar kelib chiqsa, E  va E* lar izomorf fazolar deyiladi.

Boshqacha aytganda, Evklid fazolarining izomorfligi shundan iboratki, bu 

fazolar o'rtasida o'zaro bir qiymatli moslik mavjud bo‘)ib, bu moslik shu fazo- 

latdagi chiziqli amallarni va ulardagi skalyar ko'paytmani saqlaydi.

Ma'lumki, n — o'lchamli ixtiyoriy ikkita Evklid fazosi o'zaro izomorfdir. 

Cheksiz o‘lchamli Evklid fazolari o'zaro izomorf bo'lishi shart emas. Masalan 

l 2 va C2[a, b] fazolar izomorf emas, chunki l 2 to‘la, C2[a, 6] esa to‘la emas. 

Quyidagi teorema o'rinli.

28.1-teorem a. Ixtiyoriy ifskita separabel Hilbert fazosi o‘zaro izornorfdir. 

Isbo t. Ixtiyoriv H  Hilbert fazosini t 2 fazoga izomorfligini ko‘rsatamiz. 

Agar shuni ko'rsatsak, teorema isbot bo‘lgan bo'ladi. H  Hilbert fazosidan 

ixtiyoriy to‘la ortonormal sistemani olamiz va /  e  H  elementga uning 

Furyekoeffitsiyentlaribo'lgan c\, c2, . . . , c n, . . .  ketma-ketliknimosqo'yamiz. 

Bessel tengsizligiga ko‘ra,
OO

< o c
n = \

Shuning uchun c =  (ci, c2, . . . ,  cj,,. . . )  ketma-ketlik f2 fazoning elernenti 

bo'ladi. Teskarisi, Riss-Fisher teoremasiga ko‘ra, I2 fazoning ixtiyoriy c —
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(cj. C2, . . . ,  cn, . . . )  elementiga (ketma-ketligiga) H fazoning yagona /  ele- 

menti mos keladi va uning Furye koeffitsiyentlari bo'lib, Cj, 02, . . . ,  c„, . . .  

sonlar xizmat qiladi. 0 ‘rnatiigan bu mosiik o'zaro bir qiymatiidir. Agar

/  c =  (ci. C2, . . . ,  cn, . . .)  va g <-> d — (du d2, . . . ,  dn, . . .)

bo'lsa, u hoida

va.

/  +  g c +  d — (ci +  d\, c2 -|- d2, . . . ,  cn +  dn, .. .)

a f  +-+ o.c = ( q c i , ac2, . . . ,  o;cn, . . . ) .

Nihoyat. Parseval tengligidan
OC

{ f , 3)  = Y , c*dn = (c,<l)
n—1

ekanligi kelib chiqadi. Haqiqatan ham,
OO CO

(/. /) = XX’ =
n—l n= l

va

(28.1)

( /  +  </,/ +  5) =  (/, / )  +  2 (/, g) +  (3, 0) =
O O  OC' OO OO

=  E  (<+ +  4 ) 2 =  4  +  2 c „ 4  +n=l n=l n=l n=l
Bu yerdan va (28.1) dan

OO

(/, 9) = ^ c n dn =  (c,d).
7 7 = 1

Shunday qilib, biz o‘rnatgan inoslik izomorfizm ekan, ya'ni bu moslik chiziqli 

amallami va skalyar ko‘paytmani saqlaydi. A

Isbotlangan teoremadan shunday xulosa keiib chiqadiki, izomorfizm aniqligi- 

da faqat t 2 Hilbert fazosi mavjud ekan. Boshqacha aytganda, t 2 fazo II  

Hilbert fazosining koordinat ko‘nnishi desak bo'ladi.
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H Hiibert, fazosining qisru fazosi deganda yopiq qism fozoni tushunamiz. 

Hilbert fazosining qism fazoiaxiga misollar keltiramiz.

28.3-misol. h € H  — ixtiyoriy eiement bo‘!sin. h ga ortogonaJ bo‘lgan 

barcha f  € H  elementlar to'plami qisrn faao taslikii qiladi.

28.4. l 2 fazoda. xi — X2 shartni qanoatlantiruvchi elementlar to'plami 

qism fazo tashkil qiladi.

28.5. f2 fazoning M  = {x £ '■ x  = (xu 0, x 3, 0, x5, . . . .  x 2n+i, 0, . . .)}

to'plami uning qism fazosi bodadi.

Hilbert fazosining har qariday qism fazosi yo cliekli 0‘ldiamli Evklid fazosi 

bo'ladi. yo uning o‘zi Hilbert fazosini tashkil qiiadi.

28.6. L2[— 1, 1] Hilbert fazosida toq funksiyalardan iborat L2 [ — 1. 1] =  

{ /  € L ^ —1, 1]: f ( —t) =  —f(t )}  to‘p!airi qisrn fazo tashkil qiladi.

28.7. L2[—1.1] separabel Hilberl fazosida quyidagi to‘plam Lq [—1, 1] =  

{ /  € t . 2 [ 1, 1] : supp/ C [—1, 0]} qisrn fa.zo taslikil qiladi.

Agar H Hilbert fazosi separabel bo‘!sa, uning ixtiyoriy qismi ham separabe! 

boladi. Bu quyidagi lemmadan kelib diiqadi.

28.1- lem ma. E  s e p a r a h e l  E v k l id  f a z o s i n i n g  h a r  q a n d a y  E' q i s m i  y a n a  

separabeldtr.

Hiibert fazosining qisrn fa.zolari ayrim maxsus xossa.la.rga egaki, ixtiyoriy 

normalangan fazoning qism fazoiari bu xossala.rga ega einas. Bu xossalar Hilbert 

fazosida kiritilgan skalvar ko‘paytma va unga mos ortogonallik tushundiasiga 

asos'langan.

H separabel Hilbert fazosining M  qism fazosi berilgan bo‘lsin. Bu qism 

fazoning harnma yerida zich ho‘lgan sanoqli sistema. olamiz va unga ortogo- 

nallashtirish jarayonini qo'llab, quyidagi teoremaga ega bo'lamiz.

28.2- teorem a. H  s e p a r a b e l  H i lb e r t  f a z o s i n i n g  ix t iy o r iy  M  qisrn fazosida 

shvnday {6n} o r t o n o r m a l  s i s t e m a  mavjudkt, uning chiziqli q o b ig 'in in g  y o p ig 'i
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M ga teng.

Bizga H Hilbert fazosining M  qism fazosi berilgan bo'lsin. Barcha /  € M  

elementiarga. ortogonal bo‘lgan g e_ H elementlcU' to'piamini M ^  — U © M  

orqali belgilayrniz, ya'ni

M 1 ham H ning qism fazosi ekaniigini isbotlayiniz. Bu .to'plamuing qo'shish 

va songa ko(paytirish amallariga nisbatan yopiqiigini ko(rsatamiz. Agar gi, & € 

M 1 bo'lsa, u lioida

Endi M 1 to‘plarnning yopiqligini ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, {ft,} C M 1 

eleinentlar ketma-ketiigi g € H elementga yaqinlashsin. U holda skalyar 

ko‘paytmaning uzluksizligiga ko'ra, istalgan /  € M  uehun

Deinak, g € M 1 , ya'ni M 1 yopiq qism fazo bo‘lar ekau. M 1 qism fazo M  

qism fa.zonir.ig oriogonal to'ldiruvchisi deviladi.

Bizga. H Hilbert fazosi va uning M\ va M^ qism fazolari berilgan bo‘isin.

28.3- t a ’rif. Agar barcha /1 € Mi va f 2 € M$ lar uchun ( /1, / 2) =  0 

bo ‘Isa, u holda Mi va M2 qisrn fazolar ortogonal qisrn fazolar deyiladi.

28.3- teoreina. Agar M  — H Hilbert fazosining yopiq qisrnfazosi bo‘lsa. 

u holda ixtiyoriy f  € H element. yagona usul bilan f  = h + h' yig‘indiga 

yoyiladi, bu yerda h € M , h' E M 1 .

Isbot. Awalo, bu yoyilmaning mavjudligiui isbotlaymiz. Buning uchuu M  

da {<;»„,} to‘la ortononnal sistema olamiz va

M 1 = { g & H - .  ( / , g) =  0, V/ € M  }.

{a,gi + a2g2, / )  =  « 1(51, / )  +  a2(g2, f )  = 0.

(g, f )  = bin (gn, f ) =  0.
n—>00

00
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deyiniz. Bessel tengsizligiga ko'ra,

71=1
qator yaqinlashuvchi bo'lgani uchun h £ M . Endi h' = f  — h deb olamiz. 

Ko'rinib turibdiki, ixtiyoriy n € N udiun

(h , <pn) ~  { ]  i *Pn) (̂b 'fVi) = c n  ~  0- 
Ixtiyoriv £ € A/ element uchun

OO :V
S -  y  o„0n va (/)', £) -  qn (/)/, <P„) =  0,

n = l n= l

ya’ni /t' € A/-L.

Endi yoyilmaning yagonaligini isbotlaymiz. Faraz qilayhk, boshqa bir /  =  

hi+h[,  hi £ M, h[ £ M x  yoyilma mavjnd bo'lsin. U holda ixtiyoriy n £ N 

uchun

(/'1' fP n )  =  ( j • /n) = •
Bu yerdan keiib chiqadiki /)i =  /), hj =  h!. A

28.1- nat.ija. M  c H qism, fazoning ortogonal to‘ldiruvchisining ortogonal 

to Idiruvchm M  ning o'ziga teng, ya'ni (AfJ-)i  =  M .

Shunday qilib. H fazoning o'zaro to'ldiruvchi qisin fazolari haqida fikr 

yuritish mumkin. Agar M  va M x ikkit,a shunday bir-birini toMdiravchi qism 

fazolar va { /n}, {/'„} — mos ravishda M  va M 1- dagi to ia  ortonormal 

sistema boisa, u holda {/„} va {/„} sistemalarning biiiashmasi butun H  

fazoda to ia  ortonormal sistema bo'iadi.

28.2- natija . H  fazodagi har qanday ort-onormol sistemani tola -sistema- 

gacha to Idirish mumkin.

Agar {<pn} sistema chekii boisa, u holda bu sistemaga kiruvchi elementiar 

soni {/„} sisteinadan hosii qilingan M  qisrn fazoning oichamiga va M x 

qism fazoning kooichamiga teng. Shunday qilib, quyidagiga egamiz.
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28.3- na tija . n o'lchamli qism, fazoning ortogonal to ‘ldiruvchtsi n  koo‘l- 

charnga ega va aksincha.

28.4- t a ’rif. Bizga H Hilhert fazosi va uning o'zaro ortogonal M i va Al2 

qism fazolari berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy f  £ H elernent

f  — h{ +  h2, h{ £ M\, h2 £ M 2

ko'rinishda tasmrlansa, u holda H fazo o'zaro ortogonol va M2 qisrn, 

fazolaming to ‘g‘n  yig'indisiga yoyiladi deyiladi va

II  — M{ 0  M2

ko ‘rimshda yozdadi.

Tb‘g‘ri yig'indini cbekii yoki sanoqli sondagi qism fazolar udmn ham utnum- 

lashtirish mumkin. Agar quyidagi shartlar bajarilsa H o'ziniug M x, M2, . . . ,  

Mn, .. .  qism lazolarining to‘g ‘ri yig‘indtsiga yoyilgan deyiiadi:

a) Mf qism fazolar juft-jufti bilan o'zaro ortogonal, ya'ni Mi dagi ixtiyoriy 

vektor Mk dagi barcha vektorlarga ortogonal, i ^  k :

b) ixtiyoriy f  € H element

/  =  hj +  h2 +  • ■ • +  hn +  • • • , hn £ Mn, n  = 1, 2, . . .  (28.2)

koVmishda tasvirlanadi. agar qo'shiiuvdiiiar soni cheksiz bo‘lsa,

E iimi2
n —1

oo
qator yaqinlashuvchi bo'ladi. Bu holda H = Yf (BMn ko‘rinishda yoziladi.
- . , n = l

Osoiigina ko'rsatish mumkinki, agar /  uchun (28.2) yoyilma rnavjud bo'Isa, 

u yagona va quyidagi tenglik o'rinli:
OO

ll/H2 = EHM2-n=l
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Qism faaoiarning to‘g‘ri yig'indisi biian bir qatorda chekli yoki sanoqii 

sondagi Hilbert fazoiarining to‘g‘ri yig'indisi haqida harri gapirish mumkin. 

Agax H \  va H 2 lar ixtiyoriy Hilbert fazoiaxi bo'isa, u hoida uiarning to‘g‘ri 

yig'indisi H  = Hi © H.2 quyidagicha aniqianadi. H fazoning elementlari 

baxcha (h\, h2) . h\ £ H1 , h2 £ li2 juftiikiaxdan iborat. H = H\ © H2 fa- 

zoda. qo‘shish, songa ko'paytirish va skalyar ko‘paytma amallari quyidagicha 

aniqlanadi:

(h\, hf) +  (h[, h'2) = (h\ +  h[, /22 + h2) , h\, hj € H\, h2, h2 £ ii2, 

a(h\, h2) = (ah\, ah2), h\ £ H\, h^ € H2, a  € C,

((h\, k2) , (h[, h'2)) = (h\, h[)Hi +  (fi2, h'2)Hi, h\, h'\ £ H\, hv,h2 £ H2.

Ciiekii sondagi H\, H2, . . . ,  Hn Hilbert fazoiarining to‘g‘ri yig‘indisi ham 

xuddi shunday aniqlauadi.

Sanoqli sondagi H\, H2, . . . ,  Hn, . . .  Hilbert fazoiarining to ‘g ‘ri yig'indisi
00

H =

quyidagicha aniqianadi

H =  l h  =  (h\, k2, . . . ,  hn---- ) , hn e Hn, || hn ||2 <  0 0L n—1
H  fazoda skalyar ko‘payfcma quyidagicha kiritiladi

OO

(h, g) =  (h-„, gn) , h = (h\ , . . . ,  hn, . . . ) ,  g =  (gu . . . , gn, . . . ) ,  hn,gn £ Hn.
n=1

28.8. 28.6-inisolda keltirilgau L2 [—l, 1] (toq funksiyalar to'piami) qism 

fazoning ortogonal to'ldiruvchisini toping.

Yechish. L2 [—1, 1] =  { /  € L2[— 1. 1] : / ( —t) =  f ( t )}  juffc funksiyalax- 

dan iborat to'plam L2[ — 1, 1] fazoning qism fazosi bo'ladi va ular o‘zaro 

ortogonal. ya/ii L j[—1, 1\LL2 [— 1, 1]. Haqiqatan ham,

( r , f +) = j  r  (t) • r  ( t )  d t  = 0, vr  e l 2 [ - i , i\, v / + e  [ - 1, ij.
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Buyerdan ( L j [ - 1, l]) '1' Z) L%[-1, 1] va (L^ [-1, 1])" C 1] rnunosa-

batlar kelibchiqadi. Bulardan esa (L j[-1 , 1]) ' =  L£[—1, 1] tenglikni olainiz.

2 8 .1 . K o m p le k s  E v k lid  fa z o la r i

Haqiqiy Evklid fazolari biian bir qatorda kompleks Evkiid fazolaii hain qa- 

raladi (ya’ni skalyar ko‘paytma kiritilgan kompleks chiziqli fazo). Lekin haqi- 

qiy Evklid fazolaridagi skalyar ko'paytmaning 1-4 aksiornalari kompleks Evk- 

lid. fazolari uchun bir vaqtda bajaxilmaydi. Haqiqiy Evklid fazolarida skalyar 

ko'paytmaning 1-4 aksiomalari quyidagicha. edi:

1.) (:r, x) > 0 , Va: € E; (x, x) = 0 x = 9,

2) (x,y) = (y,x),  \ fx,y e  E,

3) (Xx, y) = X(x, y), VA € R., Vx, y  € E,

4) (xx +  x2, y) = (xi, y) +  (x2, y), Vrj, x2, y e  E.

Biz 2 va 3 dan quyidagiga ega. bodamiz

(A x, X x) = X (x, X x) =  X (X x, x) = A2 (x, x ) .

Agar A kompleks son bo'lsa, u holda A =  i bo'lganda, (ix, ix) = —(x, x ) , 

ya’ni x  va ix vektorlaxning skalyar ko‘paytmasi bir vaqtda musbat boia ol- 

maydi, bu esa 1-shartga zid, ya'ni kompleks chiziqli fazolar holida 1, 2 va 

3-shartla.r bir vaqtda bajarilishi muinkin emas. Dernak, konrpleks chiziqli fa.- 

zolarda skalyar ko'paytmaning shartlarim biroz o'zgartirish kerak.

Kompleks chiziqli fazoda skalyar ko‘paytmauing shartlarini keltiramiz:

1) (x. x) > 0, Vx € E; (x. x) = 0 <=> x  = 9,

2) (x,y) = (y,x),  Vx, y € E ,

3) (Xx, y) =  A(a:, y), VA e  C , Vx, y  G E,

4) (zi +  x2, y) = (xi, y) +  (x2, y). Vx^. x 2, y e E.

2 va 3 dan ( x, X y) = X (x, y) kelib chiqadi. Haqiqatan ham,

( x ,Xy)  = (Xy,x)  = X (y,x) = X (y, x) = X ( x , y ) .
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28.9-misol. E  = C"— kompleks chiziqli fazo. Bu fazoda skalyar ko'paytma 

quyidagicha kiritiladi:
n

(x -,y) =■
k=1

28.10. &2 — | x  — (x i, •. . ,  xn, . . . ) ,  i „ e C :  Y1 \xn\2 < o0 !  kompleks 

chiziqli fazo. Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi:
OO

(x <y) =  y ] x kVk,-
k=1

28.11. E  — C2[ffl, &]— [a, &] kesmada aniqlangan kompleks qiymatli uzluk- 

siz funksiyalar fazosi. Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi:

( f , 9 ) =  f  f ( t ) W ) d t -  (28.3)
J  a

28.12. E  = L'2[a, &]— [«, '»] kesmada aniqlangan kornpleks qiymatli va 

kvadrati bilan integralianuvehi ekvivalent fimksiyalar sinfi. Bu fazoda ham /  

va g elementlarning skalyar ko'paytmasi (28.3) tenglik bilan aniqlanadi.

Kompleks Evklid fazolarida ham elementning normasi xuddi haqiqiy Evklid 

fazolari holidagidek

II / I! = V (f,  f )  yoki || x |! = s/(x, x)

formula bilan aniqlanadi.

Kompleks Evklid fazolarida ikki vektor orasidagi burchak tushunchasi kiri- 

tilmaydi, lekin vektorlarning ortogonallik tushunchasi saqlanib qoladi. Ya'ni, 

agar (x, y) — 0 bo‘lsa, u holda x  va y vektorlar o'zaro ortogonal deyiladi.

28 .5-ta’rif. Agar

(^n, &m)
1, agar n = m

0, agar n  ̂  rri.
bo'lsa, nolrnas {<&„} c  E  sistema oriogonal normalangan sistema deyUadi.
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Xuddi haqiqiy Evkiid fazolaridagi kabi, cn = ( /, q>n)  , n  € N sonlar /  € E  

vektorning {̂ >„} ortonorrnal sistemadagi Fttrye koeffitsiyentlari deyiladi.
OO

 ̂7, t V,
n= 1

qator /  vektorning sistemadagi Fwrye tjatori deyiladi. Bu yerda ham 

Bessei tengsizligi o'rinli:

n=1
Kompleks Evklid fazolari holida ham Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi o'z ku- 

chini saqlaydi:

\(*, y)\ < 11*11 -WvW-
28.6-ta’rif. Cheksiz o'lchamli to'la kompleks Evklid fazosi kompleks Hilbert 

fazosi deyiladi.

Kompleks Hilbert fazolari uchun liam izomorfizm haqidagi teorema o'rinli.

28.4-teorem a. Barcha scparabcl hompleks Hilbert fazolari o‘zaro izomorfdtr.

28.13. t 2 va -̂ 2(0, b\ lar separabel kornpleks Hilbert, fazolariga misol bo'ladi.

28.14. 4-2[—7t, 7r] separabel kompleks Hilbert fazosida
pint

‘Pnif) =  11 ^ ^

sistema to'ia ortonormal sistema bo'Iadi. Mustaqil isbotiang.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. HUbert fazolariga misollar keltiring. f2 fazo Hilbert fazosi bo'ladimi?

2. Separabel bodmagan Evklid fazosiga misol keltiring.

3. m — cheyamlangan ketma-ketliklar fazosida

(r, y) = Y ]  HHXnyn
71=1 “

funksional skalyar ko'paytma shartlarini qanoatlantiradimi? m separabel 

Evklid fazosi bo ‘ladirni ?
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4. t 2 fnzoni ikkita ortogonal qisrn fazolaming to'g'ri yig'indisi shaklida, yoz- 

vng.

5. L 2[— 1, 1] Hilbert, fazosida L2 [—1, 1] =  { / € L2 [—1, 1] : f (  — t) — f ( t )}  

juft funksiyalar to ‘plami qisrn fazo bo ‘lishini ko ‘rsaHng. Oning ortogonai 

to ‘Idintvchisini toping.

6. 28.7-rnisolda keltirilgan Lq [ - 1. 1] qism fazoning ortogonol to ‘Idiruvchismi 

toping.

7. Hilbert fazolarining to'g'ri yigHndisida skalyar ko'paytma qanday kiriti- 

ladi?

8. £2 va L2[— 1, 1] Hilbert fazolarimng to‘g‘ri yig'indisida skalyar ko'paytrna 

qanday kintiladi ?

9. Quyidagi ((x, f ) , (y, g)) — xnyn +  f  f  (x) g (x) dx, x, y e  h ,
71=1 -1

f , g €  L2 [—1? 1] funksional £2 © L2[ - 1, 1] Hilbert fazosida skalyar

ko ‘paytma bo ‘ladirni ?
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VIII bob. Chiziqli operatorlar

Bu bob 6 paragrafdan (29-34-§§ lardan) iborat bo‘lib, unda chiziqli opera- 

torlar va chiziqli funksionallaruing asosiy xossaiari o'rganiladi. 29-§ chiziqli 

uzluksiz operatorlar xossalariga bag'ishlangan bo'lib, unda chiziqli operator- 

iarning asosiy xossalari isbotlangan. Chiziqli operatorlarning aniqlanish sohasi, 

qiymatlar sohasi va yadrolari ta'riflanib, misollarda tushuntirilgan. Chiziq- 

li operatorlar uchun uzluksizlik va chegaraianganlik ekvivalent tushunchaiar 

ekanligi isbotlangan. X  chiziqli normalangan fazoni Y chiziqli normalangan 

fazoga akslantiruvchi chiziqli uzluksiz operatorlar to'plami — L ( X , Y )  chi- 

ziqli normalangan fazo bodishi ko'rsatilgan. 30-§ da normalangan fazolarda 

chiziqii uzluksiz funksionaliarning avrim xossalari qaralgan. Chiziqli uzluk- 

siz funksionalning normasini saqlagan holda butun fazogacha davom ettirish 

mumkiniigi haqidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan. Asosiy funksional fa- 

zolarda (£p, C[a, h], Lp[a. 5]) chiziqli uzluksiz funksionallarning umumiv 

ko'rinishidan foydalanib, asosiy funksional fazolarga qo'shma fazoiar izomor- 

fizm aniqligida topilgan. 31-§ chiziqli uzluksiz operatorlar fazosining xossalari- 

ga bag'ishlangan. Unda chiziqli operatorlar ketma-ketligining tekis (norma 

bo'yicha), kuchli (nuqtali) va kuchsiz yaqinlashishlari ta'riflanib, inisollarda 

tahlii qilingan. Agar Y to‘la normaiangan fazo bo‘lsa, u holda L(X,  Y)  chi- 

ziqli normalangan fazoning Banaxfazosi bo'lishi isbotlangan. X  = C [ -1 ,  1], 

Y  = C2[— 1, 1] bo'lgan holda L ( X , Y)  ning to'la bo'lmagan chiziqli nor- 

malangan fazo bo'iishi isbotlangan. Bundan tashqari Banax-Shteynxaus teo- 

remasi (tekis chegaraianganlik prinsipi) isbotlangan va uning yordamida X  

va Y lar Banax fazolari bo'lgan liolda chiziqli uzluksiz operatorlar fazosi 

L(X,  Y ) — ningkuchii yaqiniashishganisbatanhamto‘labo'lishiko'rsatilgan. 

32-§ teskari operatorlar, uiarning asosiy xossalariga bag'ishiangan. Bu para- 

grafda chiziqli operator teskarilanuvchan bo'lishining zaruriy va yetarli sliart-
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lari keltirilga.ii. Shuumgdek chegaralangan teskari operator mavjud boMishining 

yetarli. zaruriy va yeta-rli shartlari keltiriladi. Keltirilgan teorema shartlarin- 

ing bajarilishiga doir misollar qaralgan. Navbatdagi 33-§ da Banax va Hilbert 

fazolarida berilgan operatorlarning qo‘sbmalari la'rilianib, uiaming asosiy xos- 

salari bayon qilingan. Hilbert fazolari £2 va /y2[a, b] larda ko‘paytirish ope- 

ratorining o‘z-o!ziga. qo‘shmalik kriteriysi berilgan. Jb2[a, b] fazoda K(x,  y) 

yadro bilan aniqlanuvchi integral operatorning o‘z-o‘ziga qo'shmalik shartlari 

keltirilgan. So'nggi 34-§ da chiziqli operatorlaruing spektri klassifikatsiya qili- 

nib, ularga doir misollar qaralgan. Chiziqli uzluksiz operatorning spektri bo‘sh 

bo‘linaga.11 yopiq to‘plam ekanligi isbotlangan. Muhim spektr, qoldiq spektr va 

chiziqli operatorning xos qiymatlarini topishga doir misollar qaralgan. Spek- 

tri kotnpleks sonlar to‘plami C bilan ustma-ust tushuvchi cliiziqli operatorga 

misol keltirilgan.

29- §. Chiziqli uzluksiz opera to rlar

Biz asosari chiziqli operatorlariri qaraymiz. Chiziqli operatorlaming aniqla- 

rrish soliasi va qiyrnatlar to‘plami chiziqli normalangau fazolarning qism fa- 

zolari bo'ladi. Shunday qilib, bizga X  va Y clriziqli nonnalangan fazolar 

berilgan boisin.

29 .1-ta’rif. X  fazodan olingan ha,- bir x  dementga Y fazoning yagona 

y dernentini rnos qo'yuvdii

Ax = y (x £ X , y £ Y ) 

akslantirish operator deyiladi.

Umuman A  operator X  ning hamina yerida aniqlangan boiishi shart 

ernas. Bu holda Ax mavjud va Ax £ Y boigan barcha x € X  lar to‘plami 

A  operatorning auiqlariish sohasi deyiladi va D(A)  bilan belgilanadi, yaiii:

D(A) — {x  £ X  : Ax  mavjud va Ax £ Y}
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Odatda D(A)  ning chiziqli ko‘pxiililik (26.6-ta’rifga qaraug) bo‘iisiii fcalab 

qilinadi. ya.'ni agar x , y  e  D (A) bolsa, u hoida ixtiyoriy a, 0  e  C lar uchun 

a x  + By  e D(A)  bo'ladi.

29.2- t a ’rif. Agar ixtiyoriy x, y € D (A) dermntlar va ixiiyoriy a, /3 € C 

sonlar udmn a x  + f ly  e  D (A) bo'lib,

A(a x  +  f) y) = a A x +  f) A y

tenglik o‘rinh bo‘lsa, A ga diiztqli operator deyiiadi.

29.3- ta ’rif. Bizga. A  : X  —> Y opemtor va xq G D (A) nuqta berilgan 

bo'lsin. Agar = Axq € Y ning ixtiyoriy V atroji uehan. xq nuqtaning 

shunday U atrofi mavjud bo ‘tib, ixtiyoriy x  € V f) D (A) lar uchun Ax  e  V 

bo ‘isa, A  operator x  =  Xq nuqtada uzluksiz deyiladi.

29.3- fca’rifga teiig kuchli quyidagi ta’riflami keltiramiz.

29.4- t a ’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday S = 5(e) > 0  mavjud 

bo'lib, \\x — aro|| < $ tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x  e  D(A)  lar 

uchun

\\Ax — Aco|| < £

tengsizlik bajarilsa, A operator x  = x$ nuqtada uzluksiz deyiladi.

29.5- ta ’rif. Agar .tq nuqtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy { x n \ c  D(A) ketrna- 
ketlik uchun lirn I|j4a:n — A xq\\ =  0 bo'lsa, u holda A  operator xq nuqtada 

uzluksiz deytiadi. Agar A opcrator ixtiyoriy x  € D (A) nuqtada uzluksiz 

bo'lsa, /1 uzluksiz operator deyiladi.

29.6- ta’rif. Ax  =  9 tenglikni qanoatlantiruvchi barcha x e D(A) tar 

to'plami A  ope.ratorni.ng yadro.it deyiladi va u Ke r A bilan bdgilanadi.

29.7- ta ’rif. Biror x  e  D(A) uchun y = A x  bajariladigan y € Y lar 

to‘plami A opemtoming qiymatlar sohasi yoki tasviri deyiladi va u. Im A  

yoki R(A) bilan hdgilanadi
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K erA  =  { x € D (A ) : Ax = 0 } ,

R(A)  := I mA  = { y € Y : biror x  e D (A) uchun y = Ax  } .

Chiziqii operatorning qiymatlar sohasi va yadrosi chiziqli ko'pxillilik bo‘ladi. 

Agar D(A) = X  bo‘iib, A uzluksiz operator bo'Isa, u holda KerA  yopiq 

qisrn fazo bo'ladi, ya'ni KerA = [KerA]. A  operator uzluksiz bo'lgan holda 

ham IrnA C Y  yopiq qism fazo bodmasligi muinkin.

Chiziqli op eratorlaxga misollar 

29,1-misoi. X  — ixtiyoriy chiziqli normalangan fazo bo'lsin.’

I x  = x, x  6 X

aksiantirish birlik operator deyiladi. Uni chiziqlilik va uziuksizlikka tekshiring.

Yechish. Bu operatorning diiziqliligi va uzluksizligi quyidagi tengliklardan 

bevosita kelib chiqadi:

I ( a x  + 0y)  — a x  +  3 y = a l x  +  8 Iy ,  || /(x — xo)|j =  ||-t' — ^oll •

Qo'shimcha qilib aytishimiz mumkinki, uning aniqlanish sohasi, qiymatlar so- 

hasi va yadrosi uchun quyidagilar o'rinli:

D(l )  = X,  R( l )  = X,  K er l = {(?}.

29.2. X  va Y  ixtiyoriy chiziqli normalangan fazolar bo'lsin.

© : X  -r  Y, 0  x = 0

operator nol operator deyiiadi. Uni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Nol operatorning chiziqiiligi va uzluksizligi bevosita ta'rifdan 

kelib chiqadi. Uning aniqlanish solxasi, qiymatlar sohasi va yadrosi uchun

Matematik simvollar yordamida operator yadrosi va qiymatiar sohasini

quyidagicha yozish mumkin:
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quyidagilar o‘rinli:

/J(0) =  X, .«(©) =  {(?}, Ker(Q)  =  X.

29.3. Aniqlanish sohasi D(A) =  C'U)[a, 6] C C\a, i>] bodgan va C[a, 6] 

fazoni 0‘zini-o‘ziga akslantiruvdii

A : C[a,b]- ,C[a,  6], (Af )  (x) = f ' ( x )

operatomi qaraymiz. Bu operator differensiallash operatori deyiladi. Uni chiziq- 

lilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Uning chiziqli ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy 

6 iJ(/l) elementlarning chiziqli kombinatsiyasi bo'lgan a f  J- ,6’ g ele- 

mentga A  operatorning ta'sirini qaravmiz:

( A ( a f  + 8 g)) (x) =  (a f  (x ) +  8 g (x)) =

=  a f '  (x) +  8g' (x) =  a (Af )  (x) +  (3 (Ag) ( x ) .

Biz bu yerda yig'indining hosilasi hosilalar yig'indisiga tengligidan, hamda. 

o'zgarmas sonni hosila belgisi ostidan chiqarish munkinligidan fqydalandik.

Demak, A  operator chiziqli ekan. Uni nol nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz. 

Ma'lumki, AO =  0 , bu yerda 0— C  [a, 6] fazoning nol eletnenti, ya'ni 0 (x) =

0. Endi nolga yaqinlashuvchi f n € D (A) ketma-ketlikni tanlaymiz. Umumiy-

likni buzmagan holda a =  0, b =  1 deymiz.

fn(x)
,.n+l

n - 1 r
lim || /„|| =  lim max

n —>oo n —>oo0<a;<l n  -|-1
Ikkinchi tomondan.

lim ----- - =  0.
77,—>0O 7 2 + 1

(Afn) (x) =  x \ liin IJ A f n — A 9 1| =  lim max |t"| =  lim 1 =  1 A 0.
n~>oc “ 77,—>cc 0<a?< 1 n-*oci

Demak, A  operator nol nuqtada uzluksiz emas ekan. 29.2-teoremaga ko'ra 

diflferensiallash operatori aniqlanish sohasining barcha nuqtalarida uzilishga

ega.
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U ning  q iy m a tla r  sohasi va  y ad ro s i u ch u n  q u y id a g ila r  o ‘rin li:

R(A) = C[a, 6], KerA = {consi}.

29.4. Endi C[a. 6] fazoni o‘zini-o‘ziga akslautiruvdii B  operatorni quyi- 

dagicha. aniqfaymiz:

( B f ) ( x )  = c K ( x , t ) f ( t ) d t  (29. f)

Bu operator integral operator deyiladi. Bu yerda K(x,y)  funksiya. [a, b\ x 

[a, b\— kvadratda aniqlangan, uzluksiz. K(x , y )  mtegral os)cratornmg o‘zagi 

(yadrosi) deyiladi. B  operatorni chiziqlilik va uzluksiziikka tekshiriug.

Yechish. Ma'luinki, ixtiyoriy /  € C[a, 6] uchun K(x , t ) f ( t )  funksiya x 

va t ning uzluksiz funksiyasidir. Matematik analiz kursidan rnalurnki,

B  (z, t) f  (t) dt

iutegral pararnetr x  € [<*, 6] ning uzfuksiz funksiyasi bo‘ladi. Bularda.ii B  

operatorning aniqlanish sohasi D(B)  uchun 1)(B) = C[a, hj tenglik o‘rinli 

ekanligi kelib chiqadi. Integral operatorning chiziqli ekanligi integrallash arna- 

lining chiziqlilik xossasidan kelib chiqadi, ya’ni ixtiyoriy f ,  g 6 C[a, b\ va 

a , 0  € C lar uehun

(B ( a f  + j.3g)) (x) = f  K (x, t) ( a f  (t) + Bg (t)) dt =

= a f  K  (x, L) f ( t ) d t + 0  f  K  (x, t) g (t) dl = a ( Bf )  (x) + 0  (Bg) (x)
J a  J<t

tengliklar o'rinli. Endi integral operator B  ning uzluksiz ekaniigini ko‘rsatamiz.

/o € C[a, b\ ixtiyoriy tayinlangan element va {/„} c_ C[a, 6] unga yaqin- 

lashuvchi ixtiyoriy ketrna-ketlik bodsin. U holda

II B f n -  B/o|| =  max
a < x< b

f  K ( x
Ja

K (x, t) (fn (t) -  /o (t)) dt <
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< max | /„ (t ) -  /o (t) | inax t  |A (x, t)dt\  =  C  • || /„ -  /0| | . (29.2)
a<s<b a<x<o J a

Bu yerda
fb

C = max / \K (x , t) | dl.
a<x<b j a

C  ning chekli ekanligi [a, 5] kesmada uziuksiz funksiyaning diegaralangan 

ckaniigidan kelib chiqadi. Agax (29.2) tengsiziikda n  -* oo da lirnitga o'tsak,

lim || B f n -  B J 4  < C • lim || /„ -  / 0|j =  0ti--*cc n—>cc

ekanligiiii olainiz. Agar || B f n — B f0\\ > 0 terigsizlikni liisobga olsak,

lim | | 5 / „ - 5 / o | |  =  0.

Shunday qiiib, B  integra! operator ixtiyoriy nuqtada uzluksiz ekan.

B integral operatorning qiymatlar sohasi va yadrosi intcgral operator- 

niiig o‘zagi — K(x,  y) funksiyaning berilishiga bog'iiq. Masalan, K(x, t )  = 1 
bo‘lsa. B  operatorning qiymathir sohasi I m  B  o‘zgarmas funksiyalardan ibo-

rat, ya’ni Im B = { /  € C[a, b] : f ( t )  = const}. uuing yadrosi Ke r B  o‘zga.r-

masga ortogonal funksiyalardan iborat, ya'ni

K e r B  = { f  e C f ( t ) d t  =  0 }.

29.8- t a ’rif. Bizga X  norrnalangan fazoning M  to‘plami berilgan bo‘lsin. 

Agar shunday C > 0 son mavjud bo'lib. ban-ha x  e  M uchun ||a:|| < C  

tengsizlik o ‘idnli bo‘lsa., M to‘plarn chegaralangan dey'dadi.

29.9- t a ’rif. X  fazoni Y  fazoga akslantiruvchi A chiziqii operator beril- 

gan bo‘lsin. Agar A ning aniqlanish sohasi D(A)  = X  bo'Ub, har qan- 

day chegarujangan to ‘plamni yana chegaralangan to ‘plamga aksiantirsa. A  

ga chegaralangan operator deyiladi.

Chiziqli operatoming chegaralangariligini tekshirish uchun quyidagi ta'rif 

quiaydir.
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29,10-ta’rif. A : X  -* Y chiziqli opemtor bo'lsin. Agar shunday C > 0 

son tnavjud bodib, ixtiyoriy x  € D (A) uch'un

| j / i d !< c 7 - ! |x j j (29.3)

tengsizlik bajarilsa, A chegaralangan operator deyiladi.

29.11-ta’rif. (29.8) tengsizlikni q a n o a t la n t i r u v c h i  C sonlar t o ‘p l a m in in g

aniq quyi chcgarasi A operatorning n o r m a s i  deyiladi v a  u || A  || b ila n  helgi- 

lanad.%, ya'ni

!|.4|| =  inf C.

Bu ta'rifdan ixtiyoriv x  6 D (A ) uchun || >1 rc |[ < | |A| |  • ||a: || tengsizlik 

o'rinli ekanligi kelib chiqadi.

29.1-teorenia. X  normalangan fazoni Y  n o r m a la n g a n  fazoga akslan- 

t ir u v c h i  c h iz iq li  c h e g a r a la n g a n  A. o p e m t o m in g  n o r m a s i  || A  || u c h u n

!!-4j| =  sup 11.4x11 — sup  ̂',r ~~ (29.4)
" ||*||=i llJ'il

tengiik o ‘nnli.

Isbo t. Quyidagicha belgilash kiritamiz

II A x  !|
o- — sup

X#  11*11
A  chiziqli operator bo'lgani uchun

11̂ *11
a  - S U p  =  S U p

xf=8 || ̂ l l  xf-S
A

INi! i
sup ||4lx || • 
11*11=1

Ixtiyoriy x  0 uchun
ILdiill

n*ii
<  a.

Demak. ixtiyoriy x  t  X  uchun )| A x  || < a || x  | | . Bundan esa

ll A II <«■ (29.5)
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Aniq yuqori chegara ta ’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy t' > 0 son uchun, shunday /  

elernent inavjudki,

a.

cengsizlik bajariladi. Bu yenlan £■ > 0 ixtiyoriy bo'lgani uchun,

9

a < || A ||.

(29.5) va (29.6) iardan j| 4 || =  a  tengiik kelib chiqadi.

29.1-tasdiq. Chiziqli chegaralangan A operator uchun

(29.6)

A

sup ||A a:|| =  sup ||-4oi||
11*11=1 IWÎ i

tenglik o 'ririti.

29.1- tasdiqni inustaqil isbotlang.

X  chiziqii normalangan fazoni Y chiziqli normaiangan fiazoga aksiantiruv- 

chi chiziqli chegaralangan operatorlar to'plarnini L(X,  K) bilan belgiiaymiz. 

Xususan, X  = Y bo'isa L(X,  X )  = L(X).

29.1- iiad ja . Ixtiyoriy A  € L(X, Y ) va x  € L)(A), ||a:|| =  1 uchun

IIAx'll < ||A|| (29.7)

tengsizlik o ‘rinli.

(29.7) tengsizlikning isboti (29.4) tengsizlikdan kelib chiqadi.

29.12-ta’rif. A : X  —* Y  va B : X  —+ Y  chiziqli operatprlaming 

yigHndisi deh, x  € D(A)  n  D(B) elementga y = Ax  +  B x  6 Y  elementni 

mos qo'yuvchi C = A + B  operatorga aytiladi.

Ravshanki, C  chiziqli operator bo'ladi. Agar A, B  € L(X,  Y)  bo'lsa, u 

holda G ham chegaralangan operator bo'Iadi va

||C || =  | | A + R | | < | | 4 | j  +  ||/7|| (29.8)

tengsizlik o'rinli. Haqiqatan hain,

||C*-1| -  ||Ac + JAi'H < \\Ax |! + || B x|| <
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< !M II • II* li + \ \b  II • II* || < (||a || + 1|||) ||x ||.
Bu yerdan (29.8) tengsizlik kelib chiqadi.

29.13- ta ’rif. A  c h iz iq li  o p e r a t o m i n g  a  songa ko'paytrnasi x  elementga 

aA x elernentni mos qo'yuvchi operator sijatida aniqlanadi. ya'ni

(aA)(x) = aAx.

2 9 .1 4 -  t a ’r if . A : X  —► Y va B  : Y  —> Z chiziqli operatorlar berilgan 

bo‘lib, R(A) C  U ( B )  b o 'l s in .  B  va A o p e m t o r la m in g  k o ‘p a y t m a s i  deganda, 

har b i r  x  G U(A) ga Z fazoning z = B(Ax) elementini rnos q o 'y u v c h i  

C =  B A  : X  —> Z  o p e r a t o r  tushunUadi.

Agar A  va B  lar chiziqli ehegaralangan operatorlar bo‘lsa, u holda C  ham 

chiziqli chegaralaugan operator bodadi va

l|C '||< ||« ||-||A || (29.9)

tengsizlik o'rinli. Haopqatan ham.

\ \ C x  \\z =  II H ( A x )  ||* <  || B  || • \ \ A x  ||y  <  | | B  || • ||A || ■ II® ||* .

Bu yerdan (29.9) tengsizlik kelib chiqadi.

Operatorlanii qo;sliish va ko:paytirish assotsiativdir. Qo'shish ainali kom- 

mutativ, lekin ko‘paytirish ainali kommutativ emas.

Agar X  va. Y  lar chiziqli normalangan fazolar bo‘lsa, L(X, Y )  ham ehi- 

ziqli normalangan fazo bo'ladi, ya'ni p : L(X,  Y)  —* M,

p(A) =  sup ||Ar||
*  ll*!l=i

fuuksional uormaning 1-3 - shartlarini qanoatlantiradi.

2 9 .2 - te o r e m a . X  normalangan f a z o n i  Y  n o r m a la n g a n  f a z o g a  a k s la n t i-

ruvchi A :  X  —* Y  c h iz iq l i  operator berilgan bo'lsin. U holda q u y id a g i  tas- 

diqlar teng kuchli:
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1) .4 operator biror x0 nuqtada uzhtksiz;

2) .4 operator uzluksiz;

3) A operator chegaralangan.

Isbot. 1) =>• 2). Chiziqli A. operatoming biror xq nuqtada uzluksiz ekan- 

ligidau uning ixtiyoriy nuqtada uzluksiz ekanligini keltirib chiqaramiz.

A operator x0 nuqtada uzluksiz Wlganligi uchun, x0 ga intiluvcbi ix- 

tiyoriy {x®} ketma-ketlik uchun Ax°n — /kc0 . Ixtiyoriy x' € D(A) nuq- 

ta uchun, x'n —► x' ekanligidan Ax'n —> Ax' kelib diiqishini ko‘rsatarniz. 

y'n =  ;r» -  x ' +  -»• «0 deymiz. U holda

lim Ay' =  lim A ( x n -  x' + x0) =  lim (A x’n -  A x ’ + A x0) = A x0.
n~’Oo n~* oc n~mo

Bu esa

lim A x'  =  A x’
n—*oo

ekanligini bildiradi. Demak, A  operator ixtiyoriy x' nuqtada uzluksiz.

2) =>• 3). A operatorning uzluksiz ekanligidau uning chegaralanganhgi ke- 

iib chiqishini ko‘rsatamiz. Teskaridtm faraz qilaylik, /1 chiziqli operator uzluk- 

siz bo‘lsin, lekin chegaralangan bo‘lrnasin, ya’ni ixtiyoriy C > 0 sbn uchun 

shunday xc € D(A)  element mavjud bo‘lib,

\\Axc !| >  C  ||:i*e ||

bo‘lsin. Agar C = n e  N desak, ixtiyoriy n  € N uchun shunday x n € D(A)  

mavjudki, \\Axn || >  n  |jxn || tenggizlik Ijajariladi. Quyidagi

C —  . 
Sfl —

"ll®nll

ketma-ketlikni qaraymiz. Ko'riuib turibdiki, An —> 0 , ya’ni

-«MI = n n a:„ | •'Tn11 =  -  — 0,n
oo.

X
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Ikkinchi tornondan.

\ \A & - A 9 \ \  = A s-n 1
n \\xn ||

Axn
1

Tl l|Tn \ \A * » \ \ >  1.

Bu qarama-qai-shilik A  operatorning chegaralangan ekanligini ko'rsatadi.

3) = >  1). A chiziqli chegaralangan operatoming biror nuqtada uzluk-

sizligini ko‘rsatamiz. TaVifga ko‘ra, shunday C > 0 son mavjudki, ixtiyoriy 

x  € C(A)  uchuu

11A-X11y  < C || x  ||x

tengsizlik bajariladi. Faraz qilaylik, {:rn} — x  ga yaqinlashuvchi ixtivoriy

ketmarketlik bo‘lsin, u hoida Axn —> Ax  ekanligini ko'rsatamiz:

||yl.Tn  -  Ax  || =  |! A(xn -  x) || <  C | | x n -  x  || - *  0, n  - >  oc 

yahii lim ||A rn — Ac|| — 0. A
‘  71---KXJ

29.2-natija. A chiziqU operator chegaraiangan bo‘lishi uchun uning uzluk- 

siz bo'liski zarur va yetarli.

29.5-rnisol. Birlik va nol operatorlarning (29.1 va 29.2-misollar) chegara- 

langan ekanligini ko‘rsatib, ularning norrnasini hisoblang.

Yechish. Birlik operatorning chegaralangan ekaniigini ko‘rsatib, normasini 

hisoblaymiz. Ixtiyoriy x  e  E  uchun \\lx\\ =  ||x || tenglik o‘rinli. Ta'rifga 

ko‘ra, 1 chegaralangan va unirig normasi' 1 ga tcng. Endi nol operatoming 

chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, uniug normasini topamiz. Istalgan x  e  E  

uchun ||0x  || =  ||0j| =  0 tenglik o'rinli. Bundan ||©|| =  0 ekanligi kelib 

chiqadi. NToI operator L(X, Y)  ehiziqJi normaJangan fazoning nol elementi 

bo‘ladi.

29.6. 29.3-rnisoIda keltirilgan A : C[a, 6] —> C[a, &] ditferensia.Ila.sl; ope- 

ratorining diegara.Ianrna.gau ekanligini ko'rsating.

Yechish. Bunin^ uchun A  akslantirishda D(A) =  C ^[0 , 1] fazodagi

biriik shar B[9, 1] ning tasviri chegaxalanmagan to‘plam ekanligini ko'rsatish
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yetarli. Birlik shar B[0, 1] da yotuvdii {/«} ketma-ketiikni quyidagicha. ta.n- 

laymiz:

f n(x) = x' ||/nj| =  max |z”i =  1.I

U holda

(A fn)(x)  = n - x n \ \ \ A f n \ \  = m a x  |n • xn\ = n.

Bundan

lim \\Afn || =  oow—>oo
ekanligi kelibcliiqadi. Demak, ditFerensiallaal; operatori cliegaralanmagan ope- 

rator ekan.

29.7. 29.4-misolda keltirilgan B  : C[a, 6] —» G[a, b] integral operator- 

ning chegaralangan ekanligini ko'rsating.

Yechish. 29.4-inisolda B  operatorning uzluksiz ekaidigi kohsatilgan edi.

29.2-natijaga ko'ra, u chegaralangan bo‘ladi.

29.8. C[— 1, 1] fazoda x  ga ko‘paytirish operatorini, ya'ni

B  : C7[—1, 1] -» C [ - 1, 1], (B f) (x)  = x f ( x )  (29.10)

operatomi qaraymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko'rsafcib, normasini to- 

ping.

Yechish. B  operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Uzluksiz funk- 

siyalarning ko'pavtmasi uzluksiz ekanligidan B  opcratorning aniqlanish sohasi 

D(B) = C[—1, 1] eka.nligikelibchiqa.di.Endi B  operatoming chegaralangan 

ekanligini ko'rsatamiz.

IIB f  || =  max \x f ( x ) | < max |x| • max |/(a:)| =  1 ■ ||/ ||
—l< a;< l —l^ a K l -1 < * < 1

Bu tengsiziikdan B  operatorning chegaralangan ekaiiligi va | |5 | |  < 1 kelib 

chiqadi. Ikkinchi tomondan, agar fo(x) = 1 desak, u holda

( B f 0)(x) = x, p . /o | |  =  1, ll-̂ il > IIB/oll
li/oll

-  i
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ni olamiz. Yuqoridagilardan |jB  || =  1 kelib chiqadi.

Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, 1, 1] Hilbert fazosida ham (29.10) 

tenglik bilan aniqlangan B  operator chiziqii chegaralangan boiib, normasi 1 

ga teng bo'ladi.

29.9. Endi l 2 fazoda ko'paytirish operatorini, yaiii

A : £ 2 ~ ^ ^  (Ax)n = anx n, siip |a„| =  a < oo (2911)
n> 1

operatorni qaraymiz. Uning chegaraiangan ekanligini ko‘rsatib, normasini to-

ping.

Yechish. Ixtiyoriy x  e  l 2 uchun Ax e i 2 ekanligini ko'rsatamiz:
oo oo oo

V  |( Ac)„|2 -  V  \anx n\2 < sup |«„|2 £  K J 2 -  «2 II* II2 • (2912)
7 1 = 1  ??,=1 n = 1

Bu munosabatlardan V(A)  = i 2 ekaniigini olamiz. Endi uning cbiziqii ekan- 

ligini ko'raatamiz. A  operatoming aniqlanishiga ko'ra

(A(ax + fhj))n =  an(axn + fiyn) a.na xn +  an6yn -  a(Ax)n + 8(Ay)n.

Demak, A  chiziqli operator ekan. Uning chegaralangan ekanligi (29.12) teng-

sizlikdan kelib chiqadi. Bundan tashqari (29.12) tengsizlikdan ||A|| < a ekan- 

ligi ham kclib chiqadi. A  operatorning normasi ||.4|j =  a ekanligini isbot- 

laymiz. Buuing uchim t 2 fazoda ortonormal sistemani ((23.8) ga

qarang) olamiz. A  operatorning aniqlanishiga ko'ra, ixtiyoriy n  € N uchun 

Aen = anen tenglik o'rinli. Bundan va (29.7) dan

11-4 j| i?. | | - 4 e „ , | |  =  | | « n C n || =  |® n | ' ile n | |  =  | ° n |

munosabat kelib chiqadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy n € N da o'rinli bo‘lgani 

uchun

\\A\\ > sup|a„| =a. (29.13)
n> 1

ni olamiz. Demak, |L4|| =  a tenglik isbotlandi. A

Mustaxj.il ishlash uchun savol va topshiriqlar
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1. H - i ,  1] Hilbert fazosida (29.10) tenghk bilan aniqlangan B  ko'paytirish 

operutorining chiziqli chegaralangan ekanligini ko'rsatib, uniny normasi- 

ni toping.

2. i,2[a, 6] Hilbert fazosida (29.1) tenglik bilan aniqlangan B integral ope- 

ratoming chiziqli chegaralangan ekanligini ko ‘rsating.

3. L2[—n, 7r] HUbert fazosida (29.1) tenglik bilan aniqlangan B  integral 

operatormng o'zagi K(x ,  t) — cos(x — t) bo'lgan holda, uning yadrosi 

KerB va qiymatlar sohasi B(B) ni tavsifiang.

4. 29.3 va 29.8-rnisollarda keltinigan operatorlar y ig'indisini toping.

5. Integral operator

. 4 : r ; [ - l ,  1] - + C [ - 1, 1], (Af)(x)  =  J  (1 + xy)f(y)dy

va 29.8-misolda keltirtlgan x ga ko ‘paytirish operaton B  laming ko'paytrnasini 

toping. AB  =  B A  tenglik to'g'rimi?

6. Agar A, B  e L(X, Y)  bolsa, u hoida | p j |  -  ||£ |j | < |j A -  B\\ teng- 

sizlikni isbotlang.

7. Aytaylik, X  chiziqli normalangan fazo bo'lsin. p : X  —> R , p(x) — j|xj| 

akslantirishning uzluksizligini isbotlang.

30- §. N orm alangan  fazolarda chiziqli funksionallar

Ma'lmnki, chiziqli funksional va uning nollari 24-§ da o'rganilgan edi. 25-§ 

da esa L0 qism fazoda aniqiangan f 0 chiziqli funksionalni p qavariq funksio- 

nalga bo ‘ysungan holda butun L fazogacha chiziqli davom ettirish mumkinli- 

gi haqidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan edi. Biz bu paragrafda chiziqli
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t'unksionalning norniasini saqiagan Iiolda. uni butun L  tazogacha davom et- 

tirisri inuinkinligi Iiaqidagi Xan-Banax teoremasini isbotlaymiz, harnda funk- 

sionai fazoiarda chiziqii uzluksiz funksionaUarning umuiniy koVinishidan foy- 

dalanib, asosiy funksional fazoiarga qo(shma fa.zola.rni izomorfizm auiqiigida 

topamiz.

3 0 .1 . Chiziqii fu n k s io n a lla r

Agar operatoniing qiyinatlari soulardan iborat bodsa, bundav operator 

funksional deyiladi (24.1-ta’rifga qarang). Agar X  cliiziqii fazoda aniqlangan 

/  funksional uchun quyidagi shartlar hajarilsa.

1) f ( x i  + x 2) =  f(x{)  +  f(:r2), Vx!,.t2 6 X  ; additivlik,

2) f (Xx)  =  Af (x) ,  Vr € X,  VA € C , (yoki R), bir jinslilik 

/  ga, chiziqh funkstoncd (24.2, 24.3-ta’riflarga qarang) deyiladi.

30.1- ta ’rif. Agar ixiiyoriy e > 0 uchun shunday 5 = d(s) > 0 inavjud 

bo'lib, j|x -  To|| < 8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x  € D ( f )  lar 

uchun | f ( x )  -  / (x 0)| < e tengsizhk bajarilsa, f  funksional x  — x0 nuqtada 

uzluksiz dcyiladi. Agar f  funksional ixtiyoriy x  e  D ( f )  nuqtada ttzluksiz 

bo isa, f  uzluksiz fanksional deyiladi.

30.1- ta ’rifga teng kuchli bodgan quyidagi ta'rifni keltiramiz.

30.2- ta ’rif. Agar x0 nuqtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy xn ketma-ketlik uchun 

lim \ f ( xn) — f ( x 0)\ = 0 boisa, u holda f  funksional x0 nuqtada uzhksiz
n ->co
deyiladi.

C — koinpleks soniar to'plami (R  — haqiqiy sonlar to'plami) Banax fazosi 

bo'lganiigi ucbun 29-§ da diiziqli operatorlar uchuu o‘matilgan teorema va 

tasdiqlar chiziqli funksionailar uchun ha.rn o'riuli bo'ladi.

30.1-teorema. X  chiziqli normalangan fazoda aniqlangan chiziqli funk- 

sional biror r 0 € X  nuqtada uzlnksiz boisa, u holda bu chiziqli funksional 

butun X  fa&oda uzlvksiz.
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30.2- teorem a. X  chiziqli n o r m a la n g a n  fazoda a n iq la n g a n  ch iz tqU  f  funk- 

s i o n a l  uzluksiz bo‘iishi uchun u n in g  c h e g a m la n g a n  ho'lishi s a r u r  va yetarli,

Xuddi chiziqli operatorlardagidek |/(rr)| < M  ||x-|j tengsizlikni qanoat- 

lantiruvchi M  sonlarning aniq quyi diegarasi f  funksionahiing normasi deyi- 

ladi va ||/ || hilan beigilanadi. Shunday qilih,

\f(x)\  < j|/|| • IMI-

Bundan tashqari, chiziqli chegaralangan funksiorralning normasi |j/j| uchurr 

quyidagi tenglik o‘rinli:

11/11= sup |/(x ) | =  Su p M .  (30.1)
l|i||=i x*o Ihll

30.3- teorema ( X a n - B a n a x ) .  E  k o m p le k s  ch iz iq U  n o r m a l a n g a n f a z o ,  E o  — 

E  n in g  qism f a z o s i  v a  h  — Eq da a n iq la n g a n  c h iz iq l i  u z lu k s iz  funksional 

b o ‘l s in .  U holda /o ni n o r m a s i n i  s a q la g a n  h o ld a  E da a n iq la n g a n  f  c h iz iq li  

funksionalgacha davom ettirish m u m k in , y a 'n i

f ( x ) =  fo(x)i x € Eq va 11/lijE =  l|/o ||^

s h a r t l a m i  q a n o a t la n t i r u v c h i  f  : E  —► C c h iz iq li  f u n k s i o n a l  rn a v ju d .

Isbot. Ayfcaylik, 11/oj! =  K  bo!lsin. Norma aksiomalaridan hevosifca kelib 

chiqadiki, harcha x  £ E  larda p(x) = K  ||:e|| tenglik hilan aniqlanuvchi 

akslantirish qavariq funksionai ho'ladi. Bundarr tashqari ixtiyoriy x  € Eq 

uchun

I h ( x) | < H/olU ' Ikl! =  K ■ ||x|| =  p(x) 

fcengsizlik o'rinli. Shunday ekan, /o 25.3-teorerna shartlarini qanoatlanfciradi. 

U holda E  da. aniqlangan shunday /  chiziqli funksional mavjudki. quyidagilar 

bajariladi:

f ( x )  = f 0(x), Vx £ E0, | f ( x )  | < p(x) =  H/oll • ||:c||, Vx e E.
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Bu verdan /  ning chegaralanganligi va ]| /  j| < |j /o|j tengsizlik kelib chiqadi. 

Ikkinchi toinondan,

H /b =  - p II -r II x£Eq,x^0 || z  II

Demak, j | / | | £ =  ||/o j |^ .  A

30.1-natija. X chiziqli normalangan fazo va x0 ^ 9  undagi ixtiyony bel- 

gilangan element bo‘Isin. U holda butun X  da aniqlangan shunday f  chiziqli 

funksional mavjudki,

=  1, f{.xo) =  |M  (30.2)

tengliklar o‘rinU bo‘ladi.

Isbo t. /  funksionalni bir o'Ichamli Xo =  {arro} qism fazoda quyidagicha

aniqlaymiz: f G(o:x0) = a |jaro|| • Ko'rinib turibdiki,

/( .r0) =  |jr0j |, \fo(x)\ =  | a \ || x0 || =  [| x  | | , i = a i 0

Bu yerdau Ij/ojl^, =  1. /o funksionalni butun X  gacha chiziqii davom etti- 

ramiz. Hosil bo'lgan funksional (30.2) shartlarni qanoatlantiruvchi funksional 

bodadi. A

Endi chiziqli funksionalning davomiga doir rnisol qaraymiz.

30.1-misoI. L = C[— 1, 1] uzluksiz funkniyalar fazosi va uning L0 = 

{ /  £ C [ - 1, 1] : supp/ C [0, 1]} qisrn fazosini qaraymiz. L0 qisin fazoda / 0 
chiziqli funksionalni quyidagicha aniqlaymiz:

fv(z ) -  f  x(t)dt, x  € L0.

/o funksionaini normasini saqlagan hoida davom ettiring.

Yechish. / 0 funksionalniug normasini hisoblavmiz. Agar x  € Lq boisa, 

u holda

J  x(t)d.l = 0

v
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bo'ladi. Shuning uchun

f  x(t)dt\ < max |x(£) I /  dt =  i! x  II, 
Jo i “  0 < t< l '  w  , /0 1 llio

Demak,

l/o(x)| - j  x(t)dt

l/o!i < 1-

Endi || /o|| > 1 tengsizlikni ko'rsatamiz. Buning uchun C[— 1, 1] fazoda 

uzluksiz funksiyalarning

xn(t) =
0, t € [ - 1, 0] 

n£, t € (0, Vn)>

1. t e  [Vn, 1]
ketma-ketligini qaraymiz. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilar o'rinli:

x n e C 0, ||ic„|| =  1, V n e N ,

f  dt = 1 -  (30.3)
J i  nn

(30.3) tengsizlikda n lar bo'yicha aniq yuqori chegara olsak,

!l /oll >  sup |/o(xn)| =  sup ( l  -  - 1  =  1
n>i n>i f n )

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu ikkala tengsizlikdan | |/0|| =  1 tenglikni olaniiz.

25.6-misoldagi kabi C[— 1, 1] chiziqli fazoda gy, y  G k0[—1, 0] innksionaini 

quyidagicha aniqlayrniz:

f lffy(x ) =  x(t )y( t)dt+ x(t)dt,  x  e  L. (30.4)
./ - i ./o

Ma iumki, istalgan y G. V0[— 1, 0] uchun <ty funksional / 0 funksionaluing 

C[— 1, 1] fazogacha davorni bo'ladi. gy fimksioual uchun Xan-Banax teore- 

masining tasdig'i o'rinlimi? Boshqacha aytganda | | / 0|| || gpjj tenglik qanday

y € V0[— 1, 0] lar uchun o'rinli? C[a, b] fazodagi chiziqli uzluksiz funksionai- 

ning umumiy ko'rinishi haqidagi Riss - 30.4-teorema, hamda (30.19) tenglik- 

dan 'foydalansak, (30.4) ko'riuishdagi davomlar ichida yagona g0 funksional

l/o(a‘n)| = /.'0 x n(t)dt >
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/o fuuksionalning nonnasini saqiagan holda L =  C[— 1, 1] fassogacha davo- 

mi bo‘ladi. 25.6-misolda /o funksionalni (25.1) shartni saqlagan holda cheksiz 

ko‘p (kontinuum) usul bila.ii L fazogacha davom ettirish mumkin edi.

30.2. Qo‘shm a fazolar

Chiziqli funksionallaming umumiy ko'rinishidan foydalanib, qo‘shma fazoni 

ayrim hollarda izomorfizm aniqligida topish tnumkin.

30 .3-ta’rif. X normalangan fazoda aniqlangan, chiziqli uzlvksiz funksio- 

nallar fazosi X  ga qo‘shma fazo deyiladi va X* bilan belgilanadi, ya'ni X* = 
L(X,  C).

Bundan keyingi 31-§ da ya'ni chiziqli uzluksiz operatorlar fazosi mavzusi- 

da biz Y  to‘la fazo bo'lgan holda L(X,  Y)  fazoning Bauax fazosi bo‘lishini 

isbotlaymiz. Sliunga ko‘ra (31.1-natijaga qarang) X chiziqli normalaugan fa.- 

zoga qo'shma bo'lgan X * =  L(X,  C) fazo Banax fazosi boladi. Chunki, 

kompleks sonlar to‘plami C = Y  to‘la nonrialangan fazo. Qo'shma fazo- 

larni o'rganishni eng sodda lioldan, yani X  fazo n  o‘lchamli (haqiqiy yoki 

coinpleks) chiziqli fazo bo‘lgau holdan bcudilaymiz.

30.2-misol. X  n  o'lchamli (haqiqiy yoki compleks) chiziqli fazo bo'lsin. 

Bu fazodabiror ei, e2, . . . ,  en bazisni tanlaymiz. U holdahar bir x € X  vektor 

yagona ravishda
n

3: =  '^Txjej (30.5)
j=1

ko'rinishda tasvirlanadi. Agar /  —X  da aniqlangan chiziqli funksiona.1 bo‘lsa, 

u holda ravshttnki,
n

f ( x ) = ^ 2 xi f ( ei) (30-6)
j=x

bo'ladi. Shunday ekan, chiziqli funksionai o‘zining ei, e2, • ■ ■, cn bazis vektor- 

laxdagi qiymatlari bilan bir qiymatli aniqlanadi. Bundan tashqari bu qiymat-
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iarni ixtiyoriy berish murnkin. Ushbu gi, §2, ■ ■ ■ , fjn funksionallaxni

I 0, agar i /  j ,
9i\ej) =  <

j 1, agar i = j

deb aniqlaymiz, Ko‘rsatish mumkinki. bu fuuksionallar ehiziqii bog'Ianmagau. 

Agar x  € X  eiement (30.5) ko‘rinishda bo‘lsa, u hoida gt(x) = x t tenglik 

bajariladi. Shuning uchun (30.6) formuiani
n

/(■0 =  X )ft(* )/(e i)

ko‘rinishda yozish mumkin. Shunday qilib g\, g^, ■ ■ - ,gn funksionallar X* fa.- 

zoda bazis tashkil qilar ekan, ya'ni X* harri n  o'lchamli fasodir. X*  dagi 

g t ,  g i , . . . ,  g». bazis X  dagi e\, e%,..-,en bazisga ikkilamchi bazis deyiladi.

X  fazoda aniqlangan hax xil nonnaiar X* fazoda har xil normalarni 

keltirib chiqaradi. Hozir biz X  va, X*  fazolarda bir-biriga rnos keluvchi nor- 

malarga misol keitiramiz.

a) Yuqoridagi n — o‘lchamli A' va X* fazolarni qaraymiz. Har bir x €  X  

uchun (30.5) o‘rinli ho‘lib. x  ning norinasi

I * II =  f w
v 1=1

formula bilan aniqlangan boisin. U holda ixtiyoriy /  e  X* uchmi

1/(01 =
1

n n n n
h  ■ Xi

i—l ~ \
D - r< iY
7=1 ,

ii

W
3 E l A I 2

«=1

tengsizlikka, ega bo‘lamiz, bu yerda f, = /(e,-), i € {1,2, . . . ,  n} . Agar

X f = ji • c,-
«=i
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desak.

!/(*/)! = E /!■/(«-)
i= 1

= E I / f  =
2=1 \ E I w i m -

i=1

Bundan

, E i / . i’
\| «=i

tenglikni olamiz. Shunday ekan, X  va X '  fazolarda

\ Eii=l
va

\ D / < i
2=1

normalar bir-biriga mos normalar juftligi ekan.

b) Endi X  fazodagi har bir x  £ X  element. uchun uning normasi

i+=(X>r)!.
'n 2=1 /

1 < p < oc

formula bilan aniqlangan bo‘lsin. Bu normaga roos X* fazodagi norrnani 

aniqlash uchun Gyolder tengsizligidan ((19.15) formulaga qarang) foydalanamiz. 

U holda har bir /  e  X* chiziqli fnnksional va ixtiyoriy x  € X  uchun

x = Y l X i ' e,: va / ( * ) = E  ’ 9 (x )  =  E  /*' ’ X i1=1
deaak, Gyokler tengsizligiga asosan

2 =  1 2=1

l / (* ) l E /' x '
i=i

 ̂ Ei/H Ei-
,i=i 2=1

ElAI’ II1'
‘. 2=1

tengsizlik barcha x  € X  lar uchun o'rinli bo'iadi. Bu yerda 

1 < p < oo, 1 < q < oo, -  +  -  =  1.
V q

Agar Xf £ X  elementning koordinatalarini

*i=77i/.-r2, *€{1,2..«}

(30.7)

q /  n
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ko‘rinisiida tanlasak (agar / ,  =  0 bo‘lsa, :r,; =  0 dcb olinadi), u holda 

X i - f i = 7 i  • \h\q~2 ■ fi = |fi\q >0, * € {1. 2, .... n}
va

'i\9 = \ f i \ *  =X, • fi

nengiiklar o'rinii bo'ladi. Chimki 

I •>-. I — l f .  H - 1 _

( l  f i\
i \p

— I -v. \P

l ^ i l  =  q - l  =

p-i\ = x,

1
V ~  1 '

U holda Xi ■ fi = \ fi |9 va x t ■ f  = \ .r, \p tengiiklarga ko‘ra 

!/(*/)! = 2 > - / <1=1

( n \  q /  n
D/.M (E
j-i /  \ i=i

Demak, /  funksionalning norrnasi ueliun quyidagi tenglik o'rinli

i i/ii ,= ( D / i’) ' -

Shunday qilib, X  va X* fazolarda mos normalar juftligi

iMi,= (l>r)\ n/ii,= fEi/.i*V

\ i

, \ \ f \ \ q = i i : \ f > n  (30.8)
\ j  = l /  V !=1 /

kohinishda. bo‘lar ekan. Bu yerda p va q soniar (30.7) munosabatni qanoat- 

lantiradi.

c) X  fazodagi har bir x  € X  uehun (30.5) tasvir o‘rinli bo‘iib, x  ning 

nonnasi

mi,=E/
i=l

formula bilan aniqlangan boisin. Txtiyoriy /  € X* chiziqii fimksional va

barcha, x  G X  larda
n

f ( x ) = Y 1  fi *i, fi = f ( ei ), * €  { 1 ,  2, . . . ,  n}
«=1
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tenglik o'rinii bo‘lgani uchun

i=i
max
1 <t<n max | M  • 1! lli;l<t<n

ya'ni

II /  II < “ >»« I /il •lS«<n

Faraz qilaylik, biror in € {1, 2, . . n}  udiun | /* | =  max | /j| bo'lsin. Agar
' v l<i<n

x0 = |  O J / . . . , 0 , 1 . 0 , . . . , 0

V *n ,

desak, [| a?o||! =  1 va

I /(% ) I -  I f i01 =  max | fi\ =  max | /»[ ■ || zolli
!<«<n 1 <i<n

tengliklar o'rinli boladi. Bundan

|| /  |[ =  max | fi

tenglikka ega bo'lamiz. So‘nggi normani biz |j • j ^  biian belgilaymiz. Mate-

matik anaiizdan ma'lumki, ((19.19) ga qarang)

lim
p  (X

max |xi| =  il^H^

Shunday qilib, X  va X*  chekli n — o'lchamli fazolaxda

i k  i i i= i t ,  i t<i > ii/  ii» = ^  i /< i
i = l  ......:

(30.9)

lar bir-biriga mos keluvchi normalar juftiigini hosii qiladi. Agar biz (30.7) 

munosabatni saqiagan holda q —» oo da limitga o'tsak, p = 1 va q =  oo 

ni olarniz. Dernak, (30.9) norrnalar juftligi (30.8) normalar juftligining limitik

holati ekan.

d) Endi n  — o'lchamii X  fazoda norma

II IL = max | xt |l < 2<n
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formula vositasida aniqlangan bo'lsin. Ixtiyoriy /  e  X* chiziqli funksional 

uchun fi = i € {1, 2, n)  (eq, e2, . . . , e»  lar X  fazoningbazisi)

desak, barcha x  e  X  lar uchun

f ( x ) = y ^ f i X i
i=1

tendik va
n / n \I /0*0 1 = E I ' X,l - I r'l ' ( E I /'l ) = B*? I f i \  ' II X» l <*Sn V z*=i \  ?;=i /  _

tengsizlik o'rinli. Ikkinchi tomondau

x f  = / l  f 2 /"  \  il

element uchun

------ I |l <7* f lj — J
l/ll’ l/2|’ l/n |i’ ,!"/ll0°

l/il) ‘ IMoo-
*=i 1/*' ?;=i \« = i

U holda

n / i i i  =  E i / , - i
?=i

tengiikka ega bo'lamiz. Demak, X  va X* fazolarda

H x l L ^ m a x N I ,  | | / | | i  =  E l / * l  (30.10)
■**“" 1=1

normalar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligi bo'ladi. (30.10) tenglik (30.8) 

tenglikning p — > 00 dagi limitik holatiga mos keladi.

30.3. Endi lv fazoni qaraymiz. Ma'lumki, bu fazo

i > . i p < °°
i=i

shartni qanoatlantiruvchi barcha x = {ar„} ketma-ketliklardan iborat va unda 

x  elementning normasi

imip= 6 e> #
\?=i
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tenglik bilan aniqianadi. Agar biz q > 1 sonni (30.7) munosabatdan aniqlasak, 

u holda £p fazo £q fazoga izomorf bo'iadi. Buni isbotlash uchun £q fazoning

ixtiyoriy /  =  {/„} elementi yordamida lv fazoda.

chiziqli funksionaini aniqlaymiz. Dastlab (30.11) tenglikning o‘ng tomonidagi 

qatoming absolyut yaqinlashuvchi ekauligini ko'rsatamiz. Ma'lumki, ixtiyoriy 

n  naturai son uchun

o'rinli. Biriuchi tengsizlikni yozishda biz Gvolder tengsizligidan ((19.15) for- 

mulaga. qaraug) foydaiandik. Bu yerdan (30.11) tengiikning o‘ng tomonida.- 

gi qatorning absolyut yaqinlashuvchiligi hamda /  funksionai uchun quyidagi 

mimosabatlar keiib chiqadi:

Demak, (30.11) teuglik bilau aniqiangan /  fuiiksional chiziqli va uzluksiz. 

Agar x f  € £p elementiiing hadiarini

(agar /, =  0 bo‘lsa, =  0 deb oiinadi) ko‘rinishda ta.nla.sak. 30.1-misolning

b) bandidagidek quyidagilarga ega, bo‘lamiz:

OG

(30.11)
n» 1

?(x) = Y , \f i* i\^ \ \f \ \q ii3:iiP- /  <n/ii,-
i—1

X fi \fi\q 2 , cx)}

XiU = | fi\9 > 0, Xi fi = | Xi\p > 0, * € {1, 2, . . . ,  oo} .

Biz Xf € £p va /  =  {/«} € £q ekanligini hisobga oisak,
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1

Demak,

X > i
X. \  p

£ w ' I p-

/
7 =  11/ 11, .

Ko'rsatish rriuirikinki, iq faaodagi ixtiyoriy /  chiziqli uziuksiz funksional (30.11) 

ko'rinishda tasvirlaiiadi.

Shunday qilib tq va £q, p~l +  q~l =  1 fazolarning izomorfligi isbotlandi. 

Xususati, p =  2 da = i 2 kelib chiqadi. Shiming uchun t2 fazo o‘z-o‘ziga 

qo‘shma fazo deyiladi. Xuddi shunday ko'rsatish mmnkinki, ixtiyoriy Hilbert 

fazosiuing qo'shmasi ham o'ziga izornorf boiadi.

30.4. Endi £\ fazoning qo'shmasini topamiz. 30.2-misolning c) handidagi- 

ga o'xshash muiohazalar qilib ko‘rsatish inumkitiki, i\ fasoning qo‘shmasi 

4 o =  m  — chegaralangan ketma-ketlikiar fazosiga izomorfdir, ya'ni = m.  

Quyidagi tasdiqlami o‘quvchiga mustaqil ishotlash uchuu qoldiramiz:

d  =  ti, 4  = i\.

Bu tengliklami izomorflzm aniqligida tushunish kerak.

30.5. Endi X  = C[a, 6] fazoga qo‘shma fazoni izomorfizm aniqfigida 

topamiz. Ma'lumki, [a, 6] kesmacla aniqiaugan va t = a nuqtada nolga 

aylanuvchi o'zgaiishi chegaralangan funksiyalar fazosi Vo[a, f>] orqali beigi- 

lanadi (26.15-misoiga qarang). Ko‘rsatish muinkinki, bu to'plam funksiyalami 

qo‘shish va ulami songa ko‘paytirish amallariga uishatan diiziqli fazo tashkil 

qiladi. Bu fazoda x  elcinentiiing nonnasi || x  || =  Vj’ [x] teriglik bilan aniqlana- 

di. Buyerda Kft[x] o‘zgarishi diegaralangan x  funksiyaning [a, 6] kesrnadagi 

to‘la o‘zgarishi. Ko‘rsatamizki, (C[a, 6])* =  Vo[a, b].

Biz M[a, 6] — bifan [a, b] kesmada aniqlangan liarcha chegaralangan funk- 

siyalar to‘plamini belgilaymiz. Bu to'plam odatdagi funksiyafarni qo‘shish va
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songa ko'paytirish amailariga nisbatan chiziqii fazo tashkil qiladi (26.8-misolga 

qarang). Bu fazoda x  elemeiitning nonnasi

II ^ II — sup |x( t) |
a<t<b

tenglik bilan aniqlanadi. Har bir x  e  C[a, b] funksiya diegaraiangan va.

sup | x(i) | =  max | x(t) \
a<t<b a<t<b

tenglik o'rinli bo'lgani uchun C[a, 6] fazoni M[a, 6] fazoning qism fazosi 

sifatida qarash rnunikiii. Endi /  € (7*[a. &] ixtivoriy chiziqh uzluksiz tunksio- 

nal bo'lsin. Normalangan fazolarda Xan-Banax teoremasiga (30.3-teoremaga 

qarang) ko'ra, /  € C r[a, 6] funksionalni normasini saqlagan hokla butun 

M[a, 6] fazoga davom ettirish mumkin. F  deb /  funksionalning C[a, 6] 

dan M[a, b] ga davomini belgilaymiz.

t € [a, 6] funksiyaiar oilasini qaraymiz. Ravshanki, ixtiyoriy t  € [a, b] uchun 

<pt £ M[a, 6]. F  funksionalning tpt € M[a, 6] elementdagi qiymatini u(t) 

deb belgilaymiz, ya'ni u(t) — F (< pt), t €. [a, b]. Natijada [a, 5] kesma- 

da u funksiya aniqlandi. Bu funksiyaning o'zgarishi diegaralangan ekauligini 

isbotlaymiz. Buning uchun [a, 6] kesrnani ixtiyoriy chekli sondagi

Endi
I 1, agar a < £ < t, 

i 0, agar /. < /  < b

a = ty < t-i < t2 < • • • < t-n-l <t-n — b (30.13)

nuqtalar bilan bo'lakchalarga ajratamiz. (30.13) bo'linishga rnos
n

^ |u .(f fe )  - u ( t k-{)\

yig'indini qaraymiz. Agar

ak — sign [u(tk) -  u(tk- 1)] . k = l , 2 , . . . , n

317
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belgilashlarni kiritsak, u holda

E  I u(tk) ~  u(tk- 1)| =  j r  a k | u(tk) -  u(tk_ i)| =
k = l  l c = l

= E  a k | i'(<ftk) -  H f t ^ ) | =  f
k = l

E <Xk(<Ptk - ' p t k- l)k=1
F  chiziqli funksionalning chegaraiangariligi va || F || =  |j /  |j dan

H !«(<*) - «(«*-i)l < II II ■
k=1

tenglik kelib chiqadi. So'nggi tenglik

E  ° k -  ^*-i)
k =  1

i l / l

J 2  ak ( v t k - v t k-1)
*:=!

=  sup
?e[«, 6] E Q,fc w o  -  <ptt-dO)

k = 1

=  1

tenglikka asoslangan. Shunday qilib, (30.13) ko'rinishdagi ixtiyoriy bodinishda
n

E i ^ )  -  < n/ ii
fc=i

tengsizlik o'rinli. Bundan kelib chiqadiki, u e  V[a, h] va

va\u\ < II /  II ■ (30.14)

x  e C[a, 6] — ixtiyoriy element bo'lsin. Har bir nnatural son iichun [a, b] 

kesmani

a =  f0 < ti < t2 < ■ ■ ■ < tn_i < tn =  b, tk = a + k =  1, 2, . . . ,  n
n

nuqtalar yordamida n  ta teng bo‘lakka ajratamiz va
n

V n ( t )  =  E  X (f k) b u (0  -  9Vi(<)]

(30.15)

(30.16)
fc=i

pog'onasimon funksiyani quramiz. U hohla F(yn) quyidagi formula bo'yicha 

aniqlanadi:
n

F ( V n )  E  X(tk) lU(tfc) “  W(̂ fc-l)] '
k = 1
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Bu yn funk8iyalarning amqlanishidan ko'rinib turibdiki, y n { a )  = x(a) va

agar tk-i < i < tk bo‘lsa yn(t) = x(ik), k = 1. 2, n.  Kantor teo-

rernasiga ko'ra, x  funksiya [«., 6] kesmada tekis uzluksiz funksiya bo‘ladi.

Detrxak, e >  0 uchun shunday S > 0 mavjud bo'lib, |t — tf | < S tengsizlikni

qanoatiantiruvchi baxcha t, t' G [a, 6] lar uchun |.x(c) — x(t')\ < e tengsiziik
b — a

bajariladi. Shundav ekan, n yetarlicha katta bo 'lganda------ < S bo‘lgani' n
uchun

max | x(t) — yn(t) | = max max | x(t) — x(t)t) | < z 
6| K k < n  te [ ifc _ i.t* l

tengsiziik bajariladi. Bu yerdan {yn} ketma-kethkning x  funksiyaga [a. 6] 
kesmada tekis yaqinlashishi kelib chiqadi. F  uzluksiz funksional bodgauligi 

ucimn

lim F(yn) = F(x).
n —*oo

Ikkinchi tomondan [«, b] da uzluksiz x  va [«, b\ da o‘zgarishi chegaralan- 

gan u funksivalar ucliuu
- ‘ r b

x(t) du(t)

Riman-Stiltes integrali mavjudligi va (30.16) yig‘indi uning (30.15) bo‘linish 

bo‘yiclia integral yig‘iudisi bo‘lganligi sababli

"  jb
F(x) = lim F(yn) = lim V '. x(tk) [u(tk) -  u(tk- 1)] =  x(t) du(t).

n—>oo n ^ oo  *— Vk-1 Ja

Ammo, x  G C[a, &] bo‘lgani uchun F(x) = f ( x ) , ya’ni

f ( x ) =  t  x(t)du(t)  (30.17)
Ja

tenglik o'rinli. Shunday qilib ixtiyoriy x  € C[a, &] uchun f ( x )  (30.17) formu- 

la bo'yicha antqlanadi. Riman-Stiltes integrallari uchun o‘rta qiymat haqidagi

teoremaga ko‘ra ixtiyoriy x  € C[a, />] ucliun

/(*) !  =
pb I

x(t) du(t) <  max | x(t) \ V*[u\ < Vf[v] \\x\ 
J a  ! ftl
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tc iig siz lik n i o lam iz . B u n d a n

l l / l l < V ; ‘ [«] (3018)

teiigsizlik kelib chiqadi. Endi (30.14) va (30.18) tengsizliklarni taqqoslab,

11/11 =  ^ ‘ [«1 (30.19)

tenglikka ega bo'iainiz. Olingan natijalardan tashqari yana shuni ta'kidlash 

lozimki. <pa(t) =  0 va F(0) =  0 boigani uchun u(a) =  F(<pa) =  0 shart 

o‘rinli.

Endi /  funksionai uchun olingan natijaiarni jainiab. quyidagi F.Riss teo- 

remasini keltiramiz.

30.4-teorem a. C[a, 6] fazoda beriigun ixtiyoriy f  chiziqli uzhiksiz funk- 

sional uchun shu f  fanksional bo ‘yicha aniqlannvchi shunday u € kj) [a, 6] 

o‘zgarishi chegaralangan funksiya mavjudki', barcha x  e  C'[a, b] larda (30.17) 

va (30.19) tengliklar oiinli.

Ko'rsatish mumkinki [1], har bir o‘zgarishi chegaralangan u € Vio[a, h\ 

funksiya (30.17) tenglik yordamida yagona /  € G'[a, f>] funksionaini aniqlay- 

di. Shuning uchun, C*[a, b\ dagichiziqlifunksioiiallarbila.il Vo[a, b\ o'zgarishi 

chega.rala.ngan funksiyalar fazosining eleinentlaxi o‘rtasida o'zaxo bir qiymatli 

moslik inavjud. Bundan tashqari || / i |  =  |j u  || bodgani uchun, bu moslik 

izomorfdir, ya’ni C*[a, /;•] =  Vq [a, /)].

30.6. Berilga.n [a, b] kesmada p(p > 1) — dara.ja.si bilan Lebeg makiosida 

integrallanuvchi funksiyalar sinfiui Lp[a, &] bilan belgilaymiz (26.15-misolga 

qarang). Ma'luinki, Lp[a, b\ to‘la normalangan fazo, ya/ni Banax fazosidir.

Endi p > 1 uchun (30.7) munosabatni qanoatlantiruvchi q sonni olainiz. 

Isbotlamasdan quyidagi tasdiqni keltiramiz. Har bir /  € Lp[a, b] funksional 

uchun yagona y  € Lq[a, b\ elemerrt mavjud bo‘lib, ixtiyoriy x  € Lp[a, 6]
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U m la

/(* )  =  J  x( t )y( t )dt  (30.20)

fcenglik bajaxiladi va aksinclia, y & Lq[a, b\ uchim (30.20) formuia L*[a, b\ ga. 

tegishli biror funksionalni aniqlaydi. Bundan tashqari (30.20) formula L*[a, 6] 

va Lq[a, 6] fazolar o'rtasida izometrik moslik o'rnatadi. Shuning uchun 

L*[a, b\ va L q[a, b\ fazolar o'zaro izomorfdir. ya'ni L*[a, b\ — Lq[a, b\. 

Xusnsan, p =  2 da L%[a, 6] =  L2[a, h]. Shuning uchun L2[a, 6] o‘z-o‘ziga 

qo'shma fazo deyiladi.

30.7. Hilbert fazosida chiziqli funksionalning umumiy ko'rinishi quyidagicha 

f ( x )  = (x, y), ya’ni ixtiyoriy /  chiziqli uzluksiz funksionalga siiu fazoning 

yagona y eletnenti rnos keladi, shuning uclnm Hilbert fazosi o‘z-o‘ziga qo'shma 

fazo hisoblanadi. Xuddi shu sababli, n  o‘Icham!i Evklid fazosi ham o‘z-o‘ziga 

qo'shma fazo bo'Iadi.

M ustaqil ishlash uchun savol va, topshiriq lar

1. /o : Co —• C, fo(x) =  x i cMziqli funksionalni normasini saqlagan 

holda c fazoga chiziqli davom ettiriny.

2. Chiziqli funksional davomi yagonami? Javobni asoslang.

3. /  : C2[0 1] —> C2[0 1], f ( x )  =x(0 )  funksionoini chiziqli chegaralangan-

likka tekshiring.

4. Evklid fazolarida chiziqli funksionalning unmrniy ko ‘rinishi qanday bo 'ladi ?

5. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[— 1, 1] dagi barcha toq funksiyalar to‘plami 

C~ [— 1, 1] =  Lo (26.14-misolga qarang) qismfazo tashkil qiladi. Lq qism 

fazoda / 0 chiziqli funksionalni quyidagicha aniqlaymiz:

fo(*)= [  tx(()dt ,  x e L o .
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6. t'i, l 2 va ip , p >  1 fazolarga qo'shma fazolarni topmg.

7. co, c va m  fazolarga qo‘$hma fazolami toping.

8 . C[a, b] fazoga qo‘shrna fazoni toping.

9. L2[a, 6] fazoga qo ‘shma fazoni toping.

10. II  Hilbert fazosiga qo ‘shma fazoni toping.

31- § . C h iz iq l i  u z lu k s iz  o p e r a t o r la r  fa z o s i

Mazkur paragrafda biz chiziqli uzluksiz (ehegaralangan) operatorlar fazosi 

L(X, Y )  ning to'laligi haqidagi teorernani isbotlaymiz. Operatorlar ketma- 

ketligining kuchsiz, kuchli (nuqtali) va tekis (norrna bo'yicha) yaqinlashish 

ta'riflarini beramiz. Ularni misollarda tahlil qilamiz.

31.1- t a ’r if . Agar {/!„} C L(X, Y) operatorlar ketrna-ketligi uchun shun- 

day A  € L(X, Y) operator mavjud bo‘lib, lim il An — .41] =  0 bo‘lsa, {.4„} 

operatorlar ketma-ketligi A  operatorga norma bo‘yicha yoki tekis yaqinlashadi 

deyilodi va An A shaUda bdgiianadi.

31.2- t a ’rif. Agar wtiyoriy x  € X uchun lim ]| A^x — Ax\\ — 0 bo'lsa, 

{-4„} operatorlar ketma-ketligi A  operatorga kuchli yoki nuqtali yaqirdashadi 

deyiladi va An ——■> A shaklda belgilanadi.

31.3- t a ’r if .  Aqar ixtiyoriy f  &Y* va barcha x  € X  iaruchun lim f ( A nx)
‘ 71—» 0 0

=  f (A x )  bo‘lsa, {An} operatorlar ketma-ketligi A. operatorga kuchsiz yoki 

kuchsiz ma'noda yAn yaqinlashuvchi dcyiladi.

31.3- ta ’rif Hilbert fazosida quyidagicha bo'ladi.

/0 funksionalni normasini saqlagan holda C[— 1, 1] gacha davorn etti-

ring.
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31.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy x, y  € H uchun lim (Anx, y) = (Ax, y) 

bo‘lsa. {An} operatortar ketma-kctligi A operatorga kuchsiz yaqinlashuvchi 

deyiladi.

31.1-misol. An : h  -» h ,  A*x = (0, 0, ..  ■, 0, x u x2, x 3, .. .)
n

operatorlar kctma- ketligining kuchli va kuchsiz ma'noda nol operatorga yaqin- 

lashishi ui tekshi ring.

Yechish. l2 Hilbert fazosi bo'lganligi uchun An : t 2 —» t2 operatorlar 

ketma-ketligining kuchsiz ma'noda nol operatorga yaqinlashishini 31.4-ta’rifdan 

foydalanib tekshiramiz. Ixtiyoriy y = (yi, y2, ■ ■ ■) G £2 uchun

| ( A n X ,  y) -  (Qx, y) \ = 

munosabat o'rinli. y G bodganligi uchun

OC

T .  yn+k

2

< i k i i 2 E  iy*ia (311)
k =n+X

11» ii2 = E  iy*i2 < °° ■

Shunday ekan yaqinlaskuvchi qatorning qoldigd
OC>

i2
E  i

fe=n+1

n —> oo da nolga intiladi. Bundan (31.1) ga ko‘ra. ixtiyoriy x, y € £2 larda 

| ( Anx. y) — (02:, y) | ning n —> oo da. nolga intilishi kelib chiqadi. Demak, 

{d„} operatorlar ketnra-ketligi nol operator © ga kuchsiz rna'noda yaqin- 

lashar ekan. {d.n} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga kuclrli mahroda 

yaqinlasb.ma.ydi, chunki

lim || Anx  — Ox || =  lim || x  || =  || x  || 0. A
n —*oc n —>oo

31.2. Quyida berilgan Pn, Qn € L(i2) operatorlar ketma-ketligining kuch- 

li va tekis rna'noda birlik va nol operatorlarga yaqinlashishini teksiring.

Pn ■ i-2, P n X  ( X l ,  X 2 , . . . .  X n , 0, . . . , 0, . . . )  ,
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te n g s iz lik n i o iam iz . B u n d a n

\ f \ \ < K h [ u } (30.18)

iengsizlik kelib chiqadi. Endi (30.14) va (30.18) tengsizliklarni taqqoslab,

tengiikka ega bo'lamiz. Olingaii riatijalardan tashqari yana shuni ta'kidlash 

lozimki, <pa(t) = 0 va F(0) = 0 bo'lgani uchun u(a) = F(<pa) =  0 shart 

o'rinli.

Endi /  funksional uchuii olingan natijalarni jamiab. quyidagi F.P,.iss teo- 

remasini keitiramiz.

30.4-teorem a. C[a, 6] fazoda berilgan atiyoriy f  chiz-iqli uzluksiz funk~ 

sional uchun shu f  fvnksional ho'yicha aniqlarmvchi shunday u  e  kb [a, b] 

o'zgarishi chegaralangan funksiya rnavjudki. barcha x  € C[a, b\ larda (30.17) 

va (30.19) tengliklar o‘rinh.

Ko'rsatish mumkinki [lj, liar bir o'zgarishi chegaraiangan u e  V'o [a, 6] 

funksiya. (30.17) tenglik yordamida yagona /  G C*[a, b] funksionalni aniqiay- 

di. Shuriing uchun. C*[a, 6] dagi chiziqli funksionallar bilan V^[a, b\ o'zgarishi 

chegaraiangan funksiyalar fazosining elementlari o'rtasida o'zaro bir qiymatli 

moslik inavjud. Bundan tashqari || / 1| =  || u || bo'Igani uchun, bu moslik 

izornorfdir, ya’ni C*[a, b] = [a, ??].

30.6. Bcrilgan [a, b] kesmada p(p > 1) — da.raja.si bilan Lebeg ma'nosida 

integrallanuvchi furiksiyalar sinfini Lp[a, 5] bilan belgilayiniz (26.15-misolga 

qarang). Malumki, Lp[a, b] to'la normalangan fazo, ya’ni Banax fazosidir.

Endi p > 1 uclrun (30.7) munosabatni qanoatlautiruvchi q sonni olamiz. 

Isbotlamasdan quyidagi tasdiqni keltiramiz. Har bir /  £ L*[a, 6] funksional 

uchun yagona y € Lq[a, b] element mavjud bo'lib, ixtiyoriy x  € Lp[a, b]

il/ l l = K?M (30.19)
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la rd a

f (x )  = J  x(t) y(t) dt (30.20)

tengiik bajaxiladi va aksindia, y  e  Lq[a, 6] uchun (30.20) formula L*[a, b] ga 

tegishli biror funksionalni aniqlaydi. Bundan tashqari (30.20) formula L*[a, 6] 

va Lq[a. b] fazolar o'rtasida izometrik moslik o'rnatadi. Shuning uchun 

L*[a, b\ va Lq[a, b] fazolar o'zaro izomorfdir, ya'ni L*[a, 5] =  Lq[a, b\. 

Xususan, p =  2 da L\[a, b\ — L2[a, 6]. Shuning uchun L 2[a, 6] o‘z-o‘ziga 

qo'shma fazo deyiladi.

30.7. Hilbert fazosida chiziqli fimksionalning umumiy ko'rinishi quyidagicha 

f ( x )  =  [x, y), ya'ni ixtiyoriy /  chiziqli uziuksiz funksionalga shu fazoning 

yagona y elementi rnos keladi, shuning ucliun Hiiberl; fazosi o‘z-o‘ziga qo'shma 

fazo hisobianadi. Xuddi sbu sababli, n  o'lchamli Evklid fazosi ham o‘z-o‘ziga 

qo'shma fazo bo'ladi.

Mustaqil ishlash uchun savol va, topshiriqlar

1. /o : co —» C, /o(x) =  Xi chiziqli funksionalni normasini saqlagan 

holda c fazoga chiziqli davom ettiring.

2. Chiziqli funksional davorni yagonami? Javohni asoslang.

3. /  : <72[0 1] -+ C2[0 1], f ( x )  = x(0) funksionaini chiziqli chegaralangan- 

likka tekshiring.

4. Evklidfazolarida chiziqli funksionalning unmmiy ko'nniski qanday bodadi?

5. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[— 1, 1] dagi barcha toqfunksiyalarto'plami

C ~ [ - 1 , 1 ] =  Lq (26.1f -misolga qarang) qism fazo tashkil qiladi. Lq q'tsm 

fazoda / 0 chiziqli funksionalni quyidagicha aniqlaymiz:

f l
fo(x) =  j  t x( t )dt ,  x  t  L().
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6. £i, C2 va 1 fazolarga qo‘shm,a fazolarni topmg.

7. cp, c va m fazolarga qo‘shma fazolami toping.

8. C[a, b] fazoga qo'shrna fazom toping.

9. L2[a, b] fazoga qo'shma fazoni toping.

10. II Hilhert fazosiga qo ‘shma fazoni toping.

31- §. Chiziqli uziuksiz opera to rla r fazosi

/o funksionalni normasini saqlagan holda C[— 1, 1] gacha davom etti-

ring.

Mazkur paragrafda biz chiziqli uzluksiz (ehegaralangan) operatorlar fazosi 

L(X. Y )  ning to'laligi haqidagi teorernani isbotlayiniz. Operatorlar ketina- 

ketligining kuchsiz, kuchli (nuqtali) va tekis (nornia bo'yicha) yaqinlashish 

ta ’riflarini beramiz. Ularni misollarda tahlil qilamiz.

31.1- t a ’rif. Agar {An} c  L(X, Y) operatorlar ketma-ketligi uchun shun- 

day A  e  L(X. Y) operator rnaujud bo'lih, lim || An — .-4|| =  0 bo‘lsa. {A„}
' ' n—>oo

operatorlar ketrna-ketligi A  operatorga norma ho‘yicha yoki tekis yaqinlashadi 

deyiladi va An A  shakkla belgilanadi.

31.2- t a ’ r i f .  Aqar ixtivoriy x  e  X uchun lim i| Anx — Ax\[ =  0 bo‘lsa, 

{.4„} operatorlar ketrna-ketligi A  operatorga kuchli yoki nuqtali yaqinlashadi 

dcyiladi va An — A shaklda belgiianadi.

31.3- t a ’rif. Agar ixtiyoriy f  € Y* va harcha x  e  X  lar uchun lim f ( A nx) 

=  f (Ax )  bolsa, {An} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchsiz yoki 

kuchsiz ma'noda f An ---—> .4 j  yaqmlashuvchi deyiladi.

31.3- ta ’rif Hilbert fazosida quyidagicha bo'ladi.
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31.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy x, y e H uchun \im (Anx , y )  =  (.Ax, y)n—* OO
boisa. { An} operatoriar ketma-ketligi A operatorga kuehsiz yaqinlashuvchi 

deyiladi.

31.1-inisol. i 2 ^  h *  A ^ x  =  (0, 0, ., 0, x u  x 2 , x 3, ...)
n

oporatorlax kctma.- ketligining kuchii va kuchsiz ma'noda nol operatorga yaqin-

lasii ishi n i tekshi ririg.

Yechish. £2 Hilbert fasosi bo'lganligi uchun An : t 2 —> l2 operatorlar 

ketma-ketligining kuchsiz ma'noda nol operatorga yaqiniashishini 31.4-ta’rifdan 

foydalanib tekshiramiz. Ixtiyoriy y  =  (yu  y2. . . .)  € i 2 uciiun

| (Anx. y) -  (Qx, y) |2 -
OC 2

y ;  xk yn+k
k^i

< |U !!2 E î i2
fc—n - f  1

(31.1)

munosabat o'rinli. y € £2 boiganligi uchun
CO

!l!/ll2 = El̂ l2<00-
fc-i

Sliunday ekan yaqinlashuvchi qatorning qoldigi
CC

fc=-n+l

n  — * 00 da nolga intiladi. Bundan (31.1) ga ko‘ra, ‘ixtiyoriy x, y  € £2 larda

| (Anx. y) — (0z, y) | ning n —> 00 da. nolga intilishi kelib chiqadi. Demak. 

{An\ operatorlar ketma-ketligi nol operator 0  ga kudisiz maiioda, yaqin- 

lashar ekan. {An} operatorlar ketma-kctligi 110I operatorga kuclili maiioda 

yaqiniashmaydi, chuuki

lim I! A^x — Q x  || =  lim || x  |j =  || x  || f  0. A
n—»00 n—»oc

31.2. Quyida berilgan Pn, Qn e  L(£2) operatorlar ketma-ketligining kuch- 

li va tekis maiioda, birlik va nol operatorlarga yaqinlashishini teksiring.

P n  ■■ £2 h ,  Pnx =  (rci, x2, . . . ,  xn, 0, . . ., 0, . . .) ,

323
www.ziyouz.com kutubxonasi



Qn — i  ^ni Qn% — (0; * - - j 0, ^n+2? ^n+3: - • ■) ■

Yechish, Ixtiyoriy x  G £2 ucliun
00

II QnX ||2 =  I Xn+k\2 ” * n 00■
fc=1

Chunki x  £ £2 , yahii
OO

I! X ||2 =  J 2 \  xkf  < 00 . 
fc=1

Shunday ekan, oxirgi qatoming qoldig'i
CO

, I •X- n+k |
fc=l

n —* 00 da nolga intiladi. Demak, {Qn} operatorlar ketmarketligi nol ope- 

ratorga kuchii ma’noda yaqinlashar ekan. Bundan {Pn =  1 — Q„} operator- 

lar ketmarketligining birlik operator 1 ga kuchli ma'uoda ya.qinJasb.ishi kelib 

chiqadi. Endi {Qn} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis ma'noda 

yaqinlashadimi yoki yo'qmi, shuni tekshiramiz.
OO

II Q * x  H2 =  I Xn+k\2 -  II:t: II2 •
fc=i

Bundan

||<5n|| < 1 (31.2)

ekanligini olarniz. Ikkinchi tomondan, Qnen+i = en+i - Bundan

|| Qnll >  || QnCn+lW = 1- (31.3)

(31.2) va (31.3) dan ixtiyoriy n  <= N ucliun || Qn|| =  1 ga keJamiz. Demak, 

Qn operatorlar ketma-ketligi noJ operatorga tekis (nomia bo'yicha) yaqinlash- 

maydi. Bu yerdan {Pn}  operatorlar ketma-ketiigi birlik operator 1  ga. tekis 

yaqinlashmasligi kelib chiqadi.

31.3. 7̂ 2 [—1/2, 1/2]  Hilbert fazosini oizini-o:ziga akslantiruvchi va

(Anf )  = Xnf(x)
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formula bilan aniqlanuvchi An operatorlar ket.ma.-ketiigining nol operatorga 

tekis yaqinlashishini tekshiring.

Yechish. Ixtiyoriy /  e L2 [—1/2, 1/2 ] uchun

f l / 2

\ \Anf f = l  \xnf(x) \2dt <
J-l/2

< max
~l/2<*<!/2 < 2̂  • II / (31.4)

Biuidan ||yl„|| < ^  tengsizlikni olamiz. Agar biz 0 < j|A„|| ekmiigini 

hisohga olib, n —> oo da limitga o'tsak.

lim jj An — ©II =  0.
71— 00  "

Shunday ekan, An operatorlar ketma.-ketligi nol operatorga tekis yaqinlashadi.

Yuqorida kuchsiz yaqinlasuvchi operatorlar ketma.-ketligi kuchli ma'noda 

yaqinlashmasligiga (31.1-misol) va kuchli ma'noda yaqiulashuvchi operatorlar 

ketma-ketligi uorma bo‘yicha yaqinlashmasligiga (31.2-misol) misol keltirildi.

Quyida biz tekis yaqinlashuvchi operatorlar ketma-ketiigiiiing kuchli ma'noda 

ham yaqinlashuvchi bo'lishini va kuchli ma'noda yaqinlashuvdii operatorlar 

ketma-ketligining kuchsiz mahioda haru yaqinlashuvchi boiisliini isbotlaymiz.

31.1-Iemma. Agar {,4„} c  L(X, Y)  oprratorlar ketma-ketligi biror A  € 

L(X, Y) operatorga tekis yaqinlashsa, uholda {An} operatorlar ketma-ketligi 

A operatorga kuchli ma'noda harn yaqi.nlashuvc.hi ba‘la,di.

Isbo t. Leirima shartiga ko‘ra j| /ln — /1|| —> 0, n  —> oo . U holda ixtiyoriy 

x  € X  ucliun

|| Anx  — Ax\\ < j| An — /41| • j| x  jj.

sonli tengsizlikka, ega Iroiamiz. Matematik analizdan malumki, tengsizliklarda. 

limitga o‘tish mutnkin. Bunga ko‘ra,

0 < lim || AnX -  Ax\\ < lim || An — Aj| • j| x  || =  0.
n  ->oo n-i* oo ................
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Domak, {/!„} operatorlar ketma-kettigi A operatorga kucbli ma’noda hain 

yaqinlashar ekan. A

Shunga o'xshasli quyidagi tasdiqni, bevosifca ta’rifdan foydalanib isbotlash 

mumkin.

3 1 .2 - le m m a . Agar { An\  c L(X,  Y) operatodar ketma-ketligi biror A € 

L(X,  Y) o p e r a t o r g a  kuchli m a 'n o d a  yaqinlashsa, u h o ld a  {Az} operatorlar 

k e t m a - k e t i ig i  A o p e r u to r g a  kuchsiz ma ’n o d a  harri yaqinlashuvchi bo ‘ladi. 

Isbo t. Lemma shactiga ko‘ra. ixtiyoriy x  6 X  uchun

lhn || Anx  — A7’|| =  0.
n —roo

U holda ixtiyoriy x  € X  va /  € Y* udiun

0 <  | f ( A nx) -  f (Ax )  | =  | f (A„x  -  A.x)\ < || A„x -  Ar|| • || /  || 

sonli tengsizlikka. ega. bo'lamiz. Bu tengsizlikda n  —> oo da. limitga. o‘tib.

0 < lim | f (Anx)  -  f (Ax )  | <  lim || Anx -  Ar|| • || / 1| =  0
n —>oo n—*oQ

muuosabatni olamiz. Demak, {A,} operatorlar ketma.-ketligi kuclisiz mahioda 

A  operatorga yaqin.la.shar ekari. A

3 1 .1 - t e o r e m a . Agar Y to'lafazo b o 'l s a .  u holda L(X,  Y) fazo ham to‘la, 

ya ’ni. Banax fazost bo‘ladi.

Isbot. {A„} C L ( X ,  Y) ixtiyoriy fundamental ketma.-ketiik bodsin, vahii 

n, m  —» oo da. || An — Am\\ —■> 0. U holda. ixtiyoriy x  € X  uchun

II Anx -  Amx\\ < II An -  Am|| • II x  || -> 0, n, m  -* oo.

Shunitig uchun l;ar bir x e  X  da {A a } C Y ketma-ketlik fundameutaldir. Y 
to‘la fa.zo bolgaui uchun {Anx} ketma-ketlik biror y € Y elementga yaqin- 

lashadi. Deraak, har bir x  e  X  ga {Anx}  ketmarketlikning limiti bo'lgan

yagona y € Y  element mos qo‘yilya.pti. Bu moslikni A : X  -» Y  orqali
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belgilaymiz:

y\.r =  lim Anx = y.

E-ndi A  € L{X,  Y)  ekanligini ko'rsatarniz. Chiziqliligi:

A {ai'Xi +  a 2x2) =  lim An {axx i +  a2x 2) =  lim {Ana\Xi +  A na2x2) -
n—* oo n—> oc

- ai lim AnXi +  a2 lim Anx 2 = ay'iji +  a2y2 = a^Ax^ +  a2Ax2.
n—>ce hx>

Endi A  niiig chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. Shartga ko'ra,

|| An -  A JI -> 0, n, rn -> oo.

Demak. (29-§ning 6-topshirig‘iga qarang)

| II Ai|| -  II An|| I < II Ai -  Anll 0, fl, m ■30.

Bundan {||Ai||} sonli ketma-ketlikningfundamentalligikelib chiqadi. Haqiqiy 

sonlar fazosi K to‘labo‘lganligi uchun, {||.4n||} sonli ketma-ketlikyaqiniashuv- 

chidir, yaqinlashuvchi ketma-ketlik esa chegaralangan bo'ladi. Ya'ni shunday 

K  > 0 son mavjudki, ixtiyoriy n  € N udiun ||Ai|| < K  tengsizlik bajarrladi. 

Norina ta'rifidan

IIAi^il < IIA.II • 11*11 < K  ■ 11*11-
Bundan esa

||.4r|| = lhn A nx
! Ti -*CC

=  lim || A„x || < K  ■ || x  | | .

Buyerda biznormaninguzinksizligidanfoydalandik. Endi {An} ketma-ketlikni 

chiziqli operatorlar fazosi L{X,  Y)  da A  ga yaqinlashishini ko'rsatamiz. 

Ixfciyoriy e > 0 son. udiun shunday n.0 son mavjudki, barcha n > n0> P €

N va |j r  |! <  1 lar udmn

II An+pX d n:£:|| < £
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tengsizlik bajariladi. Agar so'nggi tengsizlikda p —> oo da 'iimitga o'tsak va 

normaning uzluksizligidan foydaiansak, ixtiyoriy n > n0 va j| x  j| < 1 lar 

uchun

|j Ax  -  A„2-|| < s

tengsizhkka ega bo'lamiz. Shuning ucliun ixtiyoriy n > da

II A -  A„|| =  SUp |j A x  -  Anx\\ < e 
IMI<i

Demak, L(X, Y)  fazodagi norma rnahiosida lim \\A — A^W = 0. Siiunday 

qilib, L(X.  Y)  t.o‘la fazo ekan. A

31.1-natija. X  chiziqh norrnalangan fazoga qo'shma bo‘lgan X* — L(X,  C) 

fazo Banax fazosidir.

Isbot. Kompleks sonlar to'plami C to‘la fazo, shuning uchun 31.1~teoremaga 

ko‘ra, L(X,  C) Banax fazoai bo‘Iadi. A

31.4-misol. L (C2[a, b], C[a, £>]) fazoni to'lalikka tekshiring.

Yechish. Y — C[a, b] to ia  fazc» boiganiigi uchun 31.1-teoremaga ko'ra, 

L (6'2[a, 6], C[a, b]) to ia  fazo, ya’ni Banax fazosi boiadi. A

31.5. L(C[a,  6], C2[a, 6]) fazo uchun 31.1-teoremasharti hajariladimi? U 
toiarni?

Yechish. Y = C2[a, 6] fazo to ia  boimagan (21.8 -rnisolga qarang) nor- 

rnalangan fazo boiganligi nchun 31.1-teorema sharti bajarilmaydi. Shuning 

uchun biz L(C[a,  6], C2[a, 6]) fazoni to‘ia fazo deya olmaymiz. Aniqlik ucliun 

a — —1, 6 =  1 deyrniz va L(C[o, b], C2[a, b]) fazoning to ia  emasligini 

ko'rsatamiz. Buning uchun C2[— 1, 1] fazoning to ia  emasligini koisatishda 

qoilanilgan (21.8-misol va 21.1-chizmaga qarang) rrziuksiz funksiyalarning

/»»(*)

- 1, X € [—1, — 1/w]

Inr, x  g ( — 1, — 1 /n)

1, * € [1 /n  , 1]

(31.5)
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tengsizlik bajariladi. Agar so'nggi tengsizlikda p —> oo da limitga o'tsak va 

nonnaning uzluksizligidan foydalansak, ixtiyoriy n > n0 va j| x  j| < 1 lar 

uclmn

jj Ax -  Anx || < e

tengsizlikka ega bo'lamiz. Slmning nehun ixtiyoriy n > uq da

il A -  A„|| =  sup || A r -  Anx\\ < e
11*1 !<i

Demak, L(X, Y ) t'azodagi nortna ma'nosida lim l!A — A„!l =  0. Shunday' n—tOO ”
qilib, L(X,  Y)  to'la fazo ekan. A

31.1-natija. X  chiziqh normalangan fazoga qo:shmu,ho‘lgan X* = L(X,  C) 

fazo Banax fazosidir.

Isbot. Kompleks soniar to‘p]ami C to‘la fazo, shuniug uchun 31.1~teoremaga 

ko'ra, L(X,  C) Banax fazosi boladi. A

31.4-misol. L( C 2[a, b\, C[«, b\) fazoni to'lalikka tekshiring.

Yechish. Y =  (7[a, 6] to'la fazo bodganiigi uchun 31.1-teoremaga ko‘ra, 

L(C2[a, 6], C[o, 6]) to‘la fazo, ya’ni Banax fazosi bo'ladi. A

31.5. L(C[a, b\, C2[a, 6]) fazo uchun 31.1-teorema sharti bajarilatlimi? U 
to'lami?

Yechish. 1" =  C2[a, b\ fazo to'la bo'lmagan (21.8 -misolga qarang) nor- 

malangan fazo bo'lganligi uchun 31.1-teorema sharti bajarilmaydi. Shuning 

uchunbiz L(C[a,  6], C2[a, 6]) fazoni to‘lafazodeyaolmaymiz. Aniqlikuchun 

a = —1, b =  1 deymiz va L(C[a, &], C2[a, &]) fazoning to'la emasligini 

ko'rsatamiz. Buning uchun C2[— 1, 1] fazoning to ‘la emasligini ko'rsatishda 

qo‘llanilgan (21.8-misol va 21.1-chizmaga qarang) uzluksiz funksiyalarning

fn(x)

- 1, x  e  [ - 1, — 1/n], 

nx, x e  (—1, -1  /n )  

1 , x e [ l / n , l ]

(31.5)
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ketma-ketligidanfoydalanib, An e  L(C[—1, 1], C?2[—1, 1]), n e  N operator- 

lar ketma-ketligini quyidagicha quramiz:

( A i f )  (x) =  /„(:r) ,f(x). (31.6)

An operatorning chiziqli va uzluksiziigi oson tekshiriladi. {An} operator- 

lar ketina-ketliginiug L(C[— 1, 1], Q>[—1, 1]) fazoda fuudamental ekanligini 

kohsatamiz. Buning uchun || A„ — Am || uormani hisoblaymiz:

|| An -  Am || =  sup || Anf  -  A n f  || =

I ~l ’
=  sup \ j  \ . f n(x)  -  fm ( x ) \ 2 | f (x)  f  dx. (31.7)

i '/ iK l V ./-1
(31.7) va || /  || =  max | f (x)  \ < 1 ekanligidan foydalarisak,—1̂ 1$1

/ A
|| An -  Am || < J  j   ̂ lfn(x) -  f m (x)\2 dx =  II /« — fmWcft-i, 1] (31-8)

tengsiziikni olamiz. {/„,} ketma-ketlikning 0'2[— 1, 1] fazoda fundarnentahigi

21.8-misolda isbotlangau. (31.8) dan hainda {/„} ketma-ketiikning fuiidamen- 

talligidan {An} operatoriar ketma-ketligining fundamentalligi kelib chiqadi. 

Lekiu {.4«} operatorlar ketma-ketligi L (C [—1, 1]. Cbf—1, 1]) fazodavaqin- 

lashuvchi emas. Teskaridan faraz qiiaylik. {An} operatorlar ketma-ketiigi biror 

A € L(C[—1. 1], C'2[— 1 - 1]) operatorga yaqinlashsiii. U holda ixtiyoriy /  e 

C\a, b\ uchun lim || Anf  — Af\\  =  0 teuglik o'rinli. Ikldnchi tomondan / 0 =
1 n -->c c  "

1 uchun

(Anfo) (x) =  f n(x), n e N

tenglik o‘rinli va (d f0) (x) = %(x) deylik. 21.8-misolda {/„} ketma-ketlikning 

birorta ham uziuksiz funksiyaga C^f—1, 1] fazo normasida yaqinlasha olmasii- 

gi ko‘rsatilgan edi. jumladan { .4„ /0 =  /„} ketma-ketlik p0 =  A f 0 funksiya- 

ga ham vaqinlasha olmaydi. Bu qarama-qarshilik { An) operatorlar ketma-

329
www.ziyouz.com kutubxonasi



ketligining yaqinlashuvclii emasligini bildiradi. Demak, L(C'[—1, 1], C2 [— 1, 1]) 

to‘la bo'lmagaii normalangan fazo ekan. A

Banax-Shteynxaus teoromasi yordaniida ko'rsatish muinkinki, agar X  va 

Y  lar Banax fazolari bo'dsa, u holda L ( X ,  Y)  fazo kudili yaqinlashishga nis- 

batan ham to‘la bodadi.

31.2-teorema ( B a n a x - S h t e y n x a u s  y o k i t e k is  chcgamtanganlik p r in s i p i ) .

Agar chiziqli uzluksiz o p e r a t o r l a m in g  { Az} kctma-ketiigi X  B a n a x  fazosi- 

ning har bir nuqtasida c h e g a r a t a n g a n  ( y a 'n i  har b ir  x € X  uchun s h u n d a y  

Mx > 0 mavjud bo ‘tib, ix t iy o r iy  n  € N vchun

|| AnX || < Mx (31.9)

tengsizUk o'rinli) bo‘lsa, u holda bu operatorlarning normalaridan tuzilgan 

(ll-dnll) sonli ketma-ketlik ham chegaralangan bo'ladi.

Isbot. Avvalo (31.9) shart bajarilganda shunday

B  [fl<), r0] =  {x  e  X  : || x  -  a0|| < r0}

yopiq shar mavjud bo‘lib, bu sharda {A„x}[/Li ketma-ketlik chegaraiangan 

bodishiiii (ya’ni shunday M0 > 0 son mavjud bo‘lib, ixtiyotiy x £ J5[ao, r0] 

va barcha. n £ N larda. ||.Anu?|| < M0 tengsizlik bajarilishini) ko'rsatarniz. 

Teskaridan faraz qilaylik, ya’ni [A,,a:}^, ketma-ketlik birorta, liain yopiq 

sharda chegaralangan bo'lmasin. Ixtiyoriy B  [rr0, e0] shar olarniz. { i ^ a r ^ j  

ketrna-ketlik B  [x0. e0/ 2] sharda cliegaralanrnagan boJgani ucliun shuuday 

arj £ B[x0, /r0/2] element va n,i norner tnavjudki, {Antx i \  > 1 bo'ladi. Ani 

operatorning uzluksizligidan bu tengsizlik B [2:1. £j] c  B[x0,£0/ 2] shai'da 

harn bajariladi. f?[:ri; t | / 2] sharda {AnxY^L^ ketma-ketlik chegaraJanma- 

gan bo'lgani uchun shunday x2 € B[x 1; £i/ 2] elernent va n2 uomer mavjud- 

ki, {A„2x2} > 2 shart bajariladi. A„2 niug uzluksizligidan bu tengsizlik 

B [x2,£ 2] C  B[x i , £ i /2] slrarda. bam bajariladi va hokazo /0 — chi qadarn- 

da B[xk-1, £k-1] sharning i'r nuqtasida {A„kx.k} > k shart bajariladi. A„k
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ning uzluksizligidan bu tengsizlik B  [a:*, £*] C B  [x*_i, 1/2] sharda ham

bajariladi. Demak, ichma-ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi

B  [rr0, £o] D B [xu £i] d  ■■■D B [,rfc, sk] D ■ - ■

yopiq shaiiar ketma-ketligining barchasiga qarashli bo'Igan x  6 B  [xk, sk] 

element mavjud va barcha k e  N larda || ABhT || > k tengsizlik bajarila- 

di. Bu esa (31.9) ga zid. Shunday qilib, {'4n-r}[(L1 ketma-ketlik diegaraian- 

gan bo'ladigan B[a$, r0] yopiq shar mavjud. Ixtiyoriy x  € B[9, 1] uchun 

x'  =  tqx +  a0 nuqta B  [oq, r0] sharda yotadi. Shuning uchuii, ixtiyoriy n da 

||J4n.r,|j <  M q . Endi x  — Tq1{xJ — a0) tenglikdan foydalansak,

!!■Anx  |j = A„ \ ^ - ( x ' -  a0) j — II Anx  rlnaQll < 
'ro '

1
< ^  (II Anx '|| +  || A n a,Q\\) < i  (M0 +  || Ana0j|) < ™ (M0 +  Ma„) =  M. 

U holda

|| An j| =  sup || A„rj| < M. A
II ® i|<l

31.3-teorem a. Agar X  va Y lar Banax fazolari bo'lsa, u holda L(X,  Y)  

operatorlar fazosi kuchli yaqinlashishga nisbatan to'ladir.

Isbot. Istalgan x  € X  da {Anx}  ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lgani 

uchun, har bir r  € A' da liin Anx  mavjud va biz Ax = liin Anx  =  y
n—Ko n~* oo *

tenglik bilan aniqlanuvchi A  operatorga ega bo'lamiz. Bu operatorning chi- 

ziqliligi 31.1-teorema isbotida keltirilgan. Endi uning chegaralangan ekanligini 

ko'rsatamiz. Har bir x  € X  da {A„r} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lgani 

uchun, u chegaralangandir. Banax-Shfceynxaus teoremasiga ko‘ra, ixfciyoriy 

n  € N da || An|| < M o'rinli. Bundan

A X lim A nx
n  —oo

lim ||/i„ r || < M ■ | | r  | | .
n —yoo

Demak, || A  jj < M. A
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31.6-misol. 31.2-misoida keitirilgan

Pn •• h  -• 2̂ , K x  =  (^1 , X2 , . . . ,arn, 0 , . . . , 0 , . . .)■2,

operatorlar ket.ma-ketligi Banax-Shteynxaus teoremasi shartlarini qanoatlanti- 

radimi?

Yechish. Pn : t’2 ~+ 2̂ operatorlar ketma-ketiigi Banax-Shteynxaus teo- 

reinasi shartlarini qanoatlantiradi. Haqiqatan ham, X  = (2 va Y — £2 ~  

iar Banax fazoiari. Pn ning diegaraiangan ekanligi oson tekshiriladi. Har bir 

x  € £2 nuqtada {Pnx}  chegaralangan ekanligi

31.7. L (£2) faao kuchli yaqiniashishga nisbatan to !la fazo bo'ladimi? 

Y echish..X  — Y  =  f2 lar to‘la fazolar bo'lganligi uchun 31.3-teoremaga

1. Operatorlar ketma-ketligining kuchsiz, kuehlt va tekis yaqinlashishlanni 

ta 'rif lang.

2. Kuchli yaqinlashuvchi, lekin tekis yaqinlashmaydigan opemtorlar ketma- 

ketligiga misol keltiring (81.2-misolga qarang).

3. Kuchsiz yaqmlashuvchi, lekin kiichli yaqinlashmaydigan opemtoriar ketma- 

ketligiga misol keltiring (81.1-misolga qamng).

4. L(£ 1) fazo kuchli yaqinlashishga nisbatan to‘la fazo bo'ladimi? 81.3- 

teoremadan foydalaning.

5. 81.2-misolda keltirilgan Qn : (2 —► £2

QnX — (0, . . . .  0, *̂ n+3, • • •)

X

munosabatdan kelib chiqadi. A

ko‘ra L(£2) fazo kuchli yaqiniashishga nisbatan to‘la fazo bo‘ladi.

M ustaq il ishlasb uchun savol va topshiriq lar

A
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operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teoremasi shartlarini qanoat-

lantiradimi?

6. An : 1/2[—7T, ?r] A2[-7r, 7r] ,

operatorlar ketrna-ketligini nol operatorga kuchii va kuchsiz ma'noda yaqin- 

lashishga tekshiring.

Bu yerda /„ lar (31.5) tenglik bilan aniqlanadi. An operatorlar ketma-

ke.tligining lirnitini ioping. Lirnitik operatorga An opemtorlar kettna- 

ketiigi qaysi ma’noda (tekis, kuehli. kuchsiz) yaqinlashadi?

8. L(C\[a, 6]) fazo 31.1-teorema shartiarini qanoatiantiradimi?

Bizga X  ni Y  ga akslaiitiruvchi A  operator berilgan bo!lsin. D(A) -  

uiiing aniqlanish sohasi, Im A  esa uning qiymatlar sohasi bo'lsin.

32 .1-ta’rif. Agar ixtiyoriy y £ IrnA uchun Ax = y tenglarna yagona 

yechimga ega bo‘lsa. u holda A teskarilanuvchan operator deyiladi.

Agar A  teskarilanuvehan operator bo‘lsa, u holda ixtiyoriy y e  IrriA ga 

Ax = y  tenglamaning yechimi bo‘!gan yagona x  £ D(A)  element irios keladi. 

Bu inoslikui o‘rnatuvchi operator A  operatorga teskari operator deyiladi va 

A~l hilan belgilanadi, hamda

32- §. Teskari operatorlar

A  1 : Y  --> X, D(A l) = Im A , Im A  1 = D(A).
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A~l Ax = x, x e  D(A),  AA~ly = y, y e D(A~l) (32.1)

tengiiklar kelib chiqadi.

Endi A akslantirish X  ni o‘zini-o‘ziga akslanliruvdii chiziqli operator 

bo'lsin. Agar B € L(X,  X)  = L(X)  operator uchun B A  = I bo'lsa, u hoi- 

da B  operator A  operatorga chap teskari operator dcyiladi. Xuddi shunday, 

AC = 1 tenglik hajarilsa, C  operator A  ga o‘ng ieskari opendor deyiladi.

32.1- tasdiq. Agar A operator uchun ham chap teskari, harn o'ng teskari 

operatorlar mavjud ho'lsa, u holda ular o'zaro teng.

Isbo t. A  uchun B  chap teskari, C  o‘ng teskari operatorlar bo‘lsin, u 

holda

B  = B l  = B(AC)  = (BA)C = I C  = C. A

32.1- misol. A  : £2 -*• ( 2, Ax = (0, x 1} x2, . .  . , x n- t ,  . . .) operatorga

chap teskari operatorni toping. A o'ngga siljitish operatori deyiladi.

Yechish. B  : i2 £2 bilan chapga. siljitish operatorini belgiiayrniz:

Bx = (x2, x3, . . . ,  xn+1, . . . ) .

Endi B A  operatorning x  € £2 elementga tasirini qaraymiz.

BAx  = B(Ax)  = B  (0, :n, x2, . . . ,  .. .) =  (xi, x2, . .. ,  xn, . . )  = Ix.

Demak, B  operator A  uchun chap teskari operator ekan.

32.2. 32.1-misoldakeltirilgan A : t2 —<► l 2 operatorga o‘ng teskari operator 

mavjudmi?

Yechish. Faraz qiiaylik, A  ga o‘ng teskari operator inavjud boisin. Uni 

G : l 3 —r i 2 orqali belgilaymiz. 32.1-tasdiqqa ko‘ra (32.1-misolga qarang) 

B = C  boladi, ya'ni

Cx = (x2, x3, . . . , x n+1, . . . ):

B u n d a n  ta sb q a r i te sk a ri o p e ra to rn in g  a n iq lan ish id an

334
www.ziyouz.com kutubxonasi



E n d i A C  o p e ra to rn in g  x  6  £2 e le m e n tg a  t a ’s ir in i q a ray m iz .

ACx  = A{Gx) = A (x2, x 3, . . . ,  xn+1, . . .)  =  (0, x2, . . . ,  xn, .. .) #  lx.

Demak. C  operator A  uchun o‘ng teskari operator ernas ekan. Bundan A  

uchun o‘ng teskari operatorning mavjud ernasligi kelib chiqadi.

32.2-tasdiq. Agar A uchun bir vaqtda ham o‘ng teskari, ham chap teskari 

operatorlar mavjud bo'lsa, u holda A teskardanuvchan operator bo'ladi va 

A _1 = B  = C tenglik 0 ‘rinli.

32.2 tasdiqning isboti 32.1-tasdiq va (32.1) tengiikdan kelib ehiqadi.

32.1-teorem a. A chiziqli operatorga teskari bo'lgan A - 1  operator haro, 

chiziqlidir.

Isbo t. Shuni aytib o'tish kerakki, Im A  = D(A~l) eiiidqh ko'nxilhlikdir. 

Shunday ekan ixtiyoriy cq, a2 sonlar va ixtiyoriy y\, y2 € I m A  elementlar 

uchun

A -1  (o i  y\ +  a2 y2) =  ct\A ly\ +  a2A xy2 (32.2)

tenglikning to'g'ri ekanligini ko'rsatish yetarli. Ax\ = y\ va A x2 =  y2 deymiz. 

A chiziqli bo'lgani uchun

A  (0 .1 x\ 1 a 2 x 2) = a\y\ +  a2y2. (32.3)

Teskari operator ta'rifiga ko‘ra, .rj =• A~ly\, x 2 = A~ly2. Bu tengliklarm

mos ravishda q-j va a2 soniarga ko‘paytirib qo'shsak,

a\ .t'i +  Q'2 x 2 a \A  ly\ +  a2A ly2.

Ikkinchi tomondan, (32.3) dan va teskari operatorning ta'rifidan 

ot\ X\ + a2 x2 =  A l (cv\y\ +  a2y2)

tenglik kelib chiqadi. Oxirgi ikki tenglikdan (32.2) tengiikni olamiz. A
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32.2-teoreina (Teskari operator haqida Banax teoremasi). A  operator X  

Banax fazosini Y Banax fazosiga biyektiv aksiantiruvchi chiziqli chegaralan- 

gan operator ho‘lsin. U holda A~l operator mavjud va chegaralangan. 

Teoremani isbotlashdan oldin quyidagi lemmani isbotiaymiz.

32.1-lemma. M  to‘plam X  Banax fazosining hamrna yerida zich ho'lsin. 

IJ holda ixtiyoriy riolmas y € X  eiementm

y — j/i +  2/2 +  ••• +  ?/» h—

qatorga yoyish mumkm. Bu yerda yk G M, j| yk j| < 3 • 2~k • || y | | , k £ N.

Isbot. ?/i, j/2, . . .  eiementlami ketma-kef, cjnramiz. M  to'plam X  Banax 

iazosining hamma yerida zicli bodgani uchun, shunday yi s  M  mavjudki,

\ \ y - y i \ \ < ^

boMadi. y2 G M  elementni shunday tanlaymizki,

'Mly -  vi -  V2 < ‘i

bo'lsm. I'lndi </;, € M oloinentni slmnday tanlaymizki,

ii/llI y -  vi — 2/2 — ?/31 <
8

lxi.juril.siii. Umuman yn € M  elementni shunday tanlavmizki,

!!?/!!
I 2/ — 2/1 — 2/2 -  y -i - !Jn <

- 2”

ho'lsin. Bunday tanlash mumkiu, clmnki M  to'plam X  ning hamma yerida 

zieli. yn € M  elementlarning tanlanishiga ko‘ra

lim

ya m

y - ^ V k
fc= I

IX'

I >
1=1

=  0,
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qator yaqiniashadi va uning yig'indisi y ga teng. Endi yn € M  elementlarning 

normalarini baholaymiz:

I! yi II =  II yi - y  + 1/|| <  II yi -  y\\ +  II y II <  +  II y II < ^  II ^ II j

IIV2 II =  II2/2 +  2/i - y  + y -  yi II < II2/2 +  2/1 -  2/11 +  II y -  2/1 II <

<-■ M  4. M  < 3 H^H
“  4 ' 2 “  22 ’

va nihoyat

II Vn || =  || 2/n +  Vn-l + -----b >Jl ~  V +  V ~  V l --------- 2/n-lII <

< II 2/n +  2/n—1 + -----h ?/l — 2/ || +  II y  — 2/l---------?/n—1 || <

< M  +  M < M  A
-  2” 2n_1 _  2n '

32.2-teorem aning isboti. A biyektiv akslantirish boMganligi uchun -4" 1 
operafcor mavjud va D(A~l) = Y . Endi Y  fazoda

Mk = { y e Y  : | |  + - 1?/ i l<^ll?/ l l} .  * =  1, 2, -..

to'plamlarni qaraymiz. V' fazoning ixtiyoriy elem enti Af* to'plamlarning biror-

tasida yotadi. Shuning uchun

OO
Y  =  U  M*•

k=l

Ber teoremasiga ko'ra, Mk to'plamJarning birortasi qandaydir B  c + sharda 

zich bo'ladi. Faraz qilaylik, M„ to'plam B  sharda zich bo'lsin. B  shar ichida 

sharsitnon P qatlam olamiz, ya'ni

P  = {z e  B  : ji < || z -  t/o|| < «} , 0 < ,6 < a, y0 € M n.

P  qatlamni markazi nolda bo'ladigan qilib parallel ko'chiramiz va

P0 = { z : Y  : 0 < \ \ z \ \ < a }
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sharsimon qatlamga ega bo'Iamiz. Birorta «o € N uclxun lvl„B to'plam P0 da 

zich bodishini ko'rsatamiz. Agar z  £ P  fi Mn bo'lsa. u holda z  — y0 £ Aq

bo'ladi. Bundari t;ashqari

| | ^ - S t o ) l | < 1 1  A-'zW +  1 1  -  1 1  A-'zW +  || A-'yoW <

< n || 2 1| +  n || ?/0 II = n { \ \ z -  y0 + ?/0|| +  |j y0||) < n (II * -  ?A)|j +  2 |j J/o||) =

=  n  II - -  m\\
I * -  Uo\\

< «11 z-yo i i  i +
2  || 2/o I

d
(31.4)

Ma'Iumki. n  ( 1 + 2 |W
0

miqdor z ga bog‘liq emtis va biz

n0 1 + n
0  )

deb olamiz. U holda (32.4) ga ko'ra, z — y0 £ M„0 bo'ladi. Mn to'plamning 

P  qatlamda zich ekanligidan Mn0 to'plamiiing P0 qatlamda zich ekanligi 

kelib chiqadi. Endi Y dan ixtiyoriy nolmas y element olamiz. Shunday A

son mavjudki, fi < || Xy || < a  tengsizlik o'rinii, ya'ni Xy £ P0 bo'Iadi. Mn0

to'plam P 0  qatlamda zich bo'lgani uchun Ay  ga yaqinlashuvchi i / k  €  M n 0

ketma-ketlik qurish murnkin. U holda y^/X  —» y . Ravshanki, yjg £ Mn0 bo'lsa,

u holda ixtiyoriy A ^  0 uchun — £ M n 0  bo'ladi. Shuuday qilib, M n 0  to'plam
A

Y /  {0} da zich va. dernak, Y  ning o'zida ham zich.

Endi ixtivoriy nolmas y  £  Y  elementni olamiz va 32.1-lemmaga ko'ra M n 0

to'plamning elementlari orqali qatorga yoyamiz:

V — Vi +  2/2 H------ b Vn H-----. || Vk || < 3 • 2 k |! y \\, k £ N.

X  fazoda x* — A~lyig elementlardan tuzilgan qatorni qaraymiz:
00 OG

-l'k  =  £  1 1 3^2 +  ’  '  ’ +  x n  +  '  -4 l Vk-  ( 3 2 . 5 )
k~l k=l

Bu qator qandaydir x £ X  elementga yaqinlashadi, chunki 

II II = || +_1?/fc|| < «o II 2/fcll < 3'N0~n“
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va.

5 >
Jb-1

oo oo ^< EII ■'■‘II - 3,,« II2/11 E 2* = Zn° II 'yll
k - l Jtt-1

(32.5) qatorning yaqinlasiiuvchiligicla.il va A  ning uzluksiziigida.n

( oo \ /  oo \  co oo

X>) = n,ini '4 (Ex* = EAr* = Ey* = y-
k^ l /  \J t=  1 /  t-^1 t = l

Bu yerdan x  = A~ly  ekanligi kelib chiqadi. Bundan tashqari

||-4 'y  || =  ||*  || < 3u0 |!?/1|.

Bu yerdan |j A~l || <3*no tengsizlik kelib chiqadi. Shunday qilib, A~1 ope- 

ratorning chegaxaiangan ekanligi isbotlandi. A

Berilgan operatorga teskari operatoming mavjudligini ko'rsatish birmuncha 

osonroq, iekin teskari operatorni topisli inasalasi niurakkab masaladir. Shuning 

uchun teskari operatorni topishni soddaxoq holdan. ya’ni qaralayotgan faiao 

odchami chekii bo‘lgan hoidan boshiaymiz.

32.3. A : R3 —> R3, Ax = (a:i, x% +  xi, x$) operatorga teskari operator 

mavjudini? Agar mavjud bo‘lsa, uni toping.

Yechish. Berilgan A  operatorga teskari operator inavjud bodishi uchun, 

ixtiyoriy y € Im A  = R3 da Ax = y tenglama yagona yechirnga ega bodishi 

kerak. Endi Ax = y  tengiikdan x  ni topamiz:

Ax = y (.rx, x2 + xi, .t3) =  (?/!, y2, y-i).

Buiidan

ya'ni

:j:i =  m *i =  ?/i

< X i +  X 2 =  ?/2 *2 =  '«2- * l

-r.'i = 2/3 2:3 =  ify

(t i , x2, x<i) = (yi, y2 -  yi, y3) = A ly.
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Shunday qilib, A  operatorga teskari ojjerator mavjud bo‘lib u

.4_1 : R 3 —► R3, A~lx  =  (xlt x 2 — xi,  X3)

ko'rinishga ega. 32.1-teoremaga ko‘ra, u chiziqli operator bo'ladi. A

32.4. 32.3 inisolda qaralgau A  : R 3 —» R 3 operator teskari opexatorlar 

haqida Banax teoremasi shartlarini qarioatiantiradirni?

Yechish. X  — R3 va Y = R3 lax Banax fazolari bolganligi nchun A  

akslantirishning biyeksiya ekanligini ko‘rsatish yctarli. R 3 fazodaii ixtiyoriy 

ikkita turli x  =  x 2, X3) va y = (yi, y2, y^) elernentlarni olamiz va

Ax Ay ekanligiui ko'rsatamiz. Teskaridan faraz qilaylik, Ax — Ay = 4) 

bo‘lsin. So‘nggi tenglikdan x  — y  ekanligiga kelamiz. Bu qarama-qarshilik A  

akslantirishning inyektiv ekanligini ko‘rsatadi. 32.3-misolda ixtiyoriy y £ R3 
uchun Ax = y tenglama yagona yediimga ega ekanligi ko‘rsatilgan edi. Bu 

esa A akslantirishning syuryektiv ekanligini ko'rsatadi. Demak, .4 biyektiv 

akslantirish ekan. A

32.1. Teskari opera to rla r haqida b a ’zi teo rem alar 

Biz bu bandda operator teskarilanuvchan bolishining zaruriy va yetar- 

li shartini keltiramiz. Shuningdek teskari operator mavjud va chegaralangan 

bo‘lishining yetarli. zamr va yetarli shartlarini keltiramiz.

32.3-teorem a. A : X  —*■ Y chiziqii operator teskarilanuvchan bo‘lishi 

uchun Ax — 9 tenglama faqat x  = 6 yechvmga ega bo ‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. A  teskarilanuvchan bo'lsin. U holda A x = 9 tenglama 

yagona yechimga ega bo'ladi. A  chiziqli ho'lgani uchun bu yeohim x  = 9 

bodadi.

Yetarliligi. Ax = 9 tenglama faqat nol yechimga ega bolsin, u hoida ix- 

tiyoriy y e  JmA  uchim Ax = y tenglama yagona yechimga ega bodadi. 

Teskarisini faraz qilaylik, biror y  € Im A  uchun yechim ikkita bo'isin, ya'ni 

.4xi =  y, Ax2 =  y . U holda A(xy — x2) = 9 bo'ladi. Shartga ko‘ra,
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A:ci — x2 — 0. Bimdan X \ — X2-

32.4-teorema. X  chmqli normalangan fazoni Y  ckiziqli normalangan 

fazoga akslantiruvchi chiziqli A  operator berilgan bo'isin. Im A  da chega- 

ralangan A~l operator mavjud bo‘lishi uchun, shunday m  > 0 son mavjud 

bo‘lib, ixtiyony x  € D(A) lar uchun

|| Ax  || > m  || x  || (32.6)

tengsizlikning bajariUshi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. A~l mavjud va chegaralangan bo'lsin, ya'ni

WA-'y  || < ^ l h / | | ,  V y e l ) ( A ~ l ).

U holda

|| Ax  || =  || y || > m || A~ly || =  m  || x  | | .

Dernak, (32.6) shart o'rinli.

Yetarliligi. (32.6) shartdan A  operatorning o'zaro bir qiyrnatii ekanligi ke- 

lib chiqadi. Teskarisini faraz qilaylik, (32.6) shart bajarilsinu A  o'zaro bir 

qiymatli akslantirish bo'lmasin. U hoida shunday xi, X2 € D(A),  rtq ;t'2 
elernentlar rnavjudki,

Axi = y, A x 2 =  y-

Bundan A(xi  — x 2) — 0 ekanligi kelib chiqadi. (32.6) tengsizlikka ko‘ra,

0 < m || .x'i -  x 2 1| < || A (xi -  x 2)\\ = 0.

Bu verdan Xi =  x2 qarama-qarshilikka kelamiz. Dernak, A — o'zaro bir qiy- 

matli akslantirish ekan. Shuning uchun, teskari A~{ operator mavjud. En- 

di A~* operatorning chegaralaugan ekanligini ko'rsatarniz. (32.6) tengsizlikka 

ko'ra.,

|| x  || < 1| Ax  | | .
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Ixtiyoriy y = Ax  € Im A  uchun

Bu yerdan A  1 operatorning chegaralaugan ekanligi harnda

i

tengsizlik keiib chiqadi. A

Endi 32.3 va 32.4-teorema shartlarining bajarilishiga doir misollar qaraymiz.

32.5-misol. C[0, 1] fazoda x  ga ko‘paytirish operatorini, ya'ni

operatomi (29.8-misolga qarang) qaravmiz. Bu operator 32.3-teorema shart- 

larini qanoatlautiradimi? B  teskarilanuvchan operator bodadimi?

Yechish. B  operatorning chiziqli ekanligi oson rekshirila<li. Endi B f  =  0 

tenglamani, ya'ni x f ( x )  =  0 tenglamani qaraymiz. Bu tenglama C[0, 1] 

fazoda faqat f (x)  = 0 yechimga ega. B  operator 32.3-teorema shartlarini 

qanoatlantiradi. Demak, B  — teskarilanuvchan operator, ya'ni B  ga teskari 

operator mavjud.

32 .6 .32.5-misolda qaralgan x  ga ko'paytirish operatori (Bf ) (x)  =  x  f (x) ,  

f  € C[0, 1], 32.4-teorema shartlarini qanoatlantiradimi?

Yechish. Ma'lumki, B  — chiziqli operator. B  operator uchun 32.4-teore- 

maning (32.6) sharti bajarilrnasligini ko'rsatamiz. Buning uchun C[0, 1] fazo- 

da har bir elementining normasi 1 bo'lgan (32.1-chizma) {gn} ketma-ketlikni

B  : C[0, 1]-+C[0, 1], (Bf ) (x)  = x f ( x )

l

1

32.1-cliizm a
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9n(x) =

qarayraiz. Endi

1 — nx, agar x  e  [0, 1 /n] 

0, agar x e  [ 1/n , 1] 

B g n \\ nonnani hisoblaymiz:

|| B gn \\— max | (B  <?„ )(x)| =  max |x yn(a;)l =  max k  — nx2
0 < * < l  0 < z < 1 /n

Istalgan rn > 0 son uchun shunday «o natural son mavjudki 

tcngsisslik o'rinli bo'ladi. Bu yerdan kelib chiqadiki,

_1
’ 4n0

llft.ll-

<: m

ll5 ^ | |  =  ^ l l l /n i l  < m  II £f„|| .

Demak. B  operator udiun (32.6) tengsizlikni qanoatlantiruvchi m  > 0 son 

mavjud emas. 32.5-rnisoida ko‘rsatildiki, B  ga teskari operator mavjud, lekin

32.4-teoremauiag sharti bajarilmaganligi uchuu. B  ga teskari operator cliega- 

ralanmagan bodadi. A

32.7, Endi L2[—l, 1] Hilbert fazosini o‘zini-o‘ziga aksiantiruvchi

A  : L2[ - 1, 1] L2[ - l ,  1], (Af ) (x)  =  (x2 +  1) f (x)

operatorni qaraymiz. +  operator 32.4-teorema shartlarini qanoatlantiradimi? 

A  ga chegaralangan teskari operator mavjudmi?

Yechish. A  operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriiadi. Endi A  ope- 

rator ucliun 32.4-teoremauiug (32.6) sharti bajarilishini ko‘rsatarniz. Buning 

ucbun || A f  || normani quyidan baholayiniz.

II A f  ||2 =  I  ̂  | (x2 +  1) f (x)  |2 d x >  I J  f (x)  |2 dx =  || /  ||2 .

Biz bu yerda jx2 +  lj > 1 teugsizlikdan hamda iutegralning monotonlik xos- 

salaridan foydaJandik. So‘nggi tengsiziikdan || A f  || > ||/1 | tengsizlik keiib 

chiqadi. Bu yerda m > 0 son sifatida (0, 1] dagi ixtiyoriy sonni olish mumkin.

32.4-teorema tasdig‘idan foydalansak, A  ga. chegaralangan teskari operator
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mavjudligi hainda |j j4-1 || <  1 teugsizlik keiib cliiqadi. Aslida |j A_1|| =  1

tenglik o'rinli. A

32.5-teorem a. X  — Banax fazosi va, A  e  L(X)  . Agar || A  j| < q < 1 

bo‘lsa, u holda 1 — A operator uchun chegaralangan teskari opcrator mavjud. 

Isbo t. L(X)  faooda quyidagi formal qatorni qaraymi%:

I + A  + A2+ ■■■ + , 4” +  • • • . (32.7)

Ma-lumki, \\A2\\ < |j A ||2. Xuddi shuiiingdek. j| v4” || <  j| Ajj” . Uholda(32.7) 

qatorning

Sn = I  +  i t  ^
k=1

qismiy yig indilari ketma-ketiigi Koshi shartini qanoatiantiradi, ya’ni

|| S n+P -  5fl|| =  || A "+1 +  /ln+1 +  • • • +  A *+>|| <

< qn+l + qn+2 H------ h qn+p -+ 0, n oo.

(32.7) qatorning qismiy yig'indilari ketma-ketligi Sn — fundamentai ekan, 

L(X)  := L(X,  X )  to!la bo'lgani (31.1-teoremaga qarang) ucliun

S„ -> S  e  L(X).

Shunday qilib, OQ
I + J 2 Ak = s -

k - i

Bundan tashqari

S(J -  /1) =  lim Sn(l -  A) =« ~>oo
=  lim (1 + A +  A2 + ■ ■ ■ + An -  A -  A2 ---------An+l) =

n -»oo '
=  lim ( I - A n+1) =  / .

n—* oo '
Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, (7— A)S =  7. Dcmak, S  operator T—A

operator uchun teskari operator ekan. S  operatorning normasi

i i s j i < y > 4 n i i ^ E ^
n—0 n—0

i
T'SSTi
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Demak, S  = (1 — A) 1 operator chegaralangan va uning normasi

i is iH ic -^ r 'I IS j^
tengsiziikni qanoatlantiradi. A

32.1- na tija . X — Banax fazasi va ,4 e  L( X)  bo'lib, ||^4|| <  9 < 1 bo ‘ha, 

u holda 1 + A perator uchun chegaralangan teskari operaior mavjud.

Natijaning isboti 32.5-teoremadan kelib chiqadi va

( /  +  ,4)_1 =  /  -  4  +  .42------+  (—1)"4" +  • • •

tenglik o'rinli.

32.2- lem m a. Agar A, B  e  L( X)  bo'hb. 4 _i , / i_1 e  L(X)  bo‘lsa, u 

holda A B  operatorga chegardangan teskari operator mavjud va (AB)~l = 

i / ”1/4_1 tenglik o'rinli.

Lemmaning isboti A B  B~lA~l = I, B~lA_1AB = l tengiikiardan 

hamda 32.2-tasdiqdan kelib chiqadi.

32.8-teorem a. A € L( X)  operatorga chegaralangan teskari operator mavjud 

bo ‘Isin. Agar A' : X  —► X  operatoming normasi

I M ' I K i r A

tengsizlikni qanoaUantirsa, u holda B =  .4. — A! operatorga chegardangan 

teskari operator mavjud.

Isbo t. B  operatomi quyidagicha yozib olamiz: A  — A' = A (l  — A~lA ') . 

Endi A~lA' operatorning normasiui baholaymiz:

|| A -1+ ' | | < | | A - 1| | . | | 4 /| | < 1 .

32.5-teoremaga ko'ra, /  — A~lA' operatorga, chegaralangan teskari operator 

inavjud. U holda 32.2-lemmaga ko‘ra. A(1 — A~lA') operator ham teskari- 

lanuvchan bo'Iadi, harnda

B~l ( I - A ~ lA') l A ~ \  || i? -1!! < (I  -  A~lA') 1
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munosabatlar o'rinli.

32.8-misol. Parametr A € ® ning qanday qiymatlanda

A

(I  -  XA)f (x)  = f ( x )  -  X f  cosx sin y f (y)  dy, f  € L2[-n , x]
J — 7T

operatorga 32.5-teoremani va uning 32.1-natijasini qo'llash mumkin?

Yechish. A  € L(L2[—rr, 7r]) ekanligini tekshiramiz. Shu maqsadda ixtiy- 

oriy / ,  g £ L2[— 7r, 7t] eiementlarni va ixtivoriy a, 0  € C soniarni olamiz va 

A  operatoming o.f -f j3g eiernentga ta'sirini qarayiniz:

( A ( a f  + /3g))(x) = f  cosx sin y ( a f  + f3g)(y)dy =
J — TX

= a I cosx sin y f (y)  dy + j3 I cosx sin y g(y) d(y) =

Biz bu yerda integraining additivlik va bir jinslilik xossaiaridan foydaiandik. 

Endi A operatorning chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun 

||j4 /|| norma kvadratini baholaymiz:

Endi Koshi-Bunyakovskiy — |( /, fl)| <  | |/ ] | • j|g || tengsizligidan hamda

avniyatlardan va cos 2ic ning 1 ga ortogonalligidan foydalansak, (32.8) dan

= a(Af)(x)+/3(Ag)(x) .

(32.8)

H-4/II2 < tt2 |!/|!2 (32.9)

tengsizlik kelib chiqadi. (32.9) dan

A f  || <  7T | | /  || || A|| < 7T (32.10)
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tengsiziikka ega bo'laniiz. ikkincbi tomondan fo(x) = sin x  desak, u holda 

(Afo)(x) 7rcosx va, ||/o|| =  y ji, ||.4/o|i =  tt ||/0|| bo‘ladi. Madumki,

j 0
va, (32.10) dan foydalansak, || A || =  tt tenglikka ega bodamiz. Bu yerdaii

barclia A € ( ---- , — ) lar ucbun ||A .4|| < 1 tengsizlikning bajarilislii
\  7T 7T J '

kelib chiqadi. Demak, 32.5-teorema. va uning natijasiga ko‘ra, barciia A e

( ^ iarda I — XA  operatorga teskari operator mavjud va chegaralan- 
\  vr' 7T)
gan. 32.5-teorema sliartlarining bajarilishi I — A A operatorga teskari operator 

mavjud va, chegaraiangan bodishini ta'minlaydi. Lekin A 4. ( — , ekan-
\  7T 7T /

ligidan I —XA  operatorga chegaralangan teskari operator mavjud emas degan

xulosa keiib chiqmavdi. A

Navbatdagi misolimiz bu hkrimizni tasdiqlaydi.

32,9. Parametr A ning A € ( -- , — ) qiyrnatlarida
\  7T 7T J

(I -  X A ) f ( x )  = f  (x) -  X f  cos x  sin y f  (y) dy, f  e L2 [-'/(, /f]
J — K

operatorga 32.5- teoremaui qoilab. unga teskari operatorni toping.
/ 1 1 \

Yechish. 32.8-misolda A e  ( ----, — ) qiymatlar uciiun I — A A opera-V 7i n ;
torga teskaii operator mavjudligi ko‘rsatiigan edi. Bu misolga 32.5-teoremani 

qoilashimiz uchun A operatorning darajalarini hisoblashimiz kerak. Dastlab 

A  operator kvadratini hisoblaymiz:

f  r  N-( A2f )  (x) =  A 'y j  cos x sin y f  (y) dy j  =  

I  cos x  sin t ( ^ j  cos t sin y f  (y) dy ) dt. (32.11)

(32.11) tenglikda. t bo'yicha iutegraini hisobiash mumkin. Agar biz

cos t sin t dt = 0fJ —7T
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tenglikni hisobga olsak. A2 — 0 ga ega bc/iamiz. Bu tenglikdan bsrcba n  >  2

larda An =  0 ekaniigi kelib diiqadi. Natijada biz, S  = 1 +  A A = (1 — A .4)~1 
ga ega bo‘iamiz. Haqiqaia.ii harn,

( J - X A )  (1 + XA) = 1 + XA  — XA -  X2A2 = 1

va

(1 +  A A) (1 — X A) = 1 — X A + \ A  -  A2d 2 =  1

tengliklar o‘rinli. Isbot jarayonidan ma'Iuin bo'Idiki, bardia A € R larda 

I — XA  operatorga teskari operator mavjud va ehega.raia.ngan bo'Jadi.

32.10. Parametr A € IR. ning qanday qiymatlarida

( B f )  (x) =  (1 +  x2) f  (x) -  X !  x y  f  (y) dy, f  6 L2 [-1 , 1] (32.12)
J -1

operatorga 32.6-teoremani qo'llash mumkin?

Yechish. B  operatomi A —\ A '  ko‘rinishda yozib olarniz. A  e  1, 1])

operator sifatida (32.'7-misolga. qarang)

( Af ) ( x )  = (x2 + i ) f ( x ) , f  1]

ni, A'  e  L (L2 [— 1, 1]) operator sifatida esa

(A' f )  ( x ) =  j  x y  f  (y) dy, f  e  h 2 [-1 , 1]

ni olamiz. 32.7-misolda A  operatoming teskarisi mayjud va || =  1 ekan-

ligi ko‘rsatilgan edi. 32.6-teoremani (32.12) tenglik bilan auiqlaugan B  = 

A — A A! opm torga qo'llasliiiiiiz uchuu

IIAd'H < — L -  =  l  (32.13)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan \  ning bardia qiymatlarini topishimiz kerak. Shu 

maqsadda A' operatorning normasini topamiz. Buning uchun \\A' / | j  norma

kvadratini baholaymiz:

A ' f \ f  =  j  ̂ J j  x y  f ( y ) <hj
2

dx =
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x 2 dx '
J ~  1 -1

y f  (v) dy < ( | ) 2 i l / ! l !

Biz bu yerda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan harnda

/ :
x  2 dx

tenglikdan foydalandik. (32.14) dan

(32.14)

i m i <

tengsizlik kelib chiqadi. Ikkinchi tomondan f 0 (x) = x  desak, u hoJda 

2

(32.15)

(A' f0)(x)  = Z - x  = l . f 0 (x) va P 7 o || = | • !|/o|i, ||/o|| = |

bo'ladi. Ma'lumki,

\A'\ /oH _ 2
l / o l l  3

(32.16)

(32.15) va (32.16) lardan |j /bjj =  -  tenglikka ega bo'lamiz. Bu yerdan baoar-
3 3

cha A €  ̂ 2’ 2 ) *ar uĉ un (32.13) ning, yani |j A A '|| <  1 tengsizlikiiirig

bajarilishi kelib chiqadi. 32.6-teoremaga koi-a, barcha A € larda-

B  operatorga teskari operator mavjud va chegaralangan. 32.8-misoldamdek, 

^ 4 2> ekanligidan B operatorga chegaralangan teskari operator

rnavjud emas dega.11 xulosa kelib chiqmaydi. A

32.11. Quyidagi operatoining teskarilanuvchan emasligini koi'sating

d  : C  [0, 1] -  C [0, 1], (Af )  (x) = f ( 0 ) x + f  (1) :c2. (32.17)

3

Yechish. Maiurnki, chiziqli operator tesfoirilanuvchan boiishi uchun A f  = 

0 tenglama faqat f (x) = 0 yechimga. ega boiishi zanir va yetarli. (32.17) for- 

mula bilan beriigan A  operator uchun /„ (x) = x (1 -  x) funksiyani olsak, 

/0 (0) =  /0 (1) =  0 boigani uchuii

( Ah)  ( x ) = f 0 (0) x  + h ( l ) x 2 = 0.
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Deinak, A f  = 0 tenglama nolmas /o yechimga ega, 32.3-teoremaga ko‘ra, A  

operator teskarilanuvchan einas. A

M ustaqil ishlash uchun savoi va topshiriq lar

1. Teskarilanuvchan operator ta'rifini kehiring.

2 . Chiziqli operatorga teskari operator har doirn chiziqli Wladimi?

3. Chiziqli chegaralangan operatorga te.ska.ri operator rnavjud bo‘lsa, u chi- 

ziqli chegaralangan bo‘ladimi9 Misollarda tushuntiring. 32.5, 32.6-misol- 

larga qarang-

4. A chiziqli ope.ratorni.ng gadrosi K erA  nohnas elementni saqlasa. u 

holda A  ga teskari operator mavjud bo ‘lishi mumkinmi?

5. 32.10-misoldagi B  operatorga teskari operatomi toping.

6. 32.5-misolda keltirilgan B  operatorga teskari operatomi toping. B~l 

operatoming amqlanish sohasini toping. D{B~l) = C  [0., 1] tenglik to ‘g ‘- 

rimi? Agar bu tengltk to‘g ‘ri bo'lmasa, D(B~l) to‘plam C  [0,1] fazomng

hamma yerida zichmi?

7. Ko'paytirish operatori A  : l i  —* £2, (A x)n = a„xn ning teskarilanuv- 

chan bo'lishining zamr va yetarli shartini toping.

8. Ko‘paytirish operatori A : £2 —► £2, (A%)n =  anxn ga. chegaralangan 

teskari operator mavjud bo ‘lishining zarur va yetarli shartini toping.

9. Ko'paytirish operatori A  : £2 —> £2, ( Ax ) n = n~lxn ga teskari. opera- 

torni toping. U chegaralangan operator bo'ladimi?

10. Ko‘paytirish operatori A : ./^[—1,1] —> Z.2 [— 1, 1], ( A f ) ( x )  =

[r] f ( x )  ga teskari. operator mavjudmi? Bu operatoming yadrosini to-
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ping. dim K erA  = oo tengUk to'g'rimi? Bu yerda [rc] deb x  sonming 

hutun qismi helgiiangan.

33- §. Q o 'shm a opera to rlar

Bu paragrafda biz Banax va Hilbert fazolarida aniqlangan operatorlarga

qo'shma operatorlarni qarayiniz va ularning ayrim xossalarini o'rganamiz. 

33.1. B anax fazosida qo‘shm a o pera to rla r 

X  chiziqli normalangan fazoni Y  chiziqli normalangan fazoga akslantiruv- 

chi chiziqli uzluksiz A  operator berilgan bo'lsin, ya’ni

A : X  - f  Y, y = Ax € Y, D(A) = X.

Bizga ixtiyoriy g : Y  C chiziqli chegaralangan funksional berilgan 

bo'lsin. Bu fimksionalning y =  Ax  etementga ta ’sirini qaraymiz g ( y )  =  

g(Ax).  Osongina ko'rsatish mumkinki, g(Ax)  funksional X  da aniqlangan 

biror chiziqli /  fanksionalni aniqlaydi. Shunday qilib,

g ( A x ) = f ( x ) .  (33.1)

Endi (33.1) tenglik bilan aniqlangan /  funksionalning chiziqli ekanligini ko‘r- 

satamiz:

f (a\Xi  + a 2x 2) — g(A(a\X\  +  a 2x 2)) g(a\A xi + a2Ax2) =

=  a\g(Ax  i) +  a2g(Ax 2) = a \ f ( x \ )  + a2f ( x 2). (33.2)

(33.2) tenglik barcha x lt x 2 £ X  va ixtiyoriy a ly a2 € C  lar uchun o'rinli. De- 

mak, /  chiziqli funksionai ekan. Endi uning diegaralangan ekasiligini (uzluk- 

sizligini) ko'rsatamiz. Ixtiyoriy * € X  uchun

\ f ( r)\ =  \d(‘4x)\ < || £|| • || A .r|| <  |! <?|| ■ || A  || • || x  ||

tengsizlik o'rinli. Bu yerdan /  funksionalning chegaralanganligi kelib chiqadi.
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Agar /  funksionalning x  imqtadagi qiymatini ( f , x )  deb belgilasak, u 

holda

( f , x )  = (g,Ax).  (33.3)

33.1- t a ’rif. Bizga X , Y — chiziqli nonrudangan fazolar va A : X  —> Y  

cluziqli chegaralangan operator herilgan bo ‘Isin. Agar biror A* : Y* -+ X* 

operator va harcha x e  X , g € Y* lar vxhun

(g, Ax) =  (A*g, x)

tenglik o'rinli bo'lsa, A* operator A ga qo'shma operator deyiladi.

Demak, har bir g € Y* funksionaiga (33.3) tenglik bilan aniqlanuvchi 

/  e  X* funksionalrii mos qo'yuvchi A* : Y* —► A'* operator A  operatorga 

qo‘shma opemtor deyiiadi.

Qo'shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:

1. A* operator chiziqii.

2. (A + B)* = A* + B*.

3. Ixtiyoriy k son uchun (k.A)* = kA*.

4. Agar A  uzluksiz bo'lsa, u holda A* ham uzluksiz bo'ladi.

Aniqrog'i, quvidagi tasdiq o'rinli.

33.1- teorem a. Agar A € L(X,  Y)  bo'ka, u holda A* e  L(Y*. X*) bo‘ladi 

va ||j4*|| =  ||A || tenglik o ‘rinli.

Isbot. Punksionai hamda operator normasining xossalariga ko‘ra, 

|(A*<7,x)|  =  |(.q,Aa:)| < ||y|| | |A r | |< | |A | |  ||.9|| || x | | .

Bu yerdan

< ||-11| ||.,:i

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak,

||,4*|| < ||A || (33.4)
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Eudi x  G X , Ax ±  0 sharfcni qauoatiautiruvchi ixtiyoriy eleiueut bo'isin, yg =
Ax

p p - j j  € Y  deyiniz. Ko'rinib turibdiki, ||?/oj! =  1. Xan-Banax tooremasining

30.1-uatijasiga ko'ra. shunday g : Y -* C fuiiksional inavjudki. ||gi jj =  1 va

(j(yo) = IN I = i, yahii

s(» ) = K p ^ ) = r a i 9<-4 l ) = 1 '
Bu yerdan,

g{Ax) — \\Ax |!

tenglikka ega bo'lamiz. U holda

IIAx\\ =- g(Ax) = I (A*g)(x) \ <  ||.d*.g|| ||x || < ||M*|| ||9 || ||x|| =  ||A*|| ||x || 

inunosabatdan

II A II < M* II (33.5)

tengsizlikni olamiz. (33.4} va (33.5) munosabafclardan

II *  II =  IM* II

tenglik kelib cliiqadi. A

33.2. H ilbert fazosida qo‘shm a o p e r a t o r l a r  

Ma'lumki, Hilbert fazosiga. qo‘shma fazo uning o'ziga izomorf, yahii H = 

H* (tcnglik izomorfizm ma'nosida). Shuning ucliun Hilbert fazolarida qo'shma 

operatorlar xossalarini o‘rganish ancha qulay.

33 .2-ta’rif. H Hilbert fazosi va A e  L(H) operator benlgan bo ‘Isin. 

Agar biror A* : H —* H operator m  ixtiyoriy x ,  y  G H lar uchun

(Ax,  y) = (x, A*y)

tenglik o ‘rinli bo ‘Isa, A* ope-rator A ga qo ‘shma operator deyiladi.

Bu. ta'rif Banax fazosidagi qo‘shma operatorning ta'rifidan biroz farq qiladi, 

ya'ni bu yerda (kA)* = kA* (3-xossaga qarang) tenglik cririli.
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Hilbert fazosi holida A  va A* operatorlar aynan bitta fazoda aniqlangani 

udxun, ba'zan A = A* tenglik ham o'rinli bo'lishi inuinkin.

33.3- t a ’rif. Agar A = A* bo ‘Isa,. ya ’ni ixtiyoriy x, y e  H uehun

(Ax, y) = (x, Ay)

tenglik o'rinli bo'lsa, .4 operator o‘z-o‘ziga qo'shvna opemtor deyiladt.

33.4- t a ’rif. Bizga A : t l  H chiziqli operator va Hq C H qism fazo 

berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy x  € Hq uchun Ax £ Hq bo‘lsa, u holda Ho 

qism fazo A opemlorga nisbatan invariant qism fazo deyUadi.

33.1-leinma. Bizga A  : H  —* H chiziqh opemtor va Hq c  H  qism 

fazo berilgan bo‘lsin. Agar H q qism fazo A operatorga nisbatan invariant 

bo‘lsa, u holda uning ortogonaJ, toddiruvchisi bo‘lgan Hq C H qisrn fazo A* 

operatorga msbatan invariant bo‘ladi.

Isbo t. Ha.qiqa.tau ham, agar y € Hq bo‘lsa, u holda bctiyoriy x  € Hq 

uchun (A*y,x) = (y,Ax)  — 0. chunki Ax  € Hq. Demak, A*y 6 / /0 . A

Xususiy holda, agar A  — A* bo'lsa, u holda A ( H q)  C H q ekanligidan 

A(H0~) C H0 ekanligi kelib chiqadi.

Hilbert fazosida qo‘shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:

33.2-lemma. Agar A, B 6 L(H) bo'lsa, u holda

1) (cxA + /3B)* = aA* -I J3B*,

2) (AB)* = B*A*,

3) (A*)* = A tengliklar o‘rinli.

Isbot. Birinchi tenglikni isbotlaymiz:

( (aA + t3B)x, y) = (aAx + /3Bx, y) = a(A x, y) 4 B(Bx, y) =

= a(x, A*y) +  B(x, B*y) = (x, aA*y) + (x, !3B*y) = (x, (aA* +  /5B*)y). 

Bundan (aA + /3B)* = aA* +  ,8B* tenglik kelib diiqadi.
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2) ni isbotlaymiz:

((A B )x, y ) =  (A(J3x), y )  = (B x , A*?/) =  ( i,  B*A*y).

Bundan (AB)* =  tenglik kelib diiqadi.

3) ning isboti bevosita qo‘shma operator ta ’rifidan kelib diiqadi, A

Endi operatoriarning Banax va Hilbert qo'slimalarini topishga doir misollar 

qaraymiz.

33.1-misol. X  =  Y  =  ( \  va T  o‘ngga siljitish operatori bo'lsin (32.1- 

misolga qarang), ya'ni

l  X  ( 0 ,  r?-1 j X ^ i ■ ■ ■ , 1? • ■ ■)? 'X €  (-1

bodsin. T  ga qo‘shma T* operatorni toping.

Yechish. X  = (\ va Y = i\  lar Batiax fazolari bo'lganligi udiun T  

operatorning Banax qo'shmasini topamiz. Madumki, T  £ L(i{) operatorning 

Banax qo'shmasi bardia x £ t x va /  £ (({)* lar uchtm

(T*f)(x) =  f(Tx) (33.6)

tenglikni qanoatlantiruvchi va (({)* fazoni (^t)* fazoga akslantiruvchi oper- 

atordan tborat. Bizga tna'lurnki, (({)* =  m, boshqacha aytganda har qanday 

/  € (^i)* uchun shunday yagona y £ m  mavjudki,
OC'

/(* ) =  £  x kVk, y =  (2/1, m ,  • ■ • > yn, ■ ■■), y &  ™  (33.7)
k=l

tenglik bardia x £ (\ lar udum o'rinli bcdadi. Xuddi shuningdek, shunday 

C € m  mavjudki,
00

( T * f ) ( x )  =  '}T x k < ;k , C =  (Ci,<3, . . . , ( „ , ■ ■ ■ )  em (33.8)
k= 1

tenglik bareha x  £ l\  iar uchun bajariladi. (33.7) va (33.8) tengliklarni hisobga 

olsak, benlgan operator uchun (33.6) shart quyidagi ko'rinishga keladi:
OC OO OO

i/L, f̂cCfc =  x k-iVk = Y h  x kVk+i- (33.9)
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Bu tenglik barcha lar uchun bajariladi. Xususiy holda. (23.8) tenglik bilan 

aniqlanuvchi {ek — (0, . . . ,  1,0... .)}, k € N elementlar uchun (33.9) tenglik

Ck, = Vk+h it = 1,2,..., 11, . . . 
aylanadi. Shunday qilib, T* : rn m  operator

T*y = y2. . . . , y n , . . . )  = (y2, -y3- •••, Vn+u • • •), V € m

formula bilan artiqlanar ekan.

33.1-teoremaga ko'ra, T  e L ( X , Y ) ekanligidan T* € L(Y*,X*)  ekan- 

Mgi kelib chiqadi va \\T\\ = ||i/'*|| tenglik bajariladi. Qaralayotgan rnisolda

33.1-teoremaning o'rinli ekanligini tekshirib ko'ramiz. T* operatorning chiz- 

iqli ekanligi uning aniqlanishidan ko‘rinib turibdi. — ||I/'*|| tenglik baja- 

rilishini kohsatamiz. Haqiqatan ham,
OO

P'll = SUP \\T x \\ = sup = L'
!l®il=l llzfM k=l

P 1  =  sup \\T*y\\ = sup \yk\ = 1.
11̂ 11=1 2<|yfc|<oc

33.2. t 2 fazoda ko'paytirish operatorini. ya’ni (29.9-misolga qarang)

A : t 2 —> t 2, (Ax)n = anxn, sup |a„| = a < oo (33.10)

operatorni qarayrniz. Uixga qo'shma operatorni toping.

Yechish. X  = Y = t 2 Hilbert fazolari bo'lganligi uchun A ga Hilbert 

ma’nosidagi qo‘shma operatomi topamiz. A operatorning chiziqli va chega- 

ralanganligi 29.9-misolda kobsatilgan. A  ga qo'shma operatorni topish uchun 

(Ax, y) skalyar ko'paytmani qarayrniz. t 2 fazodagi skalyar ko'paytmadan foy- 

dalansak,
OO CO OO

(Ax, y) = x)kyi  = akx ky l  = =  (x, A*y)
k=1 k— 1 k=1
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T3undan

A* ■ h  h ,  (Ax)„ = an x„,

ni olamiz. Bu yerdan A iiing qo'shmasi o‘ziga teng bo‘lishi uchun a„, n  e  N 

soniarning haqiqiy bo'lishi zarur va yetarlidir dega.11 xulosaga kelamiz. A

33.3. L2[a, b] kompleks Hilbert fazosida, u(x) funksiyaga ko'paytirish

operatorini, ya’ni

(Af)(x)  = u(x)f{x),  f  € L2[a, 6]

operatorni qaraymiz. Bu yerda u chegaralangan va o'lchovli funksiya. A ga 

qo'shma operatonii toping.

Aechisli. X  = Y = L2[a, b\ Hilbcrt fazolari boiganligi uchun A  ga 

Hilbert ma'nosidagi qo‘shma operatorni topamiz. u funksiyaning chegara- 

langau va oichovli ekanligidan .4 operatorning aniqlanish sohasi D(A) =

L2[a, b\ ekaniigi va A ning chegaralangan ekauligi kelib cliiqadi. Ta'rifga. 

ko‘ra, A  operatoming qolshmasi hamma f , g e L 2[a, 6] lar uchun

(Af ,g)  = (f,A*ff) (33.11)

tenglikni qanoatlantiruvchi .4* e L(L2[a, 6]) operatordan iborat. Agar biz 

L2[a, b\ fazodagi skalyar ko‘paytmadan foydalansak, (33.11) tenglikni quyida- 

gicha yozishimiz mumkin:

fb _____ fb
(A f , g ) =  ( Af ) ( x )g (x)dx= u(x) f (x)g(x)dx =

J(i Ja

= f  f (x)u(x)g(x) dx = (/, A*g).
Ja

Bu tenglikdan

(A*g)(x) = u(x) g(x), g e  L2[a, b\

ekanligi kelib chiqadi. Bu yerdan A = A* bo‘lishi uchun, deyarli barcha x  e  

[a, 6] larda u(x) e  R bodishi zarur va yetarlidir.
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33.4. Endi l^[a,b] Hilbert fazosida. K(x,y)  yadro bila.ii aniqlanuvchi in- 

tcgral operatorni, ya'ni

( A f ) ( x ) =  t  K(x.y) f (y)dy,  f  € L2[a,b] 
Ja

(33.12)

operatorni qaraymiz. Bu ycrda K  — [a, 6] x [a, 6] kvadratda aniqiangan ciie- 

garaiangan va olchovli fuuksiya. A operatorga qo‘slmra operatorni toping.

Yechish. K  funksiyaning chega.raia.ngan va o'lchovli ekanligidan. uning 

L2([a, i)] X [a, i)]) fazoga qaraslili ekanligi keiib ciiiqadi. Fubini teoremasidan 

(37.1-teorerna) foydalanib, quyidagiga ega bolainiz: 
b f  b b b

(Af ,g)  — [  \  f  K(x ,  y) f (y)dy  > g(x) dx = [  I K( x , y ) f ( y )  dy g(x) dx =
U

K (*> y) &(*) ffo > f ( v )  dy =

= J f (x)  | j  K(y,  x) g(y) dy 1 dx = (f,  A*g).

* 1« J
Bu verdan

(A*g)(x) = ^  K(y,  x)g(y) dy 
Ja

(33.13)

tenglik kelib cliiqadi. Xususan, (33.12) ko'rinishdagi A  operator L2[a,b] fa- 

zoda o‘z-o‘ziga qo‘shma, bo'iishi uchun. deyarli barcha x, y e [a, b] lar uchun

K(x,y)  = K(y , x)

tengiikning bajariiishi yetarii va. zarurdir.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar 

1. Banax fazosida operatoming qo'shmasi qanday ta’riflanadi?

(33.14)

2. Hilbert fazosida operatormng qo'shmasi qanday taiiflanadi?
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3. Yuqoridagi ta'riflarda qanday farq bor? Javobni xossalarda tushuntvring.

4. 0 ‘z-o‘ztga qo'shma va o ‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lmagan .opemtorlarga mi-

sollar keltiring.

5. Hilbert fazosida birlik operatorga qo'shma operatorni toping. U o ‘z-o‘ziga

qo ‘shrna bo ‘ladirni?

6. Chiziqli cheyaralangan operatorga qo ‘shma operator har doim chiziqli 

chegaralangan bo ‘ladimi?

7. A :  i 2 —► £2, Ax  =  (rti-Xi. «2;c2: • • •, °-nx n-, ■ ■ ■) operatorga qo‘shma 

opemtomi toping. Bu yerda an € C, n € N. 33.2-mtsoldan foydalaning.

8. A : t2 -* 12, A x — (0, a.ixh 0, a3x 3 . . . ,  0, a2n- ix 2n- 1, . . . )  opemtorga 

qo'shma operatorni toping. Bu yerda a„ € C, n  e  N.

9. B  : L2[0, 1] —*■ L2[0, 1], (B f ) ( x ) =  u(x) f (x)  operatorga qo'shma 

operatorni toping. Bu yenla u : [a, 6] —* C uzluksiz funksiya.

10. 0 ‘z-o‘ziga qo'shma A, B : L 2[0, 1] —* L2[0, 1] operatorlar berilgan:

A B  va BA  operatorlami toping. Ular o‘z-o‘ziga qo'shma bo'ladimi?

11. A : L2[—1, 1] —i> L2[—l, 1] operator berilgan:

Uning invariant qism fazolarini toping. Juft funksiydardan iborat,

L2 [— 1. 1] =  { /  E L 2 [— 1. 1] : f ( —x) = f ( x ) }  qism fazo A operator 

uchun invariant qtsm fazo bo'ladimi?
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34 - § . Chiziqli operatornin g  spektri va  rezolventasi

Operatorlar nazariyasida spektr tushunchasi eng muhiin tushunchalardan 

biridir. Chiziqli operator spektrini o!rganish matematik iizika uchun muhimdir. 

Masalan, kvant mexanikasida sisterna Hamiitoniani - bu Hilbert, fazosidagi o‘z- 

o'ziga qo'shma operatordir, uning spektrini o‘rganish sisterna fizik xususiyat- 

iarini o'rganish uchuri muhimdir. Spektr tushunchasini dastlab chekti o‘lchamli 

fazolardagi chiziqli operatoriar uchun eslatamiz.

Faraz qilaylik. .4 : C” —> Cn chiziqli operator berilgan bo'isin. Agar biror 

A € C son uchun

Ax = X x

tenglama nolmas x  € Cn yechimga ega bodsa, u holda A son A  operator- 

ning xos qiyrnati deyiladi, unga mos keluvchi nolmas x  yechim esAxos vektor 

deyiladi. Madumki, har bir A : C" —>■ C" chiziqii operatorga {oy} — n  x n  

matritsa mos keladi va aksincha. Chiziqli aigebra kursidan ma'lumki, agar A 

son A  operatorning xos qiymati bolsa, d e t ( A  — XI)  = 0  bo‘ladi va aksincha. 

n  x n  matritsa determinanti det(A — XI),  parairietr A ning n — darajalj 

ko'phadi bo'ladi va det(A — XI)  =  0 tengiama ko‘pi bilan n fca ildizga ega, 

ya’ni .4 : Cn —> Cn chiziqli operator ko'pi biian n r,a xos qiymatga ega. Agar 

A son A  operatorning xos qiymati bo‘lsa A — XI  ga teskari operator mavjud 

emas va aksincha. Agar A son A  operator ucbun xos qiymat bo'lmasa, ya’ni 

det(A — XI) ^  0 bo'isa, u bolda A  — XI  ga teskari operator mavjud va u Cn 

fazoning hamina yerida aniqlangan bo'ladi.

3 4 .1 - te o r e m a . A : Cn —*■ Cn chiz\qli operator chegaraianyandir.

I s b o t . Cn fazoda ej ,e2, . . . , e „  ortonormal bazisni tanlayiniz. U holda 

har bir x  € Cn vektor yagona itsuida
T l

* = Xi e* 
i=i
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ko'rinishda tasvirlanadi. Agar A  operator C" da aniqlangan chiziqli operator 

bodsa, u hoida
n

,4j: — 'y ' Xi Ae,
i=l

bo'ladi. Shunday ekan, chiziqli operator o'zining ei,e2, . . . , e „  bazis vektor- 

lardagi qiymatlari bilan bir qiymatli aniqlanadi. Endi Ax  ning normasini ba- 

holaymiz:

^ l l < £ N  ! l - ^ l l<  E n 2
1=1

< M

Bu yerda

M = E l l ' N I 2
i

Demak, chekli odcharnli fazoda aniqlangan har qanday chiziqli operator chega- 

ralangan bodar ekan. A

Yuqorida avtilganlarning natijasi sifatida shuni ta'kidlash lozimki, chek- 

li odchamii fazolardagi chiziqli operatorlar ^ichun quyidagi ikki holat sodir 

bodishi muinkin:

1) A son uchun Ax = \ x  tenglama nolmas yechimga ega, ya/ni A son 

A  operator uchun xos qiymat, bu holda A — XI ga teskari operator mavjud 

ernas;

2) A sonuchun C" fazoning hamrna yerida aniqlangan (.4— XI)~l operator 

mavjud va demak, chegaralangan.

Chekli o'lchamli fazolarda chiziqli operatorning xos qiymatlari to'plami 

operatoming spektri deyiladi. Agar A € C son 4 operator uchun xos qiymat

bo'lmasa, u A operatorning regulyar nuqtasi deyiiadi. Urnuman aytganda, 

chekli 0‘lchamii fazoiarda spektr termini kam ishlatiladi. .

Agar A  operator cheksiz o'lcliamli X  fazoda berilgan bo'Isa, u holda 

yuqorida keltirilgan 1 va 2 holatlardan farqli bo'lgan uchinchi holat ham
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bo'ladi, ya'ni:

3) (A—Xl)~l o]>eratorrnavjud,ya'ni Ax = X x  tenglaraafaqattiolyechitn-

ga ega, lekin (A — Xl)~l operator X  ning harnina yerida aniqlanmagan yoki

Irn (A -  XI) A X.

34.1-ta’rif. Agar X e  C son uchun A  — XI ga teskari operator mavjud 

ho'lib, u X  ning hamma yerida amqlangan holsa, X soni A operatormng 

regulyar nuqtasi deyiladi,

R X(A) = (A -  XI) - 1

operator esa A operatorning X nuqtadagi rezolventasi deyiladt. Barcha regul- 

yar nuqtalar to‘plarni p(A) orqali, belgilanadi.

3 4 .2 -  t a ’rif. A operatorning regulyar holmagan harcha nuqtalari, to‘plarni 

A  operatorning spektri deyiladi va u o(A) orqaii belgilanadt.

3 4 .3 -  t a ’rif. Agar hiror X € C son uchun (A — XI)x = 0 tenglama nolrnas

(x ^  0) yechimqa ega holsa, X son A aperatoming xos qiyrnati deyiladi.
' ' 2 

nolmas yechim x  esa xos vektor deyiiadi.

Ko'rinib turibdiki, barcha xos qiymatlar to'piami spektrda yotadi, chunki

A xos qiyinat bodsa, A  — XI operatorning teskarisi mavjud emas.

Spektr quyidagi qismlarga ajratiladi.

3 4 .4 -  t a ’rif. a) Bareha xos qiymatlar t.o‘pl,arni A operatorning nnqtali spek- 

tri deyiladi va <7pp(A) bilan belgilanadi.

b) Agar X xos qiyrnat bo'lmasa va l m( A  — XI) ^  X,  ya'ni A — XI ope- 

ratoming qiyrnathr sohasi X  ning harnrna yerida zicXh emas. Bunday X lar 

to'plami A operatorning qoldiq spektri, deyUadi va crqoi(A) bilan belgilanadi.

Endi o‘z-o‘ziga qo'shma operatorlar uchun muhim spektr tahifini kelti- 

ramiz.
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34 .5-ta’rif. Agar biror X e <7(̂ 4) son uchun nolga kuchsiz yaqinlashuvchi

f n € II birlik vektorlar ketma-ketligi mavjud bo ‘lib

lim ||(-4 -  Ai)/„|| =  0
n--+oo

bo‘lsa, u holda X son A = A* ope.ratorni.ng rnuhim spektriga qarashli deyiladi. 

A operatorning muhim spektri <rett(A) bilan belgilanadi.

Operatorning nuqtali va qoldiq spektrlari o'zaro kesislirnaydi. Nuqtali va 

muliiin spektrlar o'zaro kesishishi mumkin.

34.2- teorem a. Agar A € L(X)  va |A| > ||.4 || bo‘lsa, u holda A regulyar 

nuqta bo‘ladi.

Isbot. A — XI operatorni quyidagicha yozib olainiz:

A - X I  = - X ( I - \ a ). (34.1)
A

Teorema shartidan ^-4 operatorning norrnasi 1 dan kichik ekanligi kelib A ^
ciiiqadi, shuning uchun 32.5-teorema.ga ko:ra, 1 -----A  operatorning chega-A
ralangan teskarisi mavjud. Bundan va (34.1) tenglikdan A — XI  operatorning 

teskarisi mavjud va chegaralangaii ekanligi kelib chiqadi. ^  A

Shunday qilib, chegaraiangau A : X  —► X  operatorning spektri markazi 

koordinatalar boshida va radiusi ||.4|| ga teng yopiq doirada saqlana-r ekan.

34.3- teorem a. Agar A G L(X)  bo‘lsa. u holda o(A) yopiq to'plarndir. 

Isbot. Operatorning spektri o(A)  regulyar nuqtaiar to'plaminiug to'ldiruv-

dii to‘plami bo'lgani uchun, p(A) ning ochiq to'plam ekanligiui ko'rsatish 

yetarli. Endi A e  p(A) ixtiyoriy nuqta bo'lsin, yahii A — XI  operatorning 

teskarisi mavjud va chegaralangan bo'lsin. U holda 32.6-teoremaga ko‘ra, bar- 

cha S, 6 < ( jj(A — A/)_1|J) 1 lar udmn .4 — XI — 61 operatorning ham 

chegara.lauga.n teskarisi mavjud. Demak, A G p(A) nuqta o‘zining e  = ( |(A 

—A/)—11)—1 > 0 atrofi bilan p(A) ga qarashli ekan. Bu esa A nuqtauing 

p(A) to'plam uchun ichki nuqta ekanligini bildiradi. A ning ixtiyoriyligidan
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p(A) ning ochiq to'plam ekanligi kelib chiqadi. Demak, 20.4-teoremaga ko'ra 

<j {A) = C\p{A)  yopiq to'piain. A

Quyidagi tasdiqni isbotsiz keltiraniiaz.

34.4-teorem a. A € L{H) o ‘z-o‘ziga qo‘shma operator bo'lsin: U holda:

(a) <Jq0i{A) — bo'sh to‘plarn.

(b) <x(A) to ‘plam R  ning qismi, ya ’ni <r(A) C R.

(c) A operatoming har xil xos qiyrnatlariga mos keluvchi xos veMorkm 

o ‘zaro ortogonaidtr.

34.1-misol. Ij2[a, 6] Hilbert fazosida erkin o‘zgaravchi x  ga ko‘paytirish 

operatori (33.3-misoiga qarang), ya'ni

A : L2[a, b] -*■ L2[a, b\, (Af)(x)  = x f ( x )

operatorni qaraymiz. Uning nuqtaii, qoldiq va muhim spektrini toping.

Yechish. 33.3-misol natijasiga va u(x) = x = x = u(x) teriglikka ko‘ra, 

A = A*. 34.4-teoremauing (a) tasdig‘iga ko‘ra, oq0i(A) = 0. Malmnki,

(Af ) (x)  = Xf(x)  ya'ni ( x - X ) f ( x ) = 0  (34.2)

tenglaina ixtiyoriy A € C uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A  op- 

erator xos qiym.atia.rga ega ernas, ya!ni <Jpp(A) = 0. (34.2) tengiama faqat 

nol yechimga ega. ekanligidan 32.3-teoremaga ko'ra, (A — Xl ) f ( x)  = g(x) 

tengiamaning ixtiyoriy g £ I rnA  da yagona yechimga ega ekanligi kdib diiqa- 

di. Ko'rsatish mumkinki A  — XI  operatorga teskari operator

(4  — XI)~lg(x) = (x — X)~lg(x) (34.3)

formuia bilan aniqlanadi. Agar A cf [a, b] bo'lsa. u hoida. x —X 0, natijada 

(A — A/ ) -1 operator L2 [a,b] fazoning hamrna yerida aniqlangan va Banax 

teoremasiga ko'ra, u chegaraiangan bo'ladi. Demak, A 4  [a, b] regulyar nuqta, 

ya'ni <r(A) C [a, b]. Lekin (34.3) formula bilan aniqlangan teskaii operator
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A € [«.?»] bo'lganda L2[a.,b] fazoning hamma yerida aniqlanmagan. Demak, 

[a,6] C  cr(A). Bulardan, a(A) = [a, 6]. Endi A  operatoming spektridagi ix-

tiyoriy nuqta uning muhim spektriga qarasbii ekanligini ko‘rsar,amiz. Lxtiyoriy 

A 6 [a, b) uchun
1

fn(x) -
\/n (n  +  1), agar x  € A„ := [A H-----—-, A +  - ) ,

0, agar
n + 1 

x  € [a, 6]\/i„
n

devmiz. Ma'lum nomerdan boshlab A H—  < b bo'ladi va bundav nomer-n "
lar uchun ||/B|| =  1 tengiik o'rinli. Bundan tashqari har xil n  va m  lar- 

da An f ] A m =  0 bo'lgani uchun (/„, f m) =  0 tenglik o'rinli, va'ni {/„} 

ortononnal sistema ekan. Ma'lumki, ixtivoriy ortonormal sistema nolga kuch-

siz ma'nodayaqinlashadi, shuning uchun { /„} ketma-ketlik hain nolga kuchsiz 

rna'noda vaqinlashadi. Endi j|(.d — A /)/n|| norma kvadratini hisoblaymiz:
A+i

i l ( A - A l ) f njl2 = n ( n + l )  j  ( t - X f d t  =
3 n2 +  3n +  1 
3 n2(n + 1)2 0, n  oo.

Demak, ta'rifga ko'ra, A € [a, b) son .4 operatorning muhim spektriga 

qarashli ekan. A =  b nuqtani A  operatorning muhim spektriga qarashii 

bo'lishini o'quvchiga mustaqil isbotlash uchun qoldiramiz. Shunday qilib, A 

operatorning spektri faqat muhim spektrdan iborat bo‘lib, u [a, 6] kesma 

bilan ustma-ust tushadi. Xulosa

Vqoi(A) =  crpp(A) =  0, oess(A) =  o(A) =  [a, 6]. A

34.2. 34.1-misolda qaralgan A  operatomi C[a, 6] Banax fazosida, ya’ni

A : C[a, b] -+ C[a, b], A f ( x )  = x f ( x )

operatorni qaraymiz. Uning nuqtali va qoldiq spektrini toping.

Yechish. Madumki, ((34.2) ga qarang) (Af)(x)  = Xf(x)  ya'ni

(x -  X)f(x)  =  0, /  € C[a, b] (34.4)
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tenglama ixtiyoriv A £ C uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A  op- 

erator xos qiymatlarga ega emas, va’ni <Tpp(A) = 0. (34.4) tenglama faqat 

nol yechimga. ega ekanligirlan 32.3-teoremaga ko'ra. (A  — AI ) f ( x )  = g(x) 

tenglamaning ixtiyoriy g £ I m A  da yagona yechirnga ega ekaniigi kelib 

chiqadi. Demak. .4 — XI  operatorga teskari operator mavjud va u (34.3) for- 

mula bilan aniqlanadi. Xuddi 34.1-misoldagi kabi ko'rsatishimiz mumkinki, 

<r(.4) =  [a, 6] tenglik o'rinli. Haqiqatan ham, agar A (i [a, 6] bo‘isa, u hoida 

(34.3) ning o‘ng tomoni ixtiyoriy g £ C[a, 6] da uzluksiz funksiya boiadai, 

ya’ni D((A  — A/)_1) =  C[a, b] va teskari operatorlar haqidagi Banax teore- 

masiga ko‘ra, (.4 — A/ ) -1 operator chegaralangan boiadi, demak A regulyar 

nuqta, ya’ni a(A)  C [a, b]. Agar A e  [a, b] boisa, u holda (34.3) formu- 

la bilan aniqlangan (.4 — A/ ) -1 operator C[a, b] fazoning hamma yerida 

aniqlanmagan, bundan [a,b] c  <r(,4). Bulardan, a (,4) =  [«., 6] ekanligi kelib 

chiqadi. Endi o(A) = oq„i(A) ekanligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy A e  [a, &] 

uchun A — XI operatorning qiymatlar sohasi

/m(,4 -  XI) = {g £ C[a, b] : g(x) = (x -  X)f (x)}

C[a, b\ fazoda zich emas. Haqiqatan ham, l m ( A —XI) chiziqli ko‘pxillilikdagi 

ixtivoriy g uchun g(X) =  0 shart bajariladi. Agar biz fo(x) = 1 desak, u 

holda ixtiyoriy g £ l m ( A  — XI) uchun

j|<7 -  /o!l inax \g(x) -  f 0(x)| >  |r/(A) -  f0(A)| =  1
a;€l«, 6]

tengsizlik o'rinli. Demak, I m( A  — XI) chiziqli ko'pxilliiikdan fo(x) = 1 

elementga yaqinlashuvchi ketina-ketlik ajratish rnumkin emas. Qoldiq spek- 

r,r ta/rihga ko‘ra, ixtiyoriy A e  [a, 6] uchun A £ aqoi(A) munosabat o‘rinli. 

Bundan a(A) c  aqoi(A) kelib chiqadi. Teskari munosabat <7(.4) D oq<>i(A) 

doim o'rinli. Demak, o(A)  =  aqoi(A) =  [a, b]. A

34.1 va 34.2-misollarda bir xil qommiyat bo'yicha ta'sir qiluvchi A  ope- 

rator har xil Ii2[a, &] va C[a, ?)] fazolarda qaralgan. Har ikki holda hairi
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.4 operatorning spektri [a, 6] kesina biian ustma-ust tushgan, iekin spektr- 

ning qisnilarida (strukturasida) o'zgarish bo‘ldi. Birinchi holda (34.1-inisolda) 

afloi,(A) =  0 edi, ikkinchi holda oqoi(A ) [a, b].

34.3. Endi £2 Hilbcrt fazosida ko‘paytirish operatorini, yahii

A : £2 ->■ £2, Ax  =  («1X1. a2x 2; a3x3, . . . ,  . . . ) (34.5)

operatorni qaraymiz (29.9, 33.2-misollarga qarang). Uning xos qiymatlarini va 

spektrini toping.

Yechiah. sup |«»| =  a < 00 boigan holda, A  ning chegaralangan ekanligi
n> 1

29.9-misolda ko'rsatilgan. Buudan tashqari |[.4|j =  sup |«n| =  a tenglik isbot-
n> 1

langan edi. Ax = Xx  tenglama A =  an bo'Jganda en =  (0 , . . . ,  0 ,1,0, . . . )  

nolmas yechimga ega. Deinak, a^, n  € N sonlar A  operatoming xos qiymat- 

lari boiar ekan. Agax birorta ham n  € N da A 7̂  an boisa, u holda (A — XI) 

operator teskarilauuvchau Jioiadi va

1 f **2(a  -  x i y lx  -  - (34.6)v A — «i ’ A — 02' ’ A — «n!

Bulardan {ai,«2__ =  opp(A) tenglik kelib ehiqadi. Maiumki, xos

qiymatlar operatorning spektriga^arashli bo'Iadi, shmiing uchun

{«i,«2, . . .  ,On, ...} C cr(A).

Ikkinchi tomondan chegaralangan opcratoniing spektri yopiq to'plamdir, de- 

mak <JVp(A) to'planmiug yopigi [<JPp(A)\ uchun

{«i, «2,. ■., «n, • ■ •} — [cTi>p('̂)] C <j(A) (34.7)

immosabat ohinli. Agax A £  [cj>p(A)] boisa, u holda (34.6) tengiik bila.11 
aniqlangan ( .4— AJ)~l operator £2 fazoniug hamma yerida aniqlangan va 

chegaralangan bo'ladi. Bundan C\[app(A)] C p(A) ekanligi kelib chiqadi.

Bu yerdan

o (A )c .  [<Jpp(A)]. (34.8)
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(34.7) va. (34.8) miinosabatlardan a ( A )  —  [ a p p (A ) ]  ga. kelamiz. Ko‘rsatatnizki, 

{On} ketma-ketlikniiig barcha, limitik miqtaiari A  operatorning rnuiiim spek- 

triga qarashli bo‘ladi. Buning uclmn limitik nuqta A ga yaqiniashuvchi {anh} 

qisrniy ketma-ketlikm qaraymiz. U holda

I\(A -  A./)e„J| =  11(0,»* -  A)e„.J| =  |o** -  A| — 0, k -» oo.

{enk} ketma-ketlik ortonormal sistemabolganiigi uchun nolga kuchsiz ma'noda 

yaqinlashadi. Demak, A son A operatorning muhim spektriga qaxashli ekan. 

A

34.4. Quyidagichasavol qo‘yamiz. £2 Hilbert fazosida shunday A : £2 —■• £2 

chiziqli operatorga misol keitiringki, uning spektri oldiuda.11 berilgan M C C 

yopiq to'plam bilan ustma-ust, tushsin.

Yechish. Kornpleks sonlar to'plami C separabelmetrikfazobo‘lganiuchun, 

uning harnina. yerida zich sanoqli D to'plam inavjud. Uholda M  f ] D  to‘piam 

sanoqli va M  ning liamma yerida zich bo'Iadi. Endi M\~)D to‘plam element- 

larini {«1, a%, ■ ■., an, . . .} nomerlab chiqamiz va 34.3-misolda qaralgan, (34.5) 

tenglik bilari aniqlanuvchi A  operatorni qaraymiz. 34.3-misolda ko'rsatilgani- 

clek .

a{A) = [app(A)] =  M  f )  D = M. A

Bu yerda, biz M  = C deb olishimiz ham. murnkin. Deinak, spektri butun kom- 

pleks sonlar to‘plami C bilan ustma-ust tushuvchi chiziqli operator rnavjud 

ckan. Bu lioida ta'rifga ko‘ra, p(A) = 0 bo‘ladi. Shuni ta'kidlayinizki, agar 

M  C C yopiq to'plam diegaralangan bo‘l.sa, u holda spektri M  bilan ustma- 

ust tushuvchi A operator ham chegaralangan bo‘ladi va aksincha,.

M nstaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. Chekli o‘le.ham,li fazolarda operatornina spektri faqat eheMi sondagt xos 

qiymatlardan ihorat ekanligini ko ‘rsating.
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2. A : L2[0, 1] --» L2[0, 1], (A f ) ( x ) = u(x) f ( x ) operatornmg spektrini 

toping. Bu yerda u : [o, 6] —r C— uzluksiz tunksvya.

3. L2[—7T, ;r] fazoda integral operatoming xos qiymatlarini toping:

5. A : 1,2[ - 1, 1] -  L2[ - 1, 1]. (i4/)(s) =  / (x)  -  /  (1 +  xy) f ( y )dy

operatoming xos qiymatlarini toping.

6 . Yuqorida keltirilgan A : L2 [ - 1, 1] l 2[ - i , 1] operatorning A nuq-

tadagi rezolventasini toping.

7. <Pi, <p2, <PZ lar A. chiziqli operatorning Aj, A2, Aj xos qiym.atlariga mos 

keluvchi xos vektorlari ho‘lsin. <pi, 'X>2. <p$ larning chiziqli erkli (chiziqh 

bog'lanmagan) ekanligini ishotlang.

8. Spektri hirlik doiradan iborat bolgan operatorga misol keltiring.

9. Spektri 0 to‘plamdan iborat bo‘lgan chiziqh operator mavjudmi? Mavjud 

ho ‘Isa rnisol keltiring.

10. 34.1-misolda A =  b nuqtani A  operatorning muhim. spektriga qarashli 

ekantigini ishotlang.

4. Birlik operatoming spektrini toping.
1

-1
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I X  b o b . K o m p a k t op eratorlar va integral tenglam alar

Chiziqli operatorning spekfcri va rezolventasi mavzusida (34-§ ga qarang) 

ko'rsatildiki, ehekli o'lchamli fazolarda aniqlangan A  chiziqli operatoming 

spektri chekli sondagi xos qiymatlardan iborat. Chekli o'lchamii fazolarda 

aniqlangan chiziqii operatorlardan farqli o'laroq, cheksiz o'lchamii fazolardagi 

ixtiyoriy chiziqli operatorning spektrini to‘la o'rganish anclia qiyin masaladir. 

Lekiii ba'zi bir sinf operatoriarining spektrini biz todaroq o‘rgatiishimiz mum- 

kin. Operatoriarning bunday sinfi kompakt operatorlar deb nomlangan. Bu 

sinf operatorlari o'zining xossalari bo'yicha chekli odchamli operatoriarga o‘x- 

shab ketadi va ularning spektri yetarlicha aniq izohlanadi. Shunday qilib bu 

bob kompakt operatorlar, ularning muhim sinfi integral operatorlar va infcegral 

tenglamalarni yechish usnllariga bag'ishlangan.

Bu bob 6 paragrafdan (35-40-§§ lardan) iborat bo'lib, unda biz kompakfc 

operatorlar va integral tenglamalarning asosiy xossalarini o‘rganamiz.35-36-§§ 

lar kompakt operatorlarning asosiy xossalariga bag‘ishlangan bo‘lib, unda Ba- 

nax va Hilbert fazolaridagi kompakt operatorlarning muhim xossalari ochib 

beriigan. 35- § da chekli o'lchamli fazolardagi chiziqli operatorlarning kom- 

paktligi va chekli o'lchamli ofteratorlarning koinpaktligi ko'rsatilgan. Cheksiz 

o'ichamii fazoiarda birlik operatorning kompakfc emasligi ko'rsatiigan. 36- §da 

esa kompakt operatorning asosiv xossalari isbotlangan. Jumladan, X  Ba- 

nax fazosini Y  Banax fazosiga akslantiruvchi kompakt operatoriar to'plami 

—K ( X , Y )  ning to‘la normlangan fazo bo'Iishi isbotlangan. Kompakt ope- 

ratorga qo'shma operatoming kompaktligi isbotiangan. Agar {A„} kompakt 

operatorlar ketma-ketligi .4 operatorga norma bo'yicha yaqinlashsa, u ho- 

da limitik operator A  ning kompaktligi ko‘rsatilgan. Paragraf oxirida Ba- 

nax fazolarida aniqlangan kompakt operatorlar xossalari Hilbert fazosidagi 

o‘z-o‘ziga qo'shma kompakt operatorlarga taalluqli bo'lgan ayrim faktlar bi-
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lan to'ldirilgan. Xususan, bunday operatorlar udiun diiziqli algebra. kursidan 

ma'lum bolgan matritsalami diagonal ko'rinishga keltirish haqiaagi teorema- 

ga o‘xshash Hilbert-Shmidt teoremasi isbotlangan.

37-3S-§§ larda kompakt operator xossaiari integral tenglamalarga tadbiq 

qilinadi. II tur Fredhoim integral tenglamasi yeehimining mavjudlik masalasi, 

T  kompakt operator udmn 1 soni xos qiymat bodish yoki bo‘lmaslik masalasi 

bilau bogdanadi. Agar 1 soni T  kompakt operatorning xos qiymati bo‘lmasa, 

u = f +  'Tu integral tenglama istalgan /  udiun vagona yechimga ega bo‘Iadi. 

Agar 1 soni T  kompakt operatoming xos qiymati bo‘lsa, u holda u = f  + 

Tu  tenglama yechimga ega bo'iishi uchun /  fuuksiya bir jinsli g = T*g 

tenglamaning barcha yediimlariga ortogonal bo'lishi zarur va yetarli ekanligi 

isbotlanadi. Bundan tashqari u = Tu  va g = T*g bir jinsli tenglamalaming 

diiziqli bog‘lanmagan yechimlari soni chckli va o'zaro teng ekanligi ishotlanadi. 

Bu tasdiqlar Fredholmning fundamental teoremalari noirii bilan mashhurdir.

Fredhoim integral tenglamasinm^ ((39.3) ga. qarang) yechimiari ueh xil 

metod yordainida va. uch xil formada beriladi. Biilar:

1) Ketma-ket o‘miga qo'yish usuli bo‘lib, bu usul Neyinan (Nuemann), 

Volten-a (Volterra), Liuvill (Liouville)lai' tomonidan rivojiantirilgan. Bu usul- 

da u yechim A parametming darajali qatori shaklida ifodalanadi va A para- 

metr darajasi oldidagi koeffitsiyentlar x  iiing funksiyasidan iborat. Bu darajali 

qator A parametrning absolyut qiymati biror chekli sondan kichik bo'lgandagi 

barcha qiymatlarida yaqinlashadi [7j, [lOj.

2) Ikkinchi metod Fredhoknga tegislili bo'lib, u  yechiin A parametr dara,- 

jalaridan iborat ikkita qatorning nisbati shaklida ifodalanadi. Suratdagi qator 

koeffitsiyentlari x  ga. bogffiq bo‘lib, inaxrajdagi qator koeffitsiyentlari esa x  

ga bog'liq emas. Har ikkala qatorlaming yaqinlashish radiuslari cheksiz bo'ladi 

|10|.
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3) Uchinchi metod Hilbert va Shmidt (Schmidt) lar tomonidan ishla.b chiqil- 

gan bolib, u yechim (37.6) integral operatorning xos funksiyalari (funda.- 

mental funksiyalari) va f ( x )  ning chiziqli kombinatsiyasi shaklicla. ifodalanadi 

[1|. [7j. 37 va 38-paiagrafiarda Hilbert-Shmidt metodi bilau misollar yecliib

kolrsatilga.n.

39- paragrafda A parametrli ikkinchi fcur Fredholm integral tenglamalari 

yechimlari xossalari ohganilib. ulax integral operatorlar qatnashgan integral 

tenglarnalarni ycclrisliga qo'llaniladi. Chiziqli integral tenglamalarni yechish- 

ning yuqorida bayon qilingan birinchi usuli keltiriiadi va. u rnisollarga tadbiq 

qilinadi. Bu paragrafda. C[a, b\ fazoda A parametrli ikkinchi tur Fredholm 

integra.1 tcuglamalarini yechish usullari bilan shug‘ullanamiz. Dastlab Fred- 

holm va. Volterra fcipidagi integral tenglamalar uchun ketma-ket 0‘rniga qo‘yish 

usuiirii bayon qilamiz. Keyin esa A parametrli ikkinchi tur Fredholin integral 

tenglamalarini ketrna.-ket yaqinlashishlar usuli biian yechamiz.

40- paragrafda esa integral tenglamalarni Fredholm tomonidan berilgan ye- 

chish usulini batafsilroq bayon qilamiz.

35- §. K om pakt opera to rla r

Dastlab iiormalangan fazodagi kompakt, nisbiy kompakt to'plainlarga ta'rif 

berainiz. Clrunki kompakt operatorlar shu tushunchalar asosida ta'riflanadi. 

Biz normalangan fazolarda. kompaktlik kriteriylariui haiu keltiramiz. Keyin 

esa asosiy tushuncha kompakt operatorga ta'rif beramiz va uuga rnisollar kelti- 

rarniz.

B anax fazosida kom pakt operato rlar. Bizga. X  -  Banax fazosi va, 

M  C X  to‘plain bcrilgan bo‘lsiu. Agar M  to‘plamdan olingan ixtiyoriy {.rn} 

kctma-ketlikdan A7 da yaqinlashuvchi qismiy ketma-kctiik ajratish mumkin 

bo‘lsa. M  ga kompakt to ‘plam deyiladi (21.6-ta’rifga qarang). Agar N  to‘plam- 

ning yopig'i [iV] kompakt- to‘plam bo‘lsa, u holda N  nisbiy kompakt ta'plam
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deyiladi (21.7-ta’rifga qarang). To'plam nisbiy kompakt bolishi uclnm uning 

to!la chegaralangaix bo‘lishi zarur va yetarli (21.5-teoremaga qarang). Chekli 

o'lchainli fazolarda to'plam kompakt bo‘lishi uchun (21.4-teoremaga qarang) 

uuing chegaralangan va vopiq bo‘lishi zarur va yetarlidir. Asosiy funksional 

fazolardan biri C[a,, 6] fazodir. Bu fa.zoda.gi to'plamning nisbiy kompaktiik 

kriteriysi Arsela teoremasi (21.6-teoremaga qarang) yordamida bayon qilin- 

gan. f.p, p > 1 fazoda to'plain nisbiy kompakt bodishining zaiur va yetarii 

shartlari 21.8-teoremada keltirilgan.

Chekii oidxamli fazolarda aniqlangan chiziqli operatorlardan farqli oiaroq, 

cheksiz oichamli fazolardagi ixtiyoriy chiziqli operatorning spektrini to ia  o‘r- 

ganish ancha. qiyiu masalaclir. Lekin kompakt operatorlaniing spektriui toia- 

roq o‘rganish mumkiu. Kompakt operatorlar xossalariga ko‘ra chekli oichamli 

operatorlarga o'xshab ketadi va. ularning spektri yetarlicha aniq tavsiflanadi. 

Bundan tashqari. kompakt ojKiratorlar ko‘ pl#> tatbiqlarga ega, rnasalan in- 

tegral tenglamalar nazariyasida. Bu nazanyaning bir qismini biz keyingi 37 -  

40 - paragrafiarda keitiramiz.

35.1- t a ’rif. Agar A € L(X,  Y) va dim I mA  < oo bo ‘Isa, u holda A ga 

chekli o'lchamli operutor deyiladi. Agar d im Im A  =  n  bo‘lsa, u holda A ga 

n o'leharnli operator deyiladi.

35.2- t a ’rif. Bizga A : X. —» Y operator berUgan bo‘lsin. Agar A operator 

X. dagi har qanday chegaralangan to'plamni Y dagi nisbiy kompakt to‘plamga

akslantirsa, u holda A kompakt operator yoki to ‘la uzluksiz operator deyiladi.

Chekli o‘lchamli fazolarda to‘plam kompakt bo'lishi udiun (21.4-teorema) 

uning cliegaralangan va yopiq bo‘lishi yetarli va zarurdir. Demak, chekli o‘idiam- 

li fazodagi har qanday chegaralangan to‘plam nisbiy kompaktdir va, aksincha. 

(21.1-natijaga qarang).

35.1-teorem a. A : Cn —> Cn chiziqU operator kompaktdir.
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Isbot. C” fazoda aniqlangan chiziqii A operafcoming chegaralanganiigi

34.1-teoremada isbotlangan edi. A  chegaralangan operator bo'lganligi uchun, 

inu qanday chegaralaugan to'plamni yana chegaralangan to'plamga o'tkazadi. 

Har qanday chcgaralaugan to‘plam esadiekli o'ldiamli fazoda nisbiy kompakt- 

dir. Demak, A  : C” —> C" chiziqli operator kompaktdir. A

35.2-teorema. A  € L(X,  Y ) ,  dim h n A  < oo bo‘l,sm. U holda A  

kornpakt operator bo'ladi.

Isbot. A chegaraJangan operator bo'iganligi uchun ixtiyoriy chegaralangan 

M  to'plamni yana diegaralangan A ( M )  to‘plamga akslantiradi. Ma'himki, 

A(M)  c  I m A  va dim /m /1 < oo 'bo'lgani uchun A(M)  nisbiy kompaktdir. 

Demak, A  — kompakt operator. A

35.1-misol. C” Evklid fazosidagi I x  — x  birlik operatomi kompaktlikka 

tekshiring.

Yecbish. Birlik operatorning chiziqliligi '29.1-misolda ko'rsatilgan. 35.1- 

teoremaga ko‘ra I x  = x, x  € C” birlik operator kompakt bo'ladi. A

Cheksiz o‘lchamli fazolarda kompaktlik talabi uzluksiziik talabidan ancha 

kuchliroq hisoblanadi. Hozir biz uziuksiz, lekiu kompakfc bo‘lmagan operatorga 

misol keltiramiz.

35.2. H Hilbert fa.zosida.gi i x  = x  birlik operatorning kompakfc emasligini 

ko'rsating.

Yechish. Birlik operatoming U zlu k siz lig i uning chegaralangan ekanligidan 

kclib diiqadi (29.1-misolgaqaraug). Endi uning kompakt einasligini ko'rsatamiz. 

H  dagi B[6, 1 ] {(p e H : || 0 || < 1} birlik yopiq shami q a ra y m iz . Bu

to'plam diega.ra.langa.ii to'piam bo'ladi, uning 1 aksiant.irishda.gi tasviri (aksi) 

o‘ziga teng. Lekin birlik shar nisbiy kompakt emas. Buni isbotlash uchun H  

da. ixtiyoriy {0n} ortonormal sistemani olamiz. Ma'lumki, ixtiyoriy n e N

www.ziyouz.com kutubxonasi



uchun 4>n € B[Q, 1]. Agar n ^ m  bo'lsa. u holda

||d>n <Pm|l — (<Pn *Pn ~  4>m) — (4>nt 'Pn) + (4mj 4m) — 2.

Bu yerdan koAinadiki {ipn} ketraa-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy kefcma- 

ketlik ajratish mumkin emas. Demak, birlik shar B[0, 1] nisbiy kompakt 

to'plam einas ekan. Bu o‘z navbatida birlik operatorning kornpakt emasligini 

biidiradi. A

Cheksiz o'lchamli Banax fazolarida birlik sharning nisbiy kompakt to'plam 

emasligi quvidagi iemmadan keiib chiqadi.

35.1-Iemma. X  — chiziqlt nonnalangan fazo va Xi, x^, lar

X dagi chiziqli erkli sistema bo‘lsin. X n bilan xi, x2, . . . ,  a*n elementlaming 

chiziqti qobig‘idan tashkil topgan qism fazoni belgilaym^t. U hoida quyidagi 

shartlarni qanoatlantiruvcM y\, y^, . . . ,  yn, . . .  vektorlar rnavjud:

1) ||t/„|| =  1; 2) yn €  X n, 3) p(yn. A„_i) - inf ||r/„ -  s || > ~.x€Xn-i Z

Isbo t. Lemma shartiga ko'ra Xi, x2, ■ ■ ■ , x n, . . .  elementiar sistemasi chi- 

ziqli erkli. Shuning uchun, x n X n- i  va A„_j ning yopiq chiziqli ko'pxilliiik 

ekanligidan p(xn, A„_i) =  a  > 0 bo'ladi. Shunday x* € X n- i  element 

mavjudki ||:r* — x n\\ < 2a  bo'ladi. U holda

a < p (xn x , A„_i).

Natijada
x * -  xn 

Ik* -  a'n||
vektor 1-3 shartlarni qanoatlantiruvchi vekror bo'ladi. yi vektor sifatida x \ j  | |i i ||

vektorni olisli yetarli. A

Bu lemmadan foydalanib, cheksiz o'lchamli Banax fazosidagi yopiq birlik 

sharda yotuvchi shunday {yn} ketma-ketlik qurish mumkinki, jj;E/„ — ?/m|| >
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1/2, n  /  m shart bajariladi. Bunday ketma-ketlik o‘zida birorta ham yaqin- 

lashuvchi qisrniy ketma-ketlikni saqlamaydi. Demak, cheksiz odcharnli Banax 

fazosidagi birlik shar nisbiy kompakt to'plam emas. Bu yerdan quyidagi natija 

kelib chiqadi.

35.1-natija. Agar X  — cheksiz o‘lchaml% Banax fazosi bo'lsa, u holda 1 :

X  —» X , I x  — x  operator kompakt emas.

35.3- t a ’rif. X , Y — Banax fazolari bo‘lsin. Agar A : X  —>■ Y chiziqli 

aperator X  fazodagi birlik sharni Y  fazodagi nisbiy kompakt to ‘plarnga aks- 

lantirsa, A ga kompakt opcrator deyiladi.

35.3- ta ’rifga teng kuchli bo'lgan quyidagi takifni keltiramiz.

35.4- t a ’rif. Bizga A e  L(X,  Y)  (X, Y — Banax fazolari) overatar va 

ixtiyoriy {*„} C X  chegaralangan ketma-ketUk berilgan bo‘Isin. Agar {Axn} 

ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish murnkin boisa. u 

holda A ga kornpakt. operator deyiladi.

35.3-misol. Berilgan har bir n  € N uchun

An : 12 -» h ,  AnX — {aiXi, a2x2, . . . .  anx n, 0, 0, . . . )

operatoming kompaktligini ko'rsating.

Yechish. An operatorning kompakt ekanligini ko'rsatishda 35.2-teoremadan

foydalanamiz. Chunki An chegaraiangan operator va dim./m..4n =  n  < oo. 

Haqiqatan ham,
n n

IMn*||2 = E  I"* ' T*|2 -  max I"*!2 ' X ] lTfc|2 -  râ  lftfc|2 ' II X II2 •'— '  K K n  z — '  K i K n*=1 /t=l
Demak, A n chegaralangan va uning normasi uchun

||.4n|| <  max \ak\l<fc<n
tengsizliko'rinli. An operatomingqiymatlarsohasi IrnA„ esa {ei,e2, . . .  ,en} 

vektorlar sistemasidan hosil bo'lgan qisrn fazo bilan ustma-ust tushadi. Shu-

376
www.ziyouz.com kutubxonasi



niug udiun diin JmAn = n. 35.2-teoremaga ko‘ra. An kornpakt operator 

bo:ladi. A

35.4. Lp[—k, tt], p > 1 fazoda, quyidagi integral operatorning kompakt- 

ligini ko'rsating.

(Af ) (x)  = j  cos(x -  y) f (y)  dy.
J—7r

Y e c h is h . Dastlab A  operatoming cbegaralangan ekanligini ko'rsatamiz.

r* I r* p
II A f  \\p = \ cos(x -  y) f (y)  dy dx <

J—x \J—t:

~  I  { I -  I cos( x  _  y )  I9 d x  J  \ f ( y ) \ P d v-

Bu yerda biz Gvolder teiigawligidari foydalandik. p va q lar (19.16) shart 

bilari boglangan. Agar | cos(;r — y) \ < 1 tengsizlikni e'tiborga olsak,

II A f  Hp < 2tt • (2jr)f || /  ||p = >  I! A f  || < 2?r • || /  ||

ga ega bo'larniz. Bundan || A  || < 2k ekanligi kelib chiqadi.

Agar biz cos(x — y) = cosx cos y +  sinx sinj/ ayniyatdan foydalarisak,
7T 7T

(Af ) (x)  =  cosx cos y f (y)  dy +  sinx  siny f (y)  dy = acosx  + /3sinx
— 7r — ?r

tenglikka ega boiamiz. Bu yerda

r= sm y f ( y )dy .
J  — 7T

Deinak, ixtiyoriy g = A f  elemeut cosx va sinz larning chiziqli kombinat- 

siyasi shaklida tasvirlanadi. Bundan diin/rn.4 =  2 ekaniigi kelib chiqadi. 

Demak, 35.2-teoremaga ko‘ra .4 operator kompakt boiadi. A

o =  /  cos y f ( y ) dy ,  fi

M u s ta q i!  is h la s h  u c h u n  s a v o l va. t o p s h ir iq la r

1. C” va J-2 fazoiarda birlik shar nisbiy kornpakt to'plam boiadirni?
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2. £p fazoda Ax = (xu2x2,4x3, 0 , . . .) operatoming o‘lckamini toping.

3. 4 fazodagi birlik shaming A\ l%-+  4 ,  Ax = (xy,2 xx2, 3 ^ 3,0 , . . . )  

akdantrrishdagi iasvmning nisbiy kompaki to'plarn bo'lisktni ko'rsaiing.

4. Chekli 0 ‘lchamli operatorlarga misollar heliiring.

36-§. K om pakt op erato rlarn ing  asosiy xossalari

Bu paragrafda biz koinpakt'operatorlar to‘p!amini ckiziqli normalangan fa- 

zo tashkil qilisfaini ko‘rsatamiz. Agar X  Banax fazosini Y  Banax fazosiga 

akslantimvohi barcha koinpakt operatorlar to‘plamini K( X,  Y)  orqali belgi- 

iaymiz va vmi Bauax fazofii bo'lishini isbotlaymiz.

36.1- lem m a. Agar Y Banaxfazosi bo‘isa. K( X ,  Y)  to‘plam L(X,  Y) 

chiziqli normalangan fazoda chiziqli ko‘pxiUihk bo‘ladi.

Isbo t. Lemmaiii isbotlash uchun kompakt operatorlaming yig'indisi va 

songa ko'paytmasi yaua kompakt operator bo‘Iishini ko‘isatish yetarli. Faraz 

qilaylik, A, B  € K( X,  Y)  va {xn} c X  ixtiyoriy chegaralangan ketma-ketlik 

bo'lsin. {(.4 +  B) xn} c  Y ketma-ketiikdan yaqinlashuvchi qisrniy ketma- 

ketlik ajratish mumkinligmi ko'rsatamiz. A  kompakt operator bo'lgani uchun 

{Axn} ketma-ketlikdau yaqinlashuvchi {Axnk} qisiniy ketma-ketlik ajratish 

mumkin. B  konrpakt operator bo‘lgani uchun { B x nk} ketma.-ketlikdan yaqin- 

lashuvchi { B x nki} qismiy ketrna.-ketlikajratish mumkin. Demak. {(.4+i/)r„(lt(} 

ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bundan A + B  operatoming kornpakt 

ekanligi kelib chiqadi (35.4-ta’rifga qarang). Kompakt oparatorning songa ko‘- 

paytmasi yana kompakt. operator bo‘lishi shunga, o‘xshash ko'rsatiladi. A

Endi K(  X,  Y)  qisrn fazoning yopiqligini isbotlaymiz.

36.1- teorem a. Agar Y  Banax fazosi bo‘lsa, u holda K( X,  Y)  harn Ba- 

nax fazosi bo ‘ladi.
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Isbo t. Faraz qilaylik, {A„} C K( X,  Y)  ixtiyoriy fui^miental ketma- 

ketlikbo'lsin. An £ K( X,  Y)  ekanligidan An € L(X,  Y)  ekanligi kelib chiqa- 

di. L(X,  Y)  fazoning to'laligidan (31.1-teoremaga qarang) {A»} fundamen- 

tal ketma-ketlikning biror A e  L(X,  Y)  operatorga yaqinlashishi kelib chiqa- 

di. E-iidi limitik operator A  ning kompaktligini isbotlaymiz. Buning uchun 

chegaralangan {:cn} C X  ketma-ketlikqanday bo'lmasin, {Axn} c Y ketma- 

ketlikdan yaqiniashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkinligini ko'rsatish 

kifoya.

Ai  kompakt operator bo'lganligi uchun {AiXn} ketma-ketlikdan yaqm- 

lashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

r(i) r (i)“X > J'2 i ' r(l)
Ln  i * 1 (36.1)

qismiy ketma-ketlik shunday bo'lsinki, j/ixa;^}  ketma-ketlik yaqinlashuv-

chi bodsin. Endi ketma-ketlikni qaraymiz. A2 kompakt operator
L J

bo'lganligi uchun shunday C jit;^ }  qismiy ketma-ketlik ajratish

mumkinki, j /h a :^ }  ketma-ket.lik yaqinlashuvchi boiadi. Bu holda ^

ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi boiadi. Yuqoridagidek mulohaza yurgizib, 

ketma-ketlikdan shunday |afi3)} qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin- 

ki, bunda s' d ix n (} , | .4 2a;i3)} , (.43xi3)} ketrna-ketliklaryaqinlashuvchibo1- 

ladi. Bu jaravonni cheksiz davom ettiramiz va

, . ( d  (2).(.j , ,(.2 , T(») (36.2)

diagonal ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikni A\, A2, ■ ■ ■ , A n, .. .  ope- 

ratorlar yaqinlashuvchi ketma-ketliklarga o'tkazadi. (36.2) ketma-ketlikni A  

operator liarn yaqinlashuvchi ketma-ketlikka o‘tkazishini ko'rsatamiz. Y  Ba- 

nax fazosi bo'lganligi uchun j  A x ^  } ketma-ketlikning fundamental ekanligini 

ko'rsatish kifoya:

A x \W -  A x W  ! =  Ua>> -  AkxW  +  A kx,W -  Akx W  +  Akx™  -  Ax™ <
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< | |M B) -  -  A & W I +  || Akx W  -  AxW \\ . (36.3)

|®nn) | C X  ketma-ketlik chegaialangan bo'lganligi uchun, shunday C

mavjudki, ixtiyoriy n  e  N da 

k e  N sontji shunday tanlaymizki,

.v.(n)-Ln

i > o

i < C  bodadi. Ixtiyorij'- e > 0 son uchun

tengsizlik bajarilsin. Shunday riq soni mavjudki, barcha n, m  > tiq lar uchun

A kx ^  -  A kx {™:>

Bu shartlar bajarilganda (36.3) dan quyidagiga ega bodatniz

A x P  -  Ax £> Ki f +i+wc~'
Demak, n, m oo da A x ^  — A x ^  —■> 0. Bu esa ketma-

ketlikning fundamental ekaniigini ko'rsatadi. Y to'iafazo bodganligi uchun u 

yaqinlashuvchi. Demak, A  — kompakt operator. A

36.1-natija. Agar {+„} C K(.X, Y)  (V — Banax fazosi) ketma-ket.Uk 

A operatorga norrna bo‘yicha yaqinlashsa, u holda A ham kornpakt operator 

ho ‘ladi.

Natijaning isboti 36.1-teoremaning isbotidan bevosita kelib chiqadi.

36.2-teorem a. Agar A €  K( X)  va B  € L(X)  ( X — Banax fazosi) 

bo‘lsa, u holda A B  va B A  operatorlar ham kompakt operatorlar bo‘ladi.

Isbot. Agar M  C  X  to'plam chegaralangan bo‘lsa, u holda B( M)  ham 

chegaralangan to'plam bo'Iadi. A  kompakt operator bo'Igani uchun A(B(M))  

to'plam -  nisbiy kompakt to'piamdir. Bu esa A B  operatorning kompakt ekan- 

ligini isbotlaydi.

Endi B A  operatorning kompaktligini ko'rsatamiz. Buning uchun chega- 

ralangan {xn} C X  ketma-ketlik qanday bo'lmasin, { B A x n} C X  ketma- 

ketlikdan yaqinlashuvchi qistniy ketma-ketlik ajratish mumkinligini ko'rsafcish
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ycfcarli. A kompakt operatoj- bo'lgani uchun {Axn} kefcma-ketlikdau yaqin- 

lashuvchi qisiniy ketma-ketlik ajratish mumkin. B  operator uzluksiz

hohgani uchun {B A xnic} ketma-ketlik hain yaqiulashuvchi bo‘ladi. Dcmak, 

BA  kompakt operator ekan. A

36.2- na tija . X  cheksiz o'lchamli Banax fazosi ho‘lsin. U holda A  € 

K( X)  operatorning chegaralangan teskarisi mavjud ernas.

Isbo t. Teskaridan farass qilaylik, ya’ni A~l mavjud va chegaralangau bo‘l- 

sin. U holda 1 — A~lA  birlik operator cheksiz o'lchamli X  Banax fazosida 

kompakt bo'lar edi, bu esa 35.1-natijaga zid. Bu qarama-qarshilik natijani 

isbotlaydi. A

36.3- teoreina. Kornpakt operaiorga go'shma operator kompaktdir.

Isbot. Bizga X  Bauax fazosini o‘zini-o‘ziga akslanUruvdii A  kompakt

operator berilgan bo'lsin. A ga qo'sluua bolgan A* operator X* dagi har 

qanday chegaralangan to‘plamni nisbiy kompakt to‘plamga akslantirishini koT- 

satarniz. Normalangan fazodagi har qanday chegaralangan to‘plam qandaydir 

siiarda saqlanadi, slnming uchun A* operator X* dagi birlik shar S* ni (35.3- 

taVifga. qarang) nisbiy kompakt to‘piamga o'tkazishirh ko'rsatish yetarli.

X* dagi uzluksiz funksionallarui X fazoda emas, faqat kompakt A(S)— 

to‘plamda aniqlangan funksional sifatida qaraymiz. Bu yerda S  to‘plam X  

dagi birlik shar. Bu holda S* dagi funksionallarga mos kduvchi funksiyalar 

to‘plami i> tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo'ladi. Haqiqatan 

ham, agar ||y>|| < 1 boisa., u holda

sup |y?(:r)l =  sup \<p(x)\ < || <p || • sup || Ax || < || .4 j | ,
x e A ( S )  X ( : A ( 3 )  x e S

I <p(x) -  <p(y) i <  !l <p II • I I x  -  2 / 1 1  <  II z  -  v\\  •

Arsela teoremasiga ko‘ra, 4  to‘plam C 

boiadi. Uzltiksiz funksiyalar fazosi C

.4(5)

1 (5 )

fazoda nisbiy kompakt to‘pla.in 

da.g:i 4> to‘plam X* fazodagi
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A*(S*) to'plamga izometrik ho'iadi. Haqiqatan ham, agar gi,g2 fe S* bo‘lsa., 

u holda.

\\A*gi -  A*g21| =  su p \(A*gi -  A*g2, x)| =  sup \(gi -  g2: Ax)\ =
xeS xeS

=  sup I0?i -  g2, z)I =  p(gt, g2). 
zeA(S)

4> nisbiy koinpakt to‘plam bo‘lganligi udiun u to'la chegaralangan bo'ladi. 0 ‘z 

navbatida, unga izometrik bo‘lgan A*(S*) to‘plam ham to‘la ciiegax-alangan 

bo‘ladi. Demak, A*(S*) - uisbiy kompakt to'plam. A

36.4-teorem a. X  Banax fazosida A kompakt operator va ixUyoriy p > 0 

son berilgan. bo'lsin. A  operatorning absolyut qiyrnati bo'yicha p dan katta 

bo'lgan xos qiymatlariga mos keluvehi ehiziqli erkli xos vektorlarining soni 

chekltdir.

Isbot. Avvalo shuni ta'kidlaymizki, A  operatoming nolmas A xos qiymati- 

ga mos keluvchi xos vektorlaridan tashkil topgau X \  invariant qism fazo chek- 

li o'lchamli bo‘la.di. Haqiqatan ham, a.ga.r X \  =  K e r ( A — XI) qism fazoning 

odchami cheksiz bo'lganda edi, u holda A  operator X \  qism fazoda va demak, 

butun X  da kompakt bo'knas edi. Shu sababli, teoremaning isbotini yakun- 

lash uchun, agar {A„} — kompakt A operatomiug nolmas, har xil xos qiymat- 

iarining ixtiyoriy ketma-ketligi bo‘lsa, u hoida A„ —> 0 ekanligini ko‘rsatish 

yetarli. 0 ‘z na,vba.tida. X^1 ketma-ketlik chegaralangan bo'ladigan har xil 

xos qiymatlaming cheksiz ketma-ketligi mayjud emasligini ko'rsatish yetarli.

Faraz qilaylik, bunday ketma-ketlik mavjud bo‘lsin va xn vektor X„ xos 

qiymatga mos keluvehi xos vektor bo‘lsin. Madumki. .r1( x2, . . . ,  x„ ,. . .  vek- 

torlar ckiziqli erkli bo‘ladi. X n bila.ii x \ , x 2, . . .  , xn vektorlaming chiziqli qo- 

big‘ini belgilaymiz, ya’ni X„ to‘plam
n

y = Y l akXk
k- 1

ko'rinishdagi element.la.rdan tashkil topgan. Har bir y € X„ uchun quyidagiga
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egamiz

1 , Y '' ak^k / 1 \
-  ^r-Ay = 2^  akx k -  2 ^ ~ Y ~ Xk = 2 ^ a * i 1 ~  T  i Xk' 

A" w  *=? A" *=i v An/

Bu yerdan kcrrinadiki,

V  ~  T ~ A y  G

Endi {y„} ketma-ketlikni shunday tanlaymizki,

1) yn e  A„; 2) ||y„|| = 1; 3) p(yn, An_]) =  inf ||y„ -  ar|| > -ar€An_i Z

shartlar bajarilsin (bundav ketma-ketlikning mavjudligi 35.1-lemmada isbot- 

langan). Agar {A~*} ketina-ketlik chegaralangan bo'lsa, u holda {A~xy„} 

ketma-ketlik A da chegaralangau bo'ladi. Lekin shu bilan birga, {A/A"1-^)} 

ketma-ket-lik o‘zida birorta ham yaqinlashuvchi qismiv ketma-ketlikni saqla- 

mavdi. Haqiqatan ham, ixtiyoriy n > m  da

Vn yn ~  T-A y n + A
/kn

Chunki

Vn — y ~Ayn +  A i  'j € A '„ _ i .

Hosil qilingan qarama-qarshiiik teoreinani isbotlaydi.

36.1-misol. £i Banax fazosida

A : /', £\, Ax =  ^aii,
1 1
n*̂2? • • * y *̂ n-2 n )

A

operaforni qaraymiz. Uning kompaktligini ko'rsating.

Yechish. Agar biz A  operatorga tekis yaqinlashuvchi kompakt operator- 

lar ketma-ketligi mavjud ekanligini ko'rsatsak, u lioida 36.1-natijaga ko‘ra, A 

kompakt operator bodadi. An operatorlami quyidagicha tanlavmiz:

An . t \  * t\. Anx — ^^i, ■ ■ ■' »̂ ■ ■ ■
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An operatorlarning chiziqliligi oson teksliiriladi. Uiarning chegaralangan ekan- 

ligini ko'rsatarniz.

II/UII E
l < i f c < n

<  E  m < \ \ t \ \ .

i<k<cx>

Bu yerdan ||/4n|| < 1 tengsizlik kelib chiqadi. 35.3-misolda ko'rsatilganidek 

d im Im A n =  n tenglik o'rinli. Demak, An chegaralangan va n — o'lchamli 

operator. 35.2-teoremaga ko‘ra, An kornpakt operator. Bundan tashqari An 

operatorlar ketma-ketligi A  operatorga tekis vaqinlashadi. Haqiqatau harn,

E
n + l < A r < r »

< 1
n  + 1 -

n  M < if c < o o

i

7? i  1 \\*\\-

Bu yerdan

j|.4 — yl„|| < ------ * 0, n -* oc

ekanligini olamiz. 36.1-natijaga ko‘ra, A  kompakt, operator bo'ladi. A 

H ilbert fazolarida kompakt operatorlar. Yuqorida biz Banax fazosida 

aniqlangan kompakt operatorlar haqida so‘z yuritdik va ularning ba’zi xos- 

saiarini isbotladik. Hozir biz bu madumotlarni Hilbert fazosidagi kompakt 

operatorlarga taalluqli bo'lgan ayrim faktlar bilan toddiramiz.

Bizga 11 Hilbert fazosi, uning x  nuqtasi hamda {xn}  c  11 ketma-ketligi 

berilgan bodsin.

36.1- t a ’rif. Ayar ixtiyoriy y  € II uchun lim (xn, y) =  (x, y) ho‘lsa,
n  ’Ou

{xn} ketma-ketlih x ga kuchsiz yoki kuchsiz rna'noda yaqvrdashuvchi deyiladi 

va x n x shaklda belgilanadi.

36.2- t a ’rif. Ayar lhn ||a:n — .t |! =  0 bo'lsa, {.rn} ketma-ketlik x gakuch- 

li ma'noda yaqinlashuvchi deyiladi va xn x  shaklda belgilanadi.

Endi H Hilbert fazosida kuchsiz mahiodagi nisbiy kompakt to'plam ta'rifini 

beramiz.

36.3- t a ’rif. Agar M  c  H to'plamning ixtiyoriy {a:n} ketma-ketligidan
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kuchsiz ma'noda yaqinlashuvchi qisrniy ketma-ketlik ajratish murnkin ba'lsa, 

M ga kuchsiz rna'nodagi kompakt to'plam, deyiladi.

Qiiyidagi tasdiqni isbotsiz keltiramiz.

36.5-teorem a. M  C H to‘plam kuchsiz ma’no<la kompakt bo‘lishi uchu-n 

uning chegaralangan bo'lishi zarur va yetarlidir.

Biz har qanday chegaralangan to'plamni nisbiy kompakt to'plamga akslan- 

tiruvchi A  operatorni kompakt operator deb atadik. 36.5-teoremaga ko'ra H  

dagi hanmia chegaralangan to'plamlar (va faqat ular) - kuchsiz kompakt. De- 

mak, Hilbert fazosidagi kompakt operatorlarni har qanday kuchsiz kompakt 

to'plamni nisbiy kompakt to'plamga o'tkazuvchi operator sifatida aniqlash 

mumkin. Va nihoyat, ayrim hollarda Hilbert, fazosidagi operatorlaming kom- 

paktligiui tekshirishda quyidagi ta ’rif qulav.

36 .4-ta’rif. Agar H Hilbert, fazosida aniqlangan A operator har qan- 

day kuchsiz yaqinlashuvchi ketrna-ketlikni kuchli yaqinlashuvchi ketma-ketlikka 

akslantirsa. u holda A kompakt operator deyiladi.

Haqiqatan ham, bu shart bajarilgan bodsin va M C H chegaralangan 

to'plam bo'lsin. M to'plamning har qanday cheksiz qism to'plami o'zida kuch- 

siz yaqiniashuvchi ketma-ketlikni saqlaydi. Agar bu ketma-ketlik A  operator 

ta'sirida kuchli yaqinlashuvchi ketma-ketiikka o'tkazilsa, u holda A (M ) — nis- 

biy kompakt.

Aksiucha, A  — kompakt operator va {xn} ketma-ketlik x  elementga kuch- 

siz ma'noda yaqinlashsin. U holda {Axn} ketma-ketlik o'zida kuchli yaqin- 

lashuvchi qismiy ketma-ketlikni saqlaydi. Shu bilao birga {Ar„} ketma-ketlik, 

A ning uzluksizligiga ko‘ra, Ax  ga kuchsiz vaqinlashadi. Bu yerdan kelib 

chiqadiki, {Axn} ketma-ketlik bittadan ortiq iimitik nuqtaga ega emas. De- 

mak, {Axn} yaqinlashuvchi ketma-ketlik.

Endi biz o‘z-o‘ziga qo'shma bo'lgan kompakt operatorlarni batafsilroq o‘r-
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ganamiz. Xususan, bundav operatorlar uchun chiziqli algebra kursidan ma'lum 

bo'lgan matritsalami diagonal ko'rinishga keltirish haqidagi teoremaga o'xshash 

Hilbert-Shmidt teoremasini isbotlaymiz. Awai quyidagi ikkita tasdiqni isbot- 

laymiz.

36.2-lem ma. H kompleks Hilbert fazasidagi o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lgan 

chegaralangan A operatoming barcha xos qiymatlari haqiqiydir.

Isbot. Haqiqatan ham, Ax =  \ x  tengiarna x: ^  6 yechimga ega bo'lsin. 

U holda

\ (x,  x) = ( \x , x) =  (Ax, x) = (x, Ax) = (x, \ x )  = \ (x ,  x).

Bu yerdan A =  A. A

36.3-lemma. 0 ‘z-o‘ziga qo'shma chegaralangan operatorning har xil xos 

qiymatlanga mos keluvchi xos vektorlari o‘zaro ortogonaldir.

Isbot. Haqiqatan hain, agar Ax = \x ,  Ay = /ay, harnda A — /i /  0 

bo‘lsa, u hoida

A(x, y) = (Ax, y) = (x, Ay) = (x, yy) = /i(x, y).

Bu yerdan (A — /i) (x, y) =  0, ya'ni (x, y) = 0. Detnak, x.Ly. A

Endi quyidagi fundamental teoremani isbotlaymiz.

36.6-teorem a (Hiibert-Shmidt). H Hilbert fazosida, kompakt, o‘z-o‘ziga 

qo‘shma, chiziqli A  operator berdgan bo'lib, {A„} - uning barcha nolmas xos 

qvymatlari ketrna-ketUgi bo‘lsin. U holda H fazoda shu xos qiymatlarga mos 

keiavchi xos vektoriardan iborat shunday {d>n} ortonormai sistema mavjudki, 

har bir £ € II element yagona usulda

k

ko‘rinishda tasvirianadi, bu yerda Sf vektor A g  =  0 shartni qanoatlanbiradi.
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Bu holda

^kCkd'k-
k.

Agar nohnas xos qiymatiar soni cheksiz bo‘lsa, u holda

lim X„ = 0 .
n —»oo

Bu asosiy teoremani isbotlaah uchun bizga quyidagi yordamchi tasdiqlar 

kerak bo'ladi.

36.4- iem m a. A kompakt operator va {£„} ketma-ketlik £ elementga 

kuchsiz yaqinlashsin. u holda

Q H n )  =  { A i n , t n )  -> (_4£, Q  =  Q ( £ ) .

Isbo t. Ixtiyoriy n natural son uchun

|(-4(;„.£n) -  (A£,0I = |(.40, in) -  {Ac,.i,n) + (A£,0) -  (A£,£)| <

< l(4o,o.) -  (A£,e„) i + kaoo .) -  (Ae,oi •
Ikkinchi tomondan,

i(Ae», i n )  — (m , i n )  i = i(Ae» - e»)i < n n ■ n A(xn - e)ii

va

ka£, e») - ( A £ , oi = m ,  l  - oi = i(o a * (o - o)i < i! c n-n a*(o -  on.
Ma'lumki, || 0, II sonlar ketma-ketligi chegaralangan va

lim ( ||A (0  — 011 +  || A* (0 . — 011) =  0,
n —> oo

bolganligi uchun, n  —> oo <ia.

1 ( 4 0 , 0 ) -  (Ai,  O h O .  A

36.5- lenuna. A  — o‘z-o‘ziga qo‘shma chegaralangan operator va (A£> 0 =  

Q (0  bo‘lsin. Agar |Q(0I funksional birlik sharning O nuqtasida maksi- 

mmnga erishsa. u holda (0 ,0  =  0 e-kanligidan

( A M  = ($o,AQ = 0
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tengliklar kelib chiqadi.

Isbot. Ravshanki, ixtiyoriy £ € H ucliuii <3(0 =  (4£,£) €  R. Agar 

|<3 (£)| funksional birlik sharniiig £o nuqtasida inaksimumga erishsa. u holda 

| |£o ! |  =  1. Haqiqatan ham, agar !j£o|| <  1 bo'lsa, u liolda

Q ( m ) \  I(j4(m)’ neoii) IKoli
l(^£o, £o)| > |<3(£o)|

Bu munosabat |<3(£o)l uiug maksimal qiymat ekanligiga zid. Eudi £ € H

2

vektor £o ga ortogonal bodgan ixtiyoriy element bo‘lsin. Bu element yordami- 

da £ elementni quyidagicha. quramiz

£ _  £o + a<

\ J \  + |a|2 • ||C||2
Bu yerda a — ixtiyoriy kompleks son. ||£o|| =  1 ekanligidan ||£|| =  1 kelib

chiqadi.

Q(Q
l

l  + l«l2 ■ IICII2
Q (£o) + 2Rea (A £0, £) + |o |2 Q (C)

bo'lgani uchun, yetarlicha kichik a larda

Q (£) =  Q (£o) +  2 Hea (.4£0, Q + 0(a2).

Oxirgi tenglikdan kohinib turibdiki, agar (4£0,C) 7̂  0 bo‘lsa, a ni shunday 

tanlash mumkinki, |<3(£)| > \Q (£o)| fengsizlik bajariladi. Bu esa |<3(£o)| 

maksimai qiymat ekanligiga zid. A

36.6-lemma. Agar A — o‘z-a‘ziga qa‘shrna chegamlangan operator bo‘lib, 

|(A£,£)| = |<3(£)| funksional birlik shaming £ 0 nuqtasida maksimumga erish- 

sa. u holda biror X soni uchun 4 £0 =  A£0 tenglik 0 ‘rinli.

Isbot. 36.5-lemmaga ko‘ra. £0 vektorga ortogonal liodgan

M £  : =  { £ €  H : ( £ o , £ ) = 0 }

qism fazo .4 operatorga nisbatan invariant bo'ladi. .4— o‘z-o‘ziga qo'shma 

operator bo‘lganligi uchun Mq qism fazoga ortogonal bo‘lgan, bir o‘lchamli
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AIq = {£ s  H : F — o £0} qismfazoliam A ganisbatan (33.1-lemmagaqarang) 

invariant bo'ladi. Bir o'lchamli fazoda har qauday chiziqli operator songa 

ko'paytirisli operatoridir. Demak, ,40 — A£0 tenglik o'rinli. A

36.6-teorem aning isboti. Biz <Pk elernentlarni ularga mos keluvchi xos 

qivmatlarning absoiyut, qiymatlari kamayib borishi tartibida induksiya bo‘yi- 

cha quramiz:

IAij > [A2| >  ■ • ■ > |A„| > • • • •

4>\ elementni qurish uchuii \Q (£).| =  |(yl£,OI funksionalui qaraymiz va uni 

biriik sharda maksimumga erishishini isbotlaymiz.

S\ =  sup |(.4£,0I

va £j ,£2, — ketma-ketlik uchun, ||£„|| <  1 va

lirn |(A£„, £„)| = S\
71—+CO

bo‘Isin. Birlik shar H da kuchsiz kompakt bodganligi uchun {fn} dan biror 

C elementga kuchsiz yaqinlashuvchi qismiv ketma-ketlik ajratish murnkin. Bu 

holda HCII < 1 va 36.4-lemmaga ko‘ra

| (AC, C)| =  S\.

Biz C elementni 4>i deb qabul qilamiz. 36.5-Iemma isbotiga ko‘ra ||C|| = 
||d>i|| =  1. Bu holda 36.6-lemmaga ko'ra A<P\ = A\4>i, bu yerdan |Ai| =  

\(A<j>\, </>i)| =  S\. Endi Ai, A2, • • •, An xos qiymatlarga mos keluvchi <j>i, fa, ■ • •, 

<pn xos vektorlar qurilgan bo'lsin. |<5(0I =  l(-4£,0l funksionalni

M - = H Q M ({<j>k}nk=l)

qism fazoda qaravmiz. A/n qisrnfazo A  operatorga nisbatan invariant (chunki 

M ({tpkYl-i) invariant va A  o‘z-o‘zigaqo‘shmaoperator). |(-4C,0I ftmksional
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4>n+i € M„ da maksimumga erishsin. 36.6-lemmaga ko‘ra u A  operatoming

xos vektori bo'ladi, ya'ni A<j>„+1 =  An+i4>n+i- 
Bu yerda quyidagi ikki hol bodishi mumkin.

i) Ghekli qadamdan so‘ng, biz shimday M„ qism fassoga ega bo'lamizki, 

bu fazoning barcha £ elementlarida (A£, £) =  0 bo'ladi.

ii) Ixtivoriy n  € N udmn M„ qism fazoda (A£, £) ^  0.

? Birindii liolda 36.6-lemmadan kelib ehiqadiki, A  operator A'/„! qism fazoni 

nolga o'tkazadi, ya’ni :V/n! qism fazo A =  0 xos qiymatga mos keiuvchi xos 

vektorlardan iborat. Bu holda qurilgan {<pn} vektorlar sistemasi chekli sondagi 

elementdan iborat.

Ikkinchi holda xos vektorlanxing {<£„} ketma-ketiigi hosii bo‘lib, ulanxing 

har biri udiun An ^  0. Bu holda An —> 0 ekanligini ko'rsatamiz. {<An} ketma- 

ketlik (har qanday ortonormal sistema kabi) nolga kuchsiz yaqinlashadi, chunki 

ixtiyoriy /  € H  xichun uning Furye koeffitsiyentlari cn =  (/, <j>n) uchun

munosabat o‘rinli. Qator yaqinlashishining zaruriy shartidan lim (/, </„) =  0

ekanligi kelib diiqadi. A  operatorning kornpaktligidan A<j>n =  A„d„ ketma- 

ketlik nolga kuchli ma'noda yaqinlashadi, ya/ni

lim |j A<;i„|j =  lim |A„| =  0.
n—»,'x) ' r>—

Quyidagicha belgilash kiritamiz

Faraz qilaylik, M 1 bo‘sh bodmasin. Agar £ € M 1  va £ 0 bo‘lsa, u holda

ixtiyoriv n € N uchun

CO

M 1 = H e  M ({A}T=i) = P \ Mn -

l(A£, £)| < |A„| • j|£ j|2.
390
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Bu yerdan iixnitga o‘tsak.

(A e ,o  =  o.

36.6-lemmani M 1  qisrri fazo ucliim qcrllab. ,4£ =  0 ga ega bolamiz, ya'xii 

K erA  =  M 1 . {<f>n} sisteinaaing qurilishida-n ko'rinib turibdiki, ixtiyoriy £ €

H  — M  © M 1  vektor

£ =  £ < * &  +  £', ?  e M 1 =  KerA,
k

ko'rinishda tasvirianadi. Bu yerdan

/1£ =  ^2  Ak'k0k- A
k

Endi H  da kompakt opera.toria.rga misollar keltiramiz.

38.2. i2 Hilbert fazosida {o«} ga ko!paytirish operatorini, ya'ni

A \ i A x  = ( a i X i ,  a2x2, . . . ,  anxn, ...)

operatorni qaraymiz. A  € K ( i2) bo'lishi uciiuri

lim a„ = 0 (36.4)n—>OQ
shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Isbofc. Yetariiligi. (36.4) shart bajarilsin. Agar biz A  operatorga tekis 

yaqinlashuvchi kompakt operatorlar ketma-ketligi mavjud ekanligini ko‘rsata 

olsak, u holda 36.1-natijaga ko'ra, A kompakt operator bo'ladi. An operator-

laxni quyidagicha quramiz:

A n  - i-2 -*• 4 ,  Anx  =  (ai.ri, a2x 2, . . . ,  a„a;n, 0,0, . . . )  .

35.3-niisolga ko‘ra, har bir n  € N da An operatoriar kompakt. Bundan 

tashqari A n operatorlar ketma-kethgi A  operatorga tekis yaqinlashadi. Haqi- 

qatan ham, 29.9-misolga ko:ra

| | .4 - A „ |[ =  sup |afc| -
n<k< co
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Bunda,n va (36.4) shartdan

lim ll/i — A„|! = lim sup \cik\ = 0.
n~>oc " 1 n-+oo n < k < x

Demak, 36.1-natijaga ko‘ra, A kompakt operator bo'ladi.

%aruriyligi. Paraz qilaylik, A kompakt operator bo'Isin. U iiolda nolga 

kuchsiz yaqinlashuvchi ixtiyoriy {$„} C 1% kctma-kctlik uchuu Axn ketma- 

ketlik nolga kuchli yaqiulashuvchi bo'Iadi. Nolga kuchsiz yaqinlashuvchi ketma-- 

ketlik sifatida 4  fazodagi ortonormal bazis {e„}^=1 ni ((23.8) ga qarang) 

oiamiz. 34.3-misoiga ko'ra, Aen = a„en tenglik o'rinli. {Ae„} ketma-ketiik- 

ning nolga yaqinlashisliidan

lim |L4eni| =  lim j|«nen|| =  lim ja„| j|e„J| =  lim |a„J =  0
n-->co ' " n—>oc- " n —>oo n —>oo

ni olamiz. Demak, (36.4) sliart bajariladi. A

36.3. 35.4-misolda qaralgan integral operatorni, ya’ni

(A f ) ( x ) =  f  cos(x -  y) f (y)  dy, f  G L2[ - tt, tt]
J — TT

operatorni qaraymiz. A  operator Hilbert-Shmidt teoremasi shartlarini qanoat- 

Ia.ntiradimi?

Yechish. A  operatorning kompaktligi 35.4-misoIda ko'rsatilgan edi. 33.4- 

misolda L2[a, 6] fazoda K(x,  y) yadroli integral operatoming qo‘shmasi topi- 

lib, integral operatorning oVo'zigaqo'shma bo'Iishiniug zarur va yetarli sharti

(33.14) koerinishda boMishi keltirilgan edi. Qaralayotgau .4. operator uchun

(33.14) shartning bajarilishini tekshiramiz.

Bizning holimizda K(x.  y) =  cos(a; — y) bo‘Igani uchun

K(x, y) =  cos(x -  y) =  cos(y -  x) =  cos(y — x) =  K(y, x)

tenglik o‘rinii. Deinak, A  = A*. Shunday qilib, A operator Hilbert-Shmidt 

teoremasi shartlarini qanoatlantiradi. A
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30.4. 36,3-inisolda qaralgan ,4 operatorning xos qiyinat va xos funksiya- 

larini toping.

Yechish. Xos qiymatga nisbatan tenglama A f  = X/ ,  ya'ni

I cos(x -  y) f ( y )  dy = Xf(x)
J —V

tenglamani qaraymiz. Bu tenglamani quyidagicha ham yozish mumkin.

A/(z) =  COS X r
J - n

cos y f (y )  dy +  sinrr siny f ( y )  dy =

- a cos x  +  j3 sin x. (36.5)

Bu yerda

/
71' /*7f

cos y f ( y ) dy ,  3 = f  siny f ( y ) d y .  (36.6)

Ikki holni alohida qaraymiz: i) A =  0, ii) A 0.

i) Bu hokia acosa: +  /3m ix =  0 ga ega bo‘lamiz. ui(x) = cosx va 

vi(x) = sanx elementlar chiziqli bog'Ianmagan, shuning uchun a = 3 = 0.

Dernak, (36.6) ga ko‘ra,

i  cos y f (y )  dy = 0, f  sin y f (y)  dy = 0 (36.7)
J — K J— 7T

bo‘ladi. (36.7) shartni qanoatlantiruvchi elementlar to'plami A  operatorning 

yadrosini taslikil qiladi. Boshqatha aytganda, (36.7) shartni qanoatlantiravchi 

elementlar to‘plami ui(x) =  cosx va v\(x) — sina: elementlarga ortogonal

qisin fazo. Bu qism fazoda

1 f . . 1 )°°
v'27r' l nV ; Vir j n=2

1 )°°,(:r) = —  srima; >
V n ) n—2

sistema ortonormal hazis bo'ladi. Demak, dimKerA = oo. Shunday ekan

A =  0 soni A  operator uchun cheksiz karrali xos qiyrnat bo‘ladi.

Endi A yf 0 bo'lsin, ya’ni ii) holni qaraymiz. (36.5) dan foydalansak, A f  = 

Xf  tenglamaning yechimi /  uchun quyidagi ko‘rinishni olamiz:

... . a 3 .J (x) = — cos x +  — sm x.
•\ A

(36.8)
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Bu yerda a  va 8  koeffitsiyentlar noma'himlar, chunki uiar izlanayotgan /  

funksiyaning integrali orqali ifodalangan. Agar biz /  ning (36.8) ifodasini

(36.6) ga qo‘ysak, a  va (3 noma'lurnlarga, nisbatan quyidagi tengiamalar sis- 

temasiga ega bo'lamiz:
' T

q =  J cos y 
-*■

,8 =  f  sinj/

a
j c o s y  I

/3 .— sm y
A

a 8
— cosy +  -s in i,'
A  A

dy --= 

dy —

ita
T
7T0
T '

Bu tenglama faqatgina A =  n da nolinas yechimga ega. Bu holda a va 8  lar 

sifatida ixtiyoriy sonni olish munkin. (36.8) ga ko'ra

/(:/;) =  C i cos x + C2 sin x  (36.9)

element A =  n  xos qiymatga mos keluvchi xos funksiya bo'ladi. Demak, A  — 

tr/ operatorning yadrosi ikki o'lchamli qism fazo ekan. Bundan A =  7r xos 

qiymatning karraligi 2 ga teng ekanligi kelib chiqadi. A

Agar biz 36.3-inisolda qaralgan A  operatorga Hilbert-Shmidt teoremasini 

qo'llasak, Aj =  A2 =  tr va A„ =  0, n > 3 ekanligini hosil qilamiz.

Kompakf, operatorlarning rnuhim sinfi sifatida L 2[a, b\ fazodagi integral 

operatorlarni qarash mumkin.

36.5. Har bir x  € L 2[a, b\ elementga

(Ax )(s )=  f  K(s,t.) x(t) dt 
J a

formula bo'yicha ta'sir qiluvchi A  operatorni kompaktlikka tekshiring. Bu yer- 

da K(-, •) integral operatorning yadrosi, u [a, &] x [o, 6] da uzluksiz funksiya.

Ko'rsatm a.. A  operator uchun 37-§ dagi 37.2-teorema shartlari bajarili- 

s'nini ko'rsating.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. A2[0, 1] — fazoda chekli o‘lchamli opemtorga, misol kdtiring.
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2. A : H —* H o‘z-oziga qo‘shma, chegaralangan opemtor. m  va M 

soniar (A x , x) funksionalmng birlik shardagi aniq quyi va aniq yuqori 

chegaralari bo‘lsin. o (/1) C  [m, M\ munosabatni isbotlang.

3. 0 ‘z-oziga qo'shma, chegaralangan A operator uchun m, M  € o{A) 

munosabatni isbotlang.

4. Shunday o‘z-oziga qo'shma, chegamlangan A opemtorga rnisol keltir- 

ingki. a(/i) n  (m, M ) = 0 bo'Lsin.

5. 0 ‘z-oziga qo'shma. chegamlangan A :  H -* H operator uchun

sup |(Ar, x)\ =  Si  =  |! A j|

tenglikn i is ilo,ng.

6. u — [0, 1] kesmada uzluksiz funksiya. 1.2[0, 1] fazoda (Af)(x)  =  

u(x) f ( x )  tenglik bilan aniqlangan A operatorga qo'shma operatomi 

toping. Natijani u(x) =  cos a? +  i sin x bo ‘Igan holda tekshmb ko ‘ring.

7. 7r] Hilbert fazoda aniqlangan

(Af)(x)  =  / (1 + cosxcosy) f (y )  dy
J —n

opemtorning o ‘z-oziga qo‘shrna vakornpaki ekanligini ko'rsating. |(.At , x )\ 

| Q ( t ) |  funksionalning birlik shardagi aniq yuqori chegarasini toping. A  

operatoming noldan farqli xos qiymaUari sonini toping.

8. ir2[—7T, tt] Hilbert fazoda berilgan
1 1 f K

( A f ) ( x )  =  -  Y '  — /  c o s n x c o s n y f ( y )  d y

* 2 J-*
operatorning o‘z-oziga qo‘shma ekanligim ko'rsating. Kompaktiikka tek- 

shiring. Noldan farqli xos qiymatiarini toping. Ularga rrios xos funksiya- 

larning {</>«} sistemasini quring. Bu opemtorga Hilbert-Shmidt. teore- 

masini qojlang va M x qism fazoning tavsijini bering.
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3 7 -§ . C h iz iq l i  in t e g r a l  te n g la m a ia r

Puiiksional fazoda (masalau, C[a, b\, 6], C'2[a, b] ) tenglama beril-

gan bo'lib, nomalmn eleinent funksiyadan iborat bo‘lsa, bunday tenglama 

funksional tenglama deyiladi. Agar funksional tengiamada nonia'lum funksiya

integral ostida bo‘isa, u holda. tenglama integral tenglama deyiladi. Masalan,

<f>(s) = f K(s,  t) g(<p(t), t )dt

tenglama <f> ga nisbatan integra.1 tengla.ma.dir, bu yerda K(s, t), g(s, t) —

beriigan funksiyalar.

Integral tenglamadagi ifbda nomadum funksiyaga nisbatan diiziqli boigan 

holda tenglarna. ehiziqii integral tenglama deyiiadi. Quyidagi tenglamalar chi- 

ziqli integral teiiglamalarga inisol boiadi:

f  K(s,  t) 4>(t) dt + f (s )  = 0, 
Ja

(37.1)

<j>(s) = t  K(s, t) </>(t) di +  f(s).  
Ja

(37.2)

Bu yerda <f> noma'ium fimksiya. K(s, t )va f (s )  maium funksiyalar. (37.1) 

va (37.2) tenglamalar mos ravishda birinchi va ikkinchi tur Fredholm tengla-

malari deyiladi.

Xususan, K(s, t) funksiya t > s qiymatiar udxun K(s, t) = 0 shartni 

qanoatlantirsa, u holda (37.1) va (37.2) tengiamalar mos ravishda

[  K(s,  t) <j>(t) dt + f (s)  = 0, (37.3)
Ja

4>(s) = J K ( s , t )  d( t)dt  +  f (s )  (37.4)

ko‘rinishlarga ega boiadi. Bunday tengla-malar birinchi va ikkinchi tur Volter-

ra tenglamalari deyiladi. Volterra tengla.rna.lari Fredholm tenglamalarining

xususiy holi boisada, uiar aloliida o'rganiiadi, chunki Voiterra tenglaina.la.ri 

o'ziga xos boigan xossalarga ega.
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Agar (37.1)-(37.4) tenglamalarda /  funksiya nolga teng bo‘3sa, bu tengla-- 

malar btr jinsli deyiladi.

37.1-misol. Quyidagi

/(*) =  l  i ~ (° < «  < i. / ( 0) =  0)

tenglama <f> noma'lumga nisbatan Abel tenglarnasi deyiladi. Bu tenglama Vol- 

terra tenglamalaxining xususiy hoii bo‘Iib, 1823 yilda N. Abel toinonidan qa- 

ralgan, uning yediimi

<XI) =
siiiQx f* f'{s)ds

* Jo (t ~  s)l~a
ko'rinishga ega.

Biz bu yerda faqat ikkinchi tur Fredholm tenglamasini qaraymiz. l ^ a .  b] 

kompleks Hilbert fazosida ikkinchi tur Fredholm tenglainasini, ya'ni (37.2) 

tenglamani olamiz. Bu tengiamada. /  ma’ium, <p noma'lum funksiyalar bo‘lib, 

ula,r L2 [a, b\ fazoning elementlari deb faraz qilinadi.

(37.2) tenglamaning yadrosi deb nomlanuvchi K(s, t) funksiyadan quyida- 

gilarni talab qilamiz, u -  odchovli va
rh  rh

I I \ K ( s , t ) f  dsdt < oo (37.5)
Ja Ja

shartni qanoatlantirsin, ya’ni K(s, t) kvadrati bilan integrallanuvchi funksiya. 

L2[a, 6] fa/zoda auiqlangan

(T<j>)(s) =  t  K(s,  t) <p(t) dt (37.6)
J a

operatorni qaraynnz. Bu operator K  yadroli Fredholrn operatori deyiladi.

(37.2) tenglamani o'rganish shu operatorning xossalarini tckshirishga kelti- 

riladi.

Navbatdagi teoremalarni isbotiashda biz integrailash tartibini almashtirish 

haqidagi Fubini teoremasining natijasidan foydalanamiz. Fubini teoremasi nati- 

jasining quyidagi bayoni biz udiun qulaydir.
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37.1-teorem a (Fuhirit). Agar \K(x, y)|2 funksiyd [a, 6] x [a, 6] kvadratda

integrallanuvchi bo ‘Isa, u holda deyarli bareha x  € [a, h] (y € [a, 6]) larda

bb / b

I  y) I2 dV |  J y )  I2 dxrt Va
integra! mavjud va quyidagilar o‘rin!i 

b b b b
(x, v) |2 dxdy = I dx l |K(xJ J\K(x, y) |2 dxdy = J dx j \K(x, y) |2 dy = j dy J\K(x, y) \ dx.

rt a

b b
dy

rt a

37.2-teorema. Agar K(x,  y) yadro (37.5) shartni qanoatlantirsa, u holda 

L2[a, fr] fazoda (37.6) tenglik bilan aniqianuvchi T  operaior kornpakt va uning 

normasi uchun quyidagi tengsizlik o‘rin!i

imi< JjJ J\k(s, t) i2 dsdt. (37.7)

Isbot. Avvalo shuni ta’kidla.ymizki, Fubini teoremasi va (37.5) shartga 

ko‘ra, deyarli bareha. s lar uchun
rb
I \K(.s, t) |2 dt

J  a

integral rnavjud. Boshqacha aytgauda, K(s,  t) funksiya t ning funksiyasi 

sifatida deyarli barcha s larda Lq[<i , 6] fazoga qaxashli. Kvadrafei bilau in- 

tegrallanuvchi funksiyalaxning ko‘paytmasi integrallanuvchi bolgani uchun,

(37.6) ning o‘ng tomonidagi integral deyarli barcha s lar uchun mavjud, ya’ni 

y<(s) = (T<p)(s) funksiya deyarli hauima yerda aniqlangan. ip G L2[a, 5] 

ekanligini ko'rsatamiz. Koshi-Bunyakovskiy tengsixligiga ko‘ra, deyarli barcha 

s lar uchun „

M s ) f /  K(s, t) 4>(t) dt 
Ja

< t \ K ( s ,  t ) I2 dt t \ m \2 dt = M 2 t \ K ( s ,  t )I2 dt
J a  J a  J a
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tengsizlikni olamiz. Oxirgi ifodani a dan b gacha s bo'yicha integrallab va 

|/C(s, t) |2 dan takroriy integralni ikki karrali integralga almashtirib, quyidagi 

tengsiziikka ega bo‘lamiz

\\T4>f -  f u i s ) \ 2ds <  U\\2 f  f \ K ( s , Ol2 dtds.
J a J a. J a

Buyerdan |y>(a)|2 ning integrallanuvchanligi va (37.7) tengsizlik keiib chiqadi. 

End/i T  operatorning kompaktligini ko'rsatish qoldi. {tpn} sistema L2\a, b] 

fazoda to'la ortonormal sistema bo'lsin. U holda {tpm(s) ipn(t)} ko'paytmalar 

sistemasi i^fla, b\ x [a, 6]) fazoda to‘la ortonormai sistemani tashkil qiladi 

va demak, CC OO
K(s, t) = ^   ̂ t 'n(' )

m =1 n=1
yoyilma o‘rinIi. Endi

N N_
K n (s , t) = )  ' amn,Pm(s) r'Pn(t) 

m=1n=1
yadroga rnos Fredholm operatorini 'i)y  bilan belgilaymiz. Bu operator icom- 

pakt,, chtinki u chegaralangan va L2[a; 6] fazoni chekli A' — oichamii qism 

fazoga akslantiradi. Haqiqatan ham, ixtiyoriy 4> € L2[ai b] uchun

(i)vd>)(s) =  f  K n (s , t) 4>(t)dt -

N  N  ~b N N
— , "y y amnVm(s) j  f(t )L’n(t)dt = )>  ̂1pm(s)

m = l n = l J a m.=1 n = l

buyerda bn = f *  f ( t )  v„( t )  d;t. Demak, i y  operator L2[a, 6] fazoni ■■ -,

■ipN funksiyalaming chiziqli qobigi boigan /V— oichamli qism fazoga aks- 

lantiradi. K N(s, t) funksiya K(s, t) funksiyaning {tpm(s) Vn(t) } sistema 

bo'yicha Furye qatorining qismiy yigindisidan iborat. Slmning uchun, A' -+

oo da

| K (s, t) — KN(s . t )|2 ds dt —+ 0.
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Endi (37.7) tengsizlikni T  — Tjf operatorga qo'llasak,

\\'1 '-T n \\ < y  ^  ^  \ K ( s , t ) ~  KN(s,t)\2dsdt 0, N —> cx>.

Shunday qilib, {'ijv} kompakt operatorlar ketma-ketligi norma bo‘yicha T  

operatorga yaqinlashadi. Kompakt operatorlarning asosiy xossalari mavzusida- 

gi 36.1-nacijaga asosan T  ham kompakt operator bo'ladi. A

E s la t m a la r .

1. 37.2-teoremaning isboti davomida biz shu narsani ohnatdikki, har qan- 

dav Fredholru operatori chekli o'lchamli operatorlarning norma bo‘yicha limi- 

tidir.

2. Ti, 12 — (37.6) ko‘rinishdagi ikkita operator va Ki, K 2 — ularga mos 

kcluvehi vadrolar bo'lsin. Agar barcha <j> €  L 2[a, 6] lar uchun 1\6 =  T2<j>

bodsa. u holda devarli harnma yerda Ki(s, t )  =  K 2(s, t). Haqiqatan ham, 

agar barciia <p € L2[a, b] iar uchun

(1 i<t> -  T2<p)(s) = f (Ki(s, i) -  K 2(s , t)) <j>(t)dt - 0
Ja

bo‘lsa, deyarli barcha s € [a, b] la,rda 
rb

\ K i ( s , t ) - K 2(s,t)\2dt = 0
Ja

va demak,

IIKi  -  A2||2 =  / b f  t) -  K 2(s , t ) fdsdt  = 0.
J a J a

Bu yerdan bizning tasdig'imiz Ki(s , t )  = K 2(s,t) kelib chiqadi. Madumki, 

L2 ([«, b]2) tazoda ekvivalent funksivalar bitta element sifatida qaraladi, shu- 

ning uchun aytish mumkinki, integral operatorlar bilan yadroiar o'rtasidagi 

mosiik o'zaro bir qiymatlidir.

37.3-teorem a. T  — K(s,  t) yadro bilan aniqlanuvchi Fredholm opera-

tori bo'lsin. U hoida unga qo'shma, bo‘igan T* operator K(t,  s) yadro bilan 

aniqlanadi.
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Isbo t. Fubini teoremasidan foydalanib, quyidagiga ega. bodamiz:

ds = ( f ,T 'g) .

Bu yerdanBu yerdan

(T*g)(s) = f  I<(t, s)g(t)dt

tenglik. ya’ni teoremaniug tasdig‘i kelib diiqadi. A

Xususan, (37.6) ko'rinishdagi T  operator /^[a, b\ fazodao;z-o‘zigaqo‘slnna. 

ya'ni T* =  T  bo‘lislii udiun ((33.14) ga. qarang)

shartriing bajarilishi yetarli va zarurdir. Haqiqiy Hilbert fazosi (va demak 

haqiqiy K  yadro) qaraiadigan holdao‘z-o‘zigaqo‘shmaliksharti bo‘lib, K(s. t) 

-  K(t ,  s) tcngiikxizmat qiladi. (37.8) shartni qanoatlantiruvdii yadroiar sim- 

metrik yadrolar deyiladi.

Hi31:>ert-Shi.dt usuli. Endi (37.8) ahartni qanoatlantiruvdii yadroli iriteg- 

ral tengiamani o‘rga.namiz. Yuqorida. aytilganidck, bu hoida.

o‘z-o‘ziga qo'shma kompakt operator. Demak, bu operatorga Hilbert-Shmidt 

teoreinasini qo'iiash rnumkin. (37.2) tenglamaui qisqacha.

ko‘rinishda. yozamiz. Hilbert-Shmidt teoremasiga asosan. T  operator uchun 

{A„.} xos qiymatlarga mos keluvclii xos funksiyalammg shunday {tpn} ortonor- 

mal sistemasi mavjudki, ixtiyoriy £ e  I^[a, 6] element. yagona. usul bilati

K(s, /)  =  K(t ,s) (37.8)

4> = T<i> + f (37.9)

e =  Y y ,n i ’n + £: S f e K e r T ,
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ko'rinishda ifodalanadi. Shunday qilib,

/  =  1 ]  bn*„ 4 / ' ,  f  € Ker T, (37.10)
J l= l

deyiniz va (37.9) terxglamaniiig yechimini

4> = 2L  +  $■> $  e Ker'T, (37.11)
rti~-1

ko‘rinishda izlaymiz. (37.10), (37.11) yoyilmaiaxni (37.9) ga qo'yib,

*ni’n 4 <p' -  y ' '  Xn\„Tn + bn tpn + f
n ~ 1 n - I  n=l

tenglamaga kelarniz, ya’ni

1 "k (/> — ^   ̂ k /  .
n * l  n= l

Bunday yoyilma yagona bo'lganligi sababli

f  = f ,  X n ( l ~ K )  = bn, n  =  1 ,2 ,3 , . . . .

Agar A„ ^  1 bo‘Isa. u holda rr„ — h„(l — A„)_1 va A„ =  1 bo‘lsa, bn =  0.

Koh'inib turibdiki, An =  1 hoida bn =  0 shart (37.9) tenglamaning yechim- 

ga ega bo'lishi nchnn yetarli va. zarurdir. Bunday A„ =  1 uchun xn — ixtiyoriy. 

Shu bilan quyidagi toiorema isbotlandi.

37.4-teoreina. Agar 1 soni T  opendor uchun xos qiymat bo ‘Imasa, u 

hotda (37.9) tenglama ixtiyoriy f  uchun yagona yeehimga ega. Agar 1 soni 

T operator uchun xos qiyrnat ho‘lsa, u holda (37.9) tenglama yechimga ega 

boTishi uchun f  fvnksiya 1 soniga mos keluvchi barcha xos funksiyalarga 

ortogonal boTishi yetarli va zarurdir. Bu holda (37.9) tenglarna yechimlarining 

soni cheksizdir.

37.2. 7t] Hilbert, fa,zosida

A Cr
u(x) = —  j  (1 4  cos:rcosy)u(y)dy + f (x )  :=  (T\u)(t ) 4 f (  r.) (37.12)
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integral tenglama berilgan. Parametr A € M ning qanday qiymatlarida '\\ 

uchun bir soni xos qiymat bo'ladi?

Yechish. Qaralayotgan integral tenglamaning yadrosi

K (x, y) = ^ -(1  I- cos x  cosy)
' 2m

haqiqiy qiymatli va simmetriklik shartini qanoatlantiradi, ya’ni

K (x , y) = K  (y, x) \ \  = 1\.

Endi xos qiymat uchun tenglama l \ u  = u ni qaraymiz, ya'ni:

x r+ —  cosx2tt
cos yu(y)dy = u(x).

Agar biz (37.13) da,

(37.13)

a = f u(y)dy va (3 = f cosyu(y)dy  (37.14)
. / —rr J - z

belgilashlarni kiritsak, u hoida u(x) uchun quyidagi ifodani olamiz:

u(x) =  A  a + 8  cos x. (37.15)
' 2tt 27t

(37.15) ni (37.14) ga qo'yib,
r ~  /*T  r X

I dy = 27r, ! cosydy =  0, /  cos2 ydy =  tt (37.16)
d—7T .1 — 7T \  — 7T

tengliklardan foydalansak, a  va /? larga nisbatan quyidagi tenglamalar sis- 

teinasini olamiz:

a =  f  ( ^ -  a  + -(-/3 cosy j dy = aX.
_JT \2tt 2tr )

n r /  A A , \  , A
p = . j cosv 01 +  cosy j  dv = 2@'

Bu tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega bodishi uchun uning determi- 

nanti A(A) ning uol bodishi zarur va yetarlidir, ya'ni

A(A) =  ( l - A ) ( l - ^ )  =  0. (37.17)
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(37.17) dan A =  1 yoki X — 2 larni olamiz. Demak, A parametming Aj =  1 
va A2 =  2 qiymatlarida T\ uchun 1 soni xos qiymat bo'ladi. Endi T\u = 

u va T2U = u tenglamaiarni yecharniz. Yuqorida bayon qiiinganlardan bu 

tenglamalaming yechimlari mos-ravishda «i(ar) =  CJ va u 2(x) = C -cosx  

(C = co-nst) ekaniiklari kelib chiqadi.

37.3. 37.2-misoldaqaralgan (37.12) integral tenglamaga A £ { 1; 2} bo‘lgan 

holda 37.4-teoremani qo'liang va (37.12) integral tenglamani yeching.

Yechish. Agar A ^ { 1; 2} bo‘lsa, u holda T \  operator uchun bir xos 

qiymat emas, 37.4-teoremaga ko'ra, (37.12) integral tenglama istalgan /  e 

h 2 [—7r, 7r] da yagona yechimga ega. (37.14) belgilashdan foydalansak, (3 7 .1 2 )  

tengiamani quyidagicha yozishimiz inumkin:

(37.18) ni (37.14) ga qo‘yib, (37.16) tengliklardan foydalansak, a  va /3 larga 

nisbatan quvidagi tenglamalar sisternasini olamiz:

a  va j3 larning bu qiymatlarini (37.18) ga qo‘yib, (37.12) tenglamaning yechi- 

rnini olamiz:

(37.18)

Bu sistema A ^  { 1; 2} da yagona yechimga ega va

! «  =  f  f W t h

37.4. 37.2-misolda qaralgan tenglamani A =  1 bo‘lgan holda, ya’ni
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tenglamajii yechin g.

Yechish. Agar A =  1 bo‘lsa, u holda 'J\ operator uchun bir xos qiymat. 

bo'ladi. 37.4-tcorernaga ko‘ra. {37.20) tenglama yeciiirnga ega. boiishi uchun 

/  funksiya 1  iu = u. tenglainaning bardia yechimlariga, ya'ni u(x) = const 

ga (37.2-misolga qarang) ortogonal boiishi zanir va yetarli. Deinak, (37.20) 

tenglama. yechimga ega boiishi uchuu

J  }(v)dy  =  0 (37.21)

shartning bajaviiishi zarur va yetarli. Agar biz (37.14) belgilashdan foydaiansak,

(37.20) tenglamani quyidagidia yozishimiz inumkin:

u(x) =  J(x)  ) ^ o r  +  ^ /J c o s x . (37.22)

137.22) ni (37.14) ga qo'yib. (37.16) va (37.21) tengliklardan foydalansak, a  

va /3 laiga nisbatan quyidagi tenglamalax sistemasini olamiz:

) a = a,

3 = 2 /_T_ cas y f(y)dy.

Bu yerdan ko'rinib turibdiki, a  sifatida ixtiyoriy sonni olish mumkin. Bu 

qiymatlarni (37.22) ga, qo‘yib, (37.20) tenglamauing umumiy yechimini iiosii 

qilamiz:
i r*

u.(:r) =  J(x) H—  casx caay f (y)dy  +  C.
^  J—7!

Bu yerda C— ixtiyoriy o'zgarmas son.

M u s t a q i l  is h ia s h  ucJrun s a v o l v a  to p s h ir iq la r

1. jLa[—7r, 7i] Hilbert fazosida

(Au)(X) = ±  r
"  « / —  7

cos(t -  y)u(y)dy

integnd operator normasini 87.2-teoremadan foydalanib baholang.
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2. 37 .S-te.orem.adan foydalanib, JL̂ [—7r, tt] fazoda

(Au)(x) — I  (cos x sin y +  i sin x  cos y)u(y)dy
J —it

integral operaiorga qo'shma operatomi toping.

3. 7r] Hiiberf, fazostda quyidagi. integral tenglamani yeching:

w(x) =  sin x +  / cos x sin yu(y)dy.
.1—7T

4. Pararneir A € R nin# qanday qiymallarida

u(x) = f ( x )  +  A (2 +  cos x cos y)u(y)dy
J —it

integral tengiama ixtiyoriy f  € L2[—re, tt] da yagona yechimga ega 

bo'ladi?

5. L2[—tt, vt] Hiibert fazosida

1 />,r
) / ( x )  =  / ( x )  +  — o o s x c o r  yu(y)d y

^ v/-/r

integral tenglama berilgan. Tenglarna yechimga ega bo'ladigan f  tar to‘p- 

lamini tavsiflang. Bu to'plam qism fazo tashkil qiladirni? Agar u qismfazo 

tashkii qilsa, uning oichamini toping.

38-§. Fredholm  teorem alari

Bu yerda ham yuqorida ko'riigan

<j> = T<j> + f (38.1)

tengiamani o‘rganishni davorn ettiramiz. Navhatdagi muiohazalarda T  ope- 

ratorning integral ko'rinishi emas, balki faqat uuing kompaktligi muhim rol 

o'ynaydi. Shuning uchun II  Hilbert fazosida birorta T  kompakfc operatomi
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olib, (38.1) ko'rinishdagi tenglamani o'rganamiz. Buning uchun A  =  1 — T  

operatorni kiritgan holda (38.1) tenglamani

A<j> = f  (38.2)

ko'rinishda yozamiz. (38.2) tenglama bilan bir qatorda bir jinsli bo'lgan

A(j>0 = 9 (38.3)

tenglamani va bularga qo'shma bo'lgan

AH' =  g (38.2*)

AH'o =  9 (38.3*)

tenglamalarni qaraymiz. Bu yerda A* operator A  operatorga qo'shma, ya'ni 

A* = (1 — T)* = 1 — T*.

Quyida isbotlanadigan teoremalar Fredholm teoremalari deb nomlanib. shu 

to 'rt tenglamaning yechimlari orasidagi bog'lanishlarni ifodalaydi.

38.1-teorem a. (38.2) tenglama yechimga ega bo ‘lithi uchun f  veMor 

(38.3* ) tenglamaning har bir yechimiga ortogonal bo ‘Ushi zarur va yetarli.

Isbot. KerA  va I m A  lar A  operatorning mos ravishda yadrosi va qiy- 

rnatlari sohasi, ya’ni

KerA  — {x € H : Ax  = 9},

IrnA — {y = Ax  : x  £ 11} — A(H)

ekanligini eslatamiz. Ma'lumki, A  tizluksiz bo'lgani uchun KerA  to'plam H  

ning yopiq qism fazosi bo'ladi. I m A  ham H ning yopiq qism fazosi ekanligini 

isbotlaymiz. {yn \ c  I m A  ketma-ketlik biror y e  H elementga yaqinlashuv- 

chi bo!lsin deb faraz qilaylik. Demak,

yn =  Axn - xn I xn ► y (38.4)
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shartni qanoatiantiruvchi {xB} ketma-ketlik mavjud. x n vektorlarni KerA  

fazoga ortogonal deb hisoblash mumkin. aks holda xn riing o'rniga x'n = 

xn — prx„ vektoriami olish mumkin; bu yerda prxn element x n vektorning 

K erA  qism f'azoga proyeksiyasi. Bundan tashqari, {x„} ketma-ketlik chega- 

ra'iangandir. Aks holda ||xn|| oo deb hisoblash mumkin, demak, (38.4) ga

asosan

lk-ll
- 7 ■ n \  _  Vn n

' n \ \ )  | | x „ | |
(38.5)

munosabat o'rinli.

Ikkinchi tomondan {xn Hxnll-1} ketma-ketlik birlik sharga tegishli bo‘lgani 

va 7' kompakt operator ekaniigi tufayli biror {x„k} qismiy ketma-ketlikuchun 

T  ( x nk l lx n jr 1̂  ketma-ketlik biror z elementga yaqinlashuvchi bo'ladi. Bun- 

dan (38.5) ga asosan j||®BJ |-1 • x„4|  ketina-ketlik harn shu z  elementga 

yaqinlashuvchi bodadi. Ravshanki, ||^|| — 1, (chunki ||tfn|!- *-£n = 1 ) ,

Az = z  — T z  =

= Jiin ||xnJ | 1 x ni -  hm / (||.r„J| 1 =  hm A ( | | r nJ | 1 r nt) -  9,

ya’ni z  € KerA. Ammo har bir xn element KerA  ga ortogonal edi, demak, 

z ± K e r A . Bu ikki munosabatdan z = 0 kelib chiqadi. Bu || z  || =  1 tenglikka 

zid. Bu ziddiyat {.t„} ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini kohsatadi. 

T  operator kompakt bo'lgani uchun {Tx„} ketina-ketlikdan yaqiniashuvchi 

bo'lgan {Txni} qismiy ket.ma-ketlik ajratish mumkin. (38.4) ga asosan { rni} 

ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bodadi. Bu limitni x  bilan belgilasak, u 

holda

y -  lim Axn = lim Axm — 4(lim x nA — Ax.
n--*oo i->oc

Bu yerdan y € I m A  ekanligi kelib chiqadi. Dernak, IrriA yopiqdir. 36.3- 

teoremaga asosan, T* operator ham T  bilan bir qatorda kompakt bo'lgani 

sababli, ImA* harn H ning yopiq qism fazosi bo'ladi.
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Endi biz qxividagi munosabatlarni isbotlaymiz:

K e r A  @ IrnA* = H, (38.6)

KerA* © Im A  = I I . (38.7)

Ravshanki, KerA  va. ImA* o'zaro ortogona! qism fazolardir. Haqiqatan,

ixtiyoriy h e  K e r A  va x e. H uchun

(h, A*x) — (Ah, x ) (9, x) = 0.

Ma'lnmki, ImA'* ga ortogonal har qanday qism fazo (Im  A *)1 ning qismidir. 

Shunday ekan, K e r A  C (I m A ’’)_L. Agar biz (ImA*)~ C KerA  ekanligini 

ko'rsatsak, (38.6) tenglik isbot bo'lgan bo'ladi. Faraz qilaylik, z  vektor ImA* 

ga ortogonal bo'lgan ixtiyoriv elernent bo'lsin, u holda bardia x G H uchnn

(Az, x) = (z, A*x) = 0.

Demak, A z  -  0, ya’n i-2 e  KerA. Bundan (IrnA*)1 C K e r A  ekanligi 

kelib diiqadi.

Xuddi shxmday, K erA * = (I m A )J tenglikni ko'rsatib, (38.7) tenglikning 

isbotiga ega bodamiz. (38.7) tenglikdan 38.1-teorexna bevosita kelib chiqadi, 

ya’ni /  € I m A  bo'lishi uchun f ± K e r A *  bo'lishi yetarii va zarurdir. A 

Har bir k natural son uchun H k orqali I m A k fazoni belgilaymiz, xususan 

I I 1 = I m  A. H k xxing tuzilishidan ravshanki, A(Hk) = H k+1 va

H D H1 D  H2 D ■ ■ ■

38.1-teoremani isbotlash davoinida ko‘rsatilganidek, har bir H k yopiqdir.

38.1-lem ma. Shunday natural son mayjudki., barcha k > j 0 uchun 

H k+l = H k tenglik o'rinli.

Isbot. Teskaridan faraz qilaylik, harnma H k fazolar har xil bo‘lsin. Bu 

lxolda shunday ortonormal sistema mavjudki, x-k € H k va x.k±Hk+1.
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Demak, ixtiyoriy l,k  (l > k ) soniar nchun

Txi -  T x k = - x k + {xi + Axk ~  Axi).

Bu yerda xt +  Ax^ — Axi € H k+i bo'lgani uchun

\\Txi -  T x kf  =  H ^H 2 +  || x,. +  Axk -  Ax,W2 > 1,

ya’ni {7'arjb} ketnia-ketlikdan yaqiniashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish rnumkin 

errias. Bu esa T  operatoming koinpaktligiga zid. A

38.2- teorem a (Fredhohn dtemativasi). Yo (38.2) te.ngla.ma ixtiyoriy /  e 

H uchun yagona yechimga ega, yo (38.3) tenglamaning noldan. farqli yechimi 

mavjud.

Isbot. Agax K e r A  = {0} bo'Isa (ya'm (38.3) tenglama noldan farqli 

yechimgaega bo‘lmasa), u holda A  o‘zaro bir qiymatli akslantirishdir. Shuning 

uchun, agar H l = Im A  ^  H deb faraz qilsak, u holda H2 ^  H 1, . . . ,  H k+i ±

Hk munosabatlar ixtiyoriy k uchuu o'riniidir. Bu esa 38.1-iemmaga zid. De- 

inak, Im A  = H, ya’ni (38.2) teiiglarna ixtiyoriy /  uchun yagona yechimga 

ega.

Agar (38.2) tenglama ixtiyoriy /  uchun yagona yecliimga ega bo'lsa. u hol- 

da. Tm A = H va (38.7) munosabatga asosan KerA* =  {61}. Bu tenglikdan 

yuqoridagidek Im  A* =  H munosabat kelib chiqadi. Endi (38.6) munosabat- 

dan foydaiansak, K e r A  = {$}, ya'ni (38.3) tenglama faqat noi yechimga ega 

ekaniigi keiib chiqadi. A

38.3- teorem a. (38.3) va (38.3*) tenglamalaming chiziqli erkli bo'lgan 

yechimlari sord chekli va o'rnro tengdir. Boshqacha qiTib aytganda,

dim K e r A  = dim KerA* < oo.

Isbot. KerA  fazoning odcharni cheksiz deb farasi qilaylik. Bu holda. K erA  

da cheksiz eiemerrtli {#„} ortonormai sistema. rnavjud. xn € KerA, ya'ni
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A xn = x n — T x n = 0 bo'lgani sababli, x n = T x n. Demak,

! T 'X rn |! — ! X n X m  11 './2 , Tl T  fi'l.

Bu yerdan kelib chiqadiki, {Txn} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qisiniy ket- 

ma-ketlik ajratish mumkin emas. Bu esa T  ning kompaktligiga zid. Shunday 

qilib, dim A er,4 < oo ekan. Xuddi shunday dimAerA* < oo ekanligi isbot- 

lanadi. Faraz qilaylik,

dim K  erA =  /1, dim KerA* = v

bo'lib. /t < v  bo'lsin. Eudi K e rA  va KerA* fazolardan mos ravishda

{(Pi, <p2, . . . ,  (j),,} C K er A va {'</q, </'2l. . . ,  't/v} C K er  .-1‘

ortonormal basizlarni tanlab olainiz va

S x  = Ax  +  (pj)^
j=i

operatorni qaraymiz. S  operator A  operatorga chekli o'Ichamli operatorni 

qo'shish natijasida hosil bo'lganligi sababii, S  operator uchun ham yuqorida 

A  udnui isbotlangan barcha tasdiqlar o'rinli. Bu operator uchun S x  = 9 

tenglama. faqat nol yechimga ega. Haqiqatan ham,

S x  = A r + (pj)(j>} -  9 (38.8)
j=i

. /i
boisin, u holda (38.7) munosabatga asosan AxA. <pj)’ipj. Bu yerdan va

(38.8) tenglikdan

A:V = 9 va ' ^ {x , (p ]yp} = 0 (38.9)
3=i

ga ega boiamiz. t ’2- ■ ■ •, t', } sistemaningortogonalligidan (ciiiziqii erkliligi-

dan) hamda (38.9) dan barcha j  e  {1,2, . . . ,  /i} iarda

{x, <pj) = 0

411www.ziyouz.com kutubxonasi



tengliklamx olamiz. Shunday qilib, bir tomondan x G KerA,  ya'ni x  vektor 

{</>1, d>2, . . . .  (ptj} vektorlarning cliiziqli kombinatsiyasidir, ikkinchi tomondan, 

x  bu vektorlarga ortogonai. Bundan x  =  0. Demak, K e r S  — {(?}. 38.2- 

teoremani S  operatorga qo'llagan holda /  -- i/y, i deb olsak,

tenglama biror y yechimga ega bo'ladi. Bu tenglikning ikkala qismini 'fpp+i 

vektorgaskalyar ko‘paytirsak, 0 =  1 ziddiyat hosil bo'ladi (ehunki Im A lK e rA *  

va Ay  € Im A, 0 /i+1 € K erA * ). Demak, /i < v  farazimiz ziddiyatga olib 

keldi, ya'ni fi > v  ekan. Xuddi shunday, A  operator o'rniga A* operator

Yuqoridagi teoremalarda biz T —I  operatorga teskari operatorning mavjud- 

lik shartlarini ko'rdik. Ravshanki, 38.1-38.3-teorexnalar T  — XI (X yt 0) ope- 

ratorlar uchun ham o'rinlidir. Predholm teoremalaridan quyidagi natija kelib 

chiqadi.

38.1.-natija. Kompakt operaiorniny spektridan olingan ixtiyoriy noldan 

■farqli son bu operator uchun chekli karrali xos qiyrnatdir.

Isbot. Faraz qilaylik, nolmas A € cr(T) bo'lsin. U hoida 38.2-teoremani 

T —Xl operator uchun qo'llab (fT—Xl) /  =  0 tenglarna noldan farqli yechirnga 

ega ekanligiga kelamiz. Bu yerdan A /  0 soni T  operatoming xos qiymati 

ekanligi keiib chiqadi. 38.3-teoremaga ko‘ra dim Ker (T -- XI) =  n < o c . Bu 

esa A soni T  operatorning n —karrali xos qiymati ekanligini bildiradi. A

Misol sifatida ajralgan yadroli integral tenglamalarni qaravmiz.

Ay + V ](y, d>j)ipj = 'W i

olinsa, y  < v  tengsizlik isbotlanadi. Dernak. /;• =  v. A

(38.10)

Fredholm integral tenglamasining yadrosi
n

K(s , t )  = Y ^ l Ji(s)Qi{t) (38.11)
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ko'rinishga oga ho'lsa, u holda /i(s , t) ajralgan yadro doyiladi. Bu yerda 

Pi, Qi funksiyalar /^[a, 6] fazodan oliiigan. Ravslianki, Pi, P2, . . . ,  Pn funksi- 

yalarni chiziqli erkli deb hisoblash muinkin, aks holda K(s,  t) yadroni chiziqli 

erkli bo‘lgan Pi, P2, ■ ■ ■, P% (i < n) lar orqali. ifodalasli mumkin. (38.11) keng- 

likdan foydaianib, (38.10) tenglamaiii quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:

<p(s) = j 2 Pi(s) [ bQi(t)d>(t)dt + f ( s). 
i=1 Ja

Aga.r biz
'  f b

l Qi(t)<i>(t)dt — cji, i €  {1.2, . . . ,  rt}
Ja

belgilashlami kiritsak. u holda (38.10) tenglama
n

(i>(s) = Y L  diPi(s) + f (s) (38.12)

ko‘rinishga keiadi. <b funksiyaning bu ifodasini berilgan integral tenglamaga 

qo'ysak,
n  n

y ]qiPi(s) + f (s)  = J2Pi(s) Q&)• t i— i7 = 1  2 —  1

] T / / j / j (0 +  f ( t )
.

dt +  f(s),

ya'm
‘ n  n  n  '

5]^(>) = E«(») T / H + l j  +  b, (38.13)
i— 1 * = 1  J = 1

koi'inishdagi tcnglikka kelamiz. Bu yerda
pb rh

ffi(t)Pj(t)dt, h  = I Qi(t)f(t)dt.
Ja

Endi Pi(s) funksiyalar chiziqli erkli ekanligini hisobga olsak, (38.13) munosa,- 

batdau quyidagi tengliklar kelib chiqadi:

<li — y  , ihjtfj + h,  £ {1, 2, . . . ,  n.}. 
j=i

(38.14)

Agar biz bu chiziqli teugla.ma.Jar sistemasini larga nisbatan yechsak, u holda

(38.12) tenglikdan d(s) funksiya ham topiladi. Shunday qilih, ajralgan yadroli
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integral tenglamani yechish masalasi (38.14) chiziqli ■tenglaxnaiar sistemasini 

yechish masalasiga teng kuchli. Bunday tenglamalar yechimlarining xossalari 

bizga chiziqli algebra kursidan nia'lum.

Yuqorida bayon qilingan Predholm teoremalarini chekli odchamli fazolarda 

quyidagidia bayon qilish murnkin.

38.4-teorem a. Ax = y,

A  = (ctij-), i, j  € {1 ,2 , . . . .  n}, x  = (xt , . . . , x n), y = (yt , . . . ,  y„)

chiziqli tenglamdar sistemasi yechimga ega bo'Ushi uchun y vektor go‘shrna 

bir jinsli

38.5- teorem a. Agar A matritsaning determinanti noldan farqli bo ‘Isa,

u holda A x = y tenglama ixtiyoriy y uchun yagona yechirnga ega. Agar 

A rnatritsaning determinanti nolga teng ho'lsa, u, holda bir jinsli Ax = 9 

tenglama noldan farqli yechimga ega.

38.6- fceorema. A = (aij) va A* = (Hfi) matritealaming ranglari o'zaro 

teng. Xuddi shunday bir j'msli Ax = 9 va A*z = 9 sistemalaming chiziqli 

erkti yechimlari soni ham o'zaro teng.

Ko'rinib turibdiki. ajralgau yadroli Fredholm teuglamalaxi uchun Fredliolm- 

ning 38.1-38.3 teoremalari yuqoridagi 38.4-38.6 teoremalardan kelib cbiqadi.

38.1-misol. T  operatorni tt, tt] fazoda quyidagicha aniqlaymiz

Bti operatorni o‘z-o‘ziga qo'shtna va kompaktlikka tekshiring, uning xos qiy- 

mat va xos funksiyalarini toping.

Yechish. Qaralayotgan operatorning yadrosi

A*z = 9 (.4* =  (a*))

tenglamaning burcha yechimlariga ortogonal bo‘lishi yetarli va zarurdir.

(1 I cosx cosy +  3 sin .rsiny)f(y)dy.  (38.15)

K(x, y) = 1 i cos x  cos y + 3 sin x  sin y
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haqiqiy qiymath va (37.8) shartni qanoatlantiradi. Dernak, T  o‘z-o‘ziga qo‘sh- 

sna operator ekan. Integral operator T  ning yadrosi (37.5) shartni qanoat- 

lantiradi, shumng uchun 37.2-teoremaga ko'ra 7 kompakt operator bo‘ladi. 

Endi T  operatorning xos qiymatlarini topamiz. Bmiing uchun xos qiymatga 

nisbatan tenglama yozamiz:

T f  = z f

Bundan

rJ-i
(1 +  cosxcos y +  3sin:r: s m y ) f  (y)dy = z f (x) .

7t

—jr
7f

y  cos y f  (y)dy +  3 sinx
7T

J sin yf(y)dy  (38.16)
—7T

tenglikka kelamiz.

i) Agar (38.16) tenglikda z =  0 bo'lsa, u holda 1, cosr, sina: funksi- 

yalarning chiziqli erkli ekanligidan quyidagi

f f (y)dy = 0, /  cos yf(y)dy = 0,
J  — 71

/  s m y f  (y)dy = 0
I—?r (38.17)

tengliklarga ega bo'lamiz. (38.17) tengiiklar /  fimksiyaning 1, cos.r, s in r 

elementlarga ortogonal ekanligini bildiradi. Ma'lumki L2[ - 7r;7r] fazoda bu 

elementlarga ortogonal bo'lgan cheksiz ko'p chiziqli erkli elementlar mavjud, 

bular:

{cosnx. sin n.x'} /=2

Dernak, 1 ' f  = 0 • /  tenglama cheksiz ko‘p chiziqli erkli yechimlarga ega ekan. 

Bu esa o‘z navbatida z = 0 soni T  operator uchun cheksiz karrali xos qiymat 

ekanligini bildiradi.

ii) Agar (38.16) tenglikda z  ^  0 bo'lsa. u holda xos funksiya /  uchun 

quyidagi ko'rinishni olamiz

f (x )  = -[a  +  bcosx +  3csin:r]. (38.18)
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Bu yerda

a =  f  f(y)dy, b = f cua yf(y)dy, c = f sin yf(y)dy.  (38.19) 
J —JT J  —  X  J “ *

f  ning (38.18) ifodasim (38.19) ga qo;yib, a. b, c larga nisbatan quyidagi 

tenglainalar sistemasiga ega bo'lamiz:
1 * 2(>7t

a = -  f [ a  + bcosy + 3csini/]di/ = ----- ,
Z  -T . Z

1 bi(
< b = -  j cosy[n +  f>cosy + 3csinyjdy = — ,

Z-T  *

1 * . , . 3«r
c = — j sinr/|a +  bcosy h :icsmy\dy = ---- .

(38.20)

Bizbu yerda {1, cosx, cos2x, sinx} funksiyalar sistemasining ortogonal 

ekanligidan hamda

cos2 y =  i  [1 +  cos 2 y\, sin2 y =  |  [1 -  cos 2y\

ayniyatlardan foydalandik. (38.20) tenglainalar sisternasi nolrnas yechimga ega 

bo'lishi uchun, uning determinanti

nolga teng bo'lishi zarur va yetarli.

Agar z = 2/f bo‘lsa, u holda A(2) - 0 bodadi. Bu holda (38.20) dan 

b = c = 0 va a— ixtiyoriy son ekanligini oiamiz. Endi (38.18) dan xos funksiya 

f (x )  =  C = const bo'lishiga kelamiz.

Agar z = % bo'lsa, u holda Afz) =  0 bo‘ladi. Bu holda (38.20) dan 

a = c. =  0 va &— ixtiyoriy sori bo'iadi. (38.18) dan esa xos funksiya uchun 

f ( x )  = C •cosx ko+inishni olainiz.

Xuddi sliunday z = 3n xos qiymatga mos keluvchi xos funksiya f ( x )  =  

C sin x  ekanligini olamiz.

Shunday qilib, biz (38.15) formula bilan aniqlangan T  operatorning o‘z- 

o'ziga qo‘shma ekanligini ko'rsatib, uning barcha xos qivinatlari va xos funksi-
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yalaxini topdik. z = 0 dieksiz karrali xos qiyxnat, qolgan tt, 2tt va 3tt soniar 

bir karrali xos qiymatlar ekan.

38.2. T  operator (38.15) tcnglik bilan aiiiqlangan bo‘lsin. Parametr A e  C 

niiig qanday qiymatlarida

T f - X f  = g (38.21)

tenglama ixtiyoriy g € L j[—ir,7r] da yagona yechimga ega bo'ladi?

Yechish. A  — T —Xl  operatorga 38.1-teoremani qo'Iiaymiz. 38.1-misol- 

dan madumki, A e  C \ {n; 2ii; 37r} bo'lsa KerA* = K e r ( T  — ~Xl) = {(9}. 

Deniak, barcha A e C \ {ir; 2?r; 3/r} laida ( 3 8 .2 1 )  tengiama ixtiyoriy g € 

L2 [—7r,7r] da yagona yeehimga ega. Agar A =  7r( A =  2n, A =  37r) bo‘lsa, u 

holda (38.21) tenglama yediimga ega bo'iishi udiun g € L2 [—tt, 71] funksiya 

Tu  — 7ro =  0 ('i'u — 2?ru = 0, T u  — Zim = 0) tenglamaning yechitni 

u(x) = C  cos x (u(x) = C, u(x) = C  sinx) funksiyaga. ortogonal bo'Ushi 

zarur va yetarlidir. A

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. Ajralgan yadroli integral tenglarnaga misollar keltiring.

2. L2[a, 6] fazoda

u(x) = f (x )  + X !  ifi(x)ip(t)u(t)dt 
Ja

integnd tenglamaui yeching. Bunda <p va ip funksiyalar uzluksiz bo‘lib, 

(ip, ip) = 0 shartni qatoatlantiradi.

3. Pararnetr A fc R ning qanday qiym.atla.rida

u(x) = sin xX J  (cos x  cos t — sin x  sin t)u(i)dt

tenglarna yagona yechvrnga ega? Qanday qiymatlarda tenglama yechimga 

ega ernas? Qanday qiymatlarda tenglama cheksiz ko‘p yechimga ega?
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4 . A  : L v [ — 7r. 7r] —> 7r, jt] o p e r a t o r  y a d w s i n i n g  o  ‘l c h a m i n i  t o p i n g :

7T
(4u)(.r) =  !/(z) -  i  y  Q  4- cos(i -  /) j  «(/)rft.

—r

3 9 -§ . K e t m a - k e t  o (r r iig a  q o ‘ y is h  v a  k e tm a - k e t  y a q in la s h is h la r  u su li

Ushbu paragrafda C[«, 6] fazoda berilgau Frcdholin operaxori

(T u ) ( x )=  f K(x, l )  u(t)dt, (39.1)
Ja

ni, Volterra tipidagi integral operatorni, ya'ni

(V' //)(a:) — /  K(x,t)u( t)dt.
Ja

operatomi va ular bilan bogdiq ((37.2) va (37.4) ga qarang)

u(x) = f (x )  +  A f [\(x, t)u(t)dt,
J a

u(x) =  f ( x )  + A f K ( x , t)u(t)dt 
Ja

(39.2)

(39.3)

(39.4)

intcgral tenglamaiarni qa.ra.ymiz. Butun 39-paragraf davomida /  dan uziuk-

sizlik. K  dan esa uzluksizlik va siminetrikiik shartlaxini talab qilamiz. ya'ni:

A) K(x , t )  = K( t ,x )  ^  0 va K  £ C ([a, 5] x [a, b\) haqiqiy qiymatli 

funksiya;

B) /  € C[a, b\ haqiqiy qiyinatii funksiya.

Faraz qilaylik, FVedholm tipidagi integrai operatoming /i /  0 nuqtadagi 

rezolventasini topish talab qilingan bo‘lsin, ya'ni

(T  — /t I) u(x) =  if(x) <=> f K ( x , /) u(t)dt -  fj u(.i) -  i^(x)
Ja

tengiamani, yoki bu yerda A =  p_1 va f (x)  =  —p~lf ( x )  deb olsak, u liolda.

v (x) = A f K(x, t) u(t)dt -i f ( x )
Ja
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tenglamani ya'ni (39.3) ko'rinishdagi tenglamani yechish masalasi qo'yiladi.

Biz ushbu paragrafda C[a, 6] fazoda X parametrli ikkinchi tur Fredholm
. . . .

integral tenglamalarini yeehish usullari bilan shug'ullanamiz. Dastlab Fred- 

liolm va Volterra tipidagi integral tenglamalar uchun ketma-ket o'miga qo'yish 

usulini bavon qilarniz. Keyin esa A parametrli ikkinchi tur Fredhohn integral 

tenglamaiarini ketrna-ket yaqinlashishlar usuli biian yechamiz. 40-paragrafda 

esa, integral tenglamalarni Fredholrn tomonidan berilgan yechish usulini batafsil 

bayon qilamiz.

Dastlab integrallash chegaralari o'zgannas bo'Igan hol, ya'ni Fredholm ti- 

pidagi operatoriar qatnashgan (39.3) tenglamani qaraymiz.

Qayd etish joizki, agar (39.3) tenglamaning biror uzluksiz u(x ) yechimi 

mavjud bo'lsa, u holda K(x,  t) uzluksiz funksiya ekanligidan f ( x )  funksiya- 

ning ham uzluksiz ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun biz B) shartni kiritdik.

'Yadroni iteratsiyalash . Madumki, (39.3) tenglik bilan aniqlangan T  

operator -  Fredholm opemtori, K(x,  t) esa Fredholm operatorining yadrosi 

deyiladi. Quyidagi belgilashlami kiritamiz:

Ki(x, t )  = l\ ( r. /).

K 2 ( x , t )  =  / J  K ( x ,  s)Ki(s , t)ds,  ̂ ^

K n(x, t) = f * K ( x ,  s)Kn_i(s, t)ds. ^

Bu ko'rinishda qurilgan K i ,  fC2, ■ • ■, K n funksiyalarga K(x ,  t) yadroni ite- 

ratsiyalari deyiladi. Teksliirish qiyin emaski, K n(x, t) iteratsiya T n integral 

operatoming yadrosi bo'ladi.

(39.5) formulani ketma-ket qo‘llab, K n uchun quyidagi ifodani olamiz:

,-b ,-b
Kn(x, t) -  I ■ ■■ I K (x, s i)K (sh s2) ■ ■ ■ K (sn_i , t)dsn_x ■ • ■ dsv  (39.6)

J a Ja
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(39.6) formulaga asosan quyidagi muuosabat o'rinli

Kn+p(x,t)= t  K n(x,s)Kp(s,t)ds. 
Ja

(39.7)

39.1. K etm a-ket o‘rniga qo‘yish usuii. Endi (39.3) tenglamaning o‘ng 

tomonidagi u(t) funksivaning o'miga uning

u(t) = f ( t )  +  A f  K(t,  t{)u(ti)dti (39.8)
J a

ifodasini qo‘yib, quyidagini hosil qilamiz:

u.(x) = f (x )  + X f K(x, t )[ f ( t )  + X I  K(t,ti)u(tf)dti]dt =
Ja J a

= f(x )  + xf K(x , t ) f ( t )d t  + X2 t K(x , t )  f
Ja Ja Ja

(#, t) j  K  (t, t\)u(t\)dt\dt =
J a J a

— f(x) +  X(I’ f)(x) +  X2(T2u)(x).

Bu tenglamaning o‘ng tomoniclagi u ning o'rniga. uning (39.8) ifodasini qo4- 

yamiz:

u(x) = f ( x )  + x i  K(x, t ) f ( t )dt+
J a

+X2 f  K(x,  t) [* K(t.,ti)[f(ti) + X j  K ( t i , t 2)u(t2)dt2]dtidt =
J a J a J a

= f (x )  +  X(T f ) ( x )  + X2(T2f ) ( x )  + X3(1 '3 u)(x).

Bu yerda biz yadroni iteratsiyalash formulalaridan foydalandik. Ushbu jara- 

yonni davom ettirib, n — o'rniga qo'yishdan keyin, biz quyidagi tenglamani 

olamiz

■u(x) = f (x )  +  X (T f ) (x )  +  • • • +  Xn(Tnf )(x )  +  Xn+1(Tn+1u)(x). (39.9)

Shunday qilib, biz quyidagi cheksiz qatomi o‘rganish masalasiga kelamiz: 

f (x )  + X(T f ) ( x )  + X 2(T2f ) (x)  +  • • • +  Xn(Tnf ) ( x )  +  • • • . (39.10)
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Bizning farazimizga asosan bu qatoniing har bir badi [a, b] kesmada uzluksiz 

ftiriksiyadan iborat. Demak, agar bu qator [a, 6] kesmada tekis yaqinlashuvehi 

bo'ba. u holda. uuing yig'indisi biror uzluksiz funksiya,ni aniqlaydi.

K  (x , t) va /(:r) funksiyalar inos ravishda [a, &] X [a, b\ kvadrat va [a, 6] 

kesmada uziuksiz bo'lganligi uchun Veyershtrass teoremasiga ko‘ra quyidagilar 

o'rinli:

\K(x,  t)| <  M.V(x, t) € [a, />] X [a, b], |/(x ) | <  .M/,Vx t  [a, 6]. (39.11)

(39.10) qatoming n +  1 — chi lradidan iborat bo‘lgan, A”(7 n f ) (x)  ifodani 

quyidagicha. yozib olarniz:

A B(/" /)(a -)  =

= \ n f  K(x , t )  f  K(t,  ti) • • • f  K ( tn^2;tn~l)f(tn-l)dtn- l - --dt ldt.
J a  J a  J a

(39.11) ga asosan A”(7'” /)(x ) ui quyidagiclia baholash mumkin

|A”(7'” f ) ( x ) | < |A|“ Mf M n(b -  a)n. (39.12)

Umumiy hadi (39.12) ko'rinishdagi bahoga ega, bodgan qator yaqinlashuvchi 

bo‘lishi uchun

|A|M(b -  a) < 1

shartuing bajarilishi yetarli. Demak, (39.10) qator A parametming

< « ( i b )  13913)
teugsizlikiii qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida tekis yaqiulashuvchi boladi.

Agar (39.3) tenglama. biror u(x) uziuksiz yechimga ega bo'lsa, u holda u 

(39.9) tenglamani hamqanoatlantiradi. u ning [a, b\ kesmada.uzluksizligidau

|n(x)| < Mu, Vx e  [a, b]. (39.14)

tengsiziik kelib chiqadi. U holda

|A»+1(7*+1U)(X)| < |A|n+1MuM n+1( b - a ) n+1.
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Agar (39.13) tengsmik bajariladi deb £ara.z etsak, u holda

liin \ n+1(rr +l u)(x) = 0.
n—>oo

Agar biz (39.9) da n —m x > da liinitga o'tsak

u(x) = f (x )  +  X(Tf )( x )  +  A 2 ( r 2f ) ( x )  +  • • • +  Xn('lnf)(x)  +  • • •

teiiglikni liosil qilamiz. Derriak, biz har bir n  da (39.9) tenglamani qanoat- 

lantiruvchi u(x) funksiya (39.10) ko'rinishdagi qator shaklida tasvirlanishiga 

ishondi hosil qildik.

Bevosita. o‘rniga qo‘yish yordamida. ko'rsatish mumkinki, (39.10) qator yi- 

g‘indisi bo‘lgan u(x) funksiya (39.3) tenglamani qanoatlantiradi. Buiiing uchun

(39.10) qatoining yig'indisini u(x) bilan belgiiab. bu tenglikning ikkala qis- 

mini AK(x,  t) ga ko‘paytirib va hosil bolgan tekis yaqinlashuvchi qatorni 

hadlab integrallayrniz. U holda biz quyidagilami hosil qilamizs:

A /  K(x , t )u( t )dt=  X I K(x, t )[ f ( t )  + X [  K ( t , t i ) f ( t y)dti-\-----]dt =
Ja  Jn  Jn

= \ [  K ( x , t ) f ( t )d t+ \2 t  K(x,t )  [  K(t ,1i)J(t{)(1tld.t+ - - - =  u (:r)-/(jr). 
Ja  Ja Ja

Deinak, haqiqataa ham (39.10) qatorning yig‘indisi u (x ) , (39.3) tenglamani 

qanoatlaatirar ekan. Shunday qilib, quyidagi teorema isbot qilindi.

39.1-teorem a. Agar A) va B) shartlar hamda (39.13) tengmzUk bajaril- 

sa. (39.3) integrd tenglamaning yagona uzlukstz yechimi mavjud. Bu. yechim 

[a, h] da absolyut va tekis yaqinlashuvehi (39.10) qator yig'indisibilan ustma- 

ust iushadi.

Ushbu

u(x) =  f (x )  + /  K(x,t)u(t)dt (39.15)

tengiama (39.3) tenglamaning A =  1 bo‘lgan xususiy holidan iborat. Ush-

bu holda ham biz yuqorida keitirgaxi mulohazalarimiz hech bir o'zgarishsiz

takrorlanadi.
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Qayd etish joizki, (39.3) integral tenglama (39.13) tengsizlik bajanlmasa 

hain uzluksiz yechimga ega Wiishi mumkin. Bunga quyidagi misolda ishonch 

hosii qilish mumkin.

u ( ‘ ) = i ~ l f[0(x+
integral tenglaina uchim \X\M(b — a) =  2 > 1 bo!lib, tenglama u(x) = x 

ko!rinishdagi uzluksiz yechimga ega.

V olterra tipidagi integra! tengiainalar. Endi biz Volterra tipidagi ope- 

ratorlaming rezolvcntasini topish masalasini qaraymiz. Quyida keitirilgan tas- 

diqlardan shu narsa kelib chicadiki, Volterra operatorining rezolventasi noldan 

f'arqii bardia nuqtalarda mavjud va chegaralangan bo!lar ekau.

(39.4) Volterra tenglamasining o‘ug tarnoniga u(t) funksiyaning ifodasini 

ketma-ket qo'yib, quyidagini hosii qilamiz:

u(x) = f (x )  +  A (Vf )(x)  +  • • • +  A"( Vnf)(x)  +  A"+1( Vn+1u)(:E). (39.16)

Umumiy badi \ n(Vnf)(x)  boigan

f ( x )  +  A( Vf)( x )  +  A2( V2f)(x )  +  • • • +  A”( V*f)(x) + ■■■ (39.17)

ftmksioua.1 qatorni qaxaymiz. (39.11) fccngsizlik bajariiganda (39.17) qatoming 

umumiy liadini quyidagicha baholash mumkiri:

|A”( l^ /) ( .r ) | < |A|".17/ A/"(:r ~ ,a)TI < \\\nMf M n(h ~ U)n . (a < x  < b).

Urnumiv hacli
' (b -  a)n\X\nMf Mn

boigan musbat hadii qator A, Mf  va M  laming barcha qiymatiarida yaqiu- 

iashadi. Shuning uchun (39.17) funksional qator absolyut va fekis yaqinlashadi.

Agar (39.4) integral tenglama biror uzluksiz u(x) yechimga. ega. bo‘lsa, u 

holda bu yeehiin (39.16) teiiglamam ham qanoatlantiradi. (39.16) ning sohiggi
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qo'shiluvchisi A”4"1 ( Vn+1u)(x) uchun quyidagi baho ( x  € [a, 6]) o‘rinli: 

|An+l( ,/ n+ lu )(,..)j <  \X\n+lM u M n M ^ L Z ^ y ^  <  jA|n+1;WuAT

Bundan quyidagi limitik munosabatni olamiz:

(39.16) da. n  -» co da limitga o‘tib, biz (39.4) tengiamani qanoatlantiruv- 

dii u(x) funksiya (39.17) qator ko‘rinishida ifodalanishini hosil qilamiz. Xud- 

di yuqorida. ko‘rsatilgani kabi, (39.17) qator yig'indisi u(x) funksiya (39.4) 

tenglamani qanoatlantirishini isbotlash mumkin. Demak, biz quyidagi tasdiqni 

isbotladik.

39.2-teoreina. Agar A) m  B) shartlar hajarilsa, u holda barcka A lar 

uchun (39.4) integral tenglama yagona uzluhsiz yechirnga ega. Bu yechirn [a, 6] 
da absolyut va tekis yaqinlashuvchi (39.17) qator ko'rimshida ifodalanadi.

Bu ycrda olingan natijalami o'zgarishsiz ravishda

tenglamaga A =  1 deb tadbiq etish mumkin.

39.2. K etm a-ket yaqinlashishlar usuli. Shuni qayd etish joizki. ketina- 

ket yaqinlashishlar usuli yuqorida. bayon qilingan ketma-ket o‘miga qo'yish

«o funksiyani olamiz va uni (39.3) tenglama o‘ng tomonidagi u(t) ning o‘miga 

qo'yib

kesinada uzluksiz funksiya, bo'ladi. (39.3) tengiama, o‘ng tomonidagi u(t) ning 

o‘rniga u\(t) ni qo‘yib

lim An+1(V/n+1a)(:r) -  0.

usulidau farq qiladi. Ketma-ket yaqinlashishlar usulida C[a, 5] dan ixtiyoriy

ni olamiz. Hosil qilingan u.\(x) funksiya ham A) va B) shartlarga ko‘ra [a, 6]
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ni hosil qiiamiz. Bu jarayonni davom ettirish natijasida biz 

u0(x), ui(x), u2(x), ••• , un(x), •••

funksiyalar ketma-ketiigini hosil qilarniz. Agar biz (39.1) Fredholm operatori 

ko'riuishidan foydalansak, u holda yuqoridagi ketma-ketlikniug hadlari mos 

ravishda quyidagi tengliklar biian aniqlanishi kelib chiqadi:

Ui(x) = f (x )  + X(r-u0)(x)

Un- l ( - v )  f (x)  +  \ ( T  Un- 2) ( x )

Un(x) =  / ( : x) + X(Tun_i)(x).

Bu tengliklardan un(x) uchun quyidagini hosil qiiamiz

un(x) =  /(••-) +  K T  f ) (x)  + X2(T2f )(x)  +  . . .  +  Xn~l(Tm~lf ) (x )  + Rn(x).

Bu yerda

R n(x) = Xn(Tnu0)(x).

u0(x) funksiyaning uzluksizligidan R„(x) uchun quyidagi bahoga ega bo'lamiz:

\ R n ( x ) \  <  \X\n M U0M n ( b - a ) n .

Bu yerdan, (39.13) tengsizlik bajarilgan holda quyidagi limitik munosabat 

kelib chiqadi:

lim R n ( x )  =  0.«--+oo '
(39.10) qator (39.13) shartda absolyut va tekis vaqinlashadi. Shuning uchun 

n  ning ortishi bilan un(x) ketma-ketlik (39.10) qator yig'indisi bo'lgan u(x) 

funksiyaga tekis yaqinlashadi, ya'ni

lim un(x) = u(x).
n-*oa

Ushbu jarayonda hosil qilinayotgan har bir un(x) funksiya taniangan u0(x) 

funksiyaga bog'iiq bo'lib, iekin u(x)— limitikfunksiya u0(:r) funksiyaning tan- 

lanishidan bog'liq emas.
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Endi biz yechimni yagonaligini isbotlaymiz. Faraz qilamiz, yana bitta v(x) ^  

u(x) yechim mavjud bo‘lsin. uq(x) sifatidashu v(x) fuiiksiyani o'zini olamiz. 

ya'rii vq(x) = v(x). IJ hoida ravshanki, har bir un(x) fimksiya v(x) bilan 

ustma-ust tnshadi va o'z navbatida ularning limiti yana v(x)  fimksiyadan 

iborat bo'iadi. Yuqorida ta'kidlaganimizdek, un(x) larning limiti u(x). ux(x) 

ning tanlanishidan bog'liq emas. Bu esa u(x) =  v(x)  ekanligini anglatadi. Bu 

zidiik qaralayotgan tengiama yechimining yagonaligini isbotlaydi.

F re d h o lm  t e n g la m a s in in g  V o lte r r a  to m o n id a n  b e r i lg a n  y e c h im i.

39.1-ta’rif. Agar M ( b — a) < 1 shart bajarilsa, ushbu

—(Ki(x , t)  + K 2(x,t) {■••• + K n(x,t) + ■• •) (39.18)

qator absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. Uning yig'indisi k(x, t) funk- 

siya K(x,  t) yadroning o'zaro to ‘Idiruvchi funksiyasi dcb ataladi.

Bu yerda K n(x,t)  lar (39.5) tenglik bilan aniqlanadi.

0 ‘zaro toMdiruvchi funksiya k(x. t) quyidagi tenglikiami qanoatlantiradi:

K ( x , t ) +  k(x,t ) = I  K(x,s)k(s, t )ds  
J a

f  k(x,s)K(s, t )ds .
J a

(39.19)

Haqiqatan ham,

—K(x,  t) — k(x, t) = s)[Ki(s, t) H-------1 K n-i(s, t) I-----]ri.s =

r b

=  /  [Ki(x,s) + • •• + K n- i(x ,s )  + • • • ]k i( s j )ds .
J a

Bu tengliklardagi kvadrat qavs ichidagi ifodalar (39.18) ga asosan mos ravishda 

—k(s, t) va —k(x, s) ga teng bo‘lib, bu (39.19) ni isbotlaydi.

Fredholm tenglamasi, ya’ni (39.3) tenglamaning A =  1 bo'lgan hoida 

Volterra tomonidan berilgan yechish usulini bayon qiiamiz.

Faraz qilaylik, k(x, t) funksiya K(x.  t) yardroning o'zaro to'ldiruvchi 

funksiyasi, u(x) esa (39.15) tenglamaning uzluksiz yechimi bo'lsin, yabii

u(t) = f ( t )  + (  K(t,ti)u(t{)dt  
J a

1-
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Bu tenglikning ikkala qismini k(x, t )— o'zaro to‘ldiruvchi funksiyaga. ko'paytirib, 

t o'zgaruvdii bo'yicha [a, 6] kesmada integralla>Tniz:
r b  r b  r b  r b

u(t)k(x,t)dt = k(x,t)f(t)dt. f  k(.r,t)f\(t ,t.i)dtu(ti)dti =
'Ja Ja J a Ja

f b  r b

= j  K x , t )f (t )dt  +  [K(x, ti) +  k(x, d)] u(ti)dti.
•»a Ja

Bu yea-da biz (39.19) umnosabatdan foyda.la.ndik. Oxirgi tenglikdau esa

j  k(:c,t)f(t) dt +  /  K(x,t)u(t)dt.  = 0 (39.20)
Ja Ja

ni olamiz. (39.15) ga asosan

K(x. t)u(t)dt = u(x) — f(x)

bo'lib. uni (39.20) ga qo!yib, quyidagi ifodani olamiz:

u(x) = f ( x ) - f  k(x, t)f (t )dt.  (39.21)
Ja

Shunday qilib, agar (39.15) integrai tcnglama biror uzluksiz yediimga. ega 

bo'lsa, u yagona. bo'ladi va (39.21) tenglik bilan ifodalanadi. Demak, biz 

quyidagi tasdiqni isbotladik.

39.3-teorem a. A), Bj va M(b — a) < 1 sharilar bajarikin, (39.15) 

tenglama yagona uziuksiz yechimga ega va u (39.21) formula bilan ifodalanadi.

In tegral tengiam aiarn i yechishga doir misollar. Endi biz integrai 

tenglamalarni yuqorida keltiriigan usullar biian yechishga doir misollar kelti-

rarmz.

39.1-misol. Quyidagi

u(x) =  1 +  A f  u(t)dt.
J o

(39.22)

integrai tengiamani kotma-ket o‘rniga qo‘yish usuli bilan yediing.

Yechish. Bu Volterra tipidagi integrai tenglama. 39.2-teoremaga ko‘ra u 

barcha A larda yagona yediimga ega. Bu integral tenglama, uchun ketma-ket
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o rriiga qo'yish usulini qo‘llash muinkin. Bu misoida f ( x )  = 1. Endi (Vnf)(x)  

larni hisoblaymiz:

= d t = x ,(Vf )(x)  = I f (t )dt  = I 
J 0 ./0

f x  rt f x  f t  fX ^2
(V2f ) ( x ) =  f(t i )dt idt  = dt I d h =  t d t = -

J 0 J 0 ./o J 0 ./o 1
Xuddi shunday (V/3/)(x ) ni hisoblash mumkin.

rx r y f t  fX f\
(V3f)(:x)= I dy I dt d s =  / dy

J 0 J 0 ./0 ./<) J 0

V  f X  ^ 2  ...3

s = l dy j tdt = I — dy =
J o ./o Jo ^ 3! ’

va hokazo

(Vnf)(x)  =

Shunday qilib, qaralayotga (39.22) integral tengiarria yechimi quyidagi kohinishga 

ega ekari

w(x) =  l +  A;f +  ^  +  --- +  ^  +  *-- =  e ^  (39.23)

Osongina kohsatish inumkinki, u(x) = eAa' funksiya istalgan A uchun (39.22) 

teuglainani qanoatlantiradi.

Endi (39.22) integral tenglainani ketrna,-ket yaqiuiashishlar usuli bilau vecha- 

miz. Ra.vsha.nki, dastlabki w0 yaqinlashish sifatida biz ixtiyoriy funksiyani 

tanlashimiz inuinkin. tio(x) = 0 deb oianiiz. U holda. (39.22) tenglamaning 

o‘ng tomonidagi u(t) o‘miga «o ni qo'yib birinchi yaqinlashish «i(ar) uchun 

ui(x) = 1 ni olamiz. Endi u(t) o‘miga ui(t) ni qo‘ysak, 2-chi yaqinlasliish 

u2(x) =  1 +  \ x  ni olamiz. Shu kabi

U‘i(x) = 1 +  A J  v,2(t)dt = 1 +  A j  (1 +  At)dt =  1 +  Ax +  — A2.r2.

Bu jarayonni davorn ettirib n  +  1 — qadamda

tMfl(x) = 1 + A:i: + • ■ ■ +  ----—TT7 A”_ 1 Xn ~~1 + lAV( n -  1)! m
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ni hosil qilamiz. Bu tenglikda n  —> cx> da iimitga o‘tib

liin un(x) = eXx

(39.22) integral tenglama yechimini olarniz.

Demak, barclia A € R lar uchun (39.22) integral tenglarnaga ketrna-ket 

yaqinlashiahlar tisuiini qoilash mumkin va hosil bo'igan {un(x)} ketma-kethk

(39.22) integral tenglaina yechimi boigan u(x) = eAX ga yaqinlashadi.

39.2-misol. Quyidagi

u(x) =  f ( x )  + Xf (x)il>(t)u(t)dt (39.24)

integral tenglamani yeching. Bunda <p va funksiyalar uzluksiz boiib
,6
/ (p(ty<P(t)dt. = 0 (39.25)

Ja
shartni qatoatlantiradi.

Yechish. (39.24) integral tenglamani ketma-ket o'rniga qo'yish usuli bilan 

yechamiz. Buning uchun

u(t) = f ( t )  + X f  <p(t)y(s)u(s)ds 
J a

ni (39.24) ning o‘ng tomouidagi u(t) 0‘rniga qo‘yarniz:

u(x) = f ( x )  + X i  p(x)ip(t) f ( t ) +  X J * <p(t)ip(s)u(s)ds^ dt =

= f (x )  + Xtp(x) I  v(t ) f (t )dt  +  X2<p(x) | J  p(ty<v(t)dtj J  4is)u(s)ds. 

Agar (39.25) shartdan foydalansak u(x)  uchun quyidagi ifodani olamiz
r b

u(x) = f ( x )  +  X<p(x) I 4>(t)f(t)dt. (39.26)
J a

Bu tenglikning oiig tomoni u(x) ga bogiiq emas, keyingi o'rniga qo'yishlar 

vana (39.26) tenglikka olib keiadi. Demak, ixtivoriy A € R uchun (39.24) 

integral tenglamaning yechirni (39.26) koiirrishda boiar ekan.
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Endi (39.24) integral tenglamani ketina-ket yaqinlashishlar usulidan foy- 

dalanib yecharniz. Boshlangdch yaqiulashish sifatida tto(x) =  f (x )  ni olainiz. 

U holda birinchi yaqinlashish

u\(x) — f  ( x ) -V \<p(x) f  ‘ip(t)f(t)dt (39.27)
Ja

bo'ladi. ui(x)  ni (39.24) ning o‘ng tomoniga qo'yib u2(x) uchun quyidagini

olamiz

M%) = f ( x )  -I- A<p(x) j' il>(t) | f ( t )  + X<p(t) J v(s)f(.<)d j dt -

: /(%) -I- X?(x) J^ 4i(t)f(t)dt + X2p(x)  |  Ĵ  >f(t)4i(t)dtj f i)>(s)f(s)ds.

' n '" n (39.28)

Ortogonaliik sharti bo'igan (39.25) dan foydalanib, (39.28) dan ii2(x) — Ui(x)

ga kelamiz. Xuddi shimday un(x) = ui(x), n > 3 tenglikka kelamiz. Demak. 

biz (39.24) integral tenglamaga ketma-ket yaqinlashishlar usulini qoilab, biz 

ikkinchi hadidan boshlab o'zgarma boigan
f b

un(x) = f (x )  + X<p(x) i 4>(t)f(t)dt 
Ja

funksionai ketma-ketlikka ega boidik. Bundan

liin un(x) -  Ui(x).n--±oo
Demak, istalgan A € R da (39.24) tenglama yagona vechimga ega va u 

(39.27) tengiik bilan ifodalanadi.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Predholm tipidagi integral tenglamaning urnurniy ko ‘rinishini yozing.

2. Volterra tipidagi iniegral tenglamaning umumiy ko+imshini yozing.

3. C[—rr, 7r] fazoda
rT

u(x) = sin x  +  A / cos x  cos t u(t)dt 
J —7(

integral tenglamani ketma-ket o'rniga qo‘yish usuli Mlan yeching.
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4. C\—k, k\ fazoda

u(x) = sin x  \- A /  s m x s m t u ( t ) d tu(x) = sin x

integral tenglamani ketma-ket yaqinlashish nsuli bilan yeching.

5. Parame.tr A. £ K. ning qanday qiymatiarida

u(x) --- sin x  -h A /  (cos x  cos t — sin x  sin t)u(t)dt

integral, tenglama uchun (89.13) tengsizhk bajarHadi.

40- §. Integral tenglamalarni Fredholm nsuli bilan yechish

B'vz, bu paragrafda (39.3) integral tengiamaning Frediiohi), tomonidan beril- 

gan yechish usulini bayon qiiamiz. Butun 40-paragra.f davomida /  da.n kvadrati 

bilan integraUanuvckanlik shartini, K  dan esa 39-§ dagi A) shartning bajari- 

lishirii talab qilamiz. Bu. shartda 37.2-teoremaga ko‘ra (39.1) tenglik bilan 

aniqlangan T  operator L2[«, 6] fazoda oVo'ziga qo'shma, chegaraiangau va 

kompakt bodadi.

Endi FVedholm tomonidan berilgan yechish uBuIida muiiim o ‘r in  tutadigan 

Predholm deterrninanli A(A) v a  Fredhoirn rninorini D(x, t; A) ni k eltira m iz:

CO \n
(40.1)

K( tu h)  l<(ti.t2) ••• K ( t u tn) 

h K( t2,h )  K( t2, t2) ■■■K(t2,tn)
dtidt2 • • • dtn.

K( tn, t i) K(tn, t2) ■ ■ ■ K( tn, tn)
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Bn(x, i)

K ( x , t ) K(x , t i ) - - -  K(x,  tn)

K ( h , t )  K ( tu ti) •• •K( t i , tn)
dti • •• dtn.

K(ta, t) K(tn, ti) • • • K(tn, tn)

Bu funksiyalarga K(x,  y) yadro orqali qurilgan (39.3) integral tenglainaga 

rnos Fredholm dete.nninan.ti va minori deyiladi. Keviuehalik (39.3) integral 

tenglainaning yechimini topisli jarayonida nnihim ahamiyatga ega bo‘la.digan 

Fredholmning 2 ta fundamental munosabatini keltirib utamiz:

D(x,t; X) -  XK(x, t)A(X) = X t  K(s, t)U(x,s;X)ds,  (40.3)
Ja

D(x, t; A) -  XK(x, t)A(X) = X t  K(x,  s)D(s, t; X)ds. (40.4)
Ja

(39.3) integral tenglamaning Fredholm tomonidan berilgan yeehimi Fredholm 

determinauti va ininori bilan uzviy bog'liq. Ushbu qatorlarning yaqinlashishi-

ni, ularning umumiy hadlarini biror yo'l bilan baho.la.sh orqaii ko'rsatiladi. 

Buning uchun biz quyidagi Adamar teoremasidan foydala.na.miz. 

40.1-teorem a (Adamar). Ushhu

hl 1 t‘12 ‘ ' ' hin

&21 &22 • ‘ • khi

hni hn2 • • • bnn

algebmik determmantning har bir 6** hadi haqiqiy bo ‘lib,

\hik\ < M, i = l , . . . , n ,  k =  l , . . . , n

tengsizlikni qanoaUantirsin. u holda \B\ < M n \/nn tengstzlik o'nnh. 

Adamar teoremasi quyidagi lemrna yordamida isbotlanadi.
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40.1-lemma. Ayar

A =

«11 a 1 2  ’ ’ ’ a l n

«21 « 2 2 ’ ' ' a 2 n

a n l  a n 2  * ’ ’ a m

algebmik determinantnmg har bir a** hadi haqiqiy bo 'lib
n

^ k v f c P ^ 1. k =  l , . . . ,n

tengsizlikni qanoatlantirsa, |A| <  1 tengsizlik o'rirdi.

Bu lemm aning isbotini keitirinavmiz, lekin n =  2 va n  =  3 bo'lgan 

hollardagi geometrik taiqinini berarniz. Tekislikda bir uclii koordinata boshi 

0 (0 ,0 ) da qoigan uchlari Pi(^i,Vi), ^ 2 (^2 , 112) hamda P$(x$, ys) nuqtalar- 

da bo'lgan paralleiogrammning ynzini topish masalasi qo'yilgan bo'lsin. Bti 

parallelogrammning yuzi

S  =  \A),
xi Vi

X2 V2

formula bilan hisoblanadi. Agar O I \  va OP2 vektorlar uzunliklari birga 

teng. ya'ni xj  +  yj — z |  +  y2 =  1 bo'lsa, 11 holda bu paraiielogrammning 

yuzi 1 dan oshmaydi. Xnddi shunday uch 0‘lchamli fazoda OPi(x\, yi, z{), 

OP2(x2,y2, z2) va OP9(x2, y^, z9) vektorlar yordainida hosil qilingan paral-

lelepipedning hajmi

^  =  \A\, A =
x i yi Zi

X2 V2 X2

«'3 V3 z 3

formula yordamida hisobianadi. Ma'Iumkim birlik |OP<| =  x- +  yf +  z f  =  

1, i =  1, 2,3 vektorlar yordamida qurilgan parallelepipedning hajmi birdan
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oshmaydi. Hajrn 1 ga teng bo'iishi uchun vektorlarning ortogonal bo'rishi 

zarur va yetarlidir.

40.1-teoreinaning isboti. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

&ii +  &<2 + -----1“tfn ~  s»> » =  1,2, . . . , « .

Quyidagi ikkita hol bo'iishi mumkin.

1- hol. Si iardan bir yoki bir nechtasi nolga teng, masalan s,- =  0. U holda 

barcha k — 1, 2, . . . ,  n  lar uchun = 0 bo‘Iib, bundan esa determiiiautning 

bitta satr elernentlari uol bodganligi uchun bu determinant nolga tengligini, 

yaJni B  = 0 ni oiamiz. Bu holda teorema tasdig'i bajariladi.

2- hoi. .s-j iardan birortasi ham nolga r,eng emas. U hokla ixtiyoriy i = 

1 ,2 , . . . ,  n  uchun s, > 0 o'rinli. Endi B  determinantni quyidagicha tasvir-

iayrmz:

B  — \/Si*’2  • • • s,

b l l b n n

\ / s i

}> n l ^n2 ^ n n

\ Z ^ n y / $ n \ / s n

Uning har bir satr elementlari uchun

1, * =  1, 2, ----»

tenglik o'rinli, ya!ni 40.1-lernma shartlari bajariladi. Bundan esa

1-̂*1 ^  \ /Sls2 • • •

tengsizlikning o'rinli ekanligini olamiz. Teorerna shartiga asosan |6,*.| < M  

bodgani uchun s, < n-M2 bo‘Iib, bundan kerakli

|Bj < M nV n n

tengsizlikni olamiz A

434
www.ziyouz.com kutubxonasi



Ushbu teoremadan foydalanib K (:r. /;) yadro | K (x, t) \ < M  tengsizlikni 

qauoatlantirsa, unga mos (40.1) qator bilan aniqlanuvehi A(A) Fredholm de- 

ternrinaiiti A parametrning bardia qiyniatlarida yaqinlashuvchi bo'ladi. Agar 

l>iz (40.1) ni da.raja.li qator sifatida qarasak, uning yaqinlashish radiusi R  =  

oc bo'ladi. Bundan A(A) funksiyaning kompleks tekislikda analitik funksiya 

ckanligi kelib chiqadi. Xuddi shunday (40.2) qator hilan aniqianuvehi l)(x, t; A) 

Fredholm ininori ham A parametrning barcha qiyma.tla.rida va har bir (x, y) G 

[a, b] x [a, 6] da absoiyut, [o, b} x [o, b\ da tekis yaqinlashuvchi bo‘la«ii. De- 

inak. uning yigdndisi bolgan D(x, t ; A) funksiya (x, t) bo'yidia uzluksiz va 

A parametrning analitik funksiyasi bodadi.

(39.3) integral tengiamaniug Fredholm tomonidan berilgau yeehimi quyida-

gi 40.2, 40.4 va 40.5-teoremalarda o‘z ifodasini topgan.

40.2-teorem a. A) shaii bajarUsin va A(A) ^  0 boisin. Uholda ixtiyoriy 

f  € 1*2 [o, 5] da (39.3) integral tenglama

“(r) = H x )  f A?A) jf L){x’ f ’ x ) J V ) d t (40-5)
formula bilan ifodalanuvcM yagona yechimga ega.

Isbo t. Faraz qilaylik, (39.3) tenglama u(x) yediimga ega bodsin. Uni 

quyidagi ko'rinishda yozib olamiz
f h

u(t) = f ( t )  + X I K(t,s)u(s)ds.  
Jn

(40.6)

(40.6) tenglikni ikkala. qismini D(x, t; X) ko'paytirib t— o'z-garuvchi bo'yicha 

a dan b gacha integrallab, natijada

j*  D(x, t; X) u(t) dt =
J  d

D(x, t; X)f(t) dt +  A / j D(x.t;X)K(t,s)u(s)dsdt  (40.7)
Ja J a  Ja

teuglikui hosil qilamiz. Ikki karrali integral ostidagi ifoda t  va s lar bo‘yicha 

integrallanuvchi bodganligi uchun. Fubini teoremasiga (37.1-teoremagaqarang)
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ko‘ra. unda integrallash tartibini o'zgartirish mumkin. Uni quyidagicha yoza-

rmz

j  u(s) | a J  K( t , s )D (x , t ; \ )d t ) j  ds. (40.8)

(40.3) Predholm fundamental munosabatiga ko‘ra (40.8) ni quyidagicha yozish

mumkin
rb ,/ {  D(x, s; A) — A A(A) K ( x , s)} u(s)ds.

Ja
Bu tengiikka ko‘ra (40.7) tengiama ko'rinishi quyidagicha bo'ladi

0
j  D(x, t; A) u(t) di —

O 0 o
— j  D(x,t; X)f(t) dt J  D(x, s; X)u(s)ds — A A(A) j  K(x, s)u(s)ds.

Agar biz

/  D ( x , t ; \ )u ( t )d t  =  C(x , t; X) u(t) dt =  / D(x, s; \)u(s)ds  
J  a J  a

avniyatni hisobga olsak oxirgi tenglikdan quyidagini olamiz:

A I" K(x,  t) u(t)dt — - j - -  j *  D(x,t; \ ) f ( t )  dt.

A f b K  (x, t) u(t)dt ning bu ifodasini (39.3) ga qo'yib

u(x) =  f ( x )  + - j -  j *  D(x, t; \ ) f ( l )d t

ni olamiz. Demak, (39.3) tenglamaning ixtiyoriy yechimi (40.5) ko'riuishga ega 

ekan. Bu 40.2-teoremani isbotlaydi. A

Bu teoremadan natija sifatida aytish mumkinki, agar A(A) + 0 bo'lsa,

(39.3) integral tenglamaga mos bir jinsli integral tenglama faqat nol yechimga 

ega bo'ladi.

40.1. B ir jinsii tengiam aning  vechimi. Endi (39.3) integrai tengla- 

maga mos bir jinsli tenglamani, ya’ni

u(x) = \  i K(x,t)u( t)dt  
J  a

(40.9)

a a

b
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tenglainani qaraymiz. Quyidagi tasdiq o'rinli.

40.3-teorem a. Agar A(A0) =  0 va D(x, t;A0) aynan nol funksiya 

bo'lmasa, u holda shunday <o € [a, 6] mavjudki, D(x,to] A0) funksiya

rb
u(x) =  A0 K(x,t)u( t)dt  (40.10)

J  a

tenglamaning aynan nolga teng bo'lmagan uzlvksiz yechimi bo'ladi.

Isbot. (40.10) integral tenglamaning vechimini topish uchun barcha A 

larda o'rinli bo'lgan Fredholmning (40.4) fundamental munosabatidan foy- 

dalanamiz. Teorema shartida (40.4) rnunosabat

f b

D(x,  t; A0) =  A0 / K(x,  s)D(s, t; A0)ds (40.11)
J  a

ko'rinishni oladi. Teorema shartiga ko'ra t0 e  [n, 5] ni shunday tanlash 

mumkunki. D(x , t0, A0) aynan nolga teng bo'lmagan fimksiya bo'iadi. (40.11) 

munosabat barcha t  e  [a, 6] larda, xususan, t =  t0 bo'lganda ham o'rinli, 

ya'ni
i'bD(x, t0; A0) =  A0 / K(x,  s)D(s ,t0-,X0)ds.

J  a

Bu esa, D(x,  t0; A0) funksiya (40.10) integral tenglamaning yechimi ekanligini 

anglatadi. Yuqorida keltirilgan Adamar teoremasidan ko'rinadiki, D(x, t; A) 

funksiya barcha x , t  e  [a, b] larda tekis yaqinlashuvchi va hadlari uzluksiz 

funksiyaiardan iborat qator yig'indisi sifatida uzluksizdir. A

40 .1-ta’rif. Agar biror X =  A0 uchun A(A0) =  0 bo‘lsa, A0 ga K(x,  t) 

yadroning xarakienstik som deyiladi. (40.10) tenglamaning nohnas yeehimi 

esa K(x,  t) yadroning A0 xaraktenstik songa mos fundarnental funksiyasi 

deyiladt.

Agar A0— K(x ,  t) yadroning xarakteristik soni bo‘lsa, u holda g, = 1/A0 
soni (39.1) tenglik bilan aniqlangan T  operatorning xos qiyinati bo'ladi. K(x, t) 

yadroning fundaineutal funksiyalari, T  operatoming xos funksiyalari bo'ladi.
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40.3-teoremada D(x, t \ Aq) aynan nolga teng emaa shartini A'(Ao) ^  0 

shart bilan aliriashtirish nminkin. Buiiing ucnun biz barcha A larda o'rinli 

bo'lgan quyidagi tenglikdan ([10] ga qarang) foydalanamfc?

Faraz qilaylik, A(Aq) =  0 va A'(Aq) ^  0 bo‘lsin. Ma'lumki ((40.1) gaqarang),

A(0) =  1 shuning uchun Aq yt 0. Agar bis? (40.12) formulada A =  A0 desak, 

uning o‘ng toinoni noldan farqli bo'ladi, shunday ekan uning chap tomoni 

ham nolmas boiadi. Bundan D(x, x;A0) aynan nolga teng emasiigi va o‘z 

navbatida D(x, t; A0) ning ham aynan nolga teng emasligi kelib chiqadi.

Agar A(A0) =  0 bilan birgalikda D(x, t; A0) =  0 boisa, u holda (40.10) 

bir jiusli tenglamaning nolrnas yechimlarini topish uchun yuqori iartibli mi- 

norlarni qarashga to‘g‘ri keladi. Yuqori tartibli minorlarni kiritish uchun biz

b
(40.12)

quyidagi belgi lashl ardan fqydaianamiz:

h
(

SU s 2 ----------- -s n

h (si,ti) K(s  1, (2) ■■■ K ( s i , t n) 

K  (s^, t{) K (s^, t2) • • • K (S2, £„)
(40.13)

D’ ‘ln
K(sn,t \)  K (sn, <2) ••• t \ ( sn, tn)

Jhs . . . , Xp, t-i, . . . , ln

2/l> ■ ■ ■ ! V'p! tl, ■ ■ ■ , t„
dt,■■■ dtn. (40.14)

Xiisusan n = 0 da

Vu 2/2, • • •, 2/;

:ri, x2, ■■■■x
(40.15)
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:r2, . . . .  *p, A ^  _  ^ (_ 1)n ̂ _ Bn , xp

yi, V2 , ■■■,yP, A j  n—Q n - \  yi, V2 , - - - ,yP

= Dp(x,y; A) (40.16)

U hoida. A(A) ning p — ta r t ib l i  in in o ri quyidagicha aniqlanadi

Xususiy hol p = 1 da D\(x, y ; A) =  D(x, y; A). Ta'kidlash joizki, a,ga.r biror 

i ^ j  uchun Xi = Xj bo'lsa, u holda (40.13) tenglik bilan. aniqlaugan

k ( x , ' x ’ ....... x" )
\  yi, V2, ■ ■ ■ , yP J

deterniinantiiing i— clii va j — chi satrlari bir xil bo‘ladi va natijada

\  o

\  vi, V2, ■ ■ ■ ,yP J

bo'ladi. Bundan Dp(x, y; A) =  0 ekanligi kelib chiqadi. Xuddi shunday biror 

i ^  j  uchun yi =  yj bo'lsa ham Dp(x, y; A) =  0 bo‘ladi. Agar (40.13) tenglik 

bilan auiqlangan

K
Xl, X-2, • • ■ , Xp

y\, V2 , ■■■,iip
determinantda X{ bilan Xj ning o'rnini aimashtirsak (40.13) detenninantda

i— chi va j — chi satrlarning o‘rni alrnashadi, bu esa (40.13) determiuautning 

ishorasini o'zgartiradi. Bu xossa p — tartibli ininor Dp(x,y; A) uchun liam 

ohinli, yaiii agar biz p — ta.rt.ibli minor

/ x u x2, ■■■,xp,X \ 

\  V i ,  V 2 ,  ■ ■ ■ , V p , A J
Dp(x, y; A)

da ((40.16) formuiagaqarang) x ,  bilan X j  ni o'ruini ahnashtirsak, p  — tartibli 

minor Dp(x,y; A) ning faqat ishorasi alinashadi.

Fredholmning umuinlashgan fundainental munosabatlari quyidagilar:

\  v\- y2 , ■■■, yP, A J
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%l; . . . .  J-'o— |, X&+1 > • • • , 3Cp? A

01=1

,-b

\ y i>
+

+A /  K ( t , yp) D
J a

y p - u  y p + u  j

\
3T|, . . . , ;ra_i, . . ., Xp, A

l V>-----yg-1, i' V*+U

.r,, X2, . . . .  Xp, A

V i ,  >J2,- • ■, S/p. A

tt., A
dt. (40.17)

D

= ̂ (-ir+0 AJ((x„,w) i> ( ■(" ■ • ■ . * . - > , 'j +
f?=l

d/. (40.18)

\ 2/i, ■ ■ •, yp-i, yp+i, ■ • ■, yP, X j

f b (  r i ,  . . . ,  r a_i. /., r„+i,. . . ,  x„, A \
+A K(xa, t ) D  P•'n \ 2/1, • • -,yp-1, yp, vp+i,• • •, yP,A y

Yuqorida keltirilgan (40.12) nmnosabat quyidagi umumiy munosabatning xu- 

susiy holidir

b / \
f  f  ,, i x2, - - . ;xp,X \• • • D l \ d x i - - - d x p = ( - l f

J Ja \ x l fx2,...,xp,\ J
^ A ^ A ) .  (40.19)

b

(40.17)-(40.19) tongiiklarning isboti [10] da kcltirilgan. Faraz qilaylik, A<, soni 

A(A) =  0 tenglamaning ildizi bo'Isin. Ma'lumki, A(0) =  1 shuuing uchun 

Aot^O. A(A) analitik funksiya bo'lganligi uchun Ao uning chekli r karraii 

noii bo'ladi, yahii

A(Ao) =  0, A'(A0) =  0, . . . ,  A f-^A o ) =  0, A«(A0) + 0.

Agar biz (40.19) formulada A =  A0 va p = r desak. u holda (40.19) ning 

o'rig tomoni nolmas boMadi. Demak, uning cbap tomoni hain nolmas, bu esa 

o‘z na.vba.tida p — tartibh Dp(x,x; A0) minorning aynan nohnas ekanligini 

keltirib chiqaradi. Bu yerdan Dp(x, y; A0) ning aynan nol funksiva emasligi 

kelib chiqadi. Agar A0 soni A(A) funksiyaning r  karrali noii bo'lsa, u holda
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ahunday q < r natural son mavjudki, quyidagilar bajariladi:

A(A0) = 0, D(x, y; A0) = 0 , .... Dq-i(x, y; A0) = 0

bo'lib, Dq(x, y; A0) aynan nolmas bodadi.

40 .2-ta’rif. Yuqorida amqlangan q soniga A0 xarakteristik sonning kar- 

raligi deyiladi.

Sliuiii ta'kidlaymizki, simmetrik yadrolar uchun q = r  tenglik o'rinli. Xusu- 

san bizning holimizda ham q =  r bo'ladi.

Dq(x, y; A0) aynan nohnas funksiya bo'lganiigi uchun shunday rri =  x[, 

x 2 = x?2, . . . , x q =  x'q, yi = y[, y2 =  y2, ■ ■ •, yq = Vq nuqtalar mavjud

( x \ .  x '9 , . .  . , x '  A0 \
1 2’ 9 ° yf 0

i/i. y*  ■ ■ ■. y',f  V) /

boladi. Bndi Predholmning (40.18) umumiashgan fundamental munosabatida

A =  A0, p = q va

yi = y'v • •■. Va-i =y'a-i, ya = y'a, ya+\=y'0.+i,---,yq = y'q 

desak, quyidagi tenglikka ega boiamiz

Iroiib.

.1 1 — 1 j ,  . . . , X a — [ — • ta _ j .  -Ifl — X , . • . , Xq X q,

x\. ... , .Ta_j. X, T0 + j, . . . , x!q. A

</j, • ■ ■ , Va~l> y,x. Va+l. • • • . Vq< A

(40.20) tenglikning ikkala qisinini noldan farqii boigan

(40.20)
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b o 'la m iz  va

¥>a(x, A0)

| Tl> • ■><-!> *Q + 1. Ao ^

\  y'v ■ ■ - .  y'0-v y'y> vh+v - ■ •.  y'v  a q /  

Og(x', ?/; A0) (40.21)

belgilash kiritib, barcha a  =  1, 2, . . . ,  q larda quyidagiga ega bo'lamiz

<P<*{x, Ao) =  A0 f  K (x , t)<pa(t, A0) dt,. (40.22)
■/ a

(40.22) tenglik <p\(x, A0), <p2(x , A0) , . . . ,  pq(x, A0) lar bir jinsli (40.10) tengla- 

maning yechimlari ekanligini bildiradi. Bu yechimlar uzluksiz va (40.21) ga 

ko‘ra /
, 1, agar a = 3

Pa(xp, A0) =  <! ’ (40.23)
I 0, agar a ^  (3.

40.1-lem ma. Bir jinsli, (40.10) tenglamaning yechimlari sistemasi 

< P i(x ,  A0). <p2(x, A0), . . . ,  ' p q ( x ,  A0) chiziqli erklidir.

Isbot. Faraz qilaylik,

Ci (Pi(x , A0) +  C2 <p2(x, A0) + -----1 Cq <pq(x, A0) =  0

tengiik biror C\, C2, . . . ,  Cq soniar uchun o'rinli bo'isiu. So‘nggi tenglikda 

x  =  x'a desak, (40.23) ga ko‘ra Ca =  0, o  =  1.2, ....<; ga ega bo'lamiz. A 

Malumki bir jinsli tenglama vechimlari yig'indisi va songa ko'payfcmasi 

vana yechim bo'ladi. Shuning uclnm

u(x) =  C\ <pi(x, A0) +  CJ2 <p2(x, A0) + -----1 Cq <pq(x, A0) (40.24)

funksiya ixtiyoriy Cy, C2, __ Cq sonlar uchun (40.10) bir jinsli tenglamaning

yechimi bo'iadi. Endi (40.10) bir jinsli tenglamaning ixtivoriy yechimi (40.24) 

ko‘rinishga ega ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, v(x) bir jinsli (40.10) 

fcengiamaning biror yechimi bodsin, ya'ni

v ( t ) ~  A0 f  K(t, s) v(s) ds = 0 (40.25)
Ja
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bo‘lsin. U hoida ixtiyoriy H (x, t) u'/luksiz funksiya ucliun quyidagi ayniyat 

o‘rinli

j *  jv( t )H(x,  t) — Ao I  K(t ,  s) v(s)H(x, t) <is j dt =  0. 

(40.25) dan (40.26) ni ayirib, quyidagiga ega bolamiz

v(x) = \o /  N(x,  t) v(t) dt, 
Ja

(40.26)

(40.27)

bu yerda.

\ q N ( x , t) =  \oK(x, t )  — H(x, t) +  A0 t  K(s , t )  H(x,s)ds .
Ja

Endi Predholmning (40.17) umumlashgan fundamental mimosabatida A =  

Ao, jp =  q +  l  va Xq+i =  x, yq+i = y desak va. xt bilan Xj ning o’rni almash- 

ganda Dp(x,y; A0) niug ishorasi almaahinishini hisobga olsak, quyidagiga ega 

bo‘la,mi/

X ,  X ! , . . . , X q . \ o  \ ^ Xl, , Xq,, . . . , Xq, A0
D | • 1 “ I =  \ 0K(x,y)  D

y, yi,- -,yq,\o J  \  yi, ■ -- ,yp,■ ■ -,yq,\o

Vl) - • ■ ? y<x—1) Va> Vcx-\-1> • • • t Vq- f
, /  \

+ A 0 f  K(s, y) D  ( X’X'- ) ds.
Ja \  5, y i , . . . , y q, A0 J

(40.28)
5, yi, ■ • . , Vq, A0

(40.28) tenglikda

311 = x\, . . . ,  xq = xq, y = t, y^ = y\, . . . ,  yq = yfq

almashtirislr qilamiz, hamda (40.28) tenglikning ikkala qismini noldan farqli 

boigan

-r'i, *2....... xr  AoD
.'/!■ ?/2- ■ ■■,y'q- A0

:= Dq(x'. y'; Ao)

44.4

www.ziyouz.com kutubxonasi



ga. b o ‘!am iz va

H(x,y)  = Dq(x’. y'; A0)

belgilasb kiritib quyidagiga ega. bo'larniz:

(40.29)

Y !  \ 0 K(x'a,t)<pa(x, A0) =
a—\

AqK ( x , t.) — l l(x,  t) +  A0 / K(s,  t) H(x, s) dsr .
Ja

(40.30)

(40.30) tenglikiiing o’ng tomoni \ qN ( x , t) ga teng. (40.26) aytiyat ixtiyoriy 

H(x, t) uzluksiz funksiya uchuii o'rinli edi. Shuning uchun biz uni (40.29) 

tenglik bilan aniqlaugan H(x, t) bilan almashtiramiz. Natijada

<i
A0 /V(:r, £) =  xoK(xa, t)<pa(x, A0)

3=1

tenglikni olamiz. A0N(x,  t) ning bu ifodasini (40.27) tenglikning o‘ng tornoni- 

ga qo‘yib.
<i fb

v(x) = A0 V  <£„(!, A0) K (xa, t) v(t) dt
o=l Jn

tengiikka ega bo‘lam:iz. Bundan v(x) uing (40.24) ko'rinishda tasvirlanishi ke- 

lib chiqadi. Shunday qilib, biz Fredhohnning ikkindii fundamental teoremasini

isbotladik.

40.4~teorema. Agar A =  A0 soni K(x,  t) yadroning q karrali xarakteris- 

tik soni bo‘lsa. u holda (40.10) bir jinsli tenglama q ta chiziqU bog'hnmagan 

ipa(x. A0), a = 1, 2 , . . . ,  q yeehimhrga ega boHadi va ixriyoriy u(x) yechim 

uhming chiziqli kombinatsiyasi ko'rinishida tasvirhnadi, ya’ni u(x) yechim 

uchun (40.24)  tenglik o'rinli

Bu chiziqli bog‘la.rmiagan ipa(:x, A0), a =  1, 2 , . . . ,  q vechimlar sistemasi

(40.21) tenglik bilan aniqlanadi.
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40.2. Bir jinslim as tenglam aning  um um iy vechimi. Ilozir biz bir 

jinslirnas (39.3) integral tenglamaning umuiniy yechimini'beramiz. Agar A(A) 

±  0 bo'lsa, (39.3) integral tenglama yagona yechimga ega va u (40.5) tenglik 

bilan aniqlanadi. Endi (39.3) bir jinslimas integral tenglarnani A(A) =  0 hoi- 

da yechishga harakat qilarniz. 38.1-tcoreinaga ko'ra (39.3) tengiama yechimga 

ega bo'lishi uchun /  € L-2[a, 5] funksiva (40.9) bir jinsli tenglamaga qo'shma 

tengiamaning barcha yechimlariga ortogonal bo'lishi zarur va yetarli. Biz sim- 

metrik yadrolarni ((37.8) shartga qarang), ya’ni T  =■ T* holni qarayapmiz. 

Bu holda (40.9) bir jinsli tenglamaga qo'shma tengiama (40.9) tenglamaning 

o'zidan iborat. Faraz qilaylik, A =  A0 soni K(x,  t ) yadrouing q karrali 

xarakteristik soni bo'isin, u holda (40.10) bir jinsii teuglama q ta chiziqli 

bog‘lanmagan <pa(x, A0), a  = 1, 2 , . . . , q  yechimlarga ega bo'ladi. Bu holda

(39.3) tenglama yechimga ega bo'lishi uchun /  e  L^a, b\ funksiya (40.10) 

bir jinsli tenglamaning barcha yechirnlariga ortogonal bo'lishi zarur va yetarli, 

ya'ni

/  f ( x )  A0)dx -  0, a = 1, 2, . . . ,  q. (40.31)
J a

Faraz qilayiik, (40.31.) shartlar bajarilgan bo'lsin, u holda 38.1-teoremaga ko'ra

(39.3) tenglama yechimga ega bo'ladi. Bu teorema yechimning mavjudligini 

beradi xaios. Yechimni topish esa oson masala emas. Hozir biz ycchimni top- 

ishning Fredholm tomonidan berilgan usulini bayon qilamiz. Faraz qilaylik, 

(40.31) shartlar bajarilgan bo'lsin. U holda

E a«kk
a —1

3’) f  f(t)<pa(t,X0)d t=  0 (40.32)

ayniyatga ega bo'lamiz. A0 K(x,  x^) = X0K(x'a, x) ifoda t ga bog'liq bo'lma- 

ganligi uchun uni integral tagiga kiritish mumkin, ya’ni

■) <Pa(t, A0) i  f ( t ) d t : 0 ( 4 0 . 3 3 )
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(40.30) dan hamda K  (x, t) — K  (t, x) shartdan foydalanib (bn holda H (x, t) = 

H (t, x) bodadi) (40.33) ni quyidagiclia yozish muinkin

0 ~  A0 [  K ( x , t ) f ( t ) d t — [  H(x , t ) f ( t )  dt+
J  a J a

+Ao j '  f ( t )  |  j  K (x, s) H (s, t) d s j  dt. (40.34)

So'nggi qo'shiluvchi
/»6 pb

A0 /  I f(L) K(x,  s) H(s, t) ds 
Ja Ja

dt

ni quyidagicha liain yozish irniinkin: bunda t va s larni joyini almashtirib

A0 f (s )  K  (x, t) H(t, s) dt ds

yoki

Ac /  K ( x , t ) ^ j  H(t,s)  f ( s ) d s ^  dt.

Bu ifodani (40.34) ga qo'yib va birinchi va oxirgi hadlarni birlashtirib quyida- 

giga kelamiz:

6 / 6  ) 6 
0 = A 0 /  K ( x , t ) ^ f ( t )  + j  H ( t , s ) f ( s ) d s j d i - j  H(x , t ) f ( t )d t .  (40.35)\ 0 /  K ( X  

a  V
A.ga.r biz

u0(t) = f ( t )  +  f  H(t, s) f (s)ds  
J  a

«<)(*)-/ ( z )  =  /  H (x ,s ) f ( s )ds  
J  a

desak, u hoida (40.35) quyidagi ko'rinishga keiadi:

uo(x) =  f ( x )  +  A0 j  K (x, s) u0(s)ds 
J  a

yoKi

(40.36)

Shunday qilib, (40.31) shartlar bajarilganda (39.3) tenglamaning A =  A0 da 

hech bo'Imaganda bitta (40.36) tenglik bilan aniqlanuvchi u0(x) yechimi mav- 

jiul. Endi (39.3) tenglamaning barcha yechimlarini topamiz. Faraz qilaylik.
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(39.3) tenglama A =  Ao da «o(jc) dan farqli «(3;) yechimga ham ega bo‘lsin. 

U holda u(x) — u q ( x )  (40.10) bir jinsli tenglamaning yechimi bo'ladi. 40.4- 

teoremaga ko‘ra

u(x) — U q ( x )  = C\ i p i ( x ,  Aq) + C*2 P2(x , Aq) + • — h C'q <pq ( : V, Ao).

Bu verda C\, C’2, . . . , C q ixtiyoriy o‘zgarmasia.r. Malumki. bir jinslimas teng- 

lamaning umumiy yechimi, uning biror xususiy yechimi bilan bir jinsli tengla- 

maning umurniy yechimi yig’indisidan iborat. Shunga ko‘ra (39.3) tengiama- 

ning A =  Ao dagi umumiy yechimi

u(x) = f (x )  +  f  H(x. t) f ( t )  dt+

+Ci :fii(x, Ao) +  C'2 <pi(x, A0) +  • • • +  Cq <pq(x, A0) (40.37)

bo‘ladi. Shunday qilib biz FVedholmning uchinchi fundamental teoremasini 

isbotladik.

40.5-teorem a. Agar A =  A0 sont K(x,  t) yodroning q karrali xarahte- 

ristik soni bo ‘Isa, u holda (39.3) tenglama umuman olganda yechimlarga ega 

ernas. Bu tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun (40.31) shartlaming bajarili- 

shi zarur va yetarli. Agar (40.31) shartlar bajariisa, u kolda (39.3) tenglama 

cheksiz ko‘p yechimlarga ega bo ‘lib, ular (40.37) formula bilan aniqlanadi. 

(40.37) da Ci, C2, . . . , C q ixtiyoriy o'zgarmaslar, <pa(x, A0), « = 1, 2, . . . ,  q 

lar (40.21) formula bilan, H(x,  t) funksiya (40.29) tenglik hilan aniqlanadi.

In tegral tenglam alarni yechishga doir m isollar. Endi biz integrai 

tenglamalarui Fredhokn usuli bilan yechishga doir misollar qaraymiz.

40.1-misol. L2[—Ti, 7r] fa.zoda

u(x) =  f (x)  + A /
J-K

(1 +  cosxcosy)u(y)dy

integral tenglamaga mos Fredholm detorminanti va Fredholm minorini toping.
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Y e c h is h . Bu integral tengiamaniug yadrosi K  (x, y) = l + c o s x c o s y  haqi- 

qiy qiyrnatli va simmetriklik shartini qanoatiaritiradi, ya'ni K(x,  y) = K(y, x ) . 

Endi (40.1) formula yordamida An, n  € N koeffitsiycntiami hisoblayiniz:
r r  i'T\

A\ — ! K  (x, x) (lx /  (1 +  cos2 x) dx =  2 /r +  7r — 37r.
J —7r J—t

Xuddi shundav A* koeffltsiyent hisoblanadi:

=  r  dx r
J —r J —t

K(x ,x )  K ( x t y) 

K(y ,x )  K(y,y)
dy •

- /

r x  r r
I dx I  [(1 +  cos2 2’) (1 +  cos2y) — (1 f  cos x  cos y)2] dy —

J  — T  J — T

dx I (cos2x  I cos2y — 2 cosx  cos y) dy = 2tt2 +  2tt2 — 0 =  47T2.
J- *  '

Intrgrai tenglama yadrosining rangi 2 bo‘lganligi uchun, barcha n > 3 larda 

An =  0 bo‘iadi. Shuning uchun deterrninant A(A) quyidagiga teng bo‘ladi:

A(A) =  1 - A 4 i +  ̂ A2+2 =  1 —37rA +  ̂ A2-47r2 =  (ttA - 1)(2ttA - 1). (40.38)

Integral tenglam a yadrosining rangi 2 bo'lganligi uchim, barcha n > 2 larda 

Bn(x, t) =  0 tenglik o'rinii. Bi(x , t)  uchun esa quyidagi

K(x, t )  K( x , h )

K(h, t )  K(t \ , t{)

= (2/t +  7r) (1 +  cos x  cos t) — 2tt — 7t cos x  cos t =  7i +  2?r cos x  eos t. 

tenglik o'rinli. Shunday qilib D(x, t; A) uchun quyidagiga ega bc/lamiz:

D(x, t; A) = A K(x,  t) — A2 Bi(x,  t) = A( 1  + cos x cos t)—

B i ( x , t ) =  r
J-v

dti -

42

—A2(7r +  2tt c o s  x  cos t) =  A(1 — ttA) +  A (1 — 2wX) cos x  cos t . (40.39)

40.2-misol. K(x ,y)  = 1 +  cos:rcos7/ yadroning xarakteristik sonlari va 

fundamental funksiyalarini toping.
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Yechish. Yadroning xa.ra.kterist.ik sonlari bu A(A) ning noilaridir. 40.1- 

misoida. K(x ,y )  =  1 + cosxoosy  yadroga mos Fredholm determinanti to- 

pilgan. Uning nollari ((40.38) ga qarang) Aj =  i r l va A2 =  (2?ij_1 iardir. 

Demak, uiax K(x,  y) yadroning xarakteristik sonlari bo'ladi. Bu Aj va A2 
nuqtalarda birinchi tartihli minor D(x, t; X) noldan farqli bo'lganligi uchun 

bu xarakteristik sonlarning karraliklari birga teng, ya.’ni bir jinsli tenglamaning 

yechimlari to‘plami bir o'lchamli chiziqli fazodir. (40.39) ga ko'ra bu xarakte- 

ristik soularga mos keluvchi fundamental funksiyalar quyidagicha bo‘Jadi:

Bir jinslimas integral tenglamani A =  Aj =  7r 1 bo‘lganda 40.5-teoremadan

foydalanib yeching.

Yechish. Qaralayotgan integral tenglama ycchimga ega bo‘lishi uchun ozod 

had f ( x )  = sin x  (40.40) ga mos bir jinsli tenglamaning barcha yechimlariga 

ortogonal bo'b'shi zarur va, yetarlidir. (40.40) ga, mos bir jinsii tenglamaning 

umumiy vechimi 40.2-misol va 40.4-teoreniaga ko‘ra C(p(x, Aj) ko‘rinishda 

bo'ladi. Bu holda ortogonalhk sharti bajariladi. Haqiqatan ham.

Endi (40.40) tenglamaning umumiy yechimini topish uchun biz (40.29) tenglik 

biian aniqlanuvchi H (x, i) funksiyani qurishimiz kerak. Buning udiun esa 

bizga (40.16) tenglik bilan aniqlanuvchi ikkinchi tartibli minor D%(x, t; Aj) 

kerak bo‘ladi. Integral tenglama yadrosining rangi 2 bolganligi uchun, barcha 

n > 1 iarda

40.3-misol. L2[—ir, tt] fazoda

(40.40)

C
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ayniyat o'rinli. Bundan (40.16) ga, ko‘ra

D ( X ' ’ X* X ' ) = X ’ B a ( - ’ " X A
\  t\, ‘-2- Al J  \  ti, t2 )t l ,  £ 2 -^ 1

tongiikka kelamiz. Murakkab bo'lmagan hisoblasklar slmni ko‘rsatadiki

J * " * *
\  ti, h

=  COS X \  COS t \  +  cos x 2  cos t 2 —  COS X\ cos t 2 — COS X2  COS t\ 

tenglik o'rinii. Natijada biz

:ri,x2, Ai
D

t\, t2,X\

= ir 2 (cos X\ cos t\  +  cos x2 cos t2 — cos X\ cos t2 — cos x2 cos ti) 

tengiikni olainiz. U irolda H(x,  t) quyidagiga teng bo‘ia.di:

l j ( x A X ' )
l t, 0, Ai i 1

t) = ---- ------------ — = --------(cos X COS t  +  1 —  COS X — COS l) .
K , )  D( 0,0; Aj) Tiv ;

Endi (40.36) yordamida xususiy yecirim u0(x) ni topamiz:

r*
u0(r.) =  f (x )  +  / ti(x.  s) f (s)ds  = sin £ +  0 =  sin x.

J  — K

40.5-teoremaga ko:ra umurniy yechim

u(x) = u0(x) + G <p(x, Ai) = sin x + C cos x.

M ustaq il ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. (39.3) integral t e n g la m a g a  m o s  F r e d h o lm  d e t e r m in a n t i  v a  m in o r i  q a n d a  

a n iq la n a d i .
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2. u(x) — sinx +  A f*  (2cosxcost — sinxsinl)u(i)cit integral tenglamaga 

mos Fredholm deterrninantini toping.

3. u(x) =  sinx  |- A j * x(3cosx cost — 5sinxsin t)u(t)dt mtegral tengla,- 

maga mos Fredholm minonni toping.

4. K (x , t )  = cosxcos t — 2sin:rsini yadroning xarakteristik sonlari va 

ularga rnos fundamental funksiyalarini toping.

5. Quyidagi

integral tenglama umumiy yechimini 40.5-teoremadan foydalantb toping.

6. Agar K(x,  t) yadro (38.11) ko‘nni,shda (rangi n bo‘lgan ajralgan yadro) 

bo ‘Isa, barcha k > n  larda Afc+1 = 0 , B k(x, t) = 0 bo‘lishini isbothng.

u(x) = sinx  1- • (cosx  cos t — sin x  sin t)u(t)dt

451
www.ziyouz.com kutubxonasi



Foydalanilgan adabiyotlar

1 .  K o n M o ro p o B  A.H., $ 'o m h h  C.B. T eopnH  (fiyHKHHH h  4>yHKD,iio-

H ajib iio i'o  aHajiHsa. M ocK iia: Hayica. 1989.

2. Sarimsoqov T.A. Haqiqiy o'zgaruvchining funksiyalari nazarivasi. Toshkent 

Fan. 1994.

3. Sarimsoqov T.A. Fimksional analiz kursi. Toshkent: 0 ‘qituvchi. 1986.

4. Sh.O. Alirnov, R.R.Ashurov. Matematik tahlil. 1-qisin. Toshkent. Ka- 

malak. 2012. Mockbh. IlpGe. 1981.

5. JhocrepnHK JI.A., CobcwieB B.H. QjieMeiiTw <J>yuKniHOHajii.Horo aaajiH3a. 

Mockbh: Hayica. 1965.

6. TpeHoniH B.A. 4>yaKipi0Haju>HBjft aHajma. Mockuh: HayKa. 1980.

7 .  <D.Ph cc , B.CeKe4>ajibBH-Hajii>. J I ck h h h  i io  <J>yH K iptO H ajiB H O M y aH ajm sy . 

MocKBa: M n p . 1979.

8. Sh.A. Ayupov, M.A. Berdiquiov, R..M. Turg'unboyev. Funksiyalar naza-

riyasi. Toshkent. 2004.

9. Sh.A. Ayupov, M.A. Berdiqulov, R.M. Turghmboyev. Funksional analiz. 

Toshkent. 2008.

10. y.B. JIo bh tt . J"liiHeHHbie HHxerpajibHbie ypaBHeHra. 1958.

11. IO.M.Bepe3aHCKHft, F.<E>.yc, 3.r.HIe(J)TejiB. OyHKi^HOHajibHwfl anajiHS. 

KHeB.: B b icinaH  xuKOJia. 1990.

12. J.I. Abdullayev, R.N. G'anixo'jayev, M.H. Shermatov, O.I.Egamberdiyev. 

Funksionai anaiiz. O'quv qo'llanma. Toshkent-Samarqand. 2009.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Asosiy belgilashlar C -  12

C” -  228,255
[A], A — 183 c -  229
A' -  184 Co — 229
A  —189 C[a, b ] -  171,228,255
A* -  352,353 Cf[a. 6] — 173
A  ~  B  -  25 C2[o, b] -  173
A„ — <• A — 322 CW[o, 6 ]-2 5 6
An A -  322 D(A) -  291
An A -  322 E ( f  < c) -  87
AC[a, b] -  179 ImA,  R(A) -  292, 293
AC0[o. 6] -  259 Ker(A) -  292 293
N -  12 Ker( f )  — 240
B(xq, r ) -  182 K( X,  Y) -  370

?■] — 182 to — 229
dim L — 231 M[a, 6] -2 5 6
D(x, y; A) -  431 M 1 — 282
H -  278 Mi 0  iV/2 -  284
//, ® H2 ~  285

CXD
7(A') -  244

52 ® i/n -  285
n-1 L(A) -  298
0 - 1 2 L(X, Y) — 290,298
0 - 8 L/L '  — 234
R - 1 2 .Lj[a, 5] — 232
R+ -  12 Lp[a, b] -  232
R” -  12 4 0 ) [« ,  6] -2 3 2 , 236
RJ -  171 Lp[a, b\ — 236,260
R £ -  174

R”, -  171
L £[-a , «] — 285

453
www.ziyouz.com kutubxonasi



,LJ[—a, a] — 281 

L q [— a ,  a ] — 281 

e2 -  172,229,256 

lv -  177

j f*  -  106 

m  - 1 4  

f - \ B )  -  14

/ + ( * ) - 1 3 2

/_(x) -  132 

RX{A) -  362

vab[f]-ui
V/fl, b] -  179, 230, 260 

y0[a; b] -  233, 258 

X* -  L(X,  C) -  309 

xn x  — 384 

x Ly  — 264

M - 1 2
a  — 239 

Z -  12 

Z + -1 2  

I M I I - 2 9 7  

H /ll-306  

(x, y) -  262 

I M I - 2 5 4  

p( x, y) — 168 

2) — 13 

fH—13

K - 3 4

21 ( A )  -  36, 42 

W l (6) -  36 

il( B )  — 53 

£  -  65,66 

t i -  51 

p ,p  — 63 

//* -  51 

p ( A ) - 362 

a ( A )  -  362 

o 'qo i(A ) — 362 

<jM*( A) — 363

M ^ )  -  362
A(A) -  431

454
www.ziyouz.com kutubxonasi



P r e d r n e t  k o 'r s a tk ic h i

Absolyut uzluksiz funksiya - 154

Absolyut. uzluksiz o'lchov - 63

Additiv o'ldiov - 49

Additiv operator - 292

Additiv funksional - 239

Akslantirish - 12

<7— additive o'lchov - 59

(j— additiv o'lchovni davom ettirish -

77

Algebra - 36

17 — algebra - 42

6 — algebra - 42

Algebraik son - 27

Arifmetik yigindi - 27

Arifmetik Evklid fazo - 12

Arsela teoremasi -210

Bazis - 231

Banax teoremasi -336

Banax-Shtenxaus teoremasi - 330

Ber teoremasi - 200

Banax fazosi - 255

Bessel tengsizligi - 270

Birlik operator - 293

Biyektiv akslantirish - 16

Borel to'plami -43

bo'sh so'plam -8

Deyarli yaqinlashishdan o'lchov bo‘yicha 

yaqinlashishning kelib chiqishi - 98 

Differensial operator - 294 

Ekvivalent funksiyalarning bir vaqtda 

o'lchovli bo'lishiigi - 94 

Evklid fazo bazisi - 265 

Hamma yerda zich to'plam - 186 

Hech yerda zichmas to'plam - 186 

Fredholm integral tenglamasi - 396 

Gyolder tengsizligi -174 

l'ntegral operator -295 

Integrai tenglama -295 

Invektiv akslantirish - 16 

Ichma-ich joylashgan sharlar - 199 

Kantor to'plarni -31 

Kantor-Bernsliteyn teoremasi - 30-31 

Kompakt operator -372 

Kompakt to'plam -207 

Kontinuum quwatli to'plam - 29 

Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi -263 

Lebeg teoremasi (integral belgisi osti- 

da limitga o'tish) - 125,156,139 

Lebeg integralining absolyut uzluksiz- 

lik xossasi - 124

Limitik funksiyaning oichovliligi - 92,96

Metrika aksiomalari - 170

Metrik fazoni toidirish haqidagi teo-

455
www.ziyouz.com kutubxonasi



rema -201

Minkovskiy tengsizligi - 174 

Mukamirial to'plarn - 184 

Nisbiv kompakt to‘plam -2 0 7  

Nol operator - 293 

Nonna aksiomalari - 260  

Operator - 291 

Operator rezolventasi - 3 6 2  

Operator xos qiymati - 362  

Operator xos vektori - 362  

Operator normasi - 298 

Ortogonal bazis - 265 

Ortogonal sistema - 2 6 4  

Ortogonal normalangan sistema - 264: 

Ortogonal vektorlar - 264  

Ortogonal to'ldiruvchi - 282  

Ortogonal qism fazo - 282 

OrtogonaHashtirish jarayoni - 266  

Ochiq va yopiq to‘ pl arnlarni bogdovchi 

teorema - 190 

Ochiq to'plam - 189 

Qavariq to'plani - 2 4 4  

Qavariq jisrn - 2 4 4

Qisuvchi akslantirishlar prinsipi - 2 1 8  

Riss teoremasi - 3 2 0  

Riss-Fisher teoremasi - 2 7 3  

Sanoqli to'plam - 22

Sanoqsiz to'plam - 25 

Syuryektiv aksiantirish - 16 

Tashqi o'lchovning yarim additivligi - 

49

Tasliqi o'lchovning additivligi - 49 

Teskari operatorlar haqidagi 

teoremalar - 340-345 

Tenglama - 400 

Tctplam - 8 

To'pSamlar halqasi - 35 

To'plamlar yarim Iialqasi - 37 

To‘plamlar algebrasi - 36 

To'plamlar birlashmasi - 9 

To‘piamlar kesishmasi - 9 

To'piamlar ayirmasi - 10 

To'plarnlar simmetrik ayirmasi -10 

To'plam yopig‘i - 183 

To'plam quvvati - 34 

To‘plamning akslantirishdagi asli - 14 

To'plamning akslantirishdagi tasviri yo 

ki aksi - 14

To'piarnning urinish nuqtasi - 183 

To'plamning limitik nuqtasi - 184 

To'plamning idiki nuqtasi - 189 

To‘piamniug yakkalangan nuqtasi -184 

To‘la variatsiya - 141 

To‘ldinivchi i;o‘plam - 10

456
www.ziyouz.com kutubxonasi



To‘3diruvchi to‘planmiug o'icliovli

bodishi - 58

Uzluksiz operator - 292

Variatsiya - 141

Vektor- 228

Vektor fazo - 228

Vektorlar ortogonailigi - 264

Volterra integra! tengiamasi - 401

Yegorov teoremasi - 96

Yopiq to'plamlarniiig birlaslnnasi

va kesishmasi haqidagi teoreina -188

Yopiq to'plam - 188

Zich to‘piain - 186

Olcliovmng additivlik xossasi -56,81

0 ‘lchovli to'piamlar sistemasining hal-

qa tashkil qilishi - 55,80

0 ‘ldiovli to‘plamlar sistemasining a —

algebra tashkil qilishi - 59,82

0 ‘lchovning additivligi - 56,81

0 ‘lchovning o — additivligi - 59,81

0 ‘lchovning uzluksizligi - 60

0 ‘lcbovli to'plam -53

0 ‘lchovni davom ettirish - 71

w ! o'leliovning yarim additivligi - 49

m ' o'lchovning a — additivligi - 51

0 ‘khovli funksiyalar to'plamining arifii

tik amallarga nisbatan yopiqligi - 87

0 ‘lchov bo'yicha yaqinlashish ketma- 

ketlikda deyarli yaqinlashishdan qis- 

miy ketmarketlik ajratish mumkinligi 

-  100

Chebishev tengsizligi - 122 

Chegaralangan to'plam - 183 

Chegaralangan operator - 303 

Chekli to'plam -21 

Cheksiz to‘pla.m - 21 

Chekli oldiamli operator - 373 

Chiziqli fazo - 227-228 

Cliiziqli ftmksional - 2391 

Chiziqli qobiq - 234 

Chiziqli operator - 292 

Chiziqli ko‘pxillilik - 292-258 

Chiziqli bog‘langa.nlik - 236 

Chiziqii fa.zo bazisi -231 

Chiziqli operator - 299

www.ziyouz.com kutubxonasi



J.I. A bdullayev, R.N. G ‘an ix o ‘jayev, 

M .H . Sherm atov, O .I.E gam berdiyev

FUNKSIONAL ANALIZ VA 

INTEGRAL TENGLAMALAR
0’quv -uslubiy nashr

Muharir

G avhar M IRZA Y EV A

Tesnik muharir

V era D E M C H EN K O

Kompyuterda sahifalovchi 

A bduqodir Y U LD A SH EV

www.ziyouz.com kutubxonasi



B osishga 14.11.2013 y .d a  ruxsat etildi. B ochim i 60x84 1/16. 

B osm a tobog i 28,75. O fset qog oz. Adadi 300 nusxa. B uvurtm a 87. 

«Y angi asr avlodi» N M M datayyorland i.

L itsenziya raqam i: A1 Na 198 .2011  yii 28 .08  da  berilgan. 

«E1-Press» MCHJdabosildi.

100113. Toshkent, C hilcnzor-8 , Q atortol k o ‘chasi, 60.

www.ziyouz.com kutubxonasi




