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Қ .С аф аева. М атем атик  дастурл аш . Д арсли к  «И бн  
С и н о»-2004й , 3 2 4 -6 .

Уш бу китоб м ате м а ти к  д а сту р л аш д а н  ўзб ек  ти л и д а ёзилган  
биринчи д а р с л и к  бўлиб, у н да чи зи қли , чи зи қ си з , динам ик ҳам да 
ноаниқликда еч и м лар  қ аб у л  қ и ли ш  н азар и яс и га  доир бўлган 
м атрицали  ўй и н лар  н а за р и я с и  ва таб и ат  билан  ў й и н л ар  тизи м ли  
равиш да ёритилган .

Д арслик  340000 -  «Б изнес ва бош қарув» т а ъ л и м  соҳасидаги  
барча б ак ал ав р и ат  й ў н ал и ш л ар и  учун  м ў л ж ал л ан га н  бўлиб, ундан  
иқтисодиёт ва техн и ка олий  ўқув  ю ртлари н и нг б арча  тал аб ал ар и , 
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реш ений в усл о в и ях  неопределенности  -  теори и  м атри ч н ы х  игр и 
игры с природой.

Учебник п р ед н азн ач ен  студен там  обучаю щ ихся по 
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высш его образования. У чебником м огут п о л ьзо в аться  студенты  и 
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Сўз боши

Иқтисодиёт буйича кадрлар  тайёрловчи олий ўқув ю ртларида 
математик фанларни ўқитиш дан мақсад талабаларни 
иқтисодиётнинг назарий ва амалий м асалаларини ечиш да керак 
бўлган математик аппарат билан таниш тириш дан иборат. Ана 
ш ундай аппаратлардан бири, мумкин бўлган иқтисодий ечимлар 
тўпламидан мақсадга мувофиқ, энг яхш и ечимни топиш усулларини 
ўргатувчи фан матем атик дастурлаш дир. Инсон ф аолиятининг 
турли  соҳаларда, ж умладан, иқтисодий изланиш ларда, халқ 
хўж алик иқтисодиётини ва унинг турли  тармоқларини, бозор, 
ф ирм а ва ишлаб чиқариш  корхоналарини бошқариш  ва 
реж алаш тириш да ҳамда ж араёнларни оптималлаш тириш  да 
математик дастурлаш  усуллари қўлланилади. Ш у сабабали 
математик дастурлаш  фани иқтисодий йўналиш лардаги олий ўқув 
ю ртларида асосий фан сифатида ўқитилиб келмоқда.

М азкур китоб математик дастурлаш дан ўзбек тилида ёзилган 
биринчи дарслик бўлиб, у «Бизнес ва бошқарув» таълим соҳасидаги 
барча бакалавриат йўналиш лари Д авлат таълим  стандартлари 
асосида яратилган янги ўқув дастурларига мос келади. Дарсликни 
яратиш да муаллиф  ўзининг кўп йиллар давомида Тош кент Х алқ 
Х ўж алик институтида ва Тош кент М олия институтида ўқиган 
м аърузалари  ҳамда кўп йиллик илмий-педагогик таж рибаларига 
таянган. Дарсликка киритилган асосий м авзулар  м уаллиф  
томонидан чоп этилган ўқув қўлланм алар ва м аъруза курслари 
таркибига киритилган ва кўп йиллар давомида иқтисодий олий 
ўқув юртлари талабаларига хизм ат қилиб, синовдан ўтган.

Ҳозирги кунда математик дастурлаш  фанидан дарслик ва ўқув 
қўлланмалар сонининг етарли дараж ада эмаслиги, ўзбек тилида 
ҳозирги замон талабларига жавоб берадаган дарсликларнинг 
м авж уд эмаслиги математик дастурлаш нинг назарий ва амалий 
муаммоларига бағишланган дарслик яратиш  заруриятини 
туғдирган.

М азкур китоб ушбу мақсад йўлида қўйилган илк қадам лардан 
биридир. Дарслик математик дастурлаш нинг назарий асослари ва 
амалий масалаларига бағишланган бўлиб, унда чизиқли 
дастурлаш нинг предмети, асосий масалалари, геометрик ва 
алгебрик ечиш усуллари (I- ва II боблар), чизиқли дастурлаш да 
иккиланиш  назарияси (III боб), парам етрли дастурлаш  (IV боб) 
транспорт масаласи ва уни ечиш усуллари  (V боб), бутун сонли 
дастурлаш  (VI боб), чизиқсиз дастурлаш нинг умумий назарияси 
(VII боб), қавариқ дастурлаш  м асаласи ва уни ечиш  усуллари  
(VIII боб), квадратик дастурлаш  масаласи ва уни ечиш усуллари  
(IX боб), чизиқсиз дастурлаш  м асалаларини ечиш учун градиент 
усуллар (X боб) келтирилган.
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Б аъ зи  чизиқсиз ва бутун сонли дастурлаш  м асалаларини 
ечишда қўлланила диган ҳисоблаш  усулларидан бири динамик 
дастурлашдир. Динамик дастурлаш ни вақтга боғлиқ булган 
ж араёнларни оптималлаш тириш  масалаларини ўргатувчи
математик дастурлашнинг бир бўлими деб қараш  ҳам о дат ту  сига 
кирган. Дарсликнинг XI боби динамик дастурлаш га бағишланган. 
Унда динамик дастурлаш  кўп босқичли масалалар нинг оптимал 
ечимини топишнинг математик назарияси сифатида аниқланган.

Иқтисодий амалиётда рақобатли ҳолатлар кўп учрайди. 
М асалан, бир хил маҳсулот иш лаб чиқарувчи ф ирм алар, турдош  
маҳсулотларни сотувчилар, истеъмолчилар ва таъм инотчилар, 
банк ва миж озлар ўртасидаги айрим муносабатларни рақобатли деб 
қараш  мумкин. Рақобатли ҳолатлар  билан боғлиқ бўлган иқтисодий 
масалаларни ечиш учун илмий асосланган усуллар керак бўлади. 
Ана шу усулларни ўргатувчи ф ан ўйинлар назарияси ҳисобланади 
ва у рақобатли ҳолатлардаги масалаларни ечишнинг математик 
назариясини ўргатади. Ў йинлар назарияси билан чизиқли 
дастурлаш  орасида қуйидаги боғлиқлик мавжуд: а) агар чизиқли 
дастурлаш  иқтисодий жараённинг оптимал ечимини топишга ёрдам 
берса, ўйинлар назарияси ш у оптимал ечимини топиш 
стратегиясини аниқлайди; б) ҳар қандай матрицали ўйинни чизиқли 
дастурлаш  усуллари билан ечиш  мумкин ва аксинча. Ана шу 
боғлиқликларни назарга олган ҳолда дарсликнинг X II боби ўйинлар 
назарияси элементларига бағишланган.

Дарслик кўплаб иқтисодий масалаларни ўз ичига олади. Ҳ ар 
бир мавзунинг назарий асосларини амалий масала ва мисоллар 
ечишга татбиқ қилиш йўллари кўрсатилган. Ҳар бир боб таянч  сўз 
ва иборалар, назорат саволлари ва мустақил ечиш учун м асалалар 
билан якунланган.

Дарслик иқтисодий йўналишдаги олий ўқув ю ртларининг 
бакалавриат йўналишида таълим  олувчи талабалари учун 
мўлж алланган бўлиб, ундан математик дастурлаш  фани 
ўқитиладиган барча олий юртларининг талабалари, магистрантлари, 
аспирантлари ва профессор ўқитувчилари фойдаланиш и мумкин.

М уаллиф мазкур дарсликнинг қўл ёзма сини синчиклаб ўқиб 
чиқиб, ўзларининг қимматли м аслаҳатлари билан унинг сифатини 
яхшилаш га хисса қўшган Ўзбекистон Ф анлар А кадемиясининг 
академиги В.Қ. Қобуловга, М.Улуғбек номидаги Ўзбекистон М иллий 
Университети профессори Ғ. Насриддиновга, Тош кент Д авлат 
иқтисодиёт университетининг «Эҳтимоллар назарияси ва ҳисоблаш 
математикаси» каф едраси мудири, профессор М. М ирвалиевга ва 
шу кафедра доценти Ҳ. Ж умаевга ўз миннатдорчилигини 
билдиради.
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Кириш.
М атематик дастурлаш  фани хўж аликни рационал бошқариш  

принципини ўргатади. Бу ерда дастурлаш  сўзи қўйилган мақсадга 
эришиш йўлида бажариладиган иш лар режасини англатади. 
М атематик дастурлаш га иқтисодиётдаги экстремал масалаларни 
ўрганувчи ва уларни ечиш усулларини яратувчи математика нинг 
бир йўналиши деб қараш  одат тусига кирган. М атематика нуқтаи 
назаридан ўзгарувчиларга маълум (чизиқли ёки чизиқсиз) 
чекланмалар қўйилган кўп ўлчовли функциянинг максимум ва 
минимумини топиш масаласи умумий ном билан математик 
дастурлаш  масаласи деб аталади.

Хулоса қилиб айтиш  мумкинки, математик дастурлаш  
чизиқли ва чизиқсиз тенгликлар ва тенгсизликлар билан берилган 
тўпламларда аниқланган кўп ўлчовли функцияларнинг максимум ва 
минимум қийматларини топиш назарияси ва усулларини ўргатади. 
М аксимуми ва минимуми қидирилаётган функция мақсад 
ф ункцияси деб аталади.

Н омаълумларга қўйилган чекламалар чизиқли ва чизиқсиз 
тенглик ва тенгсизликлар системасидан иборат бўлиб, улар 
бошқарувчи ўзгарувчиларнинг мумкин булган қийматлар соҳасини 
(мақсад функциянинг аниқланиш соҳасини) ифодалайдилар.

М атематик дастурлаш нинг предмети корхона, фирма, бозор, 
ишлаб чиқариш бирлашмаси, ҳарбий хизм ат объектлари ва бошқа 
иқтисодий ж араёнларни тасвирловчи математик моделлардан 
иборат бўлади.

Ўрганилаётган иқтисодий ж араёнларнинг асосий хоссаларини 
математик муносабатлар ёрдамида тасвирлаш  тегишли иқтисодий 
жараённинг математик моделини қуриш  дейилади. Иқтисодий 
жараённинг биринчи модели ф ранцуз олими Ф.Кенэ (1764-1774) 
томонидан яратилган. У 1758 йилда «Иқтисодий ж адвал», 1766 
йилда «Арифметик формула» номли асарларини чоп этган.

Ф.Кенэ ўз асарларида ж амиятда такрор ишлаб чиқаришнинг 
асосий босқичларини математик модел ш аклида ифодалаган.

«М атематик дастурлаш» масаласининг моделини умумий 
ҳолда қуйдагича иф одалаш  мумкин.

/ ( х , , х2,..., хп ) функциянинг экстремуми
gi  ( х „  х 2, . . .  р с „ ) = Ь (  ( 1 = 1 ,  2 ..................щ )

ш артларни қанотлантирувчи х х, х ^ .^ х п номаълумларнинг 
қийматлар соҳасида топилсин, бу ерда f,g, берилган 
функциялар, Ьг ихтиёрий ҳақиқий сонлар.

Агар берилган масалада / ,  ва g, функцияларнинг ҳаммаси 
чизиқли бўлса, у  ҳолда берилган масала «чизиқли дастурлаш » 
масаласи бўлади.
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Агар / ,  ва g, ф ункциялардан камида биттаси чизиқсиз 
бўлса, у ҳолда берилган модел «чизиқсиз дастурлаш » масаласини 
ифодалайди.

Агар / ,  ва g , ф ункциялар чизиқли бўлиб, номаълумларга 
бутун бўлиш лик ш арти қўйилган бўлса, у  ҳолда берилган масала 
«бутун сонли дастурлаш» масаласи бўлади.

Агар / ,  ва g, ф ункциялардан бирортаси тасодифий
миқдорларни ўз ичига олса, у  ҳолда берилган модел «стохастик 
дастурлаш» масаласини ифодалайди.

Агар /  ва g, ф ункциялар вақтга боғлиқ бўлиб, масалани 
ечиш кўп босқичли ж араён сиф атида қаралса, у ҳолда берилган 
модел динамик дастурлаш  масаласидан иборат бўлади.

Агар / ,  ва g, ф ункциялардан камида биттаси қандайдир 
параметрга боғлиқ бўлса, у ҳолда берилган масала «параметрли 
дастурлаш» масаласи бўлади.

М азкур дарслик математик дастурлаш нинг юқорида қайд 
этилган барча бўлимларини ҳамда чизиқли дастурлаш  билан боғлиқ 
бўлган ўйинлар назарияси элементларини ўз ичига олади.

Дарсликнинг ҳажми йўл қўймагани ва фан бўйича намунавий 
дастурда назарда тутилмагани учун стохастик дастурлаш  
дарсликка киритилмади.
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I БОБ. ЧИЗИҚЛИ ДАСТУРЛАШНИНГ ПРЕДМЕТИ ВА 
МАСАЛАЛАРИ

1-§. Чизиқли дастурлаш предмети. Чизиқли дастурлаш усуллари  
билан ечиладиган масалалар ва уларнинг математик моделлари

Ч изи қли дастурлаш  математик дастурлаш нинг бир йўналиш и 
бўлиб, у чегараланган ресурслар(хом ашё, техника воситалари, 
капитал қўйилмалар, ер, сув, минерал ўғитлар ва бошқалар)ни 
рациона л тақсимлаб энг куп фойда олиш  йўлларини ўргатади.

Ч изиқли дастурлашнинг фан сифатида ш аклланиш и XX 
асрнинг иккинчи ярмидаги иқтисодий ф икрларнинг 
такомиллаш иш ига катта таъсир кўрсатди. 1975 йилда чизиқли 
дастурлаш  назариясини биринчи бор каш ф  қилган рус олими 
Л.В.Канторовичга ва математик иқтисодиёт буйича мутахассис, 
«Чизиқли дастурлаш» терминининг биринчи муаллифи, америка 
олими Т.Купмансга Нобел мукофотининг берилиши чизиқли 
дастурлаш нинг иқтисодий назарияга қўшган ҳиссасини тан 
олишдан иборат деб ҳисоблаш мумкин.

Чизиқли дастурлаш  чизиқли функциянинг, унинг таркибига 
кирувчи номаълумларга чегараловчи ш артлар қўйилгандаги, энг 
катта ва энг кичик қийматини излаш  ва топиш услубини ўргатувчи 
фандир.

Н омаълумларга чизиқли четлам алар қўйилган чизиқли 
функциянинг экстремумини топиш масаласи чизиқли дастурлаш  
масаласи ҳисобланади. Ш ундай қилиб, чизиқли дастурлаш  чизиқли 
функциянинг ш артли экстремумини топиш масалалари туркумига 
киради.

Ч изиқли дастурлаш  усулларини қўллаб иқтисодий 
ж араёнларнинг ўзига хос қонуниятларини ўрганиш учун, биринчи 
навбатда, бу ж араёнларни тавсифловчи математик моделларни 
тузиш  керак. ўрганилаётган иқтисодий ж араённинг асосий 
хоссаларини математик муносабатлар ёрдамида тавсиф лаш  
тегишли иқтисодий жараённинг м атем атик моделини тузиш  деб 
аталади.

Иқтисодий жараёнларнинг матем атик моделини тузиш  учун 
қуйидаги босқичлардаги иш ларни баж ариш  керак:

1) масаланинг иқтисодий маъноси билан танишиб, ундаги асосий 
ш артлар ва мақсадни аниқлаш;

2) масаладаги маълум параметрларни белгилаш;
3) масаладаги номаълумларни (бошқарувчи ўзгарувчиларни) 

белгилаш;
4) масаладаги чекламаларни, яъни бош қарувчи ўзгарувчиларнинг 

қаноатлантириш и керак бўлган чегаравий ш артларни чизиқли 
тенгламалар ёки тенгсизликлар орқали ифодалаш ;
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5) масаланинг мақсадини чизиқли ф ункция орқали ифодалаш . 
Бундай функция мақсад ф ункция деб аталади.

Бош қарувчи ўзгарувчиларнинг барча чекламаларни қаонат- 
лантирувчи шундай қийматини топиш керакки, у мақсад ф ункцияга 
энг катта(максимум) ёки энг кичик(минимум) қиймат берсин. Бундан 
кўринадики, мақсад ф ункция бош қарувчи номаълумотларнинг 
барча қийматлари ичида энг яхш исини (оптималини) топишга ёрдам 
беради. Шунинг учун ҳам мақсад ф ункцияни фойдалилик ёки 
о п т и м а л ^ к  мезони деб ҳам аталади.

Иқтисодий масалаларнинг м атематик моделини тузиш  
ж араёнини амалиётда нисбатан кўп учрайдиган қуйидаги иқтисодий 
м асалалар мисолида ўрганамиз.

1. Ишлаб чиқаришни ташкил қилиш ва режалаштириш масаласи

Ф араз қилайлик, корхонада m  хил маҳсулот иш лаб 
чиқарилсин: улардан ихтиёрий бирини i(i=l,..., m) билан 
белгилаймиз. Бу маҳсулотларни ишлаб чиқариш  учун п хил ишлаб 
чиқариш факторлари зарур  бўлсин. Улардан ихтиёрий бирини j 
(j=l,..., п) билан белгилаймиз.

Ҳар бир ишлаб чиқариш  факторининг захираси ва уларнинг 
бир бирлик маҳсулотни ишлаб чиқариш  учун сарф  қилинадиган 
меъёри қуйидаги ж адвалда берилган:

>̂ К ^ и / ч  факторлари

и /ч  м а ҳ с у л о т \^ ^  
турлари

1 2 3 п
М аҳсулот

бирлигидан
олинадиган

даромад

1 a u а 12 а 13 а 1п С,
2 0 ,2 1 а 2 2 а 2 3 а 2 п Ся

т ат I а гп2 а тпЗ Q'mn С „
и /ч  факторининг 

заҳираси
ь, Ъ2 ь3 К

Ж адвалдаги ҳар бир b} - j  ишлаб чиқариш  факторининг 
заҳирасини; a(j i маҳсулотнинг бир бирлигини ишлаб чиқариш  
учун сарф  қилинадиган j - факторнинг меъёри; с{ - корхонанинг i - 
маҳсулот бирлигини реализация қилиш дан оладиган даромадини 
билдиради.

Масаланинг иқтисодий маъноси: корхонанинг ишлаб чиқариш  
реж асини шундай тузиш  керакки: а) ҳамма маҳсулотларни ишлаб 
чиқариш  учун сарф  қилинадиган ҳар бир ишлаб чиқариш
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факторининг миқдори уларнинг заҳирасидан ошмасин; б) 
маҳсулотларни реализаци я қилиш идан корхонананинг оладиган 
даромади максимал бўлсин.

Реж алаш тирилган давр ичида иш лаб чиқариладиган г- 
маҳсулотининг миқдорини х, билан белгилаймиз. У ҳолда
масаладаги а) ш арт қуйидаги тенгсизликлар системаси орқали 
ифодаланади:

;аих, + аг,хг +  +  ат1хт < Ъ, ,
ai2x i +  а22х 2 +  +  атгхт < Ь2 , (1.1)

La inx i +  агпх г +  +  V ™  ^  Ьп

М асаланинг иқтисодий маъносига кўра ҳамма номаълумлар 
манфий бўлмаслиги керак, яъни:

х, >0  (i=l, 2, ...,т) (1.2)

М асаладаги б) ш арт унинг мақсадини аниқлайди. Д емак 
масаланинг мақсади маҳсулотларни реализация қилиш дан 
корхонанинг оладиган умумий даромадини максималлаш тириш дан 
иборат ва уни

У = CjXj +  с2х2 +  +  стхт -+ шах, (2.3)

кўринишди иф одалаш  мумкин.
Ш ундай қилиб, ишлаб чиқариш ни реж алаш тириш  

масаласининг математик модели қуйидаги кўриниш да бўлади.

' а,,х, + аг,хг + +  ат1хп < Ь, ,
а,гх, +  а,2гХг +  +  ат2хт < Ьг ,

а,„ж, +  агпх г + +  атпхт < Ьп ,

х, >0, х г > 0, , х т > О,
Y — с1х 1 +с2х2 + + стхт —> ш ах.

2. Истеъмол савати масаласи

Ф араз қилайлик, киш и организми учун бир суткада п хил А1У 
озуқа моддалари керак бўлсин, ж ум ладан А2 оззгқа 

моддасидан bj миқдорда, А2 озуқа моддасидан Ъг миқдорда, А3 озуқа 
моддасидан Ь3 микдорда ва ҳоказо, Ап дан Ьп миқдорда зар у р  бўлсин
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ва уларни т та Blf В2,...,Вт маҳсулотлар таркибидан олиш мумкин 
бўлсин, ҳар бир Bt маҳсулот таркибидаги озуқа моддасининг 
миқдори a{j бирликни ташкил қилсин.

М асаланинг берилган параметрларини қуйидагича ж адвалга 
жойлаш тириш  мумкин.

"  озуқа 
^  —^моддалари 

маҳсулотлар
А, Аг к

М аҳсулот
баҳоси

В, ап 0,12 а-ы с ,
в , a?i а22 а2п с 2

... ...
Вт ат1 Ст

озуқа модданинг минимал 
нормаси

ь. Ъ2 К

М асаланинг иқтисодий маъноси: истеъмол саватига қандай 
маҳсулотлардан қанчадан киритиш  керакки, натижада: а) одам 
организми қабул қиладиган озуқа моддаси белгиланган минимал 
нормадан кам бўлмасин; б) истеъмол саватининг умумий баҳоси 
минимал бўлсин.

Истеъмол саватига киритиладиган i маҳсулотнинг
миқдорини х{ билан белгилаймиз. У ҳолда масаланинг а ) ш арти 
қуйидаги тенгсизликлар системаси орқали ифодаланади.

' аих, + аг,хг + + ат1хт > Ь, 
ч а,гх, + аггхг +  + > Ь2 , (1.4)

„ а,„х, + а2пхг + + атпхт > Ь„

М асаланинг иқтисодий маъносига кўра ҳамма номаълумлар 
манфий бўла олмайди, яъни:

х, >0, х2 >0, , хт > 0. (1.5)

М асаладаги б) ш арт унинг мақсадини ифодалайди. Демак, 
масаланинг мақсади истеъмол саватига киритиладиган 
маҳсулотларнинг умумий баҳосини минималлаш тириш дан иборат 
бўлиб, уни қуйидаги чизиқли функция кўриниш ида ифодалаш  
мумкин:

У = CjXj + с2X2 +  +  стхт -> min. (1.6)

Ш ундай қилиб «истеъмол савати» масаласининг математик 
моделини
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' а„х,  +  аг,хг +  +  ат1х т > Ь, ,
< а 12х , +  а22х 2 +  +  ат2х т > Ъ2

I а ,„х , +  а2пх 2 + атпх т > Ьп ,

х, > 0 ,  х г > 0 ,  , х т > О,
У =  CjXj +С2Х2 +  +  стх т —> min. 

к ўри н и ш и д а ёзи ш  мумкин.

3. Оптимал бичиш масаласи

Ф а р а з  қ и лай л и к  корхонада т  хил  м аҳсулотлар  та й ёр л аш  
(бичиш ) к ер а к  бўлсин, ҳам да ҳар  бир г-м аҳсулотдан  а, м иқдорда 
та й ё р л а ш  р еж ал а ш ти р и л га н  бўлсин. Б у  м аҳ су л о тлар н и  та й ёр л аш  
учун  п хи л  хом аки  м атер и ал л ар  м ав ж у д  бўлиб, ҳар  бир ;-х о м а к и  
м атери алн и н г узун ли ги  Ь; би рли кн и  таш ки л  қилсин. Х ом аки  
м ате р и ал л ар д ан  тай ёр  м аҳсулот иш лаб чиқариш  учун  I хил  бичиш  
у су л л ар и н и  қ ў л л а ш  м умкин бўлсин ҳам да ҳ ар  бир 7 -хом аки  
м атер и ал н и  к -у су л  билан бичганда хоси л  бўладиган  г-м аҳсулот 
м иқдори  aijk, чиқинди эса Cjk б и рли к ларн и  таш ки л  қилсин  деб 
ф а р а з  қилам из.

М асаланинг берилган п ар ам етр л ар и н и  қуйидаги  ж ад валга  
ж о й л аш ти р ам и з:

Т ай -
ё р л а -
на-
диган
м аҳ -
сулот
т у р 
л ар и

Х омаки м аҳ су л о тлар  ва 
уларни  кесиш  у су л л а р и

Т ай ёр  
м аҳ су - 
л о тл ар 
ни и /ч  
р еж аси

в , ... В п
1 2 1 1 2 1 1 2 1

А , а ш «1.2 а ш а121 й 122 а121 <*т/ “ ,п2 “ i

а гп а212 а гп а221 а222 а221 а2п2 а гп1 а2

А т ®шН ат12 ^m/l *т21 ат22 ат21 «mn2 ®пгп!

Ч и -
ҚИ Н -
ди -
л ар

С п С 12 С „ С 21 ^ 2 2 с  21 с „ , С п1 Сп1

Х омаки м атер и ал л ар н и  қайси  у су л  билан  бичганда ҳосил 
бўлган тай ёр  м аҳ су л о тлар  м иқдори р еж ад аги га  тенг бўлади , сар ф
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қилинган  хом аш ё  м атер и ал л ар  м иқдори у ларн и н г захедэасидан 
ош майди ҳ ам д а ҳосил бўлган  чиқиндиларнинг ум ум ий м иқдори 
м иним ал бўлади?

к-усул  билан  бичиладиган  j -хом аки  м ате р и ал л ар  м иқдорини 
x jk билан белгилаймиз.

Уш бу белгилаш ларда оптим ал бичиш  м асаласининг м атем ати к  
модели қуйидаги  кўриниш да ёзилади :

Х ц  "t" X j2  3C]i bj  ,

х ?л +  х гг +  x 2i =  Ъ2 у ( 1 . 7 )

хт +  х*г +  +  = Ьп , 

а1и0Сц + а112х 12 + +  a,lniXnl — а2 ,
Ч 2llXll а212Х12 a2nlXnl ~~ а2 > (1 ’&)

amllXU ат12Х12 amnlXnl ат >

x jk> 0 , ( j = l ,  , п; к=1 , , l )
п l

Y  = X  Е  Cjk x jk —> min. 
j~ l  к=1

Б у  ерда(1.7) ш арт м авж у д  хом аки м атери алларн и н г ҳам м аси  
кеси-лиш и кераклигини , (1.8) ш ар т  тай ёр  м аҳсулотлар  иш лаб 
ч иқариш  бўйича реж ан и  тў л а  б аж ари ш  зарурли ги н и  кўрсатади .

М асаланинг иқтисодий м аъносига кўра ундаги 
ном аълум ларнинг м анф ий бўлаолм аслиги (1.9) ш ар т  орқали  
иф одаланади . (1.10) ш ар т  м асаланинг м ақсадидан  иборат бўлиб, у 
ҳом аки м атер и ал л ар н и  кесиш дан  ҳосил бўладиган  чи қиндиларни  
энг кам  (минимал) бўлиш ини таъм инлайди .

Энди иптим ал бичиш  м асаласининг энг содда ҳоли билан 
таниш ам из.

Д ейлик, узунлиги L  бўлган хом аки  м атер и ал л ар д ан  
у зу н л и к лар и  ( i= l,m )  бўлган тп хи л  деталларн и н г ҳар  биридан  а, 
м иқдорда тай ёр л аш  к ер ак  бўлсин. Б ундан  таш қар и  хом аки 
м атери алларн и  n  (j =  1,п) у сул  билан кесиш  ҳам да ҳар  бир j -усул  
билан кесилган  хомаки м атери алд ан  а 0 м иқдорда г-детал  та й ёр л аш  
ва  Cj м иқдорда чиқинди ҳосил қилиш  мумкин эканлиги  аниқланган  
бўлсин.

Х ом аки  м атер и ал л ар д ан  қанчасини қайси  усул  билан кесганда 
тай ёрлан ган  д е та л л а р  м иқдори реж ад аги га тенг бўлади  ва  ҳосил 
бўлган чиқиндиларнинг ум ум ий м иқдори энг кам  (минимал) бўлади.

М асаланинг м аълум  п арам етрлари н и  қуйидаги  кўриниш даги  
ж а д в ал  га ж ойлаш тирам из.

(1.9)

(1.10)
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Т а й ё р л а н а 
диган

д етал лар н и н г
у зу н л и к л а р и

К есиш
у су л л а р и

Д етал л ар
иш лаб

ч и қариш
р еж ас и

1 2 п

А а п а 12 а 1п a i

Аг а 21 а 22 а 2п а 2

4 п a xnl а ш2 а шп а т
Ч и қ и н д и л ар

м иқдори
Ci с2 сп

j - усул  билан кесиладиган  хом аки  м ате р и ал л ар  м иқдорини х ;- 
билан  белгилайм из. У ҳолда м асалан и н г м атем ати к  м одели  
қ уйидаги  кўри н и ш д а ёзилади :

а „ х ,  +  а 12х 2 +  +  а 1пх п = а, , 
аих х +  а 22х 2 +  +  а2пх п =  а 2 ,

a m,Xf +  ат2х 2 +  +  атпх т = ат , 
х , > 0 ,  х 2 > 0, , х п > О,

( 1 .12)
У =  с ,х , +  +  +  cnx n-^  mzn. (1-13)

Б у  ерда (1.11) ш ар т  ҳар  бир т а й ё р  м аҳсулот буйича р е ж а  
тў л и қ  б аж ар и л и ш и  кераклигини , (1.12) ш ар т  н ом аълум ларн и н г 
ном анф ийлигини  ва  (1.13) ш а р т  чи қи н д иларн и н г ум ум ий м иқдори  
м иним ал бўлиш ини кўрсатад и .

1-мисол. У зунлиги  110 см булган  п ў л ат  хи п чи н лардан  
у зу н л и к л ар и  45 см, 35 см ва 50 см бўлган  хом аки  м аҳ су л о тлар  
т а й ёр л аш  к ер а к  бўлсин. Т алаб  қилинган  хом аки  м аҳ су л о тлар  
м иқдори  мос р ав и ш д а  40, 30 ва 20 би рли кн и  таш ки л  қилсин. П ў л ат  
хип чи н ларн и  к есиш  й ў л л ар и  ва у л ар га  мос келувч и  хом аки  
м аҳ су л о тлар  ва чи қи н д илар  м иқдори  қуй и даги  ж а д в ал д а  
келтирилган .  ___________________

Х омаки
м аҳсулотлар

узунлиги

К есиш
у су л л ар и

Х ом аки м аҳ- 
сулотлар  и /ч  
р еж аси1 2 3 4 5 6

45 см 2 1 1 - - - 40
35 см - 1 - 3 1 - 30
50 см - - 1 - 1 2 20

Ч иқиндилар 20 30 15 5 25 10
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Ҳ ар  бир кесиш  у су л и  буйича қанча п ў л ат  хи п чи н лар  
кесилганда тай ёрлан ган  хом аки  м аҳсулотлар  м иқдори  р еж ад аги га 
тенг бўлади ва  чиқиндиларнинг ум ум ий м иқдори м иним ал бўлади?

Ечиш. j  - у сул  билан кесиладиган  п ў л ат  хи пчинлар  сонини а 
билан белгилаймиз. У ҳолда узунлиги  45 см бўлган  хом аки  
м аҳсулотлардан  ж аъ м и

2Xj +  х2 +  х3

миқдорда тайёрланади . Р еж а га  кў р а  бундай м аҳ су л о тлар  сони 40 
тага тенг бўлиш и керак, яъ н и

2Xj И- х2 +  х3 = 40

Х удди ш унингдек, у зу н л и к л ар и  35 см ва 50 см бўлган хом аки 
м аҳсулотларни  иш лаб ч и қариш  реж аси н и  тў л а  баж ар и л и ш и д ан  
иборат ш ар тлар  мос рави ш да

х2 +  Зх4 + х 5 = 30
ва

х3 +  х 5 +  2х6 = 20

тенглам алар  орқали иф одаланади .
И қтисодий м аъносига к ў р а  белгиланган н ом аъ лум лар  м анф ий  

бўла олмайди, дем ак
х } > 0 У х 2 > 0, у х 6 > 0

Р еж ад аги  хомаки м аҳсулотларн и  иш лаб чи қариш д а ҳосил 
бўлган чиқиндиларнинг ум ум ий миқдорини қуйидаги  ч и зи қли  
ф ун к ц и я  кўриниш ида иф одалайм из.

Y = 20xj +  30х2 + 15х3 + 5 х 4 + 25xs +  Юх6

М асаланинг ш артига к ў р а  бу ф ункция минимум қийм атни  
қабул қилиш и керак , яъ н и

Y  = 20хх +  30х2 +  15х3 +  5 х 4 +  25хь +  10х6 —> m i n .

Ш ундай  қилиб, қуйидаги  чизиқли  д асту р л аш  м асаласига эга 
бўламиз.

r

2xj +  х2 +  х3 =  40,
х 2 +  Зх4 +  х 5 =  30,

х 3 х5 +  2х6 = 20,

Xj > 0, х 2 > 0, х3 > 0 , х 4 > 0, х 5 > 0 ,  х 6 > 0,

Y  =  20xj +  30х2 +  15х3 +  5 х 4 +  25xs +  10х6 -> m i n .
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Ҳ о си л  бўлган  и ф од а оптим ал  би ч и ш  м асаласининг м атем ати к  
мо д ел  и д а  н  иборат бўлади .

2-м исол. К ондитер  ф аб р и к аси  уч  турд аги  А, В, С 
к а р а м е л л а р н и  иш лаб чи қариш  учун  уч  х и л  хом аш ё: ш ак ар , қиём  
ва қ у р у қ  м евалар  иш латади . 1 тонна к ар а м е л  ту р л ар и н и  иш лаб 
ч и қ ар и ш  учун с а р ф  қилинадиган  хом  аш ёл ар  м иқдори (м еъёри), 
хом  аш ёларн и н г  за х и р а с и  ҳам д а 1 тонна карам елни  сотиш дан  
оли н ад и ган  даром ад  қ уйидаги  ж а д в ал д а  келтирилган.

Х ом  аш ё 
ту р л а р и

1 тонна м аҳсулотга хом аш ё 
са р ф и  (т.ҳисобида)

Хом аш ё  
за х и р а с и  

(тонна)А В С
ш ак ар 0,8 0,5 0,6 800
қиём 0,4 0,4 0,3 600

қ у р у қ  м евалар - од од 120
1 т  к ар ам ел  

сотиш дан  
олинадиган  

даром ад(ш артли  
бирлик)

108 112 126

Ф абри кага м ак си м ал  ф ойда к ел ти р у в ч и  карам ел  иш лаб 
ч и қ ариш  реж аси н и  топинг.

Ечиш : К ондитер  ф аб р и к аси д а  А турд аги  к ар ам елд ан  х , 
м иқдорда, В турд аги  к ар ам елд ан  х 2 м иқдорда ва С турд аги  
к ар ам елд ан  х 3 м иқдорда иш лаб чи қарилси н  деб белгилайм из. У 
ҳолда ф аб р и к ад а  иш лаб  ч и қ ар и л ад и ган  б арча  к ар ам елл ар  учун

0,8х j +  0,5хг +  0,6х3 
м иқдорда ш акар  са р ф  қилинади. Б у  миқдор ш ак арн и н г 
захи раси д ан , яъ н и  800 тоннадан  ош м аслиги  керак. Д ем ак,

0i8x l +  0,5х2 +  0,6х3 < 800

тенгсизлик  ўринли  бўлиш и керак. Х удд и  ш ундай йўл  билан  мос 
р ави ш да қиём  ва қ у р у қ  м евал ар  с а р ф и н и  иф одаловчи  қуй и д аги  
тен гси зли кларн и  ҳосил қилиш  мумкин:

0,4xJ +  0,4х2 +  0,Зх3 < 600,
0,1х2 +  0,1х3 < 120.

Ф абрика иш лаб  чи қарган  А  к ар а м е л д ан  108х, , В к ар а м е л д ан  
- 112х2 , С карам елд ан  - 126х3 би рли к  ва ж а ъ м и
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бирлик даром ад олади. Б у  йиғиндини Y билан белгилаб уни 
м аксим ум га *иытилишини тал аб  қилам из. н ати ж ад а қуйидаги  
ф ун к ц и яга  эга бўламиз:

Y =  10 8xJ 4- 112хг +  126х3 -----►max»
Ш ундай  қилиб, берилган  м асаланинг м атем ати к  моделини

қуйидаги  кўриниш да ёзилади :
{ 0f8xj +  0,5х2 +  0,6х3 < 800,

0,4х, +  0,4х 2 +  0,Зх3 < 600,

0,1х2 +  0 ,1х3 <120, 
х , > 0 , х 2 > 0, х 3 >  0,
Y =  108х1 +  112х2 +  126х3 —>тпах.

3-мисол. Одам организм и  учун  бир суткад а  А о зуқа 
м оддасидан  12 бирлик, В о зуқа м оддасидан эса 16 бирлик керак  
бўлсин. Б у  озуқа м оддаларни  Я „  П2 м аҳсулотлар  таркибидан  олиш  
м умкин бўлсин.

Б и р  бирлик П1У П2 м аҳ су л о тлар  таркибидаги  А ва В озуқа 
м оддаларининг миқдори, м аҳ су л о тлар  баҳоси куйидаги  ж а д в ал д а  
келтирилган :N. М аҳсу- 

%^1отлар

О зу қ а  N . 
модда л а р и \

Б и р  б и рли к  м аҳсулотлар  
тар к и б и 

даги ту р л и  о зу қ а  м оддаларининг 
миқдори

О зуқа м одда
ларининг 
миним ал 
норм аси

я, П2
А 0,2 0,2 12
В 0,4 0,2 16

М аҳсулот- 
л а р  баҳоси

2 4

Б и р  кунлик овқатланиш  реж асини  қандай тузганда одам 
организм и керакли  озуқа м оддаларни  минимал норм адан к ам  қабул 
қилм айди  ҳам да сар ф  қилинган  х а р а ж а т л а р  энг кам  (минимал) 
бўлади?

Ечиш : 1 суткада о вқатлан и ш  учун сар ф  қилинадиган  П1 
м аҳсулот миқдорини х, билан, П2 м аҳсулот м иқдорини эса х г билан 
белгилайм из.

У ҳолда одам организм и А о зуқа м оддасидан ҳам м аси бўлиб
0,2xj +  0,2х2

м иқдорда қабул қилади. Ш артга кўра бу м иқдор м иним ал норма 12 
д ан  кам  бўлм аслиги керак , яъ н и

0 , 2 x j  +  0 ,2 х 2 >  12.
Х удд и  ш ундай йўл  билан  В о зуқа м оддаси учун

0,4 Xj +  0,2х2 >16 
тенгсизликни  ҳосил қиламиз.
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М асалан и н г иқтисодий м аъносига кўра м асалад аги  
н о м аъ л у м л ар  м ан ф и й  бўлм аслиги к ер а к , яъ н и

х , >0 , х 2 > 0.
М асаланинг м ақсади  о вқатлан и ш  учун сар ф  қилинган  

х а р а ж а т л а р н и  м ини м аллаш ти ри ш дан  иборат.
1 су т к а д а  с а р ф  қилинган Пг м аҳсулот учун 2хх бирлик, П2 

м аҳсулот учун  4х2 бирлик ва ж аъ м и
Y=2xj  +  4х 2

м иқдорда ҳ а р а ж а т  сар ф  қилинади. х г в а  х2 ном аълум ларнинг 
ш ундай  қи й м атлари н и  топиш  керакки , у л ар  У ф ун кц и яга энг 
кичик  (минимум) қийм ат берсин, яъ н и

У =  2xj +  4 х2 —> min
ш ар т  баж ари лси н .

Ш ундай  қилиб, берилган м асалан и н г м атем ати к  моделини 
қуйидаги  кўри н и ш д а ёзиш  мумкин.

\о,2х1 +  0,2хг >12,
10,4Xj +  0,2х2 >16,  
х 2 > 0, х 2 > О,
У = 2xj +  4х2 —> min.

2-§. Чизиқли дастурлаш масаласининг умумий қўйилиши ва 
унинг турли формада ифодалаыиши

Ч и зи қли  д асту р л аш  м асаласи  ум ум ий ҳолда қуйидагича 
иф одаланади :

a11x l +  а12х 2 +  
0L2\Х 1 4” ol22x2 +

<

+  V ,  2 ( £ ) Ь ,  , 
+  a2nx n>(<)  Ьг , (1.14)

ат1х 1 a m2X2 + amnxn >(<) Ьт ,

X, > 0, X2 > 0 ,  , x n > 0, (1.15)
Y = c ,x , + с гх г + +  сях п—» min(max). (1.16)

(1.14) ва (1.15) ш артларн и  қ ан о атл ан ти р у в ч и  ном аълум ларнинг 
ш ундай қи й м атлари н и  топиш  к ер акк и , у л ар  (1.16) чи зи қли  
ф ун кц и яга м иним ал (максимал) қийм ат берсин. М асаланинг (1.14) ва 
(1.15) ч е к л а м а л ар и  унинг чегаравий шартлари деб, (1.16) чизиқли  
ф ун к ц и я  эса м асаланинг мақсади ёки  мақсад функцияси деб 
аталади .

М асаладаги  барча чеклам а ш ар т л а р  ва м ақсад  ф у н кц и я  
чизиқли  эканлиги  кўриниб турибди. Ш унинг учун ҳам  (1.14) -  (1.16) 
м асала чизиқли дастурлаш м асаласи  деб аталад и .

К онкрет м асал ал ар д а  (Г. 14) ш ар т  тен глам алар  систем асидан, 
«>» ёки «<» кўри н и ш д аги  тен гси зл и кл а р  с и с тс м а го ^ гнг^ёки; 
система дан  и борат бўлиш и мумкин. 'м у  мки&га,

D яччл 1 soSici
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(1.14)—(1-16) кўриниш д аги  м асал ан и  осонлик билан  қуй и даги  
кўриниш га к ел ти р и ш  м ум кин:

а „ х ,  + а 12х г +  +  alnx n -  b, ,
Q2 j X j 0,22^2  ®2n*^n Ь 2 i

' am,X, "t- а.тгХг ■+■ ^ m n ^ n  bm ,

(1.17)

x, > 0 ,  x 2 > 0 ,  , x n > 0,
Y  = c,Xj + c 2x 2 +  +  cnxn~* min.

(1.18)
(1.19)

(1.17)—(1.19) к ў ри н и ш  ч и зи қ л и  д аст у р л аш  м асаласининг 
каноник кўриниш и деб аталад и . Б у  м асал а  век то р лар  ёрд ам и д а 
қуйидагича и ф од алан ади :

Р,х, +  Р^хг +  +  Р„хп = Р0 , 
Х > 0 ,

У =  С ' Х  -> m in .
бу ер д а

( 1.20 )
( 1.21)
(1.22)

у II

ац  " 
а21 • Р 2 =

а12 
а22 Рп =

к

Чп > Ро = 2̂

S'ml > &т2 ^ Jmn V ь* .

С = (с„ с2, , c j  -  вектор  - қатор.
X = (х„  х 2, , х п) -  в ек то р  -  устун.
(1.17)-( 1.19) м асаланинг м атри ц а кўриниш даги иф одаси  

қ уйидагича ёзи лад и :
АХ  =  Р0, (1.23)
Х > 0 ,  (1.24)

i У =  С 'Х - *  min, (1.25)
бу ерд а С =  (с„ сг, , сп) -қ а то р  вектор , А =  (а,,) - (1.17) систем а 
к о эф ф и ц и ен тлар и д ан  та ш к и л  топган  м атрица; X  =  (х ,, х2, , х„) ва 
P 0= (b „  b2, , b j  - у сту н  векторлар .

(1.17)-(1.19) м асал ан и  йиғиндилар  ёрдам ида ҳам  и ф о д ал аш  
мумкин: „

(1.26)Z  a, X =  b„ ( i= l ,  , т )
3=1

х , >  О, (j = l ,  , п)

Y  =  с, х, —> min.

(1.27)

(1.28)
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1-т а ъ р и ф . Б ери лган  (1.17)-(1.19) м асаланинг ж ои з еч и м и  ёки  
р е ж а с и  деб, унинг (1.17) ва (1.19) ш ар тл а р и н и  қ ан о атлан ти рувчи  
X = (x If х г, , х п) векторга айтилади .

2 -т а ъ р и ф . А гар ж ои з р е ж а л а р  тўплам ига тегиш ли бўлган  Х° 
векторнинг n -m  т а  коорди н атаси  (п -  н ом аъ лум лар  сони, m  -  
тен гл ам ал ар  сони) нолга тенг бўлиб, қолган m  та  координаталарига 
мос келган  ш ар т  векто р лар (м асал ан , P n+i, Р п+2>*>Рп-1-т векто р лар ) 
ч и зи қл и  эр к ли  бўлса, у ҳолда Х° ж о и з  р еж а  базис(асосий) р еж а  
дейилади .

3 -т а ъ р и ф . А гар  Х = (х „  х2, , х п) бази с реж ад аги  м усбат 
к о орд и н аталар  сони m  га тенг бў л са , у  ҳолда бу р еж а  айним аган  
бази с р еж а , акс ҳолда айниган  базис р е ж а  дейилади.

4 -т а ъ р и ф . Ч и зи қл и  ф у н к ц и я  (1.19) га энг кичик қи й м ат 
берувчи  X = (x lf х 2у , хп) базис р е ж а  м асаланинг оптим ал  р еж ас и  
ёки  оптим ал  ечим и дейилади.

Ч и зи қл и  д а сту р л аш  м асаласи  устида қуйидаги  тенг к учли  
ал м аш ти р и ш л ар н и  б аж ар и ш  м умкин.

1. m axY  ни m inY  га ай лан ти ри ш . Х,ар қандай чи зи қли  
д а ст у р л аш  м асаласини  каноник кўриниш га к елти ри ш  учун (1.14) 
тен гси зл и кл ар  систем асини  тен гл а м а л ар  систем асига ва m axY  ни 
m inY  га ай лан ти ри ш  керак. m axY  ни minY  га келти ри ш  учун, 
m axY  ни теска ри  иш ора билан  олиш , яъ н и  -maxY=miriY  ёки  
m a x Y --m in Y  к ў ри н и ш д а олиш  етар л и д и р .

Ҳ ақи қатд ан  ҳам , ҳ ар  қ ан д ай  f ( x Jy х г, , x j  ф ун кциянинг 
м иним ум и теск ар и  иш ора билан  олинган  ш у  ф ун к ц и я  
максим ум ининг қийм атига тенг, я ъ н и

minffxj, х 2, , хп) ва -  m a x[f(x „ х г> , x j ] ,  
m a x f(x v х 2, у хп)  ва -  m in[f(x ly х 2, , x j ]  

и ф о д ал ар  ном аълум ларн и н г бир х и л  қи й м атлари д аги н а ў за р о  тенг 
бўлиш ини к ўрсати ш  мумкин.

2. Т ен гси зли кларн и  тенглам ага ай лан ти ри ш . п  н ом аълум ли

+  а^х2 +  +  апхп - Ъ  (^-29)

чи зи қли  тенгсизликни  қарайм и з. Б у  тенгсизликни  тенглам ага 
ай лан ти ри ш  учун  унинг кичик том онига ном анф ий ўзгарувчини , 
яъ н и  х п+1 > 0 ни қўш ам из.

Н ати ж ад а  n + i  н ом аълум ли  ч и зи қ л и  тенглам ага эга бўлам из:

ajXj +  агх2 +  + a nx n + x n+I =  b (1.30)

(1.29) тенгсизликни  тен глам ага ай л ан ти р и ш  учун  қў ш и л ган  
x n+J ў згар у в ч и  қўш и м ча ў згар у в ч и  деб  аталад и .
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(1.29) тенгсизлик  ва (1.30)тенгламанинг еч и м лар и  бир хи л  
эканлиги қуйидаги  теорем ад а  кўрсатилган .

1 -теорем а. Б ери лган  (1.29) тенгсизликнинг ҳ а р  бир Х = (а 2, 
а 2>’->ап) ечим ига (1.30) тенглам анинг ф а қ а т  битта

У0 =  ( а 1У а г, , On, а п+1)

ечими мос к елад и  ва аксин ч а , (1.30) тенглам анинг ҳар  бир У0 
ечимига (1.29) тенгсизликнинг ф а қ а т  битта Х0 ечими мос келади.

Т ео р ем а исботи. Ф а р а з  қ и л а й л и к, Х0 (1.29) тенгсизликнинг 
ечим и бўлсин. У ҳолда +  а2а2 +  +  апап < b м уносабат
ўринли  бўлади. Т енгсизликнинг чап томонини ўнг томонга ўтк ази б  
ҳосил бўлган иф одани ап+1 билан белгилайм из

0 <Ъ - (аха х +  а2а 2 +  +  апап) = ап+1.
Энди Y0 = ( а 1У а2, , ап, Оп+1) векторни (1.30) тенглам анинг 

ечим и эканлигини  кўрсатам из.

а1а 1+а2а 2+...+апап+ а п+1=а ..+anan+(b-aJa ]-a2a2-...-anan)=b.

Энди агар  Y0 (1.30) тен глам ан и  қан оатлан ти рса, у ҳолда у  (1.29) 
тенгсизликни  ҳам  қаноатлан ти ри ш и н и  кўрсатам из.

Ш артга кўра:
аха г + а2а2 +  +  апап +  ап. } =  Ь,

«n+i ^  0.
Б у тенглам адан  ап+1 > 0 сонни таш лаб  ю бориш  н ати ж аси д а

а 1а 1 +  ага2 +  +  апап < Ъ

тенгсизликни  ҳосил қилам из. Б ун д ан  кўринадики , Х0 = (а ]у а 2> 
clJ  (1.29) тенгсизликнинг ечим и экан.

Ш ундай  йўл  билан  ч и зи қли  дастурлаш  м асаласининг 
чеклам алари д аги  тен гси зли кларн и  тенглам аларга ай лан ти ри ш  
мумкин. Б ун да  ш унга эъти б ор  бериш  керакки , систем адаги  ту р л и  
тен гси зли кларн и  тен глам аларга ай лан ти ри ш  учун уларга  бир- 
би рлари дан  ф а р қ  қилувчи  ном анф ий ўзгарувчи ларн и  қўш и ш  керак. 
М асалан , агар  чи зи қли  д асту р л аш  м асаласи  қуйидаги

aiix i &12х г a inx n — bj у
a21Xj +  аг2х 2 +  +  а2пх п <Ъ2 , (1-31)

+  ат2х 2 +  +атпх п < Ът ,

www.ziyouz.com kutubxonasi



Y = CjXj + c 2x 2 +  +  cnx n—> max (1.33)

кўриниш да бўлса, бу м асаладаги  тенгсизликларнинг кичик томонига 
х п+, > 0, х п+2 > О, , x n+m > 0 қўш им ча ўзгар у в ч и л ар  қўш иш  
ёрд ам и да тен глам аларга  ай лан ти ри ш  мумкин. Б у  ў згар у в ч и л ар  
У = С ’Х га 0 к о эф ф и ц и ен т  билан  киритилади . Н атиж ад а берилган  
(1.31)-( 1.33) м асал а  қуйидаги  кўриниш га келади.

а П Х 1 а 12Х 2 а 1пХ п Х п+1 ~  b j  у

J a2IXj +  аг2х 2 + +  а^Хп +  х п+2 = Ъ2 , (1.34)

+  О т Л  +  + а т«1 » +  ^n+m =  Ьш >

х , > 0 ,  х г > 0,..., х п > 0, х„_, > 0,..., х п+7п >  0, (1.35)
У =  c ,x ,+ c 2x 2 + ...+ c nx n+ 0 (x n+1+  ...+x„+IJ  -> max  t (1.36)

Х удди ш унингдек,

' а нх , +  а,гх г +  +  а 1пх„ > Ъ,
 ̂ а 2,х , +  а22х 2 т  +  а2пх т  > Ь г , П -37)

„ат ,х , +  am2x 2 +  + а тпх„ >  Ьт ,

Xj > 0, х 2 > 0 ,  , х п > 0, (1.38)
У = с 1х 1 + 0^ 2 + +  cnx n min. (1.39)

кўриниш да берилган  чизиқли  д асту р л аш  м асаласини  каноник 
кўри-ниш га к ел ти р и ш  мумкин. Б унинг учун  қўш им ча x n+J > 0, хп+2 >
О, ..., х п+т > 0 ў згар у в ч и л ар  тенгсизликларнинг катта томонидан 
айрилади . Н ати ж ад а  қуйидаги  м асала ҳосил бўлади:

aux i 4" о,12х 2 *+■ 4- alnx n - х п+1 — Ъх ,
Л а2/х , +  а 22х 2 +  + а 2пх п - Х п+2 = Ъ2 , (1.40)

. OrniX, +  ат2х 2 +  + а шпх п - х п+ш = Ът ,

х , > 0 , х 2 >0,...у х п >Оу х п > 0, x n+J > 0 ,..., х п+т > 0 , (1.41)
У =  c Jx J+C2X2+ ...+ c nx n+ 0 (rx n+J+ .. .+ x n+mJ тпгп.

(1.42)

Энди ч и зи қ л и  д асту р л аш  м асаласи  ечим ларининг хоссалари  
билан таниш ам из. Б унинг учун  энг аввал  қ авар и қ  ком бинация ва 
қ авар и қ  тўп лам  туш ун ч а сини эслатиб  ўтам из.
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5 -т а ъ р и ф . А „ А г, Ап векторларн и н г қ ав а р и қ  ком бинацияси
деб

тп __
> 0, £  ai —1 , i= l ,n  

i-1

ш ар тлар н и  қан о атл ан ти р у в ч и
А =  а 1А 1+ а гА 2+  + «„4*  

векторга ай ти лади . n  -  ўлчовли  ф а зо д а ги  ҳ ар  бир А =  (а2, а2, ..., а,,) 
векторга коо р д и н атал ар и  (alf а2, ,ап) бўлган н уқта мос келади . 
Ш унинг у ч у н  бундан кейин  А =(alf а2, ,ап) векторни  n  - ўлчовли  
ф азодаги  н у қ та  деб қарайм и з.

6-таъриф. А гар n ўлчовли  вектор  ф азо д аги  С тўп лам  
ўзининг и х ти ёр и й  А, ва А 2 н у қ тал а р и  билан бир қаторд а  бу 
н у қталарн и н г қ авар и қ  ком бинациясидан  иборат бўлган  А =  
a JA l+ a 2A2 <Zi+a2—l)  н уқтан и  ҳам  ў з  ичига олса, яъ н и  
А „ А2 еС => А е С  бўлса, бу тўп лам  қ ав а р и қ  тўп лам  деб аталад и .

2-теорема. Ч и зи қл и  д а сту р л аш  м асаласининг м ум кин бўлган 
р еж ал а р и д а н  таш ки л  топган тў п л ам  қ ав а р и қ  ту п л ам  бўлади.

Исботи. Ч и зи қл и  д а сту р л аш  м асаласининг и хти ёри й  и ккита 
мумкин бўлган  реж асининг қ ав а р и қ  ком бинацияси  хдм р еж а  
эканлигини  кўрсатам и з. Ф а р а з  қ и лай ли к , Xj ва Х2 берилган  
чизиқли  д а ст у р л аш  м асаласининг м ум кин бўлган р е ж а л а р и  бўлсин. 
У ҳолда

АХ, =  Р0, Xj > 0, (1.43)
ва АХ2 =  Р 0, Х 2 > 0 , (1.44)

м ун осаб атлар  ўри н ли  бўлади. Энди x t ва х 2 р еж ал ар н и н г қ авар и қ  
к о м б гаац и яси н и  тузам из.

X =  a x j+ ( l -a )x 2, 0 < а  < 1, 
ҳам да уни р еж а  эканлигини к ўрсатам и з:

АХ  =  A l a x j+ f l - a f x j  =  a A x j+ ( l-a )A x 2
Э нди (1.43) ва (1.44) тен глам аларн и  инобатга олиб топам из:

А Х  =  аР0+(1-а)Р0 = Р0.
Б у  м уносабат X  вектор  ҳ ам  р еж а  эканлигини  кўрсатади .
3-теорема. Ч и зи қл и  д а ст у р л аш  м асаласининг м ақсад  

ф у н к ц и яси  ўзининг оптим ал  қийм атига ш у  масаланрш г 
р е ж а л а р и д а н  таш ки л  топган қ ав а р и қ  Т5гпламнинг бурч ак  нуқтаси да 
эриш ади . А гар  чи зи қли  ф у н к ц и я  К  қ ав а р и қ  тўплам нинг бирдан 
о рти қ  б у р ч ак  н уқтасида оптим ал  қийм атга эриш са, у  ш у  
н у қ тал ар н и н г 1̂ авариқ ком бинациясидан  иборат бўлган  ихти ёри й  
н у қ тад а  ҳ ам  ўзининг оптим ал қийм атига эриш ади.

Исботи. Д ейлик, Х0 н уқта чи зи қли  ф ун к ц и яга  экстрем ум  
қ и й м ат б ер у вч и  нуқта бўлсин. А гар Х0 н уқта бурч ак  н уқта бўлса, у 
ҳолда тео р ем а ў з-ў зи д а н  исбот қилинган  бўлади. Ф а р аз  қилайлик,
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Х0 н уқта К  қ ав а р и қ  тўплам нинг и чки  нуқтаси , x Jf х 2, х р
н у қ тал а р  эса  унинг б у р ч а к ' ну қтал ар и  бўлсин (1.1-ш акл):

1.1 -  шакл
Х0 нуқта чи зи қли  ф ункцияга м иним ум  қийм ат берувчи  нуқта 
бўлганлиги сабабли

Y(X0) < Y(X)
тенгсизлик  и хти ёри й  Х е К  учун  ўри н ли  бўлади. Х 0 н уқта ички 
нуқта бўлганлиги учун  уни бурчак  нуқталарн и н г қ авар и қ  
ком бинацияси о р қ ал и  и ф од алаш  мумкин:

Хо= Z c b X t ,  Е oij =1, а, > 0  ( i = l , p )  (1.45) 
i~l i=l

Y(X) чизиқли  ф ун к ц и он ал  бўлганлиги  сабабли

Y(X0) = Y (a tX, +  +  +  a ^ )  =  a ,  Y(X,)+
+  ct2Y(X2)+...+ apY(Xp)= m , (1.46)

бу ерда m  ҳар  қ ан д ай  Х е К  учун  ф ун кц и ян и н г м иним ал қиймати. 
(1.46) тенгликдаги  ҳ ар  бир Y fX J ни

min Y(Xi) = Y(Xm) 
билан алм аш тириб қуйидаги  тенгсизликни  ҳосил қи лам и з:

Y(Xo) >  a tY ( X J  +  <x2Y ( X J  +  +  apY ( X J  =
Y (X J (  a p+ .. .+ap) = Y(Xn) ,

яъ н и
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Y(X0) > Y (X J .
Б у  тенгсизликни  (1.46) тен гли к  билан  солиш тириб қуйидагига 

эга бўлам из
Y(Xo) =  Y (X J = m .

Д ем ак, Хт бурч ак  н у қ тад а  чи зи қл и  ф у н к ц и я  ўзининг м иним ал 
қийматига эр и ш ар  экан.

Энди м ақсад  ф у н к ц и я  ўзининг м иним ал қийм атига Х „  Х 2,
Х р н уқ таларда  эриш син, я ъ н и

Y fX J =  Y(X2) =  =  Y(Xp) =  m  
ш ар т  ўринли  бўлсин деб ф а р а з  қилам из. Б у  н у қ тал ар н и н г  қ авар и қ  
комбинациясидан иборат бўлган  X н уқтан и  қарайм из.

X =  ctjXj +  арСг +  +  а ^ р
> 0 (i = 1,р),

р
I  a t = l

t— 1
У ҳолда

Y(X) = Y (a jXl +  +  +  apx p) = a,Y(X,)+ a2Y(X2)+...+
+ apY(Xp) = m  ( a j +  a2+ + ap) = m

Д ем ак, м ақсад ф у н к ц и я  X н уқтад а  ҳам  минимум қийм атга 
эри ш ар  экан. Ш у билан теорем а исбот қилинди.

4 -теорем а. А гар к та ў зар о  ч и зи қл и  боғлиқ бўлм аган  Р „  Р 2,
Р к векторлар  берилган бўлиб, у л ар  учун

Р ,х 2+  РгХ2+  ...+  РКх К = Р0 (1.47)
тенглик барча x t > 0 л ар  учун  ўринли  бўлса, у  ҳолда 

X (Xjf х 2, ..., х к, 0, ..., 0) 
вектор К қ ав а р и қ  тўплам нинг бурчак  н уқтаси  бўлади.

И сботи . М аълум ки  (1-47) тенгликни  қ ан оатлан ти рувчи  
ном анф ий коорди н атали  Х = (х 2, х 2> ..., хк) вектор  чи зи қли  д а сту р л аш  
м асаласининг р еж аси  бўлади. Д ейлик X  Ьурчак нуқта бўлмасин. У 
ҳолда X реж ан и  Х 1 ва Х2 бурч ак  н уқталарн и н г қ авар и қ  
ком бинацияси орқали  и ф о д ал аш  м умкин, яъ н и  

X  =  а ,Х ,+  (1 -а г) Х г,
О < а х < 1.

X  векторнинг п-к  та компонентаси нолга тенг бўлиб, Х х ва Х2 
векторларнинг коорди н аталари  м усбат ва 0 < а х < 1 тен гси зли к  
ўринли  бўлганлиги  сабабли Х 2 ва Х2 векторларнинг ҳам  n -k  та 
координатаси  нолдан иборат бўлади, яъ н и

X, = ( i f" ,  х г(,), x j ‘>, 0, 0 0),
Хг = (х,<2), х г,г>, x j 2), 0, 0 0).

Xj в а  Х2 векторлар  чи зи қли  д асту р л аш  м асаласининг 
р еж ал а р и , ш унинг учун

AXj = Р0,
АХ2 = Р0
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т ен гл и к л ар  ўри н ли  бўлади. Б у  ш ар тл : рни қуйидаги  ф орм ад а  
ёзам и з:

Р , х "  +  Р2х2(1)+... +  Ркхк(1) = Р0 
P,x<2> +  Р2х г(г>+... +  PKxJ2> =  Р 0,

М аълум ки , Р0 векторнинг ў зар о  чи зи қли  боғлиқ бўлм аган  Р19 
Р2у ..., Рк векто р лар  орқали  ф а қ а т  б и тта ёйилм асини  топиш  мумкин. 
Ш унинг учун

х  =  x w  = х т i i 1
Д ем ак , X векторни  К т ў п л а м н и н г  ихти ёри й  и кки та 

нуқтасининг қ ав ар и қ  ком бинацияси  о р қ ал и  и ф о д ал аш  м ум кин эм ас 
экан. Б ун дан  X нуқта К  тўплам нинг б у р ч ак  н уқтаси  бўлади  деган  
хулоса келиб чиқади. Ш у билан  теорем а исбот қилинди.

5-теорема. А гар Х = (х „  х2, , хп) бурчак  нуқта бўлса, у ҳолда 
м усбат Xj ларга  мос келувч и  век то р лар  ў за р о  чи зи қли  эркли  
век то р лар  систем асини та ш к и л  қ и лад и  (теорем ани  исботсиз қаб ул  
қилам из).

Ю қорида к елти ри лган  тео р ем ал ар д ан  қуйидаги  х у л осаларн и  
чи қ ари ш  мумкин.

1-хулоса. К  тўплам нинг ҳ а р  бир б у р ч ак  нуқтасига Pi> Рг> "-у Рп 
векто р лар  систем асидан  т  т а  ў за р о  чи зи қли  эркли  векторлар  
систем аси  мос келади .

2 -хулоса. Х = (х 1, х 2, , хп) К тўплам нинг б урч ак  н уқтаси  
бўлиш и учун м усбат х, коорди н аталар

Р ,х ,  +  РгХ2 + +  Рпхп = Р0 
ёй и лм ад а  ўзаро  чи зи қли  боғлиқ бўлм аган  P t векторларнинг 
к о эф ф и ц и ен тлар и д ан  иборат бўлиш и за р у р  ва етарли .

3-хулоса. Ч и зи қл и  д а сту р л аш  м асал аси  базис еч и м лари дан  
таш к и л  топган тўп лам  К  қ ав а р и қ  тўп лам н и н г бурчак  н у қ тал ар  
тўплам ига мос к ел ад и  ва аксинча, ҳ ар  бир базис ечим  К  тўплам нинг 
бирор бурч ак  н уқ -таси га  мос келади .

4-хулоса. Ч и зи қ л и  д а ст у р л аш  м асаласининг оптим ал  ечим ини 
К  тўплам нинг бу р ч ак  н у қ тал а р и  орасидан  қи ди ри ш  керак.

3-§. Чизиқли дастурлаш масаласининг геометрик талқини.
График усул. Иқтисодий масалаыи график усулда ечиш
Қ уйидаги  к ўри н и ш д а ёзилган  чи зи қли  д асту р л аш  м асаласини  

к ўрам и з: п
I  а,, I ,  < a, (i =  1,т), (1-48)

Xj >0 (j = 1,п), (1-49)
П

Y=ZCj x j -+ m a x ( m i n ) .  ( 1 . 5 0 )
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Уш бу чи зи қли  д а сту р л аш  м асаласининг геом етрик  тал қи н и  
билан таниш ам из.

М аълум ки, п  та  тарти б лаш ган  х ,, х 2, , х п сонлар  п -ли ги  
(бирлаш м аси) n  ўлчовли  ф азон и н г нуқтаси  бўлади. Ш унинг учун
(1.48)-(1.50) чи зи қли  д а сту р л аш  м асаласининг реж аси н и  n  ўлчовли  
ф азонинг н уқтаси  деб қ ар а ш  мумкин. Б и зга  м аъ лум к и , бундай  
н у қ тал ар  тўп лам и  қ ав а р и қ  тўп лам д ан  иборат бўлади. Қ авар и қ  
тўплам  чегараланган  (қавар и қ  кўпбурчак), чегаралан м аган  (қавари қ  
кўп қи ррали  соҳа) бўлиш и, би тта н уқтадан  иборат бўлиш и ёки  бўш  
тўплам  бўлиш и ҳам  мумкин.

К оординаталари
a Jx J +  а2х 2 +  +  апхп = a 

тенглам ани қ ан оатлан ти рувчи  (x If х г, x n) н у қ тал ар  тўп лам и
гипертекислик деб аталади . Ш у сабабли

с,х , +  СгХг +  +  спх п =  Y 
кўриниш ида ёзилган  м ақсад  ф у н кц и ян и  У нинг тзф ли  қий м атлари га 
мос келувчи  ў зар о  п ар а л л ел  гипертекисликлар оиласи деб қ ар аш  
мумкин.

Ҳ ар  бир гипертекисликнинг ихтиёрий  нуқтаси да Y ф у н к ц и я  
бир хи л  қийм атни  қ аб ул  қилади  (демак, ў згарм ас сатҳд а 
сақланади). Ш унинг учун у л ар  «сатҳ текисликлари»  дейилади. 
Геом етрик н у қтаи  н азар д ан  чизиқли  д асту р л аш  м асаласини  
қуйидагича т а ъ си ф л а ш  мумкин:

(1.48) ва (1-49) ш ар тлар н и  қ ан оатлан ти рувчи  еч и м лар  
кўпбурчагига тегиш ли  бўлган  ш ундай  Х*=(х *, х 2*, , х п*) н уқтани  
топиш  керакки , бу н уқ тад а  У м ақсад  ф ун кц и яга 
м аксим ум(миним ум) қи й м ат берувчи  (1.50) ги п ертеки сли клар  
оиласига тегиш ли бўлган  ги пертекислик  ўтсин. Ж ум лад ан , п=2  да
(1.48)-( 1.50) м асала қуйидагича талқин  қилинади:

(1.48)—(1.49) ш ар тлар н и  қ ан оатлан ти рувчи  еч и м лар  
кўпбурчагига тегиитли бўлган ш ундай  X*=(x*f х 2 ) н уқтани  топиш  
керакки , бу н у қтад а  У м ақ сад  ф ункцияга энг к атта  (энг кичик) 
қийм ат берувчи  ва (1.50) сатҳ  чи зи қлар  оиласига тегиш ли бўлган 
чизиқ ўтсин.

Ч и зи қл и  дасту р л аш  м асаласининг геом етрик талқинига ҳам да
2-§ да таниш ган  ч и зи қли  д асту р л аш  м асаласи  ечим ининг 
хоссаларига таян и б  м асалани  б а ъ зи  ҳоллард а гр аф и к  усулд а ечиш  
мумкин.

И кки  ўлчовли  ф азо д а  берилган  қуйидаги  чи зи қли  д асту р л аш  
м асаласини  кўрам и з:

CdjjXj "Н (i12x 2 < bj ,
\ a 21X j  +  a22x 2 < b2 , (1-51)
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Xj > 0, X2 > О,
Y  =  CjXj +C2X2 max.

(1.52)
(1.53)

Ф а р а з  қ и лай ли к , (151) систем а (1.52) ш ар тн и  
қ ан о атл ан ти р у в ч и  ечим ларга эга бўлсин. ҳам да еч и м лардан  таш ки л  
топган тўп лам  чек ли  бўлсин. (1.51) ва  (1.52) тенгсизликларнинг ҳ ар  
бири

а,-,Х| +  ai2x 2 =  bt , (i=l,...,m)
X j = 0 ,  x 2= 0  ч и зи қл ар  билан  чегара  ланган  ярим  теки сл и кл ар н и  

иф одалайди .
auXi +  а<2Х2 < b t ( i= l, . . . ,m ) (154)

тенгсизликни  қ ан оатлан ти рувчи  яр и м  текислик  a nXj  4- a i2x 2 =  bt 
тз^ғри чизиқнинг қайси том онида ётиш ини аниқлаш  учун  0(0 ;0) 
координата бош ини м ў л ж ал  н уқта деб қ ар аш  мумкин. А гар  х ;=0, 
х 2= 0  қи й м атларн и  (1.54) тен гси зли кк а  қўйганда 0 < b, тен гси зли к  
ҳосил бўлса, у ҳолда қ и д и ри лаётган  яр и м  текислик  a ^ X j  4- a i2x 2 =  bt 
тўғри  чизиқнинг остида (координата боши томонида) ётад и , ак с  
ҳолда у  бу тўғри  чизиқнинг ю қорисида ётувчи  ярим  теки сл и кд ан  
иборат бўлади.

Ч и зи қл и  ф у н к ц и я  (1.51) ҳам  м аъ л у м  бир ўзгарм ас C0=const 
қийм атда

CjXj +  c2x 2 = C0
са тҳ  тўғри  ч и зи қл ар  оиласига теги ш ли  бўлган тўғри  ч и зи қн и  
иф одалайди . Е чим лардан  таш ки л  топган қавариқ  тўп лам н и  ҳосил  
қилиш  учун

tt] jX j4 “Q,j2x 2 b j ,  a 2jXj~^~a22x 2 b 2t.. .yarnjXj~^‘a m2^ 2  b mj Xj  0 ,  x 2 0 ,  
тўғри  ч и зи қл ар  билан  чегараланган  кўпбурчакни  ясайм из.

Ф а р а з  қ и лай л и к  бу кў п б у р ч ак  A BC DE беш бурчакдан  иборат 
бўлсин (1.2-ш акл)
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Ч и зи қл и  ф у н кц и ян и  и х ти ёр и й  ў згарм ас С0 сонга тенг деб 
оламиз.

Н ати ж ад а
CjXj +  С2Х2 = С0 = const 

тўғри  чизиқ ҳосил бўлади. Б у  тўғри  чизиқни  N( cv с2) вектор  
йўналиш ида ёки  унга теск ар и  й ўн али ш и д а ўзига п ар а л л е л  суриб 
бориб қ авар и қ  кўпбурчакнинг ч и зи қл и  ф ункцияга энг к атт а  ёки  энг 
кичик қийм ат берувчи  н у қ тал ар н и  аниқлайм из.

1 -ш аклдан  кўриниб тури б ди ки , чи зи қли  ф у н к ц и я  ўзининг 
м иним ал қийматига қ авар и қ  кўпбурчакнинг А н уқ таси да  эриш ади. 
С нуқтада эса, у  ўзининг м ак си м ал  (энг катта) қийм атига эриш ади. 
Б иринчи  ҳолда А (х 1У х 2) нуқтанинг ко орди н аталари  м асаланинг 
ч изиқли  ф ункциясига м иним ал қ ийм ат берувчи  оп ти м ал  ечими 
бўлади. Унинг к оорди н аталари  АВ  ва АЕ тўғри  чи зи қларн и  
иф одаловчи  тен глам алар  о р қ ал и  аниқланади.

А гар ечим лардан  та ш к и л  топган қавар и қ  к ўп бурч ак  
чегаралан м аган  бўлса, икки  ҳол  бўлиш и мумкин.

l -ҳол. CjXj +  с2Х2 =  Сn тўғри  чизиқ  N вектор бўйича ёки  унга 
қ ар ам а-қ ар ш и  йўналиш да силж иб бориб ҳ ар  вақт  қ авар и қ  
кўпбурчакни  кесиб ўтади. А ммо на м инимал, на м аксим ал  қийматга 
эриш майди. Б у  ҳолда чи зи қли  ф ун к ц и я  қуйидан  ва ю қоридан 
чегараланм аган  бўлади (1.3 -ш акл)

CjX, +  с2X2 ~  с0тўғри  чи зи қ  N вектор буйича силж иб бориб 
қ авар и қ  кўпбурчакнинг бирорта бурчак  нуқтасида ўзининг м иним ал 
ёки  м аксим ум  қийм атига эриш ади. Б ун дай  ҳолда ч и зи қли  ф ун к ц и я  
ю қоридан чегараланган , қуйидан  эса чегараланм аган  (1.4-ш ак л ) ёки  
қ уйидан  чегараланган , ю қоридан  эса чегараланм аган  (1.5-ш акл) 
бўлиш и мумкин.
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о

1-мисол. М асалан и  гр аф и к  усулд а ечинг.
4 x j  +  З х 2 <  12  
З х ,  +  4 х 2 <  12  

х г >  0 ,  х 2 >  О,

У =  2 х х -  5 х 2 —> m a x .

Ечиш. Е чи м лард ан  та ш к и л  топган қ авар и қ  к ў п б у р ч ак  ясаш  
учун  к о орди н аталар  систем асида

4 х 2 +  Зх2 =  12 (LJ,
3xj  +  4 х 2 =  12  (L2)„ 
х 1 =  0 , х 2 =  О

чи зи қл ар  ясай м и з (1 .6-ш акл).
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Б ер и л ган  тен гси зли кларн и  қан оатлан ти рувчи  ечим  
ш трихланган  ОАВС тў р тб у р ч ак н и  таш ки л  қилади. Э нди 
координата л а р  бош идан N=(2,5)  векторни  ясайм из ва  унга 
п ер п ен д и к у л яр  бўлган тўғри  чизиқ  ў тк азам и з. Б у  тўғри  чи зи қ

2хj - 5хг =  const

тенглам а орқали  иф одаланади . Уци N вектор й ўналиш ида ўзи га 
п ар а л л ел  силж итиб борамиз. Н ати ж ад а  чизиқли  ф у н к ц и яга  
м акси м ал  қийм ат берувчи С(3;0) н уқтан и  топамиз. Б у  нуқтанинг 
коорди н аталари  х ,= 3 , х 2=0  м асаланинг оптим ал  ечим и б ўлади  ва 
Ynuu. =2*3-5 0=6 бўлади.

2-мисол. Б ерилган  ч и зи қли  д а сту р л аш  м асаласини  гр аф и к  
усулд а ечинг.

X] +  2хг > 3 ,
Xj - х 2 < 2 у 
Xj > 0, х 2 > 0,
У =  2xj +  2хг —> шах.

Ечиш . Ечим кўпбурчагини  ҳоси л  қиламиз. Унинг учун  
к оорди н аталар  систем асида

Xj +  2хг = 3,
Xj х 2 — 2,
Xj =  0, х 2 =  0

тўғри  ч и зи қ л ар  ясайм из (1.7-ш акл).
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Ш ак лд ан  кўринадики , ечим лар  кўпбурчаги  ю қоридан 
чегараланм аган . К оордината бош идан N (2:2) векторни ясай м и з ва 
унга п ер п ен д и к у л яр  булган  тўғри  ч и зи қ  ў тказам и з. Б у  чи зи қ

2хг +  2хг =  const
тенглам а орқали  иф одаланади .

Ш аклд ан  кўринадики , м асалад а  м ақсад  ф ункциянинг 
м аксим ум  қи й м ати  ю қоридан чегараланм аган  экан.

3-мисол. М асалани  гр аф и к  усулд а ечинг.
2 х х - х 2 < 4 , 
х х > 0 , 

х 2 > 1,
Y = Xj - 2хг —> max.

М асалан и  ю қоридаги  усул  билан ечиб қуйидаги  ш аклга эга 
б ўлам и з (1.8-ш акл):
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Ш ак лд ан  кўри н ади ки , ечи м лар  тў п л а м и  чегараланм аган , 
лек и н  оптим ал  ечим  м а в ж у д  ва у  А н у қ та  к о о рди н аталари дан  
иборат.

График усул ёрдами билан иқтисодий масалаларни ечиш ва 
ечимни таҳлил қилиш мумкин. Б у н и  қ уйидаги  иқтисодий м асала 
м исолида кўрам из.

Д ейлик, корхонада и к ки  хи л  бўёқ  иш лаб  чиқарилсин. Б у  
б ўёқларн и  иш лаб  чи қариш  учун  2 хи л  хом аш ёд ан  ф ойдаланилсин . 
Х ом  аш ёларн и н г за х и р аси  берилган  ва у л а р  6 ва 8 бирликни, 
иккинчи  бўёққа бўлган та л аб  2 бирликни  таш ки л  қ и лад и  ва у  
биринчи бўёққа бўлган тал аб д ан  1 б и рли кка катта.

Ҳ ар  бир бўёқ бирлигини иш лаб ч и қариш  учун  кер ак  бўлган 
хом аш ё л ар  м иқдори (нормаси) ҳам да корхонанинг ҳар  бир бўёқдан  
оладиган  даром ади  қуйидаги  ж а д в ал д а  келти ри лган :

— —^ ^ J X om аш ёлар  
б ў ёқ лар  ' ------

1 2 Б ў ё қ л а р  баҳоси 
(ш артли  бирлик)

I 1 2 3
II 2 1 2

Х ом аш ё захи раси (т) 6 8
М асаланинг иқтисодий м аъноси:
Ҳ ар  бир бўёқдан қан ч а иш лаб чи қарилганд а ул ар га  сар ф  

қилинган  хом  аш ёлар  м иқдори  уларнинг за х и р ал ар и д ан  ош м айди 
ҳам д а тал аб  бўйича ш ар т л а р  ҳам  б аж ар и л ад и ?

М асаладаги  н ом аъ лум ларн и  белгилайм из: х 1 -  иш лаб 
чи қариш га р еж ал аш ти р и л ган  I -  бўёқ  м иқдори; х2 -  II -  бўёқ  
м иқдори;

У ҳолда м асаланинг м атем ати к  м одели  қуйидаги  кўриниш да 
бўлади.

Xj Н- 2хг < 6, (1)
2 х х 4- х 2 < 8, (2)
- X j  + х 2 < 1, (3)
х 2 < 2 у (4)
х г > 0 , ( 5 )
Y  — Зхj +  2хг m ax (6)

М асалан и  гр аф и к  усулд а  ечам и з ҳам да оптим ал н уқта

экан ли ги ни  ан и қлай м и з (1.9. ш акл).
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Д ем ак, оптим ал  ечим  қуйидагича бўлади:

Б ун дан  кўри н ади ки , корхона биринчи  бўёқдан 3^ бирлик ,

иккинчисидан  1^ би рли к  иш лаб ч и қар и ш и  керак. Б у  ҳолда  унинг

2
оладган  даром ади  12- бирликка тен г  бўлади.

Энди гр аф и к  ёрд ам ида иқтисодий  м асала ечим ини т а х д а л  
қилиш  м умкин эканлигини  кўрсатам и з. Бунинг учун о п ти м ал  D 
нуқтага қарайм из.

Б у  нуқта 2 x j + x 2= 8 ва х 2+ 2 х 2=6  тўғри  чи зи қларн и н г 
кесиш ган н уқтаси  эканлигидан  бери лган  иқтисодий м асаланинг (1) 
ва (2) чегараловчи  ш ар тл а р и  D  н у қ тад а  тенглам ага ай лан и ш и н и  
кўрсатади . Б у  эса бўёқ  иш лаб ч и қ ар и ш  учун са р ф  килинадиган  
и к кала  хом аш ёнинг ҳам  кам ёб (деф ицит) эканлигини кў р сатад и . 
О птим ал  нуқта би лан  боғлиқ бўлган  ш ар т л а р  актив  ш ар тлар . Унга 
боғлиқ бўлм аган ш ар т л а р  эса пассив ш ар т л а р  деб аталад и . Б и з  
кўраётган  м асал ад а  м аҳсулотларга бўлган  талабга қ ўй и лган  
х ,+ х 2<1 ва х 2 < 2  ш ар тл а р  оптим ал  н у қтага боғлиқ эм аслигини  ва 
ш у сабали бу ш а р т л а р  пассив ш ар т л а р  эканлигини  аниқлайм из.

П ассив ш ар тлар га  мос к ел у вч и  р ес у р сл а р  кам ёб бўлм айди  ва  
уларнинг м аъ л у м  д а р а ж а д а  ў згар и ш и  оптим ал  ечимга т а ъ с и р  
қилм айди. А ксинча, ак ти в  ш ар тлар га  мос келувч и  р есурсларн и  бир
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бирликка ош ирилиш и оп ти м ал  ечим нинг ў згар и ш и га  олиб келади .
М асалан , 1-хом аш ё за х и р аси н и  бир б и рли кка ош и ри ли ш и  

оптим ал ечим га қандай  т а ъ с и р  к ў р сати ш и н и  к ўри ш  учун  уни  7 га 
тенг деб олам из. У ҳолда CD к есм а ўзи га  п ар а л л е л  р ав и ш д а  
ю қорига к ў тар и л ад и  ва DCK  у ч б у р ч а к  ҳосил  бўлади. Э нди К  
нуқта оп ти м ал  нуқтага айланади .

Б у  н у қ тад а  х 2=2 ва  2 х 7+ х 2=  8 тў ғр и  ч и зи қ л ар  кесиш ади . 
Ш унинг у ч у н  энди м асаланинг (2) ва (4) ш а р т л а р и  ак ти в  ш ар тлар га , 
(1) ва (3) ш ар тл а р и  эса п ассив ш а р т л а р га  айланади . К  нуқтан и н г 
коорди н аталари  х 2= 2, х г=3. Д ем ак, янги  оп ти м ал  ечим  

х, = 3, х г = 2 , =13
бўлади.

О п ти м ал  ечим да 1-хом аш ёга доир  (1) чегарави й  ш ар т  
Xj + 2х 2 =  3+2*2=7  

га тенг бўлади. Д ем ак, 1-хом  аш ёнинг энг кўп  м ум кин бўлган  
за х и р аси  7 га тенг бўлиш и керакли ги н и  кўрсатад и .

Х удди  ш ундай  йўл  билан  2-хом  а ш ё л а р  бир би рли кка ош ириш  
оптим ал ечим ни қандай  ў згар ти р и ш и н и  к ў р сати ш  мумкин.

Б ун дан  таш қар и  кам ёб бўлм аган  хом аш ё л ар  м иқдорини, 
оптим ал ечим га таъ си р  қилм аган  д а р а ж а д а , қ ан ч ал и к  кам ай ти ри ш  
м ум кинлигини  ҳам  к ў р сати ш  мумкин.

Ю қоридаги  1.9-ш ак л д а  ВС кесм а х 2 =  2 чи зи қли , я ъ н и  
м асалаи н г 4 ш артини  и ф од алай д и . Б у  пассив ш арт. М ақсад  
ф у н к ц и я  қийм атини  ў згар ти р м аган  ҳолда пассив ш артн и  қан ч али к  
ў згар ти р и ш  м умкин эканлигини  ан и қ л аш  учун  ВС кесм ани  ўзига 
п а р а л л е л  пастга то D н у қ та  билан  кесиш гунча си лж и там и з. Б у

н уқ тад а  х2 = 1 ^ бўлади.

Д ем ак, иккинчи бўёққа бўлган  талаб н и  оптим ал  ечим га та ъ си р  
. 1қи лм асдан  1- гача к ам аи ти р и ш  м ум кин  экан.

Ш ун д ай  йўл  билан м асаланинг оптим ал  ечим ига та ъ си р  
этм асдан  унинг (3) пассив ш артн и н г ўнг томонини қан чага 
к ам ай ти р и ш  м умкин эканлигини  кў р сати ш  мумкин.

Таянч суз ва иборалар.
Д асту р л аш , чизиқли  д асту р л аш , м одел, м атем ати к  модел, 

ч егар ави й  ш ар тлар , м ақсад  ф у н к ц и я , ж о и з р еж а , базис ечим  
(реж а), айниган(хос) базис р еж а , айним аган  базис р еж а ,

о п ти м ал  р еж а , қўш им ча ў згар у в ч и , векторларн и н г қ авар и қ
ком бинацияси , қ ав ар и қ  тўп лам , қ ав а р и қ  тўплам нинг б урч ак  

н уқ таси , гипертекислик, ги п ер теки сл и кл ар  оиласи , сатҳ  
теки сл и к л ар и , акти в  ш ар тлар , пассив ш ар тлар , ечи м лар  

____________________________ к ў п б у р ч а г и .__________________________
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Назорат саволлари

1. М атем ати к  дастурлаш н и н г п редм ети  ним а дан  иборат?
2. И қтисодий м асаланинг м атем ати к  м одели ним а ва у  қан д ай  

ту зи л ад и ?
3. Ч и зи қ л и  д а ст у р л аш  м асаласининг чегараловчи  ш ар т л а р и  

қ ан д ай  кўриниш да бўлиш и мумкин?
4. И ш лаб  чиқариш ни  р еж ал а ш ти р и ш  м асаласи даги  н ом аъ лум лар , 

асосий ш ар тл а р  ва м ақсад  ф у н к ц и я  қ ан д ай  м аънони билдиради?
5. «И стеъм ол савати» м асаласидаги  н о м аъ л у м л ар , асосий 

ш ар т л а р  ва м ақсад  ф у н к ц и я  қан д ай  м аънони  билдиради?
6. «О птим ал бичиш » м асаласи даги  ном аъ лум лар , асосий ш ар т л а р  

ва м ақсад  ф у н кц и я  қандай  м аънони  билдиради?
7. Умумий кўриниш даги  чи зи қли  д асту р л аш  м асал аси н и  қан д ай  

ш ак л л ар д а  и ф о д ал аш  м ум кин?
8. Ч и зи қли  д асту р л аш  м асаласининг ж о и з  ечим и ним а?
9. Ч и зи қли  д а сту р л аш  м асаласининг бази с ечим ини таъ р и ф л ан г .
10. А йниган ва айним аган  базис ечим лар  нима?
11. Ч и зи қли  д а сту р л аш  м асаласининг оптим ал  ечим и  ним а?
12. Ч и зи қли  д а сту р л аш  м асаласи да қан д ай  тенг ку ч л и  ал м аш - 

ти р и ш л ар н и  баж ар и ш  м ум кин?
13. Ч и зи қли  д аст у р л аш  м асаласи  еч и м лари дан  та ш к и л  топган 

тў п л ам  қандай  тўп лам  бўлади?
14. Е чим лардан  таш к и л  топган қ ав ар и қ  кўп бурч акн и н г б у р ч ак  

нуқтаси  билан базис ечим  орасида қандай  боғланиш  бор?
15. М ақсад ф у н к ц и я  ўзи н и н г оптим ал  қийм атига қ ан д ай  н уқ тад а  

эриш ади?
16. Ч и зи қли  д а ст у р л аш  м асаласининг ж о и з реж аси н и н г м ав ж у д  

эм асли к  ш ар тлар и  қандай?
17. Ч изиқли  д а сту р л аш  м асаласининг геом етрик  тал қи н и  қандай?
18. Ч и зи қли  д а ст у р л аш  м асаласи  ечим ларининг қандай  

хоссаларига асосан гр аф и к  усулн и  қ ў лл аш  мумкин?
19. Ч и зи қли  д аст у р л аш  м асаласи  р еж ал а р и д а н  та ш к и л  топган 

тў п л ам  қандай  бўлиш и м ум кин?
20. Қ андай ҳолда чи зи қл и  д асту р л аш  м асаласи  би рд ан  ортиқ  

оптим ал  ечимга эга бўлиш и м умкин?
21. И қтисодий м асал ан и  гр аф и к  усулд а ечганда хом  аш ёл ар н и н г  

кам ёб ёки  кам ёб эм аслигини  қан д ай  ан и қлаш  м ум кин?
22. П ассив ва ак ти в  ч егар ало в ч и  ш ар т л а р  нима?
23. А ктив ш ар т л а р н и  (кам ёб хом аш ёларн и ) бир б и рли кка 

ош ирганда оптим ал  ечим  қан д ай  ўзгаради ?
24. О птим ал ечим ни ў згарти рм аган  ҳолда пассив  ш ар тл ар н и  

қан ч али к  ў згар ти р и ш  м ум кин?
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Масалалар

1. М ебел ф аб р и к аси д а  ст ан д ар т  ўлчам д аги  ф а н ер л ар д ан  мос 
равиш да 24, 31 ва 18 дона 3 х и л  б ую м лар  учун  та й ёр  қ и см лар  
қи рқи ли ш и  керак. ҳ ар  бир ф а н ер  та й ёр  қи см ларга  и кки  хил  усулд а  
қи рқи ли ш и  мумкин. Қ уйидаги  ж а д в а л д а  ҳ а р  бир қи рқи ш  у су л и д а 
олинадиган  та й ёр  қисм лар  сони ва бунда ҳосил бўладиган  
чи қи н д илар  м иқдори  берилган.

Т ай ёр  қисм  
ту р л а р и

қ и р қи ш  у су л и д а ҳосил  бўладиган  
та й ёр  қи см лар  сони (дона)

1 2
I 2 6
II 5 4
III 2 3

Ч и қи н д илар  м иқдори  (см2) 12 •16

З а р у р  м иқдордан  кам  бўлм аган  тай ёр  қ и см лар  та й ёр л аш  ва 
энг кам  чиқиндига эга бўлиш и учун  ф а н е р л а р д а н  н ечтасини  қайси  
усулд а қи рқи ш  керак?

2. И кки  хил  м аҳсулотни  сотиш да 4 хи л  р есу р сл ар д ан  
ф ойдаланилади . М аҳсулотлар  бирлигини сотиш  учун  са р ф  
қилинадиган  т у р л и  р есу р сл ар  м и қд ори (м еъёри ) ҳам д а ҳ а р  бир 
ресурснинг за ҳ и р аси  қуйидаги  ж а д в ал д а  келти ри лган .

Р есу р с л ар ҳар  бир м аҳсулот бирлигига с а р ф  
қи ли н адиган р ес у р сл а р  м иқдори  

(м еъёр)

Р е су р л а
Р

за ҳ и р ас
и

I -м аҳсулот I I -м аҳ су л о т
1 2 2 12
2 1 2 8
3 4 0 16
4 0 4 12

М аҳсулот бирлигини 
сотиш дан  

олинадиган  даром ад

2 3

Ч егар алан ган  р есу р сл ар д ан  ф ой д алан и б  савдо корхонасининг 
даром ади н и  м ак си м аллаш ти рувчи  м аҳ су л о тлар н и  сотиш  реж аси н и  
топинг.

3. Ф и рм а ў з  м аҳсулотини  радио  ва тел еви зи о н  тарм оқ  орқали  
р ек л ам а  қи ли ш  им кониятига эга. Ф и рм а 1 ойда р ек л ам а  учун  1000 
д о л л м и қ д о р и д а  пул  аж ратган . Р ади о  о р қ ал и  реклам анинг ҳ а р  бир

www.ziyouz.com kutubxonasi



м инутига 5 долл., тел еви зо р  орқали  реклам ан и н г ҳ ар  м инутига эса 
100 долл., с а р ф  қилинади. Ф ирм ан и н г радио р ек л ам ан и  
т е л ер ек л ам ага  нисбатан  2 м арта кўи роқ  таш к и л  қилиш  хоҳиш и бор. 
О лдинги й и л л ар д аги  та ж р и б а  шуОни к у р сатад и ки , бир м инутли  
те л ер ек л ам а  м аҳсулот сотилиш ини радио  рек лам ага  нисбатан 25 
м арта  кўп роқ  таъм и н лай д и .

Ф ирм анинг ҳ ар  ойда реклам а учун аж р ати лад и ган  м аблағини 
радио ва те л ер ек л ам а  ў р т а с и д а  оптим ал тақсим ланг.

4. Г р а ф и к  усулд а  қуйидаги  тен гси зл и кл ар  систем асининг 
ечи м лар  кўпбурчагини  топинг.

Xj +  2хг < 4 ,
4xj +  Зх2 < 12 ,
-X] +  х 2 < 1 
Xj +  х 2 < 6  
Xj > 0, х г > О,

5. М асалани  гр аф и к  усулд а ечинг ҳам да ундаги пассив ва 
акти в  ш артларн и  аниқланг.

Xj х 2 < 1 
ЗХ] - х 2 < 6 
Xj > 0, х 2 > 0 ,
У =  6 х j - 2хг m ax

6. М асалани  гр аф и к  усулд а ечинг ва м асад  ф ункциянинг 
оптим ал қи йм атини  ўзгарти рм аган  ҳолда м асала чек лам алари н и  
қанчалик  ў згар ти р и ш  м ум кин эканлигини кўрсатинг.

2xj +  7х 2 < 21 
7xj -I- 2x2 < 49 
Xj > 0 ,  x 2 > 0,
У =  4xj +  4x 2 max.
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II БО Б. Ч И ЗИ Қ Л И  ДАСТУРЛАШ  МАСАЛАСИНИ 
А ЛГЕБРА И К УСУЛЛАР БИ Л А Н  ЕЧИШ

1- §. Чизиқли дастурлаш масаласининг базис ечими ва уни
тоиш  усуллари

В ектор  ф о р м ад а  ёзи лган  ч и зи қл и  д а ст у р л аш  м асаласи н и  
к ўрам и з:

Р^х + Р2Х2 +...+Рпхп = Рц (2.1)

Х > 0 , (2.2)
Y = СХ —> min. (2.3)
Б у  м асал а  чи зи қли  д а сту р л аш  м асаласининг каноник 

кўри н и ш и д ан  иборат. А гар  м асал а  бундай  к ўри н и ш д а берилм аган  
бўлса, у  ҳолд а  I бобда к урсати лган  ч и зи қ л и  ал м аш ти р и ш л ар н и  
баж ари б  уни  ш ун дай  кўриниш га к ел ти р и ш  мумкин. Б ер и л ган  (2.1)-
(2.3) м асалан и н г оптим ал ечим и м ав ж у д  бўлиш и учун  (2.1) систем а 
биргаликда ҳ ам д а биттадан  орти қ  ном анф ий  ечим га эга бўли ш и  ва 
дем ак, (2.1) систем анинг г ранги  н о м аъ л у м л ар  сони п дан  кичик 
бўлиш и к ер а к , я ъ н и  г<п. Б у  ерд а  т>п м аънога эга эм аслигини  
ҳам да r=n бўлганд а систем а ягона ечим га эга бўлиш и ва оптим ал  
ечим ни та н л аш  учун  и м коният бўлм аслигини  айтиб ўтиш  ўринли. 
Д ейлик, r=m  (m<n) тенглик ў р и н л и  бўлсин. У  ҳолда n  та P lt Р2, ..., 
Р п в е к т о р л а р  систем аси  m  та  ў зар о  ч и зи қл и  боғлиқ бўлм аган  
век то р лар  систем асини  ў з  ичига олади. Б у н д ай  в екто р лар  систем аси  
базис деб атал ад и . Б ери лган  Р „  Р2, Рп в екто р л ар  систем асида 
бир неча б ази с -м авж уд бўлиш и м умкин, лек и н  уларн и н г ум ум ий 
сони С” дан  ош майди, ҳам да ҳ ар  бир базис m  та  ў зар о  ч и зи қли  
боғлиқ бўлм аган  векто р лар  систем асидан  иборат бўлади.

Б ази сга  ки рувчи  в ек то р л ар  базис векторлар, у л ар га  мос 
к ел у вч и  ў згар у в ч и л ар  эса базис ўзгарувчилар бўлиш ини I бобда 
кўрган  эдик.

Д ей ли к , Р „  Р2, . .. ,  Р п векто р лар  тарки б и даги  битта базис 
биринчи тп т а  Р j ,  Р2, ... ,  P m векто р лар н и  ў з  ичига олеин. Б у  ҳолда 
бу вектор  л ар га  мос к ел у вч и  x Ifx 2,...,x m ў згар у в ч и л ар  базис 
ў згар у в ч и л ар  ҳам д а  x m+1 ,xm+2,...,xn ў згар у в ч и л ар  эса  эр к ли  
ў згар у в ч и л ар  бўлади. Б у н д ай  ф а р а зд а  (2.1) систем ани Ж о р д ан - 
Гаусс у су л и н и  қ ў л л а б  қуй и даги  кўриниш га к ел ти р и ш  м умкин:

^ =b' " l i V W  ( '= (24)
/=l

Б у  тен гл и к  x vx 2,...,xm базис ў згарувчи ларн и н г эрк ли  
x m+J ,xm+2,.. .,x n ў згар у в ч и л ар  орқали  и ф од асини  кўрсатад и . (2.4) 
к5ф иниш даги и ф од а (2.1) системанинг умумий ечими ёк и  унинг
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x 2,x 2, . . . ,x m базисга нисбатан а н и қ л а н г а н  ф о р м аси  деб атал ад и . (2.4) 
к ўри н и ш д аги  систем а X- тен гл ам ал ар  систем аси  деб ҳам  атал ад и .

А гар  Pi> Рг> •••* Рп в е к т о р л а р  систем аси  бош қа б ази сга  ҳам  
эга  бўлса, у  ҳолда (2.1) си стем ан и  бош қа базис ў згар у в ч и л ар га  
нисбатан  ан и қлан ган  ф орм асини  ҳ ам  топ и ш  мумкин.

(2.4) тенгликдаги  x m+> ( j= l ,2 , . . . ,n )  эркли  ў згар у в ч и л ар га  
ан и қ  қи й м а тл ар  бериб, б ази с ўзгар у вч и л ар н и н г мос қи й м атл ар и н и  
топиш  ва дем ак, берилган  (2.1) систем анинг аниқ  бир хусуси й  
ечим ини топиш  мумкин.

Э рк ли  ў згар у в ч и л ар га  0 қ и й м ат  бериб топиладиган  хусуси й  
ечим  б а зи с  еч и м  деб аталад и . (2.4) систем ага мос к ел у в ч и  базис 
ечим:

х,=Ь„ х 2=Ьг,..., х т=Ът, х т+,=0, х т+г=0,..„  хя=0

ёки
X =(bJt b2, . . Ьт ,О ,0,...Д).

Б ер и л ган  п  та  Р „  Р2, Рп векто р лар  систем асид аги  
б а зи с л а р  сони С"' дан ош м аслигини ва ҳар  бир базисга ан и қ  бир 
бази с ечим  мос келиш ини  н азар га  олиб, (2.1) си стем адаги  базис 
еч и м лар  сони С* дан  ош м айди деб х у л о са  қилиш  мумкин.

А гар  (2.1) систем анинг б ази с  ечим идаги  барча ў згар у в ч и л ар  
н ом анф ий қ и й м атларн и  қаб ул  қ и лса, бундай  базис ечим  (2.1) -  (2.3) 
м асалан и н г б ази с  еч и м и  бўлади. М атем ати к  д а ст у р л аш д а  базис 
ечим  б а зи с  р е ж а  деб ҳам  а т ал ад и  (базис р еж а  ҳ ақ и д а  айрим  
туш ун ч а ва тасд и қ л ар  I бобда келтирилган ).

Б ази с  р е ж а  r = m  тад ан  орти қ  м усбат ком поненталарни  ў з  
ичига ола олмайди. А гар ундаги м усб ат ком поненталар  сони  т  га 
тенг бўлса, бундай  базис р е ж а  ай н и м ага н  р еж а , агар  т  д ан  кичик 
бўлса, у  ай н и ган  б а зи с  р е ж а  бўлади.

А гар  (2.1 )-(2.3) чи зи қли  д а с т у р л а ш  м асаласининг еч и м лар  
(р еж ал ар ) тўп лам и  бўш  бўлм аса, у  ҳолда бу р еж ал а р  и ч и д а  кам ида 
биттаси  базис р е ж а  бўлиш ини исботлаш  мумкин.

Энди чи зи қли  д асту р л аш  м асаласи н и н г базис ечим ини топиш  
усу л л а р и  билан таниш ам из. Б унинг учун  қуйидаги  к ў р и н и ш д а 
ёзи лган  чи зи қли  д а сту р л аш  м асал аси га  м у р о ж аа т  қи лам и з:

'ai * +ai A + - +<V'n=bi’ 
з д  +...+а2ях„

, а д + а» . л + - + а» .л = л».
^> Q ,X ;>0,..,xn> ^

Y = c,jq  + С 2Х2  + . . . + с лхп —> m in

(2.5)

(2.6) 

(2.7)
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Ю қорида таъ к и д л аган и м и зд ек , агар  бу м асал а  оп ти м ал  
ечимга эга бўлса, у  ҳолда унинг кам ида би тта базис ечим и м ав ж у д  
бўлади  ва у  (2.5) систем анинг ном анф ий  еч и м лар и д ан  бири бўлади. 
Демак, берилган м асалан и н г ан и қ  бир базис р еж ас и н и  топиш  учун
(2.5) системанинг ном анф ий  бази с  ечим ини топиш  керак.

Қ уйида (2.5) систем анинг ном анф ий базис ечим ини  топиш  
усули  билан таниш ам из.

Б у  усулнинг алгоритм и  қуйидагидан  иборат.
1. (2.5) систем адаги  тен глам аларн и н г чап  том онидан барча 

элем ентлар  ўнг томонга ў тк ази л и б  0 — тен гл ам ал ар  си стем аси  
тузилади :

'0= bt onx, а ,л  •• • V , .
0= Ь, а2,х, а д  -

(2.8)

0 = К  апАХ1 <*тг*1 •• оайкя.
2. Б ери лган  систем анинг биргаликда эм асли к  ва 

ном анфий ечим ини м авж у д  эм асли к  ш ар т л а р и  текш и р и л ад и :
а) агар (2.8) систем адаги  кам ида битта тенглам а

О =  b +  O-Xj +  0 х 2 + ...+  0 х п

кўриниш да бўлиб, b * 0 бўлса, берилган  тен гл ам ал ар  систем аси  
биргаликда бўлм айди.

б) агар (2.8) систем а да к ам и да битта тенглам а

О =  b  +  + а 2-х2 +  +  а п х п

кўриниш да бўлиб b, а ! ,а2,...,ап л а р  бир хил и ш орали  бўлса, берилган  
система ном анф ий ечим га эга бўлм айди.

Агар ю қоридаги  а) ва  б) ш ар тлар д ан  бирортаси  баж ар и л са , 
ечиш  ж ар аён и  тў х т ати л а д и , акс ҳолда систем ани  еч и ш  давом  
эттирилади.

3. А гар (2.8) тен гл ам ал ар  систем асида

0 =  0 +  0-Xi +  0 х 2 + ...+  0 х п

кўриниш даги  тен глам а қатнаш са, бундай тен глам алар , 
ном аълум ларнинг и хти ёри й  қи й м атлари  қан оатлан ти рган и  учун, 
ўчириб таш ланади .
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4. Қ олган  0 -  тен глам аларн и  ўзар о  қўш иб , н азо р ат  тен гл ам а 
(н.т.) деб а т а л у в ч и  тен глам а т у з и л а д и  Н азо р а т  тенглам а и к к и  х и л  
в а зи ф а н и  б а ж а р ад и :

1) а ж р а т и л и ш и  к ер а к  бўлган  ном аълум  н азо р ат  
тен гл а м а д а н  тан лан ад и ;

2) ҳ ар  бир қад ам дан  кейин ҳосил бўлган н азо р ат  
тен глам а қолган 0 -  тен гл ам ал ар  йиғиндисига тенг эк ан ли ги га 
асосланиб, ҳи соб лаш лар  тўғри  олиб борилаётганини  текш и р и б  
бориш  м умкин.

5. Н азо р а т  тен глам адан  к о эф ф и ц и ен ти  энг кичик  бўлган  
ном аъ лум  (м асалан , х к) аж р ат и л и ш и  к е р а к  бўлган  н о м аъ л у м  
си ф ати д а  тан лан ад и .

6. Т ан лан ган  хк ном аълум

• Ь, ь,
mm  -— г = — .
“‘<0К*1 Ьш

ш артн и  қ ан о атл ан ти р у в ч и  f-тен глам ад ан  аж р ати л и б , янги  
систем анинг биринчи тен глам аси  тузи лад и . Ҳ ар  бир тен глам ага мос 
к ел у вч и  b 1/ |a ]k|(aik<0) нисбат г-тенглам ад а х к ном аълум  бўйича 
ҳисобланган  ан и қловч и  к о эф ф и ц и ен т  (А.К.) деб аталад и .

7. Т опилган  xk ном аълум нинг қ и й м ати н и  эски  систем анинг 
қолган  тен гл ам ал ар и га  ва н азо р ат  тен глам ага  қўйиш  у ч у н  бу 
тен гл ам ал ар га  қўш и м ча тенглам а ту зи л ад и .

8. Ҳ а р  бир тенглам ани, ш у  ж у м л ад ан , н азо р ат  
тен глам ан и  ўзининг қўш и м часи  билан  қ ўш и б  янги систем анинг 
қолган  тен гл ам ал ар и  ва н азо р ат  тен глам аси  ҳосил  қилинади . А гар  
ҳосил бўлган  ян ги  систем а учун  ю қоридаги  а) ва б) м а в ж у д  эм асли к  
м езо н л ар и  б аж ар и л м аса , ю қоридаги  4 -8  п у н к тл ар д а  қилинган  
и ш л ар  ян а такрорлан ад и . Ш ун д ай  й ўл  билан  систем ани  еч и ш  
ҳам м а О -тенглам алар  х -тен глам ага  (н ом аълум и  аж р а т и л га н  
тенглам ага) ай лан гун ч а, я ъ н и  н азо р ат  тен гл ам а 0=0 к ўри н и ш га 
келгунча такрорлан ад и . С ўнгра систем анинг н ом анф ий  ечим и  
(ҳақи қи й  ёки  базис) ёзилади .

Ҳ осил бўлган  х -  тен гл ам ал ар  си стем аси  қуйидаги  кў р и н и ш д а 
бўлсин д е б 'ф а р а з  қ и лам и з:

= b\ + ° L . v .  +cL-2xnn-7 + - + o U >

X 1 =  b 2 + a 2 j ^ i x im l + < ^Ьт-2Х п » 2  + — + a L х п '

--------------------------------------------  (2.9)

Хп, = bl  1^1 + а1 » 2 ^ 2  + - + ^ A .
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бу ерд а х ,, хг,... ,хт -  б ази с ў згар у в ч и л ар , хт+„ хт+г,... ,хп -  эр к л и  
ўзгарувчилар . Э ркли  ў згар у в ч и л ар н и  0 га тенглаб берилган  
системанинг ном анф ий (ҳақи қи й  ёки  базис) ечим и ёзилади :

(2.10)

1-м и сол . С истеманинг н ом анф ий  б ази с  ечим ини топинг.

■Xj + 2 х 2 - х 3 - х 4 = 1 ,  

-xj+2x2 + 3jc, + х4 = 2 ,  

Xj +  5 х 2 + хъ -  jc4 = 5 ,

jr, > 0,дс2 > 0, jc3 > 0, jc4 >0.

Ечиш . Б ерилган  тен гл ам ал ар  систем асини  0 -тен глам алар  
систем асига ай лан ти рам и з ва н азо р ат  тенглам а тузам и з.

Н азо р а т  тенглам адан  энг ки чи к  коэф ф и ц и ен тли  ном аълум ни, 
яъ н и  х 2 ни танлайм из. 0-тен гл ам ал ар  систем асидаги  ҳ ар  бир 
тен глам а учун  Ьу|а*2|(а^<0) нисбатларни , я ъ н и  аниқловчи  
к о эф ф и ц и ен тлар н и  х^соблайм из.

А ниқловчи к о эф ф и ц и ен тлар  ичида энг кичигига мос келган
1-тен глам ад ан  х 2 ни аж р ати б  х -  тен глам ага айлантирам из:

Б у  тен глам адан  ф ойдаланиб  эски  системанинг ҳ ар  бир қолган 
тен гл ам ал ар и га  ҳам да н азо р ат  тенглам ага қўш им ча тенглам а 
ту за м и з  ва  у ларн и  мос тен гл ам ал ар  тагига ёзам из.

О = 1 - - 2XJ +  х} +  х , , 1/2 
2/2 = 1

5/5 = 1

1 1 1  1
*7 = Т - - Х .  + 7 ^ + 7 *
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Ҳ ар  бир тенглам ани  ва н азо р ат  тенглам ани  ўзи н и н г 
қ ў ш и м ч аси  билан  қўш иб янги систем ани  ҳосил  қилам из.

1 1 1 1
Xj = ---------JC. + - x ,  +  — x4,

2 2 2 2
1 1 1 1-X,  = - + - x .  — X.,

.2 8 4 4
0 = l + 2x, -4 x 3 -2 x 4, 1/4

' 5  3 7 3
0 =  — I—  x , — x , — x4, ,

2 2 1 2 2 4 5 l1\
1 1 1 1

-----*3 = -----------Хъ + - x 4,
2 8 4 ' 4 4

„ 7 7  15 7
н.т  0  =  -  +  - j c . ------ x , — X ,,

2 2 '  2 2 
15 15 15 15

------ X, = --------------X. + ---- X,,
2 8 4 ' 4 4 

Янги систем анинг н азо р ат  тенглам асидан  энг к и чи к  
ко эф ф и ц и ен тли  х 3 ном аълум н и  тан л ай м и з ва систем адаги  
тен гл ам ал ар д а  бу  ном аълум  учун  аниқловчи  к о эф ф и ц и ен т  
ҳисоблайм из. А ниқловчи  к о эф ф и ц и ен тл ар  ичида энг ки чиги  2- 
тен глам ага мос келгани  учун х3 ни 2-тен глам ад ан  аж р ат и б  
х -тен гл ам ага  ай лан ти рам и з.

Т опилган  х 3 нинг қи йм атини  бош қа тен глам аларга ва  н азо р ат  
тенглам ага қўй и ш  учун  у ларга  қўш им ча тен глам алар  ту за м и з . Ҳ ар  
бир тенглам ани  ва н азо р ат  тен глам ан и  ўзининг қ ўш и м ч аси  билан  
қўш иб янги систем ани  ҳосил қилам из.

Энди н азо р ат  тен глам адан  х г ни танлаб  унинг у сти да 
ю қоридаги  и ш ларн и  баж ари б  қуй и даги  систем ани  ҳосил  қи лам и з:

1 1 1
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Ҳ осил бўлган янги  си стем ада б) м ав ж у д  эм асли к  ш арти  
баж арилади . 3 -тен глам ад а озод ҳ ад  билан н о м аъ л у м л ар  олдидаги  
к о эф ф и ц и ен тлар  бир х и л  и ш орали  бўлганлиги сабабли систем а 
ном анф ий ечим га эга бўлм айди.

Ю қоридаги  у су л  билан  чи зи қли  тен гси зли клар  
систем асининг ҳам  ном анф ий ечим ини топиш  мумкин. Л екин  бунда 
тенгсизликларнинг ки чи к  томонига х ^ + ^0 , х гл+2-0» xm+n >0
қўш им ча ў згар у в ч и л ар  қўш иб тен гл ам ал ар  систем асини  ҳосил 
қилиш  к ер а к  бўлади.

2 -м и сол . Б ери лган  тен гси зли клар  системасининг ном анф ий 
базис ечим ини топинг.

х{ +2х> - 2 х 3 +  х4 < 2 ,

< 2xl +Х 2 + 3 x j - х 4 <5,

х1 > 0 ,Х2 > 0 , х 3 >0уХ4 >0.

Ечиш. С истем адаги  биринчи тенгсизликга х 5 ни, иккинчисига 
х б ни қўш иб қуйидаги  тен глам алар  систем асини  ҳосил  қилам из:

х} -1- 2 x 2 - 2 х 3 + х 4 + х 5 = 2 ,

< 2х, +Х 2 -+-3jCj - х 4 + х 6 =5 , 

х, >0,Х2 >0,Xj > 0 ,х 4 > 0 ,х 5 > 0 ,х 6 >0.

Ҳ осил бўлган тен глам алар  систем асини  ю қоридаги алгоритм  
асосида ечам из.
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АЛ.(хЛ
0  = 2  -  jc, -  2 jc2 +  2 jc3 -  jc4 -  jc3, 2
JO = Ъ-2хх- x 2 -3x3+x4- x6, 5 /2

[-2 jc , = - 4  +  4jc2 - 4 jc 3 + 2 x 4 +  2jc3,

(hj t i .O = 7 - 3 xj - 3 x 2 -  x3 — jCj - j c 6 ,

=  - 6  +  6 jc2 - 6 x 3 +  3x4 + 3 jc5,

II цадам

(X, = 2 2 х 2 + 2 х 3 -  -

2 6 6 4 2

2х,  = — + — х,  t- — х4 + — х . -----x e,1 7 7 .  7 4 7 5 7 в.
* 0 = 1 +  Зх,  -  7 х 3 + Зх4 + 2 х 5 -  х6, 

п./п.0 I + Зх,  1 хҳ + Зх4 + 2 х}
7х,  = - I Зх,  - Зх4 -  2 х } + х 6,

А.К.{х,)

1/7

III цадам

1 3 3 2 1
= — + — Ли + —X, + X , -----X ,7  7  _ 7  4 7  5 7  6

16 8
Т ~ Г '

\ з—х , ---- X.
7 4 7 5

Н.Т. 0 =  0
Ж авоб. Б а зи с  ечим: Xj =  16 /7 , х 2 =  0, х 3 =  1 /7 , 

х 4 =  0, х 5 =  0, х* =  0.
2- §. Базис ечимнинг оптимал лик шарти. Чекли оптимал 

ечимнинг мавжуд бўлмаслик шарти. Янги базис ечимга 
ўтиш  қоидаси

Д ейлик, кононик кўри н и ш д аги  (2.5)-(2.7) ч и зи қл и  д а ст у р л аш  
м асаласининг оптим ал  ечим ини  топиш  к е р а к  бўлсин. М асаланинг 
оптим ал  ечим и унинг б ази с еч и м лари дан  бири бўлиб, у н да (2.7) 
м ақсад  ф ун к ц и я  м и ним ал  қийм атга эриш ади . Д ем ак , оптим ал 
ечим ни базис еч и м лар  и чи д ан  қ идириш  керак .

Ф а р а з  қи лай ли к , 1-§ да таниш ган  у су л  билан  (2.5) систем а 
х 1Ух 2У...,хт  базис ў згар у в ч и л ар га  нисбатан  ан и қлан ган  қуй и даги  
кўриниш га к елти ри лган  бўлсин:

X, = b ]0+ b ux ^  + V ^ 2

•*2 = ^20 +  ̂ 22Xm*2 (2.11)
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Б у  систем а х -  тен гл ам ал ар  систем аси  дейилади . Б у  
систем а дан  ф ойдаланиб (2.7) м ақсад  ф ун к ц и ян и  эр к ли  
ўзгарувчи ларн и н г ф ун кц и яси , яъ н и

п-т
Y  =  С00  ■*" У р О i x m¥ j  ( 2 - 1  2 )

j=I
к ўриниш ида иф одалаш  м умкин. (2.11) иф одадаги  эр к ли  
ў згар у в ч и л ар н и  0 га тенглаб, x ^ b ^ ,  x 2= b 20,...,xm= b rn0
базис ечим ни топамиз. Б у  бази с  ечим даги  (2.12) м ақсад  
ф ункциянинг қийм ати  Y = c00 бўлади.

Топилган базис ечим ни оптим ал  ечим  бўлиш ини  
текш и ри ш  ҳам да, агар бу бази с ечим  оптим ал ечим  бўлм аса, бош қа 
базис ечимга ўтиш  қоидаси билан тан и ш и ш  учун  (2.11) систем ани  
ва (2.12) ф ункцияни  қуй и даги  кўриниш даги  ж ад в ал га  
ж ой лаш ти рам и з.

Б ази с
ўзгар у в
чи лар

В 0 Э ркли  ў згар у в ч и л ар
Хт+1 Хт+2 *m<-s x n

Х! Ь 10 b u Ьд2 b ls ^ln-rn
х 2 t>20 ^ 2 1 t>22 ^ 2 s t>2n-m

к̂О b kl ^ k s ^ k n -m

Хт t>mO Ьт , ^ т 2 b m, m n-m
Y CQ0 С01 Cfl2 . CQs . ^On-m

Б у н д ай  ж ад в ал  симплекс жадвал деб аталад и . С им плекс 
ж ад валн и н г  бир неча ту р л а р и  м ав ж у д  бўлиб, уларнинг б а ъ зи л а р и  
билан кейинги п ар агр аф л ар д а  таниш ам из.

А гар В 0 векторнинг барча элем ен тлари  учун

b i0> 0  (i= l,...,m )

ш ар т  ўринли  бўлса, у  ҳолда

вектор  берилган  м асаланинг базис р еж ал а р и д а н  бири бўлади. Б у  
р еж ага  м ақсад  ф ункциянинг
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қийм ати  мос келади . А гар (2.12) ёйилм адаги  c01,c02,...,c0n_m
элем ен тларн и н г б ар ч аси  ном анф ий бўлса, яъ н и
с0>0 ( j= l,2 ,.. .,n -m )  ш ар т  ўри н ли  бўлса, у  ҳолда топилган  Х 0 базис 
р еж а  оптимал режа бўлади. О п ти м ал  р еж ад аги  м ақсад  
ф у н к ц и ян и н г энг кичик  қийм ати

Y min=  Y (X 0)= c00

бўлади.
А гар coj ( j= l,..,n -m ) к о эф ф и ц и ен тлар д ан  кам ида биттаси  

м анф ий  и ш орали  бўлса, у ҳолда топилган  базис р еж а  оптим ал  р еж а  
бўлм айди. Уни оп ти м ал  реж ага  яқ и н р о қ  булган, яъ н и  

Y (X 1)<Y(X0)

ш артн и  қ ан о атл ан ти р у в ч и  бош қа X, базис р еж а  билан алм аш тири ш  
к ер ак  бўлади. Б у н д ай  ж араён н и  ам алга ош ириш  учун қуйидаги  
иш ларни  б а ж а р и ш  керак:

1 ) minq, =cos 
%<°

ш артн и  қан о атл ан ти р у в ч и  устунга мос к ел у вч и  x m+s ном аълум  
тан лан ад и , яъ н и  базисга к и ри ти ли ш и  к ер ак  бўлган ном аълум  
белгиланади. Б у  ерд а  икки хил  в а зи я т  р ў й  бериш и м умкин:

а) xmi.s эр к л и  ўзгарувчи га мос келувчи  устундаги  
элем ен тларн и н г б арчаси  м усбат, яъ н и  b ^ O  ( i= l,2 , .,rn) Б ун дай  
ш ар т  б аж ар и л ган д а  м ақсад  ф ун к ц и я  ч ек ли  минимум  қийм атга эга 
бўлм айди  ва бери лган  м асаланинг ч ек ли  оптим ал ечим и м ав ж у д  
бўлм айди

б) x m+s эр к л и  ўзгарувчи га мос к ел у вч и  устидаги  эл ем ен тлар  
ичида кам ида би ттаси  м анф ий  иш орали  бўлсин дейлик  У ҳолда 
базисга x m+s ў згар у в ч и  киритилиб,

min (2 .13)
6 /. <0 b . b .

ш артни  қ ан о атл ан ти р у в ч и  қаторд аги  x k ўзгарувчи  базисдан  
чи қ арилади  С ўнгра топилган  x m+s ноъм алум нинг қийм ати  
бош қа тен гл ам ал ар  ва м ақсад ф ун кц и яси га  қўйиб чиқилади. 
Н ати ж ад а  янги бази с р е ж а  топилади. А гар янги бази с реж а 
оптим ал р еж а  бўлса, у  ҳолда м асалан и  ечиш  тў х тати л ад и . А кс 
ҳолда, агар  им кон и ят бўлса, ю қоридаги  йўл  билан янги  базис 
ечим га ўтилади . Б а зи с  р еж ал а р н и  ал м аш ти р и ш  ж ар аён и  берилган  
м асаланинг оп ти м ал  ечим и топ и лгун ча ёки  ундаги  м ақсад  
ф ункциянинг чекли  м инимум қи й м ати  м авж у д  эм аслиги 
аниқлангунча такрорлан ад и .
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И х ти ёр и й  ч и зи қ л и  д а ст у р л аш  м асаласининг базис реж аси н и  
топиш  ва бу  р еж ан и  бош қа базис р е ж а л а р га  ал м аш т и р а  бориб, 
оптим ал ечим ни  топиш  ж а р аён и н и  ж а д в а л  к ўри н и ш д а ҳам  
тасви рлаш  м ум кин  .Бунинг учун

1) ч и зи к л и  ал м аш ти р и ш л ар н и  к ў лл аб , берилган  чи зи қли  
д астурлаш  м асал аси  қуйидаги  кўриниш га к ел ти р и л ад и ,

-сГ
II 

II 
о 

-о

+ аихх +аах2 +... 
+  а2 ,х , +  а1гх 2 + . .

+  в , Л .  

• + а 2 Л .

Е
-СIIО + а«\Хх+атгхг + + аптхп,

х, >  0 , х 2 >  0 , . . . ,х „  > 0 , ( 2 .1 6 )

Y =  с ,х , +  с2х2 +  ... +  спхп —> m in  ( 2 .1 7 )

2) (2.15) систем анинг биргаликда эм аслик  ва унинг 
ном анфий ечим ининг м ав ж у д  эм асли к  ш ар т л а р и  текш и р и л ад и  (1-§ 
да таниш ган  а) ва б) ш артларн и н г б аж ар и л и ш и  тек ш и р и л ад и  ). 
А гар бу ш а р т л а р  б аж ар и л м аса  (2.15)-(2.17) м асала қуйидаги  
симилекс ж а д в а л  деб ат ал у в ч и  ж ад в ал га  ж ой д аш ти ри лади .

2 -ж а д в а л
Базис ўзгарув- 
чилар (XfrJ

В
х т х2 х к хп

0 ь, а п а 12 а 1к а 1п
0 ъ?. а 21 а 22 а 2к а 2п

0 ь, а 11 а12 а 1к а1п

0 Ьщ a ml аш 2 . . . а т к а тп
Н.Т. S, St s 2 Sk Sn

Y со С1 С2 ск . .  си.

3) ж адвалн и н г m + 1 -қ а т о р и г а  н а зо р а т  тенглам а (Н.Т.)деб 
аталувч и  в а  дастлабки  m  та  тен глам алар  йиғиндисидан иборат 
бўлган тенглам а ж о й д аш ти ри лган  .

Б у н д а
от т т т

$о -  S} = J ]  an\ S2 = ^  an\ Sn = am\
/=i /»i /=i »=i 

Ж адвалн и н г охирги  m + 2 -қатори га м ақсад  ф у н к ц и я

Y = c0+ c 1x 1+ c2x24-...-l-cnxn 
кўриниш да ёзилган.
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4) н азо р ат  тен глам адаги
m ax S , = S.

J J
ш ар тн и  қан о атл ан ти р у в ч и  устунга мос келувчи  ноъм алум  
белги лан ад и  Б елгиланган  н оъ м алум

• Ь, Ь.
min т Ч  = т~\
a,t <0 \ал I \ал I

ш ар тн и  қан о атл ан ти р у в ч и  тен глам адан  аж рати лад и . Сўнгра 
Ж о р д ан -Г ау сс  усулини  қ ў лл аб  аж р ат и л га н  (базис) ў згар у в ч и  бош қа 
тен гл ам ал ар д ан , Н.Т. дан  в а  м ақ сад  ф ун к ц и яд ан  й ўқ  қилинади , 
яъ н и  сим плекс ж ад в ал  ал м аш ти р и л ад и .

Б у  ж а р аё н  н азо р ат  тен глам а (Н.Т.) 0=0 кўриниш га келгунча 
такрорлан ад и . Сўнгги х,олатда (2.15)-(2.17) систем а базис 
ў згар у в ч и л ар га  нисбатан ан и қлан ган  ш аклга, яъ н и  х - тен гл ам ал ар  
систем аси  кўриниш ига келади . Б у  ҳолда сим плекс ж а д в ал  1-ж а д в а л  
кўри н и ш га келади. Д ем ак, бу  босқичда м асаланинг бош ланғич базис 
ечим и топилади;

5) тонилган  базис р е ж а д а  ж адвалн и н г Y қаторидаги  барча 
ҳ а д л ар  со>0 (j = l,2 ,...,n -m ) бўлса, у  ҳолда топилган  базис р еж а  
о п ти м ал  р е ж а  бўлади. А гар  бирорта cnj<0 (j= l,2 ,..,m ) бўлса, у  
ҳолда топилган  базис р е ж а  оптим ал  р еж а  бўлмайди. Уни оптим ал 
р еж ага  яқи н роқ  бўлган  бош қа р еж ага  алм аш тири ш  учун  ю қорида 
к елти ри лган  усул билан сим плекс ж а д в а л  алм аш тири лади ;

6) м асаланинг ж авоб и н и  (оптим ал ечимни) ёзиш  уч у н  эркли  
ў згар у в ч и л ар  0 га, базис ў згар у в ч и л ар  эса озод ҳад л ар га  
тен глаш ти ри лад и . Т опилган  ноъм алум ларнинг қий м ати дан  
ф ой д алан и б  Y mi , сўнгра (агар  з а р у р  бўлса) Y ^ *  нинг қийм ати  
топилади.

М исол М асаланинг бази с еч им ларидан  бирини  топинг 
ва уни оитим ал  ечимга айлантиринг:

i - 2 jc ,  + jr2 + jc3 = 2,
х, 2 х2 + х 4 = 2 ,

х ,  +  х 2 4- дг5 =  5 ,

дс, > О, (У  = f j ) ,

Y = -  х , + дг 2 -»  min

Е чиш . М асаланинг ш ар тл ар и д аги  тен глам алар  систем асини
0- тен гл ам ал ар  систем асига ай л ан ти р ам и з:

О = 2 + 2х, -  х 2 -  х 3,
< 0 = 2 -  х } + 2 х 2 -  х 4,

О = 5 -  х ,  -  х 2 -  х 5 ,

х -  0 , (7  = Г ? ),
У = - х ,  +  х 2 ->  min
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Ҳ осил бўлган  м аса л ан и  қуйидаги  сим плекс ж а д в ал га  
ж о й л аш ти р ам и з ва ю қорида таниш ган  и терац и он  ж а р аё н н и  
б аж арам и з.

________________________________________ 3 -ж а д в а л _______
Б аз. 

ўзгар. 
(X ш )

В X* 1
Хг х3 Х4 Х 5 А.

К.
0 2 2 -1 -1 0 0 2
0 2 -1 2 0 -1 0
0 5 -1 -1 0 0 -1 -

Н.т. 9 0 0 -1 -1 -1
Y 0 -1 1 0 0 0
*з 2 2 -1 -1 0 0
0 2 -1 2 0 -1 0 2
0 5 -1 -1 0 0 -1 5

Н.т. 7 -2 1 0 -1 -1
Y 0 -1 1 0 0 0
х 3 6 0 3 -1 -2 0 -

*1 2 -1 2 0 -1 0
0 3 0 -3 0 1 -1 1

Н.т. 3 0 -3 0 1 -1
Y -2 0 -1 0 1 0
х 3 9 0 0 -1 -1 -1
*1 4 -1 0 0 -1 /3 -2 /3
х 2 1 0 -1 0 1 /3 - 1 /3

Н.т. 0 0 0 0 0 0
Y -3 0 0 0 2 /3 1 /3

О хирги  босқичда топилган  х -тен гл ам ал ар  систем асини  ва Y 
м ақ са д  ф у н к ц и ян и  қуй и даги  кўриниш да ёзи ш  м ум кин

9 х 4

Б у  ер д а  х 1ух 2,хз л а р  аж р ати л га н  базис ў згар у в ч и л ар , х 4 ва х 5 
эса  эр к л и  ўзгар у в ч и л ар д и р . Э рк ли  ўзгар у в ч и л ар га  0 қ и й м ат  бериб, 
м асалан и н г бази с  реж аси н и  топам из

Х 0=(4;1;9;0;0) , Y (X 0)=-3.
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Э ркли  ў зга р у в ч и л а р  м ақсад ф у н к ц и я  Y да м усбат 
к о эф ф и ц ен тл ар  б и лан  қатнаш гани  учун топилган  базис р е ж а  
оптим ал  р еж а  бўлади . О п ти м ал  р еж а  қ у й и даги ч а ёзи лади :

Х ОЦТ=(4;1;9;0;0) , =-3.

3- § .Ч и зи қ л и  д а с т у р л а ш  м асал аси н и  е ч и ш  у ч у н  си м п л ек с  у су л
(Д анциг усули )

Д анциг я р а тган  сим плекс усул  ҳ ар  бир тен глам а да би тта дан  
аж р ати л га н  н о ъ м ал у м  (базис ўзгарувчи ) қатн аш и ш и  ш арти га 
асосланган. Б о ш қач а  айтганда , Ч Д  м асаласи да  m  та  ў заро  чи зи қли  
эр кли  векторлар  м а в ж у д  деб қаралади . У м ум ийликни  бузм аган  
ҳолда бу векто р лар  биринчи  m  та P lfP 2,...,P m векто р лар д ан  иборат 
бўлсин, дейлик. У ҳ олд а  м асала қуйидаги  кў р и н и ш д а бўлади:

*> +ам х^, + ~+ал  
/ 2 + а 2 ,» .1^1+ ---+ ад= *г.

Л . +а„„„хх^  + =ЬЯ, 
х, > 0, х 2> 0, ^ > 0 ,  (2.19)

Y = с,Х! +  с2х 2+  +  CnXn—► m in. (2.20)

(2.18) систем ани  векто р  ш акли да ёзиб олайлик:

Р А  РгХ2"*" +  Р Р п Хп =  ^0» (221)
бу ерда

V ' 0 ' ' 0 ' ° Ы ! ( Ь , )

л  =
0

II

1

II

0

. Л к ,  =
°2т+\ II

О 2л IIС Ь г

1 > А >

Pj, Р 2, ..., Р т  в е к т о р л а р  систем аси m -ў лч о вл и  ф а зо д а  ў за р о  
ч и зи қл и  эрк ли  бўлган  б и рли к  векторлар  си стем аси д ан  иборат. У л ар  
m  ўлчовли  ф азон и н г  бази си ни  таш ки л  қилади . У ш бу векторларга 
мос келувчи  x ^ x ^ . . . ^  ў згарувчи ларн и  «базис ўзгарувчилар»  деб 
аталад и .
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x m+1, x m+2,..., x n -  бази с  бўлм аган  (эркли) ў згар у в ч и л ар . А гар  
эрк ли  ўзгар у в ч и л ар га  0 қ и й м ат  берсак , базис ў згар у в ч и л ар  озод 
ҳад ларга  тенг бўлади. Н ат и ж ад а  Х 0 = (b 1,b2,- . ,b m, 0,..., 0) ечим  ҳосил 
бўлади. Б у  ечим  бош ланғич ж о и з ечим  бўлади. У ш бу ечим га 
x 1P 1+ x 2P 2+ ...+ x mP m =  Р 0 ёй и лм а мос келади . Б у  ёйилм адаги  Р 1? Р 2, 
..., Р т  векто р лар  ўзаро  эр к л и  бўлганлиги  сабабли топилган  ж о и з 
ечим базис ечим  бўлади.

Д анциг усулида си м плекс ж а д в а л  қуйидаги  кўри н и ш д а 
бўлади;

Б азис
вект.

Ро с, с 2 ст Ск сп

Р| Р , Рп Р m-t-l Р К Р п
Pi
р 2

с, Ь.
ь 2

1
0

0
1

0
0

а 1т + 1 
а2т+1

а 1к
а 2к

a in
а 2п

р, Ь, 0 0 0 а1т+1 а* а 1п

p m . <V. ь ч 0 0 1 а тк атп

c r1
n T
и
<f

хГ
о"

£

о
II
<

о
II
<

о
||_
< с кГ-- Е w • 

II

с
<

Je01
ч
cd'

с w!
II
<

с/1
чГ
я*

<г

i

Ж а д в ал д а ги  билан белгиланган  устун x ltx 2,...,xm базис
ўзгарувчи ларн и н г  чи зи қли  ф ун к ц и яд аги  к о эф ф и ц и ен тлар д ан  
таш ки л  топган  вектор, яъ н и

Сбаз= (с1>с2>-"’ст) ^ (2.22)

Ж а д в а л д а  ҳар  бир Pj векторнинг устига ном аълум нинг 
чи зи қли  ф у н к ц и яд аги  коэф ф и ц и ен ти  Cj ёзилган . m + 1 - қаторга эса 
X jjX .,,...^  бази с  ў згар у в ч и л ар д аги  ч и зи қли  ф ункциянинг қийм ати

т

y„=YP-ci (2.23)
/-1

ҳам да б ази с  ечим нинг оптим аллик  м езонини баҳоловчи сон
т

Д = Z — с = V  а с  — с 
' ' ' h ' "  ‘ ( i= l,.. . ,m ; j= l , . . . ,n )  (2.24)
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ёзилган. Б ази с  ўзгарувчиларга мос к ел у вч и  Р ,,  Р 2> ..., Р т  в е к т о р л а р  
базис векторлар  деб белгиланган. Б у  векторлар  учун Ai=Zj-cj=0  
( j= l,...,m ) бўлади. А гар барча у сту н л ар д а  А; < 0 бўлса, у ҳолда

Х=( х„х2,...,хт) = (b j.bj.-.bJ
ечим  оптим ал ечим бўлади. Б у  ечим даги  чизиқли ф у н к ц и ян и н г  
қийм ати  Y 0 га тенг бўлади. А гар б а ъ зи  Д:>0 бўлса, у ҳолда

max (Z  . -  с ) -  Zk -  с. = А к

ш артни  қаноатлантирувчи  P k векторни  базисга киритиб, б ази сд ан

min (6, / а д ) = Ь, / а ,к
а- >0 (2.25)

ш артни  қаноатлантирувчи  Р, векторн и  чиқариш  кер ак  бўлади . Б у  
ҳолда aJk элем ент ҳал  қилувчи  эл ем ен т  си ф атида белгиланди. Ш у 
элем ен т ж ойлаш ган  J-қатордаги  Р, вектор  ўрнига у ж ой лаш ган  
устундаги  Р к вектор базисга киритилади . Р, векторнинг ўрн и га Р к 
векторни  киритиш  учун сим плекс ж а д в а л  қуйидаги ф о р м у л ал ар  
асосида алм аш тирилади .

\ ъ  b ( Ь 4 / а д ) а

1 Ь , ь, / а
la = a tj (а „ / а № ) а л
[ а = a h / а а

С им плекс ж а д в ал  алм аш гандан  сўнг яна қ айтадан  баҳолар  
аниқланади . А гар барча j л ар  учун  Д<0 бўлса, оптим ал  ечим 
топилган  бўлади. Акс ҳолда топилган  бази с р еж а  бош қа базис р еж а  
билан алм аш тирилади . Б ун да қуйидаги  теорем аларга асосланиб иш  
к ўрилади :

1- теорем а. А гар Х = (х 1,х2,...,хт ) базис р еж а учун Aj=Zr Cj<0 
( j= l,...,n )  тенгсизлик  ўринли  бўлса, у ҳолда бу реж а оп ти м ал  р е ж а  
бўлади.

2- теорем а. А гар Х0 базис р е ж а д а  тайин  бир j учун  А3= г г ^>0 
ш ар т  ўринли  бўлса, у ҳолда Х 0 о п ти м ал  р еж а  бўлм айди в а  ш ундай  
Xj р еж ан и  топиш  мумкин бўладики , унинг учун

Y (X j)<Y (X 0)
тенгсизлик  ўринли  бўлади. А гар тай и н  бир j учун A =Z r Cj>0 
тенгсизлик  ўринли  бўлса, у ҳолда 2 - теорем ага асосан бу базис 
реж ан и  ҳам  янги базис р еж ага  алм аш тири ш  к ер ак  бўлади. Б у  
ж ар аён  оптим ал реж а топилгунча ёки  м асаладаги  м ақсад
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ф ункциянинг қ уй и дан  чегаралан м аган  экан ли ги  ан иқлангунча 
такрорланади .

М асаланинг оп ти м ал  ечим ининг м ав ж у д  бўлм асли к  ш арти  
қуйидагича:

А гар тай и н  j уч у н  Aj=Zj-cj>0 тен гси зли к  ўри н ли  бўлиб, бу 
устундаги  барча  эл ем ен т  л ар  а^<0 ( i= l,...,m ) бўлса, у  ҳолда 
м асаланинг м ақ сад  ф у н к ц и яси  чек ли  экстрем ум га эга бўлм айди.

Ф а р аз  қ и лай ли к , сим плекс ж а д в ал д а  оп ти м алли к  ш арти  
(А<0, j= l , . . . ,n )  баж арилсин . Б у  ҳолда бу ечим

Х 0= В 1Р 0 (2.26)
ф орм ула орқали  топилади . Б у  ер д а  В = (Р 1э Р 2, Р т ) м атр и ц а  базис 
векторлардан  таш к и л  топган м атрицадир .

(1)-(3) м асал а  учун  В м атри ц а m  ўлчовли  J m бирлик  
м атрицадир , яъ н и  B = J m.

BB"1=J m бўлганлиги  сабабли  В"1 м атр и ц а  ҳам  бирлик  
м атрицадир. Д ем ак

X 0= P 0= ( b 10, b '20, b m0, 0, ..., 0) оптим ал  ечим  бўлади.

1-мисол. М асалани  сим плекс усул  билан  ечинг 
х, +  Зх2 - х 3 - 2 х 5 =  7 

-  2х2. + 4х3 + х4 = 1 2

-  4 х 2 + З х 3 +  8 х 5 + х6 =10 

Xj > 0, ( j= l ,  2,..., 6)
Y = х 2 - З х 3+ 2 х 5-> m in.

Ечиш. Б ел ги л а ш л ар  ки ри там и з ва сим плекс ж а д в ал н и  
тўлд и рам и з:

'3 > ' - Г '0] ^ 2 ]
'0" Г1 л

р ,= 0 .р2 = - 2 >Р3 = 4 >Р4 = 1 >ps = 0 >Р6 = 0 >Ро = 12

Л Л 00 л

С ' =  (0; 1; - 3; 0; 2)
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/

i Б ази с
вект.

С * , Ро 0 1 -3 0 2 0

P i Р 2 р , P i Р* Р*
1 P i 0 7 1 3 -1 0 -2 0
2 Р< 0 12 0 -2 ш 1 0 0
3 Р . - 0 10 0 -4 1 0 8 1

д , 0 0 -1 5 0 -2 0
1 Pi 0 10 1 0 1 /4 -2 0
2 Рз -3 3 0 - 1 /2 V W 4 0 0
3 Ре 0 1 0 - 5 /2 б - 3 /4 8 1

А, -9 0 1 /2 0 - 3 /4 -2 0
1 Р 2 1 4 2 /5 1 0 1 /1 0 - 4 / 5 0
2 Ря -3 5 1 /5 . 0 1 3 /1 0 - 2 / 5 0
3 Р . 0 11 1 0 0 - 1 /2 6 1

. А, -11 - 1 /5 0 0 - 4 /5 - 8 /5 0

С им плекс у с у л  нинг I босқичида базибга Р 3 вектор  ки ри ти ли б  
Р 4 вектор  ч и қ ар и л д и , II босқичида Р 2 к и р и ти л д и  ва Р  ̂ чиқарилди . 
С им плекс ж а д в а л  (7) ф орм ула л а р  асосида алм аш ти ри ли б  борилди.
III  босқичда о п ти м ал  ечим топилди:

X  =  ( 0 ; 4 ; 5 ; 0 ; 0 ; l l ) Y min =  - И .
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4-§. Сунъий базис усули

А гар м асаланинг ш ар т л а р и д а  ў за р о  эр к ли  булган m  та 
бирлик векто р лар  (базис векто р лар ) қатн аш м аса , у л ар  сун ъи й  
равиш да киритилади . М асалан , қуй и даги  кўриниш даги  м асала  
берилган бўлсин:

a„x,  +  a I2x 2 +  +  а 1пх„ < Ъ, , 
а 2,х , +  аггхг +  +  а г„хп < Ъг , (2.27)

~ат,х, +  а ^ х 2 +  +  ат„х„ < Ът.

х, > 0, х 2> 0, х п > 0, (2.28)

Y =  с,Х! +  с2х2+  +  cnx n—> m ax. (2.29)

Б у  м асалага хп+1> 0, х„+2 > 0, ..., xn+m > 0 қўш им ча 
ў згарувчи лар  киритилса , куйидаги  кенгайтирилган  м асала ҳосил 
бўлади:

■а„х, +  а,гх г +  +  а ,„хп+ х п+, =  Ь, , 
аг1х,  +  аггх г +  +  а 2пх „ + х п+2 =  Ъг , (2.30)

|^ а т ,х, +  а„ 1гх 2 +  +  а т „хп+ х „ т т -  Ь„

X] > 0, х2 > 0, х„>  0, ..., хп+т> 0 ,  (2.31)

Y =  - с ,х , -  с2х 2. спх „ +  0(хп+, + ,...+  xn+J->  m in. (2.32)

У ҳолда Р п+:, Р пч2» - Рп+т в ек то р л ар  базис векто р лар  ва 
x n+1,xn+2,...,xn+m ўзгар у в ч и л ар  «базис ў згарувчи лар»  деб қаб ул  
қилинади.

А гар берилган  м асала қуйидаги  кўри н и ш д а бўлса,

dijXj +  a12x 2 +  +  a lnx n = bj , 
a21Xj + a22x 2 +  +  a2nx n = b2 , (2.33)

*ml*l +  От&г +  +  amnXn =  K -

X j> 0, x2> 0, Xh> 0, (2.34)

Y = CjXj +  c2x 2+  +  cnx n)-> m in , (2.35)

унга су н ъ и й  x n+1,xn+2r.nx n+m ў згар у в ч и л ар  киритилиб уш бу  
кенгай ти ри лган  м асала  ҳосил қилинади:
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C a i l X l а 12Х 2 а 1пХ п ^ Х п+1 b j  ,
I Q,2i x I ^ 2 2 Х 2 а 2пХ п ^ " Х п+2 ~~ Ь2 , (2.36)

J L m l X l +  А т Л  +  +  ПтпХ п + Х п+ш=  Ьт )

x i > 0, х2> О, х п> О, x n+1>0,..., xn4.m> О, (2.37)

Y =  - CjXj - с2х2. спх п +  М (хп+1 + ,...+  x ^ J - ^ m i n .  (2.38)

бу ерда: М — етар л и ч а  к атт а  м усбат сон.
С ун ъ и й  базис ў згар у в ч и л ар и га  мос к елувч и  Р ^ ,  Р п+2,..., Р п+ш 

векто р лар  «сунъий базис векторлар»  деб аталади .
Б ер и л ган  (2.33)-(2.35) м асаланинг оптим ал  ечим и қу й и даги  

теорем ага асосланиб топилади.
Т еорем а . А гар к ен гай ти ри лган  (2.36)-(2.38) м асаланинг 

оптим ал  ечим ида сун ъи й  базис ў згар у в ч и л ар и  нолга тенг бўлса, 
яъ н и

x n+i =0 ( i= l,...,m )
тенглик  ў ри н ли  бўлса, у ҳолда бу ечим  берилган  м асаланинг ҳам  
оптим ал  ечим и бўлади.

А гар  кенгайтирилган  м асалан и н г оптим ал  ечим ида кам ида 
битта сун ъ и й  базис ў згар у в ч и  нолдан  ф а р қ л и  бўлса, у  ҳолда м асала 
ечим га эга бўлм айди.

2 -м исол. М асалани  сун ъи й  базис усули  билан ечинг

Г х , + Зх2 + 2х, + 2х4 = 3

|2х , + 2х2 + х3 + х4 = 3

Xj > О, (j= l, 2,..., 4)
Z = 5xj + 3 х 2 +  4х 3 -  х 4)—> m ax.

Е чи ш . М асалага сун ъи й  х 5> 0 х б> 0 ў згар у в ч и л ар  к и р и там и з 
ва уни норм ал кўриниш га келти рам и з.

Гх, + 3 х , + 2х3 + 2х4 + х 5 =3 

[2х, + 2х2 + х 3 + х 4 + х 6 = 3

х; > 0, ( j= l ,  2,..., 6)
Z = -5х ! - З х 2 - 4 х 3 +  х 4+ М (х 5 +  х б))—> min.

ҳосил бўлган м асалани  сим плекс ж а д в ал га  ж ой лаш ти ри б , уни 
сим плекс у сул  билан  ечам из.
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Базис
вект.

с * я Ро -5 -3 -4 1 М М

Р. р г Рз р . Р 5 р в
1 Рь м 3 1 3 2 2 1 0
2 Pfl м 3 2 2 1 1 0 1

Aj 6М ЗМ+5 5М+
3

ЗМ+4 ЗМ-1 0 0

1 р , -3 1 1/3 1 2 /3 2 /3 1/3 0
2 р« м 1 4 /3 0 -1 /3 -1 /3 -2 /3 1

Л М-3 4/ЗМ +4 0 -1/ЗМ +2 -1/ЗМ -З -5/ЗМ -1 0
1 р* -3 3 /4 0 1 3 /4 3 /4 1/2 -1 /4
2 P i -5 3 /4 1 0 -1 /4 -1 /4 -1 /2 3 /4

Aj -6 0 0 3 -2 1-М -3-М
1 Рз -4 1 0 4 /3 1 1 2 /3 -1 /3
2 Р| -5 1 1 1 /3 0 0 -1 /3 2 /3

Aj 9 0 -4 0 -5 -1-М -2-М

Ш ундай  қилиб сим плекс у су л  буйича 4 -та  қа дам  дан  иборат 
яқ и н лаш и ш да оптим ал  ечим  топилди. Д; < 0. О птим ал ечим 
Х=(1;О;1;0;О;О) Y min=-9.

К енгайтирилган  м асаланинг оптим ал  ечим идаги  сун ъи й  
ў згар у в ч и л ар  0 га тенг (х5=0, х б=0). Ш унинг учун  (3-теорем ага 
асосан) берилган  м асаланинг оптим ал  ечим и

Х=(1;0;1;0); ^ ^ = - 9 ;  Zmax=9; бўлади.

5- §. Х ос ч и з и қ л и  д а сту р л аш  м асаласи . Ц и к л л а н и ш  в а  ун д ан  
қ у т и л и ш  усули  (е - усул)

А гар Р , базис векторларга мос к елувч и  бирорта =0  бўлса,
яъ н и

Р о= Х ,Р ,+ Х гР г+ . . . + Х тР т 
ёйилм адаги  х, л ар д ан  кам ида биттаси  нолга тенг бўлга, чи зи қли  
дасту р л аш  м асал аси  хос ч и з и қ л и  д а ст у р л а ш  м аса л ас и  д ей и л ад и  ва 
Р 4 базис векто р лар га  мос келувчи  базис р е ж а  -  хос р е ж а  бўлади.

Ю корида, сим плекс усулни  асослаш  ж а р аё н и д а  чи зи қли  
д асту р л аш  м асал ал ар и н и  хосмас деб ф а р а з  қилган  эдик. Б у  ф а р азга  
кўра сим плекс усулнинг ҳар  бир и тер ац и яси д ан  сўнг чи зи қли  
ф ун кц и ян и н г қийм ати  кам ая  бориш ини ва чекли  сондаги 
итер ац и яд ан  сўнг у  ўзининг оптим ал  қийм атига эриш иш и 
м ум кинлигини кў р сатган  эдик.

А гар м асал ан и н г  базис р еж аси  хос р е ж а  бўлса,

в = 0

бўлиш и м умкин. У ҳолда бир базис р еж ад ан  иккинчисига ўтганда, 
чи зи қли  ф у н к ц и ян и н г  қийм ати  ўзгарм айди . Б а ъ за н  бундай 
м асал ал ар н и  ечиш  ж ар аён и д а  циклланиш  ҳолати , я ъ н и  м аъ л у м  
сондаги и те р ац и я д ан  сўнг олдинги и те р ац и ял а р д а н  бирортасига
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қай ти ш  ҳолати  р ў й  бериш и мумкин. Ц и кллан и ш  ҳолати  рўй  берган 
м аса л ал а р д а  оптим ал  р е ж а  ҳеч қачон топилм айди. Ц и кллан и ш  
ҳолати , одатда, б ази с  р еж ад аги  бирдан  орти қ  х {=0  бўлган 
ҳо л атлар д а  рўй  бери ш и  мумкин. Б и рд ан  о рти қ  векторлар  учун в=0  
бўлганда бази сдан  чиқариладиган  векторни  тўғри  ан и қ лаш  
ц иклланиш  ҳолатини  олдини олиш да к атта  аҳам и ятга эгадир. 
Б ун дан  кўри н ади ки , хос м асалаларни  ечиш га м ослаш тирилган  
у су л л а р  м асаланинг оп ти м ал  ечим ини топиш га иш онч билдириб 
бази сдан  чи қ ар и л а  диган  векторни танлаш нинг ягона йўлини 
кў рсати ш и  керак.

Хос ч и зи қл и  д а сту р л аш  м асаласининг геом етрик тасвирини
2.1 ш аклдан  к ў р и ш  м умкин. Б ун да Р0 вектор Р „  Р2, Р3 в екто р лар д ан  
ту зи л ган  қ ав а р и қ  конуснинг сиртида ётибди. Ш унинг учун Р 0 
вектор  Р „  Р 2, Р3 векторларн и н г қ ав а р и қ  ком бинацияси си ф ати д а  
и ф од алаб  бўлм айди , лек и н  уни Р , ва Рг векторларн и н г қавар и қ  
ком бинацияси  о р қ ал и  и ф од алаш  мумкин. Р0 ни Р „  Рг, Рз 
векторларн и н г қ а в а р и қ  ком бинацияси орқали  и ф о д ал аш  учун  
x lP J+ x 2P2+ х 3Р3 ёй и лм ад аги  Р3 векторнинг коэф ф и ц и ен ти  х 3= 0  
бўлиш и керак.

А гар Р3 векторни  си лж и ти б  Р р  Рг> Р3 в екторлард ан  таш ки л  
топган қавар и қ  конуснинг ичига ки ри тсак , у ҳолда уни Р р Р2, Р3 
векторларнинг қ ав а р и қ  ком бинацияси орқали  и ф од алаш  м ум кин  
бўлади. Р3 векторни  қ авар и қ  конуснинг ичига си лж и ти ш  учун  
и хти ёри й  кичик е > 0  сон олиб, Р „  Р2, Р3 векторларнинг

е Р ,+ е г Р г+ е 3 Р3 
комбинациясини т у за м и з  ва уни м асаланинг
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х ^ + Х гР г+ Х д Р з  = Р 0+ е  Р ,+ е 2 Р 2+ е3 Р;?=  ^о(Е)

Ҳ осил  бўлган  Р 0(с) вектор  P j, Р 2, Р3 в екто р лар д ан  таш ки л  
тоган қ ав а р и қ  конуснинг ичида ётад и  (2.1- ш акл). Д ем ак , Р0 ни P lt 
P2, P3 векторларн и н г қ ав а р и қ  ком бинацияси о р қ ал и  и ф од алаш  
мумкин.

Х уд д и  ш унингдек, ум ум ий  ҳолда берилган  м асаланинг

Ф а р а з  қ и лай ли к , Р „  Р 2,. . . ,  Рт базис векто р лар  бўлиб, у л а р  В 
м атри ц ан и  таш к и л  қилсин. У ҳолда

ўзгар ти р и лган  (2.41) чегараловчи  ш артли  м асаланинг ечим и бўлади.

тенглик  ўри н ли  бўлгани учун  (2.43) ни уш бу кўри н и ш д а и ф о д ал аш

е ни ш ун дай  кичик  сон деб қаб ул  қилиш  м ум кинки, b,(£) >0 
тен гси зли к  барча л ар  учун ўринли  бўлади. Б ази сд ан
чи қ ари лад и ган  P z векторни  ан и қлаш  учун

х 1Р ,+ х гРг+ . . .+ х тРт+ . . .+  х пРп =  Р0 (2.40)

ч ек лам ал ар и н и  қуй и даги ча ёзи ш  мумкин:

х ,Р  ,+ х 2Р г+ .. ,+ х тРт + ... +  х пРп -  
Р 0 + е Р ,+ е 2 Р г+ . . .+ е т  Р т+ .. .+ е п Р„ = Р 0(б) (2.41)

X  = В 'Ра > о 
берилган  м асаланинг ечим и ва

Y { e ) = В ]Р0( £ )  > 0

(2.42)

(2.43)

(2.44)

мумкин.
Х ( с ) ~ В ' 1Р0 + ғ В ' Қ  +£2в ' р 2 В~'рп1 В~1Рп =

= X + eX i + £ 2Х 2 +... + £”Х т + ... + £п Х !Г
(2.45 )

Д ем ак, bt (e) қуй и даги ч а аниқланади

(2.46)

6l (e) = i1 + e*+ (2.46)
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Ь,+е'+ Y ,eJait
> ? "" - - > Q

ал

қийм атни  б арча  а 1к>0 л ар  учун ҳисоблайм из. (2.47) га асосан
ЬЛе)

нисбат i= l  д а  минимум га эриш ади , чунки  bt(e) ё  ни  у з  ичига 
олувчи  би рд ан -б ир  ўзгарувчидир. (2.45) ва  (2.48) га асосан  0О
(2.46) даги  ё  олдидаги  к о эф ф и ц и ен тдан  ф ой д алан и б  аниқланади .

С им плекс ж а д в ал  бўйича и ш лаш  ж ар аён и н и  қ уйидагича 
тар ти б лаш  м умкин.

қийм ат, битта i—l индекс учун ўри н ли  бўлса, у  ҳолда Р1 базисдан  
чиқарилади . А гар  в  минимум қийм атга бир нечта i и н д екслард а  
эриш иса, у ҳолда ҳам м а i и н декслар  учун  j= l  да atj/ a ik нисбат 
ҳисобланади. Б у  нисбатларнинг м иним ум ига мос к ел у вч и  векторни  
базисдан  чи қарилади . А гар в  м иним ум  қийм атга бир нечта i 
и н декслард а  эри ш са , у ҳолда худди  ш ун дай  нисбатни j + i  устун 
учун ҳисобланади  ва бу нисбатнинг м иним ум  д и й м ати га  мос 
келувч и  вектор  бази сдан  чиқарилади .

М асалан , агар  P lf Р2, ..., Рт бази с векто р лар  учун

А гар

в0 = min (я* > 0)

бўлса, у  ҳолда — ; нисбатлар  ҳисобланиб, у л а р  ў зар о
°\к Qlk

солиш тирилади .
Б у н д а

бўлса, Р2 вектор  бази сдан  чиқарилади . А гар

V» -

бўлса, бази сдан  Р , вектор  чиқарилади . А гар  
а\\ а2\

тенглик  ўринли бўлса, ватенглик  ўринли бўлса, н и сб атлар  ҳисобланиб, у л а р

ўзар о  солиш тирилади .
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Ю қорид агидек  н исбатларни  солиш тириш  тенгсизлик  ҳосил 
бўлгунча давом  этти ри лади . (2.47) га асосан  ал б атта  бирорта j  учун 
тенгсизлик ҳосил  қи ли ш и  керак.

Б ази сга  ки ри ти лад и ган  Рк танлан ган д ан  сўнг, сим плекс 
ж а д в ал  м аъ л у м  йўл  билан алм аш тири лади . Н ати ж ад а  топилган  
янги Х(е) бази с р е ж а  етар л и  д а р а ж а д а  кичик  е учун  хосм ас р еж а  
бўлади.

А м алда хос чи зи қли  д а ст у р л аш  м асаласи  ж у д а  кам  учрайди . 
Қ уйида биз келти рад и ган  м асала А м ери ка м атем ати ги  Б и л  
томонидан тузилган .

—X. -  60 х , ----— х, + 9х. + х* = 0,
4 1 - 25 3 4 5

- х ,  -  90х, -  —  х, + Зх. + + х6 = 0, ( / )
2 '  50 ' 6

7 = К

*, * 0. (У = К7)

У = -  —х. -t 150 х, — — х, + 6х, -» min 
4 ' * 50 3

Б у  м асал а  хос м асала  бўлиб, уни ю қорида кел ти ри лган  
«тўғрилаш » усули н и  қ ў лл ам ай  ечганда цикллан и ш  ҳолати  рўй  
беради. С им плекс усулнинг 7- и терац и яси дан  сўнг 2- и тер ац и яга  
қайтиш  ҳо л ати  рўй  беради. А гар ю қорида к5фган «тўғрилаш » 
усулини қ ў л л а м а са к , бу цикллан и ш  ҳолати  ч екси з р ав и ш д а 
такрорлан и ш и  м ум кин, дем ак  м асаланинг оптим ал  ечим ини топиш  
им конияти бўлм айди.

Энди м асалага  «тўғрилаш » усулини  қўллаб  ечам из. Энг ав в ал  
берилган м асал ан и  қуйидаги  кўри н и ш д а ёзиб олам из:

— х, -  60 х , — —Х-, + 9хл + х , = 0 + — с -  60г.*2,
4 1 - 25 3 4 5 4

- - х, - 9 0 х ,  х 3 + 3 х 4 + + х 6 =0 + -е-90е2, (II)
2 1 - 50 3 4 6 2

х3 + + х 7 = 1,

x jzo .  и  = i j )

Y = д:. + ISOjc, х, + 6х. —» min.
4 1 2 50 3 4

Б у  ер д а  е кичик  м усбат сон бўлиб, уни ш ундай  тан л аш  
м умкинки, н ат и ж а д а  тенглам аларнинг ўнг томонига с нинг ф а қ а т
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биринчи  ва иккинчи  д ар аж аси н и  қ ўш и ш  етарли  бўлсин. (II) 
м асалан и  сим плекс ж ад в ал га  ж ой лаш ти ри б  ечам из:
I.

Б аз.
век.

Qua Ро - 3 /4 150 -1 /5 0 6 0 0 0
Р, Р 2 Р , Р . Р , р 6 р 7

Р* 0 0 + (1 /4 ) б-6 0 б2 1 /4 -60 -1 /2 5 9 1 0 0
Рь 0 0 + (1 /2 ) е-9 0 е2 1 /2 -90 - 1 /5 0 3 0 1 0
р . 0 1 0 0 1 0 0 0 1

0 3 /4 -150 1 /5 0 -6 0 0 0

II.
р» “3 /4 е-2 4 0 е2 1 -240 - 4 /2 5 36 4 0 0 j
р . 0 ЗОе2 0 30 3 /5 0 -15 -2 1 0

! Рт 0 1 0 0 1 0 0 0 1
0 0 30 7 /5 0 -33 -3 0 0

III.
р . - 3 /4 8 1 40 8 /2 5 -84 -12 8 0

! р . 150 е2 0 1 1 /5 0 0 - 1 /2 -1 /1 5 1 /3 0 0
1 Ртj 0 1 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 2 /2 5 -18 -1 -1 0
IV

Pi - 3 /4 160е2+ е 1 -160 0 -4 - 4 /3 8 /3 0
р . - 1 /5 0 500б2 0 500 1 -250 -1 0 0 /3 5 0 /3 0
р 7 0 1 0 -500 0 250 1 0 0 /3 - 5 0 /3 1

0 0 -40 0 2 -1 - 7 /3 0
V.

Pi - 3 /4 160е2+ е+ 2 /1 2 5 1 -1 6 8 0 0 - 4 /5 1 2 /5 2 / 1 2 5

р 2 - 1 /5 0 500е2+1 0 0 1 0 0 0 1

р* 6 1 /2 5 0 0 -2 0 1 2 /1 5 - 1 /1 5 - 1 / 2 5 0

- 1 / 1 2 5 - 1  3 0 е 2- 3 / 4 б 0 -3 9 0 0 7 /5 -1 1 /5 - 1 / 1 2 5

VI
P t - 3 /4 160б2+ б+ 1 /2 5 1 -180 0 6 0 2 1 / 2 5

Р . - 1 /5 0 500б2+1 0 0 1 0 0 0 I 1
Р , 0 3 /1 0 0 о -15 0 1 5 /2 1 - 1 /2 i - 3 / 1 0 0

- 1 3 0 б 2- 3 / 4 б - 1 / 2 0 0 -15 0 -2 1 /2 0 - 3 /2 1 - 1 / 2 0

Ш ундай  қилиб, ю қоридаги  «тўғрилаш » усулини  қ ўллаб  
м асалан и  ечганда 6 - босқичда оптим ал  ечим  топилади.

JT(£:) = (160£г2 +е + H25tfp00e2 +1; 0; 3 /100 )

П*(*) = -130*2 -  (3 / А)е -1/20

Б ери лган  м асалан и  ечим ини топиш  учун  е=0 деб қабул 
қилам из.

Ж авоб: Х 0= (1 /2 5 ; 0; 1; 0; 3 /100), Y min(X0)= - l/2 0 .
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Қ уй и д аги  хос м асал ан и  тў ғр и л аш  усулини  (s- усулни) қ ў лл аб
ечинг:

jc, +хъ - 2 х 4 - З х 5 + 4х6 = О, 
х2 +  4*3 -Зх4 -  2 х 5 + х 6 =  О 

Х3 +  Х4 +  Х5 +  Х6 +  JC? =  1,

> 0 ,  (у  = 17)

Y  = x y -дг4 + х 5 + х 6 —> max.

Таянч су з ва иборалар.

А ж р ати л ган  ў згар у в ч и л ар ; аж р ати лм аган  
ў згар у в ч и л ар ; базис; базис ўзгарувчи ; базис ечим; 

ум ум ий  ечим; ном анф ий базис ечим; н азо р ат  
тенглам а; аниқловчи  коэф ф и ц и ен т; 0 -тенглам а;

Х -тен глам а; 0 -тен гл ам ал ар  систем аси; X - 
тен гл ам ал ар  систем аси ; сим плекс усул; сим плекс 
ж а д в ал ; о п ти м алли к  м езони; оптим ал  ечим нинг 
м ав ж у д  эм асл и к  мезони; сунъий  базис; сун ъи й  

базис усули; кенгайтирилган  м асала; хос чи зи қли  
програм м алаш  м асаласи ; хос р еж а  (ечим); 

_________________ циклланиш ; с -у сул. ____________

Н азор ат  саволлари:

1. Б а зи с  нима?
2. Б а зи с  векто р лар  ва б ази с ў згар у в ч и л ар  нима?
3. Ч и зи қ л и  тен гл ам ал ар  систем асининг ум ум ий  ечим и ёки  

базис ў згар у в ч и л ар га  нисбатан  ан и қлан ган  ф орм аси  
қандай?

4. Ч и зи қ л и  тен гл ам ал ар  систем асининг базис ечим и деганда 
қан д ай  ечим ни туш ун ам и з?

5. Ч и зи қл и  тен гл ам ал ар  систем асининг ном анф ий б ази с 
ечим и нима?

6. 0- тен глам а ва 0- тен гл ам ал ар  систем асини  таъ р и ф л ан г .
7. Ч и зи қ л и  тен гл ам ал ар  систем асининг биргаликда 

б ўлм асли к  ш ар ти  қандай?
8. Ч и зи қ л и  тен гл ам ал ар  системасининг ном анф ий ечим и 

қачон м ав ж у д  бўлм айди?
9. Н азо р а т  тен глам а нима?
10. А ниқловчи к о эф ф и ц и ен т  нима ва у қандай  топилади?
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11. С им плекс ж а д в а л  ним а ва унинг қан д ай  кўриниш ларини  
биласиз?

12. Ч и зи қл и  д а ст у р л аш  м асаласининг оптим ал  р еж аси  
(ечими) нима?

13. О птим ал  ечим нинг м авж у д  эм аслик ш арти  қандай?
14. Б ази с  еч и м лар  қан д ай  қоида асосида алм аш тирилади?
15. С им плекс (Данциг) усулининг гояси қандай?
16. Д анциг у су л и д а  оптим аллик  м езони қандай?
17. Данциг у су л и д а  оптим ал  ечимнинг м авж уд  эм аслик 

мезони қандай?
18. С унъий  базис у су л и  қачон қўллан и лади ?
19. С унъий  ў згар у в ч и  ва қўш им ча ў згар у в ч и л ар  ним а ва 

уларнинг ф а р қ и  ним адан  иборат?
20. С унъий базис усули д а оптим ал ечимнинг м авж у д  эм аслик  

ш арти  қандай?
21. Ч и зи қли  д а ст у р л аш  м асаласининг хос м асаласи  қандай?
22. Ц иклланиш  нима ва у қачон рўй  бериш и мумкин?
23. в- усулнинг ю я с и  қандай?

М асалалар:
1. Ч и зи қл и  тен гл ам ал ар  системасининг ном анф ий базис 
ечимини топинг.

Г— 4лг, +х2 + 2х , = 1 2 ,

I 6х} + 3дг3- х 4 =30, 

л'у > 0 .  (у =Й).
2. Ч и зи қли  тен гси зл и кл ар  сим тем асининг ном анф ий базис 
ечимини топинг.

jr, +  х2 < 4 ,

- jc, +  2х 3 <  7, 

jc, +3дг2 + 2 х 3 <12,

xy >0. о  = й )

j  2х] + д'2 + х3 -  4jc4 > 6,
I  Зх] - х 2+2хг > 4 ,

Xj>0. 0  = М )

3. Б ери лган  систем анинг ном анф ий базис еч и м лари  ичида 
м ақсад ф у н к ц и яга  эк стр ем ал  қийм ат берувчисини  топинг.

а)

б)
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Где, +2x, + x 3 =10, 

{ -  x, + 4x2 + x 4 = 8  

* ,> 0 , (y = p )

Y = 2x, +3x2 +4jc, —> max.

6) [2x, +дг3+дг4 <30,

{ x, + 3x2 + 3x3 + x4 < 20,

x ,> 0 , ( j  = \A)

Y -  4x, + 6x2 + 9x3 + 6x4 —> max.

Г Зх, + x, -  x, + хл >8,
«к|x, -  2x, + x3 + 2x4 > 6,

x ,> 0 , { j  = \£)
Y =  2x, -  x, +  4x3 +  5 x 4 —> max.

4. Ч и зи қ л и  дасту р л аш  м асал ал ар и н и  сим плекс у су л  билан 
ечинг.

-  х, + 2х2 + *3 = 6, 
а К х( + х2 + х4 = 9,

Зх, -  х2 + х. = 12,

х ,> 0 , C/ = U5)
У = 7х, + х2 - 4х3 + х4 - 9  -» max.

х, -  х2 -  2х3 = 4,
б у  2 х 2 + 4х3 + х4 -  8,

х2+ х3 + х5 = 6,

х .> 0 , y  = U )
К = х, + 2х2 -  х3 -  х4 + 2х5 —> max. 

х,+3х2 <4, 
в> х, + Зх3 <7, 

х,+3х2 + Зх3 <12,

xj .- о, а  = й )
Г = Зх, + 8х2 + 5х3 —> max.

5. М асалаларнинг ечимини сунъий  базис усули билан ечинг.
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2х, + х2 + х3 -  4хф > 6,
Зх, - х 2 + Зх3 >4,

ху - 0 ,  (7 = 14)
К = 2х, + 4jc2 + 5х3 + х4 —► max.

2х, + Зх, + х3 + х4 =6, 
х, +Зх3 + х4 =2,

Xj >0, (у = М )

К = х, + 2 х2 -  х3 4- х4 —> max.

X, + 3х2 <4,
в>{ х, + Зх3 < 7,

х, + Зх2 + Зх3 < 4, 

х ; >0, (y = U )
К = Зх, + х2 + 2х3 —> max.

6. Хос ч и зи қл и  д асту р л аш  м асаласининг оптим ал  ечим ини 
топинг.

х, -  х2 -  2 х5 = О,
а  к х2 + х4 + 4 х5 = О,

х2 + х 3 +х5 =\у

х, >0, ( j  = \,5)

У = X, + х2 + х3 + 2х4 + Зх5 —> max.

бЛ

х, -  х2 -  х3 + 8х4 + х5 + х6 + х7 + х8 =0, 
х, -  х2 + х3 + 7х4 +11х5 + 2х6 -  х7 -  х8 = О, 
х, + х2 + х3 — 1 5х4 + 1 2х5 - х6 - х7 + Зх8 = 2,

X, >0, (J = 1,8)

У = х, + х2 + 2х3 + Зх4 -  х5 + х6 + х7 + 7х8 —> max.

У = 2х. + х, + х. —> max.
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III БОБ. ЧИЗИҚЛИ ДАСТУРЛАШДА ИККИЛАНИШ  
НАЗАРИЯСИ

1-§. Иккиланиш назариясининг асосий тушунчалари. Қушма 
масалалар ва уларнинг иқтисодий талқини. Симметрии ва 

симметрии бўлмаган қушма масалалар

Ҳ ар бир чизиқли д а ст у р л а ш  м асаласига унга нисбатан  
иккиланган  м асала деб ат ал у в ч и  бош қа м асалани  мос қўй и ш  
мумкин. Б ерилган  м асаладаги  м ақ сад  ф у н кц и я ва н ом аъ лум ларга  
қ ў й и л г а н  чегаравий ш ар т л а р  о рқ али  иккиланган  м асалан и н г м ақсад  
ф ункц и яси н и  ва чегаравий  ш ар тлар и н и  тў л а  ан и қлаш  мумкин.

Б ерилган  м асала ва унга иккиланган  м аса л ал а р  биргаликда 
ў зар о  иккиланган  (қўш м а) м аса л ал а р  деб аталади . А гар берилган 
м асала ёки унга иккиланган  м асал ал ар д ан  бирортаси  ечим га эга 
бўлса, уларнинг иккинчиси ҳам  оптим ал  ечимга эга бўлади.

У заро қўш м а м асал ал ар н и  к ў з  олдига к елти ри ш  на уларнинг 
иқтисодий м аъноларини  т а ҳ л и л  қилиш  учун  қ уй и да иш лаб 
чиқариш ни р еж алаш ти ри ш  м асаласи н и  кўрам из.

а ,,* , +  а1гх г +  +  а ,ях п < Ь, , 
аг,х, +  а 22х 2 +  +  а 2пх„ < Ь 2 , (3.1)

ат1х, + ат2х г +  +  атпх п < Ь,m  у

х } >0, х2>0, х п20, (3.2)
Y = сjX2 +  С2Х2 +  +  спхп m ax (3.3)

М асаланинг (3.1) ш ар ти  м аҳсулот иш лаб чи қариш  у ч у н  сар ф  
қилинадиган  m  хил хом аш ёнинг ҳар  бири чегараланган  эканлигини  
ва уларни  м еъёрида сар ф  қилиш  кераклигини  курсатади . Б у  ерда: 
Xj (j=l,...,n)  иш лаб ч и қ ар и л адиган  j -м аҳсулот м иқдори, bt (i=l,...,m)
i -х ом аш ёнинг заҳираси , a i; к о эф ф и ц и ен тлар  ;-м а ҳ су л о т  бирлигини 
иш лаб чиқариш  учун с а р ф  қилинадиган  г-хом аш ё м икдори 
(нормаси) ни курсатади. У -м ақсад  ф ун кц и я бўлиб у  иш лаб 
чиқарилган  м аҳсулотларнинг п ул  қийм ати м аксим ум  бўлиш и 
кераклигини  кўрсатади , бу  ер д а  С; j -м аҳсулот бирлигининг 
баҳосидир. М асалани вектор  ф о р м ад а  қуйидагича ёзи ш  мумкин:

А Х <Б, (3.4)
Х20, (3-5) 

Y = C X — ►max (3-6)

Ф а р аз  қилайлик, корхона м аълум  бир сабабларга кўра 
м аҳсулот иш лаб чиқариш ни тў х татган  бўлсин. Ш у сабабли  корхона
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хом аш ё в а  бонщ а иш лаб чиқариш  воситаларини  сотмоқчи бўлади. 
Корхона бу хом аш ёларн и  сотиш дан олган  туш ум ининг м аҳсулот 
иш лаб чи қариб  уни сотиш дан олган туш ум идан  кам  бўлм аслигига 
ҳ а р а к а т  қилади . И ккинчи  томондан хом аш ё сотиб олувчи  корхона 
эса у л ар н и  кам  х а р а ж а т  са р ф  қилиб сотиб олиш га ҳ а р а к а т  қилади. 
И ккиланган  м асала  хом аш ёларн и  сотувчи ва уларни  сотиб олувчи 
корхон алар  м ақсадини  ам алга ош ириш и керак. Б унинг учун  хом 
аш ёларн и н г W „ W 2, Wn нархини  ш ундай  белгилаш  к еракк и  
сотувчи корхона за р а р  кўрм асин  ҳ ам д а сотиб олувчи  корхонанинг 
са р ф  қилган  х ар а ж а тл а р и  минимал бўлсин.

М атем ати к  н у ктаи  н азард ан  иккиланган  м асалани қуйидагича 
ёзи ш  мумкин:

a t l W + * 21И' mXW

an lV а „IV ,,И'
(3.7)

a u W a 2J V 2 +. . .  , nW

W, >0JV2 > 0 > 0 ,  (3.8)
F = \b2W2 +... + bJVm — ^m in (3.9)

И ккиланган  м асаладаги  (3.7) ч ек л ам ал ар  м аҳсулот бирлигини 
иш лаб чи қариш  учун сар ф  қилинадиган  барча хом аш ёларн и н г пул  
қийм ати  м аҳсулот  баҳосидан кам  бўлм аслик  керакли ги н и  
курсатади . (3.9) ш ар т  эса м ақсад ф ун к ц и я  бўлиб, у барча хом 
аш ёларнинг баҳоси  м инимал бўлиш и керакли ги н и  кўрсатади .

И ккиланган  м асала м атрица ф орм а да қуйидагича ёзи лади : 
W A<C, (3.10)

W>0, (3.11)
F=W B  — ►mm (3.12)

(3.1)-(3.3) ва (3.7)-(3.9) м асал ал ар  "ўзаро  сим м етрик бўлган  
қўш м а м асал ал ар " дейилади. Б у  м асалаларни н г ҳ ар  бирида 
чегаравий  ш ар т л а р  тен гси зли клардан  иборат бўлади  ҳам да 
ном аълум ларнинг м анф ий бўлм аслиги талаб  қилинади. С им м етрик  
бўлм аган қўш м а м асал ал ар  ум ум ий ҳолда қуйидагича қ ўйилади :

Б ери лган  м асала
АХ=В , (3.13)

Х>0, (3.14)
Y=C  *Х— +max(min)  (3.15)

И кки лан ган  м асала
W A X  (WA < С) (3.16)

F = W B — +min(max) (3.17)
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Б у  м аса л ал а р д ан  кўри н ади к и , агар  берилган  м асалад аги  ч е к - 
л ам ал ар  тен глам а кўри н и ш и д а бўлса, у  холда икки лан ган  м а с а л а 
даги чегарави й  ш ар т л а р  тен гси зли к  к ў р и н и ш и д а  бўлади , уларн и н г 
">" ёки  "<" к ўри н и ш и д а бўли ш и  бери лган  м асалад аги  м ақ сад  
ф ункциясининг мос рави ш да У m a x  ёк и  Y min  к ў р и н и ш д а  
бўлиш ига боғлиқ бўлади. А гар  бери лган  м аса л ад а  м ақсад  ф у н к ц и я -  
си Y m ax  к ў р и н и ш и д а бўлса, и к ки л ан ган  м асалад а  у  F min  
бўлади ва аксинча, агар  берилган  м аса л ад а  м ақсад  ф у н к ц и я
Y min  к ў р и н и ш д а бўлса, у  ҳолда и к ки лан ган  м асалад а  F  m ax  
кўриниш да бўлади .

Ю қо ри д аги лард ан  хулоса қилиб, ў за р о  иккиланган  (қўш м а) 
м асалаларни н г м атем ати к  м оделлари н и  қ у й и даги  кўри н и ш д а и ф о 
далаш  мумкин.

Симметрик бўлмаган қушма масалалар:

1. Б ер и л ган  м асала
АХ=В,

Х20, 
Y = C 'X — ► m m

2. Б ер и л ган  м асала
АХ=ВУ

Х>0, 
Y = C 'X — ► m a x

И кк и лан ган  м асала 
WA  < С, 

F=WB  — ►max

И кк и лан ган  м асала 
WA > С, 

F=WB  — ►mm

Симметрик қўшма масалалар:
Б ер и л ган  м асала 

А Х > В ,
Х>0,

Y=C'X  — ►mtn 
Б ер и л ган  м асала 

АХ<ВУ
Х>0,

Y=C'X  — ► m a x

И кк и лан ган  м асала 
WA  < С,

W >0,
F =W B — ►max 

И кк и лан ган  м асала 
WA > С,

W > О,
F=W  В — ►min

Қушма масалалар орасида яна қуйидаги боғланишлар мав
жуд.

1. Б ер и л ган  м асаладаги  технологик к оэф ф и ц и ен тлар д ан  т а ш 
кил  топган м атр и ц а

*12

А = *2. *22 °2н

ат 2 аши
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кўри н и ш д а бўлса, и ккиланган  м асалад аги  м атр и ц а

А 1 =

а \\ ° 2 \ 

а 12 ° 2 2

*2„

к ўри н и ш д а, яъ н и  А м атрицага транспонирланган  м атрица бўлади.
2. И кки лан ган  м асалад аги  н о м аъ л у м л ар  сони берилган  

м асалад аги  чеклам аларн и н г сонига тенг. И ккиланган  м асалад аги  
ч е к л а м а л ар  сони берилган  м асалад аги  н о м аъ л у м л ар  сонига тенг 
бўлади.

3. И ккиланган  м асала м ақсад  ф у н кц и яси д аги  к оэф ф и ц и ен тлар  
берилган  м асалад аги  озод ҳад лард ан  иборат бўлади. И ккиланган  
м асалад аги  озод ҳ ад л ар  эса берилган  м асала м ақсад  ф ун к ц и яси  
коэф ф и ц и ен тлар и д ан  и борат бўлади.

4. А гар берилган  м асалад аги  х ; ном аълум  м усбат бўлса (х; >0)у 
ҳолда иккиланган  м асаладаги  j -ч екл ам а  ">"кўриниш даги 
тен гси зли кд ан  иборат бўлади. А гар х • ном аълум  м усбат ҳам , 
м анф ий  ҳам  қ и й м атл ар н и  қаб ул  қилиш и м ум кин бўлса, у  ҳолда 
иккиланган  м асалад аги  j -ч екл ам а тен глам адан  и борат бўлади.

5. А гар берилган  м асалад аги  г-чеклам а тен гси зли кд ан  иборат 
бўлса, иккиланган  м асалад аги  W, н ом аълум  м усбат бўлади , яъ н и  
>0.

А гар (1)-(3) м асалад аги  г-чеклам а тен глам адан  иборат бўлса, 
W, м усбат ҳам , м ан ф и й  ҳам  бўлиш и мумкин.

1-м исол. Б ер и л ган  м асалага  и ккиланган  м асала тузинг.
- х 2+ З х 2- 5 х 3< 12,
2 х г х г+ 4 х 3< 2 4 ,
Зх 2+ х 2+ х 3< 18, 

х }>0,  х 2>0, х 3>0,
Y = 2 x 1+ x 2+ 3 x 3— ► m a x .

Ечиш. М асаладаги  барча ч ек л ам ал ар  "<" кўриниш д аги  
тен гси зли клардан  иборат, дем ак , берилган  м асалага  сим м етри к  
қўш м а м асал ал ар н и  хосил  қилам из:

Б ери лган  м асал а  
- х ,+ З х 2- 5 х 3< 12,  
2 x j - x 2+ 4 x 3< 2 4 ,  
З х 2+ х 2+ х 3< 1 8 ,  

X j>0 ,  х 2>0, х 3>0,  
У = 2 х ;+ х 2+ 5 х з — ► m a x .

И кк и лан ган  м асала 
- W ^ 2 W 2+3W 3>2, 

3W r W2+ W 3>l, 
- 5 W ^ 4 W 2+ W 3>3, 

W t>0, W2>0, W3>0, 
F= I 2Wj+24W x 2+  18W3 — >m i n .

www.ziyouz.com kutubxonasi



2-мисол. Б ери лган  м асалага иккиланган  м асал а  тузинг.
Xj-х г+4х3<12,

Xj"b 3 х 2~ 2 х 3 13, 
xj+ 5x2-6x3< ll,
Xj>0, х г>0, х 3>0,

Y=4x 1+x 2+4x 7—► m ax
Ечиш. Б ерилган  м асалад аги  иккинчи ш ар т  тен глам адан  1- 

ш ар т  ҳам да 3 -ш арт тен гси зли клар  дан  иборат. Ш унинг учун, 
иккиланган  м асалани  ту зи ш д а  ю қоридаги 5-бандда келти ри лган  
қоидага риоя қилам из ва қуйидаги  м асалаларга  эга бўлам и з:

И ккиланган  м асал а  
W ,+ W 2+W 3>*,

-W j+3W2+5W3>1, 
4Wr 2W2-6W3>4,

W,>0, W3>0,
F= 12W j+13Wx2+11W 3-+ min.

2-§. Иккиланиш назариясининг асосий теоремалари ва уларнинг 
иқтисодий талқини

И ккиланиш  н азари яси д а  берилган  м асаланинг ихтиёрий  X 
ж о и з р еж аси  ҳам да иккиланган  м асаланинг и хти ёри й  W ж ои з 
р еж аси  учун

Y(X) < F(W) (3.18)
тенгсизлик, яъ н и

i c / x , s t b , i r i
/=■! 1-1

тен гси зли к  ўринли бўлади. Б ундай  тенгсизлик  и ккиланиш  
назари яси н и н г асосий тенгсизлиги деб аталади .

Б у  тенгсизлик  и хти ёри й  м ум кин бўлган  иш лаб чи қариш  
р еж ас и  ҳам да хом аш ёларнинг ихтиёрий  м умкин бўлган баҳолари  
учун  иш лаб чиқарилган  м аҳсулот баҳоси сар ф  қилинган  хом 
аш ё л ар  баҳосидан ош маслигини кўрсатади .

1-теорема. А гар қўш м а м асал ал ар д ан  бирортаси  оптим ал  
ечим га эга бўлса, у ҳолда иккинчиси ҳам  ечимга эга бўлади  ҳам да 
бу  м асал ал ар д аги  чизиқли  ф ун кц и яларн и н г эк стрем ал  қи й м атлари  
ў за р о  тенг бўлади , яън и

(3.19)

А гар бу м асалалардан  бирининг чи зи қли  ф у н кц и яси  
чегаралан м аган  бўлса, у ҳолда иккинчи м асала ҳеч  қандай  ечимга 
эга бўлм айди.

Б ерилган  м асала 
x i-х 2+4х3< 12, 

х 1+3х2-2х3=13, 
х ^ Б х ^ б х ^ Н ,  

Xj>0, х 2>0, х 3>0, 
Y = 4 x j+ x 2+ 4 x 3 -► max.
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И сбот. Т еорем ан и  сим м етрик  бўлм аган  қўш м а м аса л ал а р  учун  
исботлайм из. Б ер и л ган  м асала  оп ти м ал  ечим га эга ва уни си м п лекс 
у сул  билан топиш  м ум кин деб ф а р а з  қилам из. У м ум ийликни  
б узм асд ан  оп ти м ал  ечим даги  базис в е к т о р л а р  биринчи m  т а  Р „  Р 2,- 

, Рт в ек то р л а р д а н  иборат деб қаб ул  қилам из. Ш у векто р лар н и н г  
коорд и н аталари д ан  ту зи лган  м атри ц ан и  В билан  белгилайм из. 
О хирги сим плекс ж а д в а л  д астлабки  си м п лекс ж ад валд аги  Р ,, Р 2, , 
Рт Рт+1, , Рп векторларн и н г бази с  векто р лар  буйича ёйилм асини  
у з  ичига олади, я ъ н и  д астлабки  сим плекс ж ад в ал д аги  ҳ а р  бир 
вектор  Pj учун  охирги сим плекс ж а д в ал д а  қ уй и даги  
м уносаб атларни  қан о атл ан ти р у в ч и  Х; вектор  мос келади :

Pj=BXj ёки  В 'Р ;=Х, (3.20)

X — (X X ) X ni, X nt+i,.. -, X п) билан  охирги  сим плекс ж ад в ал н и н г  
элем ен тлари д ан  та ш к и л  топган м атр и ц ан и  белгилайм из. С им плекс 
ж адвалн и н г дастлаб к и  m  та вектори  б ази с векто р лар д ан  и борат 
бўлганлиги сабабли X м атри ц а қуйидаги  кўриниш га эга бўлади :

'\ о о

0 1 I
О птим ал ечим  Х ° = В 1Ъ вектордан  иборат бўлиб, қуйидаги  

м уносабатлар  ўр и н л и  бўлади:

А = В Х , B lA = X , (3.21)
Ъ=ВХ°, B Jb=X°, (3.22)

у тт=С0Х°, (3.23)
А = С °Х -С <0 , (3.24)

бу ерда C°=(Cj, с2, ..., ст)~ оптим ал  ечим га мос к ел у вч и  С
векторнинг к оорд и н аталари д ан  ту зи л а га н  вектор  - қатор. Энди

W0=C°B-J (3.25)

ф о р м у л а орқали  ан и қл ан у в ч и  W° ни и ккиланган  м асалан и н г р еж ас и  
эканлигини  кўрсатам и з. (3.16), (3.21), (3.24), (3.25) м ун осаб атларга 
асосан

W°A - С = С0В 1 А - С = С°Х- С<0.
Демак,

W°A - С <0,
ёки

W°A <С,
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Ш ун д ай  қилиб (3.25) ш артн и  кан о атл ан ти р у в ч и  W° вектор 
иккиланган  м асаланинг р еж ас и  бўлади. Б у  р еж ад аги  иккиланган  
м асала ч и зи қли  ф ункциясининг қи й м ати  Z(W°)= W°b га тенг.

(3.25) в а  (3.22) га асосан

Z(W°)= W°b= C °B Jb=  C0X0=Y(X°)=Ymin (3.26)

Б ундан  кўринадики , иккиланган  м асала чизиқли  
ф ункциясининг W° р еж ад аги  қийм ати  берилган  м асаланинг чизиқли  
ф ункциясининг оптим ал қийм атига тенг экан.

Энди W 0 р еж а  иккиланган  м асаланинг оптим ал  р еж аси  
эканлигини кўрсатам из. (3.13) ва (3.14) ш ар тлар н и  
каноатлантирувчи  ихтиёрий  n  ўлчовли  W век то р лар  учун куйидаги  
м уносабатлар  ўринли бўлади:

WAX=Wb=Z(W)
WAX<CX=Y(X)

(3.27) ва (3.28) дан

F(W) < Y(X)

тенгсизликлар  ҳосил бўлади.
Б у  тенгсизлик ихтиёрий  W ва X л ар  учун б аж ари лад и . Д ем ак,

(3.16) ва (3.17) чизиқли ф ун кц и яларн и н г оптим ал қи й м атл ар и  учун 
ҳам

max F(W) < min Y(X) (3.30)

тенгсизлик ўринли  бўлади. И ккинчи  том ондан W° р еж а  учун  (3.26) 
тенглик ўринлидир. Д емак, W0 да  иккиланган  м асаланинг чи зи қли  
ф ункцияси  узининг м аксим ал  қийм атига эриш ади.

Х удди ш ундай йул  билан, агар  иккиланган  м асала оптим ал  
ечимга эга бўлса, бурилган  м асала  ҳам  оптим ал ечим га эга 
бўлиш ини ва  қўш м а м асалаларни н г оптим ал ечи м лари  учун

m ax F(W) =  min Y(X)

тенглик ўринли  бўлиш ини исбот қилиш  мумкин.
Т еорем ани  иккинчи кисм ини исботлаш  учун  берилган  

м асаланинг чизиқли  ф ун кц и яси  қуй и дан  чегараланм аган  деб ф а р а з  
қилам из. У ҳолда (3.29) га асосан

F(W) <- со

(3.27)
(3.28)

(3.29)
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тен гси зли к  ўри н ли  бўлади. Б у  и ф од а м аънога эга бўлм аганлиги 
сабабли  иккиланган  м асала ечим га эга бўлмайди.

Х удд и  ш унингдек иккиланган  м асаланинг чи зи қли  ф ун к ц и яси  
ю коридан  чегараланм аган  деб ф а р а з  қилсак , (3.29) га асосан

Y(X) > + 0 0
тен гси зли кн и  ҳосил қилам из. Б у  тенгсизлик  ҳам  м аънога эга 
бўлм агани  сабабли, берилган  м асала ечим га эга бўлмайди.

И сбот қилинган  теорем а сим м етрик  қўш м а м асал ал ар  учун 
ҳ ам  ўри н ли  бўлиб, унга асосан  ў за р о  қўш м а м асал ал ар д ан  
и хти ёри й  бирининг ечим ини топиб, у  орқ али  иккинчисининг 
ечим ини ан и қлаш  мумкин.

К елти ри лган  иккиланиш  н азариясининг 1-теорем аси  
иқтисодий  нуқтаи  н азард ан  ш ундай  талқи н  қилинади:

А гар  таш қари д ан  белгиланган  баҳода сотилган
м аҳсулотнинг пул  м иқдори W* ички баҳо асосида ўлчанган  
х а р а ж а т л а р  (хом аш ёл ар ) м и^дорига тенг бўлса, яън и

7-1  /-1

тенглик  ўринли  бўлса, у ҳолда м аҳсулотнинг м умкин бўлган иш лаб 
чи қариш  р еж аси  ҳам да хом аш ёларнинг м умкин бўлган баҳолари  
оптим ал  бўлади. Б ун дан  кўринадики , иккиланган  баҳолар  са р ф  
қилинган  х а р а ж а т л а р  ва иш лаб чиқарилган  м аҳсулотларнинг пул  
м икдорини ў зар о  тенг бўлиш ини таъм инловчи  восита бўлиб х и зм ат  
қилади.

Х улоса. А гар берилган  м асала ечимга эга бўлса, у  холда 
иккиланган  м асаланинг ечим и W °= B '1 С0 ф орм ула орқали  топилади. 
Х удди , ш унингдек, агар  иккиланган  м асала оптим ал  ечим га эга 
бўлса, у  ҳолда берилган  м асаланинг оптим ал ечими

X °=b°B 'J
ф о р м у л а орқали  топилади.

М исол. Б ери лган  ва унга иккиланган  м асалани  ечинг.
Б ери лган  м асала  
xj+ 3x2-x 3+2x5=7 у 
- 2 х 2+ 4 х 3+ х 4= 12 у 

- 4 х 2+ З х 3+ 8 х 5+ х 6= 10 у 
x^O, j= l ,6 ,

Y = x 2-3x3+ 2x s— ► min
Е чиш . М асалада қуйидаги  б елгилаш лар  к и р и там и з ва 

иккиланган  м асалани  тузам из.
С = (0 , 1, -3, 0 , 2, 0),
Ь=(7, 12, 10)т-
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r\ 3 - 1  0 2 0" 

A = 0 -2  4 1 0  0 

,0 - 4  3 0 8 1,

1 0 0 '

3 - 2 - 4

-1 4 3

0 1 0

2 0 8

.0 0 1 у
бу ерда, Ат - А м атрицага нисбатан  транспонирланган  м атрица. 

И ккиланган  м асала:
W ,<0,

3W 1-2W2-4W3<1,
-W j+4W 2+3W 3<-3,

\V2<0,
2W1+8W3<2,

W3<0,
F=7W1+12W2+10W3 — ► m a x  

Б ери лган  м асалани  сим плекс ж ад в ал га  ж ойлаш тириб, уни 
сим плекс усул  билан ечам из.
I.

Б.в. С Ро 0 1 -3 0 2 0
Pi р ? Рз р 4 Р . Рп

Pi 0 7 1 3 -1 0 2 0
Р 4 0 12 0 -2 4 1 0 0

0 10 0 -4 3 0 8 1

А* 0 0 - 1 3 0 -2 0

II .
Б.в. С Ро 0 1 -3 0 2 0

Pi р 2 Р 3 р 4 Рп P fi
Pi 0 10 1 5 /2 0 1 /4 2 0
Рз -3 3 0 -1 /2 1 1/4 0 0
P fi 0 1 0 -5 /2 0 -3 /4 8 1

-9 0 1 /2 0 -3 /4 -2 0
III.

Б.в. С Ро 0 1 -3 0 2 0
Р , Р 2 Р .1 Р 4 Р» P fi

Р 2 1 4 2 /5 1 0 1/10 4 /5 0
Р 4 -3 5 1 /5 0 1 3 /10 2 /5 0
Р Р 0 11 1 0 0 -1 /2 10 1

Ai -11 - 1 /5 0 0 -8 /1 0 -1 2 /5 0
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Х= (0; 4; 5; 0; 0; 11) 
топилади. Б у  ечим даги  чизиқли  ф ун кц и ян и н г қийм ати

В '  = ( Қ , г 4 Рь) =

О хирги сим плекс ж адвалдан :
С°=(1, -3 , 0) вектор қатор  ва  тескари  В'1 м атри ц ан и  

аниқлайм из.
г2 /5  1 /10  0'

1/5 3/10 0 
1 - 1/2 1,

ва (3.17) ф о р м у л а  ёрд ам и да икки лан ган  м асаланинг ечим ини 
топам из:

2/5 1/10
И/0 =(Wl,H/ 2JV j) = (1,-3,0) 1/5 3/10 0 =(-1/5,-4/5,0).

, 1 - 1 / 2  1>
Ш ундай  қилиб, иккиланган  м асаланинг оптим ал  ечими: 

W °= (- l /5 ;  - 4 /5 ;  0),

бўлиб, унга мос келувч и  чизиқли  ф ун кц и ян и н г қийм ати

ғ ^ - п

бўлади. О хирги сим плекс ж ад в ал д ан  кўри н ади ки  и кки лан ган  
м асала ечим ини ҳисоблаб ўти рм асли к  ҳам  мумкин. Б у  ж а д в ал д а  В"1 
м атрицани  таш к и л  қи лувчи  Р 1г Р4, Р6 векто р лар га  мос к ел у вч и  
т+1 -  қаторнинг Alt Д4, Д6, элем ен тлари  W 0 векторнинг (иккиланган  
м асала ечимининг) элем ен т л ари н и  беради . т+1  қаторнинг Р 0 
векторга мос келган  эл ем ен та  эса о п ти м ал  ечим га мос келувч и  Ymin 
ва Fnwx ф у н к ц и ял ар н и н г  қийм атини беради.

Ш ундай  қилиб, кўри ш  мзгмкинки, оптим ал  ечим да қ ў ш м а 
м асал ал ар  м ақ сад  ф ун к ц и яларн и н г қ и й м атл ар и  ў зар о  тенг бўлади , 
яъ н и

Ymin= Y ( X ° j=  Ғ  (W°) =  Fmax=  -11.

2 -тео р ем а . Б ер и л ган  м асаланинг бази с  ечим и Х° ва и кки лан ган  
м асаланинг бази с ечим и W0 оптим ал еч и м и  булиш и учун  қуй и даги  
тенгликларнинг б аж ар и л и ш и  за р у р  ва етарли д и р .

х / (Z  a„wl -  с  )) = °. j  = "
/ - I

« ' / t i e * * ;  -  ь,) = o,i =

(3.31)

(3.32)
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И сботи . Т еорем ани  (3.1)-(3.3) ва (3.7)-(3.9) кўриниш даги  
берилган қўш м а м асалалар  учун  исботлайм из. Х° ва W0 в екто р лар  
мос рави ш да берилган ва унга иккиланган  м асаланинг оптим ал  
ечими бўлсин деб ф а р аз  қилам из. У ҳолда қуйидаги  муно<?абатлар 
ўринли бўлади:

(3.33)Z  a i/X °i -  b i  = I, m
J = •

X 0 > 0, ( j  = lT n) (3.34)

Y , a , iW l ° > C , , j  = \ , n  ( 3  3 5 )

W ° > 0 ,(/ = lTm~) (3.36)
(3.33) тенгсизликнинг икки  томонини И̂ сга к ўп ай ти рам и з ва 

қуйидагига эга бўламиз:

ж ;  = (337)

Б у  тенгсизликнинг икки томонини г индекс бўйича 
сум м алайм из:

еки

z z < v , 0« \ ° ^ i > 44  (338)/=I /-1 /-I 1 7
Х удди ш унингдек (3.35) тенгсизликнинг икки томонини х°>0 

га кўпайтириб j  индекс бўйича сум м алайм из ва қуйидаги  
тенгсизликни  ҳосил қиламиз.

еки

Z Z  v X  ° s  XcjX* (3.39)j-1 /=1 7=1 ' 7
Ю коридаги 1-теоремага асосан қўш м а м асалаларн и н г оптим ал 

ечим лари  учун

t c r f - t b w r
y« I / - I

тенглик ўринли  бўлади. Д ем ак  (3.38) ва (3.39) дан  қуйидаги  
м уносабатлардан  ҳосил қилиш  мумкин.

z z  v w  = z ^ ,
у - l  / - I  / - I

Б у  тенгликларни  қуйидаги  кўриниш да и ф одалайм из:
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2 > , > , - I v O  = °’ (ЗЛО)

1 * 5 ( 1 « , ^ в - С ,)  = 0. (341)

Б у  м уносабатлардан  (3.33), (3.34), (3.35) ва (3.36) ш артларн и  
инобатга олиб қуйидагиларга эга бўлам из:

- £ « « * ! >  = ° ’/-I

/' I
Ш у билан, теорем а ш артлари н и н г зар у р ли ги  исботланди. 

У ларнинг етарлилигини  исботлаш  уч у н  қўш м а м асалаларнинг 
ихти ёри й  X 1 ва W 1 базис ечим ларини  кўрам и з ва у л ар  устида 
ю қоридагидек алм аш ти ри ш лар  баж ари б

t c ,
»-| /-1

тенгликни  ҳосил қилам из.
Д ем ак, 1-теорем ага асосан X 1 ва W 1 р е ж а л а р  мос равиш да 

берилган  ва иккиланган  м асаланинг оптим ал ечим и бўлади. Ш у 
билан  теорем а исбот қилинди. У ш бу теорем а дан  қуйидаги  
хулосаларн и  чиқариш  мумкин.

1. А гар

Z  ач* ° < Ь,I -1
тен гси зли к  ихтиёрий  / = 1,ш учун  б аж ар и л са , у  ҳолда H'f0=:0 бўлади.

2. А гар

X  a.jx j  bt/- I
тенглик  ихтиёрий  i = \,m учун баж ари лса , у  ҳолда W^°>0 бўлади.

3. А гар

±  aj№ I  > С , ,  у = Г 7

тен гси зли к  баж ари лса , у ҳолда х® = 0булади .
4. А гар

х  в , д  0 = с  r i =
/ - 1

тенглик  баж ар и л са , у ҳолда >0бўлади.
Б у  хулосалард ан  кўринадики , иккиланган  баҳоларга хом 

аш ёларнинг кам ёб (д е ф и ц и т)" эканлигини  баҳоловчи ўлчов 
(каттали к) деб қараш  мумкин.
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И ш лаб чиқариш да т ў л а  и ш л ати лади ган  хом аш ё к ам ёб  хом  
а ш ё  деб аталад и . Б ундай  хом аш ёларн и н г и ккилам чи  баҳоси м усбат 
иш орали  бўлади. Камёб хом аш ёларн и н г иш лаб чиқариш га са р ф  
қилинган ҳаж м и н и  бир бирликка ош ириш  н ати ж аси д а корхона 
даром адини ош ириш  мумкин.

И ш лаб чи қариш д а т ў л а  иш лати лм ай д и ган  хом аш ёл ар  к ам ёб  
бўлм аган  (о р ти қ ч а ) хом  аш ё  деб аталад и . Б ун д ай  хом аш ёларн и н г 
иккилам чи баҳоси 0 га тенг бўлади.

М аҳсулот иш лаб чиқариш да кам ёб бўлм аган  хом аш ёл ар н и  
ош ириб са р ф  қилиш  н ати ж аси д а корхона даром адини ош ириб 
бўлмайди.

Д ейлик, хом аш ёларнинг bt за х и р аси  ўзгарувчан  бўлсин. Х° 
оптим ал реж ан и  ўзгарти рм аган  ҳолда хом аш ёл ар  сарф и н и  
қанчалик  ўзгарти ри ш  мумкин, ҳам да Ьг нинг ўзгариш и м ақсад  
ф ункциянинг экстрем ал  қийм атига қандай  та ъ си р  этад и ?- деган  
савол туғилиш и мумкин. Б у  саволга икки лан и ш  назари яси н и н г 3- 
теорем аси ж авоб беради.

3-теорем а._О птим ал баҳо И7 0 нинг қийм ати  г -  хом аш ёнинг Ь, 
захи раси  бир бирликка ўзгарганда м ақсад  ф у н кц и я нинг
ўзгарган  миқдорини к ўрсатад и , яън и

шж/ О _
'  " db̂

А гар дЪл ни ДЬг га, d Y ^  ни tsYmax га алм аш тирсак , у ҳолда

ёки
A Y ^  =  IV ° ДЬ,

Бундан, агар  ДЬ,=1 бўлса, у  ҳолда Д У ,^  =  W* бўлади , я ъ н и  
иккиланган  м асаланинг оптим ал ечими кам ёб хом аш ё л ар  
м иқдорини бир бирликка ош ириб са р ф  қилинганда м ақсад  
ф ункциянинг қанча м иқдорга ў згариш ини  кўрсатади .

М исол. қуйида келтирилган  м асаланинг ва унга иккиланган  
м асаланинг ечим ини топинг ҳам да иккиланиш  н азариясининг асосий 
теорем аларининг ўринли  эканини текш иринг.

x j+ 2 x 2+ x 3 <18,
2 х , + х 2+ х 3 <16, 

х 2+ х 2 <8, 
х 2+ х 3 <6,

Xj>0, ( j= l ,  2, 3)
У = 3xj+4x2+2x3 — ► m ax

Ечиш . М асалага иккиланган  м асалани  тузам и з:
W 2+2W 2+W 3 > 3,
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2Wj+ W 2+W 3+ W 4 > 4 ,
W 2+W 2+W 4 > 2 ,

W x>0, W 2>0, W3>0, W4>0, 
F=18W1+16W2+8W 3+6W 4— ► min  

Б ер и л ган  м асалан и  каноник кўриниш га к ел ти р ам и з ва 
сим плекс у сул  билан  ечамиз.

х г+ 2 х 2+ х 3 + х 4=18,
2 x j+ x2+ x 3+ x 5 = 16, 
xj+x2 +х6=8, 

х 2+ х 3 “ЬХ-j ~~ б у 
х>0, (з=1, 2 , ...,7)

У = 3 x j + 4 x 2+ 2 x 3 — ► max
I.

Б.в. С Po 3 4 2 0 0 0 0
Pi P 2 P 3 P 4 p* Pfi p 7

P* 0 18 1 2 1 1 0 0 0
P 5 0 16 2 1 1 0 1 0 0
P 6 0 8 1 Д- 0 0 0 1 0
P 7 0 6 0 a 1 0 0 0 1

A) 0 -3 -4 -2 0 0 0 0
II.

Б.в. с Po 3 4 2 0 0 0 0
Pi P 2 P 3 P* p* p fi P 7

P 4 0 6 1 0 -1 1 0 0 -2
P 5 0 10 2 0 0 0 1 0 -1
p fi 0 2 1 0 -1 0 0 1 -1
p 2 4 6 0 1 1 0 0 0 1

A) 24 -3 0 2 0 0 0 4
III.

Б.в. С Po 3 4 2 0 0 0 0
Pi P 2 P.i P 4 p s Pfi P 7

P 4 0 4 0 0 0 1 0 -1 -1
P 5 0 6 0 0 2 0 1 -2 1
Pi 3 2 1 0 -1 0 0 1 -1
P* 4 6 0 1 1 0 0 0 1

Ai 30 0 0 -1 0 0 3 4
IV.

Б.в. С Po 3 4 2 0 0 0 0
Pi P 2 P 3 P i p 5 Pfi P 7

P 4 0 4 0 0 0 1 0 -1 -1
P 3 2 3 0 0 1 0 1 /2 -1 1 /2
Pi 3 5 1 0 0 0 1 /2 0 -1 /2
P 2 4 3 0 1 0 0 -1 /2 1 1 /2

Aj 33 0 0 0 0 1 /2 2 3 /2
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С им плекс усулнинг 4 -босқи ч и да м асаланинг оп ти м ал  ечим и 
топилди

Х°=(5; 3; 3; 4) 
Y(X°)=33.

И ккиланган  м асалан и  ечим и
W°=fO; 1 /2 ;  2; 3 / 2 )  

F(W°)=33.
Д емак, оптим ал ечим  учун  1-теорем а ўринли  бўлаяп ти : 

Ym0I=Y (X °j=  Ғ  (W°)=Fmin=33.
Б ери лган  м асаланинг ечим ини  унинг ш артлари га  қўйганда 1- 

ш ар т  қ атъ и й  тенгсизликка ай л ан ад и , иккинчи, учинчи ва тўрти н чи  
ш ар тл а р  эса тенглам ага ай л ан ад и :

5+ 2*3+ 3= 14< 18  
2*5+ 3+ 3= 16= 16  

5+3 = 8 = 8  
3+3 = 6 = 6

Ш унинг учун  иккиланган  м аса л ад а  И^°=0 ҳам да W* *0,И/0 *0,0^° *0 
Энди иккиланган  м асаланинг

W°=(0; 1 /2 ;  2; 3 /2 )  
оптим ал  ечим ини унинг ш ар т л а р и га  қўйсак , ундаги барча ш ар т л а р  
айниятга айланади:

0 + 2 .1 /2 + 2 = 3 = 3
2 .0 + 1 /2 + 2 + 3 /2 = 4 = 4
0 + 1 /2 + 3 /2 = 2 = 2

Ш унинг учун берилган  м асаланинг оптим ал ечим идаги  барча 
корд и н аталар  мусбат. Б у  ю қоридаги  2-теорем анинг ўри н ли  

эканини кўрсатади .
О хирги сим плекс ж а д в ал д а н  кўри ш  м умкинки,

д 4 =Wl° = 0, Д5 =W2° = 1 / 2, Д6 = W 3° = 2 ,Л 7 =И'4° =3/1

Д ем ак, 3 -теорем ага асосан  м асаланинг I -ш арти д аги  озод 
ҳаднинг ў згари ш и  м ақсад  ф ун кц и яга  таъ си р  этм айди. А гар II-  
ш артдаги  озод ҳадни  бир б и р л и к к а  ош ирсак, м ақсад  ф у н к ц и я  

fV2° =1/2 м иқдорга ошади.
Х удди  ш унингдек, берилган  м асаланинг II ва IV -ш ар тл ар и д аги  

озод ҳад л ар н и  бир би рли кка  ош ирсак, м ақсад  ф у н к ц и я  мос 
равиш да 2 ва 3 /2  би рли кка ош ади.
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3-§. И қ ти со д и й  масалалар ечимларининг таҳлили
М аълум ки , чи зи қли  д асту р л аш  у су л л а р и  ва, ж ум лад ан , 

сим плекс усул  иқтисодий  м асалаларни н г энг ях ш и  (оптимал) 
ечим ини топиш га ёрд ам  беради.

Л еки н  бунинг у зи  к и ф о я  эмас. О птим ал  ечим  топилгандан  сўнг 
иқтисодий  об ъ ектл ар  (завод, ф абри ка, ф и рм а) бош ли қ лари  олдида 
қуйидагига ўхш аш  м уам м оларни  ечиш га тўғри  келади :

■ хом аш ёларн и н г б аъ зи л ар и н и  ош ириб, б аъ зи л ар и н и  
қи сқарти ри б  сар ф  қилинса оптим ал  ечим қ ан д ай  ў згаради ?

■ оитим ал ечим ни ў згар ти р м асд ан  хом аш ё л ар  сарф и н и  
қандай  д а р аж ага  ў згар ти р и ш  (кам айтириш ) м умкин?

М аҳсулотга бўлган  тал аб  бир бирликка кам айганда (ош ганда) 
оптим ал  ечим қандай  ўзгаради ?

Ш унга ў х ш аш  м уам м оларни  ҳ ал  қилиш да и ккиланиш  
н азар и яси д ан  ф ой д алан и лади . Б унга и ккиланиш  н азари яси н и н г 
ю қоридаги  теорем аларига асосланилади .

И қтисодий  м асаланинг оптим ал  ечим ини та ҳ л и л  қилиш  
ж ар аён и н и  қуйидаги  м исолда кўрсатам из.

1-м асала . Ф а р а з  қ и лай ли к , корхонада бир хил м аҳсулот 3 та 
технология асосида иш лаб чиқарилсин . Ҳ ар  бир технология бўйича 
бир бирлик  вақт  ичида са р ф  қилинадиган  ресурсларн и н г м иқдори, 
уларн и н г зах и р аси , ҳар  бир технологиянинг унум дорлиги  қуйидаги  
ж а д в ал д а  келитирилган .

Р есу р сл ар Т ехн ологи ялар Р есу р с л ар
за х и р асиТ1 Т2 ТЗ

И ш  кучи  (и ш ч и /соат) 15 20 25 1200
Б и р лам ч и  хом аш ё 2 3 2.5 150
Э лектроэн ергия  (кв т /с ) 35 60 60 3000
Т ехнологиянинг
унум дорлиги

300 250 450

Т ехнологияларни  қ ай та  
и ш лати ш  р еж ал а р и  (вакти)

х 1 Х 2 Х 3

К орхонада иш лаб чи қарилган  м аҳсулотлар  м иқдори м аксим ал 
бўлиш и учун қайси  технологиядан  қан ча в ақ т  ф о й д ал ан и ш  керак?

Е чиш . М асаланинг м атем ати к  м оделини ту зам и з: 
15x j +20x 2+25x 3 <1200 

2 x j + 3 x 2 + 2 . 5 x 3 < 1 5 0  
3 5 x j + 6 0 x 2+ 6 0 x 3 < 3 0 0 0  

х х> 0 ,  х 2> 0 ,  х 3> 0 ,
Y=300 X j + 2 5 0  х 2+ 4 5 0  х 3 — ► m a x  

Ҳ осил бўлган  м асалага икки лан ган  м асалан и  ту зам и з:
15W,+2W2+35W3>300,
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20W1+3W2+60W3>250, 
25W,+2.5W2+60W3>450, 

W 2>0, W 320, 
F =1200Wj+150W2+3000W3 — ► min

Б ери лган  м асалани  каноник  кўри н и ш га кел ти р ам и з:

15x j+ 20x2+ 2 5 x 3 + x 4=1200  
2 x j+ 3 x 2+ 2 .5 x 3 + x 5=150  

35x j+ 6 0 x 2+ 6 0 x 3 + x 6 =3000  
X j > 0 ,  x 2>0, x 3>0, x 4>0, x 5>0, x 6>0, 
Y --3 0 0  Xj -250 x 2 -450 x 3 — ► min

Б у  м асалани  сим плекс ж а д в ал га  ж ой лаш ти ри б , уни сим плекс 
усу л  билан ечам из:

Б.
узг

^баз В -300 -250 -450 0 0 •0

X! х з х* Х 5 Xfi
х* 0 1200 15 20 25 1 0 0
х5 0 150 2 3 2.5 0 1 0
xfi 0 3000 35 60 60 0 0 1

А, 0 300 250 450 0 0 0
Х3 -450 48 0.6 0.8 1 0.04 0 0
Х 5 0 30 0.5 1 0 -0.1 1 0
Х й 0 120 -1 12 0 -2.4 0 1

д | -21600 30 -110 0 -18 0 0
Х 3 -450 12 0 -0.4 1 0.16 -1.2 0
х, -300 60 1 2 0 -0.2 2 0
X, 0 180 0 14 0 -2.6 2 1

Д) -23400 0 -170 0 -12 -60 0

С им плекс усулнинг III босқичида берилган  м асаланинг 
оп ти м ал  ечим и топилди

Х*=(60; 0; 12; 0; 0; 180), 
Y ^ - 2 3 4 0 0 ,  Ymax=23400

Ж а д в ал д а н  кўринадики , Т -1  технологияни  60 соат, Т -3  ни 12 
соат қ ў л л а ш  керак. Т -2  технологияни эса, ум ум ан  қ ў лл ам асл и к  
керак.
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И кк и лан ган  м асаланинг ечими:
W°=(12; 60; 0), Ғ ^ г З Ш .

Д ем ак, биринчи ва иккинчи  р ес у р сл а р  (иш кучи ва би рлам ч и  
хом  аш ё)нинг иккиланган  баҳолари  учун

W° =\2>  0,fV2° =60>0  
м ун осаб атлар  ўринли. Б ундан  иш  кучи  ва бирлам чи  хом аш ё иш лаб 
ч и қ ар и ш д а тўла  иш лати лган ли ги  кўринади . Д ем ак, бу р ес у р сл а р  
кам ёб ресурсларди р .

У чинчи р есурс  (электроэнергия)нинг иккилам чи  баҳоси fV3° =0 
бўлгани  учун  бу ресу р с  кам ёб эм ас, яъ н и  ортиқча.

Б у  ай ти л ган ларн и  текш и ри ш  учун  берилган  м асаланинг 
ечим ини унинг ш ар тлар и га  қўям из.

15 60+2 • 0+25 12=1200
2 60+2 0+2.5 12=150 
35 • 60+60 • 0+60 12=2820<3000 

ҳам да ундаги биринчи ва иккинчи ш артларн и н г айниятга, учинчи 
ш ар т  эса қ атъ и й  тен гси зли кк а  айланганини  кўрам из.

Д ем ак, х ақ и қ атд ан  ҳам , иш  кучи  ва бирлам чи  хом аш ё камёб, 
элек троэн ерги я  эса орти қча экан.

Э лектроэнергияни  и ккилам чи  баҳоси И'° =0 бўлгани учун  уни  
иш лаб чиқариш га ош ириб са р ф  қилиш , корхонада м аҳсулот иш лаб 
чи қариш  ҳаж м ини  ўзгари ш и га та ъ си р  қилм айди.

И ш  кучининг икки лам ч и  баҳоси И/ 0 =12>0 бўлгани учун  уни 
бир бирликка ош ириб с а р ф  қилинса, корхонадаги  иш лаб чи қариш  
р еж аси  ўзгаради . Б у  р еж ан и  қандай  ўзгари ш и н и  ан и қ лаш  учун  
охирги сим плекс ж ад в ал д аги  Х4 устунига қ ар ай м и з ва  хулоса 
қилам из. Янги р еж ага  асосан  Т -1  технология 0.2 соат кам роқ, Т -3  
технология эса 0.16 соат кўп роқ  иш латилади . Н ати ж ад а корхона 12 
бирлик  қўш им ча м аҳсулот иш лаб чиқаради . Б у  ҳолда корхонанинг 
иш лаб чиқарган  м аҳсулотининг ҳаж м и

23400+12=23412
бирлик  бўлади.

Б и рлам ч и  хом  аш ёнинг и ккилам чи  баҳоси W2° =60>0. Д ем ак, бу 
хом аш ёни бир б и рли кка ош ириб с а р ф  қилиш  оқибатида корхонада 
иш лаб чи қарилади ган  м аҳ сулотлар  ҳ аж м и  60 бирликка ош ади, яъ н и

23400+60=23460
бирлик  бўлади. О хирги  сим плекс ж ад валн и н г Х5 устунига қар ай м и з 
ва аниқлайм из. Б и р лам ч и  хом аш ёни  бир бирликка ош ириб са р ф  
қилинса, корхонанинг иш лаб чи қ ариш  р еж ас и  ўзгаради . Б у  р еж ага  
асосан Т-1 технология 2 соат кўп роқ  ва Т -3  технология 1.2 соат  
кам роқ  и ш лати лад и  ва н ати ж ад а иш лаб  ч и қ а р и л адиган ум ум ий 
м аҳсулот м иқдори 60 би рли кка ош ади:
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(60+2) 300+(12-1.2) - 450=23460 
Э нди и ккиланган  м асал а  ечим ини унинг ш ар тл а р и га  қўйиб 

топам из:
5 12 +  5 • 6 0  +  35 0  = 3 0 0  

2 0  1 2  +  3 -  6 0  +  6 0  0  =  4 2 0  >  2 5 0  

2 5  1 2  +  2 . 5 - 6 0  +  6 0  0  =  4 5 0  
Б у н д ан  кўринадики , и кки лан ган  м асала  ечим ида 1 ва  3- 

ш ар тл а р  ай н и ятга  айланиб, 2-ш а р т  қ атъ и й  тен гси зли кка  айланади .
Д ем ак, Т -1  ва Т -3  техн ологи ялар  ёрд ам и да бир би рли к  вақт  

и чида иш лаб  чиқарилган  м аҳсулот  баҳоси билан  унга са р ф  
қилинган  ресурсларн и н г и к ки лам ч и  баҳолари  ў зар о  тенг. Ш унинг 
учун  Т -1 ва  Т -3  технологияларни  иш лаб  ч и қариш д а қ ў л л а ш  к е р а к  

Т -2  технология билан бир би рли к  в а қ т  ичида са р ф  қилинган  
р есурсларн и н г иккилам чи  баҳоси иш лаб  чи қ ари лад и ган  
м аҳсулотлар  баҳосидан  кўп  бўлаяпти . Д ем ак, Т -2  технология 
сам арасиз. Ш унинг учун  уни иш лаб  чи қ ари ш д а қ ў лл аш  к ер а к  эмас.

Э нди қуйидаги  иш лаб ч и қариш н и  р еж ал а ш ти р и ш  м асаласи  
ечим ини тах^лил қилам из:

2 -м и с о л . 3 та А ,В,С м аҳсулотларн и  иш лаб  ч и қ ар и ш  учун  3 
хил  хом а ш ё л а р  (ресурслар ) иш латилсин . I ту р  хом аш ёнинг 
зах и р аси  180 кг. II ту р  хом аш ёнинг за х и р аси  210 кг ва III  ту р  хом 
аш ёнинг за х и р а с и  244 кг бўлсин. Ҳ ар  бир м аҳсулотнинг 1 бирлигини  
и ш лаб ч и қар и ш  учун сар ф  қилинадиган  ту р л и  хи л  хом аш ёнинг 
м иқдори (нормаси) ва м аҳсулот  бирлигининг баҳоси (нархи) 
қуйидаги  ж а д в ал д а  ж ойлаш тирилган .

" —------------  аш ё
м аҳ су л о тлар  —--------

I II III М аҳсулот 
бирлиги  баҳоси

А 4 3 1 10
В 2 1 2 14
С 1 3 5 12

хом аш ё  за х и р а с и 180 210 244

Б у  м аса л а  бор р есу р сл ар д ан  оптим ал  ф ой д алан и ш  м асаласи  
бўлиб, унинг м атем ати к  м одели қуйидаги  к ўри н и ш д а бўлади:

4xj+2x2+ x 3 <180,
3 x j+ x2+ 3x3 < 2 1 0 ,  
x 1+ 2 x 2+ 5 x 3 < 2 4 4 ,

X j > 0 ,  x 2>0, x 3>0,
Y=10 Xj +14 x 2+ 1 2  x 3 — ► max.

Б у  ер д а  X = (x lf x 2, x 3) иш лаб чи қариш  реж аси н и  кўрсатади. Б у  
м асалага и кки лан ган  м асалани  тузам и з:
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4 W ^ 3 W 2̂ W 3>10t
2Wj+W 2+2W3>14,
W ^ 3 W 2+5W3>12,
W t>0, W2>0, W 3>0,

F = 180W1+210WZ+244W3— ► min

Б у  ерд а  W = (w 1, w 2, w 3) хом  аш ёларн и н г и к ки лам ч и  
баҳосидан  иборат вектор -қатор . И кки лан ган  м асаланинг иқтисодий  
м аъноси: хом  а ш ё л ар  баҳосини ш ундай  тан л аш  керакк и , н ати ж а д а
1 бирлик  м аҳсулот иш лаб ч и қариш  учун  са р ф  қилинган  хом 
аш ёнинг ум ум ий баҳоси м аҳсулот баҳосидан  кам  бўлм асин  ҳам да 
са р ф  қилинган  б ар ч а  хом  аш ёларн и н г  ум ум ий баҳоси м иним ал 
бўлсин.

М аълум ки, агар  берилган  м асала оптим ал ечим га эга бўлса, у  
ҳолда иккиланган  м асала  ҳам  ечим га эга бўлади  ва бу ечим

W *=C°B-1
ф орм ула орқали  топилади. Б у  ерд а  С0 охирги сим плекс ж а д в ал  
оптим ал ечим га мос келувч и  м ақсад  ф у н к ц и я  к оэф ф и ц и ен тлар и д ан  
таш ки л  топган вектор -қ атор . В д астл аб к и  сим плекс ж а д в ал д а ги  
базис векто р лар д ан  таш к и л  топган м атрица. В'1 охирги сим плекс 
ж а д в ал д а  В м атр и ц а ўрн и да ҳосил булган  м атри ц а (тескари  
м атрица).

Б ери лган  м асалан и  сим плекс ж а д в ал га  ж ой лаш ти ри б , уни 
сим плекс у су л  билан  ечам из:

I.

II.

III

Н ати ж ад а  и к к а л а  м асал а  учун  оп ти м ал  ечим ини топам из. 
О птим ал ечим: берилган  м асал а  учун

Х*=(0; 82; 16), 7 ^ = 1 3 4 0

Б. узг б̂аз 10 14 12 0 0 0 х„
X, х2 Х3 *4 х3 Xfi

х4 0 4 2 1 1 0 0 180
х5 0 3 1 3 0 1 0 210
Хв 0 1 2 5 0 0 1 244
AJ -10 -14 -12 0 0 0
Х2 14 2 1 1/2 1/2 0 0 90
Х5 0 1 0 5/2 -1/2 1 0 120
Х« 0 -3 0 4 -1 0 1 64

18 0 -5 7 0 0 1260
хг 14 19/8 1 0 5/8 0 -1/8 82

х5 0 23/8 0 0 1/8 1 -5/8 80
X, 12 -3/4 0 1 -1/4 0 1/4 16
д. 57/4 0 0 23/4 0 5/4 1340
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иккиланган  м асала учун
W * = (2 3 /4; 0; Ь /4 ) ,  Fnin=1340

Энди берилган  м асал а  ечим ини та ҳ л и л  қилам из. Б унинг учун  
иккиланган м асала ечим ини кўрам из. У нда W 1= 2 3 /4  ва W 3= 5 /4  
бўлиб, улар  нолга тенг эмас. Б у  ҳол  I ва  II ту р  хом  аш ёларн и н г 
тўла  иш латилганлигини, я ъ н и  уларнинг кам ёб эканлигини  
кўрсатади. Б у  ечим да W 0=0, бу ҳол II ту р  хом аш ё  тў л а  
иш латилм аганлигини, дем ак , унинг ортиқча эканлигини  (камёб 
эмаслигини) кўрсатади .

И ккиланган  м асаланинг ечим и "ш а р тл и  и к к и л а н га н  баҳо" 
дейилади. У лар  хом а ш ё л ар  м иқдорини бир би рли кка орти қча с а р ф  
қилинганда м ақсад  ф ун кц и ян и н г қийм ати , я ъ н и  иш лаб  чи қарилган  
маҳсулотнинг пул  м иқдори  қанчага ў згари ш и н и  кўрсатад и . 
М асалан, 1 -тур  хом аш ён и  1 кг ортиқча с а р ф  қи ли ш  н ати ж аси д а  
м ақсад  ф ункциянинг қи й м ати  23/4=5.75 би рли кка ош ади. А гар 1 
тур  хом аш ёдан  иш лаб ч и қар и ш д а 1 кг орти қча са р ф  қилинса, 
корхонанинг иш лаб ч и қ ар и ш  р еж аси  ўзгаради . Б у  янги р еж ага  
м увоф иқ иш лаб чи қарилган  м аҳсулотларнинг пул  м иқдори 5,75 
бирликка кўпроқ  бўлади. Ж ад валд аги  Х4 устунга қараб  
қуйидагиларни  аниқлайм из. Янги реж ад а  В м аҳсулотни  иш лаб  
чиқариш  5 /8  бирликка ош ади  ва С м аҳсулотни иш лаб ч и қ ар и ш  1 /4  
бирликка кам аяди. Б унинг н ати ж аси д а 2-ту р  хом аш ё са р ф и  1 /8  
бирликка кам аяди.

( 5 / 8  1 - 3  1 /4  = 5 / 8  - 6 / 8  =  - 1 /8 ) .
Х удди ш унингдек Х 6 устунга қарайм из. 3 ту р  хом аш ё 

х араж ати н и  1 кг га ош ириб са р ф  қилиш  н ати ж аси д а  янги р еж а  
топилади ва бу р еж ага  к ў р а  иш лаб чиқарилган  м аҳсулотларн и н г 
п ул  қийм ати 5 /4= 1 .25  сўмга ош ади ва 1340+1.25=1342.25 сўм ни 
таш ки л  қилади. Б у  н ати ж а В м аҳсулот иш лаб чи қариш н и  1 /8  
бирликка кам ай ти ри ш , С м аҳсулот иш лаб чиқариш ни 1 /4  би рли к ка  
ош ириш  хисобига бўлади  Б у  ҳолда 2 -тур  хом аш ё 5 /8  кг кўп роқ  
сар ф  қилинади.

И ккилам чи  оптим ал  баҳоларни  иккиланган  м асал а  ш ар тлар и га  
қўйиб қуйидагиларни  аниқлайм из:

2 3 + 5 /4 > 1 0
2 3 /2 + 5 /2 = 1 4
2 3 /4 + 2 5 /4 = 1 2

Б ундан  кўри н ади ки , иккиланган  м асаланинг биринчи ш арти  
қ атъ и й  тенгсизликдан  иборат бўляпти. Б у  ҳол А м аҳсулотнинг бир 
бирлигини иш лаб чи қ ари ш  учун  сар ф  қилинган хом аш ёларн и н г 
баҳоси бу м аҳсулот баҳосидан  кўп бўлаяпти . Ш унинг учун  А 
м аҳсулотни иш лаб ч и қ ар и ш  корхона учун  ф о й д ал и  эмас. 
И ккиланган  м асалад аги  2 в а  3 -ш ар тл ар  оптим ал ечим да тен гли кка 
айланади. Б у  ҳол В ва С м аҳсулотлар  бирлигини иш лаб ч и қ ар и ш  
учун сар ф  қилинган  хом  аш ёларнинг баҳоси м аҳсулот баҳосига тенг
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эканлигини  курсатади . Д ем ак, В ва  С м аҳсулотларн и  иш лаб 
чи қ ари ш  корхона учун  ф о й д ал и  бўлади.

Ш ун д ай  қилиб, ш ар т л и  оптим ал  баҳолар  берилган  м асаланинг 
оптим ал  р еж ас и  билан  чам барчас боғланган. Б ери лган  м асалад аги  
п ар ам етр л ар н и н г ҳ ар  қандай  ўзгари ш и  унинг оптим ал ечим ига 
т а ъ си р  қилади , д ем ак  у л ар  ш артли  оптим ал  баҳоларнинг 
ў згар и ш и га  ҳам  сабаб бўлади.

4-§. Иккиланган симплекс усул

Б у  п ар а гр аф д а  биз чи зи қли  д а ст у р л аш  м асаласининг 
иккиланиш назариясига асосланган ва иккиланган симплекс усул
деб атал у вч и  у сул  билан таниш ам из.

И кки лан ган  сим плекс усул  оддий сим плекс усулга нисбатан  
б а ъ зи  қ у л а й л и к л а р га  эга:

1) иккиланган  сим плекс усул  бўйича еч илаётган  м асала 
ш ар тлар и д аги  Ъ( озод ҳ ад л ар  м усбат бўлм аслиги  ҳам  мумкин;

2) и ккиланган  сим плекс усул  билан бир вақтнинг ў зи д а  ҳам  
берилган  м асаланинг ҳам д а унга икки лан ган  м асаланинг ечим и 
топилади  ёки  и к к ала  м асаланинг ечим и м авж уд  эм аслиги  
аниқланади ;

3) берилган  м асаланинг ч ек лам ал ар и  «>» белги билан боғланган 
ёки  унинг б аъ зи  озод ҳ ад л ар и  м анф ий бўлган ҳоллард а, иккиланган  
сим плекс усулни  қ ў лл аш  б аж ари лад и ган  ҳисоблаш  и ш лари  сонини 
кам ай ти ради ;

4) иккиланган  сим плекс усул  билан  иш лаб  чиқариш нинг б а ъ зи  
за р у р  тавси ф лар и н и  ан и қлаш  мумкин. М асалан , бир вақтнинг ў зи д а  
ҳ ам  иш лаб чи қ ариш  реж аси н и , ҳ ам  иш лаб чиқариш га са р ф  
қ илинадиган  ҳам м а воси талар  баҳосини ҳисоблаш  мумкин.

О ддий сим плекс у су л  сингари икки лан ган  сим плекс усулининг 
ҳ а р  бир и тер ац и яси д а  n  ўлчовли  X  в екто р  алм аш иб боради. Ф ақ ат , 
ш унга эътибор  бериш  к еракки , сим плекс у су л д ан  ф а р қ л и  рави ш да, 
иккиланган  сим плекс у су л  билан  топилган  n -ўлчовли  X вектор  
та я н ч  р еж а  бўлм аслиги  мумкин, ч у н ки  у  м усбатлик  ш арти н и  
қ ан оатлан ти рм асли ги  мумкин.

Б ундай  р еж ан и  чала ж оиз режа деб атайм из.
И ккиланган  сим плекс усул  буй и ч а ч ал а  ж ои з р е ж а л а р н и  

алм аш ти ри ш  ж а р аё н и  базис р е ж а  топилгунча тарорлан ад и . 
Топилган  базис р е ж а  эса м асаланинг о п ти м ал  ечим и бўлади.
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Геом етрии  н у қ таи  н азар д ан  
X j, Х 2, X s_!, X s ч а л а  ж о и з 
р е ж а л а р  к етм а-к етл и ги
берилган  ч и зи қ л и  д а сту р л аш  
м асал аси  ж о и з р еж ал а р и д а н  
таш к и л  топган  S  қ ав ар и к  
соҳанинг таш қари си д а
ётувч и  ч и зи қл ар д ан  иборат 
б ўлади  ва ҳ ар  бир X*, Х м га 
нисбатан  S тўп лам га  яқи н роқ  
ж ой лаш ган  бўлади. (3.1- 
ш акл)

Ч ал а  ж ои з р еж а  ларн и  ал м аш ти р и ш  ж а р аё н и  н ати ж аси д а S 
тўплам нинг бўш  тўплам  эканлиги  ан и қ л ан ад и  ёки  чекли  сондаги 
и терац и яд ан  сўнг, ш ундай  X se S  н уқта топиладики , у  берилган  
м асаланинг базис р еж аси  ва д ем ак , оптим ал  ечим и бўлади.

Ф а р а з  қилайлик, каноник  ф орм ад аги  чи зи қли  д асту р л аш  
м асаласи  берилган  бўлсин.

АХ=Ъ, (3.42)
X >0, (3.43)
Y —CX — ►min. (3.44)

Б у  м асалага иккиланган  м асала қуй и даги ч а бўлади:

WA<  С, (3.45)
F=Wb  — н /ш х .  (3.46)

Б ери лган  м асаланинг (3.42) ш арти н и  қан о атлан ти рувчи  Х = (х 1У 
хг, х п) чала ж ои з р е ж а  берилган  бўлсин деб ф а р а з  қилам из. X  
векторнинг нолдан ф а р қ л и  бўлган  элем ен тлари га  мос келувч и  
векторлар  ў зар о  чизиқли  боғлиқ бўлм аган  векто р лар  бўлади. Ў заро  
чи зи қли  боғлиқ бўлм аган  векто р лар  систем асини  берилган чала 
ж ои з р еж ад аги  базис деб атайм из.

Ч ал а  ж о и з р еж а  X учун
A J = y J - c J < О,(У = Сю (3.47)

тенгсизлик  ўри н ли  бўлсин. У ҳолда

W° = С0 В'1
вектор и ккиланган  м асаланинг ж о и з р еж аси  бўлади. Б у  р еж ад аги
(3.46) чи зи қли  ф ункциянинг қийм ати
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F° =  С°В 'b
ф о р м у л а  о р қал и  аниқланади . (3.47) ш ар тн и  қан оатлан ти рувчи  чала 
ж о и з р е ж а  учун  қуйидаги  теорем ани  исботлайм из.

1-тео р ем а . А гар  чала ж о и з р е ж а  (3.42) (3.44) м асаланинг 
б ази с р еж ас и  бўлса, у  о п ти м ал  р е ж а  ҳ ам  бўлади.

И сбот. Т еорем анинг ш артига к ў р а  барча Л^<0 ҳам да X - базис 
реж а. Д ем ак, унинг барча эл ем ен тлар и  xj>0.  II  боб, 3-§ да 
кў р сати л ган  2 -теорем ага асосан X р е ж а  оптим ал реж а бўлади. Ш у 
билан  теорем а исбот қилинди.

Энди чала ж о и з р еж а  X ни янги ч ал а  ж оиз р е ж а  X га 
ал м аш ти р и ш  ж а р аё н и  билан таниш ам из.

Ф а р а з  қ и лай ли к , X векторга мос келувч и  базис м атри ц а 
В = (Р>, Р г, P if ..., P J  

бўлсин. Б у  м атрицага теск ар и  бўлган  В'1 м атрицанинг қ аторлари н и
В, билан  белгилайм из. У ҳолда X векторнинг элем ентлари

*i =  £ .ь
ф о р м у л а  орқали  аниқланади. А гар барча г л ар  учун x t>0 бўлса, X 
бази с р еж а  бўлади. Ф а р аз  қи лай ли к  х ^ В ,  b=min Bt Ъ<0 бўлсин. У 
ҳолда Pt векторни  базисдан  ч и қар и ш  керак . Б ази сга  кирм аган  Р ; 
век то р лар  учун x tj =  BZP ; ўринли  бўлади. Энди кам ида битта x tj<0  
л а р  учун  (yj-Cj)/ x Xl ни ҳисоблаймиз.

А гар
V r c i  _  У Г С>

Q =  min  --------~ --------- >  О
x tj <0 x tj х*  

бўлса, Рк вектор базисга киритилади. Н атиж ад а янги

базис м атрица келиб чиқади.
Б у  базисга мос келувчи  янги

X' = (х ,',х2\..., х'т)
чала ж оиз реж ан и н г компонентлари

X х = В ХЬ
ф орм ула орқали  топилади. Янги базисга мос келувчи  иккиланган  
м асаланинг ечими

W 1 =  W0 - в  В,
ф орм ула орқали  топилади. W 1 р еж ага  мос келувчи  Ғ  чи зи қли  
ф ункциянинг қийм ати  қуйидагига тенг бўлади:

W'b = W°b - Эхх
А гар X 1 реж ан и н г барча элем ен тлари  м усбат бўлса, у  оптим ал 

р еж а  бўлади. Акс ҳолда, яна базисдан  чиқариладиган  P m вектор  
аниқланади. А гар барча х]Ш1 >0 бўлса, берилган м асала ва унга
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иккиланган  м асала ечим га эга  бўлм айди. А гар б а ъ зи  j  л а р д а  xxmj <0 
бўлса, у  ҳолда

y'rCtУ r c i
в  =  min

X mj < 0
ш артини  қан оатлан ти рувчи  P t вектор  базисга киритилади . 
С им плекс ж а д в ал  оддий си м плекс усули д а гид ек  алм аш тири лади . 
Ш ундай  қилиб, ч ал а  ж о и з  р е ж а л а р н и  ал м аш ти р и ш  ж а р ён и  
берилган  ва иккиланган  м асалан и н г оптим ал  ечим и топилгунча 
такрорланади .

И ккиланган  сим плекс усулга доир бўлган қ уйидаги  
теорем аларни  исботсиз келти рам и з.

2 -тео р ем а . А гар (3.42) (3.44) м асаланинг чала ж ои з 
реж асининг ком понентларидан  кам и да биттаси , м асалан  х к<0  бўлиб, 
барча j  л ар  учун  x kj>0 бўлса, берилган  м асала таян ч  р еж ага  эга 
бўлмайди.

3 -теорем а . А гар топилган  ч ал а  ж о и з р е ж а  X учун  Л^=у^с^<0у 
бўлганда, х к<0  бўлиб, кам и да битта x kj<0  бўлса, у ҳолда X ни янги  
ч ал а  р еж а  Х -га алм аш ти ри ш  н ати ж аси д а  чи зи қли  ф ункц и ян и н г 
қийм ати  кам аяди . X векторни  X ' га ал м аш ти р и ш  учун базисдан  Рк 
вектор  чиқарилиб , базисга қуй и даги  ш ар тлар н и  қан оатлан ти рувчи  
P s вектор киритилади :

х к<0, х к <0
ва

4 4<
х к,

(j*>; х к.<0).

М исол. Қ уйидаги  м асала  ва унга иккиланган  м асаланинг 
ечим ини иккиланган  сим плекс усул  ёрд ам и  билан топиш .

З х ,  + 2 х 2 -  х 3 +  5х 4 > 8,

-  х 2 -  З х 3 + 6 х 4 > 4,
2 х ,  + х з  -  х 4 > 0 ,  

х j  > 0, j  = 1,4,

Y  =  4 x 1+ 3 x 2+ 1 0 x 3+ 5 x 5 — ► m in .
Е чиш . Б ери лган  м асалани  каноник ф орм ага келти рам и з.

Зх, + 2 х 2 - х 3 + 5 х 4 - х , =8 ,

< -  х 2 -  Зх3 + 6х4 -  х6 = 4 ,

2х, +хъ - ха - х 7 =0,  

х^Ю, j  = \J
Y  = 4х J+3X2+10X2+5X4 — ►min.

а )
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Б у  м асалад аги  х 5, х б, х 7 қўш и м ч а ў згар у в ч и л ар га  мос к елувч и  
Р 5, Р6, Р7 векторларн и  базис векто р лар га  ай л ан ти р и ш  учун  (I) 
м асал ад аги  тен глам аларн и н г ҳ ар  бирини (-1) га кўп ай ти рам и з. 
Н ат и ж ад а  қуйидаги  м асалага  эга бўлам из:

- Злг, -  2х 2 + х3 -  5х а + х5 -  -8 , 

с2 + Зх3 -6хА +■ дг6 = 4,

- 2х, - х ъ +  дг4 +  х 7 = 0 ,

Xj>0, j = l j
Y  = 4 x j+ 3 x 2+ 1 0 x 3+ 5 x 4— ► min

Б у  м асалага иккиланган  м асала  уш бу кўриниш га эга бўлади:
-Зи», 2и’з < 4 ,

-2 м ',  + и', <  3, 

и', +  3и', - m 'j < 1 0 ,

■ -5и ', - 6 и ’2 +и'з < 5,

»1^°. (ш )
и-2 < 0 ,  

и '3 < 0 ,

Z = -8 w r 4w 2 — wnax 
(И) м асалад а  Рь* Рб> Р/ векторларн и  базис в екто р л ар  деб қабул  

қилиб, сим плекс ж ад в ал н и  тўлд и рам и з.
j  =  1, 2, 3 , 4, 5, б, 7 учун  

4  =  у, - с,<0,
бўлади. Д ем ак,

Х° =  В 'Ь = (-8 ;  -4; 0) 
вектор  (II) м асаланинг ч ал а  ж о и з ечим и бўлади. Б у  ер д а  В = (Р5, Рб, 
Р7) - базис м атрица. И кки лан ган  м асаланинг бу бази сдаги  ечим и

W 0 = С^В -Н О ; 0; 0)
Ч ал а  ж ои з р еж а  Х нинг энг кичик  м анф ий  элем ен ти га мос 

к елувч и  Р 5 векторни  базисдан  ч и қар ам и з ва

4  УГС1 4
в  =  min  --------  =  min  --------  =  =1 >  0

х „ < 0  x , j  х , < 0  x tj х н

ш артн и  қан оатлан ти рувчи  Р 4 векторни  базисга ки ри там и з. х 14 -  ҳ а л  
қи лувчи  элем ен т бўлади. С им плекс ж ад в ал н и  оддий сим плекс 
усулд аги дек  алм аш тирам и з. Янги сим плекс ж а д в а л д а  б ар ч а  j  л а р  
учун  4  =  - Cj<0.

Б ери лган  м асаланинг янги  чала  ж о и з р еж аси  Х ,= (8 /5 ; 28 /5 ; -  
8 /5 )  бўлади. Б у  ж о и з р еж ага  мос к ел у вч и  икки лан ган  м асал а  (III) 
нинг ж о и з р еж аси

W  =  (-1; 0; 0)
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вектордан  иборат ва чи зи қли  ф ун к ц и ян и н г  унга мос к елувч и  
қийм ати

Y' =  Y(X') =  F'=F(W')=8 бўлади.
Ч а л а  ж ои з X' нинг м ан ф и й  элем ен ти га мос келувчи  Р 7 

векторни  бази сдан  чиқариб,

У ~с 
в = min —----- -  min

* > / < 0  Х -,  Х 3 ;< °

i L . z L z l i
13 ; _ 2 ; _ 4 
5 5 5

шартни қан оатлан ти рувчи  Pj векторни  бази сга к и ри там и з ва 
сим плекс ж ад в ал н и  алм аш тирам и з. Я нги сим плекс ж ад в ал д а  барча 
j  лар  учун

А) =  у ,  - cj -° -
Янги базисга мос келувч и  чала ж о и з р е ж а

Xм =
16 44 о \

'13 ’13 )
8

бўлади. Б у  р еж ад аги  ҳам м а эл ем ен тлар  м усбат бўлгани учун бу 
берилган  м асаланинг ж ои з р еж аси  ва д ем ак  (1- теорем ага асосан) 
унинг оптим ал реж аси  бўлади.

Янги базисдаги  иккиланган  м асаланинг ечим и
14 5

W " = (--------- ; 0; -------)
13 13

вектордан  иборат ва
Ymm = Y(X”) = Fmax = F(W") = 112/13

I.

II.

Б а зи
с

вект.

^баз Ро 4 3 10 5 0 0 0

Р , Р 2 р 3 Р* Р р р е р 7
р 5 0 -8 -3 -2 1 -5 1 0 0
р 6 0 -4 0 1 3 -6 0 1 0
Рт 0 0 -2 0 -1 1 0 0 1

А| 0 -4 -3 -10 -5 0 0 0

Б а зи
с

Сбаз Ро 4 3 10 5 0 0 0

вект. Р, Р 2 Рз Р* Ра Pfi Р  7
Р 4 5 8 /5 3 /5 2 /5 -1 /5 1 - 1 /5 0 0
Р* 0 2 8 /5 18/5 17 /5 9 /5 0 -6 /5 1 0
Рт 0 -8 /5

13/5
- 2 /5 -4 /5 0 1 /5 0 1

0 -1 -1 -11 0 -1 0 0
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Б а зи
с

Сбаз Ро 4 3 10 5 0 0 0

вект. Pi р 2 Рз Р< р* P fi р 7
Р4 5 1 6 / 1 3 0 4 / 1 3 - 5 / 1 3 1 - 2 / 1 3 0 3 / 1 3

Р 6 0 4 4 / 1 3 0 3 7 / 1 3 9 / 1 3 0 - 1 2 / 1 3 1 1 8 / 1 3

Р. 4 8 / 1 3 1 2 / 1 3 4 / 1 3 0 - 1 / 1 3 0 - 5 / 1 3

Ai 1 1 2 / 1 3 0
1 1 / 1 3

- 1 3 9 / 1 3 0 - 1 4 / 1 3 0 - 5 / 1 3

Т а я н ч  сўз ва и б о р ал ар

И кки лан ган  м асала; сим м етрик қўш м а м асалалар ; 
си м м етри к  бўлм аган  қўш м а м асалалар ; иккилам чи  

баҳолар; оптим ал  ечим  баҳоси; танқис (камёб) хом аш ё; 
нотанқис хом аш ё; ш ар тли  оптим ал ечим; иккиланган 

сим плекс усул; ч ал а  ж ои з ечим; чала базис ечим.

Н а зо р а т  са в о л л ар и

1. Б ери лган  ва унга и ккиланган  м асалаларни н г умумий қўйилиш и 
ва ту р л и  ш ак лд а ёзи ли ш и н и  кўрсатинг.

2. Б ери лган  ва унга иккиланган  м асалаларни н г иқтисодий 
м аъносини изоҳланг.

3. Б ери лган  ва унга иккиланган  м асалаларни н г м ақсад  ф у н к ц и ял ар и  
орасидаги  боғланиш  қандай?

4. Б ери лган  ва унга иккиланган  м асал ал ар д аги  чегараловчи  
ш ар тл а р  орасида қандай  боғланиш  бор?

5. С им м етрик ва носим м етрик қўш м а м аса л ал а р  орасидаги ф а р қ  
қандай?

6. И ккиланиш  н азари яси н и н г 1-асосий теорем аси  қандай?
7. И ккиланиш  н азари яси н и н г 2-асосий теорем асини  та ъ р и ф л ан г  ва 

унинг м аъносини  изох^ланг.
8. И ккиланиш  н азари яси н и н г 3-асосий теорем аси  таъ р и ф л ан г  ва 

унинг м аъносини  изоҳланг.
9. И ккиланган  сим плекс у су л  билан қ ан д ай  м асалаларни  ечиш  

м умкин?
10. И ккиланган  сим плекс усулнинг оддий сим плекс усулдан  ф а р қ и  

қандай?
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И. И ккиланган  сим плекс у су л д а  м асала  ечим ининг м ав ж у д  эм аслик 
ш арти н и  таъ ри ф лан г .

12. И кки лан ган  сим плекс у су л д а  ечим нинг оп ти м алли к  ш арти  
ним адан  иборат?

М а са л а л ар

Б ер и л ган  м асал ал ар га  и ккиланган  м асал ан и  тузинг.

1) 2xj - Зх 2<9,
-2 х г +  5 х г<25, 
х г >0, х 2 > 0 ,
У =  I6xj + 9хг----- ► m ax

2) 2 х 2 +  х 2 - х 3 +  5 х 4>9,
3xj -2 х 2 +  х 3 - 4 х 4>4,
X j >0, х г >0, х х >0, х 4>0,
Y=3Xj  +  i 2 +5 x 3-i- 7 х 4 ----- ►min

3) Xj +  x 2+ x 3 <6,
2x, - x 2+ 3 x 3 <9,
3xj + x 2+ 2 x 3 >11, 
x , >0, x 2 >0, x 3 >0,
Y=5Xj +  4 x 2 + 6 x 3 . ---------►min

4) x , +  x 2 +  x 3 +  x* = 5 ,
2xj +3  x 2 - x 3 +  x4=13,
Xj >0, x 2 >0, x 3 >0, x 4>0,
Y=2xj  + 3x2 + x 3 + x4-------^miti

5) 2xj  +  x 2 +  x 3 =10,
-Xj + 4 x 2 +  x 4 =8,
Xj >0, x 2 >0, x 3 >0, x 4>0,
Y —2xj +  3x2 +4 x 3. ----- ►min

6) 2xj +  x 2 -2 x 3 +  x 4 =2,
Xj -2  x 2 +  x 3 - x 4 > 3,
Xj >0, x 2 >0, x 3 >0, x 4>0,
Y=Xj  +  2 x 2 - x 3+  x 4.----- ►min

Б ер и л ган  м асалаларга иккиланган  м асал ал ар н и  тузи н г ва 
уларн и н г и ккаласининг ҳам  ечим ини топинг:
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1) 2xj +  x2 +  x3 - x 4 > 6,
3 x x - x2 + 2  x 3 > 4 ,
Xj >0, x 2 >0, x 3 >0, x 4>0,
Y=2x ,  +  4 x 2 + 5x3 +  x 4----- ► min

2) Xj +  3x2 <4, 
x 2 + 2 x 3 <3,
x J + 3  x 2+ 2 x 3 <12,
Xj 2Ю, x 2 >0, x 3 >0,
Y = 3 x j  +  8x2 +5 x 3 ----- ► m m

3) х , +  x 2 + 2 x 3 +  x 4 =2 ,
2xj + x 2 + 3 x 3 + x 4 = 6, 
x } >0, x 2 >0, x 3 >0, x 4>0,
Y = 2 x , +  x 2 - x 3 - x 4 ___ +min

4) 5 x j -I- 12x 2 + 2 x 3 =9,
3xj  +  4x2 + 4 x 3 =  11, 
x ,  >0, x 2 >0, x 3 >0, 
y = 2 x j  +  3x2 4x3 ___ ►min

5) 2xj  +  x 2 -2 x 3 +  x 4 =2,
Xj - 2 x 2 + x 3 - x 4>  3, 
x ,  - x 3 <4,
Xj >0, x 2 >0, x 3 >0, x 4>0,
Y=Xj  +  4 x 2 +  x 3----- ► m in

Қ уйидаги  м асалаларни н г м атем ати к  м оделини тузи б  уни 
ечинг, ҳам да ечим ни таҳ л и л  қилинг.

М аҳсулотлар М аҳсулот бирлигининг иш лаб 
чиқариш  учун  хом  аш ё  са р ф и

Х ом а ш ё л а ^ ч .  
зах и р аси

А Б В

48 2 4 3
60 4 2 3

Д аром ад 6 4 3
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М аҳсулотлар
Ишлкб.
ч и қ а р и ш \ >ч̂
ресурслари
захираси

I II П1 IV

48 2 4 1 5
16 4 1 4 1
22 2 3 1 2

И ш лаб 
чиқариладиган 

маҳсулот баҳоси

7 3 4 2

Берилган масала ва унга иккиланган м асалалар ечимини 
иккиланган симплекс усул билан топинг.

1) Xj +2х3 = 4, 
х г - х2 = 3,
Xj +  6х2 -х3 = Зу 

.х, >0у х2 ^0, х3 >Оу 
Y=8xj  +  4х2 - 2х3 ----- *пах

2) 2хх + 3 х 2 +х* - х 5 =18у 
х 2 -2хг + Зх3 > -8у
Xj - х3 <4у
Xj >0у х2 >0, х3 >0, х420,
Y—2xl - х2 + 4х3 + 5х4----- ► min

3) Зх j +  х 2 - х 3 +3 х4 > 8,
Xj - 2х2 +  х 3+ 2 х4 > 6у 
Xj >0у х2 >0, х3 >0, х4>0,
Y=2t } - т2 +  4х3 + 5х4----- ►min

4) Зх j +  2х2 +  х 3 < 7 у 
2хj - х 2+ З х 3> Юу 
4хх Л-2 х2+х3>15,
Xj >0, х2 >0у х3 >0у
Y=2xj +  Зх2 +4 х3 ----- ► шах
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1-§. Параметрли чизиқли дастурлаш масалаларининг қўйилиши  
ва турлари. Параметрли дастурлаш масалаларининг иқтисодий ва 

геометрик талқини

О п ти м аллаш ти ри ш  м асал ал ар и н и  чи зи қли  д аст у р л аш  
у су л л а р и  билан ечиш  учун бу м асал ал ар д аги  п ар а м е тр л ар  (А 
м атри ц а , b  ва с векторларини  элем ен тлари ) аниқ  ў згар м ас  сон 
қ и й м атл ар и н и  қаб ул  қилади  деб ф а р а з  қилинади. Л екин ам алд аги  
кўп м асал ал ар д а  бу п арам етрнинг тақрибий  қ и й м атлари  ёки  
у ларн и н г ў згар и ш  соҳаси м аъ л у м  бўлади. Ш унинг учун  чи зи қли  
д а ст у р л аш  м асаласи  оптим ал ечимининг ҳ ар  бир п арам етрн и н г 
ў згари ш и га боғлиқлик дар аж аси н и , яъ н и  м асалад аги  
п ар ам етр л ар н и н г ўзгариш и унинг ечим ига қандай  та ъ си р  қилиш ини  
ан и қ л аш  м асаласи  қўйилади.
А на ш ундай  м асал ал ар н и  х ал  қ и ли ш  п арам етрли  чи зи қли  
д астурлаш н и н г предм етини таш ки л  қилади.

К аноник ф орм адаги  чизиқли  д а ст у р л аш  м асаласини  к ў р ам и з

АХ = Ъ,
Х > 0 ,

У = С' X —>min.

Б у  м асалад а  А м атрицанинг эл ем ен тлар и , b  ва С векторларн и н г 
ком понентлари  қандайдир п ар ам етр  та ъ си р и  остида ў згар и ш и  
мумкин.
А гар ф а қ а т  С векторнинг ком понентлари  Л п арам етрга боғлиқ, я ъ н и

С =  С '+ Л С ", (г> <Л<<р) 
бўлса, берилган  м асала ф у н к ц и яси  п арам етрга  боғлиқ бўлган 
м асала дейилади . Б ундай  м аса л ал а р д а  Л п арам етрн и н г [s,q> ] 
орали қдаги  ҳар  бир қийм ати  учун

Y =  £ ( С ,  + С " ,л Г х , ,  (4.1)

ф укц и ян и н г

S  ai,x i = bi> ( г = й т )  (4.2)
J - 1

X j > 0 ,  ( j = l , n )  (4.3)

ш ар тлар д аги  м иним ум  қийм атини  топиш  тал аб  қилинади.
Б у  ерд а С ';, С"; - аниқ сонлар.

А гар b векторнинг ком понентлари  t п арам етрга 
боғлиқ , яъ н и
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b = b' +  tb" (a  <t< P )
бўлса, у  ҳолда берилган  м асал а  озод ҳ ад и  п ар ам етр га  боғлиқ булган 
м асала деб аталад и .

Б ундай  м асал ал ар д а  [ а ,/? ]о р а л и қ д а г и  ҳар  бир t учун

ф укциянинг

У = £ с , х , ,  (4.4)
J ~1

Z a *;x ) =  Ь, +  Ь j t , ( i =\,т ) (4.5)

Xj > 0 , (г =  1./л) (4.6)

ш артлардаги  м иним ал қи йм атини  топиш  талаб  қилинади.
А гар чизиқли  д асту р л аш  м асаласи даги  м ақсад  ф у н к ц и я  

к оэф ф и ц и ен тлари  ҳам да озод ҳ ад л ар  t п ар ам етр га  боғлиқ бўлса, 
уни қуйидаги  ум ум лаш ган  п ар ам етр л и  д асту р л аш  м асаласи  
кўриниш ида и ф од алаш  мумкин:

=  Ь t -Ь Ь . t , ( i = l,m  ) (4.7)
/«I

Xj > 0 (i = lm )  (4.8)

Y =  Z  (C J +  c 'j t)X j-> m in , (4.9)
1

t e [ a 9fi ] .  (4.10)
У м ум ий ҳолда, м асалад аги  ҳам м а к о эф ф и ц и ен тлар  

парам етрга боғлиқ бўлиш и, яъ н и  қуйидаги  м асала ўринли бўлиш и 
мумкин

£  (a\j +  a\jt)Xj = b\  +  Ь'\Ь, (i =  1 ,m) f4.11)
j-1

Xj > 0, (i =  1 ,m j (4.12)

Y =  Z  (C i +  C” j Щ  min > <4 1 3 )j-I
t e[ar,j?].  (4.14)

Қ ўйилган  м асала ч и зи қли  д асту р л аш  у суллари  ёр д ам и да 
ечилади.

П ар ам етр л и  д асту р л аш  м асалаларин и н г геом етрик талқи н и  
билан таниш ам из. Бунинг учун  (4.1) - (4.3) кўриниш идаги  м асалага  
м у р о ж аат  қилам из. Энг ав в ал  (4.2) ва (4.3) ш ар т л а р н и  
қ ан оатлан ти рувчи  н уқ талар  тўп лам и  (қавари қ  кўпбурчак) бўш  эм ас 
ва биттадан  кўп  нуқтани  ў з  ичига олади деб ф а р а з  қ и лам и з. У
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ҳолда (4.1) (4.3) м асал а  Я п арам етрнинг Яе[<5,р ] оралиқдаги  ҳар  
бир қий м ати  учун қ ав а р и қ  кўпбурчакнинг (4.1) ф ун кц и яга минимум 
қ и й м ат  берувчи  нуқтасини  топиш дан иборат бўлади. Б ундай  
н уқ тан и  топиш  учун  Я = Я0 (Я 0 - и хти ёри й  сон) деб қабул  қилам из 
ва п арам етрн и н г бу қийм атида (4.1) (4.3) м асаланинг оптим ал 
ечим ини топамиз. Д ем ак, бу м асаланинг та я н ч  р еж ал а р и д а н  таш кил  
топган қ авар и қ  кўпбурчакнинг четки  н у қ тал а р и  ичида (4.1) 
ф у н кц и яга  м инимум  қи й м ат берувчи  н уқтан и  топам из ёки Я = Я0 да 
берилган  м асаланинг ечим и м авж у д  эм аслигини аниқлайм из. А гар 
Я = Я 0 да (4.1) -  (4.3) м асаланинг оптим ал  ечим и топилган бўлса, бу 
ечим  Я нинг ян а қандай  қи й м атлари  учун  оптим ал  ечим бўлиш ини 
аниқлайм из. С ўнгра Я нинг [д,(р ] орали ққа тегиш ли бўлган бош қа 
Я , қийм ати  олинади ва бу қийм атдаги  (4.1) (4.3) м асаланинг 
оптим ал  ечими топилади. Топилган ечим  Я п арам етрнинг [8.<р ] 
оралиқдаги  яна қан д ай  қи й м атлари  учун  оп ти м ал  ечим бўлиш и 
белгиланади. Ч ек ли  сондаги бундай и ш л ар  дан  сўнг Я нинг \б,ф ] 
оралиқдаги  хар  бир қийм ати  учун бери лган  м асаланинг оптим ал 
ечим и топилади  ёки  м асаланинг ечим и м авж у д  эм аслиги 
аниқланади .

Қ уйидаги  иқтисодий м асалани  м атем ати к  м оделини тузи н г ва 
уни ю қоридаги геом етрик  талқиндан  ф ойдаланиб  ечинг.

М асала. К орхона икки  А ва В ту р д аги  м аҳсулот иш лаб 
чиқаради . Б у  м аҳ сулотларн и  иш лаб чиқариш  учун 3 хил  хом 
аш ё л ар  иш латилади .

Ҳ ар  бир м аҳсулот бирлигини и ш лаб  чи қариш  учун сар ф  
қилинадиган  ту р л и  хом аш ёл ар  м иқдори (нормаси) ҳам да 
корхонадаги  м ав ж у д  хом аш ёл ар  за ҳ и р аси  қуйидаги  ж а д в ал д а  
келтирилган .

Хом аш ё 
ту р л ар и

М аҳсулот бирлигини иш лаб  чиқариш  
учун  са р ф  қилинадиган  хом  аш ёл ар  
норм аси

Хом аш ё 
заҳ и р аси

А В
I 4 1 16
II 2 2 22
III 6 3 36

А м аҳсулотнинг баҳоси 2 п.б.дан 12 п.б. оралиғида, В 
м аҳсулотнинг баҳоси эса 13 п.б.дан 3 п.б. оралиғида ўзгариш и 
м ум кинлигини аниқланган .

Д ем ак, А м аҳсулотнинг баҳосини 
С, =2 + /, 0 < / < 1 0 ,

В м аҳсулот баҳосини эса
=13-/, о</ <ю
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к ўри н и ш д а и ф о д ал аш  мумкин.
Ҳ ар  бир м ум кин бўлган  б аҳолар  учун  иш лаб  чи қарилган  

м аҳсулотларн и н г ум ум ий баҳосини  м ак си м ал л аш ти р у в ч и  иш лаб 
чи қариш  р е ж а с и  топилсин.

Е чиш . М асаланинг м атем ати к  м одели қуй и даги  кўриниш да 
бўлади:

4дг, + х2 <16
2х, + 2х2 < 22 

6х, + Зх2 < 36 

х, > 0, .г, >0

(4.15)

(4.16)

У = (2 + /)х, + (1 3 -  t )x  2 —> шах. (4.17)

Ҳ осил бўлган  м асалан и  ечиш  учун (4.15), (4.16) ш ар тлар н и  
қ ан оатлан ти рувчи  н у қ тал а р  тўп лам и д ан  иборат бўлган  қ ав ар и қ  
кўпбурчакни  ясайм из. Б у  O A BCD  беш  б урч акд ан  иборат бўлади. 
(4.1 - ш акл).

Э нди t=0  да
Y = 2 x 1+13xz —нпах

ч и зи қли  ф у н к ц и ян и  ҳосил  қи лам и з, ҳам да У га ихти ёри й  (м асалан , 
Y x=26) қ и й м ат бериб
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тўғри  чизиқни  ясайм из. Ҳ осил бўлган  тўғри  чизиқни С (2;13) вектор  
й ўн али ш и д а сура бориб, уни OABCD  қ авар и қ  беш бурчакнинг А  
(0;11) б у р ч ак  нуқтасидан  ўти ш и н и  аниқлайм из. Б у  нуқтанинг 
к оорд и н аталари  берилган  м асаланинг t=0  даги оптим ал ечим ини 
беради

Х0* =  (0;11)
У

Б у  ечим  қуйидагича тал қи н  қилинади:
Л гар  А м аҳсулотнинг баҳоси = 2 + 0 = 2  п.б. ва В м аҳсулотнинг 

баҳоси С2 =13 - 0 = 13 и.б. бўлса, у  ҳолда корхона А м аҳсулот и ш лаб  
чи қарм ай ди  ва В м аҳсулотдан  11 бирлик  иш лаб чиқаради . Б у  
р еж ага  асосан  корхонада иш лаб чиқарилган  м аҳсулотларн и н г 
ум ум ий баҳоси 143 п.б. бўлади.

Энди t= 2  деб қабул қ и лам и з ва 
У = 4 х 1+ 1 1 х 2 —Углах 

ф ун к ц и ян и  ҳосил қиламиз. У га и хти ёри й  (м асалан  Y 2=44)  қи й м ат  
берам из ва

4 х ,+ 1  1хг=44
тўғри  чизиқни  ясайм из. Б у  тўғри  чизиқни  С : (4; 11) вектор  
йўн али ш и д а суриб бориб, унинг O A BCD  беш бурчакнинг А (0; 11) 
бурч ак  н уқтасидан  ўтиш ини аниқлайм из. Б у  нуқтан и н г 
ко орди н аталари  берилган  м асаланинг t= 2  даги оптим ал ечим ини 
беради:

Х г=(0;11)
=  121.

Д ем ак, агар  А м аҳсулотнинг баҳоси
С ,= 2 + 2 = 4  п.б. 

бўлиб, В м аҳ су л о т  баҳоси
С2=13-2=11 п.б.

бўлса, у ҳолда корхонанинг А м аҳсулотни  иш лаб чи қарм асли ги  ва В 
м аҳсулотдан  11 бирлик иш лаб чи қариш и н и  к аф о л атл ай д и ган  
реж аси  оптим ал  р еж а  бўлади. Б у  р еж ага  асосан корхона ж а м и  121 
п.б.га тенг м аҳсулот иш лаб чиқаради .

4.1- ш ак л д ан  кўринадики , топилган  р е ж а  (2+t) х г+(13-1) х 2 =  h
тўғри  чи зи қ  билан 2х!+2х2=22 тз^ғри ч и зи қ л ар  ў зар о  п а р а л л е л
бўлм аслигини таъм и н ловч и  барча t л а р  учун  оптим ал р е ж а  бўлади.
А гар бу ч и зи қ л ар  п р ал л ел  бўлса, у ҳолда

2 + t 1 3 - /  с с—  = - у -  =>t = 5,5 булади.

t нинг бу қийм атида А В кесм анинг и хти ёри й  н у қ таси  
берилган  м асаланинг оптим ал ечим и бўлади .

Ш ундай  қилиб, 0</<5,5 о р ал и қ д аги  и хтиёрий  t учун  (4,15)-
(4,17) м асаланинг оптим ал ечим и 

Х0=(0;11).
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У = (2+t) 0 +(13-t) 11 = 143-1 It  бўлади. Энди t нинг t>5,5 
қийматида,масалан t>6 да

У = 8Xj +  7х2
ф укнцияни  ҳосил қилам из. У га Y3=56  қи й м ат берам и з ва 8 х 2 +  
7хг=56 тўғри  чизиқни  ясай м и з. Б у  чи зиқни  С 2 (8;7) вектор  
йўналиш ида суриб бориб у  билан  O A BCD  беш бурчакнинг кесиш ган  
бурчак нуқтаси  B (l;10) ни топам из. Б у  нуқтанинг коорди н аталари  
берилган м асаланинг t= 6  даги  оптим ал  ечим ини беради.

X ^ f l i l O )
Y(Xj)  =  78.

Демак, агар А м аҳсулот баҳоси С1 =  2 +  6 =  8 п.б. бўлиб, В 
м аҳсулот баҳоси С2 =  13 6 =  7 п.б. бўлса, корхонанинг оптим ал  
реж асига асосан А м аҳсулотдан  1 та, В м аҳсулотдан  10 та  ва ж а м и  
78 п.б.га тенг м аҳсулот иш лаб чи қарилади .

4.1 ш аклдан  кўринадики , корхонанинг уш бу р еж аси  ( 2 + t ) X j  

+  (13-t)x2 =  h ва 6xj+3x2=36  тўғри  чи зи қларн и н г п ар а л л е л  
бўлм аслигини таъм инловчи  п арам етрн и н г барча t  > 5,5 қ и й м атл ар и  
учун оптим ал р еж а  бўлади. А гар тўғри  ч и зй қ л ар  п ар а л л ел  бўлса

2 + 7 13- t
6 3

тенглик баж ари лад и . Б ун дан  t=8  эканини  ан и қлаш  мумкин. 
П арам етрнинг t=8  қийм атида ВС кесманинг и хтиёрий  н уқтаси  
(4.15)-(4.17) м асаланинг оптим ал ечим и бўлади.

Ш ундай қилиб, t параметрнинг 5.5 < t < 8 оралиқдаги ихтиёрий 
қиймати учун берилган масаланинг оптимал ечими 

X f =  ( 1 ;10 )
Y(Xj)  =  (2+t) l+(13-t)  10 =  13-9t

бўлади.
Х удди ш унингдек м у лоҳаза  ю ритиб t нинг 8<r<10 орали қдаги  

ихтиёрий  қийм атида (4.15)-(4.17) м асаланинг оптим ал  ечим и 
Х2 =  {1;10)
Y(X2) =  108-6t

бўлиш ини к ўрсати ш  мумкин. Б у  ечим ни қуйидагича талқи н  қилиш  
мумкин. А гар  А м аҳсулот баҳоси 10 ва 12 п.б. оралиғида В м аҳсулот 
баҳоси 3 ва 5 п.б. оралиғида бўлса, у  ҳолда корхонанинг оп ти м ал  
реж асига асосан А м аҳсулотдан  2 та , В м аҳсулотдан  8 та ва  ж а м и  

Y(X2) = 108-6t (8 < г < 10)
п.б.га тенг м аҳсулотни  иш лаб чи қ ари ш  керак.

Берилган (4.15)-(4.17) масаланинг оптимал ечимини қуйидагича 
ёзиш  мумкин: t нинг 0<r<5,5 оралиқдаги қийматлари учун оптимал 
ечим

Х 0= (0;11), Y(X0) = 1 4 3  - l i t  
t нинг 5,5 < / < 8 оралиқдаги қийматлари учун оптимал ечим 

Х г = ( 1;10), Y(Xj)  =  132-9t 
t нинг 8 < t < 10 оралиқдаги қийматлари учун оптимал ечим
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X, =  (1;10), Y(Xj )  = 132-91 
t нинг 8 </ <10 о рали қ д аги  қ и й м атл ар и  учун  о п ти м ал  ечим  

Х2 = (2;8), Y(X2) = 108 - 6t.

2-§. Ф у н к ц и я с и  п ар а м е тр га  б о ғл и қ  б у л ган  м асал а
М атем ати к  м одели  ф у н к ц и яси  п ар а м е тр га  боғлиқ бўлган  

м асалага  мисол бў л а  оладиган  м аҳсулотни  иш лаб  чи қ ари ш  ва 
сақ лаш н и  оп ти м ал л аш ти р и ш  м асаласи  билан  таниш ам из.

М асала. Ф а р а з  қ и лай ли к , корхонада м авсум ий  м аҳ су л о т  
и ш лаб чиқарилсин . Б у  м аҳсулотга булган  тал аб  йилнинг ту р л и  
о й лари д а ту р л и ч а  бўлсин. А гар корхона ҳ ар  ойда талабга м увоф и қ  
рави ш да м аҳсулот и ш лаб  чи қарса, у и кки  том онлам а за р а р  кў р и ш и  
м умкин:

1) м аҳсулотга бўлган  талаб  м аксим ал  булган  ой лард а корхона 
ў з  им кониятидан  орти қча м иқдорда м аҳ су л о т  иш лаб ч и қариш  учун  
қўш и м ча х а р а ж а т л а р  са р ф  қилади;

2) м аҳсулотга тал аб  кам айган  о й л ар д а  эса тех н и ка  ва иш  
кучининг бир қисм и бекор қолгани сабабли  корхона яна қўш им ча 
за р а р  куради .

К орхона йилнинг ҳам м а ой лари д а би р  теки с  м аҳ су л о т  иш лаб  
чиқариб, м аҳсулотга та л аб  кам  бўлган  ой л ар д ан  ортиб қолган 
м аҳсулотни  тал аб  кўп  бўлган  ой лари гач а  сақ лаб  қўйиш и мумкин. 
Л екин  бу ҳолда м аҳсулотн и  сақлаш  учун  қўш им ча х а р а ж а т  тал аб  
қилинади. К орхонанинг иш ини ш ундай  р еж ал а ш ти р и ш  керакк и , ҳ а р  
бир ойдаги м аҳсулотга бўлган  тал аб  тў л а  қондирилсин  ҳам да 
м аҳсулотни  иш лаб ч и қариш  ва уни сақлаш га са р ф  қилинадиган  
ум ум ий х а р а ж а т л а р  м иним ал бўлсин.

Қ уйидаги  бел ги л аш л ар  киритам из:
S t t ойнинг бош ида корхонадаги  м аҳсулотнинг ум ум ий 

м иқдори (t=  l.r  );
r t - t ойда м аҳсулотга бўлган талаб ;
d  бир ой ли к  м аҳсулотн и  сақлаш  учун  са р ф  қилинадиган  

х ар а ж а тл ар ;
x t - t ойда иш лаб  чи қарилади ган  м аҳсулотнинг м иқдори;
С бир би рли к  м аҳсулотни  иш лаб  ч и қ ар и ш  учун  са р ф  

қилинадиган  х ар а ж а т .
t ойда иш лаб  чи қ ари лад и ган  м аҳ су л о т  ш у  ойда тў л и қ  ёк и  

қисм ан и ш лати лад и  деб ф а р а з  қилинади . У ҳолда иш лаб  
ч и қ а р и л адиган ва са қ л а н адиган  м аҳсулот ш у  ойда тў л и қ  ёки  
қисм ан  и ш л ати л ад и  деб ф а р а з  қилинади . У ҳолда иш лаб  
чи қарилади ган  ва сақлан ад и ган  м аҳ су л о т  м иқдорини  қуйидаги  
и ф од а орқали  боғлаш  м умкин:

s . - s . + i > , - i > y a O L  ( b = W )J-1 h I
бу ерд а >o,Г7 > o,s } > 0 , (j = U2) .
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И ш лаб чиқариш га ва м аҳсулотни  сақлаш га са р ф  қилинадиган  
х а р а ж а тл а р  қуйидагича аниқланади :

12 12 

Z v + I > , ,
У-1 7=1

бу ерд а у, 2 , =  х, х ,.„  у, >o, z( >0 ҳам да у ; j  ойда иш лаб 
чиқарйш ни  кенгайтириш , z7 эса j  ойда иш лаб чиқариш ни

(7
қи сқарти ри ш н и  кўрсатади. А гар d  ва С ўзгарм ас  сонлар бўлса, —

d
ни Ябилан белгилаб, чизиқли  ф ун кц и яси  

'(£,.>•)= £ ($ ,  +Яу,)
7-1

кўриниш да бўлган м асалани  ҳосил қилам из. Б у  м асалани  чи зи қли  
д асту р л аш  м асаласи  сингари ечиш  мумкин. А гар d ва с ў згарувчан

м иқдорлар  бўлса, А = — нисбат с ва d ларн и н г турли  ўзгари ш  
d

оралиғида ту р л и  қийм атларни  қаб ул  қилиш и мумкин. Б у  ҳолда 
чизиқли  ф ункциянинг коэф ф и ц и ен тлар и  м асала ечимига та ъ си р  
қилади, яъ н и  п арам етрли  д асту р л аш  м асаласи  ҳосил бўлади.

Энди ф ун кц и яси  п арам етрга боғлиқ бўлган  м асалани  ечиш  
усули  билан таниш ам из. Бунинг учун қуйидаги  кўриниш даги  
парам етрли  дастурлаш  м асаласини  кўрам из:

^ о 1;х '=b,  (/ = 1,/п) (4.18)
/-I
ДГ,>0 0 = 17«), (4.19)

Y =  £ ( с ‘у »rnin,  (4.20)
7-1

S < Л<<р, (4.21)
бу ерд а S,<p и хтиёрий  ҳақиқий  сонлар, с^, с"3-, aijt Ьг берилган  
ўзгарм ас сонлар.

Л нинг ўзгариш  соҳасидаги  ҳар  бир қийм ати  учун ш ундай  X  
= (х 13 хп) векторлар  топиш  к еракки , у  (4.18) ва (4.19)
ш артларн и  қаноатлантириб , (4.20) чи зи қли  ф ун кц и ян и  минимум га 
айлантирсин.

Ф а р а з  қилайлик, берилган  м асала хосм ас м асала бўлиб, 
кам ида битта базис р еж ага  эга бўлсин. У ҳолда сим плекс усулни  
қўллаб , Л = S  учун м асаланинг оптим ал  р еж аси н и  топиш  ёки  Л = 8  
да м асаланинг ечими м авж уд  эм аслигини ан и қ лаш  мумкин.

а) ҳол. Д = £ д а  м асаланинг оптим ал  ечим и топилган  бўлсин. 
Ч и зи қл и  ф ункциянинг к о эф ф и ц и ен тлар и  Я нинг ф ун к ц и яси  
си ф ати д а  (с, =  с\  +  Я с \ )  берилганлиги сабабли ихти ёри й  базис
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ечим  уч у н  А, =  - с, айирм ани  ҳам  Я нинг ф ун кц и яси  си ф ати д а  
и ф о д ал аш  м ум кин, яъ н и  z; - с̂  =  +  xpt .

Т опилган  оптим ал ечим учун а} + 8Р} < 0,(у = \,п) тен гси зли к  
ўринли. Б у  эса

a f +XPj <0, (у = Гл) (4.22)

тен гси зл и к л ар  систем асининг биргаликда эканлигини  курсатади . 
Б ун дан  б ар ч а  Р < 0  учун

Я > - ° '
Р,

ва барча Р > 0  учун

Я < -  -
Р,

Б е л ги л а ш л а р  киритам из: 
а

m ax  -
Я =

Pjагар ҳам м а Pj>0

m ax/»;с0 

-  ОО,

а I
~р,

(4.23)

(4.24)
агар ҳам м а Д <0

У ҳолда (4.18)-(4.21) м асаланинг A= S  даги оптим ал ечим и Л 
нинг Я < Я < Я и н тервалд аги  ҳам м а қ и й м атл ар и  учун оптим ал  ечим  
бўлади.

А гар  Я = + о о  бўлса, Л нинг ҳам м а қ и й м атл ар и  учун оп ти м ал  
ечим  топилган  бўлади  ва иш лаш  ж а р аё н и  тугайди.

Ф а р а з  қи лай ли к , Я чекли  сондан иборат бўлсин (Я = - — >0).
Рк

А гар барча x ik<0 бўлса, сим плекс усулн и н г хоссаларига к ў р а  Я > Я 
бўлганда м асалан и н г чизиқли  ф ун к ц и яси  қуйидан  ч егаралан м аган  
бўлади  ва агар  кам и да битта x ik>0 бўлса (м асалан  х 1к> 0 ), у  ҳолда 
сим плекс усулн и  қўллаб  базисдан  Р ; вектор  чиқарилиб , унинг 
ўрнига Рк вектор  киритилади . Н ат и ж ад а  сим плекс ж а д в ал  ў згар ад и , 
м асаланинг янги  ечим и топилади.

Т опилган  янги  ечим  учун қуй и даги  теорем а ў р и н л и д и р .

1-те о р е м а . Янги ечим  Л нинг к ам и д а битта қийм ати  учун

оптим ал  ечим  бўлади  ва агар у  Л нинг Л*< Я < Я и нтервалд аги  ҳам м а 
қ и й м атлари  учун  оптим ал  ечим бўлса, у  ҳолда

я = я;
бўлади.
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Исбот. Топилган  янги ечим  Л п арам етрнинг ҳеч  бўлм аганида 
битта қийм ат учун  берилган  м асаланинг ечим и бўлади  ва бу ечим  
учун

а ',+ Л /Г у<0, (j=u>) (4.25)

система биргалаш ган бўлади. Ҳ ақи қатд ан  ҳам , Л = Л бўлганда янги 
ечим ҳосил қилиш  учун базисга Рк вектор  киритилади . Рк вектор  
учун эса

гк-ск= а к+Л&<0
тенгсизлик ўринли.

Бундан кўринадики , янги ечим  м асаланинг Л = Л қийм атидаги  
оптим ал ечими бўлади.

Энди ҳ ар  кандай  Л < Л (4.25) ш артни  қан оатлантирм аслигини  
кўрсатам из.

М аълум ки,

Ф а р аз  қ и лай ли к  (4.25) систем ани и хтиёрий  Л қаноатлантирсин .
У ҳолда, хусусан ,

a'i+A/З \<0

ўринли бўлади  ёки x Ik>0 ва (4.26) га асосан

-агк-ЯД<0

бўлади. Б у  ерд а Д > 0  бўлганлиги сабабли Л > - ^ -  = Л.

Ю қорида кўрсатилган  у сул  билан Л нинг бир ў згар и ш  
соҳасидан иккинчисига ўтиб бориш  ж араён и н и  Л=(р бўлганга қ ад ар  
давом этти ри ш  керак.

М асала хосмас м асала бўлганлиги сабабли бундай ж а р а ё н  
чексиз давом  этм айди  ва Л нинг ҳам м а қи й м атлари  учун оптим ал  
ечим топил ган да ёки  Л нинг м аъ лум  бир қийм атидан  кейинги  
қийм атларида м асаланинг ечим и йўқлиги аниқланганда ж а р а ё н  
тугалланади. Б а ъ за н  м асаланинг айрим  р еж ал а р и  учун  Л -  Л 
бўлиш и мумкин. П арам етрнинг бундай ш артини  қ ан о атлан ти рувчи  
қийм атлари  унинг критик қи й м атлари  ва м асаланинг бундай  
ш артини  қан оатлан ти рувчи  парам етрга мос бўлган ечим и эса 
критик ечим деб аталади .

б) ҳол. М асала Л=£ да ечимга эга эмас. Б у  ерда и кки  ҳол  
бўлиш и мумкин:
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1) Р к - бази сга кириш и к ер а к  булган  вектор. Ш артга  кў р а  a k+S/^>0 
ва  б ар ч а  x ik<0. А гар Рк>0 бўлса, у  ҳолда м асаланинг чи зи қл и  
ф у н к ц и я си  Я  нинг ҳ а р  қандай  қийм ати  учун  қуй и дан  
чегаралан м аган  бўлади.

2) Д < 0  бўлса, тен гси зли к  Я  нинг Я < Л \  = қ и й м атлари
Рк

у ч у н  ўринли  бўлади.
Б у  ҳолда м асала Я  нинг 6 < Л < Л 1' интервалд аги  қ и й м атл ар и  учун  

о п ти м ал  ечим га эга бўлм айди. Л екин  бунда Я=Л / бўлган  ҳолни 
те кш и р и ш  керак. А гар б ар ч а  j  л ар д а  а ^ Я \^ < 0  бўлса, Я=Я,' да 
м асал ан и н г оптим ал ечим и топилган  бўлади.

Ф а р а з  қи лай ли к, я  ̂ Б у  ҳолда топилган  ечим  X
Я * I р >)

нинг Л1 < Л < Л1 оралиқдаги  қийм ати  учун  оптим ал  ечим и б ўлади  ва 
м асал ан и  ечиш  ж а р аё н и  а) ҳолдагидек  давом  этти ри лади . А гар 
б ар ч а  j  л ар  учун

aj+X $ <  О 
те н гси зл и к  баж ари лм аса , бази сга

ш ах  + К Р . )  = а, + л; р,
а,*.\[Р,>0 J

ш ар т н и  қ ан оатлан ти рувчи  вектор  киритилади . Б у  ж а р а ё н  ҳам м а 
j  л а р  учун  cij+Xjfij^O бўлгунча ёки  а (Н-Я'Д га мос келувч и  Pt 
векторн и н г барча к ом поненталари  x lt<0 бўлгунча такрорлан ад и . 
А гар  ҳам м а j  л а р  учун  aj+k'J i j < 0  бўлса ю қоридаги  а) ҳолга 
қ ай та м и з, агар  j= t  учун  а 4+ Я 'Д > 0 ва x it<0 (/=l,m) бўлиб, pt<0  бўлса, 
у  ҳолда берилган  м асалан и н г ч и зи қли  ф у н к ц и яси

Ж ^  = - ^ Ц ' 2<Л'2)

у ч у н  қ уйидан  чегаралан м аган  бўлади.
Энди \=Х'2 бўлгани ҳолни  текш и р и ш  керак. А гар \ = \ ' 2 да 

м аса л а  оптим ал ечим га эга бўлса, я ъ н и  б ар ч а  j  л а р  учун
O j + X ' J l j < 0

бўлса , м асалани  ечиш  ю қоридагидек давом  этти ри лад и . А гар  Л=Л'2 
қ и й м атд а  м асала ечимга эга бўлм аса, ю қорида кўрган  1) ва 2) 
ҳолдан  бирортаси  юз бериш и мумкин. А гар  1) ҳол  б а ж а р и л са  к>Х2 
учун  м асала  ечим га эга бўлм айди; агар  2) ҳол  б аж ар и л са , Я нинг 
м а ъ л у м  бир и н тер вал д аги  қ и й м атл ар и  учун  м асал а  ечим га эга 
бўлм айди .

Ш ундай  йўл  билан Я нинг барча қ и й м атл ар и  текш и ри ли б  
чиқилади .

М исол. Қ уйидаги  п ар а м е тр л и  д а сту р л аш  м асаласи н и  ечинг:
Y —( 2+ЗА)х1+ ( - 1+2А)хг+ЗЛх3+ 4 х 4 —гтах,
- оо <Я<+со ,
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-Г, + 2х2 + дг3 + ЗхА < 7,
-  Здг, + 4х2 + 3дг3 -  хА <15,
2 х ,  -  5 дг2 +  2 . г 3 +  2х4 <  2 ,  

х ,  > 0.(У = 1~4).
Берилган масалани х 5, х б, х 7 қўш и м ч а  ўзгарувчил ар  билан 

тўлдирам из ва m a x Y  ни m i n Y  га айлантирам из. Н а ти ж а д а  қуй идаги  
каноник формадаги масалани ҳосил қиламиз: 

х 1+ 2 х 2+ х 3+ З х 4+ х 5= 7 ,
- З х 1+ 4 х 2+ З х 3- х 4+ х (;=  15,
2 х г 5 х 2+ 2 х 3+ 2 х 4+ х 7= 2 ,
.г, >0,у = 1/7,

Y=(2+3A)xr ( - l + 2 k ) x 2-3Xx3- 4 x 4^>min,
- 00 < Л < + а >

Б у масаладаги Ph, Р ь, Р 7 векторларни базис векторлар деб 
қабул  қилиб, симплекс ж адвални тўлдирамиз. Ҳ а р  бир Р ; устунга  
мос келувчи Д ^ у ~ с ,  ни

Лг а1+Щ
кўр ин иш ид а ифодалаймиз ҳамда ж адвалнинг m + 1  қаторига (Xj ни ва 
m + 2  қаторига /?; ни ж ойлаш ти рам из. к нинг қуй и  чегараси уч ун  
м асаланинг оптимал ечимини топамиз. Бундай ечим уч ун  барча

j  = 1,7, бўлиши керак.
Б у  ҳолда

^га,+Ар<0.

Д ем ак, Я = - оо учун  оптим ал ечим топилган бўлади. Б иринчи  
симплекс жадвалдан кўр и н ад и ки  Р 5, Р б, Р 7 базис векторларга мос 
келувчи Xj=(0;  0; 0; 0 ; 7; 15; 2) берилган масаланинг Я = - оо қийм ати  
уч ун  оптимал ечим бўлади. Б у  ечим Я нинг қайси интервалдаги  
қийм атл ари уч ун  оптимал ечим бўлиш ини аниқлаймиз.

Б ун ин г у ч ун  Я нинг ю қори чегарасини топамиз.

7 ■( а А  • ( 2 1 п) 2Я = m m ----- - = m m -----, —,0 = — .р,) I 3 2 ) 3
Д ем ак, X ^ fO ;  0; 0; 0; 7; 15; 2) ечим Я нинг -оо < А < - ^  

интервалдаги ҳамма қийм атл ари уч ун  оптимал ечим бўлади.
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Энди * > -  — уч ун  оптимал ечимини топамиз. Бунинг учун

базисга Р 2 векторни киритиб

0 = тт —  = m in f-;—1 = 1 V° x\j Vl 2j

сонга мос кел увчи  Р 7 векторни базисдан чиқарам из. Н атиж ад а I I  
симплекс ж адвал  ҳосил бўлади. Б у жадвалдаги ^5» Рб> Р 7 базис

2
векторларга мос келувчи X ,= ( i ;  0; 0;  0 ;  6; 18 ;  0 ) ечим учун

оптимал ечим бўлади (теоремага асосан). Б у  ечим Л нинг

2 - 8-3<Д<Д=-—

интервалдаги ҳам м а қийм атлари учун ҳам оптим ал ечим бўлади. 
g

Энди Л> - — уч ун  оптимал ечимни аниқлайм из.

Б унинг уч ун

Л -  min -
а 2

Pj
s_
19

га мос келувчи Р 2 векторни базисга киритиб, Р л векторни базисдан  
чиқарамиз. Н а ти ж а д а  I I I  симплекс ж адвал ҳосил бўлади. Бунда Р 2, 
Р б, Pj  векторлар базис векторлар бўлиб, уларга мос келган

Х2 = ^у-;j;0 ;0 ;0 ;^ ;o j вектор * = УЧУН

бўлади. Бунда Y (X 3)=- (4 2 /5 7) .  Б у ж адвалда m + 2  қаторнинг барча 
элементлари м анф ий сонлардан иборат, яъни барча /?у < 0, (у = 1,7). 

Дем ак, топилган ечими Л нинг

масаланинг оптимал ечими

g
----- < А < +оо

19
интервалдаги ҳам м а қийм атлари учун  оптим ал ечим бўлади.1 
I.
Б.в. С Ро -2 -ЗЛ 1 - 2Л -ЗЛ -4 0 0 0

Pi Рг Р.1 Pi Р* р б р 7
Р 5 0 7 1 2 1 3 1 0 0
Ре 0 15 - 3 4 3 -1 0 1 0
Р 7 ' 0 2 2 -5 2 2 0 0 1

771 “Ь 1 0 2 -1 0 4 0 0 0
т + 2 0 3 2 3 0 0 0 0
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р 5 0 6 0 9 / 2 0 2 1 0 - 1 / 2
Ре 0 18 0 - 7 / 5 6 2 0 1 3 / 2
Рг -2  -ЗЛ 1 1 - 5 / 2 1 1 0 0 1 / 2

т + 1 -2 0 4 -2 2 0 0 -1
т + 2 -3 0 1 9 / 2 0 -3 0 0 - 3 / 2

I I I
Р 2 1 - 2Л 4 / 3 0 1 0 4 / 9 2 / 9 0 - 1 / 9
Ре 0 6 8 / 3 0 0 6 3 2 / 9 7 / 9 1 1 0 / 9
Рг -2 -ЗЛ 1 3 / 3 1 0 1 1 9 / 9 5 / 9 0 2 / 9

771+1 - 2 2 / 3 0 0 -2 2 / 9 - 8 / 9 0 - 1 / 3
771+2 - 4 7 / 3 0 0 0 - 6 5 / 9 - 1 9 / 9 0 - 4 / 9

3-§. О зод ҳади  параметрга боғлиқ бўлган масала 
(иккиланган параметрли дастурлаш  масаласи)

Озод ҳади параметрга боғлиқ бўлган масала билан чизиқли  
ф ункцияси параметрга боғлиқ булган масала ўзаро қўш м а  
масалалар бўлади. Уларнинг ихтиёрий бирини ечиб иккинчисининг 
ҳам ечим ини аниқлаш  мумкин.

Ф ун кц и яси  параметрга боғлиқ булган масалага икки ланган  
масаланинг озод ҳади t параметрга боғлиқ бўлади ( a < t < p , a , p  
ихтиёрий ҳ а қи қи й  сонлар).

Б у параграф да ана ш ундай иккиланган  параметрли дастурлаш  
масаласини ечиш  усули билан таниш ам из.

Ф ар аз қилайлик, қуйидаги озод ҳади параметрга боғлиқ 
бўлган масала берилган бўлсин:

1La'jxj =bL + lbi Ai = hm),te[a,p\ (4.27)/=l
1 ̂  -  0 ,  ( У = ГГп) (4.28)

у ->min. (4.29)

a < t<  р  интервалдаги X нинг ҳар бир қийм ати  учун  (4.27) ва (4.28) 
ш артларни қаноатлантирувчи ш ундай X = ( x v  х 2, х 3) векторни  
топиш  ке р а кки , у  (4.29) чизиқли ф ункцияга минимал қийм ат берсин.

Ф ар аз қилайлик, t = a  да масаланинг X  = ( x j , j c 2 ,.»,*«) оптимал  
р еж аси топилган бўлсин. М асаладаги Ь* озод ҳадлар t  парам етрга  
боғлиқ бўлгани сабабли Х(Х = В~'Ь) векторнинг компоненталарини а  
нинг чизиқли  ф ункцияси сифатида ифодалаш  мумкин, яъни
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тенгсизликлар  системаси биргаликда бўлади.
Б у  ерда 4 та ҳол рўй бериш и м ум кин:

1) А гар  (4.30) ифодада барча p t= 0  бўлса, у холда топилган  
X  = (х |,х2,...,х„)режа t нинг ихтиёрий қийм атлари учун  оптимал  
р е ж а  бўлади;

2) (4.30) да барча р {> 0 (i = l,m). Б у  ҳолда топилган X  р еж а ихтиёрий  
а  < t уч ун  оптимал р еж а бўлади;

3) А гар  (4.30) да барча P i < 0  (/ = 1,/п)бўлса, у  ҳолда топилган р е ж а  X 
ихти ёр и й  t < а  учун  оптимал р е ж а  бўлади;

4) (4.30) ифода даги р, лардан баъзилари мусбат, баъзилари эса 
манф ий бўлиш и мумкин.

А гар  Рг>0  бўлса, (4.30) дан г > - — .

Бунда топилган X р еж а  t нинг t < t < t  интервалдаги ҳар  бир 

қий м ати  учун  оптимал р еж а  бўлади. А га р  t = -не бўлса, t  нинг ҳамма  
қийм атл ари учун  оптимал ечим топилган бўлади ва масалани ечиш  
ж а р а ён и  тўхтатилади. Ф араз қил ай л и к, / * -юо да

уч ун
х,  = q , + а р ,  > 0

бўлиш и ке р а к  ва демак,
ft + tpi > 0 (4.30)

Р,

Х у д д и  ш унингдек, агар р, < 0  бўлса, у  ҳолда .
Р,

Энди қуйидагиларни қабул қилам из

/ =
агар ҳамма р ,<0

(4.31)

агар ҳамма p t>0

(4.32)

х, -  q, + tp' > 0 (/ = 1,ш)
ва

У J S 0(У I , и) (4.34)
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шартлар бажарилсин. Бошқача айтганда X  вектор оптималлик 
шартини қаноатлантирсин. Лекин, шуни айтиб ўтиш керакки, (4.33), 
(4.34) шартларни қаноатлантирувчи X вектор оптимал ечим 
бўлмаслиги ҳам мумкин. t нинг қийматини ошириб бориш 
натижасида бирорта t учун, масалан t=C учун xi = q, + tp, < 0 бўлиши 
мумкин.

У ҳолда

'= --- (Pi<°)
Р,

бўлади. Энди t > t учун янги оптимал ечимни аниқлаш керак. Бунинг 
учун базисга кирадиган ва базисдан чиқадиган векторларни танлаш 
керак. Бу векторлар қуйидаги теоремага асосан танланади:

Теорема. Агар t -  -  — га мос келувчи р г вектор базисдан 
Pi

чиқарилиб, базисга
У к ~ ск • ■>'/ ~ c j—---- = mm—----Г т„ <0 гл 1к Л(1

шартни қаноатлантирувчи Р к векторни киритилса, ҳосил булган 
янги ечим X' t нинг ҳеч бўлмаганда битта қиймати учун оптимал 
ечим бўлади. Агар X' t нинг ? < t< t'  интервалдаги қийматлари учун 
оптимал ечим бўлса, t - t '  бўлади.

Исбот. Симплекс жадвалдаги озод ҳадлардан ташкил топган 
р 0 векторнинг янги базис векторлар орқали ёйилмаси қуйидаги 
формулалар орқали аниқланади:

х , = q '+ t f i ,  = q , +  tp,  -  — (q,  + tp , ) ,  i *  /,
X  Ik

, , ,  Vi+tPi 
* к -  Я к ^ Р к -  ■ -----

x  Ik

вектор t = t ' = - — учун оптимал режадир ва агар X' бирорта
Pi

бошқа t учун ҳам режа бўлса, у ҳолда t > t бўлади. Ҳақиқатдан ҳам,
q ,+ t̂  > 0, х,к < 0, р, < 0

Бундан

t > -  — = t эканлиги келиб чиқади.
Pi

Энди янги режани оптимал ечим эканлигини кўрсатамиз. 
Маълумки,

хч{Уу -  Cj)' = у J -  СJ -  — {ук -  ск).
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Бунда ҳ, - C j  <Q,xlk < 0  бўлгани сабабли, х г> 0  бўлганда ( ҳ , - с , ) ' ^ 0

бўлади, яъни у  - с  - — (>•, -  с ,) <0.

Бундан xz>0 учун

у, ~с, O'* -с,) х/к
ёки

"  у >  > V - C *

Демак, базисга киритиладиган Рк вектор учун

шарт қаноатлантирилиши керак.
Агар барча х ,> 0  бўлса, у холда t > t  учун масала ечимга эга 

бўлмайди.
Мисол. Озод ҳади параметрга боғлиқ бўлган чизиқли 

дастурлаш масаласини ечинг.

2.г, + х2 -  З.г3 + хА < 1 -  2/, 
jc, + 3jc2 + Axi + 2ха <20 -
-  4-г, + 5дг2 -  2ху + Зх4 <5 + 3/,

х^>0, U = 14),
- ao<t<+ao
Y = - X j+ 2 x 2- 3 x 3- x 4 —углах .

Ечиш. Берилган масалага қўшимча ўзгарувчилар киритамиз 
ва Y —углах ни У —>min га айлантирамиз. Натижада каноник 
формадаги масалага эга бўламиз.

2х, + х2 -  Здг, + х4 + х5 = 1 -  2/, 
х, + Зх2 + 4л\ + 2х4 + хь = 20 -
-  4х, + 5jc2 -  2х3 + Зх4 + х7 = 5 + 3/.

х,>0, (У = IJ),
-  00<t<+00
Y = x r 2x 2+ 3 x 3+ x 4—>min.

Ҳосил бўлган масаладаги векторларни базис
векторлар деб қабул қилиб, симплекс жадвални тўлдирамиз ва 
симплекс усули ёрдами билан t=-ao учун оптимал ечимни топамиз.

IV босқичда t=-oo учун оптимал ечим топилди. Бу ечим:
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X, = ( 5 -  — 1;5 -  —  r;0;0;-14 -  — /;0;0 ]
1 I 17 17 17 )

= ,,(*,) = - 5 - ILr.

(4.32) га асосан r = min _5_ -14 _5
11’ i_ 11 
i7 i7 17;

. (85 238= mm — ,-------
V14 5 ’85) -

238—-  га мос бўлган

P5 векторни базисдан чиқариб, базисга min— ,(у = 1,7) нисбатни*»<° х5
берувчи Рб векторни киритамиз.

Натижада III босқичда топилган

/;l--f;0;0;0;17 + 
14 7 -5-г.о)14 )

вектор t -- 238 учун оптимал ечим бўлади. (4.32) га асосан

_0_ _1_ 
13’ J_ 
14 17

=  0

Демак, / ' = - — = о бўлганлиги сабабли, унга мос келувчи Р } 
Р\

векторни базисдан чиқариб, базисга
> ’з ~ с з 23

13
шартни қаноатлантирувчи Р 3 векторни киритамиз. Ҳосил булган

Х 3=(0;1 ;+t;t;0;0;17-l8t;0)
вектор масаланинг 1=0 даги оптимал ечими ва бу ечимда ги мақсад
функциянинг қиймати y 3= - 2 + t  га тенг. Бу режа t нинг

- 17 0 </<1 = —
интервалдаги барча қийматлари учун оптимал режа бўлади. Энди 
Г га мос келувчи Рб векторни базисдан чиқарамиз ва Р7 ни базисга 
киритамиз. Натижада ҳосил бўлган

17вектор масаланинг t -  — даги оптимал ечими бўлади. Бунда
8

 ̂V. Ч 77 37 # у .  = у ( Х . )  = ------+ — t.AJ 13 13
Бу ечим t нинг
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— < t < —  интервалдаги барча қииматлари учун оптимал ечим б 11
а 64бўлади. Лекин tm = = — га мос келувчи барча x 2i>0 бўлганлиги Pi П

64сабабли, масала t > — ечимга эга бўлмайди.

I.
Б.в. С Ро 1 - 2 3 1 0 0 0

Pi P?. P* Pi Ps p ff P7

Рь 0 l - 2 t 2 1 -3 1 I 0 0
Ре 0 20-t 1 3 4 2 0 ] 0
Р? 0 5 + 3 t -4 5 -2 3 0 0 1

4 0 -1 2 -3 -J 0 0 0

11.
ph 0 13 14 0 13 2 1 0 1

“ 5'f 5 ~ 5 5 5
p . 0 17- —f 17 0 26 1 0 1 314 -- -- — — —

5 5 5 5
-2 3 4 1 2 3 0 0 11 + ~ t _ — _ — —

5 5 5 5 5
z l, - 2 - —r 3 0 11 11 0 0 2J 5 5 ~ 5 5 "5

111.
P, 1 13 1 0 13 1 5 0 1

~ — t -- — --
5 14 7 14 ~  14

P в 0
17 + i V

0 0 117 2 . 17 1 514 14 ~ 1 14 “ 14
P 2 -2 . 1 0 1 8 5 2 0 11 — ~t1 7 7 7 7
A

9
- 2 - —t 0 0 23 16 13 0 5j 14 14 7 “ 14 "14

3
* 6 , 17
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р,

р*

Рг

1

0 

-2

14
5 - | 7 Г

1

0

0

0

0

1

26
17

117
17

14
17

1
17

4
17
11
17

0

1

0

5
17

14
17

4

17

3
17

5
17
1

17

т+1 12 0 0 53 38 0 3 5
17 ~~ 17 "17 17 ~ 17

53 3
*5, 117 17

V.
Р , 1 13

~14Г
1 0 13

14
1
7

5
14

0 1
~ 14

Ре 0 0 0 117
14

2
"7

17
"14

2 _5_ 
~ 14

Р г - 2 1 0 1 8 5 2 0 1
"7 7 7 7

4 0 0 23 16 3 0 5
14 "14 ~ 7 "14 14

± L 23
13 5

VI.
Рз 3 t 14 0 1 2 5 0 1

“ 13 '13 "13 13
0 п - т 9 0 0 1 2 1 -1
-2 j+t 16 1 0 7 2 0 3

13 13 "13 13

4 -2+t 23 0 0 33 11 0 3
"13 "13 '13 "13

3
13
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р, 3 17 5 5 0 1 1 3 1 0
Гз + 1з' "13 “ 13 “ 13 13

рг 0 n-18t -9 0 0 -1 -2 -1 1
64 11 11 10 4 3

р2 -2 п Т з ' 13 1 0 13 13 ” 13 0

4 77 37 50 0 0 36 7 3 0}
"13 + 13'/ “ 13 “ 13 “ 13 “ 13

Таянч сўз ва иборалар

Параметрли дастурлаш; функцияси параметрга боғлиқ 
бўлган масала; озод ҳади параметрга боғлиқ булган 

масала; параметрнинг критик қийматлари; критик ечим

Назорат саволлари
1. Параметрли дастурлаш масаласининг предмети нима?
2. Параметрли дастурлаш масалаларининг қандай турлари мавжуд?
3. Функцияси параметрга боғлиқ булган масала қандай қўйилади?
4. Озод ҳадлари параметрга боғлиқ бўлган масала қандай 

кўринишда бўлади?
5. Параметрли дастурлаш масаласининг қандай умумлаштирилган 

ҳолларини биласиз?
6. Параметрли дастурлаш масаласининг геометрик талқини қандай?
7. Маҳсулотни ишлаб чиқариш ва уни сақлашни оптималлаштириш 

масаласининг математик моделини тузинг ва уни функцияси 
параметрга боғлиқ бўлган масала сифатида ифодаланг.

8. Функцияси параметрга боғлиқ бўлган масалани ечиш жараёнини 
тавсифланг.

9. Параметрнинг маълум бир қийматида топилган ечим учун қандай 
теорема ўринли бўлади?

10. Функцияси параметрга боғлиқ бўлган масалани ечиш жараёнини 
қандай ҳолларда тўхтатиш мумкин?

11. Озод Х£ди параметрга боғлиқ бўлган масала билан функцияси 
параметрга боғлиқ бўлган масала орасида қандай боғланиш бор?

12. Озод ҳади параметрга боғлиқ бўлган масалани ечиш 
алгоритмини тавсифланг.

13. Озод ҳади параметрга боғлиқ бўлган масалани ечишда 
параметрнинг бир қийматидан бошқа қийматига ўтиш қандай 
теоремага асосан бажарилади?
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Масалалар
I. Параметрли дастурлаш масаласининг геометрик талқинидан 
фойдаланиб, қуйидаги масалаларни t параметрнинг -oo<t<oo 
оралиқдаги барча қийматлари учун ечинг.
1.1

х, -  х2 + х3 = 23,
-  х, + Зх2 + х4 = 20, 
1̂ х, + 2х2 + х5 = 24,

Xj>0, х 2>0у х 3>0, 
Y = 6 x j + ( 4 + t ) x 3+ (1 2- t ) x 4 —углах;

|х, -  2 х 2 + х 3 = 1 2 ,

1.2 <2х, + х2 + х4 =10,
[зх, + 2х, + х3 = 24,

Xj>0, х 2>0, х 3>0,
Y = 3 x r (3+t )x2+ (4 + t )x 4-*max;

И. Қуйидаги функцияси параметрга боғлиқ булган масалаларни 
аналитик усул билан ечинг.

2.1 - х 1+ х 2<3>
4х 2+ 5 х 2<51,
2х 1-5 х 2<3,

х }>0, х 2>0,

2.2

Y = 5 х }+( 2+3 Л)х2—углах, ЛеЦ),10].

| х, + Зх2 -  х3 + 2х5 = 7,
-2 х 2 +4х3 + х4 =12,

-4 х 2 +Зх3 н 8 х 5 + х 6 = Ю ,

Xj>0, j — 1,6

Y=2Axj+( 1 -А)х 2-Зх 3+Лх 4+ 2х 5-ЗАх 6-^тлах, Л е[0,10].
ГЗх, -  х2 + 2х3 + 5х4 <10,

2.3 | х , + 3 х 2 + х 4 <6,
[2х, -Зх2 -  х? 
Xj>0, j =  1,4
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У=(1 -2А)х 1+Лх2+ х 3-(2-А)х4-*тах,  -  оо<А<+°о.

III. Қуйидаги озод ҳади параметрга боғлиқ бўлган масалаларни 
ечинг.

3.1

3.2

х , +  2х2 +  х 3 +  З х 4 < 1 0  +  3 / ,

4 х ,  -  х2 + 2 х 3 + х 4 < 7  -  /,
З х 2 +  х 3 -  2 х 4 < 2  +  5 / ,

Xj>0f j =  1 , 4 ,  -  о с ? < Я < + с о ,

Y= 2 х , -х 2+ 5 х 3+х* -^rnax

| 3 х ,  -  2 х 2 - 4 х 3 > 1 - / ,

-  х ,  +  4 х 2 +  З х ,  >  - 3 ,

2 х ,  +  8 х 3 >  2 ,

х; >0, 7=1,3, 0 < t < +  <ао,

У =7 х  j+ 1 2х2+ 10 х 3 —углах.

3.3
I X, +  х 2 +  х 3 - 1 2 + / ,

2 х !  -  х 2 +  х 4 = 8  +  4 / ,

-  2 х ,  +  2 х 2 +  х ? = 1 0 - 6 / ,

Xj>0,  7=1,5, - oo<t<+oo,

Y = 3 x r 2 x 2+ 5 x 3-4 x5—углах.
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Транспорт масаласи чизиқли дастурлаш масалалари ичида 
назарий ва амалий нуқтаи назардан энг яхши ўзлаштирилган 
масалалардан бири бўлиб, ундан саноат ва қишлоқ хужалик  
маҳсулотларини ташишни оптимал режалаштириш ишларида 
муваффақиятли равишда фойдаланилмоқда.

Транспорт масаласи махсус чизиқли дастурлаш масалалари 
синфига тегишли бўлиб, унинг чегараловчи шартларидаги 
коэффициентлар дан тузилган (a4j) матрицанинг элементлари 0 ва 1 
рақамлардан иборат бўлади ва ҳар бир устунда фақат иккита 
элемент 0 дан фарқли, қолганлари эса 0 га тенг бўлади. Транспорт 
масаласини ечиш учун унинг махсус хусусиятларини назарга 
олувчи усуллар яратилган бўлиб, қуйида биз улар билан 
танишамиз.

1-§. Транспорт масаласининг математик модели ва хоссалари

Фараз қилайлик, A v Аг> А^ пунктларда бир хил маҳсулот 
ишлаб чиқарилсин. Маълум бир вақт оралиғида ҳар бир А ^ = 1 ,т )  
пунктда ишлаб чиқариладиган маҳсулот миқдори at бирликка тенг 
бўлсин. Ишлаб чиқариладиган маҳсулотлар B v В2, ..., Вп пунктларда 
истеъмол қшшнсин ҳамда ҳар бир Bj(j=l,n) истеъмолчининг 
кўрилаётган вақт оралиғида маҳсулотга бўлган талаби bj(j=l,n)  
бирликка тенг бўлсин.

Бундан ташқари А„ А2> ..., А^ пунктларда ишлаб 
чиқариладиган маҳсулотларнинг умумий миқдори B J УВ2 Bn 
пунктларнинг маҳсулотга бўлган талабларининг умумий миқдорига 
тенг, яъни

г . , - ,
тенглик ўринли бўлсин деб фараз киламиз Дейлик, ҳар бир ишлаб 
чиқариш пункта Д  дан ҳамма истеъмол қилувчи пунктга маҳсулот 
ташиш имконияти мавжуд ҳамда At пунктдан Bj пунктга 
маҳсулотни олиб бориш учун сарф қилинадиган харажат Ctj пул 
бирлигига тенг бўлсин.

х,3 билан режалаштирилган вақт оралиғида Аг пунктдан Ву 
пунктга олиб бориладиган маҳсулотнинг умумий миқдорини 
белгилаймиз.

Транспорт масаласининг берилган параметрларини ва 
белгиланган номаълумларни қуйидаги жадвалга жойлаштирамиз.
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Масаланинг иқтисодий маъноси юк ташишнинг шундай 
режасини тузиш керакки: 1) ҳар бир ишлаб чиқариш пунктидаги 
маҳсулотлар тўла тақсимлансин ; 2) ҳар бир истеъмолчининг 
маҳсулотга бўлган талаби тўла қаноатлантирсин ва шу билан бирга 
сарф қилинадиган йўл харажатларининг умумий қиймати минимал 
бўлсин.

Масаланинг биринчи шартини қуйидаги тенгламалар 
системаси орқали ифодалаш мумкин:

х„ +х12 +
Х21 + Х22 + •• + *2„ = (5.1)

Лн + *"2 +■-  + = <*т’

Масаланинг иккинчи шарти эса қуйидаги тенгламалар 
системаси кўринишида ифодаланади:

*11 + *21 + "
Х12 +*22 +-••+*«2 =Ь2’ (5.2)

+^2»+- ■■+*„, =*»■

Масаланинг иқтисодий маъносига кўра номаълумлар манфий 
бўлмаслиги керак, яъни

х 1; > 0  (/ = 1,т\ j  = 1,я). (5.3)

г-ишлаб чиқариш пунктидан j -истеъмол қилувчи пунктга режадаги 
Xjj бирлик маҳсулотни етказиб бериш учун сарф қилинадиган йўл 
харажати ci} x tj пул бирлигига тенг бўлади.
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Режадаги барча маҳсулотларни ташиш учун сарф 
қилинадиган умумий йўл харажатлари

Y = СПХИ -»-С12Х|2 + +С |ПХ|П -^С21Х21 + С 22 X 22 + +
ш п

<=2. х 2. I + - + с „ х 1„  = Х Х СЛ
i - l  7-1

функция орқали ифодаланади. Масаланинг шартига кура бу 
функция минимумга интилиши керак, яъни

У = Ё  i СуХу-> m m 4 (5.4)
»=1 7-1

(5.1) (5.4) муносабатлар биргаликда транспорт масаласининг 
математик модели деб аталади.

Транспорт масаласининг математик моделини қуйидаги 
йиғинди кўринишида ҳам ёзиш мумкин.

=а (i = lm) (5.5)
7-1

I X   ̂br ( j  = 1п) (5.6)
1-1 __ _
.т„ >0,(/'= l,m ;/ = Ln) (5.7)

К = ]Г£сЛ - » т т  (5.8)
/ = 1 /Ч

Масаладаги ҳар бир a, ,bj ва с1; номанфий сонлар, яъни: 
а>0, Ь;>0, со>0.

Агар (5.5.) - (5.8.) масалада

i ° , = t b , = y t  (5-9)
i - l  7-1

тенглик ўринли бўлса, яъни ишлаб чиқарилган маҳсулотлар 
йиғиндиси унга булган талаблар йиғиндисига тенг бўлса, у ҳолда бу 
масалани ёпиқ моделли транспорт масаласи деб айтамиз.

1-теорема. Ҳар қандай ёпиқ моделли транспорт масаласи 
ечимга эга.

Исбот. Шартга кўра ]Га( =А >0> У Ҳ°лДа
/=1 7=1 

a,bj —  —,j = — (i = lm-,j = ln)
берилган транспорт масаласининг режаси бўлади. Ҳақиқатдан ҳам, 

a b
xi} = > 0, чунки а{>0, bj>0, А>0.

7-1 7-1 л  Л  7“ 1

V' \r'aib/ bi^Lai
L x.1 = l , - r  = —T~=b/- /=1 f-1 л л
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қаноатлантиради. Шунинг учун бу миқдор масаланинг режаси 
бўлади.

2-теорема. Транспорт масаласиннг шартларидан тузилган 
матрицанинг г(А) ранги m+n-1 га тенг.

Исбот. Ҳақиқатдан ҳам, бу матрица кенгайтирилган ҳолда 
қуйидаги кўринишга эга бўлади:

А =

1 1 1
ООО

0 0 0
1 О О 
О 1 о

0 0 0

1 о о
О 1 1

ООО 
О 1 о
0 0 1

1 о о

0 0 0
1 о о

О 1 I 
О 1 о
0 0 1

1 о о

0̂
0

1
о
0

1

Бу матрицанинг ихтиёрий қатори (масалан, 1-қатори) қолган 
қаторларнинг чизиқли комбинациясидан иборат эканлигини 
кўрсатиш мумкин. Бунинг учун т+1, тп+2, m +n қаторидан ўзаро 
қўшиб, натижасидан 2, 3, ..., (т+п) қаторларни айирсак 1-қаторни 
ҳосил қиламиз. Демак, r(A)=n+m-l. Энди 2, 3, (m+n) - қаторлар 
ўзаро чизиқли боғлиқ бўлмаган системани ташкил қилишини 
кўрсатамиз. Бунинг учун ихтиёрий а 2, а 3, -..,<2̂ , Pv Рг, Рп сонлар 
олиб уларга мос равишда 2, 3, т, (т+п) - қаторларни 
кўпайтириб ўзаро қўшамиз ва натижасини 0=(0,0...0...0,0,... 0) га 
тенглаймиз. Натижада қуйидагиларга эга бўламиз:

0 а2 +0 а3 -*-...0 ат +1 • рх + 0- /?2 +... + 0 • Д, =0,
0 • а 2 + 0 • QTj + ...0 • а т + 0 • /7, +1 • fl7 +... + 0 • Д, =0, (5.10)

ва
О-a ,  +0-сг3 + . . .0 -а т +0-  Д, + 0- р 2 + ... + 1 • Д, =0 .

\ а2 +0 ог3 ч- ...0 * orm +1-Д, + 0-Д2 +...+0-Д, =0, 
0 ‘&2 +}-а} + ...0-ат +t 'Д, +0Рг +-. + 0- Дн = 0 , (5.11)

0• а 2 + 0 а ъ +... 1 • а т +1 ■ Д, + 0 • Д2 +... + 0 • Д, = 0.

(5.10)системадан Рх=0, >6^=0,..., Рп=0, (5.12)
(5.11) система дан
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а2+Рх =0, 
аъ + Д = 0,

скт + Д  =0 .

тенгликлар келиб чиқади. Бундан (5.12) га асосан а 2 = а 3=. а п= 0  
бўлади. Дем ак, А  м атрицанинг m + n - l  та қатори  ўзаро чизиқли  
боғлиқ бўлмаган системани та ш ки л  қилади ва дем ак г (А )= т + п -1  
бўлади/

3-теорема. А гар  масаладаги барча aj ва Ь, лар бутун  сонлардан 
иборат бўлса, транспорт масаласининг ечими бутун  сонли бўлади.

Теорем анинг исботини транспорт масаласининг бош ланғич  
базис реж аларини топиш  усулларида к ў р и ш  мумкин.

4-теорема. И хтиёр ий  транспорт масаласининг оптимал р еж аси  
мавжуддир.

Исбот. 1- теоремага асосан масаланинг камида битта реж аси  
мавжуддир. (5.5), (5.6) ш артлардаги коеф ф ицентлар ва барча аг, Ьг 
лар мусбат бутун сон бўлганлиги сабабли x xj ҳам юқоридан  
чегараланган бўлади ва унинг қийм ати  мос а„ ва ларнинг 
қийматидан ошмайди.

Ш ундай қилиб, транспорт масаласи реж аларидан таш ки л  
топган тўплам  бўш  тўплам  бўлмайди, у  чегараланган тўплам  
бўлади. Демак, транспорт масаласи оптимал р еж ага  эга.

2-§. Транспорт масаласининг бошланғич базис режасини топиш
усуллари

Бош қа чизиқли дастурлаш  масалалари сингари транспорт  
масаласини ечиш  ж араёни  бош ланғич базис р еж ан и  топиш дан  
бошланади. Транспорт масаласининг базис реж асини топиш  
усуллари кў п  бўлиб, қуйида биз "ш имолий-ғарб бурчак" усули ва 
"минимал хараж атлар" усули билан таниш амиз.

1. Шимолий-ғарб бурчак усули. Ф ар аз қилайлик, транспорт  
масаласининг ш артлари қуйидаги  жадвалга ж ойлаш тирил ган  
бўлсин.

Ш им олий-ғарб бурчак усулининг ғояси қуйидагилардан  
иборат. Э нг аввал ш имолий-ғарбда ж ойлаш ган  катакчадаги  х и
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номаълумнинг қийм атини аниқлайм из, x n = m i n  (a ,,bj). А гар  a, <  b2 
бўлса х п = а , ва х ,,= 0 , ( j=2,n),  агар b, <  с^бўлса х и=Ь1 ва x tI= 0 , 
( i= 2 tm)  бўлади. Ф ар аз  қилайлик, биринчи ҳол бажарилсин. Бу  
ҳолда 1-қадам дан сўнг масаланинг ечимларидан та ш ки л  топган  
м атрица қуй ид аги  кўриниш да бўлади.

1-қадам  
x i i ~ a i 0 0 0 0

х 21 Х 22 Х 23 Х 2п а2

Х т1 Х т2 Х тЗ Х т п а т
Ь,-а, ьг Ь3 Ьп

Энди и кки н ч и  қатордаги биринчи элементнинг қийм атини  
топамиз:

А гар  а2> Ъ1- а 1 бўлса, x 2I= b J-a 1 ва х п=0,  (/ = 3,w),

А гар  a2< b 1- a l бўлса, x 2I= a 2 ва x 2j=0,  ( /  = 2, л)-
Ф ар аз  қил айлик, янги м атрица уч ун  ҳам l -ҳол бажарилсин, у  

ҳолда 2-қадам даги ечимлар матрицаси қуйидагигача бўлади.

Х и  А] 0 0 0 0
х 21=ЬГ Х 22 Х 23 Х 2п a 2- b i + d i

0-1
0 Х 32 Х 33 Х 3п а 3

0 Х т2 ХтпЗ Х тп ат
0 Ь2 Ъ3 К

Х уд д и  ш ундай  йўл билан давом этиб, ҳар  бир қадамда 
бирорта нинг қийм ати топилади. x ^ m in fa ^ b j )  ва аг ёки  Ь; нолга 
айлантирилади.

Б у ж араён  барча а, ва Ь; лар нолга айлангунча такрорланади. 
М аъ л ум ки , ҳар  бир x tJ нинг қийм ати  а, ва bj ларнинг турли  
комбинация ларини айириш  ёки қ ў ш и ш  ёрдами билан топилади, 
ш ун и н г учун  at ва Ь; лар б утун  бўлганда топилган базис р еж а бутун  
сонли бўлади. Бундан та ш қар и , ю қоридаги 2-теорем ага асосан базис 
ечимдаги нолдан ф арқли x tJ номаълумлар сони т + п - 1  дан ошмайди.

Мисол. Қ уй и д аги  транспорт масаласининг бош ланғич базис 
ечимини топинг.

ai ^

3 6 2 1

4 2 5 9 5 .
2 8 3 5 8
3 7 3 1 4
3 5 9 7 2
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x n=min( 4,3 )=3.
Шунинг учун b'2=0 ва а,=4-3=1 , х 21—х 31—х 41=0

2-қадам.
х 12=тт(1,6)=1.

Бунда а \= 0  ва Ъ'2=6-1=5  , х ]3= х ]4=0.
3-қадам.

х 22=тгп( 2,5 )—2.
Бунда а 2=0 ва Ъ'2—5-2=3  , х 23= х 24=0.
4-қадам.

x32= min(3,3)=3.
Бунда a"2=b"2=0 бўлади ҳамда х 33= х 34=0, х 42 =0.
5-қадам. 
х 43= 2 ,  а 4= 3 - 2 = 1 .
6-қадам.

x 44 =m in (1,1)=1

Бунда а 4=Ъ'4=0 бўлади ва масалани ечиш жараёни тугайди. 
Топилган бошланғич базис ечим қуйидаги к5финишда бўлади:

Топилган бошланғич базис ечимдаги нолдан фарқли булган 
номаълумлар сони 6 та бўлиб, у т +п-1=7  дан кичик. Агар 
масаланинг базис режадаги нолдан фарқли бўлган Xjj номаълумлар 
сони т+п-1  дан кичик бўлса, бундай режани хос режа деб атаймиз. 
Хос режани тутрилаш усуллари билан кейинроқ танишамиз.

II. Минимал харажатлар усули. Транспорт масаласининг 
оптимал ечимини топиш учун керак бўладиган итерациялар сони 
бошланғич базис ечимини танлашга боғлиқдир. Оптимал ечршга 
яқин бўлган базис ечимни топиш масаланинг оптимал ечимини 
топишни тезлаштиради. Юқоридаги «шимолий-ғарб бурчак» усули 
транспорт масаласининг базис ечимини ихтиёрий равишда, 
транспорт харажатларини назарга олмаган ҳолда аниқлайди.
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Бундай усул ёрдами билан топилган кўпгина базис ечим оптимал 
ечимдан йироқ бўлиб, оптимал ечимни топиш учун жуда куп 
итерацияларни бажаришга тўғри келади.

Адабиётда транспорт масаласининг бошланғич базис ечимини 
топиш учун транспорт харажатларини назарга олувчи кўп усуллар 
маълум(устундаги минимал элемент усули, минимал харажатлар 
усули, икки томонлама танлаш усули ва ҳоказолар).Уларнинг 
ҳаммаси транспорт харажатларини назарга олувчи усулларидир. 

Минимал харажатлар усулининг ғояси қуйидагилардан иборат:
1. Транспорт масаласи харажатларидан ташкил топган матрица 

белгилаб олинади, яъни

Биринчи ҳолда x,iJt = а,бўлганда қаторнинг барча 
элементлари 0 га тенг, яъни

бўлади, бундай ҳолда i x қатор ўчирилади деб айтамиз. Иккинчи 
ҳолда xliJt =b' ва j t устуннинг барча хч (i&j) элементлари 0 га тенг, 
яъни

тенглик ўринли бўлади, бундай ҳолда j, устун ўчирилади деб 
айтамиз.

2. Фараз қилайлик, С ' матрица С матрицанинг г, қаторини 
( l -ҳол) ёки jj устунини (2-ҳол) ўчириш натижасида ҳосил бўлган 

матрица бўлсин. Янги матрица учун

Маълумки, С' матрицадаги устун ва қаторлар сони С 
матрицаникидан биттага кам бўлади. Иккинчи қадамда юқоридаги С 
матрица учун бажарилган ишлар С'матрица ва миқдорлар

1СтХс я 2 . . . с ят
Бу матрицанинг минимал элементини топиб белгилаймиз:

min с„ = с,,
, /  ч 'I/,

У ҳолда xf|/i қуйидагича аниқланади
=тгп( а1х Ъи).

Бу ерда икки ҳол бўлиши мумкин:
D
2) a,>b,t

= 0,

X,h - 0 ,  ( in ,)

бўлсин.
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уч ун  бажарилади. Н а ти ж ад а  р еж ал ард ан  та ш ки л  топган X = ( x {j) 
м атри цанинг яна бир қатори ёки  устуни  тўлдирилади. Б у  ж а р а ё н  С  
м атри цанинг ҳамма қатор ва устунл ари ўчири лгунча , яъ ни X  
м атри цанинг ҳамма қатор  ва устунл ари тўлдирил гунча  
такрорланади.

7П та иш лаб чиқарувчи п ун ктн и  п та истеъмол қил увчи  
п у н ктга  боғловчи транспорт масаласининг бош ланғич базис 
р еж асин и  то п и ш  уч ун  м иним ал х а р а ж а тл а р  усулида п + т - 1  та  
қадам дан иборат иш ларни б а ж а р и ш  ке р а к  бўлади.

М исол . Берилган транспорт масаласининг базис р еж асини  
м иним ал х а р аж атл ар  усулидан фойдаланиб топинг.

5 9 9 7

11 7 со

00 5
1

3
7

11 2
5

4
6

5 9

8 6 3 1
8

2

1.
хзз=m i n  (а3, b3)= m in  (8,9)=8.

Б у ҳолда x 3j=0,  (j*3)  бўлади. Б ош қача айтганда 3 -қато р  ўчирилади  
ва янги  С 'м а т р и ц а  ҳосил бўлади. Б у  матрицада  

а31=8-8 =0 ,  
b3J= 9 - 8 = l

бўлиб, С 1 м атрица қуйидаги  кўр и н и ш д а бўлади:

с  - р  8 s 5 .
1̂ 2 4 5 9)

2. С1 м атрица даги элемент лар ичида энг кичигини топам из, 
яъ ни

mine =с2, -  2.•j J
У  ҳолда x 2I= m i n  (а2, b j )=min  (11,5)=5.  Д ем ак, х 21=Ь1=5.
Ш у н и н г у ч у н  х {1=0  (i*2)  бўлади, яъни 1-у с ту н  ў ч р и л а д и .  Н а ти ж а д а  
янги

м атрица ҳосил бўлади. Б у  м атрица учун  Ь1п;= 5 -5 = 0 , а2<1)=11-5=6.
3. С и м атрицанинг энг ки ч и к  элем ента = с н = ^.

Ш у н и н г у ч у н  x 14= m i n  (а „  b4) = m in  (11,7)=7.  Б у  ерда 4 -у с ту н  
ўчирилади ва а 1(1,= а 1- х 14=11-7 =4  бўлади. Н а ти ж ад а  янги
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а
м атрица ҳосил бўлади.

4. С"' м атрицанинг элементлари орасида энг кичиги топилади
min с =с22=4

Б у ҳолда,
х 22=тnin(a2(1),b2)=m in (  6,9)=6.

Н а ти ж а д а  2 -қато р  ўчирилади ва Ь^нинг қийм ати
Ъ2(1)=Ь2- х 22= 9 - 6 = 3  

га ўзгаради ва янги С™ м атрица-қатор  ҳосил бўлади:
Cw=(8,b).

Ш ун д ай  йўл  билан 5-қадамда x l3= l  топилиб, 3 -устун  ўчирилади. 
осил бўлган X  м атрица қуйидаги кўр и н и ш га  эга бўлади:

(  0 3 1 7 4 

Х =  5 6 0 0 , 0 0 8 0
Б у м атрица берилган транспорт масаласининг базис ечимидир.

2-Мисол.
\ b , 80 120 70 130

100 10 7 6 8
150 6 8 13 11
150 8 10 12 5

Б у  масаланинг транспорт хараж атл ари д ан  тузилган  м атрица

10 7 6 8>
6 8 13 11

,8 10 12 5>
дан иборат.

1. m in  с ^ = с 34= 5 ,  
c34= mi n(1 50 t 130)=130.

Д ем ак, 4 -у с ту н  ўчирилади ва а4 нинг қийм ати  150-130=20  га 
ўзгаради. Ж адвалда бу ҳолни қуйидагича кўр сати ш  мум кин.

a 5
80 120 70 130

100 10 7 6 8
150 6 8 13 11
20 8 10 12 5

130
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2. С м атрицанинг 4 -у стун и н и  ўч и р и ш  натиж асида ҳосил бўлган
г10 7 6 '

С 1= 6 8 13 
,8 10 12/

матрицанинг элементлари ичида энг кичигини т т с ^ = с21=6,  ун га  мос 
келувчи базис ўзгарувчи

х 2]=тгп(  180,80)=80  
ни аниқлаймиз. Б у ҳолда 1-у с ту н  ўчирилади ва а2 нинг қийм ати  
150-80=70 га ўзгаради.

3. С 1 м атрицанинг 1 -устун и н и  ўчири ш  натиж асида қуй ид аги
4.

r 7 6 '
С 11 =  8 13 

,10 12,
матрицага эга бўламиз. Б у  м атрицанинг С,'; элементлари орасида энг 
кичигини топамиз:

m in  ctj =  с 12 = с 13 '=6,

Д ем ак, x 13=min(100,70)=70.

Б у ҳолда С м атрицанинг 3 -у стун и  ўчирилади ва а , нинг 
қийм ати 100-70=30 га ўзгаради.

4. Энди, С м атрицанинг 1, 3, 4 -устунларини ў ч и р и ш  
натижасида С 111 = (7 , 8, 10) -  векто р-устунга  эга бўламиз.
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Бу векторнинг ҳар бир компонентларини ўсиш тартибида қараб 
чиқиб, уларга мос келувчи ларни аниқлаймиз:

Берилган масаланинг базис ечими:

Х =
О 30 70 0 
80 70 О О
О 20 0 130

матрицадан иборат бўлади.

3-§. Транспорт масаласининг оптимал ечимини топиш учун 
потенциаллар усули

Потенциаллар усули транспорт масаласини ечиш учун 
қўлланган биринчи аниқ усул бўлиб, у 1949 йилда рус олимлари 
Л.В.Канторович ва М.К.Гавурин томонидан яратилган. Бу усулнинг 
асосий ғояси транспорт масаласига мослаштирилган симплекс 
усулдан иборат бўлиб, биринчи марта чизиқли дастурлаш  
масалаларини ечиш усулларига боғлиқ бўлмаган ҳолда 
тасвирлашган. Кейинроқ, худди шунга ўхшаш усул Америка олими 
Данциг томонидан яратилди. Данцинг усули чизиқли дастурлашнинг 
асосий гояларига асосланган бўлиб, Америка адабиётида бу усул  
модифицирланган тақсимот усули деб юритилади.

Потенциаллар усули ёрдами билан бошланғич базис режадан  
бошлаб, оптимал ечимга яқинроқ бўлган янги базис режаларга ўтиб 
бориб, чекли сондаги итерациядан сўнг масаланинг оптимал ечими 
топилади. Ҳар бир итерацияда топилган базис режа оптимал режа  
эканини текшириш. учун ҳар бир ишлаб чиқарувчи (At) ва истеъмол 
қилувчи (Bj) пунктга унинг потенциали деб аталувчи u, ва Vj миқдор 
мос қўйилади. Бу потенциаллар шундай танланадики, бунда ўзаро  
боғланган At ва пунктларга мос келувчи потенциаллар йиғиндиси 
ct; га (А, дан га бирлик маҳсулотни ташиш учун сарф  
қилинадиган транспорт харажатига ) тенг бўлиши керак.
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5-теорема. Агар Х * = (х { *) режа транспорт масаласининг 
оптимал режаси бўлса, у ҳолда унга

щ * + V j*=с0 ( х {*>0),  (5.13)
и, *+vt * <с,, ( x„*=0J (5.14)

шартларни қаноатлантирувчи п + т  та и *  ва v *  потенциаллар мос 
келиши зарур ва етарлидир.

Исбот. Етарлилиги. Ф араз қилайлик, Х * = (х {*) режа учун
(5.13), (5.14) шартлар ўринли бўлсин. У ҳолда ихтиёрий X '= (x ij') 
режа учун

z z c,ix'u * z z («,'+v ',)*',,=z «.'z*>z "ii1'/=
/ =1 7=1 f - l  / - I  / - 1  / - I  7 - 1  / - I

= Z «,«’ + Z v i  = Z u‘ Z + Z v/Z =
/ Н  7 ’ 1 ' = 1  / - I  У “  I

= Z Z + v '/)*'i = Z Z с , , * ’,,I - I /- I 7-1 f = 1

Демак, X* режадаги чизиқли функциянинг қиймати унинг 
ихтиёрий X' режадаги қийматидан кичик бўляпти. Шунинг учун X* 
режа оптимал бўлади.

Зарурлиги. Берилган
\*и +Х|2 +...+Х|И =ах,
...............................  (5.15)

....:......................  (5.16)
1*1. + *2.+- +*«. = Ь„> 
ху> 0, (5.17)

У = Х Х СЛ  — ►min (5.18)/-1 7-1
транспорт масаласига иккиланган масалани ҳосил қилиш учун (5.15) 
системадаги ҳар бир тенгламага потенциаллар деб аталувчи u t ,иг ,

, ит сонларни, (5.16) системадаги ҳар бир тенгламага эса v v  v 2,
, v n сонларни мос қўямиз. У ҳолда, иккиланган масала қуйидаги 

кўринишга эга бўлади:
и,+1;; <Сў ( i=  1,.. .,  m;  ;=  l , . . . , n )  (5.19)

f  = '£tbJvJ+Y,a,u, . __ ► max. (5.20)
у-i "=i

Шартга кўра Х?=(ху)  режа (5.15)-(5.18) масаланинг оптимал 
режаси бўлганлиги сабабли, иккиланиш назариясига доир асосий 
тео^емага асосан иккиланган масала ҳам оптимал

Z* =  ( » ) ,

У = fmin J max
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ечимга эга бўлади, яъни

Z a.u' +'Lb/j  =ХХлл>
»=1 у-1 ,-1 J-1

х , ; > о .
И кки л а н и ш  назариясидан маъ лум ки, агар икки ланган  

м асаланинг оптим ал ечимидаги i -ком понента мусбат бўлса, берилган  
масаланинг оптим ал ечими i-  ш артни  тенгликка  айлантиради ва 
аксинча, берилган масаланинг оптимал ечимидаги г-компонента  
нолга тенг бўлса, икки л ан ган  масаланинг i -  ш ар ти  тенгсизликдан  
иборат бўлади.

Д ем ак,

и] +v* = ciltx \ j  > О,
. . . (5-21)Ч +v, ^cipxij = °-

(5.19) га асосан бош ланғич базис р е ж а  оптимал ечим бўлиш и
учун  қуй и д аги  ш артлар  б аж арилиш и керак:

а) ҳар бир тўлдирилган (маҳсулот тақсим ланган) катакч а  уч ун
Ui+V j=c, j  (5.22)

б) ҳар бир бўш  (м аҳсулотлар тақсим ланм аган) катакч а  учун
u,+Vj < c,j (5.23)

А гар  кам ида битта буш  к а та кч а  учун  (5.23) ш ар т  
бажарилм аса, топилган базис р еж а  оптимал ечим бўлмайди ва 

= т и (қ  +vy - ClJ)= A t, t Қ .  = (ц  +v;  - Cij)J

ш артни  қаноатлантирувчи (к, l) катакч ан и  тўлдирилган катакч ага  
айлантириш  ке р а к  бўлади.

Ш ун д ай  қилиб, потенциаллар усулининг алгоритм и  
қуйидагидан иборат:

1. Ю қор идан  кўрил ган  усулларнинг биридан фойдаланиб, 
бош ланғич базис р е ж а  топилади.

2. Топилган  р е ж а н и  оптимал р еж а  эканлигини те кш и р и ш  
учун  потенциаллар системаси тузилади. Б унинг у ч у н  (5.19) 
формуладан фойдаланиб, ҳар  бир тўлдирилган катакч а  уч ун  (5.22) 
кўриниш да потенциал тенглам алар тузилади. М аъ лум ки , транспорт  
масаласининг р еж асид аги  0 дан ф арқли бўлган ўзгарувчилар сони 
n + m - l  та. Д ем ак, потенциал тенглам алар системаси п + т  та  
номаълумли п + тп -1  тенгламалар системасидан иборат бўлади. Б у  
системада номаълумлар сони тенглам алар сонидан о р ти қ бўлгани  
сабабли потенциалларнинг сон қийм атини топиш  уч ун  улардан  
ихтиёрий биттасига а н и қ  бир қийм ат, масалан нол қи й м а т бериб, 
қолганларини б и р и н -кети н  топиш  мзгмкин.

Ф ар аз қил айл и к, ц  маълум бўлсин, у  ҳолда (5.J2) дан v } 
топилади:
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А гар  Vj м аъ лум  бўлса, у  ҳолда и { қуй ид агича топилади: 
ui=cirVj

Б арча потенциалларнинг сон қи й м ати н и  аниқлаб бўлгач, ҳам м а  
б ўш  катакч ал ар  уч ун

ArfUi+Vj-Cij) 
ҳисобланади. А гар д а барча i ва j лар уч ун

4 ;<0, ( i = l , . . . ,m ;  п)
ўринли бўлса, топилган бош ланғич базис р е ж а  оптим ал р е ж а  
бўлади.
3. А гар  г ва j  ларнинг кам ида бир қийм ати  уч ун  Д > 0  бўлса, 
бош ланғич базис р е ж а  алм аш тирилади. Б ун и н г уч ун

ш а х  Дц= Д1к
Aij > 0

ш а р тш 1 қано атланти рувчи  (1,к) ка та кч а  тўлдирилади (х 1к номаълум  
базисга киритилади). х гк= 0  деб ф араз қилиб (1ук) ка та кч а га  0 
киритилади. С ўнгра  соат стрелкаси буйича (1,к) катакч ад а н  бошлаб  
ҳ а р а кат қилиб, тўлдирилган  катакч ал арга  тартиб билан (-)  ва (+)  
иш оралари қўй ил иб  борилади. Н а ти ж а д а  ёп иқ К  ко н тур  ҳосил  
бўлади

К=К '1и  К~ ,
бу ерда К ' 1 , К *  - ( - )  ва (+ )  иш орали катакч ал арн и  ўз  ичига олувчи  
ярим  контурлар.

Қ уй и д аги  формула орқали 0 нинг сон қий м ати  топилади.
0 = m in  x tJ= x w (5.24)

xxj sK
4. Я нги  базис р еж а  ҳисобланади: 

х' = в,

(5.25)х\} = х„,агар xtl г К, 
х', = хи + 6 , агар х0 е К \
X, = х,, -  в ,  агар хч е  К

Я нги  базис р еж а д аги  тўлдирил ган  катакч ал а р  сони п + тп -1  та  
бўлганлиги у ч у н  (5.24) ш ар тн и  қаноатлантирувчи катакч ал а р  
бирдан о р ти қ бўлса, улардан биттасини б ўш  катакч ага  айлантириб, 
қолган катакч ал а р д аги  тақсим отни  0 га тенг деб қаб ул  қилинади. 
Т опилган  янги  базис р е ж а  учун  яна қай тадан  потенциаллар  
системаси топилади ва янги  р еж а н и н г оптимал р е ж а  б ўл и ш л и к  
ш ар ти  текш ир ил ад и . А гар  янги  базис р еж а  оптимал р е ж а  бўлмаса, 
у  ҳолда яна қай тадан  3, 4 пун ктл ард а қил инган  иш л ар  
такрорланади. Ж а р а ё н  оптимал ечим топилгунча, яъни барча б ўш  
катакч ал а р  у ч у н
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4=и,+игс17<0 
ш а р т  б аж ар и л гун ч а  такрорланади.

М исол . Б ерилган транспорт м асаласини потенциаллар усул и  
билан ечинг.

1. Б ош ланғич базис р е ж а н и  «ш им олий-ғарб бурчак» усули  
билан топамиз.

2. Ҳ а р  бир тўлдирил ган  катакч а  у ч у н  потенциал тенглама тузиб, 
қуй ид аги  системани ҳосил қилам из:

U i+ v ^ lO ,  u3+ v 3= 3 , 
u 2+ v 1= 2 , u3+ v 4= 2 ,

u 2+ v 2= 7 ,  u 4+ v 4= 1 6 ,

u 3 + v 2 = 5 ,  u 4+ v 5= 1 5 .

Б у  систем адаги ном аълум лар сони тенглам алар сонидан  
биттага кўп . Ш у н и н г у ч у н  ихтиёри й  бир потенциални (масалан, и 1 
ни ) 0 га тенг деб қабул  қилиб, қолганларини б и ри н-кети н  то пиш  
м ум кин.

и=(0 ,  -8 , -10 , 4 ), 
v = (  10, 15, 13, 12, 9 ).

3. Ҳ а р  бир б ўш  ка та кч а  уч ун

A r ui+Vr ca
ни ҳисоблаб уни  б уш  ка та кч а н и н г п астки  ўн г б урчагига ёзамиз:

m a x  4 j =  11Aij>0
бўлганлиги сабабли (1,4) ка та кч а га  (ё ки  (4 ,2) ка та кч а га ) 0 сон 
ки р и там и з ва (1,1), (2,1), (2 ,2),(3 ,2 ), (3 ,4 ) катакч ал а р н и  ўз ичига  
олувчи ёпиқ К  ко н тур и н и  тузам из.
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К = К ч Ж +,
бу ерда (1,1), (2,2), (3 ,4)еК~ ва (2,1), (3 ,2 ) еК*

4. 0 нинг сон қийм атини топамиз.
9= m in  х^=х34=50.

x ijek -

Я нги базис р еж а н и  аниқлайм из ва уларни жадвалга  
жойлаш тирам из.

Ю қоридаги  усул билан потенциаллар системасини тузиб ва 
уни ечиб и=(0 ,  -8, -10, 15), v=(10 ,  15, 13, 1, -2) эканини топамиз. 
Барча бўш  катакл ар  уч ун  A^u^Vj -Ci j  ни ҳисоблаб чиқамиз.

2 -ж адвалдан кўр ин ад ики , ш а х  Aij=A42 =22.
Ш ун и н г учун  (4.2) катакч а  в  ни киритиб, жадвалда  

кўрсатилган  ёп и қ К  ко нтур ни  тузам из ва в = ттхч = * 44 =50 эканини
е К

аниқлаймиз.
С ўнгра (5.23) формула орқали янги базис р еж ан и  топиб  

жадвалга ж о йл аш ти рам из ва юқоридаги иш ларни такрорлаймиз.

3-жадвал.

ь,
а, >4

200 200 100 100 250 и,

100 10
0-0

7 4 1
100

4 0 0

|8 [9 1 16
250 2

200+9
7

50-0
10 6 11

Г Г
-8

1 -5 1 -13
200 8 5

100

СО

о

2 2
п г

-10
L -8 1 -11

300 11 8
50+0

12 16 13
250-0

-7

v» 10 15 13 1 20 0=0
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8-жадвалда келтирилган режа оптимал ечим бўлади, чунки барча 
бўш катакчалар учун

Aij=(ui+vj-cij)-0-
Шундай қилиб, саккизинчи циклда қуйидаги оптимал ечимга 

эга бўлдик:
х 14= 5 0 ,  х 15= 5 0 ,

х21= 2 0 0 ,  х 24= 5 0 ,

х35= 2 0 0 ,  х 42= 2 0 0 ,  х 43= 1 0 0 ,
У т т = 5 0 + 4  • 5 0 + 2  • 2 0 0 + 6  ■ 5 0 + 2  • 2 0 0 + 8  • 2 0 0 + 1 2  • 1 0 0 = 4 1 5 0 .

4-§. Хос транспорт масаласи ва уни тўғрилашнинг Б - усули

Транспорт масаласининг базис режасидаги мусбат 
компонентлар сони k < n + m -l  бўлса, бу режа хос режа бўлади. 
Бундай режани тўғрилаш учун унга п+т -1-к  та нол элемент 
киритиш мумкин. Киритилган нол элементларга мос векторлар 
ўзаро чизиқли боғлиқ бўлмаган векторлар бўлиши керак. Бунга 
эришиш учун қуйидаги б усулни қўлланиш мумкин.

е усул. Шимолий ғарб бурчак усули билан бошланғич базис 
режани тогшшни эслаймиз. Агар 1-қадамда

X2]̂ bj-a,j о>2
бўлса, x 3I ҳам, х2г ҳам мусбат сон бўла олмайди. Ҳар вақт бундай 
вазият рўй берганда базис режадаги базис ўзгарувчилар сони камая 
боради. Бундай ҳол одатда, транспорт масаласидаги бир неча at 
нинг йиғиндиси (ҳаммаси эмас) бир неча bj нинг йиғиндисига тенг 
бўлганда бажарилиши мумкин. Ана шундай ҳол ўринли бўлган 
транспорт масаласини хос транспорт масаласи деб айтамиз.

Хос ҳолатининг олдини олиш учун а, ва Ь; лардан тузилган 
хусусий йиғиндиларнинг ўзаро тенг бўлмаслигига эришиш, бунинг 
учун эса a, ва b; ларнинг қийматининг бирор кичик сонга 
ўзгартириш керак. Масалан, етарлича кичик е>0 со н н и  олиб, at ва 
bj ларни қуйидагича ўзгартирамиз:

a, =a1+£>, (i=\,m)  
bj =bj ,  (i=\,n-4) 
bn =bn+m£, e>0.

б етарлича кичик сон бўлганлиги сабабли ҳосил бўлган масаланинг 
Х(е) оптимал режаси б=0 да берилган масаланинг оптимал ечими 
бўлади.
б у сул н и  қуйи даги  м асалага қўл л айм из:
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аг

1 3 3 2 5

3 Сц Ci2 Cl 3 Cl4 C15
4 С31 С22 С23 С 24 С25
7 c 3i С32 с32 с а  . . С.35 _ . .

транспорт масаласи учун «шимолий-ғарб бурчак» усули билан 
базис режа тузсак, у хос режа бўлади, маҳсулот тақсимланган 
катаклар сони 6 та (масала хосмас бўлиши учун улар 7 та бўлиши 
керак) яъни

е усулни қўлланилганда эса ушбу жадвал ҳосил бўлади:

Топилган базис режада х 24= 2 б> 0. е  усул 0 қийматли икки 
ўзгарувчидан қайси бирини базисга киритиш кераклигини кўрсатиб 
беради. Агар б усул қўлланилмаганда эди х 24 ва х33 
ўзгарувчилардан қайси бирини базисга киритиш кераклигини 
танлаш керак бўларди. е усул ана шундай танлаш муаммосини ҳал 
қилади.

5-§. Очиқ моделли транспорт масаласи

Баъзи транспорт масалаларида ишлаб чиқарилган 
маҳсулотлар йиғиндиси уларга бўлган талаблар йиҒиндиси
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X  fry Дан кичик (катта) бўлиши мумкин. Бундай масалалар очиқ 
моделли транспорт масаласи дейилади.

Агар X, ai < Х /fr> бўлса, маҳсулотга булган ҳамма талабни
қаноатлантириб бўлмайди. Лекин бу ҳолда ҳам маҳсулотларни кам 
харажат сарф қилиб тақсимлаш режасини аниқлаш мумкин. Бунинг 
учун масалага ишлаб чиқарган маҳсулоти

am+i= X /, -Z,q. > о
бирликни ташкил қилувчи сохта т + 1 -п у н к т  киритилади. Бу 
пунктдан барча истеъмол қилувчи пунктларга маҳсулотни ташиш 
учун сарф қилинадиган транспорт харажатлари cm+l j=0, j= l,л деб 
қабул қилинади.

Агар Ҳ  at > J]jbj тенгсизлик ўринли бўлса, у ҳолда n+1
сохта истеъмол қилувчи пункт киритилиб, бу пунктга маҳсулотни 
ташиш учун сарф қилинадиган транспорт харажатлари cin+1=0, 
i= l ,т деб қабул қилинади. Бу пунктнинг масулотга бўлган талаби 

Ьп+1= Z ,ai " Е Д  > 0 бўлади.

3 3 3 2 2

4 3 2 1 2 3
5 5 4 3 1 1
7 0 2 3 4 5

Бу масалада X ,а> > ^ Jbj Шунинг учун талаби Ъ6= 1 6 -

1 3 = 3
бўлган сохта истеъмол қилувчи пункт киритиб, масалани қуйидаги

O'i

3 3 3 2 2 3

4 3 2 1 2 3 0
5 5 4 3 1 1 0
7 0 2 3 4 5 0

Бу масалани потенциал усули билан ечиб, 7-циклда оптимал 
ечимни топамиз:

а-i

3 3 3 2 2 3

4 3 2
1

1
3

2 3 0

5 5 4 3 1
2

1
2

0
1

7 0
3

2
2

3 4 5 0
2
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Xj2 1, xi3
х 24= 2 у х 2$= 2, х 26 =  1 
х$1 3, х32 2, x3g 2,
Y min= 1 2 + 1 3 + 1 2+1 2+1 0 + 0 3 + 2  2+2 0=13.

Дем ак, иш лаб чиқарилган  м аҳсулотларни энг кам  ҳ а р а ж а т  
сарф қилиб тақсим лаш  учун  2-иш лаб  чиқарувчи п ун ктд а 1 бирлик  
ва 3-иш лаб чиқарувчи  п ун ктд а 2 бирлик маҳсулот ортиб қолиш и  
кер а к  экан.

6-§. Дифференциал рента лар усули (Брудно усули)

Рус олими А .Л .Л урье 1959 йилда транспорт масаласини ечиш  
уч ун  оптимал ечимга ш ар тли  оптим ал ечимлар ёрдами билан 
яқи нл аш и ш  усулини яратди. А .Л .Б рудно бу усулни модифицирлаб  
(ўзгартириб), уни дифференциал ренталар усули деб атайди. 
Д иф ф еренциал ренталар усули ва ш артли оптимал ечимлар билан  
яқи нл аш и ш  усулининг ғояси бир хил  бўлиш ига қарамай, улар бир- 
биридан ф арқ қиладй. У л а р  орасидаги асосий ф арқ ш ундан  
иборатки, диф ф еренциал ренталар усули электрон ҳисоблаш  
маш ина си да қўл л ан иш  учун  қул ай  бўлиб, ш ар тли  оптимал реж алар  
ёрдами билан яқи н л аш и ш  усулига нисбатан и кки  марта кам  вақт  
талаб қилади.

М аъ л ум ки , транспорт масаласини потенциаллар усули билан 
ечиш да энг аввал иш лаб чиқарилган  ҳамма маҳсулот тўла  
тақсим ланади, яъни базис р е ж а  топилади. С ўнгра топилган базис 
р еж а  оптимал р еж ага  к е т м а -к е т  яқинлаш тирилиб  борилади. 
Диф ф еренциал ренталар усулида эса дастлаб маҳсулотнинг бир 
қисм и таксим лана-
ди, лекин  тақсим ланган  маҳсулот оптимал р еж ани нг қисм ини  
та ш ки л  қилади* Е чиш  ж араён и  м аҳсулот тўла тақсим лангунча  
даваом эттирилади.

Д иф ф еренциал ренталар усулининг алгоритмини кўр и ш д ан  
аввал баъзи қўш и м ч а  туш ун чал ар  билан танищ амиз.

Ф ар аз  қил айли к, Х = ( х базис ечимга ш ундай  и кки  ўлчовли  
(пхт)  ж адвал  мос келсинки, унда ҳар  бир x (j базис ўзгарувчи  
ж о й л аш ган  катакч ага  белги (квадратча) қўйилган  бўлсин.

1-таъриф. А гар  белги ўзин ин г устунида (қаторида) ягона 
бўлса, у  тартибланувчи деб аталади. Берилган жадвалдаги  
белгиларнинг ҳар бирини қуй и д аги  алгоритм ёрдамида тартиблаш  
м ум ки н  бўлса, бу белгилар системаси тартибланувчи деб аталади.

Б елгиларни тартиблаш  учун  транспорт ж адвалининг биринчи  
устунидан бошлаб тартиб билан барча устунлар қараб чиқилади ва 
белги ларга 1 номер дан бошлаб тартиб номер лар қўйилади.
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Қаралаётган устунда (қаторда) ягона номерланмаган белги 
қатнашса унга навбатдаги тартиб номери қўйилади, акс ҳолда бу 
устундаги (қатордаги) белгилар вақтинча номерланмай ўтказиб 
юборилади. Белгилар устунлар буйича номерланиб бўлмаган ҳолда
l -қатордан бошлаб номерланиш татиби давом эттирилади. Шундай 
қилиб, белгиларнинг ҳаммаси номерлангунча кетма-кет устун ва 
қатор бўйлаб белгилар қараб чиқилади.

Лемма. Икки ўлчовли (пхт)  жадвалдаги белгилар системаси 
тартибланувчи бўлиши учун бу жадвалнинг ихтиёрий ( п х т )  
қисмидаги белгилар сони n'+ra'-J та бўлиши зарур ва етарлидир.

Зарурлиги. Фараз қилайлик, белгилар системаси 
тартибланувчи бўлсин. У ҳолда берилган (пхт) жадвалнинг 
ихтиёрий ( п х т )  қисми камида битта номерланувчи белгини ўз 
ичига олишини исбот қилиш мумкин. ( п х т )  жадвалда битта ҳам 
номерланувчи белги бўлмасин дейлик. У ҳолда бу жадвалнинг ҳар 
бир устун ва қаторида камида икитадан белги жойлашган бўлади, 
яъни ( п х т )  жадвалдаги белгилар системаси ҳам тартибланувчи 
бўлмайди. Демак, бундай зидликда (пхт) жадвалдаги белгилар 
системаси ҳам тартибланувчи бўлмайди, чунки тартибланувчи 
белгилар системасини ўз ичига олган жадвалнинг ихтиёрий 
қисмидаги белгилар системаси ҳам тартибланувчи бўлиши керак.

Етарлилиги. Фараз қилайлик, (пхт) жадвалнинг ихтиёрий 
(пхт ')  қисми камида битта номерланувчи белгини ўз ичига олеин. 
Бу ҳолда (пхт')  жадвалдаги ҳамма белгиларни ва демак, (пхт) 
жадвалдаги белгиларни бирин-кетин номерлаш мумкин бўлади.

Транспорт масаласини дифференциал ренталар усули билан 
ечиш учун масаланинг берилганларини ушбу жадвалга 
жойлаштирамиз

\ Ь ,  

а ,  ^
Ьг ьг К

a i С и  1 1 
X ,

1

С12 Cj„

&2 С21 С22 1 2  

Х 22
С2п

а-ш ^m l Cm2 Стп 1 П  

. . . *?mn

Сўнгра қуйидаги ишларни амалга оширамиз.
1. Ҳар бир ;, (у = 1,/2) учун

m i n c t = c kj ( 5 . 2 4 )
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топилади ва (k,j)  катакч ан и н г ю қори ўн г бурчагига белги  
(квадратча) киритилади. А гарда j -устунд а  (5.24) ш ар тни  
қаноатлантирувчи ctJ лар битта дан кў п  бўлса, у  ҳолда улардан  
ф ақат биттасига мос келувчи  катакч ага  белги киритилади.

2. Ю қоридаги  алгоритм бўйича белгилар номерланади.
3. Б иринчи номерли белгидан бошлаб, тартиб билан ҳар  бир 

белги ж о йл аш ган  (к,1) катакч ага  м аҳсулот тақсим ланади

X kl= m i n  (ak,bt)

А гар  Ьг< а к бўлса, x kl= b t бўлади ва ак нинг қийм ати  ак-Ьг га 
ўзгаради. А гарда ak< b t бўлса, x kl= a k бўлиб, b, нинг қийм ати  br ak га 
ўз га ради.

4. Ҳ а р  бир j - устун  уч ун

Ь ] = £  х »  (5.27)
»И

яъни j -истеъмол қил увчи  п ун ктга  келтирилган маҳсулотлар  
йиғиндиси топилади, бў ерда t -ц и кл н и н г номери.

5. У с ту н  характери стикаси  (у.х.)  топилади. А гар  j - устун  учун

К <Ь;

бўлса, яъни j -п ун ктн и н г м аҳсулотга бўлган талаби қондирилм аган  
бўлса, у  ҳолда жадвалдаги устун  характери стикаси  (у.х. )  ни 
ифодаловчи қаторда j -устун  уч ун  (-) иш ора қўйилади.

6. Қ а то р  характери стикаси  (қ.х) топилади бунинг уч ун  
белгиларни тескари тартибда бир марта қараб чиқиб, минус  
иш орали устундаги белги ж о йл аш ган  қаторга минус иш ора  
қўйилади.

А гар  белги минус иш орали г-қаторда ж о йл аш ган  бўлиб, бу  
белги ж ойлаш ган  (i,j) катакч ад аги  х (> 0  бўлса, ji-устунга  ҳам минус  
иш ора қўйилади. Ҳ ам м а белгиларни бир марта қараб чиққанд ан  
сўнг қолган қато р  ва устунларга плюс иш ора қўйилади.

7. Ҳ а р  бир м инус иш орали j - устун  уч ун  диф ф еренциал рента

Д, = mine' -с “

топилади, бу ерда с* -  плюс иш орали қатордаги транспорт  

хар аж атл ар и н и  ва сЦ белгиси бор катакчад аги  транспорт  

х а р а ж а ти н и  кўрсатади.
8. min = At ш ар тни  қаноатлантирувчи /с-устундаги минимал

х а р а ж а т  ж о йл аш ган  (I,к) катакч ага  қўш им ча белги киритилади.
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С ўнгра янги  ц и кл га  ўтилади. Я нги циклга ў т и ш  уч ун  яна ж адвал  
тузилади. Я нги  ж адвалга ai7 bj лар ва м усбат иш орали қатордаги  
лар олдинги ж адвалдан ўзгармасдан кўчирилди. М ин ус иш орали  
қатордаги транспорт х а р а ж а тл а р и  (с{j) га Лк қўш ил ад и , яъни

(с#/) = С|/ + Д4 .

Я нги  ж адвалга белгилар номерсиз кўчирилади. А гар  бирорта  
j -устунда и кки та  белги ж ойлаш ган  бўлиб улардан бири мусбат  
қаторда, икки нчи си  эса минус иш орали қаторда ётса, минус  
иш орали белги янги  ж адвалга кўчирилмайди.

Я нги цикл  белгиларни номерлашдан бош ланади ва ю қоридаги
2-8  пунктлард а қил инган  иш лар яна қайтадан  такрорланади. 
Б ундай такрорланиш  масаланинг оптимал ечими топилгунча, яъни  
барча j  лар учун  Ь} = Ь\ тенглик баж арилгунча давом этади. С ўнгра  

м асаланинг оптим ал ечими ёзилади.
Ф ар аз  қил айл и к,

^  119 х  2 V  т п

масаланинг оптим ал ечими бз^дсин, у ҳолда бу ечимдаги ум ум ий  
транспорт ха р а ж а тл а р и  қуйидагига тенг бўлади:

У т ,п = С п Х * п + С г1Х * г1+ .. .+ С тпХ * тп

Мисол. Диф ф еренциал ренталар усули билан қуй идаги  масалани  
ечамиз.
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I I I .

V b t
Оч \

200 200 100 100 250 қ.Х .

100 11 8 5 14 2 1 .2 5
0 100

250 2 |1 7 L5 10 6 11
200 50

200 10 7 |6 5 1 7 4 4 1 3 -
0 0 200

300 11 8 12 16 13 +

b3. 200 50 0 100 200
У .Х . - - - - -

9 1 7 14 9 A  min 1
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а, \
200 200 100 100 250 қ.Х .

100 18 15 12 1 7 9 1 8 12 +
0 50

250 5 |1 10 13 9 14 14 +
200 50

200 17 14 12 1 5 И 11 1 3 -
0 200

300 11 8 12 12 1 6 16 13 +
200 100

ъ6* 200 200 100 100 200
У .Х . + + + + -

л, 1 Д min ^

V I I .

ai ^
200 200 100 100 250 қ.Х .

100 18 15 12 |6 9 1 7 12 1 8
0 50 50

250 5 | l 10 13 9 I 3 14
200 50

200 18 15 13 12 12 1 4
200

300 11 8 12 12 1 5 16 13
200 100

_ b ?i 200 200 100 100 250
У .Х .

Д,

Ш ун д ай  қилиб, V I I  циклда оптимал ечим топилди. М асаланинг 
жавобини ёзиш  уч ун  топилган оптимал р еж а н и  дастлабки жадвалга  
ж о й л а ш ти р а м и з:

10 7 4
0

1
50

4
50

2
200

7 10 6
50

11

8 5 3 2 2
200

11 8
200

12
100

16 13
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Оптимал режа 
х 14= 5 0 ,  х 15= 5 0 ,  х ,5 =  О 
х 2]= 2 0 0 ,  х 24= 5 0 ,  
х 35= 2 0 0 ,
х 42= 2 0 0 ,  х 43= 1 0 0 ,
Y min= 1-50+4 -50+6-50+2 200+2-200+8-200+12100=4150

Таянч сўз ва иборалар
Транспорт масаласи, ёпиқ моделли транспорт масаласи, 
"банд катакчалар", "бўш катакчалар", "шимолий ғарб 
бурчак" усули, "минимал харажатлар" усули, харажатлар 
матрицаси, потенциаллар, потенциал тенглама, ёпиқ контур, 
хос транспорт масаласи, хос базис ечим, циклланиш, е-усул, 
очиқ моделли транспорт масаласи, дифференциал ренталар 
усули, шартли оптимал ечим, қатор ва устун 
характеристикалари, тартибланувчи белгилар._______________

Назорат саволлари

1. Транспорт масаласининг математик модели қандай ва у қандай 
форма ларда ёзилади?

2. Ёпиқ ва очиқ моделли транспорт масалаларига изоҳ беринг.
3. Транспорт масаласи ечими мавжуд бўлишининг зарур ва 

етарлилик шарти нимадан иборат?
4. Транспорт масаласи шартларидан тузилган матрицанинг ранги 

нимага тенг?
5. Транспорт масаласи ечимидаги 0 дан фарқли ўзгарувчилар сони 

нечта?
6. Қайси ҳолда транспорт масаласининг ечими бутун сонли бўлади?
7. "Шимолий-ғарб бурчак" усулининг ғояси қандай?
8. "Минимал харажатлар" усулининг ғояси қандай?
9. Потенциаллар нима ва у қандай маънога эга?
10. Потенциал тенглама нима ва у қандай ёзилади?
11. Транспорт масаласи базис ечимининг оптималлик шарти 

нимадан иборат?
12. Брудно усули қандай усул?
13. Хос транспорт масаласи қандай?
14. Хос базис ечим деб қандай ечимга айтилади?
15. Циклланиш нима ва у қандай ҳолларда рўй бериши мумкин?
16. Б-усулнинг м аъноси  ним адан  иборат?
17. Очиқ моделли транспорт масаласини қандай йўл билан ёпиқ 

моделли масалага айлантириш мумкин?
18. Сохта таъминотчининг маҳсулот захираси нимага тенг бўлади?
19. Сохта истеъмолчининг маҳсулотга бўлган талаби қанча бўлади?
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а) 3 та А , В, С темир йўл  станцияларида мос равиш да 80, 70 
ва 50 вагонлар захираси м авжуд. Б у  вагонларни ғалла о р тиш га  
ш айланган 4 та  пунктга  юбориш керак. Ж ум лад ан , 1-п у н ктга  60 та,
2 -п ун ктга  45 та, 3 -п ун ктга  65 ва 4 -п у н ктга  30 та  вагон керак. 
Вагонларни тақсим лаш  уч ун  сарф қилинадиган х а р а ж а тл а р  
матрицаси қуйидаги кўр иниш да берилган:

С =
14 13 16 11 
12 17 14 18 

U5 12 11 1з;

Вагонларни истеъмолчиларга оптимал тақсим лаш ' р еж аси н и  
тузинг.

б) Т ў р т  хил  иш  майдонга уч  хил  турдаги ускуналарни оптим ал  
тақсим лаш  талаб қилинади. У скун ал ар  миқдори мос равиш да 45, 30, 
50 бирликда бўлиб, иш  м айдонларининг уларга бўлган талаблари
20, 40, 45, 20 бирликдан иборат. Ҳ а р  бир ускунанинг тайин  иш  
майдонидаги м еҳнат унум дорлиги қуйидаги матрица билан  
характерланади.

С =
4 2 3 5 
3 6 2 2
1 5 4 7,

2. Берилган транспорт масалаларининг бош ланғич базис  
ечимини топинг.

а)
\ ь ;
as

150 150 100

200 1 3 4
150 4 3 1
50 3 1 4
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ai
1 2 0 8 0 5 0

1 3 0 1 7 8
7 0 6 1 1
5 0 7 6 1

в)

a i

70 7 0 70

1 1 0 1 3 3
7 0 3 1 3
3 0 5 3 4

3. Берилган транспорт масалаларини потенциаллар усули  
билан ечинг.

а)

а*
2 5 0 2 5 0 2 5 0 2 5 0

4 0 0 7 5 8 11
3 0 0 10 6 5 3
3 0 0 2 7 3 4

б)

a i

8 0 7 0 1 5 0 1 5 0

1 2 0 5 7 6 3
1 3 0 3 5 4 7
1 5 0 7 6 3 2

4. Берилган транспорт масалаларини дифференциал ренталар 
усули билан ечинг.

a i
1 5 0 1 5 0 1 5 0 1 5 0

1 7 0 3 7 6 9
1 8 0 9 6 3 5
1 5 0 6 8 9 3
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b i
a i

150 1 5 0 1 5 0 1 5 0

1 9 0 10 11 9 8
2 1 0 8 9 11 10
2 0 0 7 7 8 5

6. О ч и қ  моделли транспорт масалаларини ечинг. 

а)

\  ь, 1 5 0 1 5 0 1 5 0

1 1 0 7 5 8
120 11 9 10
120 6 6 7

6. Х ос транспорт масалаларини е-усулни қўллаб ечинг.

а)

a s
12 18 2 0 10

1 2 1 3 5 7
1 8 2 4 6 1
3 0 6 7 3 5
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VI БОБ. БУТУН СОНЛИ ДАСТУРЛАШ
Ў згарувчил ар ига  бутун  сонли бўлиш лик ш ар ти  қўйилган  

чи зи қл и  дастурлаш  масалалари катта  аҳам иятга эгадир. Бундай  
м асалалар бутун сонли дастурлаш  масалалари деб аталади. Б утун  
сонли дастурлаш  масала ларига сайёҳ ҳақидаги  масала, оптимал  
ж ад вал  ту зи ш , рационал бичиш , транспорт воситаларини  
м арш рутларга оптимал тақсим лаш , бўлинмайдиган махсулотлар  
иш лаб чиқарувчи корхонанинг иш ини оптимал р еж ал аш ти р и ш  
м асалалари мисол бўла олади. Б у  масалаларнинг баъзилари билан 
таниш ам из.

1 - §. Иқгисодий масалалар

1. С айёҳ ҳақидаги масала. Ф ар аз  қил айлик, Р 0 ш ахарда  
яш овчи сайёҳ п та  P Jf Р 2 У P n ш аҳарларда бир мартадан бўлиб, 
минимал вақт ичида Р 0 ш аҳарга қайтиб келиш и ке р а к  бўлсин. Бу 
масаланинг м атем атик моделини ту зи ш  уч ун  савдогарнинг Рг 
ш аҳардан Pj ш аҳарга бориш и учун  сарф қил ган  вақтини tl;, 
( i - h n ; j  = \,n) билан ҳамда унинг ҳар бир Р { ш аҳардан ш аҳарга  
бориш  вариантининг характери стика  сини x tJ билан белгилаймиз. 
А гар  савдогар Р, ш аҳардан Р} га борса, х г> = 1, бормаса х 1; =  О 
бўлади (Соддалик уч ун  P t ва Pj  ш аҳарлар ф ақат бир м арш рут  
ёрдами билан боғланган деб ф араз қиламиз). Б у ҳолда масаланинг 
м атем атик модели қуйидаги  кўриниш да бўлади:

5Х -1, (< = й) (6.1)
J-1

X*,y=l. и = Ъ") (6.2)1
x , j = 0 ,ёки x, j=  1), (6 .3 )

У = Z  ^ min (6A)

2. Оитимал жойлаштирнш масаласи

Ф ар аз  қил айлик, т  та A lf Ат пункт ларда бир хил м аҳ-
сулотлар ишлаб чиқарувчи корхоналарни ж о й л а ш ти р н ш  ке р а к  бўл- 
син. Ҳ а р  бир корхонанинг иш лаб чиқари ш  қувватини билдирувчи х, 
(i = \,m) бутун  сонли қийм атл арни қабул қилади. Ҳ а р  бир A t пунктда  
м аҳсулот ишлаб чи қари ш  уч ун  сарф қилинган ҳ а р а ж а т  ишлаб 
чиқарилган  маҳсулот миқдорига боғлиқ бўлиб, у  fi (х {) ф ункция  
орқали ифодаланади. Соддалик учун  бу ф ункц ияни чизиқли деб 
қабул қилам из, яъни

f , ( * J  =  С, X,.
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Бундан ташқари п та пунктда бу маҳсулот истеъмол 
қилинади. ҳар бир истеъмол қилувчи пунктнинг маҳсулотга бўлган 
талаби маълум ва улар b„b2,...,bn бирликларни ташкил қилади деб 
фараз қиламиз. Ҳар бир Ai ишлаб чиқарувчи пункт ҳар бир В3 
истеъмол қилувчи пункт билан боғланган бўлиб йўл харажатлари 
матрицаси С = (с^) дан иборат бўлсин.

Д  пунктдан Bj пунктга юбориладиган маҳсулот миқдорини x tJ 
билан белгилаймиз. У ҳолда масаланинг математик модели 
қуйидаги кўринишда ифодаланади:

X'IIн
■

И
х (6 .5 )

J-C IV 0 = U ) (6.6)

х„ > 0, (г- II 3 II (6.7)

х { — бут ун  сон, (6.8)

У = £ с ,х ,  +
/-I ■Ё Z s x- - +min- f-l /=1

(6.9)

3. Т а қс и м о т масаласи

Берилган п та ишни бажариш учун т  та ускунлардан 
фойдаланиш мумкин. г-ускунанинг (i=l,...,m) j - ишни (j=l,... ,n) 
бажаришдаги меҳнат унумдорлигини С0 билан белгилаймиз. Ҳар 
бир ускунада фақат битта ишни бажариш мумкинлигини ҳамда ҳар 
бир иш фақат битта ускунада бажарилишини назарга олган ҳолда 
максимал меҳнат унумдорлигини таъминловчи ускуналарни 
ишларга таҳсимлаш режасини аниқлаймиз.

Масаладаги номаълумларни билан
белгилаймиз. Бу ерда х^ -  j -ишни г-ускунада бажаришни баҳоловчи 
сон бўлиб, агар ;'-иш г-ускунада бажарилса х^=1, агар j -иш г- 
ускунада бажарилмаса x {j=0  бўлади.

Ҳар бир ускунани фақат битта ишни бажаришда қўлланиши

2 X =I’ ('' = >.«). (6.Ю)

тенглик орқали ифодаланади.
Ҳар бир ишни фақат битта ускунада бажарилиши

= о=1, и), (6.11)
/=1

тенглик орқали ифодаланади. Бу ерда

Г 1, агар j  -и ш  i -  ускунада бажарилса,

[О, агар j -  иш i -  ускунада бажарилмаса.
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Ш ун д ай  қилиб, - масала (6.10)-(6.12) ш ар тлар ни  
қан оатлантирувчи ҳамда

(6.13)

Ы >  I

ф ункц ияга  максим ал қийм ат берувчи x tJ номаълумларнинг 
қийм ати ни  то пиш га келтирилди. Б у масала ҳам б утун  сонли 
д астурлаш  масаласи бўлади.

М исол . Ц ехд а қўш им ча ускуна ўрн атиш га қарор қабул  
қилиниб, унинг у ч у н  1 9 /3  м2 майдон аж ратилди. Б у  ускунани сотиб 
олиш  уч ун  цех 10 минг сўм пул сарф  қи л и ш и мумкин. Ц е х  уз  
им кониятидан келиб чиқиб 2 турдаги ускун а  сотиб олиш и мум кин.
1-тур д аги  ускун ан и н г баҳоси 1000 сўм, И -турд аги си н и н г баҳоси эса, 
3000 сўм туради.

I  ва I I  тур  ускун ан ин г ўрнатили ш и оқибатида ҳар сменада 
цех мос равиш да 2 ва 4 бирлик м аҳсулот кўп р о қ  ишлаб чиқаради. I  
ту р  ускун ан и  ўр н а ти ш  уч ун  2 м2, П  ту р  ускуна учун эса 1 м2 
майдон керак.

Қ ай си  ускунад ан  қанчадан сотиб олинганда цехда иш лаб  
чиқарилган  қўш и м ч а  м аҳсулотларнинг м иқдори максимал бўлади?

Ечиш и_Цех 1 -ту р  ускунадан дона, I I -т у р  ускунадан х 2 дона 
сотиб олеин, дейлик. У  ҳолда масалани ш артлари қуй ид аги  
тенгсизликлар системаси орқали ифодаланади.

М асал анинг мақсади иш лаб чиқарилган  қўш и м ча  
м аҳсулотлар м иқдорини максимал қил иш дан  иборат бўлиб, у  
қуйидаги  ф ункц ия  кўр и н и ш и д а ёзилади.

Ш ун д ай  қилиб, берилган масаланинг м атем атик модели 
қуйидаги  кўр и н и ш га  эга бўлди.

2 х 1+ х г< 19 /3 ,
х ̂ Зх^О ,
X j > 0 ,  x 2>0, x „  х 2-бутун .

Y = 2 x 1+ 4 x 2-> m a x

(6.14)

х г>0, x 2>0, 
x lf х 2-б утун , 
Y = 2 x 1+ 4 x 2 —> m a x

(6.15)
(6.16)
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2-§. Бутун сонли дастурлаш масаласининг цуйилиши, 
турлари ва геометрик талмцши

Бутун сонли дастурлаш масаласини умумий ҳолда қуйидаги 
кўринишда ифодалаш мумкин:

1La.jxj =*>,• (' = •.'”) (6.18)7=1
х, > 0, бутун, (J = 1, п\  ( 5  1 9 )
m

K = Z C-Jry_>min
7=1

ёки вектор формада

АХ=Ь, (6.21)
Х20 ва бутун (6.22)
у —СХ —у m in (6.20)

Бутун сонли дастурлаш масалаларидаги номаълумларнинг 
ҳаммаси учун бутун бўлишлик шарти қўйилса, бундай масалалар 
тўла бутун сонли дастурлаш масалалари деб аталади.

Номаълумларнинг маълум бир қисми учун бутун бўлишлик 
шарти қўйилган масалалар қисман бутун сонли дастурлаш  
масалалари деб аталади.

Агар бутун сонли дастурлаш масаласидаги номаълумлар 
фақат 0 ёки 1 қийматларни қабул қилиши мумкин бўлса, у ҳолда 
бу масала Буль дастурлаш масаласи деб аталади.

Бутун сонли дастурлаш масаласининг геометрик талқини 
билан танишамиз. Бунинг учун 1-§ да келтирилган (6.14). -  (6 17) 
масалани график усулда ечиш жараёнини тасвирлаймиз.

Энг аввал масаланинг (6.14) ва (6.15) шартларини 
қаноатлантирувчи ечимлар тўпламидан иборат бўлган қавариқ
О ABC кўпбурчакни ясаймиз (6.1-шакл).
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6.1-ш акл .
ОАВС  кўп б ур чакн и н г нуқталари  ичида берилган бутун  сонли 

дастурлаш  масаласининг ечими бўла оладиган н уқтани  топиш  учун  
бу кўп б ур чакн и  OKEMNF  кўп б ур чак билан алмаш тирамиз. 
OKEMNF  кўп б ур чак координаталари бутун сонлардан иборат 
бўлган н уқтал ар н и  ўз ичига олади ва унинг бурчак нуқталарининг 
координаталари бутун  сонлардан иборат бўлади.

Энди (6.17) ф ункцияга максим ум  қийм ат берувчи н уқтани  
OKEMNF  кўп б ур чакн и н г б урчак н уқталари ичидан қидирам из. Бу  
кўп б ур чакн и н г нуқтал ари  ичида (6.17) ф ункцияга м аксим ум  қийм ат  
берувчи н уқта  берилган масаланинг оптимал ечимини аниқлайди. 
Б ундай н уқтан и  то пиш  учун  У  га ихтиёрий, масалан, 12 қийм ат  
берамиз ва

тўғр и  чизи қн и  ясаймиз. Б у  чизиқни  С(2;4) вектор йўналиш ида  
OKEMNF  кўп б ур чакн и н г ш у  йўналиш идаги ч етки  н уқтаси  билан 
кесиш гунча силж итиб  борамиз. А на ш у  б урчак н уқтан и н г  
координаталари берилган масаланинг ечимини аниқлайди, мақсад  
ф ункц иянинг ш у  н уқтад аги  қийм ати  эса максимал бўлади. Ш акл д ан  
кўр и н ад ики , бундай н у қта  Е(1;3) дан иборат. Д ем ак берилган  
м асаланинг ечими:

Мисол. Б ерилган бутун  сонли дастурлаш  масаласини граф ик  
усулда ечинг.

2xj+4x2=12

бўлади.

[Зх, + 10х, < 26,

Xj>0, х 2>0, 
*\> х 2-б утун ,

X, + х2 < 6,
(6.24)

(6.25)
(6.26) 
(6.27)
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Ечиш. М асаладаги (6.24) тенгсизликлар  системасининг (6.25) 
ш артни  қаноатлантирувчи номанф ий ечимларини ўз ичига олувчи  
ОАВС  кўп б ур ч ак  ясаймиз (6 .2-ш акл ).

6.2 -ш акл .
ОАВС  кўп б ур чакн и  O KLM NF  кўп б ур чак билан  

ал м аш тирам из. Б у кўп б ур чак  координаталари бутун сонлардан  
иборат бўлган 16 та нуқтан и  ўз ичига олади. Ш у  нуқталар  ичида  
(6.2) ф ункц ияга максимум қи й м ат берувчи н уқтан и  топиш  керак. 
Б унинг учун  Y  га ихтиёрий, масалан, 2 қийм ат берамиз ва

Xj+2x2-2 _

тў ғр и  чи зи қн и  ясаймиз. Б у чизиқни  С(1;2) вектор йўналиш ида  
суриб бориб N (5 ; l)  н уқта  ш у  йўналиш даги  энг четки  н уқта  
эканлигини аниқлаймиз. Д ем ак, бу н уқтан и н г координаталари  
берилган масаланинг ечимини аниқлайди:

х j 5, Хр~" 1.у 
Y  =7.х шах ' ’

3 - §. Бутун сонли дастурлаш масаласини 
ечишнинг Гомори усули

Б утун  сонли дастурлаш  масаласи чизиқли  дастурлаш  масала-  
сидан қўш и м ча (6.3) ёки (6.19) кўр ин иш д аги  ш артлар билан ф арқ  
қилади. Б у ш артларнинг қа тн а ш и ш и  бутун  сонли дастурлаш  
масаласини еч и ш  ж араёнини қийинлаш тиради. Н а ти ж ад а  чизиқл и  
д астурлаш  масаласини ечиш  уч ун  қўл ланил адиган усулларни бутун  
сонли д астурлаш  масалаларига қўл л аш  м ум кин бўлмай қолади.

Б утун  сонли дастурлаш  м асалаларни ечиш  уч ун  унинг 
хусусиятл арини эътиборга олувчи усуллар яратилган бўлиб, 
улардан ам ерика олими Р.Гомори яратган  усул оптимал ечимни  
берувчи энг ан и қ  усул ҳисобланади. Р.Гомори тўл и қ бутун сонли ва 
қисман б утун  сонли дастурлаш  масалаларни ечиш  усулини яратган.
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Қ уй и д а  унинг ф ақат тў л и қ  б утун  сонли дастурлаш  масалаларни  
ечиш  уч ун  м ўлж алланган  1-алгоритм и билан таниш амиз.

Б у  усулнинг ғояси қуйидагидан иборат. Берилган бутун  сонли 
дастурлаш  масаласида номаълумларнинг бутун бўлиш лик ш артига  
эътибор бермасдан, уларнинг оддий чизиқл и  дастурлаш  масаласи  
сиф атида симплекс усулидан фойдаланиб ечамиз. Агар ечим бутун  
сонлардан иборат бўлса, у  бутун  сонли дастурлаш  масаласининг 
ҳам ечими бўлади. А кс  ҳолда номаълумларнинг бутун  б ўлиш лик  
ш ар тини  эътиборга олувчи ва «кесувчи тенглама» деб аталувчи  
қўш и м ч а тенглама тузилади. Б у  тенглама асосий тенгламалар  
системасига қўш иб ёзилади ва базис ечим алмаш тирилади. Б унинг 
учун  номаълумни кесувчи тенглам адан аж ратилади ва унинг 
қийм атини бошқа тенгламаларга қўйиб чиқилади. Б ундай иш лар  
масаланинг бутун сонли ечими топилгунча ёки унинг м авж уд  
эмаслиги аниқлангунча такрорланади. Ҳ а р  бир босқичда тузи лган  
қўш и м ч а тенглама кесувчи тенглам а деб аталиш ига сабаб бу 
тенглама ёрдамида берилган (6.18)—(6.20) масаланинг реж аларидан  
та ш ки л  топган қавариқ тўпл ам ининг каср сонли реж аларини ўз  
ичига олган қисмини кесиб беради. К еси ш  ж араёни К  тўплам ининг 
ф ақат бутун  сонли реж аларини ўз ичига олган қисми К '  топилгунча  
ёки бундай қисм м ав ж уд  эмаслиги аниқлангунча такрорланади. 
Б уни нг геометрик тасвирини қуй ид аги  ш аклда (6 .3-ш акл) ифодалаш  
мумкин.

Б у  ш аклда К  қавариқ тўпл ам  O A B C D  кўп б ур чак орқали  
ифодаланган. Б у кўп б ур чакн и н г бур чак н уқталари кесувчи  
тенглам алар ёрдами билан кесиб бориш натижасида O M L E N  
қав ар и қ кўп б ур ч ак  ҳосил бўладики, унинг четки нуқталари нинг  
координаталари бутун сонларлар иборат бўлади.

6.3 ш акл .
Кесувчи тенгламалар қуйидагича тузилади:
1. Ф араз қилайлик, (6.18)-(6.20) масаладаги номаълумларнинг 

бутун  бўлиш лик ш артини таш лаб юборишдан ҳосил бўлган масала 
ечилган ва унинг оптимал ечим и Х = (  х ^ х г ; ...;^ ; .. .^ ; ..^ )  бўлсин. 
О хирги  симплекс жадвалдаги базис векторлар Р 1? Р 2,... P iv.., P m
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лардан иборат дейлик. Бу ҳолда бу симплекс жадвалининг 
кўриниши қуйидагича бўлади

1 0 0 0
Х2 0 1 0 0 X2,m+) Х2м

X, 0 0 1 0 Х„,

Хо, 0 0 0 1 Y Х-1 Х„„,

Х =

Агар барча Xj лар бутун сонлар бўлса, топилган ечим бутун 
сонли дастурлаш масаласининг ечими бўлади.

2. Фараз қилайлик, баъзи Xj лар каср сонлардан иборат бўлсин 
ҳамда баъзи х  ̂ лар ҳам каср сонлар бўлсин (акс ҳолда масала 
бутун сонли ечимга эга^ булмайди). х, ва х  ̂ ларнинг бутун 
қисмларини мос равишда f  x j  ва [ x j  билан белгилаймиз. У ҳолда бу 
сонларнинг каср қисмлари qi? лар қуйидагича аниқланади:

4i = Xj - Ы  , 
Чц = - [x j .

(6.28)

Фараз қилайлик, баъзи q i -*■ 0 бўлсин. У холда X матрицанинг 
тенгликни қаноатлантирувчи k қатори учун кесувчи

тенглама тузилади. Бунинг учун аввал
max </, =qk </,*0

+ </*2*2 +... + q blxn > q i (6.29)

тенгсизлик тузилади, сўнгра уни (-1) га кўпайтириб xn+1 қўшимча 
ўзгарувчи киритиш натижасида қуйидаги тенглама ҳосил қилинади.

(6.30)

Бундай тузилган тенглама кесувчи тенглама дейилади.
3. Кесувчи тенгламани симплекс жадвалининг m +2 қаторига 

жойлаштирамиз- Бу тенглама даги x n+1 ўзгарувчига мос келувчи Рп+1 
вектор базис вектор бўлади.

Базисдан Р п+1 вектор чиқарилиб, унинг ўрнига

min
яч<° 4kj , Чи

шартни қаноатлантирувчи Pj вектор киритилади ва оддий симплекс 
усулдаги формулалар ёрдамида симплекс жадвал алмаштирилади. 
Агар ҳосил бўлган симплекс жадвалдаги барча х \ лар бутун сонли
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(яъни хамма q'4 =  0) бўлса, топилган ечим берилган бутун сонли 
дастурлаш масаласининг ечими бўлади. Акс холда юқоридаги 2-3 
пунктларда қилинган ишларни яна такрорлаймиз, умуман бу ишлар 
берилган масалаларнинг бутун сонли ечими топилгунча ёки 
масалаларнинг бутун сонли ечими мавжуд эмаслиги аниқлангунча 
такрорланади. Агар m ax qi = qk ( )
шартни қаноатлантирувчи к-  қатордаги барча xtJ лар бутун 
сонли(демак барча qkj= 0 ) бўлса, у ҳолда берилган масала бутун 
сонли ечимга эга бўлмайди.

Мисол. қуйидаги чизиқли дастурлаш масаласини бутун сонли 
ечимини топинг.

|2х, + Зх2 < 6 
\2х1 Зх; < 3 
х, > 0,х2 >0, бутун ,
У  8 ~ З Х  j  Х р  T71I7I.

Ечиш. Масалани нормал ҳолга келтирамиз:

J2х, Зх2 + х} -6  
|2х, Зх2 + х4 =3 
х, > 0,х2 >0, бутун ,
У =  8  -  3 X j  Х 2 —tm in

Бу масалани номаълумларнинг бутун бўлишлик шартига 
эътибор бермасдан симплекс усул ёрдами билан ечамиз.

Бунинг учун х 3 ва х 4 қўшимча ўзгарувчиларга мос келувчи Р3 
ва Р4 векторларни базис векторлар деб қабул қилиб, сиплекс 
жадвални тўлдирамиз ва симплекс жараённи амалга оширамиз.

I.
Б.в. С Ро -3 -1 0 0

Pi Р 2 Р.1 р 4
Рз 0 6 2 3 1 0
Р 4 0 3 2 -3 0 1

8+ 0 3 1 0 0

Б.в. с Ро -3 -1 0 0
Pi р 2 Ра р 4

Рз 0 3 0 6 1 -1
Pi -3 3 /2 1 - 3 /2 0 1 /2

7 /2 0 1 1 /2 0 - 3 /2
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ш.
Б.в. С Ро -3 - 1 0 0

P i р 2 р 3 р 4
Р 2 -1 1 /2 0 1 1 /6 - 1 /6
Р, -3 а д 1 0 1 /4 1 /4

3 /4 0 0 11/12 -7 /1 2

Шундай қилиб 3 -  босқичда масаланинг оптимал ечими 
топилди, лекин бу ечим бутун сонли эмас. Ечимни бутун сонли 
ечимга айлантириш учун охирги симплекс жадвалнинг биринчи 
қаторига нисбатан кесувчи тенглама тузамиз. Бунинг учун, энг 
аввал, қуйидаги тенгсизликни ҳосил қиламиз 

1 1 ^ 1 —JC, — х. > —.
6 6 2
Бу тенгсизликни икки томонини (-1) га кўпайтириб, х5 

қўшимча ўзгарувчи киритамиз ва қуйидаги тенгламани ҳосил 
қиламиз

1 1— х% + — ДГ, + X. \_
6* 6 4 3 2'

Уни симплекс жадвалнинг 4- қаторига жойлаштирамиз.

Б.в. С Ро -3 -2 0 0 0
Р, Р? р*_ р 4 Р*

Р 2 -1 1 /2 0 1 1 /6 - 1 /6 0
Pi -3 9 /4 1 0 1 /4 1 /4 0

3 /4 0 0 -11/12 -7 /1 2 0

Рр 0 -1 /2 0 0 - 1 /6 1 /6 1

Базисдан Р5 ни чиқариб, унинг ўрнига Р3 ни киритамиз. 
натижада симплекс жадвал алмашади ва қуйидаги кўринишга 
келади:

Б.в. С Ро -3 -I 0 0 0
Pi р 2 р3 р4 Р б

Р 2 -1 0 0 1 0 0 0
P i 3 31/2 1 0 0 1/2 0
Р 3 0 3 0 0 1 -1 0
Ai 2 /2 0 0 0 -3/2
P fi 0 -1/2 0 0 0 -1/2 1

Энди симплекс жадвалнинг 2-қаторига нисбатан кесувчи 
тенгламани тузамиз. Бунинг учун аввал қуйидаги тенгсизликни 
тузиб оламиз:
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2 4 2
Тенгсизликнинг кичик томонига х6 қўшимча ўзгарувчи 

киритамиз ва қуйидаги кесувчи тенгламани тузамиз:
1 1

-  X.  +  =  — .2 4 6 2
Бу тенгламани симплекс жадвалнинг 5- қаторига 

жойлаштирамиз. Сўнгра базисдан Р6 ни чиқариб, унинг ўрнига Р4 
ни киритамиз.

Ҳосил бўлган симплекс жадвалдаги Р0 векторнинг 
координаталари бутун сонлардан иборат. Демак, бутун сонли 
дастурлаш масаласининг ечими топилган ва у Х=(1;0;4;1) бўлиб, бу 
ечимдаги мақсад функциянинг қиймати ¥^„=5 бўлади.

Таянч сўз ва иборалар
Бутун сонли дастурлаш; тўла бутун сонли дастурлаш; қисман 

бутун сонли дастурлаш; Буль ўзгарувчили дастурлаш; кесувчи 
тенглама; Гомори усули

Назорат саволлари

1. Бутун сонли дастурлаш масаласи қандай қўйилади?
2. Бутун сонли дастурлаш масалаларининг қандай турлари 

мавжуд?
3. Бутун сонли дастурлаш масаласининг геометрик талқини 

қандай?
4. Қандай иқтисодий масалаларнинг математик моделлари бутун 

сонли дастурлаш масаласига мисол бўла олади?
5. Сайёҳ хақидаги масаланинг математик моделини ёзинг.
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6. Саноат корхоналарини оптим ал ж о й л а ш ти р и ш  масаласининг 
м атем атик модели қандай?

7. Тақсим от масаласининг м атем атик моделини ёзинг.
8. Р.Гомори усулининг ғояси қандай?
9. Кесувчи тенглама нима ва у  қандай тузилади?
10. М асал анинг бутун сонли ечимга эга бўлм аслик ш ар ти  қандай?
11. Б утун  сонли ечимнинг оптим аллик ш ар ти  қандай?

М асалалар

I. Б ерилган иқтисодий масалаларнинг м атем атик моделини  
тузинг.

1 -  масала. Т и ку в  фабрикасида 4 хил кийим  тайёрлаш  уч ун  3 
хил газмол иш латилади. Ҳ а р  бир кийим нинг биттасини тайёрлаш  
уч ун  зарур  бўлган газмолнинг миқдори, кийи м нинг баҳоси ҳамда  
ф абрикадаги газмоллар захираси хақида маълумотлар қуйидаги  
жадвалда келтирилган:

Газмол
ар ти кул и

1 та кийим  учун  сарф  
қилинадиган газмол миқдори

Ф абрикадаг 
и газмол

1 |_ 2 3 4 заҳираси (м)
I 1 2 1 180

I I 1 3 2 210

I I I 4 2 4 800

Кийи м л ар  
баҳоси  

(м инг сўм)
9 6 4 7

Қайси  кийим дан қанчадан тайёрланганда сарф қилинган  
газм олларнинг миқдори уларнинг захирасидан ош майди ҳам  
корхонанинг иш лаб чиқарган  кийим ларининг ум ум ий пул  қийм ати  
м аксим ал бўлади?

2 ~  масала. У зун л и ги  110 см. бўлган пўлат хипчинлардан  
узун л и кл ар и  45 см, 35 см ва 50 см бўлган хом аки маҳсулотлар  
тайёрл аш  ке р а к  бўлсин. Талаб қилинган  хом аки маҳсулотлар  
миқдори мос равиш да 40, 30 ва 20 бирликни та ш ки л  қилсин. П ўл ат  
хи пчинларни м ум ки н  бўлган кесиш  йўллари ва уларга мос келувчи  
хом аки  м аҳсулотлар ва чиқиндилар миқдори қуйидаги  жадвалда  
кел тирилган:
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Х о м аки  маҳсулот 
узун л и кл ар и

К еси ш  вариантлари
1 2 3 4 5 6

45 2 1 1 - - -

35 - 1 - 3 1 -

50 - - 1 - 1 2
Ч иқинд илар

м иқдори
20 30 15 5 25 10

Қанча пўлат хипчинларни қайси усул билан кесганда 
тайёрланган хомаки маҳсулотлар талабдагидан кам бўлмайди ва 
чиқиндиларнинг миқдори минимал бўлади?

II. Берилган бутун сонли дастурлаш масалаларини график 
усулда ечинг.

х, >0, х2 >0, бутун , 
у  =  8xj  +  6 х 2 —> ш а х

3)

4)

3xj  +  5х2 <11 ,
4Xj +  х 2 <8 ,
х, > О, х, > 0 , бутун ,
у  =  8xj  +  6 х 2 -> m a x

Глх, + 
L 3xt + 5х 2 <  30,

X, >0, х г > 0 , бут ун  ,
у  =  3xj  +  З х 2 —> m a x

III. Берилган бутун сонли дастурлаш масалаларини Р.Гомори 
усули билан ечинг.

1) C4xt + Зх2 + 4х3 < 14, 
hxj  + 6х2 + х3 <11,  
1ху >0 , ( 7  = 1,3), бутун ,
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у  =  2xj + 4 х г + З х 3 —> m a x

2) Г 2 х j +  2хг +  7х3 > 14,
+  11х2 +  9х3 > 1 2 ,

^9х, +  6 х 2 +  Зх3 > 1 0 ,
Xj > 0 , ( у = U ) , бутун, 

у  =  - lOxj  - 14хг - 21х3 - > т а х

3) fex, +  2хг <10,  
л х , +  4 х г £ 1 1 ,  
gx, 4- З х 2 +  х 3 < 13, 
X' >0,(у = 1,3), бутун, 

у  =  Зх  j - х 2 m a x

4) Г х , - 2х г +  х 3 > 3,
J 5xj - 4 х 2 +  2х3 > 16,
[ 2xj  - х 2 +  х 3 > 0. 

х#>0, ( у  = Гз),  бутун,

у  =  2xj - 2хг + З х 3 —> m a x
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VII боб. ЧИЗИҚСИЗ ДАСТУРЛАШ МАСАЛАЛАРИ
f

1-§. Чизиқсиз дастурлаш масалаларининг қўйилиши ва турлари

Маълумки, математик дастурлаш масаласи деганда умумий 
ҳолда

g, (х„ x2l....xn) {<,= >} b, i = 1 ,т

муносабатларни қаноатлантирувчи ва Z =  f (х1( х 2,...,хп ) функцияни 
максимумга (минимумга) айлантирувчи x lf номаълумларнинг
қийматларини топиш масаласи назарда тутилади. Бу масала 
шартларини қисқача бундай ёзиш мумкин:

gi (Хп х2....х„) {<,= >} bj i =  1,m, (7.1)

Z = f (х„ Xj.-.Xn ) -> max(min) , (7.2)
бу ерда gj (х„ х ,....x j  ва f (х„ х2,...,хп ) берилган функциялар, b, (i =
l,...,m) лар ўзгармас сонлар. (7.1) чекламалар масаланинг чегаравий 
шартлари, Z=f(x1,x2,...,xn) функция эса мақсад функцияси деб 
аталади. (7.1) даги ҳар бир чеклама учун <,=,> белгилардан фақат 
биттаси ўринли бўлади.

Айрим чизиқсиз дастурлаш масалаларида х 1? х2, ,хп 
ўзгарувчиларнинг баъзиларига ёки хаммасига манфий бўлмаслик 
шарти қўйилган бўлади. Баъзи масалаларда эса номаълумларнинг 
бир қисми (ёки ҳаммаси) бутун бўлишлиги талаб қилинади.

(7.1), (7.2) масаладаги ҳамма gs (xlf x ^ .-x j  , f (xl7 Хг,...^ ) 
функциялар чизиқли бўлса ҳамда барча ўзгарувчиларнинг 
номанфий бўшлиги талаб қилинса, бу масала чизиқли дастурлаш  
масаласи бўлади.

(7.1), (7.2) масалада m=0 бўлса, яъни чегаравий шартлар 
қатнашмаса, у шартсиз оптималлаштириш масаласи дейилади. Бу 
ҳолда масала қуйидагича ёзилади:

f (xlf x2,...,xn ) -> max(min),

(x1? x 2,...,xn) е Еп, (7.3)

бу ерда (xlf x2,....xn)-n ўлчовли вектор (нуқта)#Еп -  n ўлчовли Евклид 
фазоси, яъни векторларни қўшиш, сонга кўпайтириш ва икки 
векторнинг скаляр кўпайтмаси амаллари киритилган п
ўлчовли
Х=( Xj, x2y...txn) векторлар (нуқталар) тўплами.

Фараз қилайлик, (7.1) система фақат тенгламалар 
системасидан иборат бўлиб, номаълумларга номанфий бўлишлик 
шарти қўйилмасин ҳамда m < n бўлиб, gj (x„ x2,....xn) ва f(x lt x2,...,xn ) 
функциялар узлуксиз ва камида иккинчи тартибли хусусий
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ҳосилага эга бўлсин. Б у  ҳолда чизиқсиз дастурлаш  масаласи  
қуйидаги кўриниш да ёзилади:

g, (х „  x2,....x̂ ) =  b, (i =  l ,m )  (7.4)
Z  = f  (x^  ) ->  m ax(m in ).

Бундай масала чеклам алари тенгламалардан иборат бўлган  
шартли максимум (минимум) масаласи дейилади. (7.4) 
кўр и н иш даги  масалаларни диф ф еренциал ҳисобга асосланган  
классик усуллар билан ечиш  м ум кин бўлгани учун  уларни  
оптималлаштиришнинг классик масалалари дейилади.

А гар  (7.1) системадаги ҳамма чекламаларлар тенгсизликлардан  
иборат бўлса ҳамда уларнинг баъзиларига «<», баъзиларига эса «>», 
белгилар мос келса, бу тенгсизликларни осонлик билан бир хил  
кўр и ниш га кел тир иш  мумкин. Б ундан таш қар и

f (х „  х 2,...,хп ) ->  ш а х
ш ар тни

- f  (Xj, X g,...^  ) -*  m in  
кўринишида ёзиш  мумкин. Шунинг учун, умумийликни 

бузмасдан, шартлари тенгсизликдан иборат булган чизиқсиз 
дастурлаш масаласини қуйидагича ёзиш  мумкин:

g ,(x „x 2,....xn) < b, (i =  1,ш ) (7.5) 
х, > 0 0 = 1 ,п) (7.6)

Z  =  f (х „  x 2,...,xn ) ->  min. (7.7)

Ном аъ лум ларнинг ном анф ийлик ш ар ти  қатнаш м аган  
масалаларга бундай ш артни  осонлик билан ки р и ти ш  мумкин.

Баъ зи ҳолларда масаланинг (7.1) ш артидаги айрим чекламалар  
тенгламалардан, айрим лари эса тенгсизликлардан иборат бўлиш и  
мумкин. Б ундай масалаларни ш артлари аралаш  белгили булган  
минимум масаласи кўр ин иш ига келтириб ёзиш  мумкин:

gi(\i,X 2v...x„)<bi, (î TnTi) (ТЕ)
g ^ X L X j,...^ ) =b„ (i =  m ,+ l ,m )  (7.9)

Z  =  f (x „  x j . - .x , , ) ->  m in. (7.10)
Б унда (7.8), (7.9) чеклам алар чегаравий ш артлардан иборат 

бўлиб, номаълумларнинг номанфий бўлиш лик ш артини ҳам ўз  
ичига олади.

Энди қуйидаги  к>финишда берилган масалани кўрам из: 
gj (X )  =  g, (x „ x 2,....xn) < bi i =  l ,m  (7.11)
X  =  (x „ x 2....x n) e G c E n , (7.12)
Z  (X )  = f  (x^ x 2,...,xn ) ->  m ax(m in ). (7.13)
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Бу масала чекли ўлчовли чизиқсиз дастурлаш масаласининг 
умумий кўринишидан иборат бўлиб, бунда f (х1? x2,...,xj мақсад 
функцияси, gj (х^хз,...^) чегаравий функционал, G масаланинг 
аниқланиш соҳаси, G тўпламнинг нуқталари масаланинг режалари 
деб, (7.11) шартларни қаноатлантирувчи нуқталар тўплами эса 
масаланинг ж оиз режалар тўплами деб аталади.

Чизиқсиз дастурлашда маҳаллий ва глобал оптимал режа 
тушунчаси мавжуд бўлиб, улар қуйидагича таърифланади.

Фараз қилайлик, X" нуқта (7.11) (7.13) масаланинг жоиз 
режаси ва унинг кичик е атрофидаги (s ихтиёрий кичик мусбат сон) 
нуқталар тўилами е (X ) eG дан иборат бўлсин.

Агар
f(X*W(X) (Л**)>ДЛ)] (7.14)

муносабат ихтиёрий Х е  £  ( X ’) учун ўринли бўлса, X *  режа мақсад 
функцияга маҳаллий минимум (максимум) қиймат берувчи 
маҳаллий оптимал режа деб аталади.

Агар
AX*W(X) 1/й*)>я*)]

тенгсизлик ихтиёрий X  6 G  учун ўринли бўлса, X* режа мақсад 
функцияга глобал (абсолют) минимум (максимум) қиймат берувчи 
глобал оптимал режа ёки глобал оптимал ечим деб аталади.

Юқоридаги (7.5)-(7.7) ва (7.10) масалаларни ечиш учун чизиқли 
дастурлашдаги симплекс усулга ўхшаган универсал усул кашф 
қилинмаган.

Бу масалалар g, (х1?х 2,....хп) ва f (х15 х2,...,хп) функциялар 
ихтиёрий чизиқсиз функциялар бўлган ҳолларда ж уда кам 
ўрганилган. Ҳозиргача энг яхши ўрганилган чизиқсиз дастурлаш  
масалалари g4 (x!,x2,....xn) ва f (xlf Хг,...^) функциялар қавариқ
(ботиқ) бўлган масалалардир. Бундай масалалар қавариқ 
дастурлаш масаласи дейилади. Қавариқ дастурлаш масалаларининг 
асосий хусусиятлари шундан иборатки, уларнинг ҳар қандай 
маҳаллий оптимал ечими глобал ечимдан иборат бўлади.

Иқтисодий амалиётда учрайдиган кўп масалаларда gi (х^хг,...^) 
функциялар чизиқли бўлиб, f (xlf x2,...,xn) мақсад функцияси 
квадратик формада яъни

я п п

f(Xi,x,,....,xn)=Y,cjxj +УУжх*.j=i /=1 j=\
кўринишда бўлади. Бундай масалалар квадратик дастурлаш  
масалалари деб аталади. Чегаравий функция ёки мақсад 
функцияси, ёки уларнинг ҳар иккиси ҳам п та функцияларнинг 
йиғиндисидан иборат, яъни
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ва
f (х^х^-хп) = f, (x,)+ f2 (x2)+...... fn ( xn) (7.16)

кўринишда булган масалалар сеперабел дастурлаш масалалари деб 
аталади. Квадратик ва сеперабел дастурлаш масалаларини ечиш 
учун симплекс усулга асосланган тақрибий усуллар яратилган.

Чизиқсиз дастурлаш масаласини, жумладан, квадратик 
дастурлаш масаласини тақрибий ечиш усулларидан бири градиент 
усулидир. Градиент усулини ҳар қандай чизиқсиз дастурлаш 
масаласини ечишга қўллаш мумкин. Лекин бу усул масаланинг 
маҳаллий оптимал ечимларини топишини назарга олиб уни қавариқ 
(ботиқ) дастурлаш масалаларини ечишга қўллаш мақсадга 
мувофиқдир.

Чизиқсиз дастурлашга оид ишлаб чиқаришни режалаштириш 
ва ресурсларни бошқаришдаги муҲим масалалардан бири 
стохастик дастурлашдир.

Бу масаладаги айрим параметрлар ноаниқ ёки тасодифий 
миқдорлардан иборат бўлади.

Чегаравий шартлари ҳақида тўлиқ маълумот бўлмаган 
оптималлаштириш масалаларини стохастик масалалар деб аталади. 
Стохастик масалаларни ечиш учун махсус стохастик дастурлашда 
актив ва пассив усуллар мавжуд бўлиб, уларнинг 1-си масала 
ноаниқлиқ ва рискка (таваккалчиликка) асосланганда, 2-си эса 
масаладаги параметрлар тасодифий миқдор бўлганда оптимал 
ечимни топиш усулидир.

Юқорида қайд этилган ҳар қандай чизиқли ва чизиқсиз 
дастурлаш масалаларини ҳамда барча параметрлари вақтга боғлиқ 
равишда ўзгармайдиган масалалар статик масалалар деб аталади. 
Бундай масалалар режалаштирилаётган давр давомида ишлаб 
чиқариш ҳам, истеъмол ҳам, ресурслар ҳам ўзгармас деб 
қараладиган иқтисодий масаланинг математик моделларидан 
иборат бўлади.

Параметрлари ўзгарувчан миқдор бўлиб, улар вақтнинг 
функцияси деб қаралган масалалар динамик дастурлаш  
масалалари дейилади. Бундай масалаларни ечиш усулларини ўз 
ичига олган математик дастурлашнинг тармоқи динамик дастурлаш  
деб аталади. Динамик дастурлаш усулларини фақат динамик 
дастурлаш масалаларини ечишда эмас, балки ихтиёрий чизиқсиз 
дастурлаш масалаларини ечишда ҳам қўллаш мумкин.

2 - §. Чизиқсиз дастурлаш масалаларининг геометрик 
талқини. График усул

Чизиқли дастурлаш масалаларининг хоссаларидан бизга 
маълумки, биринчидан, унинг жоиз режалари тўплами, яъни
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масаланинг чегаравий шартларини ва номаълумларнинг 
номанфийлик шартларини қаноатлантирувчи Х=(хи x2,...,xn) 
нуқталар тўплами қавариқ бўлади. Иккинчидан, f(x1? Xj,,...^) мақсад 
функциясини берилган қийматга эриштирадиган X=(xu x.,,...^) 
нуқталар тўплами n-ўлчовли фазонинг гипертекислигини ташкил 
қилади. Бундан ташқари, мақсад функциянинг турли қийматларига 
мос келувчи гииертекисликлар ўзаро параллел бўлади. Учинчидан, 
мақсад функциянинг мумкин бўлган режалари тўпламидаги 
маҳаллий минимуми (максимуми) глобал (абсолют) минимумдан 
(максимумдан) иборат бўлади. Тўртинчидан, агар мақсад функция 
чекли оптимал қийматга эга бўлса, жоиз режалар тўнламини 
ифодаловчи қавариқ кўпбурчакнинг камида бир учи оптимал 
ечимни беради. Мумкин бўлган реж алар кўпбурчагининг учлари 
(бурчак нуқталари) базис ечимни ифодалайди. Базис ечимдаги 
ҳамма номаълумлар қатъий мусбат бўлган ҳолдаги ечим хосмас 
базис ечим ва агар улардан камида биттаси нолга тенг бўлса, хос 
базис ечим дейилади.

Ихтиёрий базис ечимдан бошлаб бошқа базис ечимга ўтиб 
бориб, чекли сондаги қадамдан сўнг функцияга экстремум қиймат 
берувчи базис ечим топилади.

Базис ечим оптимал ечим бўлиши учун мақсад функциянинг бу 
ечимдаги қиймати бошқа базис ечимдаги қийматларидан кам (кўп) 
бўлмаслиги керак.

Чизиқсиз дастурлаш масалаларида эса юқоридаги чизиқли 
дастурлашга доир хоссаларнинг айримлари (ёки ҳаммаси) 
бажарилмайди.

Масалан, чизиқсиз дастурлаш масаласининг мумкин бўлган 
режалар тўплами қавариқ тўплам бўлмаслиги ҳам мумкин. Буни 
чегаравий шартлари

(х, -1)х2 <1,
- х ,  +  х 2 > 3 ,5 ,

X, > 0, х2 > О
муносабатлардан иборат бўлган масалада кўриш мумкин. 
Масаланинг реж алар тўплами иккита алоҳида қисмларга 
ажратилган бўлиб, уларнинг бирортаси ҳам қавариқ эмас (7.1 -  
шакл).

Агар жоиз реж алар тўплами қавариқ бўлмаса, мақсад функция 
чизиқли бўлган ҳолда ҳам масаланинг глобал оптимал ечимидан 
фарқ қилувчи маҳаллий ечимлари мавжуд бўлади. Масалан, 
чегаравий шартлари чизиқли ва мақсад функцияси чизиқсиз бўлган 
қуйидаги масалани кўрамиз:

Xi + х2 > 2 ,
Xi - х2 > -2 ,
Xj + х2 < 6,
x i - Зх2 < 2 ,
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Х1 > О» Х2 > О»

Z =f (х2, х2,) = 25(х2 ~2)2 + (х2 - 2)2 -> тах .

Бу масаланинг чегаравий шартларини қаноатлантирувчи 
нуқталари тўплами қавариқ ABCD тўртбурчакдан иборат бўлади 
(7.2- шакл). Масаладаги мақсад функция маркази (2,2) нуқтадан 
иборат бўлган элипслар оиласидан иборат.

Z=4 да эллипс В ва D нуқталардан ўтади, А нуқтада Z=100 ва 
С нуқтада Z=226 бўлади. Бундан кўринадики, А нуқтада мақсад 
функциянинг қиймати унга яқин бўлган В ва D нуқталардаги 
қийматидан кичик. Демак, А нуқтада мақсад функция маҳаллий 
максимумга эришади. С нуқтада Z =f (хь х2,) функция энг катта 
Z=226 қийматга эришади. Мақсад функциянинг С нуқтадаги 
қиймати ABCD тўртбурчакка тегишли ҳамма нуқталардаги 
қийматидан катта бўлади. Демак, Z =f (х1} х2,) функция С нуқтада 
глобал максимумга эришади.

Бу масаланинг оптимал ечими жоиз режалар тўплами С учининг 
координаталаридан иборат бўлди. Лекин умумий ҳолда, чизиқсиз 
дастурлаш масаласининг мақсад функциясига оптимал қиймат 
берувчи нуқта жоиз режалар тўпламининг бурчак нуқтаси бўлиши 
шарт эмас. Айрим ҳолларда оптимал режа жоиз режалар 
тўпламининг ички нуқтасидан ҳам, чегаравий нуқтасидан ҳам 
иборат бўлиши мумкин. Масалан, 7.3-шаклда тасвирланган 
масаладаги Z=
f (Xj, х2,) мақсад функция минимум қийматга мумкин бўлган 
режалар тўпламининг чегаравий нуқтасида эришади.

Умумий ҳолда (7.8)-(7.10) кўринишда берилган чизиқсиз 
дастурлаш масаласини кўрамиз ва бу масаланинг геометрик 
талқини билан танишамиз.
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Масаладаги (7.8), (7.9) чекламаларни қанотлантирувчи нуқталар 
тўплами Евклид фазосида жоиз режалар тўпламини беради. Бу 
тўпламнинг нуқталари орасидан мақсад функцияга минимум 
қиймат берувчи нуқтани топиш керак. Бунинг учун жоиз режалар 
тўпламининг энг паст савияли f(Xj, x2,...,xn)=Q гиперсирти билан 
кесишган нуқтасини топиш керак. Бу нуқта берилган (7.8) - (7.10) 
масаланинг оптимал ечимини беради.

(7.8)-(7.10) масаланинг оптимал ечимини геометрик талқинидан 
фойдаланиб топиш учун қуйидаги ишларни бажариш керак:

1. Масаланинг (7.8), (7.9) чегаравий шартларини 
қаноатлантирувчи нуқталар тўпламини, яъни жоиз режалар 
тўпламини ясаш керак (агар бу тўплам бўш бўлса, масала 
ечимга эга бўлмайди).

2. f(xj, x2,...,xn)=Q гиперсиртни ясаш керак.
3. Q нинг қийматини ўзгартириб бориб, энг паст савияли 

гиперсирт топилади ёки унинг қуйидан чегараланмаганлиги 
аниқланади.

4. Мумкин бўлган режалар тўпламининг энг паст савияли 
гиперсирт билан кесишган нуқтаси аниқланади ва мақсад 
функциянинг бу нуқтадаги қиймати топилади.

Қуйидаги масалаларни геометрик талқинидан фойдаланиб 
ечамиз:

1-мисол.
X j +  Х 2 < 8 ,

2Xi + х2 < 15,
Х 1 + х 2 >

Х1 > 0, Х2 > 0»

Z = f(xlfx2,) = (xt ~ 6)2 +  (х2 - 2 )2 —>max(min).
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Масаланинг чегаравий шартларини қаноатлантирувчи нуқталар 
тўплами ABCDE бешбурчакдан иборат бўлади (7.5 шакл). Агар 
Z=Q (Q>0) деб қабул қилсак, (xj - 6)2 + (x2 - 2)2 =Q тенглама маркази
M (6.2) нуқтада ва радиуси y[Q га тенг булган айланани ифода 
этади.

Q нинг қийматини орттириб ёки камайтириб бориш натижасида 
Z нинг қиймати ҳам ортиб ёки камайиб боради. М нуқтадан турли 
радиусли айланалар (параллел гиперсиртлар) ўтказиб бориб, Z 
функцияга энг кичик ёки энг катта қиймат берувчи нуқтани топиш 
мумкин.

2 -  мисол.
х г х2 < 4,
Xi + х2 > 5,
xi < 7> 
х2 < 6,
x i > 0, х2 > О,
Z = Xj2 + х22 —> max(min).

Бу масаланинг мумкин бўлган реж алар тўплами қавариқ 
тўплам бўлмайди, аксинча, иккита айрим К! ва К2 қисмлардан 
иборат бўлади (7.6 шакл). Мақсад функция ўзининг минимал

2
қиймати Z=17 га А(1;4) ва L(4;l) нуқталарда эришади. D(-;6) ва

4
Л'(7;у) нуқталарда эса функция маҳаллий максимум қийматларга 

эришади:
328 2417Z(B) = -9-,z(M = - - .
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Кч
7.6-ш акл

Маҳаллий максимум қийматларни солиштириш Z 
функциянинг N нуқтада глобал максимумга эришишини кўрсатади. 
D ва N нуқтанинг кординаталари ва улардаги Z функциянинг 
қиймати қуйидагича топилади:

D (x ’1,x *2) нуқта х 2= 6  тўғри  чизиқда ва х^=4/х^  эгри чизиқда  
ётгани уч ун  унинг координаталари бу  тенглам аларни  
қаноатлантириш и керак, я ъ н и

\Ч :

. 2
* '= 3
*2=6

328
Z^x^+xj’2 Z*=Z(D)=

Худди шунингдек, N нуқта щ=7 тўғри чизиқ ва х2=4/х , эгри 
чизиқнинг кесишган нуқтаси бўлгани учун унинг х,0,х2° 
координаталари бу тенгламаларни қаноатлантириш керак, яъни

xi° = 7> 

х° =7°’
Zc = x ? z° =

7
2417

49
3 - М И С О Л . X j + X 2<  6 ,

х г х2< 1 ,
2xj+x2> 6,
0,5хг х2> -4,
X!> 1 , x2> 0,

Z= 100(x1-3,5)2+(x2-4)2->min.
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Масаланинг режаларидан ташкил топган тўплам ABCD 
тўртбурчакдан иборат (7.7-шакл).

7.7- шакл.
Z га ихтиёрий Q (Q>0) қиймат берамиз. Натижада 10(хг  

3,5)2+ +20(x2-4)2=Q тенглама маркази М(3,5;4) нуқтада бўлган 
эллипсни ифодалайди. Q нинг қийматини ўзгартириб бориб,эллипс- 
ни ўзига паралел равишда силжитиб бориш мумкин. Натижада 7.7- 
шаклдан кўриш мумкинки,эллипснинг қавариқ тўплам ABCD га 
уринган Е (х / ,х2’) нуқтаси оптимал нуқта бўлади. Бу нуқтадаги Z 
функциянинг қийматини Z’ билан белгилаймиз. х /  ,x2*,Z*\ 
номаълумлар қуйидаги шартларни қаноатлантириши керак: 

х /  +х2* = 6,
Z =10(х ; -3,5)2+20(х2'-4)2.

Бундан ташқари 10(x,’-3,5)2+20(x2’-4)2 эллипснинг (х / ,х2 ) 
нуқтадаги уринмаси оқиш бурчагининг тангенси эса -1 га тенг, 
чунки бу урунма x J+ x2=6 тўғри чизиқ билан устма -  уст тушади. 
Бу тўғри чизиқ оғиш бурчагининг тангенси эса -  1 га тенг.
И К К И Н Ч И  ТО М О Н Д сШ ,

Z'=10(xI’ -3,5)г+20(хг -4 )г.
Эллипсга уринма оқиш бурчагининг тангенсини 
dx2 -  20(х, -3,5) 
dxt 40(дг2 -4 )  

формула орқали топиш мумкин. Демак,

- ( / , - 3 , 5 )
2(х 2-4)

яъни
х'2-4=0,5( х \ -3,5 ).

Ш ундай қилиб, масаланинг оптимал ечими қуйидаги 
системанинг ечимидан иборат бўлади:
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X* + Xj = 6,
х’ -  4 = 0,5(x; -  3,5),

Z* =10(х; - 3 ,5 )2 +20(х; - 4 )

=2,5,
«=> x’ = 3,5,

Z ‘ =15.
3-§. Ш артсиз оптималлаштириш масаласи

Ф араз қилайлик, шартсиз экстремум масаласининг ечимини 
топиш талаб қилинган бўлсин, яъни f(X)= f tx j^ , . . .^ )  

функциянинг максиму мини (минимумини) Х =(х1,х2,...,хп)еЕп 
нуқталарда қидириш керак бўлсин.

f(X) функция биринчи тартибли ҳосилалари билан биргаликда 
узлуксиз бўлса, унинг экстремуми қуйидаги тенгламалар 
системасини қаноатлантиради:

ЭК Х )/а^=0, j = U  (7.17)
Демак, берилган f(X) функция Х0 нуқтада экстремумга эга 

бўлиши учун бу нуқта (7.17) системанинг ечими бўлиши керак.
Ҳақиқатан, агар f(X) функция Х0 нуқтада маҳаллий 

максимумга эришса, шундай е > 0  сон мавжуд бўладики, ихтиёрий 
Хес(Х0) нуқта учун (s(X„) Х0 нуқтанинг кичик г атрофидаги 
нуқталар тўплами) 
f(X) < f(X0) тенгсизлик бажарилади.
Хее(Х0) нуқтада X =X 0+hlj, 0<|h|<e кўринишда ёзамиз, бу ерда lj 
(j = L,л) бирлик векторлар. У ҳолда 0<|h|<8 шартни 
каноатлантирувчи h  учун

flXo+hlJ- flXo№ ,  (7.18)
ўринли бўлади. Бундан

A X ,  + h l , ) - f ( A e) ^ о, h>Q) (719)
h

ва
f ( X 0 + /?/,)- f (X0)
— ---- f- ■ ■■ ■ > 0, h<0. (7.20)П

(7.19) ва (7.20) тенгсизликлардан h—>+0 ва h—>-0 да лимитга 
-  *  #X *o) л <Г(*о)ўтиб мос равишда ^ 0, ва —— — > 0, тенгсизликларни ҳосилсх j  ск j
қилиш мумкин. Булар дан эса

^ ~  = 0,/ = й  (7.21)

тенгламалар системаси ҳосил бўлади. Худди шундай йўл билан Х0 
нуқта f(X) функцияга маҳаллий минимум берувчи нуқта бўлган 
ҳолда ҳам (7.21) тенгликлар Х0 нуқтада f(X0) функция маҳаллий 
максимум ёки минимумга эга бўлиши учун, шу нуқтада ундан п та 
Xj, х2, , хп номаълумлар бўйича олинган хусусий ҳосилалар 0 га 
тенг бўлиши кераклигини кўрсатади. Лекин бундан (7.17) шартни 
каноатлантирувчи ҳар қандай нуқта ҳам функцияга маҳаллий
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минимум ёки максимум қиймат беради деган хулоса келиб 
чиқмайди. Масалан, бир аргументли f (х) функция учун f'(x)=0 шарт 
эгилиш нуқтасида ҳам ўринли бўлиб, бу нуқтада функция 
экстремумга эга бўлмаслиги мумкин. Худди шунингдек, икки
аргументли f(xx, х2) функция учун — = 0, —  = 0 шартлар эгилишск2
нуқтасида ҳам бажарилиб, бу нуқтада функция экстремумга эга 
бўлмаслиги мумкин.

(7.17) системанинг ечимларини стационар нуқталар деб 
атаймиз. Берилган f(X) функция экстремумга эришадиган нуқта 
стационар нуқта бўлади, лекин ҳар қандай стационар нуқтада ҳам 
функция экстремумга эришавермайди.

Демак, (7.17) шарт функция экстремумининг мавжудлиги учун 
зарурий шарт, лекин у етарли шарт эмас. Қуйидаги теорема 
стационар нуқтанинг биринчи ва иккинчи тартибли ҳосилалари 
узлуксиз бўлган n ўзгарувчили узлуксиз f(X)=f(x1, х2, , хп) 
функциянинг экстремум нуқтаси бўлиши учун етарлилик шартини 
кўрсатади.

Теорема. Х п стационар нуқта экстремум нуқта бўлиши учун 
шу нуқтада Гессе матрицаси деб аталувчи

( d 2f ( X 0)<?2f ( X 0) ^ J \ X о)) 
ск} (к„

d 2f { X 0) a \ f ( X 0) <?2f ( X 0)

Ф А

г - д х , )  з \ д х а)
ч дх„&х ,

матрица мусбат аниқланган (бу ҳолда Х0 минимум нуқта) ёки 
манфий аниқланган (бу ҳолда Х0 максимум нуқта) бўлиши 
етарлидир.

Исботи. Тейлор теоремасига асосан, О<0<1 да 
f(X0+h)-f(X0)= Vf(X0) h + l /2  h'H[X0+e h]-h, (7.22)

бу ерда h=(hly h2, ..., hn) n ўлчовли вектор устун, h' эса n ўлчовли 
вектор қатор ва |h:| ( j  = ln) етарли даражада кичик сон, Н[Х0+в h] - 
Гессе матрицасининг Xo+0h нуқтадаги қиймати.

= _ n ўлчовли градиент деб аталувчи
дх. &■>

вектор.
Х0 нуқта стационар нуқта бўлганлиги учун бу нуқтада (7.21) 

ўринли бўлади, демак, бу ҳолда
Vf(Xo)=0. (7.23)

(7.22) ва (7.23) дан
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f(X0+h)-f(X0)= 1/2 h ’H[Xo+0 h]h. (7.24)
Ф араз қилайлик, X0 минимум нуқта бўлсин. У ҳолда 

f(X0+h)>f(X0)
тенгсизлик ихтиёрий h*0 учун ўринли бўлади, демак, бу ҳолда

1/2 h ’H[Xo+0 h] h>0. 
f(X) функциянинг иккинчи тартибли ҳосиласи узлуксиз 

бўлгани учун 1/2 h'Hh миқдор Х0 ва Хо+0 h нуқталарда бир хил 
ишорали бўлади ва h'H[X0]h квадратик формадан иборат бўлади. 
Шунинг учун бу форманинг (жумладан h'H[Xo+0 h]-h форманинг) 
мусбат бўлиши Н[Х0] нинг мусбат аниқланган матрица бўлишига 
боқлиқ.

Демак, Х0 стационар нуқта минимум нуқта бўлиши учун шу 
нуқтадаги Гессе матрицаси (Н[Х0]) мусбат аниқланган бўлиши 
етарли экан. Худди шундай йўл билан Х0 стационар нуқтанинг 
максимум нуқта бўлиши учун Н[Х0] нинг манфий аниқланган 
бўлиши етарли эканлигини кўрсатиш мумкин.

1-мисол. Берилган функция экстремумга текширилсин:
+2х, +х2х} -X;

Ечиш. Функция экстремуми мавжудлигининг зарурий шарти:

 ̂ at, дх2 dxi )

Бундан d f/dx^O , д(/дх2=0, д{/дх3=0.
Бу тенгламаларда тузилган системанинг ечими Х0=(1/2, 2/3, 

4/3) стационар нуқта бўлди. Етарлилик шартининг бажарилишни 
текшириш учун Гессе матрицасини Х0нуқтада тузамиз:

(-2 0 0 
Н[Хо]= 0 - 2  1 

(о 1 -2)
Бу матрицанинг бош минорлари мос равишда 2, 4, -6. 

Маълумки, агар матрицанинг бош минорларидан тузилган сонлар 
кетма-кетлиги ишора алмашинувчи бўлса, берилган матрица 
манфий аниқланган бўлади. Бундан кўринадики, Н[Х0] матрица 
манфий аниқланган экан. Демак, Х0 нуқтада /(x^x^Xj) функция 
максимумга эришади. Ю қорида келтирилган мисолда /(х^х2гх})ни 
- /(* ,,х2,х3) га алмаштириб, X0=(l/2 ;2 /3 ;4 /3 ) нуқтани минимум нуқта 
эканлигини кўрсатиш мумкин.

Агар Н[Х0] ноаниқ матрица бўлса, Х0 нуқта эгилиш нуқта 
бўлади, яъни бу нуқтада функция экстремумга эришмайди. Буни 
қуйидаги мисолда кўрсатамиз.

2-мисол.
f(x„X2)-^XlX2 +3*2
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функция экстремумга текширилсин.
Ечиш. Экстремум мавжудлигининг зарурий шартига кура

У/Х'Го) = °- Демак df/dx^O , df/dx2=0, яъни 8х2=0, 8^+6^  = О
бўлиши
керак. Бу тенгламалардан тузилган системани ечиб, Х0=(0,0) 
стационар нуқтани ҳосил қиламиз. Бу нуқтани экстремал нуқта 
бўлишлик шартини текшириш учун Гессе матрицасини тузамиз

Бу матрицанинг бош минорлари: Мп=6>0, М22=0. Матрица 
детерминанти эса -64<0. Демак Гессе матрицасининг ишораси 
аниқланмаган. Бу ҳолда Х0=(0,0) нуқта эгилиш нуқта бўлади.

Юқорида кўрилган теоремадаги экстремум мавжудлигининг 
етарлилик шартлари бир аргументли /(.г) функция учун 
қуйидагича бўлади. Ф араз қилайлик, Xq стационар нуқта бўлсин, у 
ҳолда Г \ х 0)< 0  бўлса, х0 стационар нуқтада функция максумимга, 
f \ x *  ) > 0 бўлганда эса минимумга эришади. Агар / ”(*о) = 0 бўлса, 
юқори тартибли ҳосилаларнинг х0 нуқтадаги қийматларини 
текшириш керак. Бу ҳолда қуйидаги теорема ўринлидир.

2-теорема. х0 стационар нуқтада /Ч*0) ^ 0> /"(*0) = l)(*o) = 0ва 
/ ("'(х0)^Обўлса, бу нуқта а) n тоқ сон бўлганда эгилиш нуқта;

б) n жуфт сон бўлганда экстремал нуқта бўлади ҳамда 
/ (w)O0)<0 да функция максимумга, / ("Ч*о) >0 Да минимумга 

эришади.
Бу теореманинг исботини ўқувчиларга машқ сифатида ҳавола 

қиламиз.

q(x)=x3

X

а) б)
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3- мисол.
!)/(* ) = х * функциянинг экстремумга текширинг

f ( x )  = 4х3
бундан х=0 стационар нуқта бўлади.

Г  (0) = Г ( 0) = /•*■( 0) = 0; / (4)(0) * 0.
п=4 ж уф т сон. Демак, х=0 нуқта функция учун экстремал 

нуқта бўлади.
/ (4)(0) = 24 > 0 бўлгани учун х=0 нуқтада берилган функция 

минимумга эришади. (7.8 а-шакл).
2) g(x)=x3,
 (x)=3x2, х=0 стационар нуқта
g,(0)=g"(0)=0, "(0)=6* 0
n=3 тоқ сон. Демак, х=0 нуқта функциянинг эгилиш нуқтаси 

бўлади (7.8 б-шакл).
Агар Еп да аниқланган f(X) функция X ’ нуқтада глобал 

(абсолют) максимум (минимум)га эга бўлса, у шу нуқтада маҳаллий 
максимум (минимумга) эга бўлади. Демак, X ’ (7.17) системанинг 
ечими бўлиши керак. Шунинг учун f(X) функцияга глобал 
максимум (минимум) қиймат берувчи нуқтани топиш учун (7.17) 
системанинг хадшя ечимларини топиб, уларнинг ҳар бирида f(X) нинг 
қийматини ҳисоблаб солиштирилади. Шу қийматлар орасида энг 
каттаси (энг кичиги) функциянинг глобал максимуми (минимуми) 
бўлади.

Лекин номаълумлар сони кўп бўлиб, система ягона ечимга эга 
бўлмаса, (7.17) системани ечиш қийин масала ҳисобланади ва 
умуман (7.17) системани ихтиёрий кўринишда бўлган ҳол учун 
ечиш схемасининг ўзи мавжуд эмас. Шунга кўра бу системани 
ечиш учун турли тақрибий усулларни қўллаш мумкин. Улардан 
бири қуйидаги Ньютон-Рафсон усулидир. Бу усул чизиқсиз 
тенгламалар системасини сонли ечиш усулидан иборат.

Фараз қилайлик, умумий ҳолда <p.(X) = 0t / = \,т* X = (x lf хп)
тенламалар системаси ва ихтиёрий Х к нуқта (маълум яқинлашиш) 
берилган бўлсин. У ҳолда Тейлор формуласига кўра 

Ф,(X) *<р,(Хк) + [V<P,{Хк)Y(X - X k)J = Um.
Демак, берилган тенгламалар сисмемасини қуйидаги системага 

алмаштириш мумкин:
<Р,(Хк) + [Ч<Р, )]'(^ -  Хк) = 0,/ = \^т 

ёки матрица формулада
Ak+BJX-X* )=0.

Бу ерда барча <р,(Хк)лар ўзаро боғлиқ эмас деб фараз қилинса, 
Вк махсус матрица бўлади. Бу ҳолда юқоридаги тенгламадан

х = х к - в;1ак
ҳосил бўлади.
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Ньютон-Рафсон усулининг ғояси қуйидагидан иборат. Биринчи 
қадамда бошланғич нуқта Х° берилади. Агар Хк топилган бўлса 
юқоридаги тенгламадан фойдаланиб, янги XK+1 нуқтани 
координаталари ни топилади. Хт * Х тЛ бўлганда ҳисоблаш жараёни 
тўхтатилади ва Xm системанинг тақрибий ечими бўлади. Усулнинг 
яқинлашиши бошланғич Х° нуқтани танлашга боғлиқ. Агар бу нуқта 
нотўғри танланса, итерациялаш жараёни узоқлашувчи бўлиши ҳам 
мумкин. Ньютон усулининг камчилиги шундан иборатки, унда яхши 
бошланғич нуқтани танлаш йўллари кўрсатилмаган.

4-§. Шартлари тенгламалардан иборат булган шартли 
экстремум масаласи ва уни ечиш учун Лагранж усули

Фараз қилайлик (7.2), (7.4) масалани ечиш талаб қилинсин, 
яъни gi(Xj, х2, xn)= bi i=l,w тенгламалар системасини
қаноатлантирувчи ва Z=f(x1, х2, ..., хп) функцияга максимум 
(минимум) қиймат берувчи Х=( х 1? х2, ..., x j  нуқтани топиш керак 
бўлсин. gi(xj, х2, xn) ва f(xlf х2, ..., хп) функциялар ва уларнинг 
ҳаммасидин х и х2, ..., х„ номаълумлар бўйича олинган хусусий 
ҳосилалари узлуксиз деб фараз қиламиз. Номаълумларга 
номанфийлик шарти қўйилмаганда масалани Лагранжнинг аниқмас 
кўпайтирувчилар усулини қўллаб ечиш мумкин. Лагранж 
усулининг ғоясини қуйидаги хусусий ҳолда кўрамиз. Фараз 
қилайлик, куйидаги масала берилган бўлсин

g(x„ X2) = b ,
Z=f(x„ X2)-> max(min). (7.25)

Бунда g(xlf x2) ва t(xu x2) функциялар узлуксиз ва 
дифференциалланувчи функциялар.

Х°=(х,\х?) нуқта g(xj,x2)=b тенгламани қаноатлантириб, 
Z=f(xlfx2) функцияга маҳаллий максимум (минимум) қиймат бериш 
учун кандай зарурий шартни қаноатлантириш керак эканлигини 
кўрамиз.

Х0=(х,°,.г2э) нуқтада dg(X°)/dxlf dg(X°)/dx2 хусусий ҳосилалардан 
камида бири нолдан фарқли, масалан, 5g(X0)/ дх2 *0 бўлсин. У 
ҳолда ошкормас функциялар ҳақидаги теоремага асосан Xj° нинг 
кичик е >0 атрофи мавжуд бўладики, бу атрофда g(x1,x2)=b 
тенгламани х2 га нисбатан ечиш мумкин, яъни x ^ ^ x j ) ,  бу ерда <р 
функция (xj0, <р (Xj0)) нуқта атрофида узлуксиз 
дифференциалланувчидир.

Ҳар бир (xlf ^ (x j)  нуқта масаланинг жоиз ечимлар тўплами G 
га тегишли. Шунинг учун f(xlt х2) функциядан ҳам х2 ни йуқотиш 
мумкин, яъни

Z=F(x, )=f (x„ <р(хг)), |х,-х,0 [<£.
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Лекин, Х° нуқтада f функция g(x)=b шартни қаноатлантирувчи 
маҳаллий максимумга (минимумга) эга бўлса, х /  нинг «:0(0<£:0< с) 
атрофидаги ҳар қандай х, учун Ғ ( x j  < Ғ (X j°) [Ғ (x j  > Ғ  (X j0)] 
тенгсизлик ўринли бўлади. Бу ҳолда F ^ )  функция х^ да шартсиз 
максимум (минимум) га эришади.

F(xj) функция х^ нинг с 0 атрофида дифференциалланувчи ва 
Xj0 да шартсиз экстримумга эришгани учун

адх[)=0dxx
бўлади. F функцияни мураккаб функция сифатида 
дифференциаллаб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

dF ф _d<p _ df _ dg / dx^
cbc, дх, дх2 dxt obr, дх2 dg/dx2 

бунда ошкормас функцияларга доир теоремага асосан:
dtp _ dg!dxl 
dxx dg / дх2

эканлиги назарга олинади. Х° нуқтада F(X°) функция экстремумга 
эришиши учун қуйидаги муносабат ўринли бўлади: 

df(X°) д/(Х°) 9dg(X°)fdxl 0 
dx, дх2 dg(x°)/dx2

Агар
л dg(X°)/dx,( dg(X°)^ 0

dg(x°)/dx2 \
белгилаш киритсак, Х0 нуқтанинг экстремал нуқта бўлиши учун 
қуйидаги зарурий шартларни ҳосил қиламиз:

д/'(Х°) xdg(X°) Q>
дхх дх,

= (7.26)дх2 дх2
g(X°) = b

Ҳосил бўлган система учта номаълумли учта тенгламалар 
системасидан иборат. Бу системанинг ечимидан иборат бўлган 
Х б  G нуқтада f функция маҳаллий максимумга (минимумга) 
эришмаслиги ҳам мумкин, лекин f функцияга g(x)=b шарт 
бажарилганда маҳаллий максимум (минимум) қиймат берувчи 
нуқта албатта (7.26) системанинг ечими бўлиши керак. Демак, (7.25) 
масаланинг ечимини топиш учун (7.26) системанинг ҳамма 
ечимларини топиш керак. Бу система Х° нуқтанинг тенгламалари 
берилган (7.25) шаклда бўлган масала ечими бўлишининг зарурий 
шартларидир. Бу шартларни қуйидаги формал усул билан ҳам 
ҳосил қилиш мумкин. Бунинг учун
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F(X,A) = f(X) + A(b-g(X)) 
функцияни тузамиз. Бу функциядан х 1} х2 ва Я лар бўйича хусусий 
ҳосилалар олиб уларни 0 га тенглаймиз:

[дҒ/ дх j -  d f ! d x f - X g  fdxj  = 0 ;у= 1,2,3,...

i f = . - gW =°
Ҳосил бўлган система (7.26) системанинг ўзидан иборат. Бу ерда 

Ғ- Лагранж функцияси, Я- Лагранж кўпайтувчилари деб аталади. 
Энди умумий ҳолни, яъни номаълумлар сони п та ва тенгламалар 
сони ш (ш<п) та бўлган (7.2), (7.4) масалани кўрамиз. Бу масала 
учун Лагранж функцияси

Ғ ( Л \ Л )  = / ( * )  + £  A . ( b - g A X ) )
/-1

кўринишда бўлади. Бу ерда X=(xlfx2, .xn); А =( А,,...Ам). Маҳаллий
экстремум мавжудлигининг зарурий шарти

[ д Ғ ( Ҳ , А )  d f ( X )  ў  д  d g , ( X )  0

I dx f dx ir? ' dx

i dF(X  A) (7-27)
\ '  = b , - g l ( X )  = oL dx>

тенгламалар системасидан иборат. Агар f(X) функция Х0 (х,°, 
хЦ) нуқтада экстремумга эга бўлса, шундай A°=(Aj; А°) вектор
мавжуд бўладики, унинг учун (х,°; х°; А°; ; Д® ) нуқта (7.27)
системанинг ечими бўлади. Ҳақиқатдан ҳам X’ (7.2) -  (7.4) 
масаланинг экстремум ечими бўлсин. У ҳолда g, (Х*)=ЬИ i=i;m. 
Бундан
F(X*, А )— f(X*) , демак,

-
dxJ dxt

f(X) функция X* нуқтада экстремал қийматга эришса, бу нуқта
(7.27) системанинг ечими бўлиши керак. Лекин (7.27) шарт етарли 
эмас. (7.27) системанинг ечими f(X) функцияга экстремум қиймат 
берма с лиги ҳам мумкин.

Лагранж усулининг амалий аҳамияти шундан иборатки, бунда 
бир ўзгарувчиларни бошқалари орқали ифодалаш ёки ҳамма 
ўзгарувчиларни ўзаро боғлиқ эмаслигини назарга олиш талаб 
қилинмайди ҳамда шартли оптималлаштириш масаласи шартсиз 
оптималлаштириш масаласига келтирилади. Бу усулнинг камчилиги
(7.27) системанинг ечиш мураккаблиги билан боғлиқ. Бундан 
ташқари шундай масалалар ҳам учрайдики, уларнинг экстремал 
режалари мавжуд бўлишига қарамай уларга мос келувчи (7.27) 
система ечимга эга бўлмайди. Масалан, қуйидаги масалани 
қарайлик,
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*?+^=о,
Z=*i —> min.

Бу масаланинг аниқланиш соҳаси ягона Х=(0,0) нуқтадан 
иборат бўлиб, шу нуқтанинг ўзи экстремал нуқта бўлади. Лекин бу 
масала учун мос бўлган (7.27) системанинг ечиб буни аниқлаш 
қийин. Ҳақиқатдан, Лагранж функцияси Ғ(х!,х2, Я, )=х1~Ь л, ( jc,2 + х\ ) 
дан х,,х2, Я, лар бўйича хусусий ҳосилалар олиб уларни 0 га 
тенгласак,

1 + 2х,Я, =0,
2 Я,х2 =0, 
х,2 + х22 = 0.

тенгламалар системасига эга бўламиз. Бу системанинг ечими эса 
Х=(0,0) нуқтани бермайди.

Бундай ҳолларнинг олдини олиш ва Лагранж усулини кенгроқ 
қўллашга имкон яратиш учун Лагранж функциясини қуйидаги

F(X,A) = A,f(x°) + | > , (* ,-* ,« )  (7.28)
/•I

кўринишда ёзиш мақсадга мувофиқ эканлиги аниқланган. Бу ҳолда
(7.27) системани ечишдаги формал қийинчиликлар енгиллашади ва 
Я<, =0 да берилган масала хос чегаравий шартли бўлади. Юқоридаги 
мисолда бунга ишонч ҳосил қилиш мумкин. Агар f(X) функция Х0 
нуқтада экстремумга эришса, у

4дзд*0)/аг,)-£л,$8,(*•)/&, =о, j=CS 
/ - 1

gi(X°)=bi, i = u ;  ___ (7.29)
тенгламалар системасини қаноатлантириш керак. (Я,0‘ = ^ т) лардан 
камида биттаси нолдан фарқли). Бу m+n та тенгламалар системаси 
шартли оптималлаштириш масаласининг ечими мавжудлигининг 
зарурий шарти ҳисобланади. Бу шартни (7.28) Лагранж 
функциясининг Xj(j=l,/i) ва Я,(/ = 1.т) лар буйича хусусий 
ҳосилаларни 0 га тенглаб ҳосил қилиш мумкин. Умумийликни 
бузмасдан (7.29) да Я0 ни 0 ёки 1 га тенг деб қабул қилиш мумкин. 
Бу ўринда қуйидагиларга эътибор бериш керак:

dgi1. Агар X нуқтада Q=
d X j j

матрицанинг г (Q) ранги ва

Qf=(Q/f) матрицанинг ранги r(Qf) [r(Qf<m+l)J тенг бўлса, 
яъни r(Q)=r(Qf) бажарилса, берилган масала нормал масала 
бўлади ва Я0= 1 деб қабул қилиш мумкин.

2. Х0 нуқтада r(Qf) > r(Q) тенгсизлик, бажарилганда (7.29) 
шартни қаноатлантирувчи Я;(/ = 1,т) лар орасида 0 дан 
фарқлилари бўлиши учун Яо=0 деб қабул қилиш мумкин.
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3. Агар Х0 нуқтада r(Qf) = r(Q) = m тенглик бажарилса, 
ЛД/ = 1 ,т) бир қийматли аниқланади.

4. Х0 нуқтада r(Qf) > r(Q) ёки r(Qf) = r(Q)<m тенгсизликлар 
ўринли бўлганда эса Я,(/= l,m) лар кўп қийматли аниқланади.

Лагранж кўпайтувчилари иқтисодий маънога эга эканини 
кўрсатиш учун (7.4) тенгламалар системасининг 6,(/ = 1,/и) озод 
ҳадлари маълум бир интервалда ўзгарувчан бўлсин деб фараз 
қиламиз. У ҳолда f(X) функцияга экстремал қиймат берувчи нуқта 
ҳам ўзгаради. Бу нуқтанинг координатлари Ь(Ьи .,bn) векторнинг 
функциясидан иборат, яъни xj(b)=xj(b1,b2, bm), j=l,w.

Буни назарга олиб тузилган Лагранж функцияси ҳам b 
векторининг функциясидан иборат бўлади, яъни

F(b)=f(X(b))+ £  Л, (b)[b,-gj(X(b))]
/-I

Бу функциядан b: бўйича ҳосила олиб
дҒ(Ь) df ^ 7idg,
db, I сЬс тИ" йх.

д х ,

эга бўламиз. Бундан (7.27) га асосан

дЬ,
F(X‘,A)=f(X’) тенглик ўринли бўлганлиги сабабли 

df(X')/db, = Л,, (i -  lm).
Бу тенгликка асосан Л, bj озод ҳадларнинг (ресурсларинг) 

ўзгариши мақсад функциясига қандай таъсир кўрсатишини 
билдиради. Л, нинг миқдорига қараб ҳар бир Ь4 параметрни оптимал 
ечимга қўшган ҳиссасини аниқлаш мумкин

ёки V -ЛАЬ,дЪ, А Ь,
Агар ДЬ=1 бўлса Af=A„ яъни bj параметрни бир бирликка 

ўзгартириш натижасида мақсад функциянинг қиймати Л х бирликка 
ўзгаради.

Шундай қилиб, Aj ларнинг Л^УЛ2 , ,Я°т қийматлари маълум 
бўлса, масаланинг ҳар бир чегаравий шартининг оптимал ечими 
f(X°) га қўшган ҳиссасини аниқлаш мумкин. Жумладан, Я>°=0 
бўлганда тегишли тенглама масала учун аҳамиятсиз бўлади. Бундай 
тенгламани ташлаб юбориш ҳам мумкин. Агар Л j°>0 бўлса, у ҳолда 

gi (X)=bt
тенглама даги озод ҳадни бир бирликка ўзгартирсак, Z=f(X) 
функциянинг қиймати миқдорга ўзгаришини кўрсатади.

Классик оптималлаштириш масаласи (7.2)-(7.4) учун яратилган 
Лагранж усулини номаълумларга номанфийлик шарти кўйилган 
ҳол учун ҳамда шартлари тенгсизликлардан иборат бўлган шартли 
оптималлаштириш масалалари учун ҳам умумлаштириш мумкин.
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Ф араз қилайлик, (7.2)-(7.4) масалада номаълумларга 
номанфийлик шарти киритилган бўлсин, яъни қуйидаги масалани 
ечиш талаб қилинсин:

g ^ x ,^ ,  -,xn)=bj, / = ц й , m<n, (7.30)
Xj >0, }=hn, (7.31)
Z=f(x1,x2> .,xn)-> max(min) (7.32)

Бу ерда f ва gj функциялар узлуксиз ва биринчи тартибли 
узлуксиз ҳосилага эга. Мақсад функция х>0 шарт бажариладиган 
соҳанинг ички нуқталарида ёки чегарасида экстремумга эришиши 
мумкин.

Экстремум нуқтани X* билан белгилаймиз. Агар X* мумкин 
булган режалар тўпламининг ички нуқтаси бўлса, у ҳолда 
экстремум мавжудлигининг зарурий шарти (7.29) дан иборат 
бўлади. Демак, биринчи қадамда (7.29) системанинг Xj>0 соҳада 
ётувчи ҳамма ечимларини топиб, улар учун Z функциянинг 
қийматини аниқлаш, сўнгра х >0 соҳанинг чегара сини текшириш 
керак. Чегарада камида битта Xj=0 бўлади. Фараз қилайлик фақат 
битта хг масалан хк=0 бўлсин. бу ҳолда ш та тенгламали ва п-1 
ўзгарувчили масалани кўрамиз. Бу масала учун (7.29) системани 
ечиб, Xj>0 соҳанинг ичида ётувчи ҳамма ечимларини топамиз ва ҳар 
бир ечимдаги Z функциянинг қийматини аниқлаймиз. Ҳар бир 
номаълумни 0 га тенглаш мумкин бўлганлиг* учун п-1 ўзгарувчили 
ва m та тенгламали системани ечиш керак. Сўнгра 2 та 
ўзгарувчини 0 га тенг деб кабул ^ л а м и з  ва n-2 ўзгарувчили m та 
тенгламали масалани ечамиз. Бундай масалалар сони С \ га тенг.

Бундан сўнг 3 та ўзгарувчини 0 га тенг деб қабул қиламиз ва 
ҳоказо, охирида n-m  та номаълумга 0 қиймат берамиз ва m 
ўзгарувчили ш та тенгламалар системасидан иборат масалани 
ечамиз ва қолган m та номаълумнинг қийматларини топамиз. Бу 
нуқталарнинг ҳар бирида Z функциянинг қийматини ҳисоблаймиз. 
У қийматлар ичида энг каттаси Z функциянинг глобал 
максимумини, энг кичиги эса глобал минимумини беради. Энди 
ноъмалумларга номанфийлик шартлари қўйилмаган, лекин 
чегаравий шартларнинг базилари тенгсизликлардан иборат бўлган 
қуйидаги масалани кўрамиз:

gi(X !,X 2, ,Xn) < b lti = l , ^ ,  
g j ( x „ x 2 , , x n) > b i,i= m l + lfm2, 
g i( x 1(x 2, ,Xn)= b ; ,i=  тг +1, m,
Z = f(x 1,x2, ,Xn) -*  max(min)

Масаладаги тенгсизликларга х н({= 1,т2) қўшимча ўзгарувчи- 
ларни киритиб, куйидаги тенгламлар системасини ҳосил қиламиз:

&(Х„Х2, ,Xn) +  Xsj- b i ,  i —lTrnj
& ( х ь х 2| »xn)—x sj= bjj i =  ш, +1,от2,
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g i(X i,X 2, ,X n) =  bj, i=m 2+l,m,
Xsi> 0 ,  i= l ,m 2, 

f(x1,x2, ,Xn) -» max(rain).
Берилган масаладаги gj(x i,x2, ,xn)<b, шарт х^>0, i= l ,m

шартга, &(хьх 2, ,хп)>Ьь шарт эса <0  i — mx +1, m,, шартга
тенг кучлидир.

Z функциянинг глобал экстремумини топиш учун Еп фазодаги 
номанфий октантнинг ҳамма ички нуқта ларини (хя >0) ва 
чегаравий нуқталарини (бунда баъзи xsi= 0) текширишимиз керак 
бўлади: xsl> 0(i= ljn ) бўлган ҳолни кўрамиз. Бу ҳолда Лагранж 
функцияси қуйидаги кўринишда бўлади:

Ғ{Х,Х„А) = ^ Д Х ) +^Л,(Ь, -*„-«,(*)) + £  Я,(*,+х„-«,(ДГ))+ -*,(*))
/ - I  м м ,  + 1 1

(7.29) га асосан бу функциядан х,Д ва xw лар бўйича олинган 
барча хусусий ҳосилалар 0 га тенг бўлиши керак. Жумладан, бу 
функциядан х<( лар бўйича олинган хусусий ҳосилаларни 0 га 
тенглаб, қўйидагига эга бўламиз:

— Я, = О. / = 1, т
Л, — O.i = ш, + 1 ,т2
Бундан кўринадики, агар экстримал нуқтада хн >0(/ = l,m2) бўлса, 

унга тегишли Я, = 0 бўлади. Демак, тенгсизлик кўринишидаги 
шартларни экстримал нуқталарни қидириш жараёнида ташлаб 
юбориш мумкин. Бошқача айтганда, f(X) функция глобал максимум 
ёки минумимга эришадиган нуқтада бирор чегаравий шарт қатъий 
тенгсизликлардан иборат бўлса, бу шартга қарамаслик мумкин.

Номанфий октантнинг чегаравий нуқталарида баъзи xsl=0 
бўлиши мумк^1н бўлханлиги учун бундай хет га тегишли шарт 
тенгламадан иборат бўлади, демак, мос Я, 0 дан фарқли бўлиши 
мумкин, лекин Л?-х?, ^О бўлади (/ = l,m2). Бу ҳолда f(X) функциянинг 
глобал экстремумини қўйидаги йўл билан топиш керак.

Энг аввал (7.29) системани тенгсизликлардан иборат шартлар 
ташлаб юборилган ҳол учун ечамиз. Топилган ҳар бир ечим учун Z 
функциянинг қийматини топамиз. Сўнгра, масалан, битта 
тенгсизлик киритиб, бу жараённи такрорлаймиз. Бу ишни ҳар бир 
тенгсизлик учун бажарамиз. Бундай масалалар сони ш 2 та бўлади. 
Кейин эса масалага 2 тадан тенгсизлик киритиб ечамиз (ҳаммаси 
бўлиб С2П та масала). Ж араён масалага ҳамма тенгсизликлар 
киритулгунча давом эттирилади. Ҳамма шартларни 
қаноатлантирувчи ечимлар орасида Z га энг катта (энг кичик) 
қиймат берувчи ечим берилган масаланинг глобал максимуми 
(минимуми) бўлади.
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Юқоридаги мулоҳазалардан шуни кўриш мумкинки, агар X' 
нуқта f(X) функциянинг глобал экстремуми бўлиб, унга тегишли 
қўшимча ўзгарувчиларнинг қийматлари ва Лагранж
кўайтувчилари А* = (AJ....бўлса, х*, =0ёки Я* =0 (< = lvm2) яъни
Ҳ • х\, = () бўлади.

Мисол. Лагранж усулидан фойдаланиб, қўйидаги чизиқсиз 
дастурлаш масаласи ечилсин:

Ечиш. Лагранж функциясини тузамиз:
A*’(jr,,jr2?A) = ххх 2 + А(хх + х2 -1 ).

Бу функциядан х,, х2 ва Л лар бўйича хусусий хосилалар олиб 
уларни нолга тенглаймиз. Натижада қуйидаги системага эга 
бўламиз:

Системани ечиш натижасида берилган масаланинг оптимал 
ечимини аниқлаймиз:

Чизиқсиз дастурлаш; шартсиз оптималлаштириш масаласи; маҳалий 
оптимал ечим; глобал оптимал ечим; сепарабел дастурлаш масаласи; 
статик масалалар; гипертекислик; гиперсирт; стационар нуқта; Гессе 
матрицаси; п-ўлчовли градиент; мусбат аниқланган матрица; манфий 

аниқланган матрица; ноаниқ матрица; эгар нуқта; Ньютон-Рафсон 
_____ усули; Л агранж  кўпайтувчилари; Лагранж функцияси ____

1. Чизиқсиз дастурлаш масаласи қандай қўйилади?
2. Чизиқли ва чизиқсиз дастурлаш орасидаги фарқ нимадан 

иборат?
3. Шартсиз оптималлаштириш масаласи нима?
4. Оптималлаштиришнинг классик масаласи нима?
5. Маҳалий ва глобал оптимал ечим деганда нимани тушунамиз?
6. Сепарабел дастурлаш масаласи қандай ёзилади?
7. Стационар нуқта нима?
8. Функция экстремуми мавжудлигининг зарурий шарти нимадан 

иборат?
9. Гессе матрицаси қандай матрица?
10.Функция экстремуми мавжудлигининг етарлилик шарти қандай?

дг, + х2 =1 

Z = х,х2 -> max.

х2 4 Л =■ 0 

дс, + Л = 0 
дг, +х2 -1 = 0

Таянч сўз ва иборалар

Н а з о р а т  с а в о л л а р и
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1 1 .Ш артлари тенгламалардан иборат чизиқсиз дастурлаш 
масаласини ечишда Лагранж усулининг ғояси қандай?

12.Лагранж функцияси нима ва у қандай тузилади?
13.Лагранж кўпайтувчиларининг иқтисодий маъноси нима?
14.Номаълумларга номанфийлик шарти қўйилган отимал- 

лаштиришнинг классик масаласини ечиш учун Лагранж 
усулининг ғояси нимадан иборат?

15.Шартларида тенгсизликлар қатнашган, лекин номаълумларга 
номанфийлик шарти қўйилмаган чизиқсиз дастурлаш масаласи 
Лагранж усули билан қандай ечилади?

М а с а л а л а р
График усулидан фойдаланиб, қуйидаги чизиқсиз дастурлаш 

масаласини ечинг.
дг, + 2х2 > 2 

х, + х2 < 6 
1. 2х, + х2 <11

х, > Ох, > О

Z  = 2(х, - 1)~ + 4(х, -  З)2 —> min(max) 
х, f х2 > 2 
х, -  х2 > 2 
X, + х2 < 6 
х, -  Зх2 < 6 
х, > 0х2 > О

Z = 25(х, -  2)2 + (х2 -  2)2 шах 
0.5х, +-'Х2 < 4 
Зх, + х2 < 15 
х, + х2 > 1

> Ох, > О 

Z = 4(х, - 6 ) 2 +6(х2 - 2 ) 2 —> min 
х, + 2х2 > 2 
X, + х2 < 6

2 .

3.

4.

5.

X. > Ох, > О

2х, + х, < 8

► min(max)

х, > 0х2 > О 

Z = х,2 + х2 -> max
Қуйидаги иқтисодий масалаларнинг математик моделини

тузинг.
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а) п та корхонада бир хил маҳсулот ишлаб чиқарилади. Ҳамма 
корхоналарда ишлаб чиқариладиган маҳсулотнинг миқдори b 
бирликдан кам бўлмаслиги керак. Ҳар бир j(j:\,n) корхонада Xj 
миқдорида маҳсулот ишлаб чиқаришга сарф қилинадиган ҳаражат 
ишлаб чиқариладиган маҳсулот миқдорига боғлиқ ва /(•*,) функция 
кўринишида ифодаланади. Корхоналарнинг ишлаб чиқариш 
режасини шундай аниқлаш керакки, натижада олинадиган умумий 
даромад максимал бўлсин.

б) харидорнинг b сўм пули бор. У шу пулга баҳоси 
сўмдан бўлган 3 хил маҳсулот сотиб олиши мумкин.

Харидорнинг даромад функцияси
У(Х) = х'х{х\(а > 0,р > 0,/ > 0) кўринишида берилган. Бунда х1т х2, 

х3 -  харидор сотиб оладиган маҳсулотларнинг мос равишдаги 
миқдори. Қайси маҳсулотдан қанча сотиб олганда, харидорнинг 
сарф қилган ҳаражати ўзида бор пулдан ошмайди ва унинг 
даромади максимал бўлади?

Қуйидаги масалаларни Лагранж усули билан ечинг. 
х, + х2 - 2

7. хг + х , = 2

Z = x t х2 + х 2 —» max

8 xi + xi
Z  = х, -  2х2 + 2х3 -> шах

9 xi + Х1 = 1
Z = х, + х, -» шах

10 (дг, -  1)г + дг̂  = 0 

Z = х,2 + х2 -> max

2 2̂ Х| + х2 — 1
Z = х, х 2 —> max 
X, + х2 = 200

12. X, > 0х2 > 0

Z = 4xj + х,2 + х \  -»  min 
х, + х2 + х, = 4

13. 2х, - З х 2 = 12

Z = х,2 + х 2 + х 3 -> max(min)
2х, • х2 + х2 х, = 12

14. 2х, - х 2 = 8

Z = х, • х2 • х3 —> max(min)
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1-§. Қавариқ тўплам. Қавариқ функциялар

Қавариқ тўплам ҳақидаги баъзи тушунчалар дарсликнинг I
боб,2-§ келитирилган. Уларни қуйидаги тушунчалар билан 
тўлдирамиз. Маълумки

X={XeEn/X=XX2+(l-X)Xv -<xXk<+oo} (8.1)

нуқталар тўплами X lr Х2е  Еп нуқталар орқали ўтувчи чизиқни 
аниқлайди. 0< X <1 шартни қаноатлантирувчи X учун (8.1) X Jt Х2е Еп 
нуқталарни туташтирувчи кесмани ифодалайди. 0< X <1 шартни 
қаноатлантирувчи X учун X=XX2+(l-X)Xj нуқта Xj ва Х2 
нуқталарнинг қавариқ комбинациясидан иборат бўлади.

Агар GcdEn тўплам ўзининг ихтиёрий Х2 ва Х 2 нуқталари билан 
бирга бу нуқталарнинг қавариқ комбинациясини ҳам ўз ичига олса, 
бундай тўплам қавариқ тўплам дейилади. GarEn қавариқ тўпламга 
тегишли X нуқтани ихтиёрий Х 1У Х2е  G нуқталарнинг қавариқ 
комбинацияси орқали ифода этиб бўлмаса, бу нуқта G тўпламнинг 
бурчак нуқтаси дейилади. Бурчак нуқта чегаравий нуқта бўлиши 
керак, лекин ҳар қандай чегаравий нуқта бурчак нуқта бўлмайди. 
Баъзи чегаравий нуқталар бурчак нуқталарни туташтирувчи 
кесма да ётиши мумкин. Агар G тўплам қавариқ тўплам бўлса, у 
ихтиёрий сондаги Х„ X2, ..., G нуқталарнинг қавариқ
комбинациясидан иборат бўлган X нуқтани ҳам ўз ичига олади, 
яъни агар Х2 е  G, Х2 е  G, ..., Х ^  G, бўлса,

х  = Z  >-,x r x  е С >л r =1,=1 у-1
бўлади.

1-таъриф. Агар f(X)  функция Gc:En қавариқ тўпламда 
аниқланган бўлиб, ихтиёрий Х } е  G, Х2 е  G, нуқталар ва 0 < /. <1 сон 
учун

f f l X . + a - X t X ^ X K X J + f l - W X J  (8.2)
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тенгсизлик ўринли бўлса, f(X) функция пастга қавариқ функция 
дейилади. Бошқача айтганда Z=f(X) гипертекслик пастга қавариқ 
бўлиши учун унинг ихтиёрий иккита (XxZj) ва (X2Z2) нуқталарни 
туташтирувчи кесма гипертекисликнинг сиртида ёки ундан 
юқорида ётиши керак (8.1-шакл). Агар f(X) функция G сг Еп қавариқ 
тўнламда аниқланган бўлиб, ихтиёрий Х; е  G, Х2 е  G, нуқталар ва А 
сон (О < А < 1) учун

ПЛх2+(1 -Л)х})> щ х 2)+ (1 -л т х г) (8.3.)

тенгсизлик ўринли бўлса, f(X) функцияни юқорига қавариқ 
функция деб аталади. Z=f(X) гипертекислик юқорига қавариқ 
бўлса, унинг ихтиёрий иккита (X, ,Z J ва (X2,Z2) нуқталарни 
туташтирувчи кесма шу гипертекисликнинг сиртида ётади ёки 
унинг пастидан ўтади.

8.2- шакл 8.3-шакл
Агар ихтиёрий иккита X ,, Х2е  G нуқталар ва Я сон (0 < А < 1)

учун
/(ЛХ2+( 1 -Л)Х,)<Л/(Хг)+( 1 -A)f(X,) (8.4.)
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f fA X z+ fl-A IX ^A X X J+ fl-A fflX t)  (8.5.)

тенгсизликлар ўринли  бўлса, GeEn т^авариқ тўпламда аниқланган 
f(X)  функция қатъий пастга қавариқ ёки қатъий юқорига қавариқ 
бўлади.

Геометрик нуқтаи назардан қатъий пастга (юқорига) қавариқ 
функциянинг икки нуқтасини туташтирувчи кесма унга нисбатан 
юқоридан (пастдан) ўтади.

Агар f(X)  функция GeEn да қатъий юқорига қавариқ бўлса, 
f(X) функция шу тўпламда қатъий пастга қавариқ бўлади ва 

аксинча. 8.3. шаклда f(X)  функция Х>Х* да қатъий пастга қавариқ 
бўлиб, Х<Х* қатъий пастга қавариқ эмас.

1-мисол. Z=CX чизиқли функция Еп фазонинг ҳар қандай 
нуқтасида пастга (юқорига ) қавариқ бўлади. Ҳақиқатан, XjXjeEn ва 
ихтёрий сон учун

С(ХХ2+(1-^)Х1)= 1СХг+(1-Х)СХ1 (8.6)

ўринли, лекин (8.6) дан кўринадики, чизиқли функция қатъий 
юқорига ҳам, пастга ҳам қавариқ бўла олмайди.

Агар f(X) функция G қавариқ тўпламда аниқланган пастга 
қавариқ функция бўлса, ихтиёрий сондаги XjXg^XneG нуқталар 
учун қуйидаги муносабат ўринли бўлади:

/<£'
(8.7)

лу>о,£л,=\.
7=1

Худди шунингдек, агар f(X) функция G қавариқ тўпламда 
аниқланган юқорига қавариқ функция бўлса, ихтиёрий сондаги 
XjX^-jXneG нуқталар учун қуйидаги муносабатлар ўринли бўлади:

Jm '  Jm' (8.8) 
л,>о,£л,= 1.

У-1

Қавариқ функцияларнинг айрим хоссалари билан танишамиз.
1-хосса. G қавариқ тўпламда берилган f(X) функция пастга 

қавариқ бўлса, ихтиёрий ҳақиқий b сон учун f(X)< b тенгсизликни 
қаноатлантирувчи нуқталар тўплами қавариқ бўлади.
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Исботи. Фараз қилайлик XjXavjXneG нуқталар берилган 
бўлиб, улар /(X J^  b ва f(X 2)< b тенгсизлигини қаноатлантирсин. У 
ҳолда

X=(l-?i)X1+>.X2 , XeG,

нуқта учун f(X)= f((l-A.) X j+A,X2) < b тенгсизлик ўринли бўлади. 
Ҳақиқатан ҳам, f(X) пастга қавариқ функция бўлганлиги сабабли:

f(X )= / ( (1-Х) Xj+AX2) ^(l-A.JftXjJ+XffXJ < b.

2-xocca. G қавариқ тўпламда берилган f(X) функция юқорига 
қавариқ бўлса, b ихтиёрий сон бўлганда

f (Х)> b

тенгсизликни қаноатлантирувчи нуқталар тўплами юқорига қавариқ 
бўлади.

3 -хосса. Иккита G, ва G2 қавариқ тўпламнинг кесишмаси
ҳам қавариқ тўпчам бўлганлиги сабабли юқоридаги 1-2 хос- 
салардан қуйидаги хулосани чиқариш мумкин: G қавариқ тўпламда 
аниқланган g,(X){i = l,m) функциялар пастга (юқорига ) қавариқ 
бўлиб, b, (/ = 1,/я) ихтиёрий сонлар бўлганда #,(^0 <6,(g,(A') >b,)j = 1 ,m 
тенгсизликлар системасини қаноатлантирувчи нуқталар тўплами 
пастга (юқорига) қавариқ бўлади.

4-хосса. G қвариқ тўпламда аниқланган 
g,(*X' = 1»"*) функциялар ПЭУСГГа (юқорига ) қавариқ бўлса, уларнинг 
номанфий чизиқли комбинациясидан иборат бўлган

g ( X )  =  £  *  0,1 =  u T ,  ( 8 .9 )
/ - I

функция ҳам пастга (юқорига ) қавариқ бўлади.
Исботи. Ф араз қилайлик g ,^ )  функциялар пастга қавариқ 

функциялар бўлсин,яъни
g ,(A ^ ,  + ( \ - A ) X 2) < A g l ( X ]) + ( \ - A ) g l { X 2) ( 8 .1 0 )

тенгсизлик ихтиёрий ҳақиқий сон 0< А, <1 учун ўринли бўлсин.
У ҳолда

g(AX, + (1 -  Л)Х2) = ^Гл^лх,  + 0 -  Л)Х2).
i-l

Бундан (8.10) га асосан

g(AXl +{l-A)X1) = f i Л, (Ag, (X, + (I -  X)g, (Х2))
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g (лх, + ( \ - л)х 2)< л£ л,8,(х ,)+

+ (1 -  Л)£ A,g,(X2) = Ag(X,) + (1 -  A)g(X2).
/=l

(8.11) дан g(X) функциянинг пастга қавариқ эканлиги келиб 
чиқади. Худди шунингдек, юқорига қавариқ функцияларнинг 
чизиқли комбинацияси ҳам юқорига қавариқ бўлишини исбот 
қилиш мумкин.

5-хосса. G қвариқ тўпламда аниқланган f(X) функция 
пастга (юқорига) қавариқ бўлиши учун у ўз ичига олган 
номаълумларнинг ихтиёрий бири бўйича, қолганларнинг тайин 
қийматларида, пастга (юқорига) қавариқ бўлиши зарур ва 
етарлидир (исботсиз қабул қиламиз).

6-хосса. Агар f  ,(Х), f 2(X),_, f n(X) функциялар қавариқ G 
тўпламда аниқланган қавариқ функциялар бўлса,

f(X )= maxfs(X)I <j<,m
функция ҳам қавариқ бўлади.

2-§. Қавариқ функциянинг экстремуми

f(X) қавариқ функциянинг GczEn тўпламдаги глобал 
максимуми (минимуми) деб, ихтиёрий X eG  нуқтада ҳам 

f(X°)> f(X) (f(X°) <f(X)) 
тенгсизликни қаноатлантирувчи X°eG нуқтага айтамиз. Агар бу 
тенгсизлик Х°ее(Х°) ( е (  Х°)=НХ I X- Х° I < е^) нуқтада ўринли 
бўлса, Х° нуқта f(X) функцияга маҳаллий максимум (минимум) 
қиймат берувчи нуқта бўлади.

Қавариқ функциянинг экстремумига доир қуйидаги 
теоремаларни келтирамиз:

1-теорема. Агар f(X) функция G қавариқ тўпламда 
аниқланган пастга қавариқ функция бўлса, унинг ихтиёрий 
маҳаллий минимуми глобал минимум бўлади.

Исботи. Ф араз қилайлик, f(X) функция ва X°eG да маҳаллий 
X’eG  нуқтада глобал минимумга эришсин. У ҳолда 

f  (Х°)> f(X ’).
f  (X) функция пастга қавариқ бўлганлиги сабабли, ихтиёрий 

0< X <1 учун
f(XX4(l-X)X°)> W(X')+(l-X)f(X°) (8.12)

G тўпламнинг қавариқлигидан эса
X=XX’+(l-?t)X0 eG, Хе[0.1].

(8.12) даги f(X ') ни f(X°) га алмаштирсак,
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f(AX’+( 1 -X)X°) < A.f(X')+(l-^)f(X°)= f(X°) (8.13)

тенгсизликни ҳосил қиламиз. X сонни шундай танлаб оламизки, 
натижада Х=А.Х*+(1 -Х)Х° нуқта Х° нуқтага иложи борича яқин, 
яъни I Х-Х° I <  е  бўлсин. Лекин, бу ҳолда (8.13) дан кўринадики, Х° 
нуқтада f  (X) функция маҳаллий минимумга эришмайди. Бу теорема 
шартига қарама-қаршидир. Демак, X’ = Х° бўлиши керак

2-теорема. Агар f  (X) функция G қавариқ тўпламда пастга 
(юқорига) қавариқ бўлиб, бу тўпламга тегишли иккита Х2,Х2 eG 
нуқталарда глобал экстремумга эришса, шу нуқталарнинг қавариқ 
комбинациясидан иборат бўлган ихтиёрий нуқтада ҳам глобал 
экстремумга эришади.

Исботи. Ф араз қилайлик, берилган f  (X) функция иккита X, ва 
Х 2 нуқталарда глобал минимумга эришсин. У ҳолда ихтиёрий X gG 
нуқта учун m =f(X j) = f(X 2)< f(X) ўринли бўлади. Бу ерда m f(X) 
функциясининг глобал минимум қиймати. Энди X! ва Х2 
нуқталарнинг қавариқ комбинациясидан иборат бўлган X нуқтани 
оламиз:

X = \ Х 2+(1-Х)Х2

ҳамда бу нуқтадаги f(X) функциянинг қийматини аниқлаймиз: 

f (X )=  f ( \ X }+( l-X)X2).

f(X) функция пастга қавариқ функция бўлгани учун қуйидагини 
ҳосил қиламиз:

f ( х  )=/(А.Х>+(1-Х)Х2)< k f (X J+ d -X )/(Х2).

Бундан f (Xj)= f(X 2)=m эканини ҳисобга олсак, қуйидагини ҳосил 
қиламиз:

j (X )=  f(Xj)=m .

Демак, X нуқтада ҳам f(X) функция глобал минимумга 
эришади. Шу билан теорема исбот қилинди.

Худди шундай йўл билан юқорига қавариқ f(X) функция G 
қавариқ тўпламда қавариқ бўлиб, унга тегишли иккита Xj ва Х2 
нуқта ларда глобал максимумга эришса, у шу нуқталарнинг 
ихтиёрий қавариқ комбинациясидан иборат бўлган X нуқтада ҳам 
глобал максимумга эришишини кўрсатиш мумкин.

3-теорема. Агар f(X) функция G қавариқ тўпламда 
аниқланган қатъий пастга қавариқ функция бўлса, у ўзининг глобал 
минимумга шу тўпламнинг фақат битта нуқтасида эришади.
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Исботи. Фараз қилайлик, .f(X) функция иккита X lvX2 eG  
нуқталарда глобал минимумга эришсин, яъни

f(X 1)= f(X 2)=m (8.14)
бу ерда m f(X) функциянинг глобал минимум қиймати. Энди Х 1 ва 
Х2 нуқталарнинг қавариқ комбинациясидан иборат булган 

X =ХХГ (1-Х)Х2.
нуқтани қараймиз. Юқорида исбот қилинган тиоремага асосан 

f U ) = ш. (8.15)
Иккинчи томондан j (X) функция қатъий пастга қавариқ бўлганлиги 
сабабли

f ( X )= f (X.Xj+(1-X)X2)< A.f (X J+ d-X Jf (X2) 
тенгсизлик ўринли бўлади. Бундан (8.14) га асосан қуйидагига эга 
бўламиз:

f(A')=f(A.X1+(l-A.)X2)<m.
Шундай қилиб, (8.15) га зид бўлган хулосага келдик. Шунинг 

учун фаразимиз нотўғри бўлиб, теорема шартини 
қаноатлантирувчи f(X) функция G тўпламнинг фақат битта 
нуқтасида глобал минимумга эришади деган хулосага келамиз.

4-теорема. Агар f(X) функция G қавариқ тўпламда 
аниқланган қатъий юқорига қавариқ функция бўлса, у ўзининг 
глобал максимумига шу тўпламнинг фақат битта нуқтасида 
эришади.

Бу 3-теорема каби исбот қилинади.
5-теорема. Агар f(X) функция G қавариқ тўпламда 

аниқланган пастга қавариқ ва дифференциалланувчи функция 
бўлса, ихтиёрий ички Х° eG ва X eG  нуқталар учун

[Vf(Х°)]'(Х-Х°)< f (X)- f(X°) 
тенгсизлик ўринли бўлади. Бу ерда Vf(X°) функциясининг Х° 
нуқтадаги градиенти:

vf (x°)-f^ (x0) ^ (Х°}[ ctcx гЭг„
Исботи. f(X) функция пастга қавариқ бўлганлиги сабабли 

ихтиёрий 0< X <1 сон учун
ДАХ+(1-А.)Х°)< Xf(X)+(l-X)f(X0)

ёки
f  (Х°+ЦХ- Х°))< Я  Х°)+лШ Х)- j (X0)).

Бундан
f(X D+MX- X0))- f (Х°)< X{f(X)- f (X0)),

ёки
/ ( ^ +Я(Х-Х°)-Л^)</Ш _/(Г )  (816)
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У ҳолда Тейлор формуласига асосан 
f(X°+ MX- Х°))= f (Х°) +Vf(X°+0A.(X- Х°) MX- Х°), 0< 0 <1 

муносабат ўринли бўлганлиги сабабли ихтиёрий X Ф0 учун (8.16) 
қуйидагига тенг кучли бўлади:

[Vf(X°+0A,(X- Х°))]'(Х- Х°) < f(X)- f(X°)
Бунда 0 да исботлаш талаб қилинган 

[Vf(X°] '(X- Х°) < f(X)- f(X°),VXeG 
тенгсизликка эга бўламиз.

Шундай йўл билан, f  (X) юқорига қавариқ функция булган ҳол
учун

[Vf(X°J '(X- Х°) > f(X)- f (Х°) 
тенгсизликнинг ўринли эканлигини кўрсатиш мумкин.

6-теорема. Агар Ғ(Х) функция G қавариқ тўпламда 
аниқланган пастга қавариқ ва дифференциалланувчи функция 
бўлиб, ихтиёрий Х° eG  нуқтада Vf(X°)=0 бўлса, f(X) функция Х° 
нуқтада глобал минимумга эришади.

Исботи. f(X) функция G қавариқ тўпламда аниқланган пастга 
қавариқ ва дифференциалланувчи бўлгани учун юқоридан исбот 
қилинган 5-теорема га асосан

[Vf(X°] '(X - Х°) < f(X)- j (Х°), VXeG. (8.17)
Бундан ташқари теорема шартига кўра 

Vf(X°)=0.
У ҳолда (8.17) дан 

f (X)- f(X°) >0,
яъни

f(X°) <f(X), VXeG.
Демак, X° нуқтада f  (X) функция энг кичик қийматга (глобал 
минимумга) эришади.Шу билан теорема исбот қилинди.

7-теорема. Агар f(X) функция G қавариқ тўпламда 
аниқланган юқорига қавариқ ва дифференциалланувчи функция 
бўлиб, ихтиёрий Х° eG  нуқтада У/(Х°)=0 бўлса, f(X) функция Х° 
нуқтада глобал максимумга эришади.

Бу теорема юқоридаги 6-теорема каби исбот қилинади.

3-§. Қ авариқ дастурлаш. Кун-Таккер ш артлари

Қавариқ дастурлаш оптималлаштириш масаласининг бир 
бўлими бўлиб, у пастга (юқорига) қавариқ тўпламда 
минималлаштириш (ма ксималлаштириш) назариясини ўргатади. 
Бошқача қилиб айтганда, қавариқ дастурлаш масаласи деганда 

й(Х)= gj(x„x2,..^xn) < bi( i = l7m (8.18)
x>0, j=\7n, (8.19)

Z=f(X )= f(  x„x2,...,xn)->max(min) (8.20)
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кўринишдаги масала назарда тутилади, бунда gj(X), f(X) 
функциялар G eE n қавариқ тўпламда аниқланган пастга қавариқ 
функциялар. Агар f  (X), gj(X) функциялар G да аниқланган юқорига 
қавариқ функциялар бўлса, қавариқ дастурлаш масаласи қуйидаги 
кўринишда бўлади

&(Х)= g-(xlfx2,...,xn) >b„i = (8.21)
х>0, j  = \^, (8.22)
Z =f(X )=  f( х^хг,...^)—>max. (8.23)

(8.18)—(8.20) ва (8.21 )-(8.23) масалаларнинг ечимини аниқлашда 
классик Лагранж усулини (VII-боб 4-§) чегаравий шартлари 
орасида тенгсизликлар қатнашган масалалар учун 
умумлаштиришга кўмаклашувчи Кун-Теккер теоремаси марказий 
ўрин эгаллайди. Кун-Теккер теоремаси (8.18)-(8.20) ёки (8.21)-(8.23) 
масаланинг оптимал ечими билан бу масала учун тузилган Лагранж 
функциясининг эгар нуқтаси орасидаги муносабатни ўргатади. 
(8.18М8.20), (8.21)-(8.23) масалаларга мос келувчи Лагранж 
функциясини юқорида (VII-боб 4-§) кўрилган усул' ёрдамида 
тузамиз:

т

F(x„x2,...,xn , XUX2,...,XJ= ( Ь , - й ( х „ х 2). . . ,х п))

ёки вектор формада

Ғ(ХЛ)= V (X )+  Z a ft(X), (8.24)
/=1

бу ерда АД/ = 0,т )  Лагранжнинг номаълум кўпайтувчилари бўлиб, 

А=(Х0\ 2,...у\ т)7 X=(x1,x2,...,xJ.

1-таъриф . Агар X0=(x01,x02,...,x°m) нуқтада Ғ(Х°, Л) функция 
минимумга эришиб, Л°=(Х°0, X0,,..., A,°m) нуқтада 
Ғ(Х, Л°) функция максимумга эришса, (Х°, Л°) нуқта Лагранж 
функцияси Ғ(Х, Л) нинг эгар нуқтаси бўлади. Агар (Х°, А°) нуқта 
Лагранж функцияси Ғ(Х, Л) нинг эгар нуқтаси бўлса, у ҳолда Х° 
нинг кичик мусбат е атрофидаги (е(Х°)={Х|Х-Х°|<е}) ихтиёрий X >0 
учун ва А° нинг с атрофидаги (е(Л°)={ Л / ( |Л-Л°|<б)} ихтиёрий Л>0 
учун

Ғ(Х°,Л)< Ғ(Х°,А°) < Ғ(Х,Л °) (8.25)
муносабат ўринли бўлади. Агар Ғ(Х, Л) Лагранж функцияси (8.21- 
8.23) масала учун тузилган бўлса, бу муносабат қуйдаги кўринишда 
ифодаланади:
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Ғ(Х,Л °)< Ғ(Х°,Л°) < Ғ(Х°,А) (8.26)
(8.25), (8.26) муносабатлар Лагранж функцияси (8.24) нинг 

эгар нуқтасининг мавжудлиги ҳақидаги, f( X) ва gj(X) (/ = l,m) 
функциялар дифференциалланувчи бўлмаган ҳол учун, зарурий ва 
етарлилик шартларидан иборат.

f( X) ва gj(X), (i=l,w,) функциялар дифференциалланувчи 
булган ҳолда Лагранж функцияси (8.24) нинг эгар нуқтаси 
мавжудлигининг зарурий ва етарлилик шартлари (8.18)-(8.20) 
масала учун қуйидагича ифодаланади:

д Ғ(Х°,А°)/а х>0, (8.27)

a F(X°,A°)/d х =0, Xj°>0, (8.28)

д F(X°,A°)/a Х< 0, (8.29)

V  а ғ(х°,л°)/а \°>о. (8.зо)

Мақсад функциясининг максимуми қидирилган (8.21)-(8.23) 
масала учун эса бу шартлар қуйидаги кўринишга эга бўлади 

д Ғ(Х°,А°)/а х<0, (8.31)

Xj° д Ғ(Х°,А°)/а х = 0 , Xj°>0, (8.32)

д F(X°,A°)/a Х.>0, (8.33)

к?д F(X°,A°)/5 ^=0, Х,°>0. (8.34)

Осонлик билан кўрсатиш мумкинки, агар (8.27)-(8.30) ва (8.31)- 
(8.34) муносабатлар бажарилса, (8.25)- (8.26) муносабат ўз ўзидан 
бажарилади. Шунинг учун, бундан кейин Лагранж функциясининг 
эгар нуқтаси мавжудлиги ҳақида Кун-Таккер шартлари сифатида
(8.27) -(8.30) ва (8.31)-(8.34) шартларни тушунамиз. Бунда қуйидаги 
теорема ўринли бўлади.

Теорема. F(X,A) фз^нкция эгар нуқтага эга булиши учун 
мақсад функциянинг минимуми қидириладиган (8.18) - (8.20) масала 
учун (8.27) (8.30) шартларнинг, мақсад функциянинг максимуми 
қидирилаётган (8.21) - (8.23) масала учун (8.31) - (8.34) шартларнинг 
бажарилиши зарур ва етарлидир.
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Теоремани исботсиз қабул қиламиз.
Қавариқ дастурлаш масаласи (8.18) (8.20) учун экстремум 

мавжудлигининг зарурий ва етарлик шартлари қандай ҳосил 
бўлиши билан танишамиз. Бунинг учун масалага m +n та (i=l,m) 
ва tj (j= l,n ,) қўшимча ўзгарувчилар киритиб, уни қуйидаги 
кўринишда ёзамиз:

gi(x„x2,...,xn)+Si=bi , i=l,m, (8.35)
X j - t j = 0 ,  j=l,/i, ( 8 .3 6 )

Si >  0 ,  t j  > 0  , ( 8 .3 7 )

Z= ((х^Хг.-.Х^-МПт. (8.38)
(8.37) тенгсизликлар берилган масаланинг чегаравий 

шартларидан иборат бўлиб, номаълумларга номанфийлик шарти 
қўйилганлигидан далолат беради. (8.35-8.38) масала учун Лагранж 
функциясини тузамиз:

Ғ(Х, Л) =Х1,« х 1,...,х„)+Хя. [(bi-s^g^x,,- ,х п)j+ X ^jdj-Xj) (8.39)
f-l /-I

Маҳаллий экстремум мавжудлигининг зарурий шартидан: 

ағ(х°, л 0)/ах3=о, j= i n .  (8.40)

ағ(х°, A°)/a?i1=o, ағ(х°, а0) / ад, =0, (8.4i)

(8.40) тенгликни таҳлил қиламиз. Уни қуйидагича ёйиб ёзиш 
мумкин:

V  df(X°)/d  Xj (X°)/axj-AT = 0. (8.42)

Бундап ташқари
b, ~ s, x2,....xl}) = 0,

, ,-* > 0  (843)
тенгликлар ўринли tj° номаълумлар билан боғлиқ бўлган А? 
Лагранж кўпайтувчиси учун

I j  ° tj°=0
шарт бажарилиш и керак (VII боб, 4-§ га қаранг). Агар tj >0 (демак 
Xj°=0) бўлса, x'j =0  бўлади ва (8.42) га асосан

V  Sf(X°)/3 х; (X°)/ax=0. (8.44)
/ - I

Агар tj°=0 (демак, Xj°=0) бўлса, у ҳолда а) нолдан фарқли 
бўлиши ҳам мумкин. Унинг ишораси қуйидаги мулоҳаза орқали 
аниқланади: агар Xj-tj=0 тенгликнинг ўнг томонини манфий сонга
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ўзгартирсак, (8.18)-(8.20) масаланинг аниқланиш соҳаси кенгаяди, 
чунки ихтиёрий х>0 миқдор x>bj(bj<0) тенгсизликни 
қаноатлантиради ва Z°=f(X°) миқдор ўзгармайди (ортмайди), демак, 
df(X°)/dbj > 0 ёки Я>>0. Шундай қилиб, Xj=0 да зарурий шарт 
қуйидагидан иборат бўлади:

aF(x0,A°)/a х, = V  д( (х°)/ахг  £ >  » awxtyax, >о, (8.45)
/=i

Xj° SFpC.AtyS Xj =[V  д( (Х0)/Зхг  ,° 5g, (XtyftcJX0 =0. (8.46)

Энди ЯҒ(Х°,А0)/ЗЯ|=0, 1= F,m, тенгликни худди юқоридагидек 
таҳлил қилиб, қуйидаги зарурий шартларни ҳосил қиламиз:

аҒ(Х°,А0)/ дХ< 0, (8.47)

v* д F(X°,A°)/ дк, =0, ^°>0. (8.48)

(8.45)-(8.48) шартлар (8.21)-(8.25) масала учун қуйидаги 
кўринишда ёзилади:

д F(X°,A°/ дх< 0, (8.49)

Xj° (д Ғ(Х°,А0)/ дх-} )= 0 , Xj°>0, (8.50)

д Ғ(Х°,А0)/ ЭА,>0, (8.51)

Xj° д Ғ(Х°,А0)/ дХ, =0, Xj°>0 (8.52)

Юқоридаги (8.45)-(8.48),(8.49)-(8.52) шартлар берилган қавариқ 
программалаш масаласининг экстремуми мавжудлгининг зарурий 
ва етарлилик шартидан иборатдир.

4 - §. Кун - Таккер теоремаси

Юқоридаги (8.21 )-(8.23) қавариқ дастурлаш масаласини 
кўрамиз.

Агар камида битта X eG  нуқтада gi(X)>bi(i=l,m) тенгсизлик 
бажарилса (бунга Слейтер шарти дейилади),Кун-Таккернинг 
қуйидаги теоремаси ўринли бўлади.
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Теорема. Х°>0 нуқта (8.21)-(8.23) масалининг оптимал ечими 
бўлиши учун бу нуқтада (8.49)-(8.52) шартларининг бажарилиши 
зарур ва етарлидир.

Исботи. Зарурийликнинг исботи 3-§ даги (8.45)-(8.48) ва (8.49)-
(8.52) шартларини келтириб чиқариш жараёнида курсатилган.

Етарлилиги: Фараз қилайлик Х° нуқтада (8.49)-(8.52) шартлар 
бажарилсин. У ҳолда шундай А0 >0 мавжуд бўлиб,
( Х°, А°) нуқта Ғ(Х, А) Лагранж функциясининг эгар нуқтаси 
бўлади, яъни бу нуқтада (8.26) муносабат ўринли бўлади, яъни

Ғ(Х, A0) < F(X°, A0) < Ғ(Х°, A).

Бу ерда

Ғ(Х, A)= f (X)+ S ^ iW X b b J . (8.53)
/ - 1

(8.53) дан фойдаланиб, (8.26) ни қуйидаги кўринишда ёзамиз: 

f (X) +2>Д й(Х )-Ь ,) < { (Х°)+ X Я 0,(gi(X°)-bl) <
/ . I  /И

< ( (Х°)+2>.(й(Х 0)-Ь,), Х>0, Л>0. (8.54)
/И

(8.54) нинг ўнг томонидаги

{ (х°) + Z ^ i°(gi(x°)-bi) < f ( x ° ) + X if e ( x “)-b,)
/■«I /=1

муносабат ихтиёрий Л>0 учун ўринли. Бундан (8.51) ьа (8.52) га 
асосан

gi(X°)-b>0, Х л “(§|(Х0)-Ь,)=0. (8.55)

Энди (8.54) нинг чап томонидаги тенгсизликдан, (8.55) га асосан,

f (Xе) > t (Х)+ ХдЛй(Х)-ь;), vx>o,
/=1

бу ерда gj(X)> Ь; (Слейтер шарти) ва А.,°>0, демак,

ZA^faOO-bi) >0.
/-)
Шунинг учун f (Х°) > f (X) ,VX>0. Бундан Х° берилган 

масаланинг оптимал ечими эканлиги кўринади. Шу билан теорема 
исботланди.
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1-мисол. Масалани график усулда ечинг ва топилган ечим 
учун Кун-Таккер шартларининг бажарилишини текширинг.

2х!+х2 >2,
2х!+х2<8,
х!+х2<6,
х,>0,х2>0,
Z =f( xj,x2)=- х^-хг2—>max

Масаланинг график усулда ечиб, унинг оптимал ечими 
Х 0=(0,8;0,4) ва f(0,8;0,4)=0,8 эканини куришимиз мумкин.

Энди щундай А°>0 мавжуд бўлиб, (Х°, А°)да Кун-Таккер 
шартларининг бажарилишини кўрамиз.

Берилган масала учун Лагранж функциясини тузамиз: 
f(X, A)=-x 12- x22+A.1(2x1+ x2-2)+ Ahj(8-2x1-x2)+ ^ (6 -х^ х.,)

Х° нуқтада масаланинг 2-чегаравий шарти қатъий 
тенгсизликка айланади. Демак, бу масала учун Стейлер шарти 
бажарилади. Бу ҳолда масала нормал бўлиб, А^О бўлади. Шунинг 
учун А^=1 деб қабул қилинади.

Лагранж функциясидан х^х.,, А^А..,,  ̂ лар буйича хусусий  
ҳосилалар оламиз ва Х 0=(0,8;0,4) нуқтада Кун-Таккер
шартларининг бажарилишини текширамиз:

dF/а х 1= -2 х 1+2А»1-Х3-2А2, дҒ /Эх2= -2 х 2-НА,1-А,2-Х3,

аҒ/аА.1= 2 х 1+ х 2-2, dF/аХ^=8-2х1-х 2, аҒ/аХ3= 6 -х 1-х 2.

аҒ(Х°,А0) /  дХ2=8- 2 0,8 - 0,4=б>0,

ЭҒ(Х°, А0) /  дА^=6-0,8-0,4=4,8>0,

ағ(х°, а 0) /  э х  =о.
Шартга кўра А2 ва А*3 ларнинг қийматлари нолга тенг.

аҒ(Х°, А)/дХ1= 2*0,8+0,4-2=0  
бўлгани учун нолга тенг бўлмаган қиймат қабул қилиши ҳам 
мумкин.

Xj° ағ(х°, a0)/ axj= o, Xj° >0.

Демак,

аҒ(Х°, А0) /  д х }=  0, j =1,2 бўлиши керак, яъни
-  ^з=о
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Х2, Х3=0 бўлгани учун ^= 0 ,8  ва А°=(0,8,0,0). Демак (Х0, Л0)= (0,8;0,4;
0,8;0,0) нуқтада хақиқатдан ҳам, Кун-Таккер шартлари 
бажариляпти, яъни у эгар нуқта бўлаяпти.

2-мисол, Кун-Таккер шартларидан фойдаланиб, Х0=(ОД) 
нуқта қуйидаги чизиқсиз дастурлаш масаласининг ечими 
эканлигини кўрсатилсин:

4х!+5х2 < 8,
2х++х2 < 4 
Xj > 0, х2> 0,
Z = /  (х) = x 12-2x1+3x22-»min.

Ечиш. Х°=( 1,0) нуқтада чегаравий шартлар қатъий
тенгсизликка айланади, демак, Слейтер шарти бажарилади. Бу 
холда >.п=1 деб қабул қилишимиз мумкин. Шунинг учун Лагранж 
функцияси қуйидаги кўринишда бўлади.

F(xlfx 2, A j ,  A 2) = x 12- 2 x ]+ 3 x 2z + A 1( 4 x 1+ 5 x 2- 8 ) +  A 2( 2 x j + x 2- 4 ) .

X j > 0 .  x 2>0. A x>0. /^>0.

Кун-Таккер шартларининг бажарилишини текширамиз: 

аҒ(Х°, A°)/axl= (2х]-2+4Д,+2Л2) Лп>0,

(5F(X°, A0)/ ЭхО х 1°=0,

ЭҒ(Х°, Л°)/дх2= (бХг+бЯ^+^) А >0 

(ЭҒ(Х°, А0)/ Эх2) х2°=0, x lf x2>0,

ЭҒ(Х°, Х^/дА, =(4xr  5х2-8) = -4<0,

(аҒ(Х°, А0)/ dAj) А,°=0 A:° = 0,

ЭҒ(Х°Л0) /  дАг = (2X1+X2- 4) = -2<0 ,

(ағ(х°, л0)/ дл2у а2°=о ^  v  =0
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Шундай қилиб, (Х0, A0 ) = (1; 0; 0; 0;) нуқта Кун-Таккернинг 
ҳамма шартларини қаноатлантиради. Демак, у Ланграж 
функциясининг эгар нуқтаси бўлади. Шунинг учун Х0 (1,0) нуқта 
берилган чизиқсиз дастурлаш масаласининг ечимидан иборат.

Таянч сўз ва иборалар

Қавариқ тўплам; қавариқ функция; пастга қавариқ функция; 
юқорига қавариқ функция; қатъий қавариқ функция; 

қавариқ дастурлаш; Ланграж функцияси; эгар нуқта; Кун- 
Таккер шартлари; Кун-Таккер теоремаси;

Назорат саволлари

1. Қавариқ тўплам деганда қандай тўпламни тушунасиз?
2. Қавариқ тўпламнинг ички ва чегаравий нуқтаси тушунчаси 

нимадан иборат?
3. Пастга (юкорига) қавариқ функция деб қандай функцияга 

айтилади?
4. Агар f(X) пастга (юқорига) қавариқ функция бўлиб қавариқ G 

тўпламда аниқланган бўлса ва b - ихтиёрий хақиқий сон бўлса 
f(x)<-b (f(x)>-b) тенгсизликни қаноатлантирувчи нуқталар 
тўплами қандай тўплам бўлади?

5. Қавариқ функциянинг қавариқ тўпламдаги глобал максимуми 
(минимуми) нима?

6. Қавариқ тўпламда аниқланган қавариқ функциянинг маҳаллий ва 
глобал экстемумлари орасида қандай муносабат ўринли бўлади?

7. Қавариқ дастурлаш масаласининг умумий кўриниши қандай?
8. Лагранж функциясининг эгар нуқтаси нима?
9. f(x) ва gj(x) функциялари дифференциалланувчи бўлпапи ҳол учун 

Лагранж функцияси эгар нуқтаси мавжудлигининг зарурий ва 
етарлилик шарти қандай?

Ю Лагранж функциясининг эгар нуқтаси мавжудлигини зарурий ва 
етарлилик шартини f(x) ва g4(x) функциялар 
дифференциалланувчи бўлган ҳол учун изоҳланг.

11.Кун- Таккер теоремасини таърифланг?
12.Слейтер шарти қандай ва у қачон ишлатилади?
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1. Кун-Таккер шартларидан фойдаланиб, Хо=(0,8; 0,4) 
нуқтанинг қуйидаги қавариқ дастурлаш масаласининг ечими 
эканлигини аниқланг:

2xj+x2> 2,
2x^x2^ 8,
Х^Хз <6,
х^О, х2>0,
Z = /  (x l5x 2) = -Xj2—х 22 ->ш ах.

2. График усулини қўллаб, қуйидаги масалаларнинг ечинг ва 
ечимни Кун-Таккер шартларини қаноатлантиришини текширинг:

а) 2xj-I-5x2> 20, 
х 1-2 х 2=5,
X! > 0, х 2> 0.
Z = /  (Xj,x2) = 3xj х 2 -  х 22 -^max.

б) х 2+ х 2 <5,
0,3х1+х 2̂ 3, 
х 1 > 0, х2> 0.
Z= /  (x l5 х2) = 5 х 12- З х 1-4 х 22 ->шах.

в) Зх1+ 2 х2 < 9,
0,5xj+x2< 4,
X! > 0, х2 > 0.
Z = /  (xlf х2) = х,2- х22 -^max.

3. Координата бошидан

х!+х2 > 4,
2 xj+ x2 > 5.

тенгсизликлар орқали аниқланган қавариқ тўпламгача бўлган 
минимал масофани аниқланг. Ечимни график усулда аниқлаб, унинг 
учун Кун-Таккер шартлари ўринли эканлигини текширинг.
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Квадратик дастурлаш масаласи чизиқсиз (қавариқ) 
дастурлаш масаласининг хусусий ҳолидан иборатдир. Унинг 
математик моделидаги чегаравий шартлар чизиқли тенглама ва 
тенгсизликлардан, мақсад функцияси умумий ҳолда чизиқли ва 
квадратик формаларнинг йиғиндисидан иборат бўлади:

I  fl.x{<=,>|/)|t/ = U ,  (9.1)
j  = 1

> о,у = i,#i, (9.2)

/ (jc) = + с/,,jc" +dvx]x2 + ... + </,д; ->max(min) (9.3)
7-1

ёки матрица формада:
АХ{< = >}В, (9.4)
X > О, (9.5)

Z - С'Х + X'DX -> maxf min ) , (9.6)
бу ерда А тхп  ўлчовли матрица, D n ўлчовли квадрат матрица, В 
m ўлчовли, X, С п ўлчовли векторлар. Шундай қилиб, (9.1)-(9.3) ёки 
(9.4)-(9.6) кўринишда берилган масалани квадратик дастурлаш  
масаласи деб атаймиз.

Бу масала чизиқли дастурлаш масаласидан шуниси билан 
фарқ қиладики, унинг мақсад функциясида квадратик форма ХТЭХ 
қатнашади. Бу квадратик формага боғлиқ равишда f(X)  мақсад 
функция пастга ёки юқорига қавариқ бўлиши мумкин. Ана шундай 
ҳоллар учун, яъни квадратик дастурлаш масаласи ягона оптимал 
(глобал) ечимига эга бўлган ҳоллар учун масалани ечиш усуллари 
яратилган.

Дарсликнинг ушбу бобида квадратик формалар ва уларнинг 
хоссалари ва бу хоссаларнинг f(X)  мақсад функциясига таъсири, 
квадратик дастурлаш масаласини ечиш усуллари келтирилган.

1-§. Квадратик формалар ва уларнинг каноник кўриниши

Квадратик формалар ва уларнинг каноник шакли қуйидагича 
бўлсин. У ҳолда

+duxi + - +d:.xl +2</,2jcijcj + =X'DX (9.7)
i-l /=1

кўринишдаги функцияга квадратик форма дейилади, бу ерда

www.ziyouz.com kutubxonasi



d\2 d „ )
/  \  

*1

D = d » da d 2n , X  = *2

d„ d,a d mt

Х'={хх,х2,...,хп\{4„ =dJt)4 i,j = l,n
(9.3) квадратик функциянинг пастга (юқорига) қавариқ 

бўлиши (9.7) квадратик форманинг пастга (юқорига) қавариқ 
бўлишлигига боғлиқдир. Бу эса ўз навбатида X Т>Х форманинг 
манфий ёки мусбат, номанфий ёки номусбат аниқланганлигига, ёки 
умуман, ишораси аниқланмаганлигига боғлиқдир.

1-таъриф. Х=0 дан бошқа барча X лар учун XT>X<0 ўринли 
бўлса, ХТ>Х манфий аниқланган квадратик форма дейилади.

2-таъриф. Агар X*DX<0 тенгсизлик барча Х *0 лар учун 
тўғри бўлса ва Х*0 мавжуд бўлиб, унинг учун ХЮХ=0 тенглик 
бажарилса, ХТ)Х  номусбат аницланган квадратик форма дейилади

Агар-ХЮХ квадратик форма номусбат аниқланган бўлса ХТ>Х 
квадратик форма номанфий аниқланган бўлади.

X нинг баъзи қийматлари учун ХТ>Х мусбат, баъзилари учун 
манфий қиймат қабул қилиши мумкин. У ҳолда ХТ>Х аниқмас 
квадратик форма дейилади.

Квадратик формани чизиқли алмаштиришлар ёрдами билан 
фақат номаълумларнинг квадратларидан тузилган формага 
келтириш мумкин. Бундай кўринишдаги квадратик форма каноник 
кўринишдаги квадратик форма деб аталади.

(9.7 )ни каноник кўринишга келтириб, унинг қандай 
аниқланган эканлигини, шу билан бир қаторда унинг пастга ёки 
юқорига қавариқ эканлигини аниқлаш мумкин.

Ҳақиқатдан ҳам, агар квадратик форма

£?(* i.*2...*») = Ё аЛ/»1
кўринишга келтирилган бўлиб, a,>Otj  = \,n бўлса, квадратик форма 
мусбат аниқланган, а, <0,у = 1,лда эса манфий аниқланган бўлади.

Агар а} > 0,(у = 1 ,w,) ва а} < 0,0 = л, + 1, л) бўлса, квадратик 
форманинг ишораси аниқланмаган бўлади.

Мисол. Берилган
0(х ,х2х3) = -Зх,г + 2х,х2 -  |jC j - х2х, + ^ х , х г -  ^ х 23

квадратик форма каноник кўринишга келтирилсин.
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Берилган квадратик формата мос келувчи D матрица
О

D = 1-
1

1 
4

5 _  I
4 2
1 5

U 2 4;
кўринишда бўлади. 0(х,х2х3) формадаги х, қатнашган ҳадларни 
ажратиб ёзамиз:

еки

0 ( х {х 2х3) = -З (х 2 -2 х ,

Қавс ичидаги ифодани тўла квадратга келтирамиз:
/ 1 ,  ч  о /  4 * 2 + * З ч 2  5  2 ( 4 Х 2 + Х 3 ) 2е(х,х2х3) = -3(х, -  -—^ )  ~х2х, ~ --х] + -  ■ ■

12 4 48

Q{xxx2x з) = -3(х, -  4х* + * 3)2 — х; — х,х
59 , 

2Aj'48Xj
Қуйидаги белгилашларни киритамиз:

4 х ,+ х ,
X. =  X . -------- ----------

' '  12

Булардан
, 1 , 1 ,

X, = х. н— х7 + — X, ' ' 3 2 12 3
(1)х2 =х2 

х3 -  х3.

У ҳолда 0(х,,х2,х3) квадратик форма қуйидаги кўринишга 
келади:

б ( Х \ » *2 * Х3 ) =  “ ^ХI ^ Q l

бу ерда
~  11 , 1 5 , , 59 #2О, = ---- х, — х,х,------х,

12 г 6 2 3 48 3
Энди Q, формани ўзгартирамиз:
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яна қайтадан белгилашлар киритамиз

Булардан
х, — дг,.

5 .---*3
И  3

х, = х „ х 2 = х2 + — х3,х3 = х3.

(2)

Натижада қуйидагига эга бўламиз

Q\ ------ xi ------ х' ,
1 12 2 176

у ҳолда

е =-  зхг и—д 
12

183----- у
176

х,,х2,х3 номаълумларнинг қийматларини х,,х2,х, лар орқали 
ифодалаш мумкин. Бунинг учун (1 ) ва (2) алмаштиришларга мос 
келувчи матрицани ўзаро кўпайтириш керак, яъни агар (1 ) 
алмаштиришга

матрица, (2) алмаштиришга

г
1 1
1

3 12
= 0 1 0

0 0 1
\ '

f ^
0 0 '

5= 0 1
11

^0 0 1

матрица мос келса у ҳолда

бўлади. Демак,
. 1 . 3 .

*‘=ДС»+3*2~^4Хз
- 5 -*2 =Х2- —Х3

(
1 1 3

3 44
0 1 5

-
“ п

0 0 1

www.ziyouz.com kutubxonasi



Энди Dj=C'DC матрицани аниқлаймиз:

-3

А =

44 11

1 I '
4

, л  л
4 2 

1 1 5

' » *3 44
о .

11
О О 1

-3 1 -  
4

О - 1
12 12

о о - ,82176;

J T ( >
44 -3 0 0
5 _ 0

11 0
11
1

)
0

12

0
183
176,

Dj матрица Q(x,\x2,x3iJ квадратик формага мос келади

Q(x],x2,x3J= -3 x , х2 - ^ ^ х 3.
2 . з / 1 12 2 176 3

Агар С матрица хосмас матрица бўлса, мусбат (манфий) 
аниқланган форма мусбат (манфий) аниқланганича қолади. £?(xI5x2,x3) 

формада коэффициентлар манфий ва С хосмас матрица. |Cl = 1 
бўлганлиги сабабли 0(х,,х2,х3) манфий аниқланган форма бўлади.

Энди квадратик формани каноник формага келтирмасдан 
унинг қандай аниқланган форма эканлигини аниқлаш мумкинми?- 
деган савол туғилади. Бу саволга жавоб бериш учун қуйидаги 
теоремаларни исбот қиламиз.

1-теорема. Агар

0 = (x„x2_ x ,I) = X Z ^ x /xy, квадратик формадаги.
Ы 7-1

D\ - d u,D2 - d\\ da iiQ|

du

dn dl2 ...dlH

d , d ...d и I n2

(9-8)

детерминантлар нолдан фарқли бўлса, Q(x,,х2,....,х,,)ни қуйидаги 
кўринишга келтириш мумкин:

Q = a , y f+a]y l  +... + any l ,
бу ерда
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А .
Д_ J = ln.

Исбот. Теорема шартига кўра а , ,= Д * 0 бўлгани сабабли Q 
форма да Xj ни ажратиб, уни қуйидаги кўринишга келтириш 
мумкин:

Q = a,tx? + (КХ 2.-,*,',)•
Dz*0 бўлганлиги учун jc2 нинг олдидаги коэффициент нолдан 

фарқли. Шунинг учун учбурчакли алмаштиришни бажариб, 
иккинчи квадратни ажратиш мумкин. Ф араз қилайлик, к  та 
квадрат ажратилган бўлсин. У ҳолда Q форма қуйидаги кўринишга 
келтирилган бўлади

б = аЛ2 +а2<1 + - + 0»'*2 + Qt (h....
Dk+1*0 бўлгани учун учбурчакли алмаштиришни яна бир 

марта бажариб, яна бир квадратни ажратиш мумкин. Шундай 
қилиб, учбурчакли алмаштиришни п марта бажариб Q(xi,...,xn) 
формани каноник кўринишга келтирилади. (9.8) детерминантлар 
учбурчакли алмаштиришга нисбатан инвариант бўл**анликлари
учун а, = — - ни ҳосил қилиб, D матрицани шундай диагонал

А-i
кўринишга келтирамизки, у қуйидаги шартларни қаноатлантирсин:

О
О

О О О

о. о К  d a
0 a j г и  d12

dn d\2 d\„

= *2. d22 <̂2«

dml d„ 2 *dn„

ox 0 0 du da dn
0 ai 0 - d?i d 2i d2 3
0 0 *3 d» d'ii dy 3

бу ерда
а х = d n , ■ а 2 -  D 2, a x ■ а 2 ■ а 3 -  Д ,... ...а„ = Д

...ап ларнинг ҳар бири нолдан фарқли бўлганлиги учун
D2 Д  Да. = ап ,а1 = = ----- .' " 2 д  3 д  " д_,

Демак теорема исботланди.
Ш ундай қилиб, а( коэффициентларнинг ишораси D{ 

детерминантларнинг ишораларига боғлиқ экан.
Квадратик форманинг кўринишини аниқлашда қуйидаги 

ҳоллар рўй бериши мумкин:
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1-ҳол. Агар D19D2,...Dn детерминантларнинг ҳар бири мусбат 
бўлса, а, коэффициентлар ҳам мусбат бўлиб, Q квадратик форма 
мусбат аниқланган бўлади.

2-ҳол. Агар l,D „D 2,...Dn сонлар кетма-кетлиги да ишоралар 
навбат билан алмашиб келса, а, коэффициентлар манфий бўлиб, Q 
форма манфий аниқланган бўлади.

3-ҳол. Агар D матрицанинг ранги r<n бўлса ҳамда D ltD2,...Dr 
детерминантлар мусбат ишорали бўлиб, қолганлари нолга тенг 
бўлса, Q квадратик форма номанфий аниқланган бўлади.

4-ҳол. Агар D матрицанинг ранги r<n бўлиб, l ,D lfD2,...Dn 
^аторда ишоралар алмашиб келса ҳамда Dr+, =Dr+2=...=D„=0 бўлса 
Q квадратик форма номусбат аниқланган бўлади.

5-қол. Агар l,D ,,D2f...Dn сонлар кетма-кетлиги да ишоралар 
алмашмаса ҳамда манфий ишорали D, детерминантлар мавжуд 
бўлса, Q квадратик форманинг ишораси аниқланмаган бўлади.

Мисол. Квадратик форманинг кўриниши аниқлансин: 
Q(х 1,х2,х3)=-2х12+2х1х 2-Зх1х 3-х 2 +2хг х 3-4х3

Ечиш:
r - 2  11 -3 /2 ^

D = 1 1 1 ,DX= -  2
3 /2  1 - 4  ,

- 2  1 - 3 / 2
- 2  1

d 2 = 1 i = 1 , д  = 1 -1  1
I — I

- 3 / 2  1 - 4
= -1 1 /4

сонлар кетма-кетлиги да ишоралар навбат билан 
алмашувчи бўлганлиги сабабли Q(xl,x2,xi) форма манфий анқланган 
бўлади

2-теорема. Номанфий Z = X'DX квадратик форма Еп Евклид 
фазосида қавариқ функциядир. Агар квадратик форма мусбат 
аниқланган бўлса, у қатъий  қавариқ функция бўлади.

Исбот. Ихтиёрий Х 19К2 нуқталар ва Л сонни (0<Д<1) олиб,
Х = ЛХ2+(1-Л)Х1

нуқтани тузамиз ва бу нуқтада Z=XT>X квадратик форманинг 
қийматини текширамиз:

X'DX = (ЛХ2 + (1 -  Л)Хх )'£ҲАХ2 + (1 -  Л)Хх) = (Хх + Л(Х2 -  X,))'Д Хх + 
+ Л(Х2 - X,)) = х;ОХх + 2Л(Х2 -  ХхyDXx + Л2(Х2 -  X,)'£ҲХ2 - X,).

(9:9)

Теоремани шартига кўра ихтийрий X учун (Х*0) Х Ъ Х  >0. 
Шунинг учун
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Л Х Ш > Л 2Х Ш ,  0<Л <1 (9.10)
(9.10) га асосан (9.9) дан қуйидаги тенгсизликни ҳосил 

қиламиз:

X ’DX < X\DX, +2Л(Х2 - Х , у О Х 1+Л(Х2 - X J D ( X 2 - X J ,  (9.11)
ёки

X V X  <X\DX, +Л(Х2 - X J D X l + Л(Х2 - X J D X 2 <AX2DX2 + ( l -A)X' lDXl . (9.12)

(9.12)  тенгсизлик X'DX квадратик форманинг қавариқ 
функцияси эканлигини курсатади.

Энди Z = Х Ъ Х  квадратик форма мусбат аниқланган деб фараз 
қиламиз. У ҳолда ихтиёрий О< Л < 1  учун

Л(Х2 -  X,УD(X2 -Х,)> Л1 (Х2 - X ,)'D(Х2-Х,) (9.13)

тенгсизлик ўринли бўлади. Демак, (9.11) да ишорани < билан 
алмаштириш мумкин, яъни

X'DX < X[DXl +2Л(Х2 Х 1уО Х1+Л(Х2 X t)’D(X2 - X, )  (9.14)
Бундан

X'DX < AX'2DX2 + (1 -  A)X\DX\ (9.15)

(9.15) тенгсизлик Z = X'DX квадратик форманинг қатъий 
қавариқ эканлигини курсатади. Шу билан теорема исбот бўлди.

Худди шундай мулоҳазалар ёрдамида қуйидаги теоремани 
ҳам исбот қилиш мумкин.

3-теорема. Номусбат Z ~ X'DX квадратик форма Еп Евклид 
фазосида юқорига қавариқ функциядир. Агар квадратик форма 
манфий аниқланган бўлса, у қатъий юқорига қавариқ функция 
бўлади.

2-§. Квадратик дастурлаш масалалари учун Кун-Таккер 
шартлари

Квадратик дастурлаш масаласи ((9.1 )-(9.3)) берилган бўлсин. 
Мақсад функциянинг минимуми қидириладиган масалани унинг 
максимуми қидириладиган масалага келтириш мумкин бўлгани 
сабабли (9.3) нинг ўрнига бундан кейин

Z = f ( X )  = clx1 + c1xl +...+c„x„+dnx* +dllxlx2+...+dmxl -япах (9.16) 

функцияни ёки матрицали формадаги

Z  = f {x )  = С Х  + X 'DX  -> max (9.17)

функцияни кўрамиз.
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Бундан кейин f(X)  функцияни юқорига қавариқ функция, 
яъни Z = X'DX квадратик формани юқорига қавариқ ( X'DX -манфий 
аниқланган форма) деб ф араз қиламиз. Бу ҳолда (9.1)-(9.2) 
шартларни қаноатлантирувчи режалар тўплами қавариқ тўплам 
бўлгани учун квадратик дастурлаш масаласи ягона (глобал) 
оптимал ечимга эга бўлади.

Масаланинг (9.1) шартларини қўшимча ўзгарувчилар 
киритиш мумкин бўлгани учун (9.1)-(9.3) масалани қуйидаги 
кўринишда ифодалаймиз:

= b,4i = \,m (9.18)
у - i

дгу>0,у = 1,и (9.19)

У. = / ( X) = Y.clxl +Y.Y.dt,xkx/ -> шах, (9.20)
,\ *-1 7-1

ёки матрица формада
АХ=В, (9.21)
Х>0, (9.22)
Z = f(X ) = CX+X'DX->  max (9.23)

Бу масаланинг ечими оптимал ечим бўлишининг зарурий ва 
етарлилик шартларини аниқлаймиз. Бунинг учун Лагранж 
функциясини тузамиз:

F(X, A)  = Y ,c,x j + Y ^ d klxtx t +£Л ,(6, - £ 0,,*,), (9.24)
У-1 A = l j - 1 / - 1 у-1

ёки матрицали формада
F(X,A) = C'D+X'DX + А ' (В -AX) (9.25)

F(X,A) функциядан х; (j=\yn) Л} (i=\,m) бўйича хусусий 
ҳосилалар оламиз:

*L.
dx ''

ёки

N W

с, +2Х х* ^  '
k-l / - I

(9.26)

дҒ
—  = C+2DX-A'A, 
д Х

(9.27)

dF , ^
-----= b, - >  а.,Х:
М ,  Т \  4 J

(9.28)

£1
% 11 fca 1 * (9.29)

Энди (9.26)-(9.29) муносабатларга асосланиб, Кун-Таккернинг 
шартларини ёзамиз:

• f - 1  =°-av) о . s0’ =0' -r - ° ’
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Бундан (9.26), (9.28) га асосан:
Cj +2^di;x°t so  

i-l ;-l
(9.31)

*J(c,+2 Zrfv* T -Z ^ 4 )  = 0
*-l /-I

(9.32)

;> o ,y = u , (9.33)

b - £ a vx°Z0,
y-l

(9.34)

№ - i v ’) = 0>y-1
(9.35)

Я, >0, i = l,m. (9.36)

(9.31 )-(9.36) шартлар матрицали формада қуйидагича 
ифодаланади:

C'+2DX° -A'\° <0, (9.31)
X° (C’+2DX° -  А'tf) = 0, (9.32)

* © IV © (9.33)
B-AX° >0, (9.34)
Л°(В-АХ°) = 0, (9.35)
Л“ >0 (9.36)

Агар шундай Д° вектор мавжуд бўлиб, А"0,А0 лар учун (9.31)- 
(9.36) шартлар ўринли бўлса, Х° вектор берилган квадратик 
дастурлаш масаласи (9.21)-(9.23) нинг оптимал ечими бўлади.

Энди (9.31) тенгсизликни қўшимча ўзгарувчилар киритиш 
ёрдамида тенгламага айлантирамиз

C+2DX0 -  А'A0+ V  =0.
Бундан

У* = А'А° -  2DX0 -  С* (9.37)
Бу ҳолда квадратик дастурлаш масаласи ечимининг оптимал 

ечим бўлишлик шарти қуйидагича бўлади:
C+2DX*-A'A  + Г* = 0. (9.38)
X*V*=0, X*>0,V*>0. (9.39)

Берилган масаладаги (9.21) шартлар тенглама кўринишда 
бўлганлиги сабабли А га мусбат бўлишлик шарти қўйилмайди. 
Бундан ташқари, (9.34)-(9.35) шартлар ихтиёрий базис реж алар 
учун ўринли бўлганлиги сабабли уларни ташлаб юбориш мумкин. 
Демак, хулоса қилиб шуни айтиш мумкинки, қуйидаги
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АХ=В
2DX- А' Л °+V+C' =0, 
X 'V = 0 ,
X  >0, V  >0.

(9.40)
(9.41)
(9.42)
(9.43)

шартларни қаноатлантирувчи ҳар қандай X > 0, V > 0 векторлар 
берилган (9.21)-(9 22) масаланинг ечимини билдиради. Агар бу (9.40)-
(9.43) система ягона ечимга эга бўлса, берилган квадратик 
дастурлаш масаласи ҳам ягона (глобал) оптимал ечимга эга бўлади. 
Агар (9.40)—(9.43) система биргаликда бўлмаса, берилган квадратик 
дастурлаш масаласи ҳам ечимга эга бўлмайди. Шундай қилиб, 
берилган (9.21 )-(9.23) квадратик дастурлаш масаласини ечимини
(9.40)-(9.43) системанинг ечими орқали топиш мумкин. Бу 
системанинг ечимини топиш масаласи қуйидагича қуйилади: (9.40)-
(9.41) тенгламалар системасининг шундай номанфий (X >0, А >0) 
базис ечимини топиш керакки, у X ”V  кўпайтмани нолга 
айлантирсин. Демак, хулоса қилиб айтиш мумкинки, агар квадратик 
дастурлаш масаласи ((9.21 )-(9.23)) оптимал ечимга эга бўлса, бу 
ечим (9.40)-(9.41) тенгламалар системасининг базис ечимларининг 
биридан иборат бўлади.

1 -масала. Қуйидаги квадратик дастурлаш масаласининг 
ечимини Кун-Таккер шартларидан фойдаланиб топинг:

Z = /(дг) = -4х,2 -6 х 2 + 8х, + 44х2 + 2х,х2 -> max.
Ечиш. Лагранж функциясини тузамиз:

F(Xt А ) =  -4х ,2 - 6 х 2 +8х, +44х2 + 2 х , х 2 +

+  Л, (13 -  х, -  2 х 2 ) +  Xj (9 -  2х, -  х2) .

Бу функциядан х2, х2, Я, ва ^  лар бўйича хусусий ҳосглалар

—  =  - 8 х ,  +  8  +  2 х 2 -  Я, -  2 Я , ,аг,
—  = -12.Т, + 44 + 2х{ - 2 Ҳ - А , ,  дх2

Энди Кун-Таккер шартларини ёзамиз:
— 8х, -к 8 + 2х2 — Я, — 2 < 0,

x j + 2 x 2< 13, 
2 х i + x 2̂  9, 
Xj>0, х 2>0, (9.44)

оламиз:
дҒ

-1  2х2 + 44 + 2х, - 2  Я, -  Яз <0, 
13-х, - 2 х 2 >0,
9 - 2х, - х 2 >0,
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d F  
d x , 
d F
dx2

d F
d \
d F
dX,'

x,=0.

*2=0, 

Я, =0, 

Я, =0.

(9.45) системанинг ечимлари орасидан (9.46) ни 
қаноатлантирувчисини аниқлаш керак. (9.45) системага 
ўзгарувчилар киритиб, уни қуйидаги тенгламалар системасига 
келтирамиз:

8 х ,  -  2х2 +  Я, +  2Яз -  V, = 8 ,

-2 х ,  + 12х, +2Л, +Aj -Vj =44,
' х ,+2.r,+v, =13. '
2.t, + .r2 + v4 = 9

(9.46)га асосан v v  v 2, v 3, v 4 т^ўшимча ўзгарувчилар қуйидаги 
шартларни қаноатлантириши керак:

Xj Vj  = 0, x 2v 2 = 0, Я jV3 = 0, A2v4= 0 (9.48)

(9.47)  системага w t, w 2 сунъий базис ўзгарувчиларни киритб, 
уни қуйидаги чизиқли дастурлаш масаласи кўринишда 
ифодалаймиз:

8л, -  2х2 ■+■ Я, ■+■ 2Яз -  V, ■+■ ео} =8,
-  2х, +1 2х2 + 2Я, + Я, -  v2 + бУ2 = 4 4  

jc, + 2jc2 + v3 = 13,
2 jt, + jc2 + v4 = 9,

jc, > 0,x2 >0,Я, >0,Яз >0,
v, >0,v2 > 0,v3 >0,v4 >0,

(9.49)

Z = Мй>, + Мю2 -> min (9.50)

(9r49)-(9.50) масалани симплекс жадвалга жойлаштирамиз 
(9.1-жадвал). Бунинг учун қуйидаги белгилашларни киритамиз:

www.ziyouz.com kutubxonasi



' 8 ' ' 8 л -  2> т '2 ' '- 1 ' ' 0 ' '0 '
44 - 2 12 2 1 0 -1 0

, Р, = , Р: = , Р3 = ,Р4 = * р 5 = > р6 = . Р 7 =13 1 2 0 0 0 0 1

, 9 , , 2 , , 1 > А А , 0 , , 0 , А
'Г /

0 0
р% - 0 = 0 о II

,1 , ,0 , \
бу белгилашларда ҳамма номаълумлар симплекс жадвалга

тартибда жой лаштирилган. Масалани 
симплекс усулда ечиб, қуйидагига эга бўламиз: 

jc* = 2,х* =4, V* =3,v* =1.
Топилган ечим (9.49)-(9.50) масаланинг базис ечими бўлади. 

Бу ечим (9.48) шартларни қаноатлантиради: 
jf,v, = 0,x2v2 =0,Я,у3 = 0 ^ v ,  = 0 , 

шунинг учун у берилган (9.44) квадратик дастурлаш масаласининг 
ечимидан иборат.

х\ =2tx; =4,Z  = f { X* ) - 9 6 .
___  _____ ___  __________________ 9.1-жадвал

Б.
Б. с6 Ро

0 0 0 0 0 0 0 0 М М

Pi р2 Рз Р 4 Рз р6 I
7 р8

р
9 Рю

Р, м 8 8 -2 1 2 -1 0 10 0 1 0
0̂ м 44 -2 12 2 1 0 -1 0 0 0 1

л 0 13 1 2 0 0 0 0 1 0 0 0
Л 0 9 2 1 0 0 0 0 10 1 0 0

д 52М 6М ЮМ ЗМ ЗМ -м -М 0 0 0 0

Р9 м 46 23 0 4 13 -1 1 0 0 1
3 3 3 6 6

Р2 0 И 1 1 1 1 0 1 0 0 0
3 6 6 12 12
17 4 1 1 1

Р7 0 3 3 0 " з ~6 0 6 1 0 0
16 13 -1 1 1'

Р* 0 3 6 0 6 12 0 12 1Э - 1 0

46 w — А/ 4 13 мд 0 — М 3 0 -М -j-M -М 0 0 03 3 6 6
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4 13 3 1
PI 0 2 1 0 23 46 23 46 0 0

Р2 0 4 0 1 4 13 3 2
0 046 92 138 23

Р7 0 3 0 0 13 25 4 9 1 0
23 46 23 46

Р8 0 1 0 0 45 16 13 13 0 1
46 23 46 92

0 0 0 0 0 0 0 0 0

3-§. Квадратик дастурлаш масаласини ечиш  учун  

Баранкин-Дорфман усули

Баранкин-Дорфман усули (9.21 )-(9.23) масаланинг ечимини
(9.40)-(9.43) системасини ечиш орқали топишга мўлжалланган бўлиб. 
унинг ғояси қуйидагидан иборат. Энг аввал (9.40)-(9.41) системанинг 
ихтиёрий базис режаси топилади. Бу базис режа асосида қатор 
симплекс алмаштириш лар бажариб X ' V  кўпайтманинг базис 
қиймати камайтириб борилади. Натижада X '  V=0  тенгликка мос 
келувчи базис ечим топилади. Фараз қилайлик, (9.40)-(9.43) 
системанинг ихтиёрий базис ечими топилган бўлсин. Бу ҳолда базис 
ўзгарувчилар озод ўзгарувчиларнинг функцияси сифатида ифода 
қилинади. Қулайлик учун xJtArtvf базис ўзгарувчиларни у j билан 
( v, = У,+п )> озод ўзгарувчиларни эса tk лар билан белгилаймиз. У ҳолда 
1<уйидагиларга эга бўламиз:

= b 10+ f l llr1 + o , , / ,  + ...

У 2 = =  ^20 + a 2l*\ + а 22*2 + • - 4"a 2nf n ’

У „ = х п = Ь л о + а „ , 1 1 + а „ М  +

Упт\ ~  V1 — *„»1.0 + a n+l.l l̂ +  а и+1.’ 2̂

У*.? = v j  = b„+10 +  .1, + ..

^2я+я =  Аи ~  ^п+и.О +  а 2л+|н.1̂ | + : : + а 2»+т,„1П,

ёки
п ______

^ =6/o + Z V * ’ j=X2n+m. (9.52)
*=l

Агар у 3 ўзгарувчи озод ўзгарувчи tk га мос қўйилган бўлса, у  
қуйидаги кўринишда бўлади:
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у t- -  /j = о + о /, + ... + ()•/*_, +1 ’/j + 0’/j+| + ...+0‘/n (9.53)

(9.52) белгилашлар ёрдамида номаълумларни қуйидаги 
тартибда жойлаштириш мумкин:

Бу ҳолда базис ечим учун қуйидаги муносабатлар ўринли 
бўлади:

У, = V '*  =0

т - г г - ± ь , .ь ,„ .  (вЛ4>
;=>

Энди фараз қилайлик, базисга янги ik =вк >0 ўзгарувчи 
киритилсин. У ҳолда, агар қолган th(h* А:) ўз га ру чилар ни нолга тенг 
деб қараганда базис ўзгарувчиларнинг қиймати қуйидагига тенг 
бўлади:

У, =Ь10 Щ ал
tk ўзгарувчининг қиймати қуйидагича танланади: 

я  . feot. ~в. = min<---
к*

Бунда янги базис ечим топилган бўлади ва бу ечим учун 
Т - X'V қуйидаги қийматни қабул қилади:

Тк = X-V = 2 > /0 +0ta0 )(*„,,о +eta„t)i) =
>-1

= + 0»(£ + Z  = г  + 0,л„ (9.55)

бу ерда

t = Y } ,A . jô  (9.56)
У=*

(9.57)

(9.58)
~ Qk +OkPk*

п n

ak k + ̂ a lkbn+lQ,
7=1

Pk ~ Y f i A .  I к (9.59)
7=1

Симплекс алмаштиришлар натижасида Т = Х 'V  нинг қиймати 
камая бориши керак. Шунинг учун базисга Rk<0 га мос келувчи tk 
ўзгарувчи киритилади. Агар манфий Rk лар бир нечта бўлса, у 
ҳолда базисга min Rk вк га мос келувчи tk вектор киритилади.
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Маълумки, р к ифода Т дан tk буйича олинган икккинчи 
тартибли ҳосилидан иборат. Т қавариқ бўлганлиги сабабли ҳар доим 
Рк >0 бўлади. Демак, R k ишораси ак нинг ишорасига боғлиқ бўлади.
Шунинг учун ак>0 бўлганда р к ,0keaRk ларни ҳисобламаслик мумкин. 
Агар барча tk лар учун Т>0, R k>0 бўлса, Баранкин-Дорфман 
усулини қўллаб бўлмайди.

1-мисол.
х, + 2 х 2 +  х 3 =10, 
х, + х2 + х4 = 6 ,
X, > 0 ,х 2 >0,х3 > 0 ,х4 >0,

Z = / ( X ) = 1 Ох, -  х,2 + 2х,х2 -  2х2 -> шах

(\ П
, . р 21 [} 1 0

2 1 
1 0 
0 1

D =

оо1 ( г  Ҳ х \ Ч '
1 - 2 0 0 х 2 Г Я. ^ V,

,лг = IIт< ■
0 0 0 0 * 3 V 3оооо

КХ А J

Бу масала учун (9.40)-(9.43) система қуйидагича ёзилади:

х , + 2 х 2 +  х 3 =  10 ,

X, + х2 4 х4 = 6,
-  2х, +  2 х 2 -  Я, -  Яз +  V, =  - 1 0 ,

2 х ,  -  4 х 2 -  2 Я, -  Я2 +  v2 =  0 ,

-  Я, + v3 = 0,
-  Я2 +vA =0,
Xj > 0 , V , >  0 ,  /  =  1,4 , j  =  1,4.

Бу системанинг бошланғич базис ечимини аниқлаймиз. 
Бунинг учун биринчи тенгламадан х3 ни, иккинчисидан х 4 ни, 
тўртинчисидан v 2, бешинчисидан v A ни ажаратамиз ҳамда учинчи 
тенгламани Я3 га нисбатан ечамиз: 

х3 = 1 0 -х ,  - 2 х2 

х4 = 6 -  х, -  х2,
Я, = 10 -  2х, + 2х2 -  Я, + V, (9.60) 
v2 = -2х, + 4х2 + 2Я, + Я,,

V 3 =  Л » V 4 =  ^ 2  •

Яз қийматини v 2t v 4 ларга мос келувчи ифодаларга қўямиз.
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Натижада қуйидагиларга эга бўламиз:
X, = 10 -  х, - 2 х ,  

х 4 = 6 -  х, -  х ,
я^ю-гх.+гх.-я.+у,, (9,61)
у, = 10 -- 4х, + 6 х , + Я, + V , ,

V, -  Я,,
v4 = 10 -  2х, + 2 х , Я, + V,.

(9.61) системага
х, = 0 + х, + 0+  ... + 0, 
х 2 = 0 + О + х , + ... + О,
V, = 0 + 0 + ... + V,

тенгламаларни қўшиб тўлдирамиз ва 9.2-жадвалга жойлаштирамиз. 
Жадвалга базисга киритиладиган номаълумни аниқлашга 
кўмаклашувчи қўшимча қисм киритилган. Бу қўшимча жадвалнинг 
а к,Рк,вква Rj, элементлари юқоридаги (9.52),(9.54),(9.56)-(9.59) 
формулалар орқали аниқланади.

(9.56) ва (9.58) формулаларга кўра:

а 0 = Т 0 = 0  0 + 0 10 + 10-0 + 6 10 = 60,
а , = 0 0  + 0- (-4) +10 • 0 + 6 • (-2) + 1- 0 + 010 +(-1)0  + (-1) • 10 = -22, 
а 2 =0  0 + 0-6 + 10 0 + 6-2 + 0-0 + 1-10 + ( -2)-0 + (-!)-10 = 12, 

а ъ =01  + 0-1 + 10-0 + 6 1 + 0 0  + 0-10 + 0-10 + 0-0 + 0-10 = 6, 
а А = 0-0 +0-1+ 10-1+ 6-(-1) + 0-0 + 0-10 + 0-0 + 0-0 = 4.
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9.2-жадвалдан кўринадики, ак нинг фақат битта қиймати 
манфий (or, = -22). Демак, номаълумни базисга киритиш
натижасида Т  нинг қийматини камайтириш мумкин. Шунинг учун 
pk,Ok,Rk ларни фақат х : га мос келувчи устун учун ҳисоблаш керак:

/?, =сзг, +0,/?, = -17,
Г, =To+0lRl = 60-17*2.5 = 17,5.

Бу ерда Т^О . Шунинг учун номаълумни базисга киритиб,
и, ни базисдан чиқарамиз.

Натижада 9.3-жадвални ҳосил қиламиз.
9.3-жадвалдан (9.56),(9.58) формулаларга асосан а, (*=0,4) нинг 

қийматларини ҳисоблаймиз:

/?, = 1 0  + 0 - (—4) + ( - 1) • 0 + ( - 1) • (-2) = 2,

-  -0 + 0-0+ --0+ --5=3, 4) 4 4
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X0 х 2 Ц л
XJ 5 1 3 1 1

2 4 2 4 4
х 2 0 0 1 0 0

Хз 15 1 7 1 1
2 4 2 4 4

Х4 7 1 5 I 1
2 4 . ’ 2 4 4

и1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0

”з 0 0 0 0 1

”4 5 1 -1 1 _3
2 2 ~2

5 1 - 1 1 _3
2 2 "2

35 3 -16 3 1
2

Pk 5
2

0к 7
5

R k 25
" 2

Булардан кўринадики, фақат битта ак{аг =-16) манфий 
қийматга эга. Шунинг учун бу ерда ҳам р к,вкУЯк ларни и2 га мос 
келувчи устун учун ҳисоблаймиз:

& ?• ?H-W
tf,=a2 +вгр 7 = - y ,

T, = T , + 0 A  = 1 7 ,5 - у  = 0

Т2 = 0 бўлганлиги сабабли базис ўзгарувчиларнинг қийматини
(9.53) га асосан топамиз:
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бу ҳолда берилган квадратик дастурлаш масаласининг оптимал 
ечими қуйидагидан иборат бўлади:

4-§. Квадратик дастурлаш масалаларини ечиш учун Бил 
усули

Ф араз қилайлик, юқоридаги (9.21 )-(9.23) масала берилган 
бўлсин. Бу масалада ХТ>Х квадратик форма манфий аниқланган, 
яъни f(X)  юқорига қавариқ функция деб фараз қиламиз.

АХ=ВуХ>Ог система берилган га та ўзгарувчига нисбатан 
ечилган бўлсин. У ҳолда бу системани қуйидагича ёзиш мумкин:

*1 =Ь\ + <Wi +- + в|Л.
х2 = b2+a2,m.lx,^+...+ a2„xtn (9.62)

(9.63)

Энди (9.62) га асосланиб, масаланинг мақсад функциясини

Д Х ) = С  X  + X' DX  = сх, +... + с„хп + Y dd ,x ,x ]

форма дан қуйидаги кўринишга келтирамиз:
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А * ..1'Хт.г<-'Х.) =£'«,+ 2 Z C*XJ + Z =
7»*+l /-Л-И j-m+l

=(ci+ Z cV i ) 1+ Z (c»+Z c>,)*.
J-e>+\ /= •»+! /■»•»«■!

/(X ) = ( C  +С^,дг„., + —+ Cj„x„)I +
+ (Qw>I.O + iXm+\ + — + ̂ '•;+|.яХм)-Гя.*| +
+ ..............................................................
C,o I I  ■*„ )-*| +

(9.64)

+ (Q',o + - + C x„k ,

(бу ерда барча i ва j  лар учун =C]J. (9.64) даги ҳар бир х̂  
номаълум олдидаги қавс ичида ёзилган ифода f(x )  функциядан

номаълум бўйича олинган хусусий ҳосиланинг ярмига тенг 
бўлади, яъни масалан, j= l  да

С = с  х  + + С х  = — *_)2 от, (9.65)

Маълумки, x,,x2f...,xw базис ўзгарув чилар учун

аг. = 0, j  -  ]tm

тенглик тўғридир. Шунинг учун берилган масала режасининг 
оптималлигини кўрсатувчи Кун-Таккер шартларини қўйидагича 
ифодалаш мумкин:

дА Х.„ .... '*■■) df(x~*,,- ’X.)х =0
ас, ’ я. IЗх,

ху>0,у = т  + 1,л (9.66)
Энди (9.62) да озод ўзгарувчиларнинг нолга тенглаб, 

Х,0) =(Ь„Ь2,...,Ь„0,0,...,0) (*, >0,( = Гт) 
базис ечимни ҳосил қиламиз. Агар

dxj
шарт барча j = m +l,...,n  учун ўринли бўлса, топилган

vB-LlO) _(0) 10) (0) <0)\A  -^ X , ,X 2 y. . . , Xn t Xm^ y. . . yX„ f

базис ечим масаланинг ечими бўлади.
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Фараз қилайлик,

dxj
шартни қаноатлантирувчи камида битта j, масалан, j  = m + \ мавжуд 
бўлсин. У ҳолда xw+l номаълумнинг қийматини орттира бориб, /(х ) 
функцияни қийматини орттира бориш мумкин, лекин х„,+1 нинг 
қийматини чексиз равишда орттириш мумкин эмас, чунки унинг 
маълум қийматларида х,,х2,...,хда номаълумлардан бирортаси ёки

а/(* ^ ± ( j  = ^7U ,)
dxj

ифода нолга айланиши мумкин. Буларнинг қайси бири 
биринчи бўлиб нолга айланишига боғлиқ равишда хд/+1 ўзгарувчи 
қўйидаги икки усул билан базисга киритилади.

1-усул. хя/+| нинг қиймати орттириб борилганда х ,,х2 
номаълумлардан бирортаси, масалан хк биринчи бўлиб нолга 
айлансин. Бунда х к учун

Ь, С 10 Ь.
min

ўринли бўлади. У ҳолда
** = ** + в* *♦!**♦■ +... + aknx tl

ифодадан x„l+1 ни ажратамиз (хк нинг ўрнига хдаИ ни базисга 
киритамиз).

Топилган хЯ(+, нинг қийматини (9.62) системага қўямиз. 
Юқорида кўрган алмаштиришларни бажариб,
/(х* ,хда+2хн) функцияни (9.64) кўринишда ифодалаймиз. Натижада 
янги базис ечим

X il) = (fc,, b2 ,... А  А *1 V , ът, Д ...,0) топилади.
2-усул. xw+1 номаълумнинг қиймати орттириб борилганда

Щ хт+\>-?хп) ифода биринчи бўлиб нолга айлансин, яъни қуйидаги

муносабат ўринли бўлсин:
Ъ. С.и.

0= min (9.67)
♦ lj

У ҳолда хлм., номаълумни базисга киритиш учун янги

_ \ df{x x„) = + с  + + с  (9 .6 8 )
2
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ўзгарувчи танлаймиз ҳамда (9.68) дан хя+1 ни ажратиб, янги 
системанинг биринчи тенгламасини тузамиз:

_ Ст+ ip ^nn-l/ __
♦I А! Ŵt2 *** У-1 S-tl .ЛИ-1 Ш̂Г+|̂М4-1

Топилган номаълумнинг қиймати масала шартлари (9.62) га 
ва мақсад функцияга қўямиз ва янги система ҳосил қиламиз. Янги 
системада х1,х2,..,хтхя+1 ўзгарувчилар ажратилган (боғлиқ) 
ўзгарувчилар бўлиб, и,, хда+2 лар эса озод ўзгарувчилар бўлади. 
озод ўзгарувчиларни нолга тенглаб, янги

^^Л ^А А -.А -.-Д )) 
базис ечимини ҳосил қиламиз.

k -қадамда масала Xj ва и* номаълумларни ўз ичига олиши 
мумкин. Xj и, дан шуниси билан фарқ қиладики, Xj нинг ишорасига 
чегара қўйилади (xj >0,j = \,п),и, га эса бундай чегара қўйилмайди. 
Демак, у мусбат ҳам, манфий ҳам бўлиши мукин. Бундай
ўзгарувчилар учун Кун-Таккернинг оптималлик шарти —  = 0ди
бўлади.

Масаланинг базис ечимида и, = 0 бўлиши керак. Агар и, * 0 
бўлса, тегишли тенглама ва и, ўзгарувчи масала шартларидан 
ўчириб ташланади.

Алгоритмнинг k-қадамида қўйидаги ишлар бажарилади:
1. k-1-қадамда топилган Х(*~2> базис ечим учун оптималлик

шар-ти текширилади. Агар х= озод ўзгарувчилар учун —  < 0 бўлиб,
J дх)

янги киритилган барча щ ўзгарувчилар учун —  = 0 бўлса топилган
dxj

ечим оптимал ечим бўлади.
2. Агар оптималлик шарти бажарилмаса, у ҳолда — *0ди

шартни қаноатлантирувчи камида битта ц  аниқланади. Бу ерда 
қўйидаги 3 ҳол рўй бериши мумкин:

'а) —  <0. Бу ҳолда и* нинг қийматини камайтириш керак.ди1
Натижада мақсад функциянинг қиймати ортади.

б) —  >0. Бу ҳолда U; нинг қийматини орттириш натижасидади,
мақсад функциянинг қиймати ортади.

в) —  = 0. Бу ҳолда —  >0 тенгсизликни қаноатлантирувчиди, дх}
номаълум танланади. Бу номаълум ёки базисга киритилади ва 
унинг қиймати
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ф орм ула о р қ ал и  топилади , ёки  б ўлм аса, м асаланинг м ақсад  
ф у н кц и яси  ю қоридан  чегаралан м аган  эк ан ли ги  а„> 0 С ,,> 0 , (барча jь
л а р  учун) аниқланади . А гар  k -қ ад ам д а  янги  базис ечим  Х(>1) 
топилган  бўлса, k+ 1  қ ад ам га ўтилади . М ақсад  ф ункциянинг 
ю қоридан чегаралан м аган  эканлиги  ан и қли н ган  бўлса, м асаланинг 
ечиш  ж а р а ё н и  тўхтати лади .

Т ақ қо сл аш  учун  ю қорида Б ар а н к и н -Д о р ф м а н  усули  билан 
ечилган  м асал ан и  кў р ам и з ва  уни Б и л л  у су л и  билан  ечам из.

М асала . Қ уйидаги  м асала  ечилсин: 
х, + 2хг + х, = 10,
Х\ + х2 + х4 = 6,

X; >0,у = 1Д
Z = max = f(X) -  Юх, -  х,2 + 2xtx3 + 2х;.

Е чи м и . М асала ш арти даги  биринчи  тенглам адан  х 3 ни, 
иккинчисидан  х 4 ни аж р а т а м и з  ва f(x) м ақсад  ф у н кц и ян и  (9.64) 
кўриниш да ёзам из. Н ати ж ад а  берилган  м асалан и  қўйидаги  
кўриниш га келти рам и з:

Xj = 10 -  х, -  2 х ,,
х4 = 6 - х , - х 2 (9.69)
/ ( X ) = (0 + 5 • х, + 0 • х2) • 1 + (5 + х, + х ,) • х, н- (0 + х, -  2х2) • х2

(9.69) д ан  к ў р и ш  м ум кинки,

О зод ў згар у в ч и л ар  (х!,х2) га нол қи й м ат бериб, бош ланғич 
базис ечим ини аниқлайм из:

А'(0) = (0;0;10;6),/(Лг(0)) =0
Энди

бўлганлиги сабабли  Xj ном аълум ни  базисга к иритам из. Б унинг учун

i a fc '0,L 5>o
2 дх}

сонни ан и қ л ай м и з ва
и{ = 5 -  х, + х2
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белгилаш  киритам из. (9.70) дан  х, ни аж рати б , базис 
ў згар у в ч и л ар н и  алм аиггирам из: 

х1=5 + х2 - и 1 (9.72)
Т опилган  Xj нинг қийм атини  м асаланинг ш артлари  ва м ақсад  

ф у н к ц и яга  қ ў ям и з ҳам да (9.71) ни (9.69) системага қўш иб ёзам из. 
Н ат и ж ад а  қ ўй и даги ларн и  ҳосил қи лам и з: 

х, -  5 + x2 + и,,
*,«5-3*,+,,,. (973)
x4 =  1 - 2 x 2 +  Ы,,
/ ( * 2.M,)=(25 + 5x2)* l+ (5 -X 2)*X2 +(0-М,)*Ы,

(9.72)-(9.73) м асаладаги  x2, и, озод ў згарувчи ларга  нол 
қ и й м ат  бериб, янги базис ечимни топам из:

Х(,} = (5;0;5;1;0), /(Х0)) = 25.

(9.73)дан кўринадики ,

i ^ M , 5>0.
2 дх2

Д ем ак, базисга х 2 ном аълум ни  ки ри ти ш  керак.

0 -m J’A s U\з 2 I 2
бўлганлиги  сабабли х 2 ни базисга киритиб , базисдан х 4 ни чиқариш  
керак. Д ем ак, х4 =l-2x2 + тен глам адан  х4 ни х2 га ал м аш тирам и з:

+^“' (9-74^

Ҳ осил бўлган  (9.74) тен глам ан и  янги системанинг биринчи 
тен глам аси  деб қарайм из. С ўнгра топилган  х 2 нинг қ и йм атини  
м асалан и н г ш ар т л а р и  (9.72) га м ақсад  ф у н к ц и я  (9.73) га қўйиб, янги  
систем анинг қолган  тен глам алари  ва  м ақ сад  ф ун кц и яси н и  ҳосил 
қилам из:

1 1 1
X ,  = ---------- Х4 + - М , ,

1 2 2 4 2 '

11 1 1 <417̂
*2 = у ~ 2 Х4 " 2 м”  * *

7 3 1
X , =  — +  - ж .  — м . ,

з 2 2 4 2 1

.  f l !9 9 9 ) i f 9 1 I ) f 9 1 5 )= +-а, j x, +|д + ?*4 J•«,.

Янги б ази с ечим. u ,=  0 да

^ } =9>o 
ди. 4
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Ш унинг учун  топилган  ечим  базис ечим  бўлм айди. Д ем ак, 
бази с ечим ни о п ти м ал л аш ти р и ш  керак . Б ун и н г учун  ни базисга 
киритам из.

Ги 1 е] 9
0 = mi n<— — бўлганлиги  сабабли

2 = т + т*« - 7“| (9.77)4 4 4
янги ном аълум н и  кири там и з. (9.77) дан  щ ни аж р ат и б , янги 
системанинг биринчи тенглам асини  ту зам и з:

+ (9-78)
(9.78)ни (9.75) ва (9.76) га қўйиб топам из:

23 3 2 х. = - -  - X, + -м 7,
' 5 5 5 -

Х,=-Лх 1и (9.79)
5 5 5
13 7 2JC, = — + — X, + —U,,

3 5 5 4 5 2 

ГГ Ч Г169 9/(*4."з) = 1 —--= 1 + (_ 5 5 Xl) 'T< + (~ s " 2) '" 2' (9-80)

Янги бази с  ечим  (и2 =  0 да):

169
5

(9.80)дан кўри н ади ки ,

=0, ^ M . Xj=0.
дХ> I dU2 J,,,.» 8X>

Д ем ак, X l3) учун  К у н -Т ак к е р  ш ар т л а р и  б аж ар и л ад и . Ш унинг 
учун  бу ечим  оптим ал  ечим  бўлади. Ш ундай  қилиб, м асаланинг 
оп ти м ал  ечим и:

' - ( т у т И

Б у  ечим ни  Б ар ан к и н -Д о р ф м ан  усули  бўйича топилган  ечим  
билан  солиш тириб, уларн и н г бир хил  эканлигига иш онч ҳосил 
қи ли ш  мумкин.
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Таянч сўз ва иборалар
К в ад р ати к  д а сту р л аш , к вад р ати к  ф орм а, м усбат аниқланган  

к в ад р ат и к  ф орм а, м ан ф и й  аниқланган  к вад р ати к  ф орм а, ном усбат 
ан и қлан ган  к в ад р ати к  ф орм а, ном анф ий аниқлинган  к вад р ати к  

ф орм а, аниқм ас к в ад р ат и к  ф орм а; каноник кўри н и ш д аги  к вад р ати к  
ф орм а, К у н -Т ак к е р  ш ар тлар и

Назорат саволлари

1. К в ад р ати к  д а сту р л аш  м асаласи  қан д ай  қ ў й и лад и  ва у 
чи зи қли  д асту р л аш  м асаласи дан  нима билан ф а р қ  қилади?

2. К в ад р ати к  ф орм а деганда ним ани туш ун аси з?
3. К в ад р ати к  ф ун кц и ян и н г пастга (ю қорига) қ авар и қ  

бўлиш лиги  нимага боғлиқ бўлади?
4. Қ ан дай  к в ад р ат и к  ф орм а м анф ий (мусбат) аниқланган  

к вад р ати к  ф орм а дей и лад и ?
5. А ниқм ас к в ад р ат и к  ф орм а қ ан д ай  бўлади?
6. К в ад р ати к  ф орм анинг каноник кўриниш и қан д ай  бўлади?
7. Н ом анф ий (номусбат) к вад р ати к  ф орм а Е вкли д  ф азо си д а  

кан д ай  ф ун кц и ян и  и ф од алай д и ?
8. К в ад р ати к  д а ст у р л аш  м асаласи  учун  К у н -Т ак к ер  

ш ар тл а р и  қандай  ёзи лад и ?
9. К в ад р ати к  д а ст у р л аш  м асаласини  ечиш  учун  Б ар ан ки н - 

Д орф м ан  усулининг ғояси ним а?
10. Б и л  усулининг алгори тм и  қандай?

МАСАЛАЛАР. 

1. Масалани 3-§ да изоҳланган симплекс усули буйича 
ечинг.

х, + 4х2 < 4 , 
х] + +х2 < 2, 
х, >0,х, >0,
Zmax = / ( х )  = 2xj + Зх2 -  2х\.

2. М асалани  Б ар ан к и н -Д о р ф м ан  у су л и  билан  ечинг.
х, +3х2 > 5,
2х, + 0.5х 2 >  2, 
х, > 0,х2 > О,

Zmin = 4х,2 +3х2.
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3. М асалани  Б и л  у су л и  бўйича ечинг.
х , -I- Зх2 ^ 9t 
3 x j +  2 х 2 < 1 2 ,  

х , >  0 , х 2 >  О,

Zmax = 5х, +6х, -х ,2 + х,х2 -х\..

4. М асалани  граф и к  усулд а, Б аран ки н -Д орф м ан  усули  бўйича 
ечиб, еч им ларини  солиш тиринг.

’ Зх, + 2х, <16, 
х, > 0 ,х 2 >0,

Zmax =8х, +10х2 -

www.ziyouz.com kutubxonasi



Ч и зи қ си з  д а сту р л аш  м асалаларин и , ж ум лад ан , қ авар и қ  
д а сту р л аш  ва к в ад р ат и к  д а сту р л аш  м асалаларин и  ечиш  учун  
ю қорида курилган  (V III, IX  боблар) усулларнинг асосини сим плекс 
у су л  таш ки л  этади , я ъ н и  оптим ал  ечим  р е ж а л а р  дан таш ки л  топган 
тўплам нинг бурч ак  н у қ тал ар и  орасидан  қидирилади. Лекин бу усул  
чек ли  им кониятга эга бўлганлиги учун  уни чек лам алари  ва м ақсад 
ф у н к ц и яси  м урак каб  ш ак лд а бўлган  м асалаларга  қ ўллаб  бўлм айди. 
Ш унинг учун бундай  м асалаларни н г оптим ал ечимини топиш да 
м ақсад  ф ункциясининг градиенти туш унчасига асосланган ва 
градиент усуллар деб атал у вч и  у су л л ар  кенг қўлланилади . Б у  
у су л л а р  ёрдам ида м асаланинг м ақсад  ф ункциясига м аксим ал  
(миним ал) қийм ат берувчи  н уқтага  градиент йўналиш и буйича 
ҳ а р а к а т  қилиб яқи н лаш и б борилади  ва ҳар  бир қ ад ам да 
ф ун кц и ян и н г м акси м ал  ўсиб (камайиб) бориш и таъм инланади . 
Г ради ен т у су л л ар  ёрд ам и да ҳ ар  қандай  чизиқли  бўлм аган  
дасту р л аш  м асаласини  ечиш  мумкин. Л екин, ум ум ий ҳолда, бу 
у су л л а р  м асаланинг ф а қ а т  м аҳ ал л и й  оптим умини беради. Ф ақ ат  
р е ж а л а р д а н  таш ки л  топган G тўп лам  қ авар и қ  бўлиб м ақсад  
ф ун к ц и яси  қ авар и қ  ёки  ботиқ бўлган  м асалалардаги н а град и ен т 
у су л  ёрд ам и да глобал (абсолю т) оптим ум ни топиш  мумкин. Ш унинг 
учун бу усулларн и  қ ав а р и қ  ва к вад р ати к  д асту р л аш  м асалаларин и  
ечиш га қў лл аш  м ақсадга м увоф иқдир. Л екин ш уни қай д  этиб ўтиш  
к еракки , градиент у су л  бўйича оптим ал  нуқтага ж у д а  секин ли к  
билан яқи н лаш и ш  м умкин. Ф а қ а т  айрим  хусусий  ҳоллардагина, 
м асалан , бу усулн и  ч и зи қли  д асту р л аш  м асалаларига қўллаган да 
оптим ал  ечим га чекли  сондаги и тер ац и я  ёрдам ида эриш иш  мумкин.

Д арсликнинг у ш бу  бобида к вад р ати к  ва қ авар и қ  д асту р л аш  
м асалалари га  гр ад и ен т усулни  қ ў лл аш  ва унга доир баъзи  қўш им ча 
ту ш у н ч ал ар  ва м аса л ал а р  билан  таниш ам из.

1 - §. Ф ункция градиенти тушунчаси

п ўлчовли  Е вкли д  ф азо си  Еп нинг бирор соҳасида ў злари н и н г 
биринчи тартибли  хусуси й  ҳоси л ал ар и  билан биргаликда у зл у к с и з  
булган ф у н к ц и ял ар  тўп лам и н и  С' билан белгилайм из.

п  ўлчовли  f e  С' ф ункц и ян и н г градиент п р о ек ц и ял ар и

л ар  дан  и борат бўлган  вектор  устун  бўлиб, grad f  ёкиСл I СЛС 2 £ЛС,,

V / сим воллар орқали  белгиланади  ва қуйидагича аниқланади :
g ra d  / =  Vf =  ( d / d x j  ex+ ( d f / d x 2) ё2+  + ( d f / d £ 2) enf бу ерд а e,,

2, ё„ ортлар , Vf сим вол "набла f" деб ўқилади.
Градиентни  координата ўқлари га п роекц и ялари  орқали
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қуйидагича иф одалаш  мумкин:

/ =  Vf(X)  =

f(X)= f ( x t, x,, x n) функциянинг берилган X° нуқтадаги  
градиенти

Vf(x°)
dx2 3cn

кўриниш да ёзилади.
Берилган X? нуқтада f(X)  функция дан градиент йўналиши  

бўйича олинган ҳосила энг катта қийматга эриш ади ва

га тенг бўлади. Демак, бундан градиент йўналиш и бўйича олинган 
ҳосила энг т ез  ўсиш  йўналиш идир деган хулосага келиш  мумкин.

f(X) функциянинг Х° нуқтадаги градиенти V f(X°) нуқтадан  
ўтувчи юксаклик сирти (f(X )=const) га перпендикуляр бўлади.

v f(x ° ) - {  ^ (* 0) * i X °}■ { A, ’ дхп
вектор f(X)  функциянинг X° нуқтадаги тезлик билан камайиш  
йўналиш ини кўрсатади ва унинг Х° нуқтадаги антиградиенти деб 
аталади.

Агар Х= (xlt х 2, х п) нуқта f(X) функциянинг стационар 
нуқтаси бўлса Vf(X)= 0 тенглик бажарилади.

Ю қорида f(X) функциянинг берилган Х° нуқтада градиент 
йўналиш и бўйича олинган ҳосиласи ҳақида гапирдик. Буни 
тасаввур қилиш  учун n ўзгарувчили f(X)eC'  ф ункциядан ихтиёрий  
S= (Sj, s2, Sn) йўналиш  бўйича олинган ҳосила туш унчасини  
киритамиз.

Берилган Х° нуқтада f(X)= f ( x v х 2> хп) еС' ф ункциядан S= 
(Sjt s2, sn) ( Js|| = 1) йўналиш и бўйича олинган ҳосила қуйидаги 
лимит орқали аниқланади:

|W = 1.
cS л r "

л & (Х °)  Г - ,  к -  # ( X °)Агар — — - (j = \,n) ҳосилалар м авж уд бўлса, у  ҳолда ———
С &

ҳосилани қуйидаги ф ормула ёрдамида топиш мумкин: 
tf(X°) df(X°)_ , df(X°)_ , df(X°)

Я  дх, 1 дх2 2 дх„ ”  (1 0 .1 )

J,2 + s 2 + ... +  j 2 = COS2 JC, + cos2 x2 + cos2 x„ = 1.

Агар f(X ) функция X° нуқтада диф ференциалланувчи
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af / уОч
ф у н к ц и я  бўлса, и х ти ёр и й  S  (l|S||=l) учун — —— м авж уд  бўлади

cS
ҳам д а

е р - ( г м * ,
ўри н ли  бўлади. Х ақ и қ атд ан  ҳам  ихти ёри й  кичик  Л>0  учун

f(X° +  >5) - f(X°) =  (V f(X°), (X°+XS -  X 0)) +  0(||X°+XS - X°||). 
Б у н д ан  f(X°+XS) =  f(X°) +  l (V  f(X°), S) +  0(||XS||) ва

Л М - Л П  = ljm W ( Z ! M l « W l S ) .A-..0 Л Л

Маълумки,  (V f(X°), S)=||V  f(X°)|| ||S|| cos (V f(X°),S).

Д ем ак , =|| Vf(X°)\| ||S|| cos ( Vf(X°), S).

Б ун дан  к ўри н ади ки , f(X)  ф ун к ц и яд ан  X° нуқтада S йўналиш  
буйича олинган ҳосила cos (V f(X°), S) =  1 бўлганда м аксим ал  
қийм атга эриш ади. Д ем ак, S  йўн али ш  Х° нуқтадаги  f(X)  
ф ун кц и ян и н г V f(X°)  градиенти  й ўналиш и билан бир хил бўлганда
■у/ у0\
——— м аксим ал  қийм атга эриш ади. Ш унинг учун  ҳам  град иентсЬ
бўйлаб й ўналиш  f(X)  ф ун кциянинг Х° нуқтадаги  энг те з  ўси ш  
йўн али ш и  бўлади. Х удд и  ш унингдек, анти гради ен т бўйлаб й ўн али ш  
f(X)  ф ункциянинг Х° н уқтадаги  энг те з  кам айиш  й ўн али ш и  
бўлиш ини к ў р сати ш  мумкин.

1 м исол. f(X)=xf +2х] ф у н к ц и яд ан  Х°=(3;4) нуқтад а

/тVf
Е чиш . Энг а в в а л  — — - ( /  = 1,2) қи й м атларн и  аниқлайм из:

& i  |(3:4) -  2 jC , l „ .4 ,  -  6 ;

| r L  =/Ч м>=1(*
С ўнгра (10.1) ф о р м у л а дан  ф ой д алан и б  топамиз:

« ^ Вб .1 +1 б 4 - 4 .dS V2 V2 л/2
Б у  н ати ж ан и  (10.2) га асосан  ҳам  топиш  мумкин:

, (||S||=1) й ўн али ш и  бўйича олинган ҳосила топилсин.
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2 - м исол . f(X)=  3xf + 2x2 ф ун кц и ян и н г  X° =  ( 1; 2 ) н у қ тад аги  
энг т е з  ўсиш  й ўналиш и аниқлансин .

Е чиш . М аълум ки , f (X)  ф у н к ц и ян и н г Х° н у қ тад аги  энг те з  
ўсиш  йўналиш и:

S =  Vf(X°).
Д ем ак,

I а , ’ а2 J
Ж а в о б . S = (6,8)' й ўн али ш и  берилган  f(X)  ф у н кц и ян и н г Х° =(1;2) 

н уқтадаги  энг те з  ўсиш  й ўн али ш и  бўлади.
3 м исол. f(X)=3xf +2х2 ф у н кц и ян и н г X°=(3;4) н уқ тад аги

^ (ArO}
— —— <0 ш ар тлар н и  қ ан о атл ан ти р у в ч и  барча S  й ў н ал и ш л ар<т>
топилсин.

Е чиш . S= (X  - Х°)=(х,-3; х г-4).
ттт „ #(Ҳ') .Ш артга к у р а  - <0, дем ак

cS
( Vf(X°), S)  <0,

Д ем ак,

Б ун дан

^ р - =  ((6; 16)', (х,-3; х г-4)) * 0 .

6 (х,-3) +16(хг-4) <0,
еки

3>,+8^-41<0
тен гси зли кн и  қан оатлан ти рувчи  ҳ ар  қ ан д ай  н у қ тал а р  тў п л ам и  
#(Х°)  „— — - < 0 қ ан о атл ан ти р у в ч и  и ўн али ш ларн и  аниқлаиди . cS

2 - §. Мумкин бўлган йўналишлар 
1 - таъриф. Ш ундай  А сон м ав ж у д  бўлиб, ҳ ар  қ ан д ай  Ле[0,  A ] 

учун  X°+ASeM  ўри н ли  бўлса, Х°еМ  н уқ тад ан  бош ланадиган  
й ўналиш  мумкин бўлган йўналиш деб аталад и .

Ш ун д ай  қилиб, м ум кин  бўлган  йўн али ш н и  қуй и даги ч а 
и зоҳлаш  мумкин. А гар S  м ум кин бўлган  й ўн али ш  бўлса, бу 
й ўн али ш  бўйича Х° н уқ тад ан  бош лаб м асоф ага си лж и ш
н ати ж аси д а  топиладиган  Х° +XS н у қта  ҳам  М тўп лам га  тегиш ли  
бўлади. Ш а к л д а  кўрсати лган  Sj м ум кин  бўлган  й ўналиш , S 2, S 3
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м ум кин бўлган  й ў н ал и ш  эм ас (10.1 -  ш акл). А гар Х° М тўплам нинг 
ички  н у қ таси  бўлса , ундан бош ланадиган  ихтиёрий  й ў н ал и ш л ар  
мумкин булган йўналишлар бўлади.

1 - теорема. А гар М тўп лам
gi(X) < 0 (i =  £m)

тен гси зл и кл ар  о р қ ал и  аниқланган  тў п л ам  бўлиб, ва  д/Х °)=0
ш артн и  б а ж а р у в ч и  i и н декслар  тўп лам и  l (Х°) бўлса, у  ҳолда 

(V gi(X°),S) +  8 < 0, ( ie  I(X 0)) (10.2) 
тен гси зл и кл ар  систем асини  б а ъ зи  б >  0 да қ ан оатлан ти рувчи  s 
й ўналиш  м ум кин булган  й ўналиш  бўлади.

Исботи. Б у  ер д а  икки  ҳолни кўрам и з:
а) i e  I (Х°). Б у  ҳолда gt{X°)<0.

Х° н уқ тад ан  ихти ёри й  S й ўн али ш  бўйича етарли  д а р а ж а д а  
қисқа £ >  0 м асоф ага си лж и ш  н ати ж аси д а  бу тен гси зли к  
бузилм айди . Д ем ак , S  й ўналиш  м умкин бўлган йўналиш  бўлади.

б) i e  I(X°). Б у  ҳолда S (10.2) ш артн и  қаноатлантириб, м ум кин 
бўлган й ў н ал и ш  бўлм асин  дейлик. У  ҳолда ихтиёрий  Л>0 у ч у н

gt(X°+AS)>  0
тен гси зли к  ўр и н л и  бўлади.

9i(X°)=0, i e  I(X°) 
бўлгани  учун, и х ти ёр и й  А>0 да

j (g , {X°+AS)  - gt{X°)) > 0  ( i e  I(X°))
ва

|{ю 8,(Х » ,Д 8 ) .8,(Х») булади.

Б у  эса  (10.2) ш артга зи д  н ати ж ади р . Д ем ак, S  й ўн али ш  
м ум кин бўлган  й ў н ал и ш  бўлади.

2 -  теорема. А гар Х °еМ  н уқтад аги  S  йўналиш  м ум кин бўлган  
й ўн али ш  бўлса, у  ҳолда ҳ ар  қан д ай  i e  I(X°) учун

(Vg,<X°)J)<0  (10.3)
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И сботи . Т еорем ан и  теск ар и  м у ло ҳ аза  қи ли ш  й ў л и  билан исбот 
қиламиз. Ф а р а з  қ илайлик, S  м ум кин  бўлган  й ў н ал и ш  бўлиб, 
ш ундай i e  I ( X ° )  м авж у д  рўлсинки, унда

( V g t{X°),S)> О 
бўлсин. У ҳолд а  и хти ёри й  кичик  Я сон учун

д{(Х°+АЯ) - gt(X°)= ( F g /X °), AS)+0(A)=A( F g /X ° ) ,S )+  0(A)>0 
Б ундан  g/X°)=0 ( i e  I(X°)) бўлганлиги сабабли: 

gi(X°+AS)>0 ( i e  I(X°)).
Б у  тен гси зли к  эса  S йўналиш нинг м ум кин бўлган й ўн али ш  

эм аслигини кўрсатад и . Б у  эса теорем а ш арти га зид. Д ем ак  S  
йўналиш  м ум кин  бўлган  йўналиш  бўлиш лиги  учун  (10.3) ш артн и н г 
баж ари ли ш и  за р у р  экан.

3 - т е о р ем а . А гар  М тўп лам
g J(X )= a iX -b i<0, (1= й г )  (10.4)

тен гси зли клар  систем аси  орқали  аниқланган  тўн лам  бўлиб,
g i(X°)=0, Х °е М

ш артларн и  к ан о атл ан ти р у в ч и  i и н декслар  тў п л ам и  I(X°) булса, у 
ҳолда S й ў н ал и ш  X° н уқтад аги  м ум кин бўлган йўналиш  бўлиш и 
учун ҳар  қ ан д ай  ie  I(X°) да

(а„ S)<0 (10.5)
тенгсизликнинг б аж а р и л и ш и  за р у р  ва етарлидир .

И сботи. З а р у р л и ги . Ф а р а з  қ илайлик, Х° н у қ тад ан  чиқувчи  S  
йўналиш и м ум кин  бўлган  йўналиш  бўлсин. У ҳолда и хти ёри й  ки чи к  
A>0 сон учун

gjfX°+AS) = aJXO+AS) - Ъ,<0 (i=\J*)  
тенгсизлик  ўр и н л и  бў-чади. Б ундан

a ^ + A f a ^ S )  -  Ъ, <0,
ёки

(а(Х° - b, )+A(aitS) < 0.
Б ун да а,Х° - Ъ{=0 ( i e  ЦХ0)) бўлгани учун  

MaifS ) < 0
тен гси зли кд ан  А>0 га асосан

(ai, S ) < 0 ,  (ieI(X°)) .

Е та р л и л и ги . Ф а р а з  қилайлик, ихти ёри й  г учун  (aifS) < 0 
баж арилсин . У  ҳолда и к ки  ҳолни кўри ш  мумкин:

1) i 0  I (Х°). Б у  ҳолда а{Х° - bt< 0  ва Х° н у қтад ан  и хи ти ёри й  S 
йўналиш да е т а р л и  д а р а ж а д а  қисқа м асоф ага си лж и ш  н ати ж аси д а  
бу тенгсизлик  бузи лм асли ги  мумкин.
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2) i e  I(X°). By  ҳолда и хти ёри й  кичик  Л>0 сон учун 

gJX°+AS) = а^ХР+ЛБ) - bt=  (а,Х° - Ь{) +  Ц а ^ )  < 0 . (10.6)

Ш артга  к ў р а  a tX° - Ь<=0 ва (aitS ) < 0 .  Б ун дан  (10.6) тенгсизлик 
и хти ёри й  к и чи к  Л>0 сон да S йўналиш нинг Х° нуқтадаги  мумкин 
булган  й ў н али ш  эканлигини  курсатади . Ш у билан теорем а исбот 
бўлди.

3 - §. Функциянинг шартсиз экстремумини градиент усуллар 
б и л а н  а н и қ л а ш

Ф а р а з  қ и лай ли к , ди ф ф ер ен ц и ал л ан у вч и  чизиқсиз 
ф ункц и ян и н г ш ар тси з  экстрем ум ини топиш  м асаласи  қўйилган  
бўлиб, X* нуқта f(X)  ф ун к ц и яга  м аксим ум  қийм ат берувчи нуқта 
бўлсин.
Г радиент усул  билан  ана ш у  
эк стрем ал  X* н уқтани  
қидириш  м асаласи  қ у й и д а- 
гича ҳал  қилинади: ихтиёрий  
Х° нуқта олинади  ва бу 
нуқтад а топилган  V f(X°) 
градиент ёрд ам и да f(X)  
ф ункциянинг м аксим ум
те зл и к  билан ўсиш  йўн али ш и  
ани қлан ади  (10.2 ш акл). Б у  
йўналиш  бўйича м аъ л у м  бир 
Лг қадам га силж иб X 1 нуқтага 
ўтилади. С ўнгра V / ( X 1) 
градиентни  ҳисоблаб X 1 н уқ тад ан  бош лаб f(X)  ф ункциянинг м акси
м ал  тезл и к  билан  ўси ш  й ўн али ш и  аниқланади . Б у  йўналиш  бўйича 
X 1 нуқтад ан  Л2 м асо ф ага  си л ж и ш  н ати ж аси д а  X2 нуқтага ўтилади  ва 
ҳоказо. А на ш ун дай  й ўл  билан  ж а р а ё н  X* нуқта топилгунча 
такрорланади .

Ш аклда X* н у қ тан и  қидириш  тр аек то р и яси  курсатилган  
бўлиб, у  ш ундай  Х°, X 1, X 2,. , Х* к етм а-к етл и к д ан  иборатки, 
унда

f(X°) <  Д Х 1) < <  f(Xk) <  (10.7)
ўринли  бўлади. Б у н д а  Xfc н уқ тад ан  Xk+I н уқ тага  ўти ш  учун 

Х =  Хк + Л Ғ / ( Х к) (10.8)
тўғри  чизиқ  бўй лаб  Л қадам га силж иш  керак. Л соннинг қийм ати  
Л=Лк аниқланганда

Х к+'= Xk+AkVf (X k)
нуқта топилган бўлади .
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Г р ад и ен тга  асосланган  к ў п  у су л л а р и  би р-б иридан  асосан  Л=Лк 
ни тан л аш  усуллари  билан ф а р қ  қилади . М асалан , бир н уқ тад ан  
и ккинчисига ўти ш д а ҳар  доим  бир х и л  м асоф ага кўчиб  бориш  
м ум кин, я ъ н и  ихтиёрий  к да

Х ^ г =  Xk+ A V f ( X k).
А гар  Xk+I нуқтада f (X)  ф у н к ц и ян и н г  ўсиш и таъ м и н л ан м аса , 

ян а  қ ай та д а н  Хк нуқтага қай ти б , Л нинг қийм ати  (м асалан , Л /2 )  
кам ай ти ри лади . Б а ъ за н  Лк ни  | V /(Х*)| га пропорционал  қилиб 
тан лаб  олинади.

О п ти м ал  нуқтани  қ и д и р и ш  ж ар аён и н и н г ҳ ар  бир қад ам и да 
f(X)  ф у н кц и ян и н г ў згари ш и  (ўсиш и) текш и ри ли б  борилади. А гар к 
қ ад ам д ан  сўнг f(X) ф у н кц и ян и н г ўсиш  м иқдори олдиндан  берилган  
кичик  8>0  сондан ортм аса, н у қ тан и  қи ди ри ш  ж ар аён и  ту гати л ад и  
ва f(X)  ф у н кц и ян и н г эриш ган  /fX ^) қ и й м ати  унинг оп ти м ал  қий м ати  
ва X* н у қ тан и  эса оптим ал  X* н у қ та  деб қаб ул  қилинади.

А гар f(X)  ф ун к ц и я  қ а в а р и қ  ёки  ботиқ ф ун к ц и я  бўлса, X* 
нуқтанинг экстрем ум  н у қ та  эканлигининг за р у р и й  ва ет ар л и л и к  
ш ар ти

Vf(X*) = 0 (10.9)
бўлади.

Ю қорида изоҳланган  у су л  ф ункциянинг ш ар тси з  
эк стр ем у м и н и  топиш да энг кўп  қў лл ан и л а  диган град и ен т 
у су л л а р д а н  бири бўлиб, у  ф у н к ц и я  қийм атини  те зл и к  билан  
к ў тар и ш  (агар  X* н уқ тад ан  X k+1 га V f (Xk) градиент й ў н ал и ш и  
буйича си л ж и ш  н ати ж аси д а  ўти лса) ёки  ф у н кц и я  қи й м ати н и  
те зл и к  билан  п асай ти ри ш  у су л и  (агар  Хк нуқтад ан  Xfc+J га 
ан ти гр ад и ен т  (- V f(X^)) й у н ал и ш  бўйича си лж и ш  н ати ж аси д а  
ўти лса) деб аталад и .

Т езл и к  билан кў тар и ш  у су л и  бўйича X* нуқтадаги  V f (Xk) 
град и ен т топилгандан  сўнг

Х =  Х*+ Л Vf (X k)
тў ғр и  чи зи қ  бўйлаб си лж и б бориб, ш у  й ун али ш д а f(X)  ф у н к ц и яга  
энг к а т т а  қ и й м ат  берувчи  Х ^ 1 н у қ та  топилади. С ўнгра бу н уқ тад аги  
F / f X ^ 1) гр ад и ен т  ҳисобланади ва

Х =  Х ^ Ч -Я ^ , F / f X ^ 1) 
тў ғр и  ч и зи қ  бўйлаб силж иб бориб, уш бу  йуналиш да f(X)  ф у н к ц и яга  
энг к а т т а  қи й м ат  берувчи  Х1̂ 2 н у қ та  топилади  ва ҳ.к. Б у  ж а р а ё н  
f(X)  ф у н к ц и яга  энг к атта  (м аксим ал) қи й м ат берувчи  X* н уқ та  
топилгунга қ ад ар  давом  этти ри лади . Ҳ ар  бир X* н уқтадан  Хк*'= Хк+  
Лк V /fX^) н у қ тага  ўти ш  н ати ж аси д а  f(X)  ф ункциянинг қийм ати  

А f(Xk) =  f f X ^ 1) - f ( & )  =  f (Xk +  X j ( # ) )  - f ( X k) Г
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- f  |дг* +я, +л‘ )...х- +л (ю.ю)
м иқдорга ўзгаради .

(10.10) дан  кўри н ад и к и , ф ункциянинг А /  орттирм аси  Лк нинг 
ф у н к ц и яси д ан  иборат. Ш унинг учун f(X)  ф ункциянинг Vf(Xk) 
й ўн али ш д аги  м акси м ал  қийм атини топиш  учун  А /  (A J ф ун кц и яга 
м акси м ал  қийм ат берувч и  Лк сонни топиш  м асаласини  ечиш  керак. 
Б о ш қач а  айтганда Vf(X^) йўналиш  бўйича ш ундай  Лк м асоф ага 
си лж и ш  керакки , н а т и ж а д а  А /  (Лк) ф ун к ц и я  м аксим умга эриш син. 
Лк нинг қийм ати  қуй и даги  тенглам ани  ечиш  н ати ж аси д а  топилади:

dAh
=  0 . ( 10.11)

(10.10) ни Лк б ўй и ч а ди ф ф ерен ц и аллай м и з:

^ д ^ =£И ^)£И 1)+ = {vnx"),vax‘)). (Ю.12)А, <Эг, А„ ск„
Б унда ( 10.11 ) га асосан

dXk
тенгликка эга бўлам из. (10.13) иф ода Хк ва Х**1 н уқталардаги  
градиентни  ўзаро  ортогонал  бўлиш и кераклигини  кўрсатад и  
(10.3-ш акл).

(10.13)

4-§. Қавариқ дастурлаш масаласини ечиш учун градиент усуллар. 
Тезлик билан кўтарилиш усули

Ф а р а з  қ и лай л и к , чи зи қси з д асту р л аш  м асаласи  қуйидаги  
кўриниш да берилган  бўлсин:

9i (х > х г> • >хп) < Ъ { i = 1т, (10.14)
Xj>0, j  =1^, (10.15)
Z =  f  ( x l9 х 2, , x n) - > m a x .  (10.16)

Б у  ерда (10.14)-(10.16) ш артларн и  
тўп лам  қ авар и қ  тў п л а м  ва  Z =  /  ( x lt x z,

қ ан оатлан ти рувчи  G 
х п) ботиқ ф у н кц и я
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бўлган  ҳолни  кўрам из. Б ун д ан  та ш қ а р и  f(X)=  f (x 1? х 2,...х n), &(х1э 
х 2, xn) ф у н к ц и я л ар  у зл у к си з , д и ф ф ер е н ц и ал л ан у в ч и  бўлиб, G 
тўплам нинг и чки  н у қ тал ар и  м ав ж у д  деб ф а р а з  қилам из.

Г ради ен т у су л  ёр д ам и д а f(X)  ф у н к ц и яга  м аксим ал  
қи й м ат берувч и  X*eG  н уқ тан и  топиш  ж а р а ё н и  билан  таниш ам из. 
М асалан и  еч и ш  ихти ёри й  X °eG  н у қ тад ан  бош ланади. И тер ати в  
ж а р а ё н  н ати ж аси д а  Хк н у қтад ан  Xfc+I н у қ тага  ў ти ш  учун  Xfc 
н уқ тад ан  бош ланувчи  ш ун дай  sk м ум кин  бўлган  йўналиш ни  
ан и қ л ай м и зки , ихти ёри й  ки чи к  Лк>0  сон учун  Х к +  Лк sk нур  G 
тўп лам га теги ш ли  бўлсин. Б ун да  Лк сон X* н у қ тад ан  sk й ўн али ш  
бўйича си л ж и ш  м асоф аси дан  иборат. У ни ан и қ л аш  учун  ту р л и  
усу л л ар  м авж уд . М асалан , Лк ни қ у й и даги ч а ан и қ л аш  мумкин:

Лк= т ш  (X, Л"),
бу ер д а  Л' сон Xfc+  Лк S k н ур  билан  G  тўп лам н и н г кесиш ган 
н уқ таси га  мос келувч и  Лк нинг қийм ати , Л" эса ф ункц и ян и н г Х к +Лк$£ 
нурдаги  м аксим ум ига мос к елувч и  Лк нинг қиймати. Д гар  Ак—>°с 
бўлса, берилган  м асаланинг м ақсад  ф у н к ц и яси  (10.16) ю қоридан 
чегаралан м аган  бўлади. А кс ҳолда, навбатдаги , яъ н и  Xk+1=Xk+Aksk 
н уқтага ўтилади .

М а в ж у д  градиент у су л л а р  би р-б и ри дан  sk йўналиш ни  ва Лк 
п ар ам етр н и  тан лаш  у су л л ар и  билан  ф а р қ  қилади. М асалан , 
оптим ал  ечим  томон тезл и к  билан  к ў тар и л и ш  усулида XkeG 
н у қтад ан  Xk^l eG га sk й ўн али ш  бўйича си лж и ш  н ати ж аси д а  
ўти лган д а  Z=f(X)  ф у н к ц и я  қийм ати  AZ— Лк sk м иқдорга ў згар ад и  
(ортади), sk йўналиш ни  ш ундай  тан л аш  к еракки , бу й ўналиш даги  
AZ нинг қий м ати  м аксим ум  бўлсин. М аъ лу м к и  (2-§), агар  Хк G  
тўплам нинг ички  нуқтаси  бўлса, бу н уқ тад ан  бош ланувчи  ва 
берилган  f(X)  ф ун кциянинг м акси м ал  ўсиш ини таъм и н ловч и  sk 
й ўн али ш  ЦХ к) градиент й ўналиш дан  иборат бўлади, я ъ н и  sk 
= Vf(Xk), Xke G  (ички нуқта). Д ем ак, бу ҳолда Хк нуқтад ан  Vf(Xk) 
град и ен т бўйлаб Лк м асоф ага си лж и ш  н ати ж аси д а  f(X)  ф у н к ц и яга  
уш бу й ўн али ш д аги  энг катта  қи й м ат  берувчи  X k*1eG  н уқтага  
ў тилади :

Хк*1= Х Ч -Л л .
X* н у қ т а  G тўплам нинг чегарави й  нуқтаси  бўлиб, Vf(^)  

градиент ш у  тўплам д ан  таш қар и га  й ўналган  ҳолда навбатдаги  
Xk~hl eG  н у қ тага  Vf(X^) градиент й ўн али ш и  бўйлаб си л ж и ш  
н ати ж аси д а  эри ш и ш  м умкин эм ас, чунки  бу й ўналиш  м ум кин 
бўлган  й ўн али ш  бўлм аслиги мумкин. Б у  ҳолда f(X)  ф ункц и ян и н г 
м акси м ал  ўсиш ини ҳам да Х^+Я^^ нурнинг G тўплам га теги ш ли  
бўлиш ини  таъ м и н ловч и  sk йўналиш ни ан и қ л аш  к ер а к  бўлади.

А гар  топилган  Xk+I=X k+Afcsfc н у қ тад а  f(X)  ф ун к ц и я  м аксим умга
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эри ш са, оп ти м ал  қ и ди ри ш  ж а р а ё н  тў х тати л а д и , ак с  ҳолда Х**1 
н уқтага бош ланғич н у қ та  деб  қ араб , ю қорида қ ай д  қилинган  ж а р а ё н  
ян а  қ ай тад ан  такр о р л ан ад и . У муман, бу ж а р а ё н  м асаланинг 
оптим ал  ечим и X* топ и лгун ча ёки  м ақсад  ф ункц и ян и н г чек ли  
м аксим ум га эга эм аслиги  ан и қлан гун ча такрорлан ад и .

10.4 -  ш акл.
Қ авари қ  д а ст у р л аш  м асаласи н и  градиент усул  билан ечиш  

ж ар аён н и  ю қоридаги 10.4-ш ак л  ёр д ам и да кўрсатам и з. Б ун д а  
ч ек лам ал ар и  чи зи қли  бўлиб, м ақсад  ф у н к ц и я  ботиқ булган м асала 
тасвирланган . Ш ак лд а  G  тў п л ам  қ ав а р и қ  тўп лам д ан  (OABCD  
кўпбурчакдан) иборат ва Х° eG ички  нуқта. Б у  н у қтад ан  Vf(X°) 
градиент бўйлаб йўн али б  X 1 нуқтага ўтам из. Н авбатдаги  нуқтага 
VffX1) градиент й ў н ал и ш  бўй и ча ў ти ш  м ум кин эм ас, чунки  G 
тўп лам д ан  таш қари га  чиқиб к ети ш  мумкин. Ш унинг учун  ш ун дай  
йўналиш ни  ан и қлаш  к ер а к к и , у  X l+AjS, нурни  G тў п л ам д ан  
таш қар и га  чиқиб кетм асли ги н и  ва f(X)  ф ункц и ян и н г м акси м ал  
ўсиш ини таъм инласин . Б у  й ў н али ш  Vf(Xl) градиент билан  энг 
ки чи к  бурчак  та ш к и л  қ и л у в ч и  sl векторн и  аниқлайди .

А налитик  н у қ таи  н а з а р д а н  бундай  вектор  VffX1) ва  s t 
векторларнинг ск а л я р  к ў п ай тм аси н и  м аксим ум  б ўли ш ли к  ш арти д ан  
топилади:

m a x  ( Vf(Xl) , S]) >  0.
Ш аклда Sj вектор  G  тўп лам н и н г ч егараси  (АВ) билан  у ст м а - 

уст  туш ади. К ейинги қ ад ам л а р д а  чегарави й  тўғри  чи зи қ  А В бўйлаб 
f(X)  ф ун кц и я энг к а т т а  қи й м атга эри ш гун ча силж иб борилади.

Ш аклда кў р и н ад и к и , В н у қ тад а  (уни X 2 билан  белгилайм из) 
f(X)  ф ун к ц и я Si й ў н ал и ш д аги  ҳ а р  қ ан д ай  н у қ тал ар га  нисбатан  энг 
к а тт а  қийм атга эриш ди. Б у  н уқ тад ан  навбатдаги  н уқтага ў ти ш  учун  
Vf(X2) градиент бўйлаб  й ў н ал и ш  м ум кин  эм ас, чунки  б у  ҳолда G 
тўплам д ан  четга чиқиб к ети ш  мумкин. Ш унинг учун

тах(  Vf(X2), s2) > 0 
ш артн и  қ ан о атл ан ти р у в ч и  s2 й ў н ал и ш  топилади. Б у  й ў н али ш  G 
т5ш ламнинг чегараси  ВС билан  у ст м а -у с т  туш ади . Ш аклд ан  
кўринадики , X3 н у қ тад а  f (X)  ф у н к ц и я  s2 йўналиш даги  энг к атта
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қийм атга эриш ди. Б ун дан  та ш қ а р и  X3 н уқ та  f(X)  ф у н к ц и яга  G 
тўп лам д а энг к атт а  (оптимал) қ и й м ат берувчи  нуқтадир , чун к и  бу 
н у қ тад ан  Vf(X3) град иент ш у  н у қтад ан  чи^увчи  ва G тў п л ам д а 
ётувчи  и хти ёри й  вектор  билан  ўтм ас бурчак , чегаравий  чи зи қ  ВС 
билан у стм а-у ст  туш ган  s3 вектор  билан эса 90° л и  бурч ак  таш к и л  
қилади. Ш унинг учун

(Vf(X3), s3)=0 (10.17)
тенглик баж ари лад и . Б у  тенглик  X3 н у қ тад а  f(X)  ф ун кц и ян и н г 
м аксим ум га эриш ганлигини  кўрсатади . Ш ундай  қилиб X3 н у қ тад а  
f(X)  ф у н к ц и я  оптим ал  қийм атга эриш ади , X3 нуқтанинг 
коорди н аталари  эса берилган  м асаланинг оптим ал ечим ини 
аниқлайди.

Энди қ ав ар и қ  д а сту р л аш  м асаласи  (10.14)-( 10.16) ни град и ен т 
у сул  билан ечиш  ж ар аён и н и  ан ал и ти к  рави ш да тасви рлай м и з. 
Ф а р а з  қи лам и з, оптим ал ечим ни қидириш  ж ар аён и  G тўплам нинг 
ички  Х° н уқтаси дан  бош лансин. У ҳолда X*eG оптим ал 
ечим га, ю қорида кўрсати лган дек , градиент бўйлаб йўналиб бориб 
эри ш и ш  мумкин. Л екин бунда

Xfc+J =Xk+AkVf(Xk) 
нурни  аниқловчи  Лк ни тан л аш  ш у билан қийинлаш адики , ундаги 
Х * ^ е  G бўлиб, f(X k+l) м иқдор f(X) ф ункциянинг Vf(Xk) й ўналиш даги  
энг к атт а  қийм атидан  иборат бўлиш и керак. Д ем ак, Xk+1 нуқтанинг 
к оорди н аталари  (10.14)-(10.15) ш ар тлар н и  қаноатлантириш и к ерак , 
яъ н и

g,{xk + Akvf {x k)) <bn / = г^, (1018)
X k + AkV f ( X k) > 0 .

Б у  систем ани  ечиш  н ати ж аси д а Лк нинг ш ундай  м ум кин 
бўлган  қ и й м атл ар  оралиғи  [А'к, Л"к ] аниқланадики , ундаги ҳ ар  бир

[ X Х \  ] учун Xk+l eG бўлади. Т ш т л га н  оралиқдаги  Лк л ар  
орасида кўйилган  ш ар тлар н и  қаноатлантирувчи  Лк ни топиш  учун  
қуйдаги  тенглам ани  ечам из:

( Vf(Xk+Ak Vf(Xk)), Vf(xk)) =  0. (10.19)
Б у  тенглам анинг Лк e  [A'kf Л"к J ечим ида Xfc+26rG ҳам да f (Xk+1) 

м иқдор f(X)  ф ункциянинг pJffX^ йўналиш даги  энг катта  қийм атдан  
иборат бўлади.

А гар Лк*0 [Л'к, Л"к ] бўлса, Ак*=А"к деб қаб ул  қилинади.
Б ун дай  Лк* га мос к елувч и  Xk+I нуқта G тўплам нинг чегара си да 
ётади.

А гар оптим ал  қидириш ни G тўплам нинг чегаравий  X* 
н уқтасидан  бош ласак  ёки , агар  қидириш  траектори яси н и н г 
навбатдаги  н уқтаси  G тўплам нинг чегарасида ётса, оптим ал  
қидириш ни давом  этти ри ш  учун  ш ундай sk йўналиш ни  ан и қлаш  
керакк и , у  биринчидан, уш бу нуқтадаги  Vf(Xk) град и ен т
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йун али ш д ан  ф а р қ л и  бўлиш и керак, иккинчидан , бу йўн али ш  
бўйича Лк м асо ф ага  си лж и ш  н ати ж аси д а эриш илган  Xfc+1 н уқта  G 
тўп лам га теги ш ли  бўлиш и керак. А на ш у  ш ар тлар н и  қ ан - 
о атл ан ти р у в ч и  sk йўналиш  қуйидаги  м атем ати к  д асту р л аш  
м асаласи н и  еч и ш  о р қ ал и  топилади:

g / s j  < 0 , i e l , (10.20)
Тк =( VftX*), sk) -> max,  (10.21)

буерда I қ у й и даги  ш а р т л а р  ўринли  бўлган i индекслар  тўплам и:
g /X ^  =  bf, i =  Цп 

k l  =  1, Sk =  ( s k„  ..., s* J  (10.22)
k l =  (Ю.23)

(10-20)-( 10.23) м асалан и  ечиш  н ати ж аси д а  Vf(Xk) вектор  билан  
энг кичик ў тк и р  б у р ч ак  таш ки л  қи лувчи  вектор аниқланади . 
Б ун да (10.22) ш а р т  Хк нуқтанинг чегаравий  нуқта эканлигини  
кўрсатади . (10.20) ш а р т  эса X* нуқтадан  бош ланадиган  sk й ўн али ш и  
G тўплам нинг и ч к ар и си д а  ёки  унинг чегараси  бўйлаб б аж ар и л и ш и  
керакли ги н и  к ў р сатад и . (10.23) ш ар т  н орм аллаш ти ри ш  ш арти  
бўлиб, у sk векторн и н г узунлигига қўйилган  чегарадан  иборат. Б у  
ш ар т  қ ў й и лм аган д а  (10.21) ф ун кц и ян и  чекси з равиш да ортти ри ш  
мумкин. А д аб и ётд а  ту р л и  н орм аллаш ти ри ш  ш ар тлар и  м авж уд. 
У ларнинг т у р л а р и га  қараб  (10.20) (10.23) м асала ч и зи қл и  ёки 
чи зи қси з д а с т у р л а ш  м асаласи  бўлиш и мумкин.

S k векто р  топилгач , X**1 нуқтани  аниқловчи  Лк е  [Хк, X'J  ни 
топамиз. Б унинг уч у н

(Vf(Xk+I),sk)=0  (10.24)
ш артд ан  ф о й д ал ан ам и з .

О птим ал  қ и д и р и ш  ж араён и н и
m a x  Тк= ( iyfX fcj ,s J = 0  (10.25)

ш артн и  қ ан о ат л ан ти р у в ч и  X* нуқта топилгунча давом  эттирам из. 
Мисол.

2 x j + 3 x 2<  6 ,

x j+ 4 x 2 <  5,
Х ; 2 0 ,  х 2> 0 ,  

Z — f(X) = x 1+ 2 x 2- 0 , 5 x 12- 0 , 5 x 22-5 .  m a x
Ечиш. О п ти м ал  ечим ни қидириш ни  Х°=( 1,5; 0,5) н уқтадан  

бош лаймиз. 10 .5 -ш аклдан  кўринадики , р е ж а л а р д а н  таш ки л  топган G 
тўп лам  ОАВС  тў р тб у р ч ак н и  таш ки л  этад и  ва Х °е  G -и чк и  нуқта. 
Д ем ак, X 1 н у қ тага  томон Vf(X°) град и ен т бўлиб й ўн али ш  керак. Х° 
н уқтадаги  гр ад и ен т
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10.5-ш акл

X 1 нуқтанинг к оорди н аталари ни  x 1Jy х 12 билан  белгилайм из,
X  —(Xjjy х 12).
X I =Х° +Яо Vf(X°),
Х'=(1,5; 0,5)+ А?(-0,5;1,5)',
Xjj—1 ,5-0,5 Aq,
Xj 2=0,5+ 1,5Aq.

Энди Aq нинг м ум кин бўлган  қ и й м атл ар  оралиғини аниқлайм из. 
Б унинг учун  қуй и даги  систем ани  ту зам и з:

2(1,5 -  0 .5 ^ ) + 3(0,5 + 1.5Д0) < 6,
1.5 -  0,5Л0 + 4(0.5 +1 ,5 ^ ) < 5,
1.5 -  0,5Д0 > 0
0,5+1,5л* > 0 .

(10.26)

Б у  систем ани ечиб,
[А'о, А''о ]=[-0,3333; 0,2727]

аниқлайм из.
Энди

X1 =Х° +Ло* Vf(X°), X 2 <eG 
ш ар тлар н и  қ ан о атл ан ти р у в ч и  А^е [А'0, А"0 ] ни топамиз. 
Бунинг учун

(Vf(X'),Vf(X°))=0 
тенглам ани ечам и з. Б у н д а  қуй и д аги ларга  эътибор берам из: 

Vf(X')=(-0,5+0,5^;  1,5-1,5 Яд),
V/(A-°) = (-0,5;1,5).
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( Vf(Xl), Pf(X?))=(r0,5+0,5b; 1>5-1,5Ло),(0,5; 1,5))=0
Б у н д а

0,25-0,25Ло*+2,25-2,25Ло*=0,
ёки

2,5 Л<*=2,5
V=i-

Л еки н  [-0,3333; 0,2727].

Ш унинг учун  0,2727.
Я0*нинг топилган  қ и й м ати да навбатдаги  X 1 н уқ та  куй и даги ча 
ан и қ лан ади :

X 1— Х° +^Vf(X°)  =(1,5;0,5)+0,2727(-0,5;1,5)=(1,3636; 0,9091).
X 1 н у қ тад а  f(X)  ф ун кц и я

f (X1)=-3,1621> f(X°)=-3,75
қи й м атга эриш ади .
f(X)  ф ун кц и ян и н г X 1 нуқтад аги  градиентини  топамиз:

Vf(X°)=( -0,3636;1,0909)\
X 1 н уқ тад ан  навбатдаги  X 2 н у қтад ага ўти ш  учун бу гр ад и ен т 
бўйлаб  си л ж и ш  м умкин эм ас, чунки  ABCD  тўп лам и д ан  таш қар и га  
чиқиб кети ш  мумкин. Энг қ у лай  s I йўналиш ни ан и қ л аш  учун  
ю қоридаги  (10.20)-(10.23) м асалан и  тузам и з. Б у  м асалани  ту зи ш д а
X 1 н уқта ABCD тўрб урчакн и н г чегарави й  нуқтаси  эканлигини  ва у  
x j + 4 x z= 5 туғри  чи зи қд а ётиш ини  ва дем ак, X 1 н уқтад а  берилган  
м асалан и н г  иккинчи  ш ар ти  (i=2)  тен гли кка айланиш ини  н азарга  
олам из. Б и з  кўраётган  ҳолда бу м асала  қуйидаги  кўри н и ш д а 
и ф о д ал ан ад и :

T t=( Vf(Xl) * t)=(( -0,3636,1,0909Ksli;s 12))=
= 0,3636 sn+ 1,0909 s I2 -> max,  

gt|s ,)= ( l ;4 ) ( s L;;s IJ = s 11+ 4 s12=0

k. I= V5n+ Ji2 = ь
я ъ н и

Т^-О^бЗбБц+иОЭОЭЗх -^max,
su~̂ ~4sj2 0, s2 + «2 =1 Ь 11̂ Ь 12 i *

(10.30) м асалани  ечиб топам из:
«i=  fen . s t2)=( -0,9700,0,2425 );

Tmax= l,1464.
Д ем ак , Sj=(-0,91,0,2425) й ў н ал и ш и  б ў й и ч а  к ў тари ли б  бориб

X2= (x 2l, х 22)
н у қтага эри ш и ш  мумкин.

X2= X I+AjS1=( 1,3636; 0,9091)+ Л2(-0,9700,0,2425).
Б у н д ан  Х 21= 1,3636 - 0,9700Я, , х 22 = 0 ,9091-0 ,2425Я, ( 10.31)

( 10.27) 
(10.28) 
(10.29)

(10.30)
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Я2 нинг ан и қлан и ш  орали ғи н и  топамиз. Б унинг уч у н  қуй и даги  
систем а дан  ф о й д алан ам и з:

2(1,3636 -  0,97Я,) + 3(0,9091 + 0,2425Я1) < 6,
13636-0 ,97Я, + 4(0,9091 + 0.2425Д,) < 5,

' 1,3636-0.97Я, >0,
0,9091+0,2425Я, >0 .

((-0 ,3636+ 0 ,9700^; 1,0909-0,2425Я1)х(0,9700; 0,2425))=0.
Б у н д а

Б у  X2 нуқтадаги  f(X)  ф ун кц и ян и н г қийм ати
f (X2)=-2,9708 > f (X 1)=-3,1621.

X2 н уқтад аги  градиент:
Vf(X2) = (0,2351 ;0,9412).

10.5-ш ак лд ан  кўри н ади ки , X2 нуқтад а f(X)  ф ун к ц и я  энг к атта  
қийм ати  эриш ади . А н али ти к  н уқтаи  н азар д ан  буни к ў р сати ш  учун  
X* н уқ тад ан  чиқувчи  ва Vf(X?) градиент билан энг кичик  ў тк и р  
б у р ч ак  таш ки л  қил у в чи s2 йўна лиш ни топамиз.

Б унинг учун  қуйидаги  м асалан и  ечам из:
Т2=  ( Vf(X2),s2)=(0,2351; 0,9412)(s21, s22)=0,2351s2I+ 0 ,9412s22-> m a x ,

Топилган  s2 й ўн али ш и  учун
T2=(Vf(X2),s2)=0 

ш ар т  б аж ари лад и . Ҳ ақ и қ атд ан  ҳам ,
Тг=((0,2353;0t9412),(-0,97;0,2425))=-0,228241 +0,228241 =0.

С истем ани ечиб Aj е  [0,927; 5,621] эканини  аниқлай м и з.
Я*2 ни топиш  учун  ( Vf(X2),Sj)=0 тенглам ани  ечам из. 
Б у н д а

Я,=0,6172.
Д ем ак , Я1 е[-0,927;5,621] бўлиш и керак. Ш унинг учун 

А1*=А1=0,6172.
(10.30) дан

хг1 = 0,7647, 
хи = L0588

X 2 ~ (0.7647^,0589)

s21+4s22=0,

V*2I + S22 =

Н ати ж ад а:

{:
's2l = -0,9700, 
i 22 = 0,2425

=> s2 = (-0,9700;0,2425).
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Д ем ак , (10.17) га асосан  X2 н уқта оптим ал  нуқта бўлади. Ш ундай  
қилиб , м асаланинг оптим ал  ечим и:

X 2=(xj=0;7647; х г=1,0588),
Zmax =  Я Х 2)= -2 ,9 7 0 а

5-§. Квадратик дастурлаш масаласини градиент усул билан ечиш.
Зойтендейкнинг мумкин бўлган йуналишлар усули

Ф а р а з  қ и лай ли к , қуйидаги  к вад р ати к  д асту р л аш  м асаласи  
берилган  булсин:

A,X<bt, г =  (10.33 )
Х>0,  (10.34)

Z =  f (Х)= С 'Х +Х D X m a x  (10.35) 
бу ерд а  X ’D X - ном анф ий ан и қлан ган  к вад рати к  ф орм а;
А ;Я улчовли  вектор  қ атор  ( А( а £„ ..., ain ),Х-/?ўлчовли вектор  устун, 
С -хўлчовли вектор устун. (10.33)-( 10,34) ш ар тл ар  орқали  аниқланган  
қ а в а р и қ  тўплам ни  G билан белгилайлик. Ҳ ар  қандай  град и ен т усул 
сингари  м ум кин бўлган  й ў н ал и ш л ар  усули  ҳам  и хтиёрий  Х° е  G 
н у қ тад ан  бош ланади. Хк н у қ тад ан  Х*м нуқтага ўтиш  учун  S k 
й ў н али ш и  танланади . Б у  йўналиш ни  ш ундай  тан л аш  керакки , 
и х ти ёр и й  ^ > 0  да

н ур  G тўплам д ан  таш қар и га  чиқм асин. Б унинг учун  sk йўналиш  
A 'iX ^ b , ш ар тл а р  ў р и н л и  бўлган  б арча  i индекслар  учун

A \s fc<0 ( 10,36)
тен гси зли кн и  қ ан о атл ан ти р и ш  керак. Б ун дай  i и н декслар  
тўп лам и н и  I билан  белгилай м и з ва sk йўналиш и м ум кин бўлган 
й ў н ал и ш  деб атай м и з. А гар  Лк нинг ҳеч  бўлм аганда кичик 
қ и й м атл ар и  учун Xk+Aksk н у р  бўйича йўналган  f(X)  ф ункц и ян и н г 
ўси ш и  р ў й  берса, sk й ўн али ш  м у во ф и қ  (мос) йўналиш  деб аталад и .

З ой тен дей к  у су л и  (10.36) ш а р т  б аж ари лган да ва  қуйидаги  
н орм аллаш ти ри ш  ш ар тл ар и д ан

Sk'Sk<l, _  (10.37)
-1 <s'k)< l  , j  =  i n ,  (10.38)
s^ < 1, Vf(X?)>0, (10.39)

s ^ > - l ,  Vf(X>)<0,

( Vf(T?),Sk) <1, _  (10.40) 
A '/ sk+X*) <bt, i = l m  (10.41)

б и рортаси  ўринли  бўлганда оп ти м ал  sk йўналиш ни топиш га ёрдам  
беради. Б унда sk йўна лиш ни  оп ти м ал  й ўналиш  бўлиш  к р и тери й си  

( V ’f (Xk),sk) =0  (10.42)
дан  иборат, бу  ерд а
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уу(л-*).Г£И!)I л,
п  ўлчовли  вектор  қатор ,

йг.
У(*4)

Эх
п  ўлчовли  вектор  устун.

Д ем ак, бу у су л  буй и ча X* н уқтад ан  чиқувчи  м у во ф и қ  sk 
й ўналиш ни  ан и қ л аш  учун  (10.36) ш артн и  (г e l  бўлганда) ва (10.37)- 
(10.41) ш артларн и н г би рорта сини ў з  ичига олувчи ҳ ам д а ш у  
ш ар тлар н и  қ ан о атл ан ти р у в ч и  базис еч и м лар  орасида

Г =  Vf(Xk)sk= C+2DXk 
ф ун к ц и яга  м аксим ум  қ и й м ат  берувчисини  топиш  м асал аси  
қўйилади . Б у н д а  (10.37) (10.41) ш ар т л а р  чизиқли  бўлганлиги  
сабабли ту зи л ган  қўш и м ча м асала чи зи қли  дасту р л аш  м асал аси  
бўлади.

Ф а қ а т  бир ҳолда, я ъ н и  н орм аллаш ти ри ш  ш арти  си ф ати д а  
(10.38) ш ар т  и ш лати лган д а  қўш им ча м асала қуйидаги  кўри н и ш д аги  
к вад р ати к  д а ст у р л аш  м асаласи га к елти ри лад и :

(10.44)

Psk +Y  = 0,
У >0,

>'/(** ),**) = 1,
Т = sksk —> min,

бу ер д а  Р  м атр и ц а Ai { ie l)  нинг қ ато р л ар и д ан  тузилган .
Энди боғлиқлик  прин ц и п и  деб атал у вч и  принцип билан 

таниш ам из. А гар  Xk+I н у қ та  G тўплам нинг ичкп н уқтаси  бўлса 
(Лк=Л"). янги Sfcj йўн али ш  учун  қуйидаги  ш ар т  ўринли  бўлиш и 
керак :

S ' j y S ^ O  (10.45)
Б у  ш а р т  S k в а  S k+1 й ў н ал и ш л ар н и  ў за р о  боғловчи ш ар т  бўлганлиги  
уч у н  уни боғлиқлик принципи  деб ҳам  аташ  мумкин. А гар 
боғлиқлик принципини  (10.45) дан  S k йўна лиш ни ан и қ л аш д а  
ф ой д алан и лган  бўлса, (10.45) ш ар тд ан  та ш қа р и  қуйидаги  ш а р т л а р  
ҳам  иш латилади .

5 ,fcDsK+1=W =fc-J,fc-2,. (10.46)
А гар  н у қ та  чегарави й  н уқта , я ъ н и  Лк=Л' бўлса, боғлиқлик
принципи, яъ н и  (10.45)-( 10.46) ш ар тл а р  и ш латилм айди . 
Зой тен дей кн и н г м ум кин бўлган  й ў н ал и ш л ар  усулини  ҳар  қан д ай  
ч и зи қси з д асту р л аш  м асал ал ар и н и  ечиш  учун қ ў лл аш  мумкин. 
Л еки н  боғлиқлик принципи  (10.45)-(10.46) бу усул  билан к в ад р ат и к
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д а сту р л аш  м асаласи н и  ечиш  ж араён и н и  осонлаш тиргани ва чек ли  
сондаги и н терац и яд ан  сўнг унинг ечим ини топиш га ёрдам  бергани 
учун  уни  к вад р ати к  дастурлаш га қу лл аш  м ақсадга м увоф иқдир.

Б ер и л ган  м асаланинг ч ек лам ал ар и д ан  б аъ зи л ар и  A 'fcXk= bi 
тен глам а кўри н и ш д а бўлган  ҳолда A'ksk=0  бўлади.

X* G тўплам нинг ички нуқтаси  бўлсин. У ҳолда (10.36) ш ар т  
иш лати лм ай д и  ва Z =  C 'X  +  X 'DX ф ункциянинг ш артси з 
экстрем ум ини  берувч и  нуқтани  топиш  к ер ак  бўлади. Бунинг учун  

2DX— C (10.47)
систем ани  қўш им ча й ўн али ш лар  усули  билан ечиш  керак.
(10.47) систем ани бу  у су л  билан ечиш  учун энг ав вал  Х° нуқта ва 
ундан  бош ланадиган  sn й ў н а л и ш  тан лан ад и  ва янги 

Х^ХЧЯо&о (10.48)
н уқтага ўтилади. қуйидагича топилади:

(10.49)
-  Ds0

Sj йўналиш ни ан и қ лаш  учун боғлиқлик принципидан, яъ н и  
s ', D s = 0  (10.50)

ш ар тд ан  ф ойдаланилади . Н авбатдаги  Хк(к=2,3,...) н уқталар  учун  sk 
й ўн али ш  s0, Sj..., sk_t й ў н ал и ш л ар  билан боғлиқ бўлиш  керак, яъ н и  

s ' f i s ^O ,  (j= 0, I , . ,k-l). (10.51)
А гар X* н уқ тад ан  чиқувчи  янги sk йўналиш ни топиш  м ум кин  

бўлм аса, м асалани  ечиш  ж араён и  тў х тати л ад и  ва X* (10.47) 
систем анинг ечим и бўлади.

З ой тен дей к  усулининг k  қадам ида қилинадиган  и ш лар  билан  
таниш ам из.

Ф а р а з  қи лай ли к  , XkeG  топилган  бўлсин.
1. Х^ нуқтад а Vf(Xk) град и ен т топилади.
2. М увоф иқ (мос) sk й ўналиш  аниқланади . Б унда қуйидаги  икки  ҳол 
бўлиш и му.мкин.

а) X* ички нуқта. Б у  ҳолда (10.51) боғлиқлик принципидан ёки  
бўлм аса (10.37)-(10.41) норм аллаш тириш  ш артлари д ан  
бирортаси(м асалан,10.40) ни қан оатлан ти рувчи  ва м ақсад ф у н к ц и я  
Т=( V f(Xk)ysk)ra. м аксим ум  қийм ат берувчи  sk топилади. Д ем ак, sk 
й ўналиш ни  топиш  учун  қуйидаги  қўш и м ча м асала ечилади: 
( V f ( X k),sk) <1, (10.52)

Т =  ( Vf(Xk),sk) ->m ox

б) Хк чегарави й  нуқта. Б у  ҳолда sk ни қуйидаги  қўш и м ч а 
м асаланинг ечим и си ф ати д а  аниқланади:

А\ sk < 0, / е  /,

-(V/(A-‘),^ )< 1 , (10.53)
[7' = (V '/(Ar‘ ) ,^ ) - > ’ max.
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Т опилган  sk й ўналиш  учун  оп ти м алли к  к ри тер и й си  текш и ри лад и . 
А гар

=0
бўлса, sk оптим ал  йўн али ш  ҳ ам д а Хк м асал ан и  оптим ал ечим и 
бўлади. Б у  ҳолда м асалан и  ечиш  ж а р а ё н и  тў х тати л ад и . А кс ҳолда 
н авбатдаги  2 -пунктга ўтилади .
3. Як топилади . А гар X* ички  н уқта бўлса, Лк ни топиш  учун  
қуйидаги  ф орм ула и ш лати лади :

Хк ч егар ави й  нуқта бўлганда эса қуйидаги  м ун осаб атлардан  
ф о й д ал ан и ш  мумкин:

Лк=Лк'' —min (Лг/ А > 0 ),
бунда:

Л, = - - ■** ~ 6'-. (10.55)
А\ s k

Янги Xй* l=  нуқта топ и лади  ҳам д а к+1  қадам га ўтилади .
Мисол. Зойтендейкнинг м ум кин бўлган  й ў н ал и ш л ар  усули д ан  

ф ой д алан и б , қуйидаги  к вад р ати к  д а сту р л аш  м асаласи н и  ечинг.
Z — f(X)=10x r x 21+ 2 х 1х г-2х22 -+тах.

х, + 2 х 2 < 10,
4 X, + х2 <6,

X , > 0 ,х2 >0.
Ечиш. М асалада қуйидаги  б елгилаш ларн и  киритам из:

A, = Q  , Аг = ( | ) ,  А,' =(1; 2), А г' =(1; 1),

С -  (Ю М  С - »  _ д .

X =  £ ) ,  X- =  (х,; х г).

Б у  б ел ги л аш л ар д а  м асала қуйидагича кўриниш га келади :
A'iX< 10,
A'2X<6,

Х>0,
Z=f(X)=C'X+X DX  -> max.

Б о ш лан ғи ч  нуқта X° ни X °= ^ J  кўри й и ш д а олам из. Ш унингдек

Vf(X°) гр ад и ен тн и  ҳисоблаб, уни

rf(X°)= f7/o = (10°)
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к ў р и н и ш д а ёзам из. Х° н у қтад а  чегарави й  ш артларн и н г бирортаси  
ҳам  тен гл и к к а  ай лан м ай ди , д ем ак  1 бўш  тўплам.
Ш унинг учун  қўш им ча м аса л ад а  (10.36) ш ар тлар  қатнаш м айди . 
Н о р м ал лаш ти р и ш  ш ар ти  си ф ати д а  (10.40) ни олам из. Ш ундай  
қилиб, қўш им ча м асала  қ уйидаги  кўри н и ш д а бўлади.

T={V'f(X>)*0) -> m ax . 
(V'f(X°),s0) < 1,

яъ н и

( 10.56)

(10.56) м асалан и  ечиб, so= ^q' J h h  ҳосил қилам из. Энди Ад ни

ан и қлай м и з, унинг учун  А"0, Д', ларн и  топам из:Qf  Л  2 Л а р Н Л  1U 1

(V’/ ( * у 0)
*  “ -2s0Ds0

Б у  и ф од а лард а:

- 2 s 0Ds0 =  -2(0,1,0) = 0,02,

= 100,

Д ем ак,
A'o=min{100;60} =  60,

т т { Д " 0, Л'0} =  50.
Энди янги  X 1 н уқтан и  топам из:
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WX-,=C+2DX'=(^+2(-' . ' г К З Ч и  <10'57>
Б у  қадам да ҳам  I бўш  тўп лам , чунки  X 1 н у қ тад а  бирорта чегаравий  
ш ар т  тенглам ага айланм айди . Ш унинг учун  X 1 н уқ тад ан  чиқувчи  
м увоф иқ (мос) й ўналиш  s 2 ни ан и қ л аш  учун  қуйидаги  қўш им ча 
м асалани  ту зам и з:

Т = ( max,
( V ' f fX 1)^,)  < 1 . (10.58)

Б у  ерда (10.58) м асалани  (10.51) га асосан  қуйидаги

кўриниш га келти рам и з:
I7 = 1 0 i12 ->  max,

|10лғ|2 <1. 
Б ун дан

- - С,)-
Э нди Я, ни ани қлай м и з:

Я,= гшп{Д"„ Я’,}, 
(УУ(-У')н,)

■' -25; Ds, ’ 
бу ер д а

( V f ( X !M  0;10),

(Vf(X') ,  s = 1

2sjDSj =  0,04.

Д ем ак,

д">=еЬ - 25-
Aj т т { Я ;,

4 1  

<0., 

< )
^ . - 4 L ^ _ _ WW " 6. - g z i . 10L

^ 5‘ (1;Г  ̂ °’1
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Aj =  min{A";  Я/} =  ттп{25;10} =  10. 
X2 н уқтани  топам из:

х - .х '- ь м ,

III. Б у  ерда Я,=Я,' Ш унинг учун  Х г=  ^ н у қ т а  туплам нинг

чегаравий  н уқтаси  бўлади  ва у X j + X 2= 6  туғри  чи зи қд а ётади. 
Д ем ак, чегарави й  ш ар т  (г=2) Xj+X2< 6 X2 н уқтад а тенглам ага 
айланади . Ш унинг учун  қўш им ча м асала (10.36) ш артни  ў з  ичига 
олиш и керак. Қ ўш им ча м асалани  тузи ш д ан  олдин бу н уқтадаги  
градиентни  топам из:

Р / ( Х ‘ ,  -  с + г о х ‘ - й - 2 ( - '

s2 йўналиш ни ан и қ л аш  учун i=2 да (14.36) ш артни  қуйидаги  
кўриниш га кел ти р ам и з:

А '2(Х2 +s2)<6.
Б ун да X2+s2= k  белгилаш  киритиб,

А'2к < 6 , к=  J тенгсизликни  ҳосил қилам из, яъни  

( 1 ;1 ) [ У < 6  (10.59)

ёки
kj+k2< 6.

Энди ( V 'f(X2), s2 ) иф ода да s2 ни к га алм аш тирам из. Б унинг учун 
қуйидаги  м уносаб атлардан  ф ойдаланам из: 

s2=k-X2
s21= k r 5, (10.60)

s22- k 2-l

(V ' f (X 2), s2 ) =  (2;6) ( * )  =  (2,6) (*' “ J

Д ем ак,

еки
(V ' f ( X 2),s2)=2(kl -5)+6(кг -1),

( F '/ ( X 2),s2)=2fc, +6кг -16. (10.61)

Энди қўш им ча м асал а  ту зам и з:
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r = V'(/(Jr2),52)->max.
(10.59)-(10.61) га асосан қўш им ча м асал а  қуйидаги  кўриниш га 
келади:

kj+k2<  6,
2кг+6к2<  17, 
kj>0,k2>0,
T=2kj+6k2-16 max  

Б у  м асала  ш ар тлар и н и  тенглам ага ай л ан ти р и ш  учун  қўш и м ч а к3, к4 
ў за р у в ч и л а р  ки р и там и з ва Т-+тах  ни Т ->min  га ў згар ти р ам и з. 
Н атиж ад а

kj+k2+ k 3= 6y
2 к ,+6 к2+ к 4= 17, 
k t>0, к2>0, к3>0, /с*>0 
Т =16-2kr 6k2-+ min 

и ф о д ал ар н и  ҳосил  қилам из. Ҳ осил бўлган  м асалад а ва к4 
н ом аъ лум ларн и  базис ўрган увч и лар  деб қабул  қилам из. 

к3 6 ~кi~k2, 
к4=17-2кг 6кг,
T=16-2kr 6k2^>min.

С им плекс у сулн и  қўллаб , 
ки ри там и з ва н ати ж ад а

олдин kj ни, сўнгра к2 ни бази сга

к =  —+ — к - — к Кг кз л к4>

fci=

и ф о д ал ар  ҳосил  бўлади. 
О п ти м ал  ечим:

Б ун дан  (10.60) га асосан

Т = -1 + к 4.

к  = — к = -  1 4 * 4 *
Т = 1* теят 1 •

- 19 I4 4*
. 5  , _ 1  s?? л -1

Д ем ак, s2=

О
4

1̂
V4

, (V' f (X2),s2) =  =  1. Энди Я2 ни ани қлай м и з:
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бунда

О
' 4

Д ем ак,

Л2 <- -1,65
8

А { X 1 Ь, 

A, s 7

(i;2) 2 10

(»;2 ) , 

4

Л2=тпт {Л2, Л2"}=1,6. 

Б ун дан  ф ойдаланиб , янги X3 нуқтани  топам из:

(5 С::}
IV. Vf(X3) градиентни  топам из:

X3 н уқта чегарави й  нуқта, чунки X3 н уқ тад а  иккинчи  (г—2) 
чеклам а ш ар т  (х х+ х 2< 6) тенглам ага айланади . Қ ўш им ча м асала 1П 
босқичдагидек тузи лади . Б ун да чегаравий  ш ар т л а р  дан  бири

кг+к2< 6
к ўри н и ш д а бўлади. И кки н чи  чеклам ан и

( V  f (X3),s3 ) <1 
тенгсизликдан  ф ой д алан и б  аниқлайм из.

(3 ,6 ;3 ,6 )(* ') <1.

Б ун дан  қўш им ча м асаланинг иккинчи  чеклам аси

келиб чиқади. Б ун да
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s31= k r 4,6,
s32= k2-l,4

б елгилаш  киритам из. Н ат и ж ад а  3,6kj+3,6k2-21,6<l  га эга бўламиз. 
К ўш им ча м асаланинг м ақсад  ф у н кц и яси  қуй и даги  кўриниш да 
бўлади:

Т=( Vf(X3),s3)=3,6kj+3,6k2-21,6-+ max.

Ш ундай  қилиб,

3,6kj+3,6k2<22,6, 
k t>0, k2>0,
T=3,6k1+3,6k2-21,6-*max  

м асалан и  ҳосил қилам из. Б у  м асалага сим плекс усулни  қўллаб  
еч ам и з ва оптим ал  ечим ни топам из: 

к ]~6, к2=0.

Б у н д ан  (Vf(X3),s3) = 7 ^ = 0

Д ем ак, X3 нуқта оптим ал н уқ та  бўлади. . Ш ундай  қилиб оптим ал  
ечим:

х 2= 1 , 4 ,

г ^ з з . 8 .

Таянч сўз ва иборалар

Ф ун кц и я градиенти, град и ен т йўналиш и, ф ункц и ян и н г энг тез  ўсиш  
йўналиш и, мумкин бўлган  йўналиш , градиент усул , те зл и к  билан 

кў тар и л и ш  усули, м ум кин  бўлган  й ўн али ш лар  усули , м увоф и қ  
йўналиш , боғлиқлик принципи , қўш им ча й ў н ал и ш л ар  усули, 

норм аллаш ти ри ш  ш арти.

Назорат саволлари

1. Ф у н к ц и я  градиенти нима ?

2. Ф ункциянинг энг тез  ўсиш  й ўналиш и деганда қандай  йўналиш ни 

туш ун аси з?

3. Ф ункциянинг энг тез кам ай и ш  йўналиш и қандай?

4. М ум кин бўлган йўналиш  нима?
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5. Ф ун кц и ян и н г ш ар т си з  экстрем ум и  гр ад и ен т  у су л  билан қ ан д ай  

ан и қлан ади ?

6. Г радиентга асосланган  усулларнинг ғояси  ва  ф а р қ и  ним адан  

иборат?

7. Г ради ен т у су л  билан  қ авари қ  д а ст у р л а ш  м асаласи  қандай  

ечилади?

8. Т езл и к  билан  к ў тар и л и ш  усули  қан д ай ?

9. Г ради ен т у су л  билан  к вад р ати к  д а ст у р л аш  м асаласи  қандай  

ечилади?

10. Зой тен дей кн и н г м ум кин бўлган й ў н ал и ш л ар  усулнинг ғояси 

қандай?

11. М увоф иқ й ўн али ш  нима?

12. З ой тен дей к  усули д аги  д астурлаш  ш а р т л а р и  қандай?

13. М ум кин бўлган  йўналиш нинг оп ти м ал  й ўн али ш  бўлиш  м езони 

қандай?

14. Б оғлиқлик  п ринципи  нима?

15. Зой тен дей к  усулининг алгоритм и қан д ай ?

Масалалар

I. Қ уйидаги  қ ав ар и қ  д асту р л аш  м асал ал ар и н и  ж о и з ечим и 

берилган  ҳолда град и ен т усул  билан оп ти м ал  ечим  топилсин.

1) х ,+  2хг+ Зх 3.<15,
3 x i+ x 2+ x 3<12,
Xj>0, х г>0, х 3>0,
Х°=(1;2;3),
Z = x l+ 2 x 12+ 2 x 2+4 x3 min.

2) 2xj>2,
4х ,-4х 2<0
Xj>0, х 2>0, Х°=(2;2),
Z= xj 2+ x 22 -> min.

3) - х ,+ х 2<7 
Xj<3
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Xj>0, x 2>0,X°=(2;l)
Z=8x1+6x2-x1z-x2z -+max.

4) xj+ 3x2+ x3<15
Xj>0, x 2>0, х 32Ю, 
x° =(4;2;1),
Z = xj+ 2x2 + x32 -+min.

II. Қ уйидаги  чизиқсиз ф ун кциянинг эк стрем ум ини  градиент 
усулни қўллаб  топинг. Э кстрем ал  н уқтага яқ и н л аш и ш  ж араён и н и  
граф икда тасвирланг:

1) f = 4 x 2+ x2 -4 x -2 x2 —> тпах,
x°=(i;3).

2) f= 5 x 1+ 8x2-2xjZ-2x22—> m ax,
Х°ЧЗ;1).

3) f= 8 x 1+ 6x2-2 x l2-x 22-> m ax,
X°=( 1;.0,5).

4) f= 2 x j+ 4 x2-x ? -x 2 —> m ax,
X°=(4;4).

5) / = х 1г+ х гг-6х,-4хг+13 —>min,
X°=(l;l).

III. Қ уйидаги  д асту р л аш  м асаларини  Зойтендейкнинг м ум кин 
булган й ўн али ш лар  усулидан  ф ойдаланиб ечинг:

1. х г+ 2хг<16,
5 x j + 2 x 2 <0 ,

Xj >0, х 2>0, Х°=(2;3),
Z —2 Q x j + i e x ^ x f - x 2-+тах

2 . 2 х 1+ х 2+ З х 3 <28, 
х 1+ 2хг+ х3<20,
Xj>0, х 2>0, х 3>0,
Х°=(1;2;3)
Z = x l+ 2x12+2x2+4x3 -> m in.
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1-§. Динамик дастурлаш ҳақида асосий тушунча лар. 
Оптималлик принципи

Ч и зи қ л и  ва ч и зи қси з д асту р л аш  м асал ал ар и д а  иқтисодий  
ж а р а ё н  вақтга  боғлиқ эм ас деб қ ар алад и , ш унинг учун м асаланинг 
оп ти м ал  ечим и р еж ал аш ти р и ш н и н г ф а қ а т  бир босқичи учун  
топилади . Б ун дай  м аса л ал а р  бир босқичли масалалар номи билан 
аталад и .

Д инам ик д асту р л аш  м асал ал ар и д а  иқтисодий ж а р аё н  вақтга  
боғлиқ деб  қ ар а л а д и  ҳ ам д а бутун  ж араённниг оптим ал  ривож ини  
таъ м и н ловч и  бир қатор  (кетм а-кет , ҳар  бир босқич учун  алоҳида) 
оп ти м ал  еч и м лар  топилади. Д инам ик д асту р л аш  м асал ал ар и  куп 
босқичли ёки кўп қадамли деб аталади .

Динамик дастурлаш -  вақтга  боғлиқ ва кўп  босқичли 
б ош қари лувчи  иқтисодий  ж ар аён л ар н и  оптим ал р еж ал аш ти р и ш  
усу л л ар и н и  ўрган увч и  м атем ати к  дастурлаш нинг бир бўлим идир.

А гар  иқтисодий  ж ар аён н и н г кечиш ига та ъ си р  кўрсати ш  
м ум кин бўлса, бундай ж а р а ё н  бошқарилувчи деб аталади . 
Ж араён н и н г кечиш ига т а ъ си р  этиш  учун қаб ул  қилинувчи  
қ а р о р л а р  (ечим лар) тўп лам и га бошқариш деб аталади . И қтисодий  
ж а р а ё н л а р д а  бош қариш ни реж алаш ти ри ш н и н г ҳ ар  бир босқичида 
воси таларн и  тақсим лаш , м аблағ аж р ати ш  ва ш у  каб и лар  билан 
и ф од а лан и ш и  мумкин. М асалан , ихтиёрий  корхонада иш лаб 
ч и қ ар и ш  -  бош қари лувчи  ж ар аён д и р , чунки  у  иш лаб чи қариш  
воситаларининг таркиби , хом аш ё  таъм иноти , м олиявий м аблағлар  
м иқдори  ва ҳоказо  билан  аниқланади . Р еж а л аш ти р и ш  давридаги  
ҳар  бир йил  бош ида хом аш ё билан таъм и н лаш , иш лаб ч и қариш  
ж и ҳ о зл а р и н и  алм аш ти ри ш , қўш им ча м аблағлар  м иқдори ҳ ақи д а 
қ а р о р л а р  қ аб у л  қилинади. Б ун дай  қ ар о р л ар  тўп лам и  бош қариш дан  
иборатдир. Б и р  қараш д а, энг кўп м иқдорда м аҳсулот иш лаб 
ч и қ ар и ш  учун корхонага м умкин бўлган воситаларнинг ҳам м асини  
бериш  ва и ш лаб  ч и қар и ш  ж и ҳ о злар и д ан  (станокларидан , 
тех н и кад ан  ва х ,оказолардан) т ў л а  ф ойдаланиш  за р у р д е к  тую лади. 
Л екин  бу ж и ҳ о злар н и  тезда  эскириш ига (иш дан чиқиш га) ва 
келгусида м аҳсулот  иш лаб чи қ ариш  ҳаж м ининг кам айиш ига олиб 
к ели ш и  м умкин. Д ем ак, корхонанинг ф ао ли яти д а  н ом аъ қул  
оқи батлард ан  холи  бўлган  холда эскирган  ж и ҳ о злар н и  ал м аш ти р и ш  
ёки  ўрнини тў л д и р и ш  ч о р ал ар и  белгиланиш и лозим  бўлади. Б у  эса 
дастлабки  д авр д а  м аҳсулот иш лаб  чиқариш  кам айса ҳам , кейинги. 
д а в р л а р д а  корхонанинг бутун  иш лаб чи қариш  ф аоли яти н и  
кучай иш и га олиб кели ш и  мумкин. Ш ундай  қилиб, ю қоридаги 
иқтисодий ж ар аён , ҳ ар  бир д авр д а  унинг ривож лан и ш и га таъ си р  
этувчи , бир қанча босқичлардан  иборат деб қ ар али ш и  мумкин. 
К ўп  босқичли иқтисодий ж а р аё н л ар н и  р еж ал а ш ти р и ш  учун, ҳ ар
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бир о рали қ  босқичда алоҳи д а қарор  қабул  қи ли ш д а, бутун  
ж араён н и н г туб м ақсади  к ўзлан ад и . Б у ту н  ж араён н и н г ечим и ў зар о  
боғланган ечи м лар  к етм а-к етл и ги  дан иборат бўлади. Ў заро  
боғланган бундай  ечи м лар  к етм а-кетл и ги  стратегия деб аталад и . 
О лдиндан танланган  м езонга нисбатан  энг ях ш и  н ати ж ан и  
таъм инловчи  стратеги я  оптимал стретагия деб аталад и . Б о ш қач а  
айтганда оптим ал  стратеги я  кўп  босқичли иқтисодий  ж ар аён н и н г 
оптим ал ривож ланиш ини  таъм и н ловч и  стратегиядир.

Д инам ик д асту р л аш  кўп  босқичли ту зи ли ш га эга бўлган  ёки  
бундай тузули ш га келти ри лад и ган  м асалаларни н г оптим ал  ечим ини 
топиш  учун  и ш латиладиган  м атем ати к  воситадир.

К ўп иқтисодий  ж а р а ё н л а р  ўз ўзи д ан  босқичларга бўлинадиган  
бўлади. М асалан  5 йиллик, I й иллик  р еж ал ар н и  ту зи ш д а  ҳ ар  бир 
босқич си ф ати д а  I йил, квар тал , д ек ад ал ар н и  к ў р сати ш  мумкин. 
Л екин б аъ зи  м асал ал ар  вақтга боғлиқ бўлм аслиги ҳам  мумкин. 
М асалан, энг қисқа йўл билан к ўзлан ган  м аррага  (ж ойга) бориш  
м асаласи  вақтга боғлиқ эмас. Л екин  бу м асалан и  кўп босқичли 
м асалага айлантириб, уни динам ик д асту р л аш  усули  билан ечиш  
мумкин.

Кўп босқичли иқтисодий м асал ал ар н и  ечиш  учун у ларн и  ягона 
м атем атик  м оделини ёки  бўлм аса, ҳ ар  бир босқичга мос к елувч и  
статик  м оделлар  тизим ини тузи б  сўнгра уни динам ик д а сту р л аш  
усу л л ар и  билан ечиш  керак.

Ш ундай қилиб, кўп босқичли ж ар аён  си ф ати д а  и ф од алан увчи  
м атем атик  д асту р л аш  м асалалари н и  ечиш  динам ик дастурлаш н и н г 
предм етини таш к и л  этади.

К ўп босқичли ж а р аё н  деганда вақтга боғлиқ рави ш да 
ри вож лан увч и  йа ўз тар ақ и ёти д а  бир неча босқичларга бўлинувчи  
ж ар аён н и  туш униш  керак.

Д инам ик дасту р л аш  қуйидаги  х усуси ятларга  эга:
1) динамик д асту р л аш  кўп  босқичли ж араённинг бирдан-бир  

ягона ечим ини эмас, балки  ҳар  бир босқичга мос келувч и  ва туб 
м ан ф аатн и  кўзловчи  еч и м лар  кетм а-кетли ги н и  топиш га ёрдам  
беради;

2) динам ик д асту р л аш  ёрдам и  билан ечилаётган  кўп  босқичли 
м асаланинг м аъ л у м  бир босқичи учун топилган ечим и ундан  
олдинги босқичларда топилган  ечим га боғлиқ бўлмайди. У нда ф а қ а т  
ш у босқични иф одаловчи  ф а к т л а р  н азарга олинади;

3) динам ик д асту р л аш  ёрдам и  билан кўп босқичли м асалан и  
ечиш  ж араёнининг ҳ ар  бир босқичида туб м ақсадни  кўзловчи  
ечимни ан и қ лаш  к ерак , я ъ н и  ечим лар  орасида п ровард  м ақсадга 
эриш иш га м аксим ал ҳисса қўш увчи  ечимни топиш  керак.

Д ем ак, м аъ л у м  бир босқичда топилган оптим ал  р еж а  ф а қ а т  
ш у  қад ам  нуқтаи  н азари д ан  эм ас, балки  бутун ж араён н и н г туб 
(провард) м ақсади  н уқтаи  н азари д ан  оптим ал р еж а  бўлиш и керак.
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Б ун дай  принцип  «динамик дастур л анинг оптималлик принципи)»
деб аталад и .

О п ти м алли к  принципига ам ал  қ и ли ш  ҳ а р  қ ад ам да қаб ул  
қилинган  ечим ни келгусида қандай  оқи батларга олиб кели ш и н и  
назарга  олиб бориш  дем акдир. Б ун д ан  тап щ ари  о п ти м алли к  
принципини ян а қу й и даги ч а талқин  қилиш  мумкин.

Ҳ ар  бир босқичдан ав вал  систем анинг ҳолати  қан д ай  
бўлиш идан  қ атъ и й  н азар  ш у  босқичдаги оптим ал  ю туқ  билан  ундан  
кейинги босқичлардаги  оптим ал ю туқларнинг йиғиндисини 
м ак си м ал л аш ти р у в ч и  бош қариш ни тан л аш  керак.

Д ем ак, бош қариш нинг оптим ал стратегиясини  топиш  учун  энг 
ав вал  п -қад ам д аги  оптим ал стратегияни  топиш  к ерак , кейин п ва п-
l -қ ад ам л ар д аги  оптим ал  стратеги ян и  ва ҳоказо, барча 
қ ад ам лардаги  оитим ал  стратегияни  топиш  керак.

Б у  и ринципга асосан  динамик д аст у р л аш  м асаласини  охирги 
п -қадам д аги  оп ти м ал  стратеги ян и  топиш дан  бош лаш  керак. Б унинг 
учун  ундан олдинги қадам даги  ечим  ҳ ақи д а айрим  тах м и н л ар  
қилинади  ва бу асосда W  мезонни м акси м аллаш увч и  U°n бош қариш  
танланади . Б у н д ай  бош қариш  ш а р т л и  б о ш қ а р и ш  деб аталад и .

Д ем ак, о п ти м алли к  принципи ҳ ар  қадам да ундан олдинги 
қадам нинг м ум кин  булган  ихтиёрий  бир н ати ж аси  учун ш ар тл и  
оптим ал бош қариш ни  топиш ни талаб  қилади.

2-§. Д и н а м и к  д а ст у р л аш  у с у л л а р и  б и л ан  еч и л ад и га н  
и қ ти со д и й  м аса л ал а р

1. Саноат бирлашмасини оптимал режалаштириш масаласи

Ф а р а з  қ и лай л и к , п та  корхонани ў з  ичига олувчи  саноат 
бирлаш м асининг Т  й и лли к  иш лаб чи қ ариш  р еж аси н и  ту зи ш  тал аб  
қилинсин. Р еж а л аш ти р и л а ётга н  Т  даврнинг бош ида б и рлаш м а учун  
К 0 м иқдорда м аблағ аж р ат и л га н  бўлсин. Б у  м аблағ к о рхон алараро  
тақсим ланади . К о р х о н ал ар  аж р ати лган  м аблағни тў л а  ёки  қисм ан 
и ш латади  ва м аъ л у м  м иқдорда даром ад  олади. Кейинги 
босқичларда м аб лағлар  корхон алараро  қ ай та  тақси м лан и ш и  
мумкин. Ш ун д ай  қилиб, қуйидаги  м асал а  ҳосил бўлади: 
к орхон алараро  к ап и та л  м аблағни ш ун дай  тақси м лаш  ва қ ай та  
тақсим лаш  к ер акк и , н ати ж а д а  бирлаш м анинг Т  йил давом и да олган 
даром адларининг йиғиндиси м аксим ал бўлсин.

Ҳ ар  йилнинг бош ида бирлаш м адаги  ҳ ар  бир корхонага 
аж р ати лад и ган  хом  аш ё, кап и тал  м аблағ ва ян гиланиш и к ер а к  
бўлган у ск у н ал ар н и н г  сони ҳ ақи д а ечим  қаб ул  қилинади. Б у  
ечи м лар  тў п л ам и  б о ш қ а р и ш  деб аталад и . Д ем ак  t -қад ам д аги  
бош қариш

и1=(и\, и12,...,1Гп)
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вектор орқ али  и ф одаланади , бу ер д а  U lj ( j= l,. .. ,n )  j корхона учун  t  
қадам нинг бош ида аж р ати лган  хом аш ё, к ап и тал  м аблағ ва 
ҳоказоларнинг м иқдорини к ў р сату вч и  вектор.

Б утун  бирлаш м анинг Т  давр  ичида бош қариш ни 
U = (U \ U 2,...,UT)

вектор о р қ ал и  и ф од алаш  мумкин. Б ун дан  таш қ ар и  бирлаш м адаги  
ҳар бир j -корхона нинг ҳолатини  к ў р сату вч и  Xj векторни  киритам из. 

Х ,=(Х ^, X 2jv.., х тр ( j= l,...,n )
Бу. ерд а X lj t ( j= l,...,T )  қадам нинг бош идаги j -корхонанинг 

м оддий-аш ёвий  ва м олиявий аҳвол  д ар аж аси н и  кўрсатувч и  вектор  
бўлиб, унинг ком поненталари  корхонадаги  м ехмат ресурслари , 
асосий ф ондлар , м олиявий аҳвол  д ар аж аси н и  к ўрсатад и , яъ н и  

XV=(XV, X'j2l..., Xljj)
Д емак, ю қоридагилардан  хулоса қилиб айтиш  м ум кинки, 

бош қариш  вектори  бирлаш м адаги  к орхон алар  системасининг t 
қадам  бош идаги ҳолатини кўрсатувч и  вектордир , яъ н и  

Ut=Ul(X1-1).
Системанинг бош ланғич ҳолати  Х 0 берилган  деб ф а р а з  

қиламиз. М ақсад ф ун кц и я си ф ати д а  бирлаш м анинг Т  давр  ичида 
оладиган даром адлари  йиғиндисини иф одаловчи  

т
z  = £ z *  тах 

i=i

ф ункцияни  киритам из. Ҳ ар  бир t қадам нинг бош ида систем анинг X ' 
ҳолат д ар аж аси га  ва U* бош қариш  векторига м аълум  бир 
чегараловчи  ш ар тл а р  қўйилади. Б у  ш ар тл а р  бирлаш м асини  G 
билан белгилайм из ва уни жоиз бошқаришлар тўп л  а ми деб 
атайм из.

Ш ундай  қилиб, қуйидаги  динам ик д асту р л аш  м асаласига эга 
бўламиз:

U e G , (11.1)

Z = У Т  —»max. (11.2)
<-|

Ҳ осил бўлган (11.1)-(11.2) модел иш лаб чиқариш нинг динам ик 
модели деб аталад и . Б у  моделга асосан  ҳ ар  бир t қадам даги  U l 
бош қариш ни ш ундай  аниқлаш  керакки , н ати ж ад а системанинг 
р еж ал аш ти р и л аётган  давр  ичида эриш ган  д аром адлари  йиғиндиси 
м аксим ал бўлсин.

2. Маҳсулот ишлаб чиқиш ва уни сақлашни 
режалаштиришнинг динамик модели

В ақтга боғлиқ равиш да ўзгарувчан  талабни  қондириш га 
қарати лган  иш лаб чиқариш ни р еж ал аш ти р и ш  м асаласини  к ўрам и з. 
Р еж ал аш ти р и л аётган  даврнинг узунлиги  Т  бўлсин. Б у  даврнинг хдр 
бир t -қадам и д а (t= l,...,T )  м аҳсулотга бўлган талаб V(t) м аъ л у м  деб
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ф а р а з  қилам из. Х удд и  ш унингдек, t қадам даги  иш лаб  чиқариш  
р еж аси н и  X (t) билан белгилайм из. Т  давр  давом ида корхонадаги 
м аҳ су л о тлар  заҳ и р аси  кам айиб ёки  ортиб бориш и мумкин. Ф а р аз  
қ и лай л и к , бош ланғич ( t= 0 ) қадам да корхонадаги м аҳсулот заҳ и р аси  
Z(0) бўлсин. У ҳолда X (t)> V (t) бўлганда t -қадам д аги  м аҳсулот 
за ҳ и р а с и  қуйидагича ан и қ лан ад и

Z (t)= X (t)-V (t)+ Z (0 )> 0  
А гар  t  қадам да иш лаб  чиқарилган  м аҳсулот талаб дан  кам  

бўлса, яъ н и
X (t)< V (t)

бўлса, у  ҳолда t -қадам н и н г бош ида корхонада м авж у д  бўлган 
м аҳ су л о т  заҳ и р аси  V (t)~ X (t) га кам аяди , яън и  

Z (t)= Z ( t- l ) -V (t)+ X (t)
бўлади.

И хти ёри й  қад ам даги  м аҳсулот заҳ и р аси  нолдан кичик  эм ас 
деб ф а р а з  қ и лам и з ҳ ам д а t= 0  бош ланғич қад ам  билан  t -кадам  
орасидаги  м аҳсулотга бўлган  ум умий талабни  V (t) билан, ум умий

V(t) = Jv(t)dt
О

X(l)= jx(t)dt

иш лаб чиқариш  ҳ аж м и н и  X (t) билан белгилайм из. У ҳолда 
ю қоридаги
тен гли к лар  ўри н ли  бўлади.

Ф а р а з  қ и лай л и к , м аҳсулотни  бир бирлигини сақ лаш  учун  
с а р ф  қилинган  ҳ а р а ж а т  с бирлик  ва иш лаб чи қ ариш  ҳ ар а ж а тл а р и  
ф ун к ц и яси  K (t) бўлсин. И ш лаб  чиқариш  ҳ а р а ж а т л а р и  ф ун кц и яси  
K (t) иш лаб чи қарилган  м аҳсулотлар  м иқдори X (t) га боғлиқ бўлади, 
я ъ н и  K (t)=f(X (t)). И ш л аб  чиқариш ни ш ундай  р еж ал аш ти р и ш  
к еракки , н ати ж ад а м аҳ су л о т  иш лаб чиқариш  ва сақ лаш  усун сар ф  
қилинган  ҳ а р а ж а т л а р  м иним ал бўлсин, яъ н и  

/ /
У = \  f{X(t))dt +tr J(A"(f) - К(0 + Z(0))dl -> min (11.3)

О О

М ақсад ф у н к ц и я  икки  қисмдан иборат бўлиб, унинг биринчи 
қисм и м аҳсулотларн и  иш лаб чиқариш  учун  кетган  ҳ ар аж атл ар н и , 
иккинчи  қисми эса м аҳсулотларн и  сақ ал аш  учун  с а р ф  қилинган 
ҳ ар а ж а тл ар н и  к ўрсатад и .

Б ундан  та ш қ а р и  м асаладаги  н о м аъ л у м л ар  қуйидаги 
ш ар тлар н и  қан о атл ан ти р и ш и  керак:

Z(0)>0 (11.4)
X (t)-V (t)+ Z (0 )> 0  (11.5)
X (T )-V (T )= Z (T ) (11.6)
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Б у н д а  (11.4) ш ар т  р еж а л а ш т и р и л а ё т га н  даврн и н г бош идаги  
м аҳсулот  за ҳ и р аси  м ан ф и й  эм асли ги н и  курсатад и . (11.5) ш ар т  
и хти ёри й  t  босқичдаги м аҳ су л о т  заҳ и р аси н и н г м ан ф и й  эм аслигини  
к урсатад и . (11.6) ш ар т  р е ж а л а ш ти р и л а ё тга н  даврн и н г охи ри да 
корхонада ортиб қолган м аҳ су л о т  м иқдори  Z(T) га тенг экан ли ги ни  
курсатад и .

Ҳ осил булган (11.3)-(11.6) м одел  м аҳсулот  иш лаб  ч и қ а р и ш  ва 
сақ лаш н и  реж ал аш ти р и ш н и н г динамик модели дейилади .

Б у  м оделга асосан ҳ а р  бир  қад ам даги  м аҳсулот  иш лаб  
чи қариш н и  ш ундай  р е ж а л а ш т и р и ш  керакки , н ат и ж а д а  уни  иш лаб  
ч и қ ар и ш  ва сақлаш  учун с а р ф  қилинган  ҳ а р а ж а т л а р  йиғиндиси 
м и ним ал  бўлсин.

Мисол. Х аридоргир м аҳ су л о т  иш лаб чи қариш н и  к ен гай ти ри ш  
учун  бу м аҳсулот иш лаб ч и қ а р у в ч и  п та  корхон аларга S минг сўм  
к ап и та л  м аблағ аж рати лган .

А гар  i-корхонага х х минг сўм  к ап и тал  м аблағ а ж р а т и л с а , у 
ҳолда бу корхонадаги  м аҳ су л о т  иш лаб ч и қ ар и ш  ҳ аж м и  Ц х ;) 
м икдорга ош ади.

Б ар ч а  к о рхон алард а и ш лаб  чи қари лад и ган  м аҳсулот  ҳ аж м и н и  
м ак си м ал  ош ириш  учун к ап и та л  м аблағни корхон аларга қ ан д ай  
тақси м л аш  к ер ак?

Ечими. М асаланинг м ате м а ти к  м одели қуйидаги  кўри н и ш д а 
бўлади.

Z*/ =5,
i=i
дг, > 0 , (/ = 1, w)

F = Z / ( x, ) ^ max- (3)

бу ер д а  f i(xi) -  х ) кап и тал  м аблағнинг ч и зи қси з ф ункцияси .
А гар  ^ (х ^ -қ а в а р и қ  ф у н к ц и я  бўлса. у ҳолда м асалан и  V -бобда 

ганиш ган у су л л а р д а н  бирини  қ ў л л а б  ечиш  мумкин. А гар  f ^ ) -  
и х ти ёр и й  ч и зи қси з ф ун к ц и я  бўлса, у  ҳолда бу м асалан и  ди н ам и к  
д а с т у р л а ш  у сули н и  қўллаб ечиш  м ақул. Бунинг учун  м асалан и  кўп  
босқичли  м асал а  си ф ати д а и ф о д ал аш  керак. К ап и тал  м аблағни п та  
корхонага тақси м л аш  вар и ан тл ар и н и  ўрганиш  ва ҳ ар  бир в ар и ан тга  
мос к ел у в ч и  сам арад орли к  д а р аж ас и н и  ан и қ лаш  ўрнига S 
м и қд ордаги  к а п и та л  м аблағни а в в а л  би тта корхонага, кейин  и кки та , 
ва ҳоказо , п т а  корхонага тақси м л аш  сам арадорлигини  ан и қлай м и з. 
Ш ун д ай  й ў л  билан м асала к ў п  босқичли динам ик д а с т у р л а ш  
м асал аси га  ай лан ад и .

Ҳ ар  бир k -корхонага аж р ат и л а д и га н  к ап и тал  м аблағ ҳақ и д аги  
қ ар о р  б о ш қар и ш  бўлади. Ш ун д ай  бош қари ш лар  ичида Ғ ф у н к ц и яга  
м акси м ал  қ и й м а т  берувчисини топиш  керак.
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3-§. Динамик дастурлаш масаласининг умумий қўйилиши.
Белл маннинг функционал тенглама лари

В ақтга боғлиқ рави ш да ў згар у в ч ан  ва бош қариш  м ум кин 
бўлган  систем ани  кўрам из. Б у  систем ани  Т  та  босқичларга 
аж р а т и ш  м ум кин деб ф а р а з  қилам из t= l, . . . ,T . ҳ ар  бир босқичнинг 
бош идаги систем анинг ҳолатини  X t билан белгилайм из.

X = (X U> Х 2„..., X ml).
Т а р а қ қ и ё т  ж а р аё н и д а  систем анинг ҳолати  ўзгаради . Унинг X t_, 

ҳолатдан  X t ҳо л атга  ўтиш га U t бош қариш  т а ъ си р  қилади. Д ем ак, X t 
X t_! ва U t ў згар у вч и л ар н и н г  ф ун к ц и яси д ан  иборат бўлади , яъ н и  

X  =ср(Хм , U t).
Б у  ер д а  U. мумкин бўлган бо ш қ ар и ш л ар  тўп лам и  G t га 

тегиш ли, я ъ н и
U ,e G t

Б ун дай  ан и қ л аш л ар д а  системанинг бутун  [0,Т] давр  ичидаги  
та р ақ қ и ё ти  Х 0, Х 1}..., Х х_!, Хт в е к т о р л а р  кетм а-кетли ги  оркали  
аниқланади . (X te X t) X t -си стем ан и н г  t  босқичда м умкин бўлган 
ҳ о л атлар  тўнлам и . С истемани бош ланғич Х 0 ҳолатдан  Хт ҳолатга 
ў тк ази ш  учун  U0, U U x_!, UT б о ш қар и ш л ар  кетм а-кетли ги , яъ н и  
с тр атеги ял ар  ҳи зм ат  қилади. С истем ани  энг яхш и  Х т ҳолатга 
ўтиш ини та ъ м и н л аш  учун fT(X) м ақсад  ф у н к ц и ян и  киритам из.

fT(X) = jr7,(X,_„X,),
I-1

бу ерд а Z t= (X t l, X t) системанинг Х м  ҳолатд ан  X t ҳолатига ўти ш и д а 
ҳисобланадиган  ва бу ҳ олатларн и  солиш тириб баҳоловчи 
ф ун кц и яди р .

А гар систем анинг t  босқичдаги ҳ о л ат л а р  тўп лам и  X t, м умкин 
бўлган  бо ш қ ар и ш л ар  тўп лам и  G  ҳам да системани бир ҳолатдан  
иккинчи  ҳолатга  ў тк ази ш  қоидаси, ҳам да бу ҳ олатларн и  
соли ш ти рувчи  ф у н к ц и я  Z t= (X t.j, X t) берилган  бўлса, Т  босқичли 
систем а тў л а  аниқланган  бўлади. Б у н д ай  систем ани иф одаловчи  
динам ик д а ст у р л аш  м асаласи  қуйидагича ёзилади .

С истем ани бош ланғич ҳолати  Х0 м аъ л у м  бўлганда ш ундай  
U t= (U lf U 2,.. ,  U T) 

стратегияни  та н л аш  к ер ак к и , у
X = Ф(Х М, U t), X te  X t, U te G t, (11.7)

ш ар тлар н и  қан оатлан ти ри б

MX)=£z,ixM,x,) (u.8)
(«I

ф ункцияга эк стр ем ал  қ и й м ат берсин.
Уш бу м ун осаб атлардан  кў р и н ад и к и , динам ик д а сту р л аш  

м асаласи  кўп  босқичли  танлаш  м асаласи  бўлиб, унинг U* оптим ал
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ечим и би р  нечта босқи члард а топилган  м ум кин булган  U t 
б о ш қ ар и ш л ар  асосида танланади .

Г еом етри к  н уқ таи  н азар д ан , ди н ам и к  д аст у р л аш  м асал аси н и  
қ у й и даги ч а тал қи н  қи ли ш  м ум кин:

У м ум ий ҳолда систем анинг бош лангич Х 0 ҳолати  ва охирги  Х к 
ҳолати  ан и қ  берилм айди , ҳам д а  бош ланғич холатнинг бутун  бир Х 0* 
соҳаси ва охирги  холатларн и н г X k' соҳаси  к урсати лад и .

У м ум ий ҳолда ди н ам и к  д аст у р л аш  м асаласи  қу й и д аги ч а  
т а  ъ р и ф л а н а  д и :

Б и р о р  бош қари лувчи  X  систем а бош лангич Х 0е Х 0’ ҳ о л атд а  
бўлсин. В а қ т  ў ти ш и  билан  систем анинг ҳолати  ў згар ад и  ва у  X ke 
X k* охирги ҳо л атга  ўтади , деб ҳисоблайлик. С истем а ҳол атлар и н и н г 
ў згар и ш и  бирор м иқдорий  W -м езон  (критерий) билан  боғлиқ 
дейлик. С истем анинг ў згар и ш  ж ар аён и н и  ш ундай  та ш к и л  эти ш  
к ер акк и , бунда W -м езон  ўзининг оптим ал  қийм атига эриш син.

U -м ум ки н  бўлган б о ш қ ар у в л ар  тўп лам и  бўлсин. У ҳолда , 
м асала  X систем ани  Х 0е Х 0* ҳолатдан  X ke X k’ ҳолатга ў тк ази ш га  
имкон берувчи  ш ундай  U e U  бош қарувни  топиш дан  иборатки , 
бунда W (U) м езон  ўзининг W ’=W(U*) оп ти м ал  қийм атига эриш син.

О д атд а  систем анинг Х 0 ҳолатини  сонли п ар а м е тр л ар  билан , 
м асал ан  аж р ат и л га н  ф о н д лар  м иқдори, ж ал б  қилинган  
и н вести ц и ялар  м иқдори , сар ф л ан ган  ёнилғи м иқдори ва ҳ.к. билан  
и ф о д ал аш  мумкин. Б у  п ар а м е тр л ар н и  систем анинг к о о р д и н атал ар и  
деб  атай м и з. У ҳолда систем анинг ҳолатини  X нуқта билан  ва унинг 
X j ҳ олатд ан  Х 2 ҳолатга ўтиш ини  X нуқтанинг тр а ек то р и яс и  билан  
ва  унинг Х 0 ҳолатдан  X k ҳолатга ўтиш ини  X н уқтан и н г 
тр а ек то р и яс и  бйлан  тасви р л аш  мумкин.

(11.7)-(11.8) м асал ан и  ечиш дан  ав вал
GT, GT_1T, ..., Gj 2...т—G

б ел ги л аш л ар  к и ри там и з. Б у  ерд а G T -  м асаланинг охирги  Т 
босқичдаги ан и қ л ан и ш  соҳаси, G T_1T -  T  ва Т-1 босқичлардаги
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ан и қлан и ш  соҳа, G 1 2 T = G  — берилган  м асаланинг ан и қ лан и ш  
соҳаси.

М ақсад  ф ункциянинг охирги  босқичдаги оптим ал  қий м ати н и  
fjfxT.j) билан  белгилаймиз:

/i (x r.{) = rnax(m i n )[z,  (x.,_„ur)\ (i i .9)
-I e/

M x ,  ,)= m a x (m in )[^ .l(A').2,(/, ,)+ ./;(^ .l)] (11.10)
'-I

Х удди  ш унингдек, Т-1 қа дам  даги  ш ар т л и  оптим ал  қийм атни  f 2(xT_2) 
билан  белгилайм из. У ҳолда 

Х удди  ш унингдек,
MX,  o = m ax(m in)I^ / 2{х  „с/| .3) + / 2(а,#_2)] (п.И)

MX,  j  = max(min) [z,_k̂ {x, t ,u lt{)^ ft_t(x 1Ч)],(* П7Л)

/; (x„) = m ax(m  i n)[ z, ( a; , и {> + / , (x t)] о 1.13)

Б у  ерда (11.9)-(11.13) и ф о д ал ар  оптим аллик  принципининг 
м атем ати к  ф орм адаги  ёзи л и ш и д ан  иборат бўлиб, у л а р  
« Б ел л м а н н и н г  ф у н к ц и о н а л  те н гл а м а л ар и »  ёки  « д и н а м и к  
д а ст у р л аш н и н г  асосий  ф у н к ц и о н а л  те н гл а м а л ар и »  деб атал ад и .

Б у  тен глам алар  ёр д ам и д а  динам ик д астурлаш н и н г Т -1 
босқичдаги  ечим ини сўнги Т  босқичдаги  ечим орқали  топилади . 
Ш унинг учун ю қоридаги м ун осаб атлар  Б еллм аннинг р ек к у р ен т  
м уносабатлари  деб аталад и .

4-§. Д и н а м и к  д а с т у р л а ш  усули
Д инам ик дастурлаш н и н г о п ти м алли к  принципига асосан  ҳ а р  

бир қадам да топилган ечим  ф а қ а т  ш у  қадам  н уқтаи  н азар и д ан  
эм ас, балки  сўнги, туб м ақ сад  н у қ таи  н азар и д ан  оптим ал  бўлиш и 
к ер а к  эканлигини  кўрган  эдик. Д инам ик д асту р л аш  м асал ал ар и н и  
ечиш  у су л л ар и  учун  ана ш у  принцип  асос қилиб олинган.

Ф а р а з  қи лай ли к , биринчи  қад ам даги  бош қариш  Uj бўлсин. 
Бунинг таъ си р и д а систем а Х 0 ҳолатдан  X, ҳолатга ў тад и  ва 
н ат и ж а д а  Z^X,,, U J  ю туқ  келти ради . И ккинчи  қад ам д а U 2 
бош қариш  систем ани  X j ҳ о л атд ан  Х 2 ҳолатга ў тк и зад и  ва н ати ж а д а  
Z2(X 1? U 2) ф ойда к ел ти р а д и  ва  ҳоказо. К  қад ам да Uk бош қариш  
систем ани  X k-l ҳолатдан  X k ҳолатга  к ўчи ради  ва Z k(X k_!, Uk) ю туғ 
к елти ради .

Д ем ак, систем ани  Х 0 ҳ о л атд ан  Х т ҳолатга кў ч и р и ш  учун  
ш ундай  U = (U 1, U 2,... UT) бош қари ш  (стратегияни) та н л аш  к ер акк и , 
ундаги  ZT(XQ, U) ю туқ (зар а р ) м ак си м ал  (минимал) бўлсин, я ъ н и
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fx(X0)=Z (X 0, U )->m ax(m in).
А гар Zx(X 0, U) ни

ZT(X0, U )= Z 1(X Q, U J + Z ^ X ,,  U J + .- .+ Z ^ X ^ ,  U T) 
йиғинди к ўриниш ида и ф о д ал асак , динам ик д аст у р л аш  м асаласи  

fT(X 0)=Z(X 0, U )= Z 1(X D, UJ+ZgCXj, U ^ + .- .+ Z ^ X ^ ,  U T) 
ф ун кц и яга м аксим ум  (минимум) қ и й м ат берувчи  

U=(Uj, U2,..., UT) 
бош қариш ни топиш га келти ри лад и .

Б ун дай  бош қариш ни топ и ш  ж а р аё н и  эса, куйидагича ам алга 
ош ирилади:

Энг ав вал  ж араён н и  те ск ар и  й ўн али ш д а (Хт_! дан  Х 0 га томон) 
та ҳ л и л  қилам из. Бунинг учун  охирги  Т  босқич учун ф у н кц и он ал  
тенглам а

(хг_,) = max(m in)(z, (*,„(/,)]

кўриниш да бўлади.
О хирги Т  босқичнинг бош ида ж а р аё н  X T_U , X T.li2, ..., X T_lk 

ҳ о л атлар д а  бўлиш и м умкин бўлсин деб ф а р а з  қилам из. С оддалик 
учун  ф а қ а т  бутун сонли X T_j ke  Х т_, ҳ о латларн и  кўрам из.

Б у  ҳолатларнинг ҳ ар  бири учун  Т  босқичдаги ш ар тл и  оптим ал  
UT.i, UT2,..., U Xfk еч и м лар  в а  у л ар га  мос келувч и  ZT1, ZT2,..., Z ^  
даром ад  (чиқим )лар топилади. UT1, U T2,..., U Tk еч и м лар  орасида 
f^ X ^ i)  ф ун кц и яга м аксим ум  (минимум) қи й м ат 1оерувчи ва оптим ал  
U* стратегиянинг таркибига к и рувчи  U*T ечим  топилади. Л екин  бу 
ечим  м асалан и  ечиш  ж араён и н и н г иккинчи  босқичида, яъ н и  ж а р а ё н  
тўғри  й ўн али ш д а (Х 0 дан  Хт.! га томон) текш и ри лган д а топилади.

Ш ундай  қилиб, охирги  қад ам  о п ти м аллаш ти ри лади , яъ н и  бу 
қадам нинг бош ида систем а қан д ай  бўлиш идан  қ атъ и й  н азар  қабул  
қилинадиган  ечим  аниқланади .

С ўнгра T - l  босқичга ўтпладп. Б у  қ ад ам  учун  ф ун кц и он ал  
тенглам а

h  (x r - i ) = max(min)[^, { x r_2, u r_.) + /, (x ,  )] 

тузи лади .
Б у  босқичда ҳам , худди  ю қоридагидек ҳ ар  бир мумкин бўлган  

Хт-2,к е  Х т _2 ҳ олат  учун  м ум кин бўлган U -r^^eG j.! ечим ва унга мос 
к ел у вч и  Z T_lk даром ад  (чиқим) топилади. С ўнгра Z y^^+fj 
йиғиндиларни  ўзаро  солиш тириб, ҳ ар  бир X T_2k ҳолатга мос 
к ел у вч и  йиғинди ва унга мос келувч и  ш ар т л и  оптим ал  ечим  uT_lk 
топилади. Б у  еч и м лар  ораси да f2(X T_2) ф ун кц и яга экстрем ал  к и й м ат 
берувчи  ва оптим ал  U* стратегиянинг таркибига кирувчи  U * .^  
топилади.

Ш ундай  й ў л  билан давом  этиб, ж араён н и н г биринчи босқичига 
ўти лади . Б у  қ ад ам да ж а р а ё н  ф а қ а т  битта аниқ ҳолатда бўлиш и 
мумкин. Ш унинг учун бу босқичда олдинги босқичларда топилган
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б ар ч а  ш а р т л и  оп ти м ал  ечим ларни  н азар га  олувчи  ва  Х 0 ҳолатга мос 
к ел у вч и  о п ти м ал  ечим  топилади.

Ш у н д ай  қилиб, ҳам м а м умкин бўлган  ҳ о л атл а р  учун би рин- 
кети н  f j, fT-i> ф ун кц и яларн и н г қ и й м атл ар и  ва ту р л и  босқич
ва ҳ о л ат л а р га  тегиш ли ечим лар, ш у ж у м л ад ан  U* оптим ал  
стратеги ян и н г  таркибига к и р у вч и  оптим ал  U*T, U*l еч и м лар
топилади . Б у  ечим лар  асосида ту зи л ган  U* стратегия fT(X D) 
ф у н к ц и яга  эк стр е м а л  қийм ат беради. О п ти м ал

стр атеги ян и  ан и қ л аш  учун ж ар аён н и  тўғри  й ў н али ш д а (Х0 д ан  Х ^  
га томон) я н и  бир бор текш и ри б  чиқиш  керак. Б унда, энг ав в ал  
ан и қ  бош ланғич Х 0 ҳолатдан  ва топилган  fT(X 0) ф ун кциянинг 
қ и й м ати д ан  ф ойдаланиб , U*! топилади. С ўнгра U*jBa f-r.^X J 
ф у н к ц и ян и н г  қи й м ати  орқали  U*2 то п и л ад и  ва ҳоказо. Энг охи ри да 
U*T_i ва ^t-(X i) о р қ ал и  U*T топилади.

Д инам ик дасту р л аш  м асаласини  ечиш  ж араён и н и  қуйидаги  
м исолда яқ қ о л  кўрсати ш  мумкин.

1. Энг қисқа йўлни танлаш масаласи.
Ф а р а з  қ и лай л и к , А ва В п ун к тларн и  ў зар о  боғловчи тем ир  

й ў л л ар  тў р и  берилган  бўлсин (2-ш акл). Б у  п у н к тл ар  орасида тем ир 
йўл  билан  боғланган ж уд а кўп  п у н к тл ар  м ав ж у д  бўлиш и мумкин. 
Б ун д а  ҳ а р  қандай  икки п ункт орасидаги  м асоф а м аъ л у м  деб ф а р а з  
қилам из. М асалан , бу м асоф анинг у зу н л и ги  2 -ш аклдаги  ҳ а р  икки  
н уқ тан и  ту таш ти р у вч и  кесм а устига ёзи лган  сонлардан  иборат 
бўлсин. А ва В п ун ктларн и  энг қ и сқ а  й ў л  билан ту таш ти р у вч и  
м ар ш р у тн и  ан и қ л аш  м асаласи  қўйилади .

М асалан и  ечиш  учун  (1-1), (2-2), (3-3) ч и зи қл ар  ёрд ам и да 
берилган  тем и р  й ў л л ар  тўрини  ай ри м  қисм ларга (босқичларга) 
аж р атам и з(Ц ^ш ак л ).

А
В

11.2-ш а к л
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11.3-ш акл.
(2-2) чизиқнинг тр ан сп о р т  й ў л л ар и  тў р и  билан  кесиш ган  

н у қталари н и  D 1? D 2, D 3 л а р  билан, (3.3) чизиқнинг кесиш ган  
н уқ талари н и  эса  С 1? С 2, С 3 л ар  билан белгилайм из. Б и ри н чи  
қ ад ам да В н уқ тад ан  D 2, ва D3 н у қ тал ар гач а  бўлган энг қисқа 
м асоф ани  ан и қлай м и з.

В -D ,:  m in  (10, 8+4, 5+3+ 8)= 10 ,
B -b D 2: m in  (10+8+ 5 , 4+5, 5+ 3+ 5)= 9 ,
B -b D 3: m in  (5+2,5, 4 + 3 + 2 ,5)=7 ,5.

/С .З -ш аклда D 1? D 2, D 3 н у қ тал ар д ан  сунгги В пун ктгач а бўлган  
энг қисқа м асоф а қ авс ичида ёзилган. С ўнгра (3-3) чизиқнинг 
транспорт й ў л л ар и  тў р и  билан  кесиш ган Clt С2, С3 нуқ т а л ар н и  
кўрам и з. Б у  н у қ тал ар д ан  В н уқтагач а бўлган  энг қисқа м асоф ан и  
аниқлайм из. Б у  м асоф а

С j н уқта учун  m in  (1+ 8+ 10 , 1+ 7 + 4 + 2 + 9 , 1 + 7 + 2 + 3 + 2 + 9 , 
1+ 7 + 2 + 2 ,5 + 7 ,5 )=
=m in(19,23,24,20)=19 

С 2 н уқ та  учун  m in (7 + 8 + 1 0 , 9+10, 4+ 2+ 9 , 2 + 3 + 2 + 9 , 4 + 2 ,5+ 7 ,5 )=  
=m in(25 , 19, 15, 16, 14)=14 

С 3 н уқ та  учун  m in(2+ 2 ,5+ 7 ,5 , 2+ 3+ 2 + 9 )= 1 2
Б у  м асо ф ал ар  ш ак л д а қавс ичида ёзилган . 3 босқичда А 

н уқ тад ан  В гача бўлган  энг қисқа м асоф а топилади. Б у  м асоф а 
қуй и даги ча ан и қлан ади :

m in (6+ 9+ 19 , 6+ 5+ 14 , 8+ 6+ 14 , 8+3+ 12)= 23
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С ўнгра А  н уқ тад ан  энг қи сқа м асоф а бўйлаб В н уқтага 
борадиган  йўлни  белгилайм из.

А—»С3—̂ D3—>В.
2. Самолётнинг учиш баландлиги ва тезлигини оширишда 

сарф қиладиган ёқилғи миқдорини минималлаштириш масаласи.
С ам олёт дастлаб  Н0 балан д ли кд а  V0 т е зл и к  билан учаётган  

бўлсин. Унинг учиш  балан д ли ги н и  Н к ва тезли ги н и  Vk гача к ў тар и ш  
к е р а к  бўлсин. Д ем ак, сам олётнинг учиш  баландлигини  Н 0 дан  Нк 
гача, тезли ги н и  эса V 0 дан  Vk гача ош ириш да са р ф  қ и л адиган 
ёқ и лғи  м иқдорини  м и н и м аллаш ти ри ш  м асаласини  ҳал  қилиш  тал аб  
эти лади . Б у н д а  аниқ  бир те зл и к  билан учаётган  сам олётнинг Hj 
б а л ан д л и кд ан  H 2> H I б ал ан д л и к к ач а  к ў тар и л и ш и  учун  ҳам д а ан и қ  
бир балан д ли кд а  у ч аётган  сам олётнинг тезлигини  Vj дан  гача
к ў тар и ш  учун  сар ф  қи линадиган  ёқилғи  м и қд орлари  м аъ л у м  деб 
қ ар алад и . У ш бу м асала  динам ик д асту р л аш  м асаласи  си ф ати д а  
қ у й и д аги ч а  тавси ф лан ад и : С ам олётнинг учиш  баландлиги  ва 
тезл и ги  к ў р са тк и ч л ар и  тў п лам и н и  ш ун дай  бош қариш  к ер акк и , 
н ат и ж а д а  са р ф  қилинган  ёқилғи  м иқдори м иним ал бўлсин.

Ечими. С ам олётнинг ф азо д аги  ҳолати  и кки та  п ар ам етр  -  
т е зл и к  (V) ва бал ан д л и к  (Н) билан аниқланади . Ш унинг учун 
ечим ни VOH теки сл и кд а  қидирам из. А ниқроғи, ш у тёки сли кд аги  
Н = Н 0 , H = H k ва V = V 0 , V = V k тўғри  ч и зи қл ар  билан  чегаралан ган  
тў ғр и  тў р тб у р ч ак ка  қ ар ай м и з. С ам олётни S 0 (V0 , Н0 ) ҳолатдан  S k 
(Vk , H k ) ҳолатга, энг кам  х а р а ж а т  қилиб, ў тк ази ш  м асаласи  
қўйилади . Б у  м асалан и  динам ик д асту р л аш  у су л л а р и  билан  ечиш  
учун  (Нк-Н 0) кесм ани  п 2 та  тенг к есм ачаларга, (Vk-V 0) кесм ани  эса 
п2 та тенг к есм ачаларга  б ўлам и з, ҳам д а ҳ ар  бир қ ад ам д а сам олёт ё 
баландлигини  (АН = (нк -  HQ )/я, бирликка), ёки  тезли ги н и  
(AV =(Ук ~У0)/п2 бирликка) ош иради , деб қабул  қилам из. S  ну^т^ни  S 0 
ҳ олатдан  S k ҳолатга ту р л и  й ў л л ар  билан ў тк ази ш  м умкин (в1 ш акл). 
Б у  й ў л л ар  ичида энг кам  ёқилғи  миқдорига мос келувчисини  
та н л аш  керак.

М асалани  ечиш  ж а р аё н и н и  қуйидаги  м исолда к ў р сатам и з:
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М исол. М асаладаги  ан и қ  м аъ л у м о т л а р  қу й и д аги  4 -ш ак л д а  
тасвирланган . С амолётнинг H k б ал ан д л и кк а  к ў тар и л и ш и  ва 
тезлигини  Vk гача ош ириш да с а р ф  қилинадиган  ёқилғи  м иқдорини  
м га и м а л л а ш ти р у в ч и  йулни  аниқланг.

11.5 -ш акл .
У ш бу ш аклдаги  в е р ти к ал  ч и зи қл ар д аги  сонлар сам олёт 

баландлигини  ош иргандаги, гори зон тал  чи зи қлард аги  сонлар  эса у 
тезлигини  ош иргандаги  с а р ф  қ и лади ган  ёқилғи м иқдорини  
кўрсатади .

М асалан и  ечиш  ж ар аён и н и  п 2 + п 2 = 4 + 6 = 1 0  қ ад ам л а р га  
бўлам из.

О п ти м аллаш ти ри ш  ж а р аё н и н и  энг ихирги қ ад ам д ан  
бош лаймиз. Б у н д а  S k ни ў з  ичига олувч и  ўнг томондаги энг ю қори 
т ў р тб у р ч ак к а  қарайм и з. Ш ак лд ан  к ў ри н ади ки , S k н уқтага А 1 ва  А 2 
н у қ тал ар д ан  ўтиш  мумкин. А гар  А } дан  S k га ўти лса (тезли к  
ош ирилса), у  ҳолда 8 бирлик  ёқи лғи  са р ф  қилинади. А гар  А 2 
н у қтад ан  Sk га ўтилса (баландлик  ош ирилса), у  ҳолда 11 би р л и к  
ёқилғи  с а р ф  қилинади. У ш бу р ақ а м л ар н и  А 1 ва А 2 н у қ та л а р  
қош идаги  ай л а н ач ал ар га  ёзам и з. Б у  қ ад ам д а энг кам  ёқилғи  
сарф и га  мос к елувч и  Л, -► Sk й ў н ал и ш  ш ар т л и  оптим ал ечим  деб 
қаб ул  қ и ли н ад и  ва стрелка билан белгиланади .

9 қ ад ам д а  В х , В 2 , В3 н у қ тал а р д а н  S k н уқтага энг к ам  ёқи лғи  
са р ф  қилиб ў ти ш  йўлини ан и қлай м и з. А гар Bj н уқ тад ан  S k га 

й ў н ал и ш и  орқали  з^и б  17 бирлик  ёқилғи  са р ф  қ и ли ш  
мумкин. В 2 н у қ тад ан  S k га и ккита й ў л  билан ў ти ш  мумкин:

I. В7 —> Аҳ —> Sk
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IX. Bj -> Aj -^
Б у н д а  I й ў л д а  18 би рли к , II й ў л д а  эса 24 бирлик  ёқи лғи  са р ф  
қилинади . В 3 н у к тад ан  S k га ягона Въ ->А2 -+Sk йўл билан  ў ти ш  ва 22 
би рли к  B l , В 2 , В 3 н у қ тал а р  қош идаги  ай л ан ач ал ар га  у л а р д а н  ^  
н у қ тагач а  с а р ф  қ и ли н ад и ган  х а р а ж а т л а р д а н  энг кам и  ёзи лад и . Энг 
кам  х а р а ж а т  б и лан  боғлиқ бўлган  й ўн али ш  ш ар т л и
оп ти м ал  й ў н ал и ш и  си ф ати д а  ст р ел к а  билан белгиланади.

8 -  қ ад ам д а  С! , С 2 ж С 3 , С 4 н у қ тал а р д а н  Sk н у қ тагач а  энг кам  
х а р а ж а т  с а р ф  қилиб ў ти л а  диган  йўл  қидирилади . Б у н д а  Cj 
н уқ тад ан  S k га ягона

С| —> /?| —> А, —> Sk

й ўн али ш  о р қ ал и  ўтиб, 27 би рли к  ёқилғи  са р ф л аш  мумкин.
С 2 н у қ тад ан  Bj ва В 2 н у қ та л а р  орқали  S k н уқ тага  ўти лган д а  

тенг м иқдордаги  (25 бирлик) ёқилғи  с а р ф  қилинади.
С3 н у қ тад ан  S k га и к ки та  й ў л  билан  ўтиш  м умкин:
I. С, —> B-, —> A j —> iSj
II. c 3 -> b, - * a2 >̂ s k

Б у н д а  I йўл  би лан  ў ти лган д а  28 би рли к  ва II йўл  билан  ўти лган д а  
эса 24 би рли к  ёқи лғи  с а р ф  қилинади .

С 4 н у қ тад ан  S k н уқтага ягона
—> By —> А2 —► Sk

й ў л  билан  ў ти л а д и  ва 34 би рли к  ёқйлғи  сар ф  қилинади .
Б у  босқичда ш ар т л и  о п ти м ал  бош қариш  энг к ам  ёқ и лғи  сар ф и  

билан  боғлиқ бўлган  С2 -+ Я, -> St ва С2 -> В2 -+ А, -► St 
й ў н ал и ш л ар д ан  и борат бўлади . Б у  й ў н ал и ш л ар  с т р е л к а  билан  
к ў рсати лад и .

Ш ун д ай  й ў л  билан  давом  этиб, 7 қад ам да 34 б и р л и к  ёқилғи  
са р ф и  билан  боғлиқ бўлган  3  та  ш артли  о п ти м ал  йўн али ш  
ан и қлан ади :
а) D2 —> С| —> 5| —► At —> Sк
б) Dj —> С2 —> В| —> A j —> S к
в) Dj —> Cj —> В2 —► A j —> SI

6 -  қ ад ам д а 42 б и рли к  ёқилғи  сар ф и  билан боғлиқ бўлган  2 та  
ш ар т л и  оптим ал  й ў н ал и ш л ар  ан и қлан ади :
а) —> /Pj —> С2 —► Bt —> AX —> Si
б) £ 3 —> Dj -> C2 —> Bj At —► St

5- қ ад ам д а 51 б и р л и к  ёқилғи  сар ф и  билан  боғлиқ  бўлган  
ш ар тл и  оп ти м ал  й ў н ал и ш л ар  қ у й и д аги л ар  бўлади:
I. Ғ3 —> —> Д3 —> С*2 В| —► At —> ^  \
II. Ғу —> К у —> О, —> С -> —> В2 —> j
III. -> £4 •*> D3 —> C2 —> —> >4, —> 5  ̂J
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IV. Ғ4 —> ЕА —у  Dj —у  С2 —у  Bj —̂ i4| ->
4- қ ад ам д а 58 бирлик  ёқилғи  с а р ф и  билан  боғлиқ бўлган  

ш артли  огггимал йўналиш  топилади :
Lj —у FА —у Е4 —> /)4 —> Cj —> Bj .4, -> 5 j‘,

3- қад ам д а 67 бирлик  ёқилғи  с а р ф и  билан  боғлиқ бўлган 
М j  ̂Lj —у  —> £ j —► D3 —у  C 2 —> 5| —> —> 5̂ ",
A/j —̂ —> £4 —> Dy —у Cj —> B2 —̂ у4, —► 1SI \
ш артли  оп ти м ал  й ў н ал и ш л ар  ан и қлан ади .

2- қ ад ам д а 76 бирлик  ёқилғи  са р ф и  билан  боғлиқ бўлган 
Н2 > М1 —> Ly —у  Ғ4 —> Е̂  —> D j  —► Cj —> B-j —> j4| —у ,

H j  —^ M 1 —> L j — у  f ,  —► E ^  — у  O j  — у С 2 —^ — у — у S t  \ 

ш артли  оп ти м ал  й ў н ал и ш л ар  аниқланади .
В а ни ҳоят 1- қ ад ам да 88 би рли к  ёқилғи  сар ф и  билан боғлиқ 

бўлган
Sq —у Н —у А/, —у —> Fj —у Е; —у —у С, —► Bf —у —у J 
S q  у  H j  —► М 1 —> L y  —у  — у f 4 —► D ,  — у С  7 — у В х —> A i —у  S к , 

ш артли  оптим ал  й ў н ал и ш л ар  аниқланади .
Б у  й ў н ал и ш л ар  оптим ал й ў н али ш  бўлади.

О птим ал  ечим га, асосан, сам олғт 1- қад ам д а тезлигини  У0 + AJ' 
д а р аж агач а  ош иради , 2- қад ам да у  баландлигини  Н0 +АН гача 
ош иради. 3, 4, 5- қ ад ам лар д а  сам олётнинг тезли ги  мос р ав и ш д а 
У0 + 2АУ У0+ЗДУ У0 + 4 АУ га ош иш и, 6, 7, 8 - қ ад ам л а р д а  эса унинг 
баландлиги  мос рави ш д а / /0 +2Д //, / /0 + З д //, Н0+4АИ д а р а ж а га ч а  
ош иш и керак.
9 ва 10 қ ад ам л а р д а  сам олёт тезли ги н и  мос рави ш да У0+5АУ ва 
У0 + 6АУ д а р аж агач а  ош иш и керак. Н ати ж ад а  у  энг кам, я ъ н и  88 
бирлик  ёқилғи  са р ф  қилади.

5-§. И н в е с т и ц и я н и  о п ти м ал  т а қ с и м л а ш  м аса л ас и н и  д и н а м и к  
д а ст у р л аш  у су л и  б и л ан  е ч и ш

И нвестор Х 0 м иқдордаги  к ап и тал  м аблағни n  (i= l,2 ,...,n ) та  
корхонани ў з  ичига олувчи  бирлаш м ага с а р ф  қ и лаётган  бўлсин. Б у  
м абла ғ би рлаш м адаги  п та  корхонага тақсим ланади . А гар i- 
корхонага x s м иқд орда к ап и тал  м аблағ а ж р а т и л с а , у  Z^x*) м иқдорда 
даром адга эга бўлади.

Б и рлаш м ан и н г ум ум ий даром ади  кор х о н ал ар  дар о м ад л ар и  
йиғиндисидан и борат бўлади.

Z = Z 1(x 1)+ Z 2(x2)+ ....+ Z n(xn) (11.14)
И нвести ц и ян и  оптим ал  тақси м л аш  м асаласининг м атем ати к  

м одели  қ у й и д аги  кўри н и ш д а бўлади.
х 1+ х 2+ ....+ х л= Х 0 (11.15)
х > 0  (г—1,...,п) (11.16)

Z = Z 1(x 1)+ Z 2(x2)-h ...+ Z n(xn)-> m ax. (И 1 7 )
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Б у  ер д аги  (11.15)-ш арт бирлаш м ага аж р ати лган  Х 0 к ап и тал  
м аблағ тў л а  тақси м лан и ш и  кераклигини; (11.16)~ш арт м асаланинг 
ш ар ти га  к ў р а  н о м аъ л у м л ар  ном анф ий бўлиш лигини  ва (11.17)- 
м ақ сад  ф у н к ц и я  бирлаш м анинг ум ум ий даром ади  м аксим ал  
бўлиш лигини  кўрсатад и .

Б ер и л ган  (11.15)-( 11.17) м асалад а аж р ат и л га н  к ап и тал  м аблағ 
Х 0 га ва к о р х о н ал ар  сони п га тенг. Б у  м асалани  ечиш ни кўп  
босқичли ж а р а ё н  деб қарайм из. Ҳ ар  бир босқичда аж р ати лган  
к ап и тал  м аблағ нолдан Х 0 гача, корхон алар  сони эса, нолдан п гача 
ў згар у в ч а н  м и қд о р лар  деб қаралади . М асалан , биринчи босқичда 0< 
х<Х 0 м аблағ ф а қ а т  битта корхонага, иккинчи  босқичда 2 та 
корхонага ва ҳоказо , n - босқичда п та корхонага тақсим ланади  деб 
қ ар алад и . Ш ун д ай  қилиб, кап и тал  м аблағни тақсим лаш нинг стати к  
м асаласи  ди н ам и к  д асту р л аш  м асаласига айланади .

Б ун д ай  ди н ам и к  д астурлаш  м асаласини  ечиш  учун  ҒДх), 
Ғ 2(х),..., F n(x) ф у н к ц и я л а р  кетм а-кетлигини  киритам из. Б у  ерда:

ҒДх) -  0<x<X 0 м иқдордаги  м аблағни ф а қ а т  1та корхонага 
тақси м лаган д а  олинадиган  м аксим ал даром ад , Ғ 2(х) -  0<х<Хо 
м иқдордаги  м аблағни 2 та корхонага тақси м лаш дан  олинадиган  
м акси м ал  д ар о м ад  ва ҳоказо, F n(x) -  0<х< Х 0 м иқдордаги м аблағни 
п та корхонага тақси м л аш д ан  олинадиган  даром ад.

М аъ лу м к и , F n(x0)= Z max бўлади. Қ уйидаги  икки  ҳолда Ғ,(х) 
ф у н к ц и я л ар  осонгина топилади:

1) Ғ i(0)=0, i= l,.. .,n
2) F ,(x )= Z 1(x), 0<x<X0

Д ем ак, агар  к ап и тал  м аблағ тақси м лан м аса , у  ҳолда даром ад  
ҳам  нолга тенг бўлади. А гар к ап и тал  м аблағ битта корхонага 
тақсим  ланса, бирлаш м анинг даром ади  ана ш у битта корхона 
д аром ади д ан  и борат бўлади  (кап и тал  м аблағ аж р ати лм аган  
к орхон алар  д ар о м ад  келти рм ай д и  деб ф а р а з  қилинади).

Энди 0<x<X 0 м иқдордаги  к ап и тал  м аблағ 2 та корхона орасида 
тақсим ланган  ҳолни  кўрам из. А гар х 2—иккинчи корхонага 
аж р ат и л га н  м аб лағ бўлса, у  ҳолда қолган х -х 2 м иқдордаги  м аблағ 
биринчи корхонага аж р ати лад и . Б у  икки  корхонадан  олинадиган  
ум ум ий д а р о м ад  қуйидаги  ф ун кц и он ал  тенглам а ёрд ам ида 
топилади

Ғ2 (х) = шах [Z2 (х2) + F, (х -  х j )]0£i,£i0<;ж£Хв
Ф а р а з  қ и л а й л и к , 0<x<Xo м иқдордаги  м аблағ к  та  корхона 

орасида тақси м лан ган  бўлсин. А гар k -корхон ага x k м иқдорда м аблағ 
аж р ат и л га н  бўлса, ундан  олинган д аром ад  Zk(xk) га тенг бўлади. 
Қолган x -x k м аб лағ k-1  та корхон алар  орасида тақси м лан ад и  ва  
ундан  олинадиган  даром ад  F k_!(x-xk) га тенг бўлади. Б у  ҳолда 
олинадиган  ум ум и й  даром ад
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Қ  (х) = max [Z„ (х„) + Ғк_, (х -  хк)]
OSxS Х„

ф ун кц и он ал  тенглам а ёр д ам и д а  топилади. Д астлаб  берилган  
м асаланинг ечим ини Х = Х 0 ва  k = n  бўлган ҳолда қуй и даги

Ғп»=гпах[ад)+ҒТ11(Ҳ)
<&n*K

ф ун кц и он ал  тен глам адан  ф о й д алан и б  топамиз.
И нвести ц и ян и  тақ си м л аш  м асаласини  ди н ам и к  д асту р л аш  

усули  билан  ечиш  ж а р аё н и  билан  таниш ам из.
Энг а в в ал  0<X<X0 о р ал и қ  п та тенг и н тер в ал л ар га  (қадам лар) 

бўлинади. ҳ а р  бир қад ам н и н г у зунлиги  Д га тенг деб қабул  
қилинади. Б у н д ан  та ш қ а р и  Zj(X) ва  F;(X) ф у н к ц и я л а р  ф а қ а т  ш у 
н у қ тал ар д а , яъ н и , Х = 0 , Д, 2Д, пД =Х 0 да ан и қлан ган  деб қабул  
қилинади

i= l  да  Fj(X) қ у й и даги  тенглик  ёр д ам и д а ан и қлан ади  
F i(X )= Z 1(X), Fi(kA)=Z!(kA), k = 0 ,...,n  тенгликнинг қи й м атлари  
ж ад в ал га  ж ой лаш ти ри лад и . F^kA ) нинг қ и й м ати дан  ф ойдаланиб 
Ғ 2(кД) ҳисобланади:

ғ2( х , ) = г т А ъ т + ғ { \ - т
k=Qji

Ц и с о б л а ш  ж а р а ё н и д а  Ғ 2(Х), (Х =кД , k = 0 ,...,n ) нинг қийм атидан  
та ш қ а р и

Z 2(kA )+F 1(X 0-kA) ф ой д ан и  м ак си м ал л аш ти р у в ч и  х 2 нинг 
қи й м ати  ҳам  топилади. С ўнгра Ғ 3(Х) топилади  ва ҳоказо , ҳам м а 
босқичлардаги  F t(x) л ар н и  ҳисоблаш ни баж ари б

ҒП(Ҳ>) =  m ax  1 Э Д )+ Ғ П

тенглик  ёр д ам и д а  F n(X0)= m ax Z  топилади.
Ш ундай  қилиб, охирги  босқичда м ақсад  ф ункц и ян и н г 

м ак си м ал  қ и й м ати  F n(X 0) ҳ ам д а n -корхона учун  аж р ат и л а д и га н  
и нвестиция м иқдори , яъ н и  X n' топилади.

С ўнгра ҳисоблаш  ж а р а ё н и  теск ар и  тар ти б д а  баж ари лад и . 
Б у н д а  охирги  қад ам д ан  биринчи  қад ам гача бир м ар та  қараб  
чиқилади :

n -корхон ага аж р ат и л а д и га н  X n’ к ап и тал  м аблағни билган 
ҳолда қолган  п-1  к о рхон алар  орасида тақси м лан ад и ган  X 0~ X n’ 
топилади. С ўнгра олдин топилган

= max [г^Дх.^ч- F ,.j(x- x..,)]
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дан  Ғп.ДХц-Хп*) ни, ва д ем ак , х*п.1ни топам из, ва ҳоказо. Ш ундай  й ўл  
билан  давом  этиб о х и р и д а х /  ни топамиз.

Ш у билан ч егар алан ган  инвести ц и я бирлаш м анинг п та  
к орхон алари  орасида о п ти м ал  тақсим ланган  бўлади.

1-м и сол . И нвестор  200 бирлик  к ап и тал  м аблагни 
би рлаш м адаги  4та корхон ага са р ф  қилм оқчи бўлсин. ҳ а р  бир 
корхона ўзи га аж р а т и л га н  м аблағнинг м иқдорига боғлиқ рави ш д а 
ту р л и  м иқдордаги  дар о м ад га  эриш ади . Б у  д ар о м ад л ар  қуй и даги  1- 
ж а д в ал га  ж ой  лаш ти ри лган .

1-ж а д в а л
К орхоналарга 

аж р ати лган  
м аб лағлар  м иқдори

К орхон алар  даром ади

Z t(x) Z 2(x) Z3(x) Z 4(x)

0 0 0 0 0
40 15 14 17 13
80 28 30 33 35
120 60 55 58 57
160 75 73 73 76
200 90 85 92 66

И нвестицияни  к о р х о н ал ар ар о  оптим ал  тақси м л аш  р еж аси н и  
тузинг.

Ечим и. М асалан и  4та босқичга бўлиб ечам из. Д астлаб  п= 1 , 
яъ н и  кап и тал  м аб лағ ф а қ а т  битта корхонага берилган  ҳолни 
к ўрам из. Б ун да

F 1(x )= Z 1(x)
бўлади. 0<х<200=Х 0 о р ал и қ д аги  ҳ а р  бир х 1к=кЛ л а р  учун  F j(x ,J  
қ и йм атларни  2 -ж а д в а л га  ж ой лаш ти рам и з.

2-ж а д в а л

Энди n= 2  бўлган  ҳолни, я ъ н и  Х о=200 би рли к  к ап и тал  
маблағни 2 та корхон ага тақси м лан ган  ҳолни к ўрам и з.

Б у  ҳолда оли н ад и ган  даром ад

Ғ2(*) = тгю [г2(х2) + Ғ ,(х -х 2)]
0SiS\n

ф ункционал  тен глам а о рқ али  топилади. Б у  ф ун кц и ян и н г 
қий м атлари  қуй и даги ч а  топилади.
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0<х<200=Х 0 оралиқдаги  ҳ ар  бир х  учун  0<x2<X 0 топ и лади  ва 
унга тегиш ли  бўлган

Z,(X2)+F,(X-X2) 
ҳисобланади. С ўнгра

Ғ2 (х) = m ax[Z2 (х2) + Ғ2 (х -  х2)]

топилади.
М асалан , х= 0  д а  х 2= 0  бўлади;

х =40 да х 2=0; 40 бўлади;

х 2 = 0, Z 2(0) + Fj(40)= 15 

х 2 =40, Z2 (40) + Ғ, (0) = 14 + 0 

х = 80да х2 = 0;40;80 

х 2 =0 , Z 2 (0) + Fj (80) = 0 + 28 

х2 =40, Z 2 (40) + Ғ, (40) = 14 + 15 

х 2 = 80, Z 2 (80) + Ғ, (0) = 30 + 0

Ғ2 (х = 40) = 15

F2(x = 80) = 30

Ва ҳоказо , ш ундай  й ўл  билан  Х =120, 160 ва 200 га тенг бўлган 
ҳоллар  учун  F 2(x=120), F 2(x=160), F 2(x= 200) ларн и  топам из. F 2(x) 
ф ункцияни  ҳисоблаш  ж ар аён и н и  қуйидаги  3 -ж а д в а л д а  кўрсатам и з.

3-ж а д в а л
х2

X
0 40 80 120 160 200 Ғ2(х) x 2’

0 0 0 0
40 0+ 15 14+0 15 0
80 0+28 14+15 30+0 30 80
120 0+60 14+28 30+15 55+0 60 0
160 0+75 14+60 30+28 55+15 73+0 75 0
200 0+90 14+75 30+60 55+28 73+15 85+0 90 0

3 босқичда n = 3  бўлган  ҳолни, я ъ н и  Х о=200 к ап и тал  м аблағ Зта 
корхона ў р таси д а  бўлинган ҳолни кўрам и з. Б у  ҳолда эри ш и лад и ган  
даром адни ҳ ар  бир 0<х3<х, 0<х<Хо =200 учун қуйидаги  ф ун кц и он ал  
тенглама о р қ ал и  ҳисоблаш  к ер ак

Ғ ,(х )=  raa x [Z ,(x 3) + F 2( x - x , ) ]0<ж,<Л
0SxS2C№

Б у  ф у н к ц и ян и  ҳисоблаш  ж ар аён и н и  қуйидаги  4 -ж а д в а л д а  
кўрсатам из.
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*3
X

0 40 80 120 160 200 F 3(x) х3

0 0 0 0
40 0+ 15 17+0 17 40
80 0+ 30 17+15 33+0 33 80
120 0+ 60 17+30 33+15 58+0 60 0
160 0+ 74 17+60 33+30 58+15 73+0 77 40
200 0+ 90 17+74 33+60 58+30 73+15 92+0 93 80

4 босқичда n= 4  бўлган ҳолни, яъ н и  Х 0=200 к ап и тал  м аблағ 4та 
к орхон ага бўлинган ҳолни кўрам и з. Б у  ҳолда эриш иладиган  
д ар о м ад

Ғ4(х )=  m ax[Z 4(x4) + F j ( x - x 4)]о<\4<;«0<*<200
ф у н к ц и о н ал  тенглам а орқ али  топилади. Б у  ф ун кц и ян и  ҳисоблаш  
ж а р а ё н и  5 -ж а д в а л д а  кўрсатилган .

5 -ж а д в а л
х 4

X
0 40 80 120 160 200 Ғ4(х) х 4’

0 0 0 0
40 0+17 13+0 17 0
80 0+33 13+17 35+0 35 80
120 0+60 13+33 35+17 57+0 60 0
160 0+77 13+60 35+33 57+17 76+0 77 0
200 0+93 13+77 35+60 57+33 76+17 60+0 95 80

1-5 ж а д в ал л ар д аги  Ғ ^х ), Ғ2(х), ..., Ғ 4(х) л арн и  ва у л ар га  мос 
р ав и ш д а  х , \  х 2*, х 3* ва х 4* векторларн и  қуйидаги  6 -ж ад вал га  
ж о й л аш ти р ам и з.

6 -ж ад вал
хГ

X
*Г Ғ,(х) х 2* Ғ 2(х) х3’ Ғ3(х) х 4’ Ғ4(х)

0 0 0 0 0 0 0 0 0
40 40 15 0 15 40 17 0 17
80 80 28 80 30 80 33 80 35
120 120 60 0 60 0 60 0 60
160 160 75 0 75 40 77 0 77
200 200 90 0 90 80 93 80 95

Б у  ж а д в ал д а н  к ап и та л  м аблағни оптим ал  тақсим лаш  
реж аси н и  топам из. 200 би рли к  м аблағни 4 та  корхонага тақсим лаш  
н ати ж аси д а  б и рлаш м а 95 би рли к  д аром ад  олади.

max Қ (х = 200) = max(90,90,93,95) = 95
i = 1.4
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Б ун да турти н чи  корхонага 80 би рли к  м аблағ б ер и л ад и  ва  
ортиб қолган 120 би р л и к  м аблағ қолган  3 та  корхонага 
тақсим ланади . Б ун дан  би рлаш м а

max Fj (х = 220) = max(60,60,60) = 60

бирлик  даром ад  олади. Б у н д а  учинчи  корхонага м аблағ бери лм ай ди  
(х3'=0). Д ем ак  120 бирлик  м аб лағ биринчи ва иккинчи  корхон аларга 
тақсим ланади . Л екин  и ккинчи  корхонага ҳам  м аблағ бери лм ай ди  
(х2’=0). Ш ундай  қилиб қолган  120 би рли к  м аблағ биринчи корхонага 
берилади . Б ун дан  би рлаш м а 60 би рли к  даром ад  олади  

х 1= 1 2 0 > Ғ 1(х)=60
Ш ундай  қилиб к ап и та л  м аб лағлар  тақсим лаш нинг о п ти м ал  

р еж аси н и  топ дик:

Х ’= (х !’, х 2 , х 3’, х /)= (1 2 0 ; 0; 0; 80)

Бу режага мос келувчи ум ум ий даром ад 95 бирликни ташкил қилади. 
Бунда. 4 корхона 35 бирлик биринчи корхона эса 60 бирлик даром ад  
келтиради

Таянч суз ва иборалар

Динамик дастурлаш, кўп босқичли жараён, бошқариш, 
бош қарилувчи  ж а р аё н , стратеги я , оптим ал стратегия,

оптим аллик  принципи, ш ар т л и  бош қариш , Б еллм аннинг 
ф ун к ц и он ал  тенглам алари .

Н а зо р а т  са в о л л ар и

1. Д инам ик д астурлаш н и н г п редм ети  ним адан иборат?
2. Д инам ик д асту р л аш н и н г ч и зи қли  д асту р л аш д ан  қан д ай  

ф а р қ и  бор?
3. Д инам ик д астурлаш н и н г қ ан д ай  х у су си ятл ар и н и  биласиз?
4. Д инам ик д астурлаш н и н г оптим аллик  принципи  ним адан  

иборат?
5. С аноат б и рлаш м аси н и  оптим ал  р еж ал а ш ти р и ш  

м асаласининг динам ик м одели қандай?
6. М аҳсулот иш лаб  ч и қ ар и ш  ва уни сақлаш н и  

о п ти м аллаш ти ри ш  м асаласининг динам ик м одели қандай?
7. Д инам ик д аст у р л аш  м асаласи  ум ум ий ҳолда қ ан д ай  

қўй и лади ?
8. Д инам ик д а сту р л аш  м асаласининг геом етрик талқи н и  

қандай?
9. Б еллм аннинг ф ун кц и он ал  тен глам алари  қандай?
10.Д инам ик д асту р л аш  усулининг ғояси қандай?
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11. И н вести ц и ял ар н и  оптим ал та қ с и м л а ш  м асаласининг 
м атем ати к  м одели қ ан д ай ?

12.И н вести ц и ял ар н и  оптим ал  та қ с и м л а ш  м асаласини  қ ан д ай  
йўл  билан  кўп  босқичли  динам ик д а сту р л аш  м асаласига 
ай л ан ти р и ш  м умкин?

Масалалар
1. Б ери лган  м асал ан и  динам ик д а ст у р л аш  м асаласи  си ф ати д а 

иф одаланг.
Б и р лаш м а m  та  корхонани уз ичига олади. Б у  корхоналарни  

техн и к  ж и ҳ атд ан  та ъ м и р л аш  м ақ сад и д а  м ар к азл аш ти р и л ган  
ж ам ғарм а таш к и л  этилган . Б у  ж ам ғар м ага  биринчи йили А минг 
сўм  м аблағ аж р ати л ган . Кейинги й и л л ар д а  эса, бу ж ам ғарм а 
корхон алар  даром ади д ан  аж р ати лган  м аб лағлар  ҳисобига тўлдириб 
борилади. Уш бу ж ам ға р м а д а н  i-корхонага аж р ати лган  х4 м аблағ 
унга f^Xj) м иқдорда кўш им ча даром ад  келти ради . п йил ичида 
корхоналарнинг топган  қўш им ча д ар о м ад л ар и  м акси м ал  бўлиш и 
учун  ж ам ғарм адаги  м аблағ қандай  тақси м л ан и ш и  к ерак?

2. А ва В п у н к тл а р  ўзаро  бир неча й ў л л ар  ёрдам ида 
боғланган. Й ўлнинг ҳ ар  бир бўлагида бир би рли к  м аҳсулотни  
таш и ш  учун с а р ф  қи ли н ади ган  тран сп орт ҳ а р а ж а т л а р и  м аъ л у м  ва 
у л ар  куйидаги  ш ак л д а  кўрсатилган . М аҳсулотни  А п унктдан  В 
пунктга оптим ал  таш и ш  м арш рути н и  аниқланг.

3. А ва В п у н к тл ар  ўзар о  бир неч а й ў л л а р  билан боғланган 
бўлсин. Й ўлнинг ҳ а р  бир бўлагида би р  би рли к  м аҳсулотни  таш и ш  
учун са р ф  қ и ли н ад и ган  транспорт ҳ а р а ж а т л а р и  м аъ л у м  ва у л ар  
куйидаги  ш а к л д а  кўрсатилган . М аҳсулотн и  оп ти м ал  таш иш  
м арш рути н и  аниқланг.
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4. 120 минг сўм лик  и н вести ц и ян и  4 та  корхона ў р та си д а  
тақси м л аш  р еж аси н и  топинг. К орхона л ар  даги иш лаб  чи қ арилади ган  
м аҳсулотнинг ҳ аж м и  аж р ат и л га н  м аблағга боғлиқ р ав и ш д а  
ўзгари ш и  қуйидаги  ж а д в ал д а  келтирилган .

И н вести ц и я м иқдори К о р х о н ал ар д а  м аҳсулот ҳ аж м и  ўсиш и

I II I II IV

20 9 11 13 12

40 17 33 29 35

60 28 45 38 40

80 38 51 49 54

100 46 68 61 73

120 68 80 81 92

5. С ам олётнинг тезли ги  ва баландлигини  бош қариш  
м асаласи н и  қуй и даги  ш акл д а  тасви рлан ган  м аъ л у м о тлар  асосида 
ечинг ва  с а р ф  қилинадиган  энг кам  ёқилғи  м иқдорини аниқланг.
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6. 5- § да келти ри лган  м асалани  Х 0 =120 ва n = 4  бўлиб, х ,

ва Ffxj) л а р  куйидаги  ж а д в ал д а  к ел ти р и л ган  қ и й м атларн и  қабул  
қилган  ҳол учун  ечинг.

К орхон аларга 
берилган  кап и тал  

м аб лағлар

Д ар о м ад л ар  (К орхоналар  даром ади)

Zi  (х) Z 2 (х) Z3 (x) Z4 (x)

0 0 0 0 12
30 17 11 13 35
60 28 33 29 40
90 38 45 38 54
120 50 55 46 60
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Ч и зи қли , ч и зи қси з ва динам ик д а ст у р л аш  м асал ал ар и д а  
ечим лар қаб ул  қи ли ш  м аълум отларн и н г тўлали ги н и  н азар д а  тутган  
ҳолда ам алга ош ирилади. Б о ш қач а  айтганда , м асалад аги  ном аълум  
п арам етрларн и  топиш  учун  за р у р  булган  д астл аб к и  м аъ л у м о тлар  
аниқ бўлади. Б у  м асал ал ар д а  еч и м лар  қ аб у л  қилиш  ан и қли к  
ш ароитида ам алга ош ирилади.

И қтисодий  ам али ётд аги  кўп м аса л ал а р д а  ноаниқликда ечим  
қабул  қилиш  за р у р и я т и  тутилади. Н оан и қли кд а ечим  қабул  қилиш  
икки хил ҳолатд а  ам алга ош ирилиш и мумкин:

1. Ечим қ аб у л  қилувчи  ш ахс (ЕҚ Қ Ш ) об-ҳавога, и н ф л яц и я  
дараж аси га , бозордаги  нарх-навога , давл атд аги  сиёсий ҳолатга ва 
бош қа «табиат» ҳолатлари га қараб  ечим  қ аб у л  қилади. Б у  ерда 
«табиат» деганда ечим қаб ул  қилиш  учун  з а р у р  булган таш қи  
ҳолатлар  м аж м уаси н и  туш унам из. Е Қ Қ Ш нинг «табиат»ни ту р л и  
ҳолатига қ ар аб  ечим  қаб ул  қи ли ш  ж а р аё н и н и  ўйин деб қ ар а ш  
мумкин. Б у н д ай  ўйин, яъ н и  рақобат м ав ж у д  бўлм агандаги  ечи м лар  
қабул  қилиш  н азар и яси  «табиатга қарш и  ўйин» деб аталад и . Б у  
ўйинда «табиат» ечим  қабул  қи лувчи  ш ахс учун  рақиб ролини 
баж арса  ҳам , у онгли рақиб бўла олм айди, у  ў з  ю туғига б е ф а р қ  
бўлади ва ў з  рақи б и  х атолари д ан  ф ой д алан и ш  н и яти  ҳам  бўлм айди.

2. Е чим лар қаб ул  қилиш  рақобат м ав ж у д  бўлган ва зи я тд а  
ам алга ош ирилади. Б у  ҳолда икки  ёки  ундан к ўп роқ  қатн аш у вч и л ар  
ўзаро  рақобатда бўлиб, уларнинг ҳ ар  бири рақи б ид ан  илож и  борича 
кўпроқ ю туқ олиш га ҳ а р а к а т  қилади. У лардан  ҳ ар  бирининг 
эриш ган н а т и ж а л а р и  қолган том онларнинг ў з  м ақсадига эриш иш  
йўлидаги  ҳ ар ак ати га  боғлиқ бўлади. Б ун дай  иқтисодий ж а р аё н л ар  
«рақобатли» деб аталади .

Ш ахм ат, ш аш ка, домино ва бош қа ў й и н лар  рақоб атли  
ж ар аён л ар н и  иф од аловч и  ўй и н лар  ҳисобланади. Б ун д ай  ўйиндаги 
ҳ ар  бир ю риш да бир ўйновчининг ю туғи иккинчисининг ю риш ига 
боғлиқ бўлади. Ўйиннинг м ақсади  ўновчиларнинг биттасини 
ю тиш идан иборат.

И қтисодиётдаги  рақоб атли  ҳ о латларга  таъм инотчи  ва 
и стеъм олчилар , сотувч илар  ва  хари д орлар , б ан к лар  ва м и ж о зл ар  
ораларидаги  м у н осаб атлар  мисол бўла олади. Б у  м уносабатлардаги  
рақобатли  ҳ о л ат л а р  том онларнинг и н ти ли ш лари  зидлигидан  келиб 
чиқади. Р ақ о б атл и  ҳ о л атлар д а  ечим  қаб ул  қ и лувчи  ш ахс ф а қ а т  ў з  
м ақсадини к ў зл аш д а н  таш қар и  рақибининг м ақсадини  н азар га  
олиш и ҳам да унинг қабул  қилиш и м ум кин бўлган ечим ини 
олдиндан к ў р а  билиш и керак. Ш ундай  қилиб, рақоб атли  
ҳолатлардаги  м аса л ал а р н и  ечиш  учун  илм ий асосланган  у су л л ар  
талаб  қилинади.

Р ақобатли  ҳолатларн и н г м атем ати к  н азар и яси  «У й и н лар  
н азар и яси »  деб атал ад и .
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1- §. Ўйинлар назариясининг асосий тушунчалари
М атем ати ка  нинг рақоб атли  ҳолатлари н и , яъ н и

қан таш увчи ларн и н г м ан ф а атл а р и  қ ар а м а -қ ар ш и  ёки бир-бирига 
мос келм айдиган  ҳ о л ат л а р н и  ўрганувчи  бўлим и -  «ўйинлар 
назарияси» деб аталад и . Ў й и н лар  н азар и яс и  -  рақобатли  ҳолатда 
к атн а ш аё тган  ҳар  бир  ўйинчига энг к атт а  ю туққа (ёки энг кичик  
ю тқазиш га) эри ш и ш  учун  қилина диган  ҳ ар акатл ар н и н г  энг 
яхш исини  (оптим алини) ан и қ л аш  учун  й ўллан м а бериш га имкон 
берувчи  м атем ати к  н азар и яд и р .

К ўпгина иқтисодий  ж а р аё н л ар га  ҳам  ўй и н лар  н азар и яси  
н у қ таи -н аза р и д а н  қ ар аш  мумкин. М асалан , ўйин и ш ти рокчи лари  -  
бир хи л  турд аги  м аҳсулот иш лаб чи қарувчи  корхоналар , 
таъ м и н о тч и л ар  ва и стеъ м о л ч и л ар  бўлиб, ўйининг ютуғи -  иш лаб 
чи қариш  ф он д лари н и н г сам арадорлиги , даром ад  м аблағлари , 
м аҳсулотнинг баҳоси ёки  тан н ар х и  бўлиш и мумкин.

Ў йинлар  н азар и яс и  нисбатан  ёш  ф а н л а р  қаторига киради. 
Унинг пайдо бўли ш и  Н ейм ан  ва М оргенш тернларнинг 1944 йил 
наш р этилган  «И қтисодий  ж а р а ё н л а р  ва ўйинлар  н азарияси»  
м онограф ияси  билан  боғлиқ. К ейинчалик  ў й и н лар  н азари яси  ам алий  
татб и қларга  эга бўлган  м у стақ и л  йўналиш  си ф ати д а  ривож ланди .

Ш уни та ъ қ и д л аш  лозим ки , ўй и н лар  н азариясининг у су л л а р и  
ва хулосалари  кўп м ар та  такрорлан ад и ган  рақобатли  ҳолатларга  
нисбатан  иш латилади .

А м алда, р ақ о б атл и  ҳ о л атлар н и  м атем ати к  у суллар  ёрд ам и да 
та д қ и қ  этиш да, м у х ^м  бўлм аган  ф а к тл а р н и  таш лаб  юбориб, 
ҳолатларн и н г содда м одели  тузилади .

Ў йин- р ақ о б атл и  ҳ о л атлар н и  иф одаловчи  м оделдан иборат 
бўлиб, унинг ҳақ и қ и й  р ақоб атд ан  ф а р қ и  ш ундан  иборатки, у  
м аъ л у м  бир қоида асосида ам алга  ош ирилади.

Ҳ ар  бир ўйновчининг м аъ л у м  м ақсадга эриш иш  н и ятида 
б аж ар и ш и  м ум кин бўлган  ҳ а р а к атл а р и  ўйиннинг қоидалари деб 
аталади .

Ўйиннинг н ат и ж а л а р и н и  м иқдорий  баҳолаш  тўлов деб 
аталад и . Ў йиннинг м о ҳ и яти  ш ундан  иборатки , унда ҳар  бир 
ўйновчи ўзига энг ях ш и  н а т и ж а  берувчи  ечим ни тан лаш га ҳ а р а к а т  
қилади.

Ў йинда и к к и та  ёки  ундан  кўп  иш тирокчиларнинг 
м ан ф аатл ар и  тў қ н аш и ш и  мумкин. Ш унга м уоф иқ, у  икки 
ўйновчили ва кўп ўйновчили бўлиш и м умкин.

А гар ўйинда ф а қ а т  и к ки та  ўйновчи қатн аш са, бундай  ўйин 
« ж у ф т  л и ўйин» деб атал ад и .

А гар ж у ф т л и  ўй и н да бир ўйновчининг ю туғи иккинчи 
ўйновчининг ю тқ азу в и га  тенг бўлса, бундай  ўйин «О- сумма ли  
ўйин» деб атал ад и . О- сум м али  ўйинда ўйинчиларнинг ум умий
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кап и тали  ўзгарм ай д и , ф а қ а т  ўйин  давом ида қ ай та  тақси м л ан ад и  ва  
ш у  сабабли ю туқ лар  йиғиндиси  нолга тенг бўлади , яъ н и

v,+ v ,+...+v„=o
6 y e p f l a v j  -  j -ўйновчининг ю туғи.

Нол сум м али  бўлм аган  ўйинда ўйновчилар  ю ту қ л ар и  
йиғиндиси нолдан ф а р қ л и  бўлади. М асалан, л о то р е я  ўйинида, 
ўйновчилар  қўйган  бадалн и н г бир қисми лоторея  т а ш ки лотчи лар и га  
берилади. Ш унинг учун

V i+ V 2+...+ V n<0 
тен гси зли к  ўринли  бўлади.

Б и з  бу  ерд а ам али й  аҳ а м и я ти  катта  бўлган ўй и н л ар  -  ж у ф т  
ўйинларни  қараш  билан ч еклан ам и з. Ў йин и ш ти рокчи ларин и  А ва 
В орқали  белгилайм из.

Ўйин ж а р аён и д а  р ў й  бериш и мумкин ҳ ар  қан д ай  ҳолатга 
м увоф и қ  рави ш д а ўйновчининг қў лл аш и  м ум кин бўлган  қои далар  
бирлаш м аси  «стратегия» деб  аталад и . С тратегиянинг сонига қараб, 
ўй и н лар  чекли ёки  чексиз ўй и н ларга бўлинади. Оптимал стратегия 
деб, тайин бир ўйновчига, ўйин  бир неча м арта такр о р л ан ган д а  энг 
к атта  м ум кин бўлган ў р т а ч а  ю туқни таъм инловчи  стратеги яга 
айтилади .

Ҳ ар  қ ан д ай  0- сум м али  ж у ф т л и  ўйинни ю туқлар  м атри ц аси  
деб атал у вч и

/
а„ а.2 -а,„ ^

А = а21 а 22 - а 2„

^m! ат2 ••*атп >
м атри ц а орқали  ан и қл аш  мумкин. Б у  м атрицанинг ҳ ар  бир a ;i 
элем енти  А ўйновчи м атри ц ан и н г г қаторига мос к ел у вч и  
ю риш ни В ўйновчи j -  устун га мос келувчи  В: ю риш ки тан лаган д аги  
А ўйновчининг ю туғини билдиради .

К ом поненталари

*,>0, Z  х,=1
/=1

ш ар тл а р н и  к ан о атл ан ти р у в ч и  X = ( x Jfx 2,.. . ,xm) в ек т о р -қ ат о р  А 
ўйновчининг «аралаш стратегияси» дейилади.

Х удди  ш унингдек, ком поненталари

^>0, Z ^ = l
У=1

ш ар тлар н и  қ ан о атл ан ти р у в ч и  Y = (y I,y? ,...,i/n) , в ек то р -у сту н  В 
ўйновчининг «аралаш стратегияси» дейилади. Б ун да х, ва у } л а р  мос
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рави ш д а А ўйновчи  ўзининг Aj ю риш ини ва В ўйновчи Bj ю риш ини 
тан л аш  эҳ ти м оллари н и  билдиради.

А гар X = (x „ x 2,. . . ,x m) ар а л аш  стр атеги яд а  i- ком понента 1 га 
тенг бўлиб, қ олган лари  0 га тенг бўлса, у ҳолда бундай  а р а л а ш  
стр атеги я  А ўйновчининг «i- соф  стратегияси» деб аталади .

М асалан , (1,0,0), (0,1.0), (0,0,1) стр атеги ял ар  соф  
стр атеги ял ар д и р .

Х удди  ш унингдек, j -  ком понентаси  1 га тенг бўлиб, қолган 
ком поненталари  0 га тенг бўлган  Y ар а л аш  стр атеги я  В 
ўйновчининг «j- соф  стратегияси» деб аталади .

Д ем ак, А ўйновчининг ю туқлар  м атрицасининг i- қатори га 
мос келувч и  Aj ю риш и унинг i- соф  стратеги яси д ан  иборат бўлади. 
Х удди  ш унингдек, В ўйновчининг ю туқ лар  м атрицасининг j-  
устунига мос кел у вч и  Bj ю риш и унинг j -  соф  стратеги яси д ан  иборат 
бўлади.

2-§. М а тр и ц ал и  ў й и н и н и н г еч и м и
Ю ту қлар  м атри ц аси

а м - a i„

А = а2. 322 ’ * *а 2п

а«2 "■а mn >
кўриниш да бўлган  м атри ц али  ўйинни кўрайлик. А гар А ўйновчи  i- 
соф  стратеги ян и  тан ласа , у кам ида

minq-
/

ю туққа эга бўлади. А ўйновчи ўзининг ю тутини м акси м ал  қилиш га 
ҳ ар а к ат  қилади. Д ем ак, у  ш ундай  i- соф  стратегияни  тан л аш и  
керакки , н ати ж а д а  унинг ю туғи м аксим ал  бўлсин, яъ н и  А  ўйновчи

шах min (аЛ
j

н ати ж ан и  берувчи  соф  стратеги ян и  танлайди . Уш бу к аттал и к н и  а  
билан белгилайм из.

сг=max min(oL-)
j

бу ерда а  А ўйновчининг иш ончли  ю туғидан иборат бўлиб, у  
«ўйиннинг қуйи баҳоси»  деб аталад и . В ўйновчи, ў з  навбатида, 
ўзининг энг к атт а  м ум кин бўлган  ю тқазуви н и  м и ним аллаш тириш га 
ҳ ар а к ат  қилади. Ш унинг учун

/9=min max (а. )
j '

ю тқазувни  берувч и  j -  соф  стратеги ян и  танлайди. Б у  ер д а  р- В 
ўйновчининг иш ончли  м инимал ю тқ азу в и д ан  иборат бўлиб, у
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««ўйиннинг юқори баҳоси» деб аталади. р ю тқазувга эри ш иш га  
имкон берувчи Bjo ю риш  ( j0 -  соф стратегия) «минимакс»деб  
аталади.

1- теорема. Ҳ а р  қандай м атрицал и ўиинда ўйиннинг а  қуй и  
баҳоси унинг Р ю қори баҳосидан ош майди, яъни

a £  p.
Исботи. Таъ риф га асосан

at =min ay < atj
ҳамда

Pj =max atj>asi
Б у муносабатларни бирл аш тирсак

a, = min ajy < ay < max atJ = /?y

муносабатга эга бўламиз. Б ундан

ai £  Pj
тенгсизликни ҳосил қиламиз. Б у  тенглик i  ва j  индексларнинг 
ихтиёрий комбинациялари учун , ш у  ж ум л ад ан

max аг. -  а
ва

min р,  = р
j

ш артларни каноатлантирувчи i  ва j  лар уч ун  ҳам ўринлидир. 
Д ем ак,

а £  р
тенгси зликка эга бўламиз. Ш у  билан теорема исбот қилинди

А гар  м атрицали ўй и ш ш н г қ у й и  ва ю қори баҳолари ўзаро тенг 
бўлса, яъни

а =  р
ш ар т бажарилса, у  ҳолда уш б у ўйин эгар н у қта га  ҳамда

V - a -m ax  min a . = min max a- = pj j j  ■ J 
ш артни  каноатлантирувчи баҳога эга дейилади.

Б у  ҳолда А  м атрицанинг
V =  а — р

ш ар тни  каноатлантирувчи (A^9BJq) ж у ф тл и к к а  мос келувчи
а,оУи элементи эгар нуқта деб аталади. Б у  элемент j 0 устунда  

максимал ва г0 каторда минимал бўлади, яъни:
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А гар  В ўйновчи ўзининг минимакс стратегиясидан воз кечса, 
унинг ю тқазуви  ошади. Х уд д и  ш унингд ек, агар А  ўйновчи ўзин ин г  
м аксим ин стратегиясидан воз кечса, унинг ю туғи  камаяди. Д ем ак, 
эгар нуқталарга  ўй иннинг А, ,£ 7о оптимал стратегиялари мос келади. 
Ҳам д а {А, . В ' , V } тўплам  ўйиннинг ечими дейилади.

1- мисол. Қ уй и д аги  тўлов м атрицалари билан берилган  
ўйинлар учун  ўйиннинг қуй и  ва ю қори баҳоларини топинг:

'4 3 4 2 ' 1 0 3 5̂

А  = 3 4 6 5 KJ II 3 2 4 3

,2 5 1 3; ,0 1 -1 4,

Е ч и ш . A j м атрица қаторлари учун  a4j элем ентларнинг энг 
кичикдари мос равиш да 2;3;1 га тенг. У л арнинг ичидаги максимали  
эса 3 га тенг. Дем ак, А х м атрицанинг қуй и  баҳоси сц =3.

Ў йиннинг ю қори баҳосини топиш  учун  А 1 -м атрица устунлари  
бўйича максимал элементларни топамиз. Булар мос равишда: 
4;5;6;5. Энди булар ичидан минималини, яъни Р} = 4  ни топамиз. 
Д ем ак, A j -м атрица уч ун  сц =3 ; Pj =4.

А 2 -м атрица уч ун  эса, а 2 =  m ax{0; 2; -  1} =  2;
Р2 =  m in{3; 2; 4; 5} =  2.

Ш ун д ай  қилиб, бу ҳолда V = a 2= p 2= 2  -  ўйиннинг баҳосидир. 
Д ем ак, бу ўйновда А  ўйновчининг ю тути 2 дан кам  эмас ва В 
ўйновчининг ю тқазиш и 2 дан ошмайди.

А гар  м атрицали ўйин  эгар н уқтага  эга бўлса, у  ҳолда бу 
ўйиннинг ечимини топиш  уч ун  эгар н уқтага  мос кел увчи  А,в, BL 
оптимал стратегияларни ҳамда

V =  а =  Р
ш артни қаноатлантирувчи баҳони топиш  керак.

Д ем ак, агар м атрицали ўйин эгар н уқтага  эга бўлса, у  ҳолда А  
ва В ўйновчиларнинг максимин ва минимакс стратегиялари  
оптимал стратегия бўлади ҳамда ю туқлар  м атрицасининг эгар  
нуқтаси ўйиннинг баҳосини беради.

А гар  м атрицали ўйин эгар н уқтага  эга бўлмаса, у  ҳолда унинг 
ечими аралаш  стратегияларда топилади.

А гар  А  ўйновчи X = ( x 1,x2,...,xm) аралаш  стратегияни  қўллаб, В  
ўйновчи Y = ( y l,y2,...,yn)f аралаш  стратегияни қўлласа, у  ҳолда А  
ўйновчи ўзининг А, соф стратегиясини ^  эҳтим ол билан, В ўт!Н О Вчи 
эса, ўзининг В; соф стратегиясини эҳтимол билан танлайди. Б у  
ҳолда (Л,, Bj) ж у ф тл и кн и  танл аш  эҳтимоли х, га тенг бўлади. 
А рал аш  стратегиялар қўлланганда ўйин тасодиф ий характерга  эга
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бўлади. Ш ун и н г учун  ўйиннинг ю туғи  ҳам тасодиф ий миқдор  
бўлади. Д ем ак, бу ҳолда ю туғларнинг ўртача м иқцори, яъни унинг 
математик кути л и ш и  ҳақида гапириш  мумкин.

А=(а^)(т д  п) м атрицали ўйиннинг ю тутлар ф ункцияси ёки  А  
ўйновчи ю туғининг м атем атик кути л и ш и  деб

f i x ,  У) = М {Х , Y) = XAY = £  £  X,al jy j (12.1)
-I /= 1

формула орқали аниқланувчи ф ункцияга айтилади, бу ерда 
Х = ( х 1,х2,...,хтп) А  ўйновчининг ва Y = ( y 1,y2,...,y n)f В ўйновчининг 
ихтиёрий аралаш  стратегиялари.

2- мисол.
-1
0
1

1  ̂
-1
О

матрицали ўйинда Х = ( х 1,х2,х3) ва Y = ( y 1,y2,y3)' мос равиш да А  ва В 
ўйновчиларнинг аралаш  стратегиялари. Б у  ўйин учун  ю туғлар  
ф ункциясини топамиз.

'0 -1
f ( X , Y )  = M ( X , Y )  = (xl9x29x з)

1 1
1
1

•1 I
у  У*

о
= )У\ + (*з -  * 1 )Уг + (Х\ -  х 2 )Уъ •

А гар Х = (0 ,1 ; 0,4; 0,5) ва Y = (0 ,3 ; 0,3; ОДУ бўлса, M (X ,Y )= -0 ,0 3  
бўлади.

Д ейлик, X 0= ( x 1°,x20,...,xm0) А  ўйновчининг аралаш
стратегияси,
Y 0=(y 10,y2n,...,у п°У В ўйновчининг аралаш  стратегияси бўлсин. У  
ҳолда қуй идаги  теорема ўринли бўлади.

2 -  теорема. Х ’Н х Д х Д . - .х , , , 0) ва Y ° = (y 10,y 2°,...,yn0)' аралаш  
стратегиялар ж у ф ти  ва V  ҳақи қи й  сон м атрицали ўйиннинг ечими  
бўлиш и учун  j= l ,2 , . . . ,n  соф стратегиялар да

M (X°,j)2V  (12.2)
бўлиб, соф стратегияларда

M (ifY°)<V (12.3)
тенгсизлик ўринли бўлиш и зарур ва етарлидир. Теорема  
ш артларини қаноатлантирувчи Х^, Y° аралаш  стратегиялар  
оптимал стратегия, V  ҳақи қи й  сон эса, ўйиннинг баҳоси деб 
аталади.

Дем ак, { A, , Bj y V } тўпламни матрицали ўйиннинг ечими  

эканлигини те к ш и р и ш  учун  (12.2) ва (12.3) тенгсизликларнинг 
б аж арилиш ини те кш и р и ш  лозим.
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Л =
м атрицали ўйиннинг ечим ини аралаш  стратегияларда топинг.

Е ч и ш . А  ўйновчининг аралаш  стратегияси Х = (х 1Ух 2) вектор  
қатордан ва В  ўйновчининг аралаш  стратегияси У = (УиУг)' вектор  
устунд ан иборат бўлсин.

(12.2) тенгсизликнинг баж арилиш ини текш ирам из:

( * м * 2 ) I \  ( Л   ̂ У- I I
Бундан

х, -  х 2 > V ,
- х, + дг2 > У, ^
X, + х 2 = 1 
х , > 0 , х2 > 0. 

системани ҳосил қиламиз. Бундан
Х = (  1 /2 ; 1 /2 ), V = 0  

эканлигини аниқлаймиз.
Энди (12.3) тенгсизликнинг баж арилиш ини текш ирам из:

t:
ҳамда

У\ -  у г 

-у, + у2 ^
У, + У 2 = 1
>•, >0, у2 2. 0.

V)

системани ҳосил қилам из. Бундан қуйидагини топамиз:

Y = ( l / 2 ;  1 /2 )' V = 0 .

Д ем ак, бу ўйинда X = ( l / 2 ;  1 /2 ) ва Y = ( l / 2 ;  1 /2 )г векторлар  
оптимал стратегиялар бўлиб, ўйиннинг баҳоси V = 0  бўлади.

Э нг содда м атрицали ўйинда ю туқлар  матрицаси

А=

бўлиб, матрица эгар н уқтага  эга бўлмаса, Х = ( х 1}х 2) ва Y = (y , ,y 2) 
аралаш  стратегияларни ва V  -  ўйиннинг баҳосини топиш  учун
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?

аи + 0 2 2 - а х2 -Oj, 

Д 22 — Д 12 

° ] \  + а 22 ~ °1 2  ~ °2 1

а\ I + °22 °12 а2\

аЧ+а22 ~а12 ~°2\
Г __ а\\а22~а\2а2\ 

ап +а22 —ап —а2\ 
ф ормулалардан фойдаланилади.

3-§. Матрицали ўйинни чизиқли дастурлаш масаласига 
келтириш

rnxn -  ўлчовли м атрица билан берилган қуйидаги ўйинни  
қарайм из:

А  =

аи а,
а„ а„

...а„

...а,.

V ml m2 ” mn /
М атр и ц а  эгар н уқтага  эга эмас, деб ҳисоблайлик ва ш ун и н г  

уч ун  ўй иннинг ечимини X = ( x j ,x 2,...,xm), Y = ( y 1,y 2,...,yn)f-  аралаш  
стратегиялар  ш аклида излайм из. А  -  ўйновчининг оптимал  
стратегиясида юқоридаги (12.2) муносабат ва В ўйновчининг 
оптим ал стратегиясида (12.3) муносабат бажарилади. Ш у н и н г учун , 
(А -ўй но вчи нин г) қуй идаги  чегаравий ш артларни каноатлантирувчи  
оптим ал стратегиясини топиш  масаласини қў й и ш  мумкин.

(12.4)

+ o21x2 + ..- + omlxK >V

°12X\, + a12x2 + .. + <*„2xm >V ,

, +Я2„*2 +•■.. + атихт >V,

X, + A2 + = 1.

xf >0 =

Ў й и н н и н г баҳоси бўлган V -к а т та л и к  номаълум, лекин доим  
V > 0  деб ҳисоблаш м ум кин. Б унга, агар А  матрица элементларига  
бир хил мусбат сон қ ў ш и ш  ш ар ти  билан эри ш иш  мумкин. (12.4) 
системани ҳамма чеклам аларини V  га бўлиб, қуйидаги  системани  
ҳосил қилам из.

ant 1 + o 2If2 + ..

°12{1 + °22*2 + •.. + aK2tK >1,

°\п*\ + а2и*2 + ‘~ + а*,,Гт - 1»

r, + t2 +... + /« = 1/Г
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Бунда t, = x,/V , t2 = x2/V,..., tra = x^V.
x, + x2 + + xm = 1 шартдан tj + t 2 + + t m = 1/V тенглик 

келиб чиқади.
A  ўйновчи уч ун  ўйиннинг ечими V  нинг қийм атини  

м аксим ал лаш тириш  керак. Д ем ак, Z = tx +  t2 +  +  t m ф ункц ия  
минимал қийм атга  эри ш иш и керак. Ш ун д ай  қилиб, қуйидаги  
чизиқл и  дастур лаш  масаласи ҳосил бўлади:

Б у масалани ечиб, tj қийм атлар ва 1 /V  ка тта л и к  топилади, 
ҳамда ундан фойдаланиб x ^ V t j  қийм атлар топилади.

В ўйновчининг оптимал стратегиясини топиш  учун  қуй идаги  
ш артларни ёзиб оламиз:

auty +<z21/, + ... + aMltm >1, 
<i12/, + a22t2 + am2tm >1,

(12.6)

?\J\ + " + 
h -0,/: >0,..../„ >0,
Z = /, + t2 + ... + /w ->min.

(12.7)
(12.8)

а,М+а,гУг+-+а,пУп̂ К 
+аггУг + - +аь,У\

(129)

аыУ, + о т2у 2 + . . .+ а тпу„ < У ,  

У, + У г + - + У п  = 1 »

у ,  > (* ( / = й ) .

ёки  тенгсизликларни V  га бўлиб,

(121Q
+а„гиг + - +атИ* ^  

иу +и2 =1 /К ,

и >0 (J=in)

системани ҳосил қилам из. Б унда =  y^ /V
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керакки, улар уч ун  (12.10) ш а р т  бажарилиб  
W  =  Uj +  u 2,+ . . . ,+  u n = 1 / V  

ф ункция м аксим ум  қийм атга эриш син. Ш ун д ай  қилиб, В ўйновчи  
учун м атрицали ўйин қуйидаги  чизиқл и  дастурлаш  масаласига  
айланади:

atp\ + w 2 +...+ainun <1, 

агм+а2-у2+...+аъиГ1<\,

аыи, +amiui +••■+«
и, >0 0=1.")

W = u y +  u2 +  ...+ 1/я- > т а х .

Ш ундай қилиб, м атрицали ўйиннинг ечимини тогш ш  
симметрик қўш м а чизиқли дастурлаш  масалаларига келтирилади. 
Б у қўш м а масалалардан бирини ечиб, иккинчисининг ечимини  
ундан фойдаланиб ҳосил қил иш  мумкин.

1- мисол. М атри ца билан берилган қуйидаги ўйиннинг 
ечимини топинг.

'4  3 4 2^

А, = 3 4 6 5 

, 2 5 1 3V /
Ечиш . А  ўйновчининг оптимал стратегиясини топиш  учун  

қуйидаги чизиқли дастурлаш  масаласини ҳосил қиламиз:

4г, + .?/, +2/л >1,
3/, + 4/2 + 5/3 > !,

4/, + 61 у + ty ^  1,

2/, + 5 t 7 + З/3 ^  1, 

f, >0,/2 >0,Г, >0,
Z -  /, + / 2 + / j -> min .

В ўйновчининг оптимал стратегиясини топиш нинг иккиланган  
масаласи қуйидагича бўлади:
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4м, +3^2 +4и3 +2м4 <1,

«3м, +4м2 +6м3 + 5м4 <1,

2м, +5^2 +м3 +3м4 <1,

м,>0, ( /= М )

W-щ  +м2 +м3 +  м4 -> ш ах

Б у икки л ан ган  масаларнинг ечими U = (3 /1 4 ;  0; 0; 1 /1 4 ), 
W max= l / V = 2 / 7  бўлади. Д ем ак, V = 7 /2 ,  ҳамда y ^ V i i j  тенгликдан В 
ўйновчининг оптимал стратегияси Y = (3 /4 ;0 ;0 ; l /4 ) '  топилади. А  
ўйновчи уч у н  масаланинг ечими Т = (1 /7 ;1 /7 ;0 )  , V = 7 /2  бўлади. Б у  
ҳолда А  ўйновчининг оптимал стратегияси X = ( l / 2 ; l / 2 ; 0 )  бўлиб. 
унинг ю туғи  V = 7 /2  бўлади.
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Энди ҳеч қандай эҳтим олий тавсиф лари маълум бўлмаган  
ш ароитда ечимлар қабул қи л и ш  услуби билан таниш ам из. Б ундай  
ш ароитда ечимлар қабул қи л и ш  (Е Қ Қ )  уч ун  м иним акс-м аксим ин, 
Вальд, Лаплас, С эви ж  ва Гур ви ц  мезонлари иш латилади.

К у п  ҳолларда ўйинда ечим қабул қил увчи ш ахс (Е Қ Қ Ш )  деб 
аталувчи бир ўйновчи (ёки  бир мақсад йўлида бирлаш увчи  
ўйновчилар гу р уҳи ) ва «табиат» қатнаш ади. Б ундай Е Қ Қ Ш н и  А  
ўйновчилар деб, «табиат»ни эса Т  ўйновчи деб белгилаймиз. Бунда  
«табиат» А  ўйновчининг ф аолиятини, яъни ечимлар қабул қи л и ш  
уч ун  кер а к  бўлган та ш қи  ш ароитлар м аж м уасини аниқлайди. 
«Табиат» А  ўйновчига онгли равиш да қар ш и л и к қилмайди. Ул ар  
орасида ўзаро рақобатли вазият ҳам м ав ж уд  эмас. Л е ки н  «табиат» 
ўзининг Т ^ Т з , . . . ,^  ҳолатларидан ихтиёрий бирини, амалга о ш ириш и  
мумкин. А  ўйновчига «табиат»нинг қайси ҳолати амалга ош иш ини  
билмаган ҳолда, яъни ноаниқликда ечим қабул қилиш га тўғр и  
келади. «Табиат» ўзининг ю туғига беф арқ, унинг ҳаракатларида А  
ўйновчига нисбатан ёвуз ниятлари ҳам  йўқ.

А  ўйновчининг ҳар бир ( i= l , . . . ,m )  йўли ва «табиат» (Т )н и н г  
м ум кин бўлган ҳолати Tj ( j= l . . . . ,n )  учун  а (А 5Д^) н ати ж а мос келади. 
Б у н ати ж а  ю ту қ  ёки  ю тқазув  бўлиш и мумкин. У м ум ий  ҳолда 
atA jjT j) Aj ва Bj парам етрларнинг узл уксиз ф ункциясидан иборат 
бўлади. А гар  А  ўйновчи «табиат»нинг ихтиёрий T j ю риш ида  
ўзининг соф стратегияси н ати ж ал ар ин и  баҳолай билса, у  ҳолда / /  
а (А 1?Т р / /  матрица / / а ^ / / тхп м атрицага айланади. Б у м атрицани  
соддалаш тириш да ф ақат А  ўйновчининг А* стратегиялар сонини  
кам айтири ш  мумкин, лекин «табиат»нинг бирорта T j ҳолатини  
таш лаб юбориш м ум кин эмаслигини назарда ту ти ш  керак. Ч у н к и  А  
ўйновчига боғлиқ бўлмаган ҳолда «табиат» ўзининг иҳтиёрий  
ҳолатини амалга ош ириш и мум кин. Ю за к и  қараганда, онгли  
рақибнинг йўқлиги А  ўйновчининг ечимлар қабул қил иш ини  
енгиллаш тиргандай бўлади. Аслида эса А  ўйновчи уч ун  ўз  
стратегиясини асослаш билан боғлиқ бўлган қийинчиликни  ҳал  
қил иш га тў ғр и  келади. О нгли рақиб билан бўлган ўйинда рақиб  
уч ун  ҳам «ф икр юритиш » мумкин. «Табиат»нинг ҳолатларини эса 
олдиндан к ў р и ш  м ум кин эмас. Ш у н и н г уч ун  А  ўйновчига ўзининг 
ҳар  бир ю риш ини ҳар томонлама асослашга тўғр и  келади.

А  ўйновчининг стратегиясини танлаб, уни асослашда кўпинча  
тўловлар матрицаси ўрнига «таваккалчилик» матрицаси деб 
аталувчи м атрицага ўтиш га тўғр и  келади. Ч у н ки  тўловлар  
м атрицасидан фойдаланиб у  ёки  бу стратегиянинг фойдалилигини  
аниқлаш да айрим туш унм овчиликларга йўл қўй и ш  мумкин. 
М асалан, агар «табиат» T j ҳолатда бўлиб, А  ўйновчи А { стратегияни
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танласин ва ўйиннинг ю туғи  а ^ А {,Т^ га тенг бўлсин ҳамда бу ю туқ  
aki(AktT t) дан катта  булсин'деб ф араз қилам из, яъни

а,/А *7у > ак1( А М  (12.11)
бу ерда akl(AkfTt) -  А  ўйновчи А к стратегияни, «табиат»нинг Tt 

ҳолатига қа р ш и  танлангандаги ўйинининг ю туғи.

Л е ки н  бу тенгсизлик (AifTj) ж у ф тга  мос келган  ю туқ (А кУТ{) 
ж у ф тга  мос келган ю туқдан  катта  эканлигини кўрсатса ҳам, бундан  
А, стратегия  A k стратегиядан яхш и р о қ деган хулоса келиб  
чиқм айди, чу н ки  А, стратегия А к дан я хш и р о қ бўлмаса ҳам  А  
ўйновчи учун  «табиат»нинг Tj ҳолати унинг Tt ҳолатига нисбатан  
«фойдалироқ» бўлганда ҳам  юқоридаги тенгсизлик ўринли бўлиш и  
м умкин.

«Таваккалчил ик» м атрицасининг элем ентлари қуйидагича  
аниқланади:

[ max a -  = P j -  a , „ ~ даромад,

la -m in a l7 =atJ - a } , tJ -  зарар (ютказув),

бу ерда Pj (ctj)- «табиат»нинг T j ҳолатидаги Е Қ Қ Ш н и н г  максимал  
ю туғи  (максимал ю тқазуви), Е Қ Қ Ш  нинг «табиат»нинг Tj
ҳолатига тўла чора кўрм агани  оқибатида таваккалчи ликдан  кўр ган  
зарарини ёки унинг «аф сусланиш ини» баҳоловчи сонни билдиради.

Б у  ўйинда табиат ва ечим қабул қи л увчи  ш ахс (Е Қ Қ Ш )  
қатнаш ади. Таб иатни нг T i, т 2> т п ҳолатлари м ав ж уд  бўлиб, 
уларга қар ш и  Е Қ Қ Ш  да m  та A lf A 2, ..., A m тадбирлар мавжуд. 
Табиатга қар ш и  ўй инни  қуйидаги м атрица кўр и н и ш и д а ифодалаш  
м ум кин:

Т,
At

Т, тг T„

A, ai, a i2 a Jn

Аг a 21 В 22 a 2n

Ат a m l a m2 a mn
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Б у ерда a{j _ табиатнинг Т , ҳолатида Е Қ Қ Ш  Д  тадбирни амалга  
ош иргандаги унинг кўр ад иган  фойдаси ёки  зарар ини  курсатади. 
А гар  a{j -  фойда (ю туқ) бўлса, бу м атрица «ю туқл ар  м атри цаси»  
дейилади. a{j -  ю тқазув (зарар) бўлгандаги м атрица «туловлар  
м атрицаси» дейилади.

Б у  матрица асосида Е Қ Қ Ш  ўзининг фойда сини (зарарини) 
м аксим аллаш тирувчи (м иним аллаш тирувчи) йўлни (соф  
стратегияни) танлайди.

Б ундай стратегияни танл аш  учун  минимакс, Вальд, Лаплас, 
С эви дж  ва Гурвиц м езонларидан ф ойдаланиш  м ум кин. А н а  ш у  
мезонлар билан таниш ам из.

Л ап лас м езони. Б у  мезонда табиатнинг барча T j, Т 2, ..., Т п 
ҳолатлари тенг эҳтимол билан р ўй  беради деган ф икр асос қилиб  
олинган. Табиатнинг Т „  Т 2, ..., T n ҳолатлари р ^  р 2 = .... =  рп =  1 /п  
эҳтимол билан рўй берсин. У  ҳолда агар Е Қ Қ Ш  А х йўлни танласа, 
ун и н г ю туғи ,

г» _ 1 1 1Q\ ~ ~a\\ +~°\2 + - +П П П

ёки

&=-tc,u n 1
бўлади. А гар  Е Қ Қ Ш  А 2 йўлни танласа, унинг ю туғи ,

1 V

бўлади ва ҳоказо. А гар  Е Қ Қ Ш  A m йўлни танласа, унинг ю туғи , 

Qm ^ “ Х Х ,

бўлади. Е Қ Қ Ш  максимум ю туғ берувчи йўлни, яъни

max

йўл ни танлайди.
П j П j El j

= т а х - £ а ц, 
n j
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1 - мисол. Қ уй и д аги  м атрица кўриниш ида берилган табиатга  
қ а р ш и  ўйинни ечинг.

ъ
А,

Т , Т 2 т3 т4 ailP l+ai2P2+  -+ a inPn

А , 1 и 14 24 i  (7 + U + 1 4 + 2 4 )= 1 4

а 2 20 16 14 22 -- (20+16+ 14+ 22)= 18

Аз 9 8 10 23 i f 9+ 8+ 10+23)=12.5

а 4 18 26 18 14 i  ( 18+ 26+18+14)=  19

Р> 1 /4 1 /4 1 /4 1 /4 max — (au+ a i2+ ... + ain) = 19 
' 4

Е ч и ш . Е Қ Қ Ш  нинг ҳар бир стратегиясига мос келувчи  
aiiPi"*"ai2P2"*"---“*"amPn сумманинг қийм ати  ж адвалнинг охирги  
устунида келтирилган Лаплас мезонига кўр а  Е Қ Қ Ш  А 4 соф 
стратегияни танласа, унинг ю туғи энг кў п  (19 га тенг) бўлади.

Б а й ес  мезоммм^Лгар вазиятнинг тўла ноаниқликдан ва унда  
ҳеч қандай эҳтимолий тасвифлар м ав ж уд  эмаслик ш артидан бироз 
четга чиқиб «табиат»нинг ҳолатларини р ,,р 2, ..,р„ эҳтимолий сонлар 
орқали иф одалаш  м ум кин деб ф араз қилсак, у  ҳолда ечим  
танлаш да Байес мезонидан ф ойдаланиш  мумкин. Лаплас мезони  
Байес мезонининг хусусий ҳоли ҳисобланади. Байес мезонини  
қуйидагича ёзиш  мумкрш:

шах У  ап р , агар atj- ЕККШнинг ютуги булсау (12.13)

min У ,а„р , агар ап - ЕККШнинг ютказуви булса, (12.14)
7=1

А гар  p j = р 2 = . . . = p n = l / n  бўлса, Байес мезони Лаплас  
мезонига айланади.

1 - мисол. Ф ар аз қилайлик, маҳсулот очиқ ҳавода сақлансин. 
Т абиатнинг 4 та ҳолати Т  ̂( j= l ,2 ,3 ,4 )  бўлиш и м ум кин (ёмғир ёғади -
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эҳтимоли P j=0 ,1 , ҳаво о чиқ бўлади -  эҳтимоли р3= 0 ,5  ва 
эҳтимоллари Рг= Р4 бўлган и к к и т а  ўр тача  ҳолат). А  ўйновчи учта  
А 1,А 2,А 3 стратегияларни тан л аш и  ( масалан, м аҳсулотларни  
турлича баҳолаш и ва н ати ж ад а тур л и ча  даромад олиш и м ум кин).

2-м исол. Қуйид а даромадлар м атрицаси берилган: Байес  
мезонига асосан м аксимал даромадни таъминловчи оптимал  
стратегияни топинг.

Tj
A t

T i T2 T3 T 4 an V i+ a ,2P2+ - - -+ a inpn

A , 2 3 4 7 4,2

А г 3 6 5 4 4,8

A 3 5 8 7 3 6,2

Pi 0.1 0.2 0.5 0.2 m a x x
(a ilp ,+ a i2p 2+ .. .+ a inp n)= 6 .2

Е ч и ш . Е Қ Қ Ш  I -стратегиян и  танласа, унинг ю туғи, 2 0 ,1+3-
0 ,2+ 4 -0 ,5+ 7 -0 ,2 = 4 ,2  га тенг бўлади. И -стратегия д аги  ю туғ 3 0,1+6-
0 ,2+5*0,5+4-0 ,2  =  4,8. Х уд д и  ш ун и н гд ек Ш -стр атеги я д аги  ю туғ 6,2 
бўлади.

Б у  мисолда оптимал стратегия  А 3. Б у  йўлни танлаганда  
Е Қ Қ Ш  6.2 ю ту қ қ а  эга бўлади.

В а л ь д  м езони. Ф ар аз  қил айл и к, а^ табиатнинг TV ҳолатига  
қар ш и  Е Қ Қ Ш  нинг A t -  чора тадбирларни кўр и ш и  оқибатида  
оладиган фойдаси бўлсин: бу ҳолда Вальд мезони бўйича оптим ал  
соф стратегия  деб ш ундай стратегияни  ту ш ун и ш  кер акки , унда А  
нинг а  ю тути табиат билан бўлган ўй иннинг қуй и  баҳосидан кам  
бўлмайди, яъни

су > max j  min a tJ |  (13 .15 )

Б у стратегия барча ^min минимал ю туқлар ичидан

максима лини танлайди. А гар  аа ю тқазувни кўрсатса, Вальд мезони  
бўйича топилган оптимал стратегия ш ундай соф стратегия  
бўладики, ундаги  ю тқазув «табиат» билан ўйиннинг юқори баҳоси

min max atJ дан кам  бўлмайди, яъни бу ҳолда Е Қ Қ Ш  танланган
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стратегия  максимал ю тқазувлар ичида миним ум ини танлаш га  
ёрдам беради. Вальд мезони Е Қ Қ Ш  ни энг ёмон ш ароитда яхш и  
ечим қаб ул  қи л иш га ўргатади. Б у мезон асосида «табиат» билан 
ўйнаганда «табиат»ни энг актив ва ёмон рақиб билан 
ал м аш тиргандай бўламиз. Б у мезон пессим исток мезон бўлиб, у  
асосан «ҳар вақт ёмонни кўзда ту ти ш  керак» принципига  
ассосланган.

3 -  мисол. Корхона м иж озларнинг талабини қондириш и кер ак, 
лекин  талабларнинг ан и қ қийм ати маълум эмас, улар тў р тта  
қийм атдан бирортасини қабул қилиш и мумкин. Б у  талабларни  
қонд ириш  учун  корхона раҳбарияти 4 хил  таклиф  дараж асини  
намоён қил иш и м ум кин. Б у  таклиф  дараж аларидан четланиш  
корхонага маълум миқдорда зарар келтиради. Б у  зарарлар  
талабдагидан кўр а  кўп р о қ  маҳсулот иш лаб чиқаргани  ёки  талаб  
тўл а қондирилм агани учун  пайдо бўлиш и мумкин.

Қ уй и д аги  ж адвал ю тқазувлар (зарарлар) м атрицаси бўлиб 
ундаги ҳар  бир аи таклиф  дараж аси ва Bj талаб дараж асига мос 
кел увчи зарар (ю тқазув)ни  млн. сўм бирлигидаги қийм атини  
билдиради.

Tj
а ,

т2 т3 т4

А* 7 11 14 24

Л г 20 16 14 22
А 3 9 8 10 23
а 4 18 21 18 14

У ш б у  табиатга қар ш и  ўйинни Вальд мезони асосида ечинг.

М асалани ечиш  ж араёнини  қуй идаги  жадвалда тасвирлаймиз:

Tj
л ,

тл т2 T j т4 тахЦ)
j

7 11 14 24 24

а 2 20 16 14 22 22

А з 9 8 10 23 23
а 4 18 21 18 14 26

m in{ max (а,-) } = 22
j
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Жадвалдан кўринадики, А, стратегия учун тах(7,11,14,24)=24, 
А2 стратегия учун шах(20,16,14,22)=22 ва А3 стратегия учун 
max(9,8,10,23)=23 , ҳамда

min |max а ц |=  min( 24 ,22 ,23 ,26 ) = 22

бўлади. Демак, оптимал стратегия Аг ва унга мос келувчи ютуқазув 
22 бўлади.

Сэвидж мезони. Сэвидж мезони ҳам минимакс принципига 
асосланган. Фақат бунда (а̂ )~ туловлар ёки ютуғлар матрицаси 
ўрнига таваккалчилик матрицаси деб аталувчи (г0) матрица 
ишлатилади. Бу матрица элементлари (12.9) формулалар ёрдамида 
топилади.

4-мисол. Қуйидаги табиатга қарши ўйинни Севидж мезони 
билан ечинг.

т ,
A

т, Тг ш аxfa)j

A, 110000 900 110000

а 2 100000 100000 100000
min { max (a. ) }= 100000

' j

Бу ўйинда ЕҚҚШ А2 йўлни танласа, унинг минимал ютқазуви 
100000 бўлади. Лекин бу натижа табиатнинг Tl ҳолатида ҳам, Т2 
ҳолатида ҳам рўй бўлиши мумкин. Табиатнинг аниқ бир ҳолати 
ҳақида тасаввурга эга бўлиш учун таваккалчилик матрицасини 
тузамиз:

Ti
A

T, T2 max(r.)
j

10000 0 10000

A, 0 99100 99100

min { max (r/y) } = 10000
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max г, =10000, max r2 =99100 ҳамда niin{ max (ry ) } =  10000 Дем ак
j ) ' j

оптимал стратегия  А г бўлиб, бу стратегия бўйича таваккалчиликдан  
кўр и л адиган зарар 10000 пул бирликка тенг бўлади.

С эви д ж  мезони бўйича оптимал стратегия деб ёмон шароитда  
таваккалчиликдан  кўриладиган зарарни м инималлаш тирувчи А, 
стратегияга айтилади. Бош қача айтганда С эвидж мезони ечим  
қабул қил иш да таваккалчиликдан кўриладиган  зарарни олдини 
олиш га қаратилган.

Г у р в и ц  м езон и . Б у мезон ясама мезондан иборат бўлиб, унга  
асосан а^ миқдор даромадни билдирганда Е Қ Қ Ш

yt =m ax a  min atj +(1 - a )  max afj

н ати ж ан и  берувчи стратегияни танлайди. А гар  
билдирса Е Қ Қ Ш

у( =min am  in atJ + ( l-c r )  max аи a e [0,1]

(1214)

jj -  ю тқазувни  

(121̂

н ати ж ан и  таъминловчи А, стратегияни танлайди. Б у  ерда а  -  ечим  
қабул қил иш  вазиятини субъектив баҳолаш орқали аниқланадиган  
парам етр ҳисобланади. М асалан, а = 1  бўлса, вазият оғир ва уни  
тўғр и л аш  уч ун  чоралар кў р и ш  талаб қилинади. а = 0  да эса вазият  
я хш и  (оптимал) ҳеч қандай чора кўрм аса х^м бўлади деб 
ҳисобланади. а  ни (0,1) оралиқдаги қийм ати  оптимистик ёки  
пессим истик назарга қараб танланади. а  ни танлаш  Е Қ Қ Ш н и н г  
тем перам ентига ва вазиятни қандай баҳолаш ига боғлиқ. Вазият  
оғир бўлган сари Е Қ Қ Ш  қарш и чоралар кўради ва а  нинг қийм ати  
1 га яқинлаш ади.

5-м исол. Т аб и ат билан бўлган ўйин қуйидаги тўловлар 
матрицаси билан берилган бўлсин.

Ti T j т2 T3

A , 71 24 23

Аг 24 75 23

Аз 70 16 20

a 4 16 27 13
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Б у ўй инга  Гурвиц мезонини қўллаб оптим ал стратегияни  
а  =  0,4 уч ун  топамиз. Б ун ин г уч ун  қуй и д а ги  кўр ин иш д аги  жадвал  
чизам из ва оптимал стратегияни ю қоридаги ш ар т бўйича  
текш ирам из:

/= m in  a m iro ^ + (1 -а )  maxa^J ae[0,l]

Т,
А

т, т2 т3 m in (ay)
j

п ш хЦ )
j

Г

А, 71 24 23 23 71 51.8

Аг 24 75 23 23 75 54.2

А 3 70 16 20 16 70 48.4

А* 16 27 13 13 27 21.4

min yt =21,4

Ж адвалдан кўринад ики ,

Yj = 0 ,4  23 +  0,6- 71=51,8.

у2 = 0 ,4  23 +  0,6- 75=54,2.

Уз = 0 ,4  16 +  0,6- 70=48,4.

у4 = 0 ,4  13 +  0,6* 27=21,4. 
m in /, =21,4.

Д ем ак, аг] -  ю тқазув бўлганда оптимал стратегия А 4 дан 
иборат экан.

6-мисол. Савдо корхонасида 500 бирлик мавсумий маҳсулот 
сотилмай қолган бўлсин. Б у  м аҳсулотнинг олдинги нархи 20 
бирликни та ш ки л  этган бўлсин. Энди савдо корхонаси олдида 
м аҳсулотнинг нархини ту ш и р и ш  масаласи турибди. М аҳсулот  
нархини неча ф оизга туш ирганда унинг кўр ад иган  зарари минимал  
бўлади?

Савдо корхонаси маҳсулот нархини 20% (А , йўл), 30% (Az йўл), 
40%  (А 3 йўл), 50%  (А 4 йўл) туш и р и ш га м ўлжаллайди. Б у  йўлларни  
Е Қ Қ Ш н и н г  стратегиялари деб қарайм из. «Табиат»нинг и кки та  йўли  
бор: 1) талабнинг кам  эгилувчан бўлиш лиги (Т , йўл) ва 2) талабнинг
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к ў п  эгилувчанлиги (Т2 йўл). А н а ш ул арни назарга олиб қуйидаги  
ж адвалларни тузам из:

Е Қ Қ Ш
страте
гияси

Н а р х и -
нинг

ту ш и ш и
%

Э ски
баҳоси

Я нги
баҳо

Сотилади
ган товар  
миқдори

Кўриладиган
зарар

л , 20 20 16 100 4400

а 2 30 20 14 150 3900

А 3 40 20 12 220 3360

л 4 50 20 10 230 3700

4400=500  12-100 16 

3900=500 12-14 150 

3360=500 12-12*220  

3700=500 12-10-230

Б у ерда бир бирлик маҳсулоти савдо корхонасига кел тириш  
уч ун  сарф қилинадиган ҳа р аж ат*12  бирлик деб қабул қилинган.

Х уд д и  ш ундай, ж адвал  талаб эгилувчанлиги кучли  бўлган ҳол  
уч ун  тузилади.

Е Қ Қ Ш
стр атгия -

си

Н а р х и -
нинг

ту ш и ш и
%

Э ски
баҳо

Я нги
баҳо

Сотилади
ган товар  
миқдори

К ў р и л а ди
ган зарар

А , 20 20 16 150 3600

А г 30 20 14 350 1100

A j 40 20 12 400 1200

А , 50 20 10 450 1500

I  ва I I  жадвалдан фойдаланиб тўловлар матрицасини тузам из  
ва Вальд мезонини қўллаб ечамиз:
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Т,
А

T j т2 т а  хЦ)

а, 4400 3600 4400

А 2 3900 1100 3900

Аз 3360 1200 3360

а 4 3700 1500 3700

min max er =3360
» J

Д ем ак, савдо корхонаси м аҳсулот нархини 40%  га туш ирганда  
зарар минимал бўлади, яъни 3360 га тенг бўлади.

М асалани Лаплас мезонига асосан ечамиз:

Т,
А

Т, т2 auPi+ai2p 2+ . . .+ a inp n

л, 4400 3600 4000

А 3900 1100 2500

Аз 3360 1200 2280

а4 3700 1500 2600

Р 1 / 2 1 / 2 1ШП(
Са„р,+а,гр 2+ . . .+й ыр п)=2280

Бу мезон буйича ҳам  нарх 40%  туш ирилса зарар 2280 бўлади. 
С евидж  мезонини қўл л аш  учун  (/*,у) м атрица тузам из ва 

оптимал стратегияни  топамиз. ____________ ____________________

т,
A t

T j т2 тахЦ)
j

А , 1100 2500 2500

а 2 600 0 600

А 3 0 100 100

а 4 400 400 400

min max г =100
• j

Б у мезонга кўр а ҳам нарх 40%  га туш и р ил иш и маъқул.
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Таянч сўз ва иборалар
Ў й и н , ўйиннинг қоидалари, рақобатли ҳолат, 

ж у ф т  ўйин, 0 -  суммали ўйин, м атрицали ўйин, 
стратегия, оптимал стратегия, чекли ва чексиз  

ўйин, тўлов, тўлов ф ункцияси, тўловлар ва 
ю туқлар  матрицаси, ўйиннинг қуй и  ва ю қори  
баҳоси, ўйиннинг ечими (баҳоси), максимин ва 

м иним акс стратегиялар, арал аш  ва соф 
статегиялар, рақобатли бўлмаган ҳолат, табиатга  

қар ш и  ўйин, оптим аллик мезонлари,
_____  «таваккалчилик» м атрицаси. ____ _

Назорат саволлари:

1. Ўй и нл ар  назариясининг предмети нимадан иборат?

2. Ў й и н и н г қандай турлари мавжуд?

3. Ж у ф тл и  ўйин нима?

4. М атри цал и  ўй ин  нима?

5. О- суммали ўй ин  қандай бўлади?

6. Ю ту қл а р  м атрицаси қандай маънога эга?

7. Ў й и н н и н г қ у й и  ва ю қори баҳоси нима?

8. М и н и м акс  ва м аксим ин стратегияларни таъриф ланг.

9. А р ал аш  стратегия нима?

10. Соф стратегияни таъриф ланг.

11. А р ал аш  стратегиялардаги ечимда ўйиннинг ю туғи  
нимага тенг бўлади?

12. М атр и ц ал и  ўйин билан чизиқли дастурлаш  орасида 
қандай боғланиш  бор?

13. Т аб и ат билан ўйин деганда қандай ўйинни  
туш унасиз?

14. Т аб и ат билан ўйин рақобатли ўйиндан қандай ф арқ  
қилади?

15. Лаплас ва Байес мезонларини таъриф ланг.

16. Вальд мезони бўйича оптимал стратегия қандай  
топилади?

17. С эви д ж  мезони бўйича оптимал стратегия  қандай  
топилади?
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18. Гурвицнинг ҳосилавий мезони қандай?

19. М езонлар орасидаги ф арқ нимадан иборат?

Масалалар:

1. Ю т у қ  матрица лари

бўлган ўйинлар учун тўлов ф ункциясини ёзинг, ўйновчиларнинг 
оптимал стратегияларини ва ўйин  баҳосини топинг.

2. Ю т у қ  матрицалари

' 2 0 0 1 Г 4

о(N1

II 0 3
гм1 и 0 1 2

, - 2 0 3 ) - 3ч 3 1у

булган ўйинларга мос чизиқли  дастурлаш  масаласини тузи н г ва 
ўйиннинг ечимини топинг.

3. А =(а^) ўйин матрицаси бир неча эгар нуқтага  эга бўлиш и  
мумкинми?

4. Қ уйид а берилган ж адвалдаги маълумотлар асосида 
ю туқларни м аксим аллаш тирувчи стратегияни топинг.

ъ
А>

Tt т2 т3

А , 15 17 2 0

Д2 2 5 2 7 2 3

Р 0.2 0.7 0.1

5. Қ уйид аги  келтирилган  даромадлар м атрицасидан  
фойдаланиб, А  ш ахснинг оптимал стратегиясини Лаплас мезони  
асосида топинг.
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Tj
А,

Tj т2 т3 т4

А , 7 11 14 24

А г 20 16 14 22

А 3 9 8 10 23

а 4 18 26 18 14

6. Таб иат билан ўйин қуйидаги туловлар матрицаси орқали  
берилган.

Tj
А,-

Тм т2 т3

* i 71 24 23
а 2 24 75 23
А3 70 16 20

а 4 16 27 13

Вальд, С эвидж  ва Гурвиц мезонлари асосида оптимал  
стратегияни топинг.

7. Қ уй и д аги  жадвалда берилган маълумотлар асосида табиат  
билан ўйиннинг ечинг (туловлар матрицаси берилган).

Tj
А,

Т, Т2 т3 т4

A j 3 3 0 8

А 2 6 2 4 0
А 3 0 0 5 2

а 4 7 1 6 6
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