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Қимматли отамнанг 
хотирасига бағишлайман

БИРИНЧИ НАШРИГА СЎЗ БОШИ

Функционал анализ ҳозирги замон математикасияинг 
муҳим соҳаларидан биридир. У М1тем1тикашшг бир н еч а  
соҳалари (жумладан, математик анализ, функциялар наза- 
рияси, интеграл ва дифференциал тенгламалар назариясн, 
вариацион ҳисоб) чегарасида, уларнинг т/ш унчаларн ва 
методларини умумлаштирилиши натижчсида XX аср бошла- 
рида янги ва мустақил соҳа сифатидз вужудга келди.

Сўнгги, тахминан, ярим аср мобайнида функционал ана- 
лиз ғоят чуқур ва кенг риёож топди. Бу ризожланиш ай~ 
ни вақтда ҳам давом этмоқда. Ҳозирги кунда функционал 
анализ матемзтиканинг кўп тармоҳли соҳаларидан бирига 
айланиб, математика ва физиканинг т/рли бўлимларида кенг 
татбиқ қилинмоқда.

Функционал анализнинг муҳим хислатларцдан бнри му- 
раккаб функционал фазоларни (нуқталари ф/нкциялзрдан 
иборат фазоларни) метрика, норма ва скаляр кўпайтма ёр-. 
д?мцда соддароҳ, яхши ўрганилган фззоларга, мзсалан, 
тўғри чизиққа қулай тарзда акс эттириб олиб, ўрганишдаа 
иборатдир. Бу ғоя асримизнинг бошларида амалга ошири- 
либ, келгусида кенг ризож толди. Бу гояга биз ҳам маз- 
кур китобда етарли дзражэда эътнбор бердик. Функционад 
анализда, одатда, функционал фазолар бир неча ўзаро узвий, 
боғланган турли математик структуралар (мзсалан, алгеб-
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ранк амаллар, метрнка, норма, скаляр кўпайтма, қисман 
тартиб) кнркгилган ҳолда кўрнлади. Функционал фазолар- 
нинг бу тарзда кўрилиши функционал анализда турли ме- 
тодларни, айниқса, аналитик. ва топологик методларни қўл- 
лантн имконини беради.

Функиионал аначизнинг асосий мазмуни функционал 
фазоларни ва уларда аниқланган операторларни ўрганишдир.

Бунга кўра биз китобни қуйидаги икки қисмга бўлиш- 
ни лознм топдик:

I қисм. Асосий фазолар.
II қисм. Операторлар назарияси.
Биринчи қисмни функционал анализнинг асосий пойде- 

вори, иккинчи қисмни эса бу пойдеворга қурилган иншоот 
деб қараш мумкин.

Мазкур китоб университетлар ва педагогика институт- 
ларининг математика, физика-математика, механика-матема- 
тика ва амалий математика факультетларига мўлжалланган 
бўлиб, бунда биз мавжуд программатарни назарда тутган 
ҳолда функционал анализнинг энг асосий ва муҳим боб- 
ларини ёритиш билан чегараландик.

Китобда махсус курсларга мўлжалланган параграфлар 
ҳам ўз ўрнини топди.

Ҳақиқий ўзгарувчининг функциялари назариясига оид 
маълумотлар бу китобда келтирилмади. Бундай маълумот- 
лар авторнинг 1968 йилда нашр этилган „Ҳақиқий ўзга- 
рувчининг функциялари назарияси** китобида келтирилган 
бўлиб, бу китобни текстда қисқача [ҲЎФН] билан бел- 
гиладик.

Китобни ёзишда биз рус тилидаги дарсликлар, қўллан- 
малар ва монографиялардан фойд&ландик; уларнинг рўйхати 
китобнинг охирида келтирилган.

' Китобда теоремалардан фойдаланиш тартиби қуйидагича: 
мазкур параграфдаги теоремаларнинг фақат номери кўреа- 
тилади; бошқа параграфдаги теоремалардан фойдаланилган- 
дэ параграфнинг номери ҳам кўрсатилади (масалан, 9.1-§, 
4- теорема).

6
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Китобнинг қўл ёзмасини тайёрлашда ТошДУ функ- 
ционал анализ кафедрасининг ходимлари, айниқса, прсф. 
Ж . Ҳожиев, доц. Ш. А. Аюпов ва Р. Н. Ғанихўжаев 
уртоқлар яқиндан ёрдам бердилар. Уларнинг ҳаммаларига 
самимий ташаккур билдираман.

Амтор

ИККИНЧИ НАШРИГА СЎЗ БОШИ*

Мазкур китобнинг биринчи нашри 1980 йилда чиққан 
эди. Б у  орада китоб тарқалиб, унинг қайта чоп этилишига 
эҳтиёж вужудга келди. Шуни назарда тутиб, китобга 
деярли ўзгартишлар киритмай, биргина „Вариацион ҳисоб 
элемектлари44 бобини қўшдик, чунки математиканинг бу 
соҳаси муҳимлигидан ташқари, к ў п . соҳаларда татбиқий 
аҳамиятга эгадир. Шуни ҳам айтиш керакки, вариацион 
ҳисоб университетларда кўп йиллар мобайнида алоҳида 
курс сифатида ўқилади. Бундан ташқари биринчи нашрда 
йўл қўйилган баъзи камчиликлар тузатилди.

Дарсликнинг биринчи нашрида авторнинг „Ҳақиқий ўз- 
гарувчининг функниялари назарияси" китобидаги маълумот- 
ларга таянилган эди. Бу китобнинг янги тузатилган ва 
қайта ишланган нашрй 1982 йилда чиқди. Шунинг учун 
мазкур дарсликда китобнинг янги нашридаги маълумотлар- 
га мурожаат қилинди.

Китобни нашрга тайёрлашда доц. Р. Ғанихўжаев фаол 
қатнашди. Унга ўз миннатдорчилигимни билдираман.

. Автор
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АСОСИЙ ФАЗОЛАР
I б О б

ВЕКТОР ФАЗОЛАР

1*1- §. п ўлчам ли векгор  ф а зо

Геометрия, механика ва физикада шундай объектлар 
учрайдики, улар бир ёки бир неча ҳақиқий соннинг тар- 

'тибланган системаси билан аниқланади. Масалан, текислик- 
-даги ҳар қандай нуқта ўзининғ икки координатаси билан, 
ҳар қандай вектор ўзининг икки компонентаси бнлан аниқ- 
ланади. Текисликдаги векторнинг энг содда >мумлаштири- 
лиши п ўлчгмли вектор тушунчасидир.

Т а ъ р и ф .  Тартиб билан ёзилган п та ҳақиқий сон 
глгстемаси, яъни

й ~ | , * « * , а д| |

п  ўлчам ли  вектор дейилади. Бунда а ь  я 2, . . . , ап сон- 
лар векторнинг координаталари дейилади.

п ўл  чамли а ~ (а и а2 . . . , ап) ва Ь=(Ьи Ьи . . . ,  Ьп) 
векторларнинг мос координаталари тенг, яъни а { — Ьи а2=* 
— Ь2, . . . , ап =Ьп бўлса, бу векторлар тенг деб ҳисоб- 
ланади. Бунд&н яна бир бор кўриниб турибдики, вектор 
бу  п та ҳақиқий сон тўплами бўлибгина қолмай, балки 
элементлари тартибланган система ҳамдир. Яъни берилган 
векторларнинг координаталарини бошқа тартибда ёзсак, 
умумий ҳолда биз бошқа векторни ҳосил қиламиз. Маса- 
лан, уч ўлчгмли фазода а = ( 1 , 2, 3) ва Ь—(2, 1, 3) век- 
торлар бир-бирига тенг эмас.

М и с о л л а р .  1. Текиеликдаги векторлар икки ўлчам- 
ли оекторга, реал фнзик фазодаги векторлар (куч, тезлик 
каб'41лар) уч ўлчамли векторга мисол бўлади.

2. Бир ўзгарувчили (п— 1)-даражали /(х ^ —ао+а^х 
. . .-Ь 1 х п~1 кўпҳадни п ўлчамли а = ( а 0, а и . .  . ,

п п- 1  ) вектор сифатида қараш мумкин.
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Энди биз п ўлчамли векторлар устида амаллар кири- 
тамиз. Икки

й— ^2» • . • , ап ) ва Ьў, • . . , Ьп )
векторнинг йиғиндиси қуйидагича анйқланади:

а-\-Ь={(1 у - \-Ь а 2-\-Ь2, . . .  , ап -\-Ьп).
Сонларни қўшиш амали коммутатив ва ассоциатив бўлгани 
учун векторларнинг йиғиндиси ҳам шу хоссаларга эга,
ЯЪНЙ

1) аЦ-Ь = Ь -\-а (коммутативлик хоссаси);
2) а +-(А4-с)=(а4-6) +-с (ассодиатизлик хоссаси).
Ҳамма координаталари нолдан иборат вектор ноль в&к-

тор дейилади ва 6=(0, 0, . . .  , 0) орқали ёзилади. Ноль 
вектор векторлар орасида сонлар тўпламидаги ноль ролини 
ўйнайди. Дарҳақиқат, ичтиёрий а=(аи аъ . . .  , ап) век- 
тор учун

а-\- 6=(й, -)-0, аг-\-0, . . . , лЯ“1-0)==
—(а^а^, . . .  , а^)^^а.

Ушбу
—а —{—аи —аъ . .  . х — ап)

вектор а векторга царама-цариш вектор дейилади. Рав- 
шанки, <2-Ь(—а)=В. Демзк, киритилган қўшиш амалига 
нисбатан п ўлчамли векторлар коммутатив группа ҳосил 
қилади.

Векторлар устида яна бир амал киритамиз. а вектор- 
нииг а ҳақиқий сонга кўпайтмзсини қуйидагича аниқлаймиз:

Ха=(Ха,, ла2, . . . , 'шп).
Ҳақиқий сонларни кўпайгириш ампининг хо:са*таридан 
киритилган амалнинг қуйидаги хоссалари келиб чиқади:

3) Ца-\-Ь)=1а-\-АЬ;
4) (л-рр)а=л<г4-рл;
5) (л{А)а=>.(<гя);
6) 0*а=6;
7) 1 -а = а .

Бу ерда а, Ь, 6—векторлар, X, р, 0, 1—ҳақиқий сонлар.
Берилган п натурал сон учун ҳамма п ўлчамли век- 

торлар тўплами (киритилган амаллар билан биргаликда) п 
ўлкамли вектор фазо дейилади ва Н1 билан белгилана- 
ди. Хусусан, п=2 ва а=аЗ бўлгандз юқорида кйритилган
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(1) шартни қаноатлантирувчи икки кетма-кетликнинг 
йиғнндиси ҳам шу шартни қаноатлантириши қуйидаги содда 
тенгсизликдан келиб чиқади:

2а\.
Шунга ўхшаш /2 комплекс фазони киритиш мумкин.

7. т фазо. Унинг элементлари чегараланган сонли 
кетма-кетликлардир. Бу фазода қўшиш ва сонга кўпайти- 
риш амаллари 6- мисалдагидек киритилади.

8. 5 фазо. Ихтиёрий ҳақиқий сонли кетма-кетликлар 
тўплами 6, 7- мисоллардаги амаллар билан олинса, у 5 век- 
тор фазо ҳосил қилади.

9. [а, Ь\ оралиқда аниқланган узлуксиз ҳақиқий (ёки 
комплекс) функциялар тўплами функцияларни одатдаги 
қўшиш ва сонга кўпайтириш амалларига нисбатан С [а, 
Ь\ вектор фазо ҳосил қилади. Бу функционал фазо мате- 
матик анализда катта аҳамиятга эга.

1.3-§. Чизиқли боғланиш. Ўлчам

Т а ъ  риф. V вектор фазода х, у, . . . , т элементлар 
берилган бўлсин. Агар шундай а, р, . . . , X сонлар тогшл- 
саки, уларнинг камида бири нолдан фарқли бўлиб, ушбу

. . . -ЬХзу =  0 (1)
муносабат бажарилса, х, у, . . . , т элементлар чазиқли 
боғлиқ дейилади. Акс ҳолда бу элементлар чизиқли 
эркли дейилади, яъни х, у, . . . , т элементлар учун (1) 
муносабат фақат а =  р = .  .. = Х = 0  сонлар учунгина ба- 
жарилса, х, у, . . . ,  т элементлар чизиқли эркли бўлади. 
Масалан, С [а, Ь\ фазода қуйидаги

л: (/) =  /2, У (0 = 2 /, г  (0 = 2 /2+ 4 / 
функциялар чизиқли боглиқ, чунки

2'Х{()-\-2-у(1)—1 .* (0= 0 .
Аксинча, шу фазода ихтиёрий п учун ушбу

х 0(0 = 1 , х ,(0 = / ,  л 2(0 =  . . .  , х п{()=*п
функциялар чнзиқли эркли. Ҳақиқатан,

ао*о(0-|- • • • -ФаЛ ( / ) = 0 ,  яъни а0-)- . . . 4~ал/л= 0
муносабатларни қаноатлантирувчи а0, . . . , ап сонлар мав- 
жуд деб фараз қилайлик. Дёмак, [а , Ь\ даги ихтиёрий /
12
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сон бу кўпҳаднинг илдизи. Алгебранинг асосий теорема- 
сига биноан я-даражали кўпҳаднинг илдизлари сони п та- 
дан кўп эмас. Шунинг учун ао+а^-Ь . . . +  ая*'* кўпҳад- 
нинг ҳамма коэффициентлари нолга тенг, яъни а0= а 1=: 
в  . . = а я= 0 . Демак, таърифга асосан л:0(0» х х(1\ . . .  , 
х  (0 функциялар чизиқли эркли.

п V вектор фазода элементларининг сони чексиз бўлган 
системанинг ҳар қандай чекли сондаги элементлари чизиқ- 
ли эркли бўлса, у ҳолда берилган система чизицли, эркли 
дейилади. Маеалан, С [а% Ь\ фазода

АГ0=* 1, Х \~  £ 1 =  . . . ,  х п= (п, . . .

чексиз система чизиқли эркли. Бу ҳам, юқоридагига ўх- 
шаш, алгебранинг асосий теоремасидан келиб чиқади.

Т а ъ р и ф . Агар V вектор фазода п та чизиқли эркли 
элемент топилиб, ҳар қандай п -\-1 та элемент чизиқли боғ- 
лиқ бўлса, V фазо п ўлчамли вектор фазо дейилади.

Эдементларининг сони ихтиёрий бўлган чизиқли эркли 
система мавжуд бўлса, вектор фазо чексиз ўлчамли , акс 
ҳолда чекли ўлчгмли дейилади. Масалан, 1.2-§ даги 1-,
2-, 4- мисоллардаги фазолар чекли ўлчамли, 6—9- мисол- 
лардаги функционал фазолар эса чексиз ўлчамли. Хусусан, 
9- мисолдаги С [а, Ь\ фазонинг чексиз ўлчамлилиги 1, Ь% Р, 

чексиз системанинг чизиқли эркли эканлиги- 
дан келиб чиқади.

Т аъ р и ф . п ўлчамли вектор фазода ҳар қандай п та 
элемеитдан иборат бўлган чизиқли эркли система базис 
дейилади.

Функционал анализда ўрганиладиган вектор фазолар 
асосан функционал фазолар бўлиб, улар одатда чексиз 
ўлчамлндир.

Ихтиёрий вектор фазода ҳам базис тушунчасини кири- 
тиш мумкин.

V вектор фазода Г={л:в} чизиқли эркли система берил- 
ган бўлсин. Агар ихтиёрий х£У элемент учун шундай х Лп 
х Чу . . . , х %п £ Г  векторлар ва Хь >.2, . . .  , сонлар то- 
пилсаки, х  ушбу

* -> !* « ! 4 -. • -Л-Кхьп

кўринишда ёзилса, Г тўплам V вектор фазонинг Ҳамель 
базиси дейилади. Ихтиёрий вектор фазо Ҳамель базисига 
эга эканлигини кўрсатиш мумкин.
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Т а ъ р и ф . V вектор фазоникг I  қисм тўпламининг ўзи 
ҳам V да аниқланган векторл&рни қўшиш ва векторни 
сонга кўпайтириш амалларига ниебатан вектор фазо бўлса, 
/. фазо V вектор фазонинг вектор қисм фазоси (баъзан эса 
чизиқли кўпхиллик ) дейилади. -

Энди V нинг А ва В қисм тўпламлари ҳамда К  майдон 
учун

А-тВ — {а-{ Ь : а£А, Ь£В),
К ’А = {\>.а : \х£Қ, а£А)

белгнлашларни киритамиз. "
АА-В тўплам А  ва В тўгламларкинг вектор йиғин- 

диси дейилади. Бундай белгилар ёрдамида V даги /. тўп- 
ламнинг вектор қисм фазо бўлиш шартлари қуйидагича 
ёзилади:

'а) /.Ф /.С:/., б)

Дарҳақиқат, бу шартга кўра Ь тўплам ноль векторга 
эга бўлади, чунки агар а вектор Ь га тегишли бўлса,- 
у ҳолда /  га О*а =  0 вектор ҳам тегишли бўлади. Сўнгра 
/  ўзининг ихтиёрий а вектори билан бирга яна б) шартга 
кўра унга қарама-қарши бўлган—а = (—1)-а векторга ҳам 
эга бўлади. Сўнг а) ва б) шартларга кўра ҳар қандай ик~ 
ки векторнинг йиғиндиси ҳам, ҳар қандай векторнинг их- 
тиёрий сонга кўпайтмаси ҳам /  га тегишли бўлади.

Знг кичик вектор қисм фазо ноль элементдан иборат 
бўлган {0} фазодир.

Бевосита кўриш мумкинки, ихтиёрий вектор қисм фа- 
золар системасининг кесишмаси (кўпайтмаси) ҳам вектор 
қисм фазодир. •

V вектор фазода ихтиёрий бўш бўлмаган 5  тўплам 
берилган бўлсин. 5 тўпламни ўз ичига олган энг кичик 
вектор қисм фазо 5  тўпламдан ҳосил қилинган вектор 
қисм фазо дейилади. Бундай вектор қисм фазо 5 тўплам- 
ни ўз ичига олувчи ҳамма вектор қисм фазсларнинг ке- 
сишмасига тенгдир. 5 дан ҳосил қилинган /  вектор қисм 
фазо айнан қуйидаги кўринишдаги элементлардан иборатдир:

п
х  =  ал ,

бу ерда о,- £5, 1 < :/< // ,  п—ихтиёрий (л: га боғлиқ)
натурал сон. Баъзан, 5 тўпламдан вужудга келтирилган /

1 .4 -§ .  Вектор кисм фазо. Қавариқ тўпламлар

14

www.ziyouz.com kutubxonasi



вектор қисм фазо 5 нинг яизиқли, қобиғи дейилади ёки 
5  тўплам Ь ни вужудга к-елтирувчи система деиилади 
ва Ь ~  [5] кўринишда белгиланади.

М и со л л ар . 1. V вектор фазо, х  унинг нолдан фарқли 
элементи бўлсин. элементлар тўплами бир ўлчам-
ли Фаз° 3°сил қилади. Бу фазо V нинг вектор қисм фазо- 
сидир- Агар V нинг ўлчами бирдан катта бўлса, {Хд:, 
).£К)фЧ-

2. 1.2-§ да кўрилган 9- мисолдаги С [а, Ь\ вектор 
фазода ҳамма кўпҳадлар тўплами Р [а, Ь\ ни олайлик. 
Равшанки, Р [а , Ь| тўплам С [а, Ь\ да вектор қисм фа- 
зо ҳосил қнлади. С [а, Ь\ каби Р [а , Ь\ ҳам чексиз ўл- 
чамлидир. Ўз навбатида, С [а , Ь\ фазони [а, Ь\ оралиқда 
аниқланган барча (узлуксиз ва узилувчи) функциялар век- 
тор фазосининг қисм фазоси сифатцда қараш мумкин.

3. 1.2-§ даги /2, гп, 5 вектор фазоларга қайтсак 
(6_8 - мисоллар), бу ерда /2 фазо т фазонинг вектор қисм 
фазоси, т эса ўз навбатида 5 нинг қисм фазосидир.

Т аъ р и ф . V вектор фазода ихтиёрий Л тўплам берил- 
ган бўлсин. Агар Х-{-(х=1, >.>-0, р > 0 , шартларни қаноат- 
лантирувчи ихтиёрий X, [х сонлар учун ушбу

ХЛ+рЛсгЛ (1)

муносабат ўринли бўлса, Л қавариқ тўплам  дейилади. 
Агар |Ч < 1  шартни қаноатлантирувчи ихтиёрий X учуи 
>.Лс=Л муносабат бажарилса, Л мувозанатдаги тўплам  
дейилади. Қавариқ ва мувозанатдаги тўплам абсолют қа - 
вариқ тўплам  дейилади.

Равшанки, агар Л қавариқ тўплам бўлса, ихтиёрий 
х  (  У ва Х£А* учун ‘х + \А  ҳам қавариқ тўпламдир. Абсо- 
лют қавариқ Л, В тўпламлар учун А + В  ва ХЛ тўплам- 
лар ҳам абсолют қавариқдир.

1- л е м м а . Л абсолют қавариқ тўплам бўлсин. У ҳолда . 
К  дан олинган ихтиёрий X, [х (|Х | ^ Х ^ ) ,  Хи Х2, . . . , Хд 
сонлар учун ушбу муносабатлар ўринлидир:

1) ХЛс:[хЛ,
2) л ) = ( 2 |> * 1 ) л .

1 < /< л  1<1<п

И с б о т . 1) агар р.= 0 бўлса, у ҳолда ХЛ=р.Л=*{б}. 
Агар р ^ О  ва х (А  бўлса, Л нинг мувозанатдалигидан 
х-[а~1‘л:£Л, яъни ХяфхЛ, демак, ХЛс:р.Л муносабат келиб 
чиқади; -
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2) « =  2 бўлган ҳол учун, яъни ушбу
ХА 4-{хА  — (Р'И“ Н )Л

муносабатни исботлаймиз. X =  |х=0 бўлса, ҳаммаси равшан. 
X ёки [х нолдан фарқли бўлса, у ҳолда

... Л гЛЧ- тттт-г-тАсгЛ,

яъни ХЛ-}-Мсг(Р'1+1^!М муносабат ўринли. Аммо 
(!Х1+1{х|)Лс :|Х(Л-Н{х|Лс: аЛ4-{аЛ. *

Демак,
ХЛ + «х Л = (|а[-|- ||х))Л.

Умумий ҳол индукния ёрдамида исботланади.*
2- л ем м а . Ихтиёрий қавариқ (абсолют қавариқ) тўп- 

ламлар системасининг кесишмаси ҳам қавариқдир (абсолют 
қавариқдир).

И с б о т . Г ихтиёрий тўплам, (Аа , а£Г) қавариқ тўплам- 
лар системаси бўлсин. Л = П Л а тўпламнинг нхтиёрий аи

«€Г
а2 элементларини оламиз. Ихтиёрий а учун аи а&А* , де- 
мак, Х-У [х=1, Х>0, {х>0 сонлар учун Аа14-{ха2£Ла ; а их- 
тиёрий бўлгани учун Ха1Ч-|ха2̂ П Л« =А, яъни ХЛ-Ь{хЛс:Л.

а£Г
Абсолют қавариқ тўпламлар олинггн ҳолда ҳш  исбот 

шунга ўхшашдир.*
Л тўплшни ўз ичига олган барча қавариқ (абсолют 

қавариқ) тўплшлар. кесишмаси ҳам қавариқ (абсолют қава- 
риқ) тўплам бўлиб, у Л нинг қавариқ (абсолют қава- 
риқ) қобиғи дейилади. Қавариқ (абсолют қавариқ) қо-

п
биқ V  )ч XI кўринишдаги элементлардан иборат, бу ерда 

/—1

П П
XI £Л, X/ > 0 , =  1 (2 |Х , |^ 1 ,  я —ихтиёрий сон).

Агар ихтиёрий х£У элемент учун шуший Х> 0 сон 
мавжуд бўлсаки, дёрЛ муносабат ихтиёрий |х (|{х|^/) сон 
учун ўринли бўлса, Л тўплам ютувчи дейилгди. Равшан- 
к и, ихтиёрий ютувчи тўплгмлар чекли системасининг ке- 
сишмаси ҳгм ютувчидир.
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V вектор фазо, V' унинг вектор қисм фазоси бўлсин. 
Агар х, у £ V элементлар учун х —у элемент V' га тегиш- 
ли бўлса, х  ва у ни эквивалент деймиз ва буни х ~ у  
кўринишда ёзамиз, бу муносабат (яъни эквивалентлик) 
қуйидаги хоссаларга эга:

а) рефлексивлик хоссаси: ҳар қандай а элемент ўз- 
ўзига эквивалент;

б) симметриклик хоссаси: агар а~Ь  бўлса, у ҳолда 
Ь ~ а\

в) транзитивлик хоссаси: а~Ь, Ь~с  бўлса, у ҳолда 
а ~ с . Шунинг учун бу муносабат V тўплгмни синфларга 
бўлади ([ҲЎФН], 1 боб ). Бундай синфлар тўпламини V 
нинг V ' бўнича фактор фазоси деб аталадн ва У/У' кў- 
ринишда ёзилади. Ҳар қандай фактор фазода қўшиш ва 
сонга кўпайтириш амаллари қуйидагича киритилади.

|  ва ҳ синфлар V; V' нинг элементлари бўлган икки 
синф бўлсин. Ҳар бир синфда биттадан х  ва у вакил тан- 
лаб олиб, I ва синфлар йиғиндиси деб х-\-у элементни 
ўз ичига олган синфни айтамиз. £ синфнинг а сонга кў- 
пайгпмаси деб, ах элементни ўз ичига олган синфга ай- 
тамиз. Равшанки, бу амаллар натюкгси £ ва г\ синфлардаги 
вакилларга боғлиқ эмас. Масалан, х'£ у'£ҳ бошқа бир 
вакиллар бўлса, у ҳолда

(Х+У)- (х '+ у')= (х—х') 4  (у—у%  V',
яъни х-\-у ва я '+ у '  элементлар бир синфга тегишли. 
Шундай қилиб, биз V; V' фактор фазонинг элементлари ус- 

'тида амаллар киритдик. Бу амаллар вектор фазодаги амал- 
лар шартларини қаноатлантириши осонликча текширилади. 
Шундай қилиб, ҳар қандай фактор фазо вектор фазодир.

Т а ъ р и ф . \ / \У  фактор фазонинг ўлчами V' фазонинг 
коўляами (қўшимча ўлнами) дейилади ва сосИт V' ор- . 
қали белгиланади.

М и с о л л а р . 1. ] /= /? 2 да, яъни текисликда V' деб 
у = 0  тўғри чизиқни (яъни х  ўқини) оламиз. Агар а—{аи 
0г). Ь5= {Ь̂ , Ь2) элементларни олсак, а—Ь(У' бўлиши учун 
а2=Ь2 шарт зарур ва ккфоядир. Демак, а ~ {аи а2) век- 
тор У/1/' фазонинг қайси сикфига тегишли бўлиши фақат 
аг гэ боғлиқ. Яъни у*=у0 тўғри чизиқнинг ҳамма элемент- 
лари бир синфга тегишлидир ва, аксинча, ҳар бир сннф /?2 
теьисликда биғсру =  у0 тўгри чизиқни аниқлайди. Шунинг 
учун V/V' фгзонинг элементлцики Ох ўққа параллел бўл-

1.5-§. Фактор фазолар ва фазоларнинг кўпайтмаси
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ган тўғри чизиклар деб цараш мумкин. Бевосита кўриниб 
турибдики, сосПгп V'— 1.

2. У= С [а, Ь\ фазони кўрайлик. Қнйматлари а ва Ь 
нуқталарда нолга тенг бўлган узлуксиз функциялар тўп- 
лами V' бу фазода вектор қисм фазодир. Энди шу вектор 
қисм фазога нисбатан эквнвалёнтлик муносабатинк кирета- 
миз. Бунда /  ва £ функциялар эквивалент бўлишн учун 
/{а) = £(а)л /(Ь)= §(Ь) бўлиши зарур ва кифоядир. Демак, 
эквивалентлик скнфлари, яъни У> V' фазонинг элементлари 
а ва Ь нуқталардаги қийматлари билан аниқланади. Шу- 
нинг учун У/У' фазонинг элементларини Н2 фазонинг эле- 
ментлари сифатида қараш мумкнн. Хусусан, сосНт У'=2.

Бирор V вектор фазода 1/, У2 қисм фазоларни оламиз. 
Агар ихтиёрий х  £ V векторни ягона равишда

х = х гу х 2, х х£Ух> х 2$У2
кўрииишда ёйиш мумкин бўлса, у ҳолда V фазо Ух ва У2 
қисм фазоларнинг тўғри йиғиндиси дейилади ва V=  
— кўринишда белгиланади.

Масалан, V = Я2 вектор фазо ўзининг
V, =  {(0, й , № )  ва У2 = {(«, 0), аё/?}

қисм фазоларининг тўғри йиғиндисидир.
Энди вектор фазоларнинг тўғри кўпайтмаси тушунча- 

сини кирнтамиз. Бунинг учун вектор фазолар системаси 
{У,}& ни оламиз, бу ерда /  —ихтиёрий қувватли тўплам. 
Бу фазоларнинг Декарт (тўғри) кўпайтмаси ([ҲЎФН), 
1 боб) бўлган V =  ПУ, тўпламда вектор фазоларга хос

&
бўлган операциялар киритамиз. Агар х  =  (х,)£,, у=*(у,)£ ,
V  нинг икки элементи бўлса, у ҳолда қўшиш амали ушбу

* +  У =  (х, +  у,)£ ,
кўринишда, X сонга кўпайтириш амали эса

X* =  (\хк)£ I
кўринишда аниқланади. Ҳар бир Vх вектор фазо бўлгани- 
дан фойдаланиб, киритилган амаллар V тўпламни вектор 
фазога айлантириши осонликча исботланади. Ҳосил бўлган
V  вектор фазо V, фазоларнинг тўғри кўпайтмаси дейи- 
ладн ва ПУ{ ёки X V, кўринишларда ёзилади. Хусусан,

/ £ / I € г
ҳамма УХ= Ғ  бўлса (Ғ — тайинланган вектор фазо), у 
ҳолда ҳосил бўлган тўғри кўпайтма Ғ! билан белгиланади.
18
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Дгар /  туплам чекли бўлиб, п та элементдан иборат бўл- 
са, Ғ1 ўрнига Ғп ёзилади.

Масалан, Кп фазони К' вектор фазоларнинг тўғри кў- 
пайтмаси сифатида қараш мумкин. 1 .2 -§даги  5 фазонн 
(8- мисол) /?л' сифатида қараш мумкин (бунда N — натурал 
сонлар тўплами).

1.6-§. Чизиқли акс эттиришлар

Е  вектор фазони Ғ вектор фазога бирор и\Е-+ Ғ  акс 
эттириши берилган бўлсин.

Т а ъ р и ф . Агар ҳар қандай х , у£Е  ва а, р учун 
и(*х н- ^у) == аи(х) 4- §«(у)

муносабат ўринли бўлса, и низиқли акс эттириш ёки 
чизиқли оператор дейилади. Хусусан, Ғ фазо сифатнда 
Н майдон олинса, бундай акс эттириш низиқли форма 
ёки низиқли фуикционал дейилади.

Равшанки, ҳар қандай и чизиқли оператор Е нинг би- 
рор Еь қисм фазосини Ғ  нинг қисм фазосига акс эттиради, 
яъни и(Е0) тўплам Ғ  нинг қисм фазосидир. Агар Ғ0 тўплам 
Ғ  нинг қисм фазоси бўлса, у ҳолда Ғ0 нинг асли бўлган 
м ~}(Ғ0) тўплам Е  нииг вектор қисм фазоси бўлади. Дар- 
ҳақиқат, агар х, у 6и~1(Ғ9), яъни и(л), и(у)£Ғ0 бўлса, у 
ҳолда Ғп вектор қисм фазо бўлгани учун и(х)-\-и(у%Ғйш 
Аммо и(х) 4 и(у)—и(х 4- у%Ғ0, яъни х  4- у£и~](Ғ0).

Шунга ўхшаш >-л£н~!(/у) ҳам исботланади. Хусусан, 
агар Ғ0 =  {6} бўлса, и~1(Ь) қисм фазо чизиқли акс этти- 
ришнинг ядроси дейилади ва кеш  билан белгиланади.

Турли векторларни турли векторларга акслантирувчи 
яъни х ф у  учун и(х) ф  и(у) бўлган акс зттириш моно- 
морфизм дейилади.

1 - т е о р е м а . и:Е -+ Ғ  низиқли акс эттириш мо- 
номорфизм бўлиши унун к е т  =  {6} бўлиши зарур ва 
кифоядир.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Агар х  £ кеги бўлса, у ҳолда 
и(х) =  б =  и(Ь). Й к к и н ч и  томондан, и мономорфизм бўл- 
гани учун х  =  б, яъни кегн={0).

К и ф о я л и г и . кегн =  {б} бўлсин. Агар и(х) =  и(у) 
муносабат бажарилса, яъни и(х — у) =  6 бўлса, у ҳолда 
л * -у  6 кегии',' Демак, х  — у =  0, яъни х  = у .*

Агар и:Ё -+ Ғ  чизиқли акс эттириш учун и(Е) — Ғ  
бўлса, бу акс эттириш эпиморфизм дейилади. и чизиқли 
опер&тор бир вақтда мономорфизм ҳамда эпиморфизм бўлса,
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у ҳолда изоморфизм ёки чизиқли изоморфизм дейилади. 
Бу ҳолда Е  ва Ғ  фазолар изоморф фазолар дейилади ва 
бу муносабат Е ^ Ғ  кўринишда ёзилади.

М и с о л л а р.
1. Нп{п > 1) фазонинг х  = { х и х 2, . . . , х п) элементига 

и акс эттириш х х сонни мос қўйса, яъни и { х ) ~ х { бўлса, 
у ҳолда и : /?"->/?' чизиқли оператордир (аниқроғи, чизиқ- 
ли функционал). Равшанки, и — эпиморфизм. Аммо и моно- 
морфизм эмас. Дарқақиқат, бу оператор учун к т ш = { ;е =  
= (0 , х 2, • • • > ) :  х ^  /?,’ / =  2, . . . , п) =£{0}. Демак,
1-теоремага асосан у мономорфизм эмас.

2. Ихтиёрий V  вектор фазонинг У0 қиш фазосини 
олиб, и :У 0-+У акс эттиришни и{х) =  х  деб аниқласак, 
равшанки, чизиқли оператор ҳосил бўлади. Унинг ядроси 
0 элементдан иборат, яъни и — мономорфизм. Декин У0Ф  
ФУ ҳолда и эпиморфизм эмас.

3. Е — р а, Ғ  =  Р п~~'1(х) (Рп- 1(х) — даражаси п — 1 дан 
катта бўлмаган кўпҳадлар фазоси) бўлса, и:Е -+ Ғ  опера- 
торни қуйидагича аниқлаймиз:

и((ах а2, . . . , ап )) =  а { -ў а2х  апх п~1.
и чизиқли оператордир. Дарҳақиқат, а =  (ах, аг , ,

, ап ), Ь = (Ь {, Ь2, . . . , Ьп ) ихтиёрий векторлар буглса, 
у ҳолда

*
и(а  +  Ь) =  и(ах +  Ьи а2 +  Ь2, . . . , ап -|- Ьп) =  ал Ьх +  
-т («2 +  Ьо}х +  . . . -] (ап 4- Ьп)хп~ 1 =  (ах +  а2х  +

+  апх п~1) +  (Ьх 4- Ьгх  +  . . . -{- Ьпх л~1) =  и(а) -|- и(Ь).
Шунга ўхшаш

и(Ш) =  т(а).
Бу ерда и эпиморфизмдир. Ҳақиқатан, Рп~:(х) фазода 

ихтиёрий
/(х )  =  ах 4- а2х  . . . +  апх п~1

кўпҳадни олсак, у ушбу (аи а2, . .  . ,  ап) £Рп векторнинг 
тасвири, яъни и (аи а2, , ап)= /(х ) .

Шу билан бирга и мономорфизмдир, чунки и(а) =  
=  и((ал, а2, . . . , ап)) =  0, яъни ах 4- а2х  I- . . . д- апх п- 1 
айнан нолга тенг кўпҳад бўлса, алгебранинг асосий теоре- 
масига биноан унинг ҳамма коэффициентлари нолга тенг: 
ах =  а% =  . . . =  ап = 0 . Демак, кеш={0}. Шундай қилиб, 
и изоморфизмдир.

Ҳар қандай икки чизиқли и ва V оператор учун улар- 
нинг йиғиндиси деб аталадиган и -\-ъ  оператор ва и опе-
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раторни X сонга кўпайтмаси деб аталувчи 'ш оператор 
қуйидагича -аниқланади:

(и +  V)(х) =  и(х) +  ъ (х), (>м) (х) =  1и(х).
Шундай қилиб, Е ни Ғ  га акс эттирувчи операторлар 
тўплами бу амалларга нисбатан вектор фазо ҳосил қилади. 
Бу вектор фазо 2  (Еу Ғ) билан белгиланади. Агар Е — К  
бўлса, 1(Е , К) фазо Е* кўринишда езилади ва уни Е  га 
алгебраик цўшма фазо дейилади.

Энди а чизиқли акс эттиришни бутун Е фазода эмас,
. балки унинг Ь вектор кисм фазосида аниқланган деб фа- 
раз қилайлик. Унда Ь тўплам и чизиқли акс эттиришнинг 
аниқланиш соҳаси дейилади ва с!от и билан белгиланади. 
и чизиқли акс эттиришнинг и(Е) қийматлари соҳасини Iти 
билан белгилаймиз ва и чизиқли акс эттиришнинг тас- 
вири ёки акси деймиз.

Энди биз и акс эттиришнинг графиги тушунчасини 
киритамиз. Е Х Е  кўпайтманинг (х, и (*)) (бу ерда эле- 
мент (1от и тўпламда ўзгаради) кўринишдаги нуқталар 
тўпламини и нинг графиги деймиз ва £г и билан белги- 
лаймиз. Равшанки, агар и чизиқли акс эттириш бўлса, у 
ҳолда §г и тўплам Е х Е  вектор фазонинг вектор қисм 
фазоси бўлади.

Е Х Е  кўпайтмадт 0  тўплам берилган бўлсин. Ўз-ўзи- 
дан бундай савол туғилади: қандай шартлар бажарилса, 
0  тўплам Е нинг бирор қисм фазосида аниқланган ва қий- 
матлари Е да бўлган бирор и акс эттиришнинг графиги 
бўлади? Равшанки, агар 0  бирор и акс эттиришнинг гра- 
фиги бўлса, у ҳолда қуйидаги шарт бажарилади: ҳар қан- 
дай х£Е  элемент учун кўпи билан битта у£Е  элемент 
мавжудки, (х, у)€С).

Аксинча, О с^Е хЕ  тўплам учун юқорида ёзилган шарт 
бажарилса, у ҳолда 0  бирор и акс эттиришнинг графиги 
бўлади. Бу акс эттиришнинг аниқланиш соҳаси бўлган 
б о т  и тўплам шундай х£Е  элементлардан иборатки, х  
учун камида битта (демак, шартга биноан фақат битта) 
У£Е элемент мавжудки, (л:, у) £6. Бу ҳолда V =*и(дс) бў- 
лади.

Агар 0  га қўшимча шарт қўйиб, 0  тўпламнн Е Х Ғ  
нинг вектор қисм фазоси десак, у ҳолда ҳосил бўлган и 
акс эттириш чизиқли бўлади. Бу мулоҳазалардан қуйидаги 
теорема келиб чиқади.

2 -т е о р е м а . Е х Е  вектор фазода берилган 0  тўп- 
лам £  ()а аницланган, цийматлари Ғ га тегишли
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бирор и чизиқли акс эттиршининг грлфиги бўлиши 
уиун қуйидаги икки шарт зарур ва кифоядир:

(1) 0  тўплам Е х Ғ  вектор фазонинг қисм фазоси;
(2) агар ($, у) элемент 0  тўпламга тегишли бўл-

са, у ҳолда у =  9. -
Энди бичизиқли акс эттириш ва бичизиқли форма ту- 

шунчаларига ўтамиз.
Е, Ғ, 0  вектор фазолар бўлиб, и: ЕхҒ-+ 0  бирор 

акс эттириш бўлсин. Агар ихтизрий ўзгармас е £ Е учун 
ва X, а £ К, / , ,  / 2 £ Ғ  учуи

- и.{е, ) / , +  р /2) =\и(е, / , )  /  \ш{е, / 2)

ҳамда ўзгармас /  учун ва X, {х£К, еи е2£Е учун

и(Хе 1 +  =  1а{е, /)  ^  \ш{е2,/)
муносабатлар-бажарилса, у ҳолда и бичизиқли акс эт- 
тириш дейилади. Бошцача ҳилиб айтганда, и (е, /)  акс 
эттириш бир ўзгарувчини тайинлаб олганда, иккинчи ўз- 
гарувчига нисбатан чизиқли акс эттириш бўлади.

Шундай қилиб, и :Е х Ғ ~ * 0  бичизиқли акс эттириш 
бўлса, у ҳолда ихтиёрий е<£Е учун

и{ео,.): Ғ~+0
ва ихтиёрий / ^ Ғ  учун

и{-, / 0) : Е-*0
чизиқли акс эттиришлар бўлади.

Хусусий 0  =  К  ҳолда

и : ЕХҒ-+К
бичизиқли акс эттириш бшсизиқли форма ёки бичизиқли 
фужционал дейилади.

М и с о л л а р . 1. V — С[а, Ь| бўлсин. и :УхУ-*-У акс 
эттиришни қуйидагича аниқлаймиз:

«(/■.«■) = / ? .  /,«£С[а, ь\.
и бичизиқли акс эттириш, чунки

« ('■ /1 + + ?/,)£ = '/,? + \<-/,ё =
=  (/,. е) +  ри (/„, «■)•

Шунга ўхшаш

« ( / / « ■ ,  +  № )  = ' «  ( / .А ', )  +  Н-«(А Я ,) -
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2. У — Қп бўлсин ва и: К Х ^ '-* /?1 акх эттириш қуйи- 
дагнча аниқлансш:

п
и (а, Ь) =  У^а1 Ь̂ ,

1=1

бу срда а (^1» а 2, . . . , а^), Ь (Ь\ Ь%, •. . , Ь̂ )
и бичизиқли эканлиги осонликча исботланади (текшириб 

кўринг).
М А Ш Қ Л А Р

1. (3 рацнонал сонлар майдони бўлсин. Ихтиёрий г 
рационал соннинг а ҳақиқий сонга кўпайтмаси одатдагидек 
бўлсин. /? фазо <3 майдон устида вектор фазо бўладими?

2. Ихтиёрий комплекс вектор фазо ҳақиқий вектор 
фазо сифатида қаралиши мумкинлигини исботланг.

3. С комплекс сонлар майдонини ҳақиқий вектор фазо 
сифатида оламиз. Бу фазода 1 ва I элементлар чизиқли 
эркли эканлигини кўрсатинг. Бу фазонинг ўлчамини топинг.

4. п ўлчамли комплекс вектор фазони ҳақиқий векгор 
фазо сифатида қаралса, унинг ўлчами нимага тенг бўлади?

5. С\а, Ь\ вектор фазонинг ўлчами чексиз эканлигини 
исботланг.

6. /?" вектор фазода ушбу

V —Ах =  (ах, а2, . . . ,  ап) : а{ =  а2)
тўплам вектор қисм фазо эканлигини исботланг, унинг 
ўлчамини топинг.

7. С\а, Ь\ фазода 1, х2, . . . , хп, . . . функциялар
тўпламини оламиз. Бу тўпламнинг чизиқли қобиғини то- 
пинг.

8. /2 фазода элементлар системасини. қуйидаги- *
ча аниқлаймиз:.

хп =  (0,0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . .  )
п—1

Бу тўпламнинг чизиқли қобиғини топинг. У / 2 га тенгми?
9. Ушбу |Х| +  |{х| <  1 тенгсизликни қаноатлантирувчи 

ихтиёрий X, р. сонлар учун

\А  -!- р.А с: А
муносабатнинг бажарилиши А тўпламнинг абсолют қава- 
риқ бўлиши учун зарур ва кифоядир. Исботланг.

10. Қуйидаги теоремани исботланг: V вектор фазода
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абсолют қавариқ бўлган А тўплам ютувчи бўлиши учун, 
ушбу

V =  0 пА
п—\

муносабат зарур ва кифоядир.
11. Нп- фазода биоинчи координагалфи нолга тенг бўл- 

ган векторлардан иоорат У0 қисм фазони оламиз. НЧ;У0 
фактор фазони аниқланг.

12. Мос равишда п ва т ўлчамли бўлган Нп ва Нп 
фазоларни оламиз.

Т=.(ац), / =  Т, п\ у' = 1 ,  пг
п сатрли, т устунли матрица бўлсин. Нл фазонинг х  =
=  (д:,, х 2> .... ,-хп) элементига Г л := (у ,, у2......... . ут)€Нт
векторни қуйидагича мос қўямиз:

п

У / = ^ аих ^ У =  \ ,т.
1 = 1

Т нинг чизиқли оператор эканлигини исботланг. Аксинча, 
ихтиёрий Т : Нп-+Нт чизиқли оператор шундай кўринишда, 
яъни матрица ёрдамида ёзилишини кўрсатинг.

13. V вектор фззода ишгёрий 1/0 вектор қи:м фазони 
олиб, қуйидаги изоморфизмни исзотланг:

У/У0Х У ^ 1 / .
14. и:Е-+Ғ  чизиқли оператор бўлса,

£7кег и ^  1т и
изоморфизмни исботланг.

15. V вектор фззо ўзининг V, ва У2 қи:м фазолари- 
нинг тўғри йиғиндиси бўлсин, яьни К =  Ў ,ф К 2. Қуйидаги 
изоморфизмни исботланг:

V, ^  1ЛУ2
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П б о б

МЕТРИК ФАЗОЛАР

2.1-§. Метрик фазолар

Математик анализнинг асосий амалларидан бири лимит- 
га ўтиш тушунчасидир. Бу амални тўғри чизик нуқталари- 
дан иборат тўпламда жорий этишда биз икки нуқта ораси- 
даги масофа тушунчасидан доимо фойдаланиб келган эдик. 
Дммо лимитга ўтиш масаласи кенгроқ қараладиган бўлса, 
асосий мазмун олинган тўплам элементларининг табиий 
тузилишида эмас, бааки унинг икки элементи орасида ма- 
софа тушунчасини кирита билишдадир. Бу мулоҳаза фран- 
цуз математиги М. Фрешени 1906 йилда метрик фазо 
тушунчасига олиб келди.

Т аъ р и ф . Агар бирор X тўпламнинг ўзини ўзига тўғри 
(Декарт) кўпайтмаси XXX ни /?+ =  [0,оо] тўпламга акс 
эттирувчи р(х, у) функция берилган бўлиб, у қуйидаги 
шартларнп (метрика аксиомаларини) қаноатлантирса, X тўп- 
лам метрик фазо дейнлади:

1°. р (х , у )> 0 ;  р (х , у )= 0  муносабат х= у  бўлганда- 
гина бажарилади;

2°. р (х , у) — р (у, х) (симметриклик аксиомаси);
3°. р (х, у) <  р (д:, г) 4- р (-2, У) (учбурчак аксиомаси).
Р (*» У) функция метрика дейилади. Одатда, р метри- 

кали X метрик фазо (X, р) билан белгиланади.
М и со л л ар . 1. X ихтиёрий тўплам бўлсин; ушбу

Р (х,у) =
[ 1, агар х ф у  бўлса, 
( 0, агар х  — у бўлса,

функция метрик фазо аксиомаларини қаноатлантиради.
Ҳаётдан бундай метрикага мисол келтирамиз. X тўплам 

сифатида бирор трамвай маршрутининг бекатлари тўплами- 
ни оламиз. р (лг, у) орқали х  бекатдан у бекатгача бориш 
учун тўланадиган ҳақни белгилаймиз. У ҳолда

3 тийин, агар х  Ф у бўлса, 
0 тийин, агар х  =  у бўлса.

2. п ўлчамли вектор фазода ихки х  =  (*,, х ъ 
• • • , х п) ва у = ( у ь Уз, . . .  , уп) вектор орасидаги масофа 
ушбу

р(*. (XI - у / ) ^ 2
25
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кўринишда киритилса, у ҳолда /?я метрик фазони ташкил 
этади. 1° ва 2° аксиомаларнинг бажарилиши ўз-ўзидан рав- 
шан. Биз бу масофа учун учбурчак аксиомасини исбот- 
лаймиз. Бу аксиомадаги тенгсизлик
X (х^, Хо, . . . ,  -̂ я),У (У1* Уг* • • • * Уп)* ^ (~"1 >̂ з, • • • > ^п)
элементлар учун қуйидаги кўринишга эга бўлади:

]/ У(х, -  у, У< ]/ ̂ (х, -  г,У + ]/ у̂ (г, —у,У .
/=1 1—1 1=1

0 )
Ушбу белгилашларни киритамиз:
XI — =  ах , XI — , бундан х г — у, =  а* -{- Ьь
У ҳолда (1) тенгсизлик қуйидаги тенгсизликка келтири- 
лади:

] ^  (а, +  Ь,у < ] / Уа* +  ] / Х Ь1  .(2)
/=--1 / —1 /=1

Ушбу

\ /з=1 / /=1 /=1 /=~-1 _/=1
айниятдан қуйидаги Коши — Буняковский тенгсизлиги ке- 
либ чиқади:

п \ 2 п п

/=1 / /=1 /= 1
1

Бу тенгсизликдан:

^ ( # /  =  2 а / 2^Я /£ / ^ ^ /  ^
/=1 /=1 1=1 1=1

/■~П----V* '

+У 1Ь‘ ■/=1 '
Бундан эса керак бўлган (2) тенгсизлик, демак, (1) тенг- 
сизлик келиб чиқади.
26
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3. /2 ҳақиқий фазо. 1.2- §, 6- мисолдаги /2 фазонииг 
элементлари

^ К | 2<  ОО

шартни қаноатлантирувчи ҳақиқий сонли кетма-кетликлар 
эди. Бу фазода масофа қуйидагича киритилади:

Р(*.
г

1 = 1
- у < ) г

1.“а

Метриканинг биринчи ва иккинчи аксиомаларининг_ 
ўринлилиги равшан, учбурчак аксиомасининг бажарилиши-" 
ни кўрсатамиз. Дарҳақиқат, ихтиёрий п натурал сом ва 
{а/}€*а. {Ь№ 2 учун

/ к 
А= 1

(ак +  Ь кУ
п

к—\

I:3

тенгсизлик ўринлидир [2- мисолдаги (2) тенгсизлик]. Бу 
тенгсизликнинг ўнг томонидаги ҳадларнинг ҳар бири п-+оо 
да лимитга эга, чунки (#/}£/2 ва {&*}£/2. Демак, чап то- 
мондаги ифода. камаймайдиган ва чегараланган бўлгани 
учун лимитга эга ва

2  («* 4
й—1

(3)

Энди /2 фазодан учта 
х ~ { х и х ъ , х п----- ), у

X =  (<̂1, •
=  (Уь у2.........уя.
• • * • • )

нуқталарни оламиз ва 2- мисолдаги каби қуйидаги белги 
лашларни киритамиз:

— Ьк =  гк - у к\
равшанки,

* * - у * “ Д* +  й*.
Юқоридаги (3) тенгсизликдан фойдаланнб, қуйидаги тенг- 
сизликни келтириб чиқарамиз:

Ғ>{х, у) =*
оо
2  (•** -  у*)

2 00

(ак Н" Ьк)’*

1_
2

<

27
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оо
1_
2

+
оо

2кк= 1

2
2

2  (•** -  г * ) 2
6=1

1
2

+

+
оо

2  (г* -  У*)!

]_
п

=  р(+ *) +  Р (г > )’)•

4. т фазо. Бу фазо ҳамма чегараланган ҳақиқий сон- 
ли кетма-кетликлардан иборат эди. Агар унинг иккита 
*  =  (а,, а2, . . . , ап, . . .), у =  (£,, Ьъ . . .  , Ьп, . . .) нуқта- 
си учун масофа

Р ( х ,  У) =  з и р  |а г —  Ь^ |
1

тенглик билан аниқланса, т фазо метрик фззога айланади. . 
Дарҳақиқат, учбурчак аксиомаси қуйидагича текширилади

|а̂  — С1 |^ |д /  — М  +  |Ьь ~ -о К зи р |а / — Ь̂  \ +
+  зир|^г - с (| =  р {х, у) +  р(у, г),

I
бу ерда г =  (с,, с2, . . .). Бундан

51ф|^ -  с/ | =  р (х, г) ^  р( х, у) +  р (у, г).
I

Қолган аксиомаларнинг ўринлилиги равшан.
5. X  тўплам ҳамма яқинлашувчи сонли кетма-кетлик- 

лардан иборат бўлсин, яъни
Х =  { х :х  =  (аи а2, . . .); 3 И тад .

Равшанки, Х а т , яъни X  нинг ҳар бир элементи т учун 
ҳам элемент. Демак, X  да т даги масофа киритилса, у 
ҳам метрик фазони ҳосил этади. Бу фазо с билан белги- 
ланади.

6. 5 фазо. X элеМентлари ҳақиқий сонли кетма-кетлик- 
лардан иборат тўплам б\глсин, яъни

X =  {х: х  =  (аи а2, . . . ) } .
Бу тўпламда икки х  =  (аи а2, . . .) ва у = (Ь и Ь2, . . .) 
нуқта орасидаги 1иасофани қуйидагича киритамиз:

?(*, У) 'У.+- . 1дб — Ьь | 
к^1~к 1 +  Iак —Ьк\ '

Учбурчак аксиомаси ушбу
1Д. + Ь\ <  \д\ , \ь\

] ь \а Ь\ ^  1 4- Н  Г  1 +  |6|

.  №

(5)
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тенгсизликдан келиб чиқади, шунинг учун (5) ни исбот 
этамиз. а ва Ь нинг ишоралари бир хил деб фараз қнлай- 
лик, масалан, а > 0 ,  Ь > 0  бўлсин, у ҳолда

|д -{- 6|
1 -(- |д Ь\

а +  Ь а
1 +  д

д
1 +  д +  Ь 

Ь
I Н“ 1 +  а +  Ь

^  1 +  д +  1 +  Ь '
Энди а билан Ь нинг ишоралари турлича ва, масалан, 
(а| >  Н  бўлсин. У ҳолда |а >  Ь\ ^  |а].

Энди / ( л : ) = - р ^ - ( л :^  —0  функцияни қарасак, у ўсув-
чи бўлади, чунки

?  №  =  (1 4- ху ^
Демак,

\а+ь\ I д\ 1 а I , 1Н
1 +  I а -г Ь | 1 +  | а | 1 +  | д | 1 +  | Ь |

Яна бир г = {си с2, . . . , сп, . . .) элементни олсак, (5) 
га мувофиқ,

“  1
2) =  ^ А *  ’ 2*

1
-111•Сй 1 ак — Ьк + Ьк — С-к\

1 + |« А - с* |' ^ 2 й|1 + | ак — Ьк + Ьк — сЛ
60

< 2  +  А—1 2
! ак — Ьк 1 , + 1-й:1

1 + \ак — Ьк\ 1 2А
?(*, У) +  Р(У, *),

1 + 1 Ьк — ск |

яъни учбурчак аксиомаси исботланади.
7. С\а, Ь\ фазо. [а , Ь\ оралиқда аниқланган узлуксиз 

ҳақиқий функциялар тўплами С[а, Ь\ да метрикани қуйи- 
Дагича киритсшиз:

р (х, у) =  тах(л:(0 — у (0 |.
а<*<6

Метрика аксиомаларининг бажарилишини кўрсатиш қийин 
эмас. Масалан, учбурчак аксиомасини исботлайлик. Ихти- 
ёрий / £ \а, Ь\ нуқта ва х  (/), у (/), ^ (/) функциялар 
Учун ушбу муносабат бажарилади:

1*(0 — У (01 =  I [*(/) — * ( /) ]  -Ь[-г (0 — У (*) ] I <
<  I* (0 — г(1) | -г \г (/) — у ( / ) |^  т а х |* (/)  — г  (01 +

а<КЬ
+  тах  \г (/) — у (/) | =  р (ҳ;, г) +  р {г, у).

Ьундан а < к ь

? (х, у ) < р ( х ,  2Г)+Р (2 , у).
29
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8. X  тўплам \а, Ь\ сегментда аниқланган ҳамма ўлчов- 
ли функциялардан иборат бўлсин. Агар икки функиия 
фарқ қиладиган нуқталардан иборат тўпламнинг ўлчови 
нолга тенг бўлса, бу функциялар тенг ҳисобланади.

Икки х  (0 ва у (() функция орасидаги масофани ушбу 
формула билан аниқлаймиз:

Р и ( о - у ( о !
1 + \Х (0 — у (0 I

си.

Бу ҳол учун ҳам учбурчак аксиомасининг бажарилиши 
б- мисолдаги каби исботланади; қолган икки аксиоманинг 
ўринлилиги равшан. Бу фазо 5  [а, Ь\ орқали белгиланади.

Шуни ҳам айтиш керакки, берилган тўпламда метрика- 
ни турлича киритиш мумкин.

Масалан, (X, р) метрик фазо бўлсин. X  тўпламда қуйи- 
даги функциялар ҳам метрикани аниқлайди:

а) Р^х.у) =  т!п  {1, р(х, у)};
т  0 (х гЛ =  Р ’ агар р (Х ’ У)> 0р2 '*** ^ ' 1 0, агар р (х, у) = 0, бўлса
в) р3 (*, У) ~  /  (р (*, У)), бу ерда 

/ :  [0, +  оо) ->• [0, 4 -  оо) — узлукеиз қавариқ ва 
/(а) =  0 <=> а = 0 шартни қаноатлангирувчи ихтиёрий 
функция;

Г) р4 (*. у) =  Р (т(л), ф (у) ), бу ерда 
Ф : X  —* X — биектив акслантириш.

2.2-§. Метрик фазода яқинлашиш тушунчаси
I

Т а ъ р и ф . (X, р) метрик фазода бирор {х п} кетма-кет- 
лик берилган бўлсин. Агар п~* оо да р (хп, х)->0 бўлса, 
бу кетма-кетлик X  фазонинг х  элементига яқинлашувш  
дейилади ва х п—+х ёки Пш х п= х  орқали белгиланади.

П-*-оо
Бу х  нуқта {хя} кетма-кетликнинг лимити дейилади.
1- т е о р е м а . Ҳар бир яқинлагиувчи кетма-кетлик 

биргина лимитга вга.
И с б о т . Дарҳақиқат, х п-+х ва х п—->у бўлсин. У ҳол- 

да учбурчак аксиомасига мувофиқ,
0 <  р (х, у) <  р (х, х„) +  р (х„, у).

Аммо бу тенгсизликнинг ўнг томоии //->оо да нолга ин- 
тилади, демак, р (.г, у )=0, яъни х = у ..к

2- т е о р е м а . р (х, у) масофа. х  ва у элементлар-
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нинг узлуксиз функцияси, яъни агар х п-+х ва уя->у 
Сулса, у 'ҳолда

Р (*„, У„)^Г' (*, у).
И с б о т . Ихтиёрий тўртта х, у, г, и £ Х  нуқта учун 

|р (*, У) -  Р (2, и )К р (Л', 2) 4- Р (у, «) (1)
тенгсизлик ўринли. Ҳақиқатан ҳам, учбурчак аксиомаси- 
дан фойдаланиб,

Р (л-, у) <  р {х, г) 4- р (2, у) <  р (х, г) 4- р (2 , и) 4- р (и , у) (2)
тенгсизликларни ёзишимиз мумкин. Бундан

Р (х, У) (2 , « )< р  (х, г) 4- р (у, и).
Бу тенгсизликда х, у билан мос равишда г, и нинг ўрин- 
ларини а»амаштирилса,

Р (2, и ) - р ( х ,  у )< р (х , г )4 -р (у , д) (3)

тенгсизлик ҳосил бўлади. (2) ва (3) дан (1) келиб чиқади.
(1) дан (г  ва и ни мос равишда х п ва уп билан алмашти- 
рилса, теореманинг шартига кўра

1Р (хп, уп) -  Р (х, у)| ^  р (хп, х) 4-р (уп, у)->-0.
Бундан

?(хп, уя)-+Р(х, У).*
Куйидаги даъво ўз-ўзидан равшан.
3 -  т е о р е м а . Агар {хп} кетма-кетлик х  нуқтага 

яқинлашса, у ҳолда бу кетма-кетликнинг ихтиёрий 
{•*«*} қисм кетма-кетлиги ҳам шу нуқтага яқинла - 
шади.

4 -  т е о р е м а . {хп) кетма-кетлик х  нуқтага яқин. 
лашса, ва х 0£ Х  аниқ бир нуқта бўлса, у ҳолда {р (хПў 
Хо)} сонлар тўплами чегараланган бўлади.

И с б о т . {р(х„, х)} яқинлашувчи сонли кетма-кетлик 
бўлганлиги учун у чегараланган бўлади; унинг юқори че- 
гарасини М  билан белгиласак, у ҳолда учбурчак аксиома- 
сига кўра

Р(*«. *о)<Р(*„, х )4 -р (х , х0) ^ М 4 - р ( х ,  *о) — М и

Энди баъзи метрик фазоларда яқинлашиш тушунчаси- 
нинг маъносини кўриб чиқамиз.
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1. 1-мисолдаги фазодан олинган бирор кетмз-кетлик 
яқинлашувчи бўлиши учун бирор номердан бошлаб бу 
кетма-кетликнинг ҳамма элементлари бир-бирига тенг бў- 
лиши керак.

2. Нп фазодан олинган {л:л}' кетма-кетликнинг х  эле- 
ментга яқинлашиши учун х п вектор координаталарининг 
мос равишда х  вектор координаталарига яқинлашиши за- 
рур ва кифоя. Дарҳақиқат, агар к!1 да р (хк, х) =

=  ^ 2  (а )3 ] и  0 {к--> оо)  бўлса, у ҳолда ,
/ =  1,2 . . .  , п(к-> оо) ва, аксинча.

3. {хп (0) кетма-кетлик С \ау 6] фазонинг элементлари- 
дан тузилган ва х п (€)~?х (I) £ С [а, Ь\ бўлсин, яъни

р (х п, х) = тах  \хп (() — х(1) | —̂О, п -+ оо.
а<( <Ь

Бундан, ихтиёрий е > 0  учун шундай п0 =  п0(г) натурал 
сон мавжудки, \а, Ь\ бўлганда

тах  \хп(1) — х(1) \ <е.
а<1<Ь

Демак, (£  [а, Ь\ нинг ҳамма қийматлари учун п> п0 бўл- 
ганда

\хн (0 — л:(/)I< е.
Бу эса {хп (0) кетма-кетликнинг л: (() га текис яқинлаши- 
шининг худди ўзи. Равшанки, аксинча, \хп (/)} кетма-кет- 
лик \а, Ь\ сегментда х  (() га текис яқинлашса, у ҳолда 
Р (хп, д:)->0. Демак, С \а, Ь\ фазода метрика маъносида 
яқинлашиш маълум текис яқинлаши ч тушунчаси билан 
устма-уст тушади.

4. Ьр \а, Ь\ фазода ([ҲЎФН], VIII боб) яқинлашишни 
р- даражали ўрта маънода яқинлашиш. дейилади, 
яъни

р ( х я , * )  = * я(0 “  *(01р
2_

р с1( -> 0(а-> оо), р> \

р — 2 бўлганда квадратшс ўрта маънода яцинлашиш 
деб гапирилади.

5. {хк) кетма-кетлик т фазонинг элементларидан тузил- 
ган ва х к -> х(^т(к-> оо) бўлсин, яъни р (хк, х) —
=  8ир|а!А) — ах |->0, бу ерда
х к =  (а<*>,а<*), а<*>п .), X =  (ах, а̂2* ал»
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демак, ҳарқандай в>0 учун шундай /г0 =  я0(е) натупал 
сон мавжудки/ бўлганда ■ ғ

р(хк1 х) =  зир| — а{ | <  е.
I

Бундан, / нинг ҳамма қийматлари учун £ >  «0 бўлганда
I а\к) — а{ |< е .

Аксинча, к> п0 бўлганда / нинг ҳамма қийматлари учуц
I а\к) — сц I <  е

бўлса, у ҳолда равшанки, к-+ оо да $(х  *)_*о. Демак
т фазода метрика маъносида яқинлашиш координ аталаа 
бўйича текис яқинлашишни беради. 1

б. 5 фазода метрика маъносида яқинлашиш координа- 
татар бўйича якинлашишни беради (умуман айтганда те- 
кис эмас!) Дарҳақиқат, л-4=(а<*), а<*>, . . .), х={а„ а2,..Л 
ва х к~>х(к-±оо) бўлсин. У ҳолда

-  2 . \Ак)
£ 2 *  * Ц -1 а 5 А)— & > П 0(е).

Бундан ҳар қандай / учун ҳам к >/?„(=) бўлганда
1 I а(к) — а\\

2 Г 1 - Н * Г - я < | < £ -

Лекин бу тенгсизликнинг чап томонида I ни тайинлаб қўйиб, 
к бўйича лимитга ўтилса, қуйидаги муно:абат ҳосил бў^ 
лади:

а{ | ->0, к >оо.
Аксинча, I нинг ҳар бир қиймати учун к > оо да (а(*) _
— а{ | ->0 бўлсин. е> 0  ни ихтиёрий қилиб Ълиб, к нату- 
рал сонни шундай тлнлаб оламизки,

бўлснн. У ҳолда

V  1  -  _1
9* ^  9 

/ - £ + 1  *

К*„, Л )=  >  -7-у  1 у 1 . |ч Г 1- ч ;|(«>_ об

4*
1

/±?2' Н - И ^ !  £ 2 '  1 г И Г Ч !  /^Ги2'
X

X
1 а \п) — «(I 1 [с\п ) - а ;  |

1+|о!'0- а<1< Й 2' '  1+ |‘Чл)- ч > Т
V  ---7 .  01 •
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Ўнг томондаги йигиндида ҳадларнинг сонп чекли бўлган- 
лиги учун к ни тайинлаб қўйиб, па—п0(е) ни шу қадар 
катта қилиб оламизки, п>п0 бўлганда

V 1 1 а«1 е
' Д 2 7 ’ 1+ Ия,- а /1 ^  ~2

тенгсизлик бажарилсин. Натижада л > л 0ч бўлганда
гАхп, х)Сг.

2.3-§. Метрик фазоларда узлуксиз акс эттиришлар
ва функционаллар

Математик анатазда фуикнияларнинг узлуксизлигидан 
кенг фойдаланилади. Энди биз узлуксизлик тушунчасини 
ихтиёрий метрик фазоларнинг акс эттиришлари учун ки- 
ритамиз.

Т аъриф . X , У метрик фазолар бўлиб, X нинг й  қисм 
тўпламини У га акс эттирувчи Т оператор берилган бўлсин.

Агар О тўпламдаги х0 нуқтага яқинлашувчи бўлган 
ихтиёрий {хп)а О  кетма-кетлик учун ушбу

Тхп-±Тх0
муносабат бажарилса, у ҳолда Т оператор х 0 нуқтада уз- 
луксиз дейилади.

Агар Т ўзининг аниқланиш соҳасининг ҳар бир нуқта- 
сида узлуксиз бўлса, у ҳолда Т узлуксиз оперсипор 
дейилади.

• Бйз Т акс эттиришнииг узлуксизлик таърифини кетмл- 
кетликлар тилида бердик. Бу таърифки о“ тилида ҳам 
бериш мумкин. Агар ихтиёрий £>о учун шундай 8 >  0 
Мав жуд бўлсаки, р« (д*, х 0) ч. о шартни қаноатлантирувчи 
мхтиёрий х  учун

Р2(Тх, Тх0)Св .
муносабат бажарилса, Т оператор х 0 нуқтада узлуксиз 
дейилади. *

Бу икки таъриф тенг кучли эканлиги математик ана- 
лизда функниялар учун исботланишига ўхшаш кўрсати- 
лади.

Таъриф.  Хус\сий V =  /?* ҳолда узлуксиз оператор 
узлуксиз функционал дейилади.

Мисоллар .  1 Узлуксиз акс эттиришнинг муҳим ху- 
сусий ҳо/.и бўлган изометрия тушунчаеини киритамиз.
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X р1 )* {У* Рз) метрик фазолар бўлиб, X ни У нинг ус- 
^Ира акслантирувчи ўзаро бир қийматли ср акс эттириш 
берилган бўлсин. Агар ушбу

ра(?(*1 ), ф (*а)) =  р! (*1 , *а )

муиосабат X фззонинг ихтиёрий Х\ , х., элементлари учун 
базкарилса, «р изометрия денилади.

Бевосита кўриниб турибдики, агар <р изометрия бўлса, 
у ҳолда ф ҳам, ф' 1 ҳам узлуксиз бўлади.
3 2. X фазода ва р2 метрикалар берилган бўлсин. Агар 

шундай а, (* мусбат сонлар топилсаки, ушбу

ар!(х, у )< р 2(л', у К Р М * , У)

муносабат ҳамма х % у £ X элементлар учун ўринли бўл- 
са, р1^ва р2 эквивалент метрикалар денилади.

Энди р| , р2 эквивалент метрикалар бўлсин. (X, Р1 ) 
метрик фазони (X, р2) ме-трик фазога ҳуйидзгича акс эт- 
тирамиз:

Равшанки, Т ўзаро бир қийматли акс эттириш. Экви~ 
валентлик таърифига асосан

р.2(Г.г, Ту) 3р1 , (х, у),
демак, Т— узлу ксиз акс эттириш. У шбу

аР1 (Т*\ Т ў ) ^ р2(х, у)

тенгсизликдан акс. эттнришиинг узлуксизлиги келиб 
ч и қ а д н .

Агар р! ва р2 метрикзлар ҳар хил бўлса, Т акс этти- 
рнш изометрия бўлмайди.

3. Агар X 2.1 -§ нинг 1-мисолндаги метрик фазо бўл- 
са, у ҳолда X ни ихти^рий V метрик фазога акс эттирув- 
4,1 ихтиёрий Т оператор узлуксиз бўлади. Бу хосса шу 
метрик фазодаги яқинлашиш маъносндзн бевосита келнб 
чиқади.

4. фззони фазога қуйидагнча акс эттирамиз:

х ^а1 ) /«.1 элементга /(х) — % / V сонни мос қўя-
* '^ 1• ИЗ. Бу акс эттириш (функциокал) 1-> фазонинг метрика- 

еига нисбатан узлуксиз. Дарҳақиқат, агар х  =  (а\ , а2> ...),
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У — {Ь\, Ьч, . . .) бўлса, у ҳолда 2.1-§ даги (2) тенгсиз- 
ликка кўра

Б у муносабатдан /нинг узлуксизлиги кўриннб турибди.
Аммо /2 фазода 5 фазонинг метрикасини кўрсак, /  уз- 

луксиз бўлмайди. Ҳақиқатан, 5 фазодаги метрика бўйича 
яқинлашиш маъносига асосан (2.2-§), ушбу

кетма-кетлик нолга яқинлашувчи бўлади. Аммо / ( х п) ~  1 
нолга яқиилашмайди, демак, шу метрикада /  узлуклидир.

2.4- §. Метрик фазода очиқ ва ёпиқ тўпламлар

Энди (X, р) метрик фазода баъзи бир геометрик тушун- 
чалар киритамиз, Бирор .*06Х  нуқта ва сон берилган 
бўлсин. Ушбу

тўплам ёпиқ шар дейилгди. х й нуқта шарнинг маркази, 
г  сон шарнииг радиуси дейилади. Ушбу {х 6 X : р(х, х 0)=  
*=г} тўплам маркази х 0 нуқтзда, радиуси г бўлган сфера 
дейилади. 5 (х0, е) очиқ шар х 0 нуқтанинг атрофи (аниқро- 
$'и, £- атрофи) дейилади.

(X, р) метрик фазодаги М  тўплам бирор шар ичида 
жойлашган бўлса, бу тўплам чегараланган дейилади.

Т а ъ р и ф . (X, р) метрик фазода бирор М тўплам бе- ( 
рилган бўлсин. Агар X нуқтанинг ихтиёрий атрофида 
М  тўпламнинг камида битта элементи мавжуд бўлса, яъни 
қзр қандай е > 0  учун

ўринли бўлса, х 0 нуқта М  нинг уриниш нуқтаси дейи-. 
лади. Бу тушунчага яқин бўлган лимит нуқта тушунча- 
сини киритамиз.

5(*о, г) — {х £ X : р(х, х 0) <  г} 
тўплам X фазодаги очиқ шар ва

? (х 0. г)=  {х6Х :р(<  х0) < г }

е) П М Ф  0
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Таъриф . Агар х06Х нуқтанннг нхтиёрнн атрофида М 
тупламшшг Хо дан фарқли элементи мавжуд бўлса, нуқ« 
та М нинг лимитп нуқтаси дейилгди. _

Таърифлардан бевосита кўрнниб турибдики, ихти1рин' 
лимит нуқтэ уриниш нуқтаси ҳам бўлади. Аммо уриниш 
нуқтасй лммит нуқта бўлиши шарт эмас. Масалан, ҳақи- 
Кий сонлар (/?, р), р(а, Ь) — \а — Ь\ метрик фазосида (0,1) 
оралиқ ва „2“ нуқтадан ҳосил бўлган тўплам учун „2Ц 
нуқта уршшш нуқтаси, аммо лимит нуқта эмас. Шу тўп- 
лам учун 10, 11 сегментнинг ҳар бир нуқтаси лимит нуқ- 
тадир. __

М тўпламнинг уриниш нуқталари тўплами М билан 
белгиланади ва М нинг ёпилмаси дейилади.

1 -тео р ем а . Ихтиёрий М, М\ ва М2 тўпламлар 
учун қуйидаги муносабатлар ўринлидир:

1) Мс1М,
2) М =  М, _  _
3) агар М \ссМ2 бўлса, у ҳолда М\ ссМ2
4) М х {]М2 = М1 11 М2. *
И сбот. Бмрннчи хосса рлвшан. Иккинчи хоссани ис- 

ботлаймиз. Биринчи хоссага асосан М а М . Шунинг учуц 
МссМ  муносабатни ясботлзш етарлидир. х  6 М бўлсин*
У ҳолда бу нуқтанинг ихтиерий е-атрофида М га тегишли 
Хх нуқта топилади; сўнг Х\  нуқтанинг — е — р(х, ):> 
^>0 бўлган £1 -атрофини оламиз. Агар , е̂  ) бўлса^
яъни р(2г, Х\ )<Ге1 бажарилса, у ҳолда

Р(̂ > Х\ ) 1" р(-*1 > х) <:б1 +  (£ — е1 ) =  е>
ЯЪНИ

г 6 5(Х, е).
Шундай қнлиб, , £\ )—$(х, е). Аммо лҳ £М, демак» 
Х\ нинг £] -атрофида М га тегишли х 2 нуқта мавжуд. Шу* 
нинг учун х 2 £$(х 1 , £1 )сс5(д;, е). Лекин 5(лг, е) шар х
нуқтанинг ихтиёрий е-атрбфи бўлгани учун х£ М . У чинчие 
хосса ўз-ўзидан равшан. Тўртинчи хоссани исбоглаймиз^
Х £М\ \]М2 бўлсин, у ҳолда х нуқтанинг ихтиерий 5(х, е) 
атрофида Л 1 \_ [ ] М 2 га тегишли Х\  элемент мавжуд. Агар 
Х €М\ ва х~£М2 бўлса, у ҳолда х  нинг шундай 5(л:, е, ) 
ва ${х, е2) атрофлари мавжудки, бу атрофлар мос равишда 
М 1 ва М 2 тўпламлар билан кесишмайди, яъни 5(дс, е̂  )П 
П ЛЛ —0  ва 5(х, е2)ПЛ12г = 0 . Энди е сонни е =*
~  тт (е^ , е2) қилиб олсак, у ҳолдалгнуқтанинг 5{х, е) атро-
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фи М г [)М2 тўплам билан кесишмайдиган бўлиЗ, зиддият 
ҳосил бўлади. Демак, бундан келиб чиқадики, л* нуқта 
Л11 ёки М 2 тўпламлардан камида биттасига тегишлн, 
яъни

ЛЛ1 и М^аМ^ и~М2.

Тескари муносабатнинг ўринлилиги М\ сгЛ!] [} М.2 ва Л1.2сз 
егЛ/1 [}Мч муносабатлардан ҳамда учинчи хоссадан келиб 
чнқади.*

Т аъ р и ф . (X, р) метрик фазода М тўплам ўз ёпил- 
маскга тенг- (яъни М — М) бўлса, у ҳолда М ёпиқ тўп- 
лам  дейилади.

1 - теоремадаги учинчи хоссага биноан М тўпламнинг 
ёпилмаси Л\ ни ўз ичига олувчн энг кичик ёпиқ тўплам- 
лир.

М и сол л ар.
1. (/?, р), р(а, Ь) = \а — Ь\ тўғри чизиқда ихтиёрий

(я, Ь] сегмент ёпиқ тўпламдир. _
2. (X, р) метрик фазода ихтиёрий 6* (л0, г) ёпиқ шар 

ёпиқ тўплшдир. Хусусан, С[ау Ь\ метрик фазода ) / ( / ) |^  
=$: К{16 | а, £]) тенгснзликни қаноатлантирувчи функциялар 
тўплами ёпиқдир.

3. С \а, Ь\ фазода |/ ( / ) |  < /С (/ 6 [я, &]) тенгсизликни
қаноатлантирувчи функниялар тўплами (очиқ шар) ёпиқ 
эмас. Унннг ёпилмаси { /€ С |а ,  Ь] : ) / ( / )  1 / £ [а, Ь]}
тўпламдир.

4. Ихтиёрий (X, р) метрик фазода X ва 0  тўпламлар 
ёпиқдир.

5. Метрик фазода ҳар қандай чекли тўплам ёпиқдир.
2 -тео р ем а . а) сомь чекли ёпиқ тўпламлармшг

йиғиндиси яна ёпиқдир;
б) сони ихтиёрий бўлган ёпиқ тўпламларнинг 

нўпайтмаси ёпиқдир.
И с б о т . а) бу хоссани икки ёпиқ тўплам учун исбот 

қилиниши кифоя Ғи ёпиқ тўпламлар бўлсин, яъни

Т2 = ғ,,

у ҳолда 1-теоремадаги 4) хоссага биноан

и ^ и  {/

Таърифга асосан ҒХ\)Ғ, ёпиқдир.
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б) { /ч Ь £  а ёпиқ тўпламлар системзси ва л: улар кў- 
пайтмасининг, яъни Ғ =  (]Ға тўпламнинг уриниш нуқтаси
бўлсин. У ҳолда х  нцнг ихтиёрий е-атрофида Ғ нинг ка- 
мида битта, мзсалан, х л элементи мавжуд ва, демак, а нинг- 
ҳамма қийматлари учун х^Ғ* . Демак, ихтиёрий а учун 
х£~Ғ*=Ғ*> яъни х£  П — Ғ. Демак, Ғ ёпиқ тўплам.*

Таъриф . Агар х  нуқтанинг М тўпламда бутунлай 
жойлашган атрофи мавжуд бўлса, х  нуқта М тўпламнинг 
ички нуқтаси дейилзди. Агар М тўпламнинг ҳамма нуқ- 
талари ички бўлса, у очиқ тўплам дейнлади. Бўш тўп- 
лам Ҳам очиқ деб ҳисобланади.

М и с о л л а р.
6. Ғ  тўғри чизиқда (а, Ь) интервал очиқ тўпламдир, 

Ҳақиқатан .х£(а, Ь) бўлса, у ҳолда 5.= ш ш ( л - а ,  Ь — х) 
учун

« •

5(х, е)сг (а, Ь).

7. (X, р) метрик фззода ихтиёрин 5(х, г) очиқ шар
очиқ тўпламдир. Ҳақиқатан, агар у б •$“(*, г) бўлса, у ҳол- 
да е — г — р(х, у) учун 5(у, г). Хусусан,. 3-ми-
солдаги {/г£С[а, Ь\ : |/(0 1 < А ', 6]} тўплам С[а, 6]
метрик фазода очиқ тўпламдир.

3- т е о р е м а. С (аХ) тўпламнинг очақ бўлиши учун 
унинг тўлдирувчиси Ғ — Х \ 0  тўпламнинг ёпиқ бў- 
лиши зарур ва кифоядир.

И сбот . а) з а р у р л и г и . 0 очиқ бўлсин, у ҳолда 
ҳар бир х £ 0  нуқта бутунлай 0  да жойзашган атрофга 
эга. Демак, бу атроф Ғ билан кесишмайди. Бундан, рав- 
шанки, Ғ нинг бирорта ҳам уриниш нуқтаси 0 га кирмай- 
Ди, яъни Ғ ёпиқ тўплам.

б) к и ф о ял и ги . Ғ — X \ 0  ёпиқ бўлсин, у ҳолда 0  
Дан олинган ихтиёрий нуқта Ғ билан кесишмайдиган, демак 
0 да бутунлай жойлашган атрофга эга, яъни 0 — очиқ 
тўплам.*

Н ати ж а. 0  бўш тўплам ва X  фазо ҳам очиқ, ҳам 
ёпиқ тўпламлардир.

Шуни ҳам айтиб ўтиш керакки, метрик фазода очиқ 
ҳам бўлмаган, ёпиқ ҳам бўлмаган тўпламлар мавжуд бў- 
лиши мумкин. Масалан, (/?!, р)(р(х,у) =  | лс — у | ) ҳақиқий 
сонлар метрик фазосида А = [а, Ь) тўпламни оламиз. Рав-
шанки, А ёпиқ тўплам эмас, чунки А = \а, Ь\ФА. А тўп- 
лам очиқ ҳам эмас, Дарҳақиқат, а нуқтанинг ҳеч қандай
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атрофи ( а -  е, а Ье) А тўгламда бу гунлай жойлаша ол- 
Майди. Демак, Л тўплам очиц ҳам эмас, ёпик; >;ам змас.

4 -т е о р е м а . Сони ихтиёрий бўлган очиқ тўплам- 
ларнинг йиғиндиси ва сони чекли бўлган очиқ тўп- 
ламларнинг кўпайтмаси очиқ тўпламлар бўлади.

Теореманинг ксботи қуйидаги

Л ( Х \  0 3 ) =  Х \ ( 1 К ? Я ), П1 Ж \ 0 <  И Х Ч ( П С , )
а а / = » 1

тенгликларни назарда тутсак, 2- ва 3-теоремалардан осон- 
ликча келиб чиқади.*

2.5- §. Сепарабел метрик фазолар

Т аъриф . (X, р) метрик фазода М, N тўпламлар учун 
М :э  .V бўлса, Уи тўпл&м Х.тўпламда зич дейилади. Ху- 
сусан, М  тўглам X да бўлса, у ҳолда М  тўплам 
^ҳамма ерда зич тўплам  дейилади.

Т аъ р и ф . Агар М  тўплам ҳеч бир шарда зич бўл- 
маса, у ҳолда М  тўплам ҳеч қаерда зич эмас дейила- 
ди. Яъни агар нхтиёрий 5  шарнинг ичида М  тўплам би- 
лан кесишмайдиган шар топилса, М тўплам ҳеч қаер- 
да зич эмас.

Т аъ р и ф . Агар (X, р) метрик фазонинг ҳамма ерида 
'зич бўлган саноқли ёки чекли тўплам мавжуд бўлса, у 
ҳолда X сепарабел фазо дейилади.

Сепарабеллик хоссаси нуқтаи назаридан 2.1-§ даги 
Мисолларимизга қайтамиз.

Масалан, 2*мисолдаги Рп сепарабел фазодир. Дарҳақи- 
қат, Рп фазода координ&талари рашюнал сонлардан иборат 
бўлган нуқталар тўплами саноқли бўлиб, Рп нинг ҳамма 
ерида зич.

С\а, Ь\ фазо ҳам сепарабелдир. Дарҳақиқат коэффи- 
циентлари рационал сонлардан иборат ҳамма кўпҳадлар 
тўплами РТ саноқли бўлиб, у ҳамма кўпҳадлар тўпламп 
Р  да знч, Р эса математик анализдаги маълум Вейершт- 
расс теоремасига__асосан С\а, Ь\ нинг ҳамма ерида зич 
бўлади. Демак, Рг =  С[а, Ь\.

т фазо сепарабел эмас. Бу фазода қуйидаги тўплам- 
ни оламиз:

<2 — { х : х  =  (ак, а2 . .  . , ап, . . .), а̂  =  0 ёки 1}. 

Равшанки, р  континуум қувватга эга ([ҲЎФН], I боо).
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^гар Ф дан ихкита турли х  ва у элемент олинса, улар 
орасидаги масофа

Р ( * ,  у )  =  з и р  | « /  — Ь{ | =  1.I
Бундан фойдаланиб, т сепарабел эмаслигини исбот эта- 
миз. Бунинг учун тескарисини, яъии т нинг ҳамма ерида 
зич бўлган саноқли А тўплам мавжуд деб фараз қиламиз.
А нинг ҳар бир элементи атрофида радиуси е == у  га тенг

' шарни оламиз. У ҳолда бу шарларнинг йиғиндисида т фа- 
зонинг ҳамма элементлари жойлашган бўлади. Аммо шар- 
ларнинг сони кўпи билан саноқли бўлгани учун уларнинг 
ҳеч бўлмаганда биттасининг ичида 0  нинг камида иккита 
турли х , у элементи жойлашган бўлади. Шу икки х  ва у 
элемент кирган шарнинг маркази х 0 нуқтада бўлсин. Бун- 
дан ушбу

1 =  р(х, у) <  р ( х ,  * 0) +  р(х0, У) <  4  +  Т  =  Т

зиддият келиб чиқади. Бу зиддият эса қилган фаразимиз 
натижасида ҳосил бўлди. Демак, т сепарабел фазо эмас.

1-теорем а. (X, р) сепарабел метрик фазонинг 
ихтиёрий Х0 қисм тўплами ҳам  р метрикага нисба- 
тан сепарабел метрик фазодир.

И сб о т . Ушбу
• • • » £ /!» ••••  (0

саноқли тўплам X фазонииг ҳамма ерида зич бўлсин. 
Ушбу белгилаш киритамиз;

ап = 1п! рЙ„, х), п = 1, 2, 3, . . .  .
Х0

Ихтиёрий п, т натурал сонлар учун 1п1 нинг хосса- 
ларига асосан шундай хп,т £ Х0 нуқта топиладики, р (;„, ,т ) <

, 1  I е
^  Т —. Бирор е >■ 0 сонни олайлик ва т сон -  <  у
шартни қаноатлантирсин. (1) тўплам X  нинг ҳамма ерида 
зич бўлгани сабаблй ихтиерий * 0 (;ХоУчун шундай п то- 
пиладики,

р(^я»  * о ) <  - у .
Демак,

Р (^л» хп, т) <.ап 4 -  — <  р ( |„ ,  ^о) +  ~  <  з  +  'з  =  з
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У  ҳолда

Шундай қшшб, ихтиёрий л:0 £ Х0 нуқтанинг ихтиёрий е ат- 
рофида х„ш т €Х0 кўринишдаги нуқта мавжуд, яъни 
{•̂ я. т}п,т тўплам Х0 фазонинг ҳамма ерида зич ва, рав- 
шанки, саноқли тўплам. Демак, Х0 сепарабел метрик фа- 
зодир*.

Математик анализнинг умумий курсидан маълумки, 
сонли кетма-кетлик яқинлашувчи бўлиши учуи Коши 
шартини қаноатлантириши зарур ва кифоя. Бу хосса мате- 
матик анализда катта аҳамиятга эга бўлиб, ҳақиқий сонлар 
тўпламининг ятўлалигиним кўрсатади.

Энди ҳақиқий сонлар /тўпламининг бу хоссаси ҳар 
қандай метрик фазо учун ҳам ўрюглими деган савол қў- 
йиш мумкин. Масалани аниқроқ ифода қилиш учун қуйи- 
даги таърифни киритамиз.

Т аъриф . Агар (X , р) метрик фазодан олинган {хп} 
кетма-кетлик Коши шартини қаноатлантирса, яъни ихти- 
ёрий £ >  0 учун шундай ^  натурал сон мавжуд бўлиб, 
р(х:л, х т)<г тенгсизлик п ва т сонларнинг ^Гдан катта 
бўлган ҳамма қийматлари учун бажарилса, у ҳолда {л:я} 
фундаментал кетма-кетлик дейилади.

Агар X фазода ҳар қандай фундаментал кетма-кетлик 
яқинлашувчи бўлса, у фазо тўла дейилади.

Равшанки, ҳар қандай яқинлашувчи кетма-кетлик 
фундаментал. Юқоридаги саволни энди қуйидагича ифода 
қилиш мумкин: ҳар қандай метрик фазо тўлами? Бу савол- 
га бериладиган жавоб ҳар доим ижобий эмас.

М и с о л л а р.
1. Ҳамма рационал сонлардан иборат X тўпламда масофа 

Р (гҳ, /'2) =  |г 1—г2| формула билан аниқлансин. Равшанки, 
X метрик фазо; аммо бу фазо тўла эмас, чунки, масалан,
{гп =  1̂ + ± ) п} рационач сонлар кетма-кетлиги фундамен-
тал бўлиб, шу X фазода яқинлашувчи эмас, яъни у ҳеч 
қандай рационал сонга яқинлашмайди.

2. [а, /?] сегментда аниқланган ҳамма узлуксиз ҳақи- 
қий функциялардан иборат тўпламни олиб, унда масофани 
қуйидагича аниқлаймиз:

2.6- §. Тўла метрик фазолар

1 /2
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ИУ метРИч' 1Н:Ю™ ^Ча, Ь{ бипн белгил.шмиз. Кошп — 
буняковскии тенгсизлигвдан фоПдаланиб, бу масофа учун 
учбурчак аксиомасининг ўринлиаигини кўрсатиш қшйин 
эмас. Метриканинг қолган икки аксиомаси ўз-ўзидан озн 
шан. Демак. бу метрик фззо. Бу фазо тўла эмас чувд,; 
бу метрикада узлуксиз функциялар кетма-кетлйги У"на 
узлуксиз функцияга яқинлашнши шарт эмас. Конкоет 
мисол келтирамиз. Масалан, ^онкрет

Ф «
0 / <$ 1,
1 <  / < 2

кетма-кетлик С3 [0, 2] фтзодз фундшелта!. Ҳациь; атан, 
ихтиерий /г, т натурал сонлар учун

2 1
Р! (?,. Фш) =  1 [ф* (0 -  ?ш (0 ?<И =  \(Г  -  п *  Л1 =

0 0
___ !_________2_____ .____!____ ,0

’ , 2п \ т +  п +  I [ 2т +  1

Аммо бу . кетма-кетлик ҳеч қандай узлуксиз функцияга 
яқинлашмайди. Буни исботлаш учун қуйидаги узлукли 
функцияни кўрамиз:

0 <  / <  1, 
1 <  / <  2.

Ихтиёрий ФбС2[0, 2] функцил учун равшанки,
2 П V»

1 №  -  ?(0 уаь >о.

Демак,
0 < Р ( /  Ф )^ Р ( / ,Ф Л) + р ( ? я, Ф)- 

Шу билан бирга
2 т *(* г 1 | ’/*

р К. ч>«) = ] 1/(0 -  ?„(0 ]Ч1
1 1/з г  1Л

=
лЛ V

1-0 Л

=  ^ з г п  “  ° '
Шунинг учун р (фп, ср) ҳеч қандай <?£С2[0, 2] учун нолга
интилмайди.

2. 1- § да мисол сифатида келтирилган ҳамма метрик 
фазолар тўла. Уларнинг .баъзиларининг тўлалигини қуйида 
кўрсатамиз.
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3. С \а ,Ь \ ф а з о н и н г  т ў л а л и г и . Бу фазода 
фундаментал кетма-кетлик бўлсин, яъни

9(х„, х т) — 0, п, т-+ оо.
2.2- § да С\а, 6] фазодаги яқинлашиш функцияларнинг 
текис яқинлашишига эквивалент эканлигини кўрсатган 
эдик.

Ҳар бир берилган ихтиёрий 1£\а,Ь] нуқтада ушбу 
{хп (/)} сонли кетма-кетлик Коши шартини қаноатлантир- 
гани учун бу кетма-кетлик яқинлашувчи бўлади. Утшг 
лимитини л 0(/) билан белгилаймиз. (л:л(/)} кетма-кетлик 
х 0(() функцияга текис яқинлашувчи бўлгани учун х 0(() 
функция узлуксиз бўлади. Натижада

р(лл, л 0) - 0 ,  х 0(()£С\а, Ь\
ва, демак, С\а, Ь\ фазо тўла.

4. /2 ф а з о н и н г т ў л а л и г и. Бу фазодан олинган {*„}

кетма-кетлик фундаментал бўлсин. Ихтиёрий е > 0  учун 
шундай п0 натурал сон мавжудки, улар учун

оо

РЧ хп, х т) = ^ ( а \п) ~  а\т))2 < г, п, т>тц. (1)
/=г1

Бундан, ҳар қандай к учун
(а^л) — а[ту?< *, п, т > п 0,

яъни ҳар бир к учун {а4л)} сонли кетма-кетлик яқинла- 
шувчи. Бу кетма-кетликнинг лимитини ак билан белгилаб, 
х  ~ (а \ , а2, . . .) элементни ҳосил қиламиз. Агар
со

2  <  4- с» ва
/—1

Иш $(хп, х) — 0
П-*-оО

муносабатларнинг ўринлилиги кўрсатилса, /3 фазонинг тўла- 
лиги исбот этилган бўлади.

(1) тенгсизликни қуйидаги кўринишда ёзамиз:

Е  (а(,п> -  а',т >)2 =  £  ( а Г ’ -  а\т >)’ +
/=1 1
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+  2  (о!"’ - а ! " , У < « ,
/=/Н-1

<5у ердз Р — ихтиёрий натурал сон. Бундан ихтиёрий р 
учун: р

2 ( а ! " > - а Г У < € ,1—1
ёки р билан т ни тайинлаб қўйиб, п бўйича лимитга 
ўтилса, ушбу

2  {&1 — л{т1У <  £

• тенгсизлик келиб чиқади. Бу тенгсизлик ихтиёрий р учун 
ўринли; шунинг учун бунда р бўйича лимитга ўтиш му.м- 
кин, у ҳолда

оо

2 (0 /  -а<«))2< е .  (2)
/=100

Бундан ва 2  (й/т))2 <  00 ҳамда а\ <  2 {а\т)у <- 2 (а* •—1=1
— а!шУ, ( /=  1, 2, . . .) муносабатдан қуйидаги тенгсизлик 
келиб чиқади;

оо
22^ 0-1 <  00 •

/= 1

Демак, х = {ау, а 2, . . . , а„, . . .)£ /2. Сўнгра е> 0  ихти- 
ёрий бўлганлиги учун (2) дан

11тр(^т , х) =  0.
т -* о о  у

5. т фазонинг тўлалиги. {х п} кетма-кетлик фундамен- 
тал бўлсин. х п — («а\п), а ^ ,  . . .  ) £ т бўлганлиги туфайли 
шундай {Мп} кетма-кетлик мавжудки, унинг учун |а(/л)| <  
< Мп (/ == 1, 2, . . .) ўринли'ва ихтиёрий е > 0  учун шуи- 
Дзй п,} натурол сон мавжудки,

% ** •
?{хп, х р) < е , п, Р>'П0 

еки ' • *<
зир |а\п) — а\р)|<  з ; '' ; ' п, р 'ўчь^I * » % * •- *

Бундан *
|а(/° — а!р)| <  е, 'п , р > п 0'\  (3)

мУносабатнинг I га нисбатаи текис бажарилиши келиб 
чиқади, Демак, ихтиёрий / учун {а\п)} кетма-кетлик п
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бўйича яқинлашувчи бўлади; унинг лимитини а* билан 
белгил аб,

*  =  (аи аг> . . .) 
элементни ҳосил қиламиз.

Энди ўшбу х  £т ва р(л:л, х )—»0 муносабатлгрни ис- 
ботлаймиз. (3) да р га нисбатан лимитга ўтилса, ҳамма 
I лар учун ўринли бўлган

\а\п) — п > п 0 (4)
тенгсизлик келиб чиқади. Бундан

|а |̂ ^  |а /я«+1> — а{| +  |а/(Яо+1)) <С е +  уИЛо+1
тенгсизликни ҳамма /'лар учун ҳосил, қилиш мумкин, 
яъни х  =  («1 , а 21 • • •) € м муносабат келиб чиқади. (4) 
дан

5иР \а\п) -  а,| <  е, п > п„

ёкй р(х„, х) <  е, п //0. е ю.тисрнй бўлггн/иги учун 
бундан

р(л-л, х) —> 0 ёки х„'—>х(п—> оо)
муносабат келиб чиқади. Демак, т — тўла фазо.

Энди метрик фазоларнинг тўлалигига окд баъзи хосса- 
ларни келтирамиз.

__1-теорем а. (X , р) тўла метрик фазода (З'л =
=  $п(ап> гп)) дпиц шарлар кетма-кетлиги берилган 
бўлиб, булар учун цуйидаги шартлар бажарилсин:

$ 1Н-1 с: $к(п =  1,2, . . . )  ва п —* оо да ей—*0.
. У ҳолда бу шарларнинг умумий цисми биргина нуц- 

тадан иборат бўлади.
И с б о т . $1 нтрларнинг марказларидан иборат бўлган 

қуйидаги кетма-кетликни тузамиз:
0-1 , аг$ . . . ,  . . . .  (б)

\ _ ,
Теорема шартига кўра ап+р£$п (р =  1, 2 , . . . ) .  Шунинг 
учун

р (ап+Р, а л) < е п ёки р (ап+р, а„) — 0, я — оо.
Демак, (5) кетма-кетлик фундаментаа. X тўла фазо 

бўлганлиги учун бу кеама-кетлик бирора£Х элементға 
яқинлашувчи бўлади.
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Сўнгра, ихтиёрий 8т ёпик шарни оламиз (т — тайин
„атурап сон); у ҳолда а £ 8 т, чунки [ат, ат+1, . . .}  нуқ- 
н 'р кетма-кетлиги (5) нинг қием кетма-кетлиги бўлгани 
Т'чун а га яқинлашувчи, бу кетма-кетликнинг ҳар бир 
элементи 8т га киради ва 5т ёпиқ бўлганлиги учун

а £ 5 т, т =  1, 2, . . .  .

Демак, #€^П $т-

со _
Энди П5т га а нуқтадан бошқа яна бирор Ь элемент

т= I
ҳам тегишли бўлсин деб фараз қиламиз. У ҳолда, бир 
томондан, ҳар қандай п учун

0 < р (а , Ь)£^р(а, ап) + ?(ап, Ь) < 2гп

муносабат ўринли, иккинчи томондан, п-+оо да ея->0 
бўлгани учун р(а, Ь) =  0, яъни а = Ь.%

2- тео р ем а . Агар (X, ?) метрик фазода /- теоре- 
манинг ишртларини қаноатлантирадиган ҳар қан- 
дай ёииқ ишрлар кетма-кетлиги бўш бўлмаган уму- 
мий қисмга эга бўлса, у ҳолда X фазо тўла бўлади.

И сб о т . {хл} фундаментал кетма-кетликни олиб, пк 
натурал сонни шундай танлаб оламизки, ихтиёрий р нату- 
рал сон учун қуйидаги тенгсизлик ўринли бўлсин:

Ушбу Р(х„к^ ,  х ч ) < ± .

5,. =  5  ̂ я й. ) епиқ шарларни кўрамиз. Агар

*€5&н  бўлса, у ҳолда

хпк) ^  Р (л, хпк+\) Р {хпк+и х пк) ^  ўГ ^ ўГ ~  ~2*Г-Т *

яъни л*€5 й, Демак, 5 й|-1с :5й. Теорема шартига кўра бу 
епиқ шарлар уларнинг ҳаммасига тегишли х0 элементга 
эга. Агар {х п} кетма-кетликнинг х 0 га яқннлашиши кўр- . 
сатнлса, иборамиз исбот этилган бўлади. қисм кетма- 
кетлик я*0 га яқинлашади, чунки

Р {хпкг Хо) 2*—1 ~* П*
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у ҳолда бутун {х п} кетма-кетлик ҳам л*0 га яқинлашади, 
чунки ушбу

р (лгп, Х о)^р(хп, х п̂ ) р  (хп̂ , лт0)
тенгсизликнииг ўнг томони п ва пк етарли катта бўлганда 
исталганча кичик қилиниши мумкин.#

Тўла метрик фазолар назариясида қуйидаги теорема 
катта аҳамиятга эга.

3- т е о р е м а. (Б э р те о р е м а с и). (X, р) тўла мет- 
рик фазони ҳадларининг сони саноқли ва ҳеч қаерда 
зич бўлмаган тўпламларнинг йиғиндиси кўринишида 
ифодалаб бўлмайди.

ос

И с б о т . Тескарисини фараз қилайлик, яъни X — М п
п—1

ва М п лар ҳеч қаерда зич бўлмаган тўпламлар бўлсин. 
50 радиуси 1 га тенг бўлган ихтиёрий ёпиқ шар бўлсин. 
М\ ҳеч қаерда зич змас, хусусан 5 0 да ҳам зич бўлма-
гани учун радиуси дан кичик 5  ̂ ёпиқ шар топиладики,
51С1 5 0 ва $1 П М\ = 0 .  М 2 тўплам 5  ̂ шарда зич бўл- 
магани учун 51 нинг ичида шундай 5 2 шар топиладики
унинг радиуси дан кичик ва 5 2 П М 2 =  0  ва ҳоказо.
Шу тарзда давом этиб, қуйидаги шартларни қаноатланти- 
рувчи {5Л} ёпиқ шарлар системасини ҳосил қиламиз:

1) 5 0̂ с 5] з  .. . 5 га 13 . . , ,
2) 5 ЯП М п =  0 ,
3) 5„ нинг радиуси п—+оо да нолга интилади.

оо

1-теоремага биноан П 5П га тегишли х £ Х  нуқта мав-
л—1 _

жуддир. 5Л ларнннг 2) хоссасига кўра х £ М п, п = 1 ,  2,
— оо 00

. . . , яъни х £  I) М п = X. Бу зиддиятдан X Ф П М п
п~1 л=1

келиб чиқади.#
*>

2.7-§. Тўлдирувчи фазо ҳақидаги теорема

Бу параграфда функционал анализдаги муҳкм теорема- 
лардан бири бўлган тўлдирувчи фазо ҳақидаги теоремани 
исботлаймиз.

Т а ъ р и ф . Агар X  метрик фазо учун шундай X* мет- 
рик фазо мавжуд бўлсаки, X фазо X* нинг ҳамма ерида 
зич бўлиб, X* фазо тўла бўлса, у ҳолда X* метрик фазо 
X фазонинг тўлдирувчиси дейилади.
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Т е о р е м а . Ихтиёрий X метрик фазо тўлдирув- 
чига эга. Тўлдирувчи фазо X нинг элементларини 

ўрнида қолдирувчи изометрия аниқлиги билан 
ягонадир, яъни ҳар қандай икки тўлдирувчи фазо- 
нпнг бирини иккинчисига акс эттирувчи ва X фазо- 
нинг ҳар бир нуқтасини ўз ўрнида қолдирувчи изо- 
нетрия доим мавжуддир.

И с б о т . Даставвал, агар тўлдирувчи фазо мавжуд 
бўлса, унинг ягоналигини исботлаймиз. (X*, р1 ) ва (X**, р2) 
фазолар (X, р) фазонинг тўлдирувчилари бўлсин деб 
фараз килайлик. Бизнинг максадимиз учун куйидаги хосса- 
ларга эга бўлган ср: X*—>-Х** акс эттиришнинг мавжуд- 
лигини кўрсатиш кифоя:

1) <р — изометрия;
2) ихтиёрий х £ Х  учун <р(х) =  х:.
Бундай ср*-изометрияни қуйидагича аниқлаймиз. х*£Х*  

ихтиёрий нуқта бўлсин. Тўлдирувчи фазонинг таърифига 
асосан х * га яқинлашувчи ва X нинг элементларидан 
тузилган {хп} кетма-кетлик мавжуд. Бу кетма-кетлик X** 
фазога ҳам тегишлидир. X** тўла бўлганлиги учун {хп} 
бирор ;е**£Х** нуқтага яқинлашувчи бўлади. Ўз-ўзидан 
равшанки, х** нуқта {хл} кетма-кетликни танлашга боглиқ 
эмас, яъни агар {„гл) кетма-кетлик х* га яқинлашувчи
бошқа бир кетма-кетлик бўлса, у ҳолда X** фазода {.хл) 
ҳам х** га яқинлашувчи бўлади. Акс эттиришни <р(л:*)= 
=  х** кўринишда аниқлаймиз. Равшанки, ихтиёрий х £ Х  
учун ср(лг) =  лг. Энди фараз қилайлик, {хп} ва {ул} лар X 
фазодаги фундаментал кетма-кетликлар бўлиб, улар X* 
фазода мос равишда х* ва у* нуқталарга, X** фазода 
эса х ** ва у** нуқталарга яқинлашувчи бўлсин. У ҳолда

р1 (**, у*) =  Нтр, (х„, у„) = Птр(х„, у„).
Л-* ОО

Н(х**, у**) = ]<т;,.,(х„, у„) = Пт?(х„, у„),
> 00 п-+оо

яъни

Р1 (**, у*) =  р2‘(л**, у**).
Шундай қилиб, <р биз излаган изометриядир.

Знди тўлдирувчининг мав.жудлигини исбот қиламиз. 
X метрик фазода {хп} ва {х'п} фундаментал кетма-кетлик-
лар учун 11тр(л:л, х'п) =  0 бажарилса, бнз уларни экви-

00
валент  деймиз ва Ь:^} ^  {хл} кўринишда белгилаймиз.
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Ўз-ўзидан равшанки, бу муносабат рефлексив, симмет- 
рик ва траизити дир, яъни эквивалентлик муносабатидир. 
Демак, X фазодаги фундаментал кетма-кетликлар тўплами 
ўзаро эквивалент бўдган кетма-кетликлар синфларига 
ажралади. Энди биз (X*, р) фазони аниқлаймиз. X* нинг 
элементлари деб ўзаро эквивалент бўлган фундаментал 
кетма-кетликлар синфларига айтамиз. Агар х*, у*£Х *  икки 
синф бўлса, биз уларнинг ҳар биридан мос равишда битта* 
дан {.£„} ва {уп) фундаментал кетма-кетликларни оламиз 
ва X* фазода метрикани

р(л*> У *)* 15тР(л„, Уп) (1)

кўринишда аниқлаш мумкин* эканлигини исботлаймиз, 
яъни (1) нинг ўнг томонидаги лимит мавл<уд ва {лл}£л*, 
(Уя}€У* вакилларга боғлиқ эмаслигини кўрсатамиз. 2.2-§ 
даги (1) тенгсизликка асосан

|р (*̂ я* Уп) Р (̂ яг* Ут) I ^  Р (Лд, ^т)  ~Ь Р (Уя* У т)- (2)
Энди {д:я}, {ул} кетма-кетликларнинг фундаментал эканли- 
гини ҳисобга олсак, етарли даражада катта бўлган п, т 
натурал сонлар учуя

У « )-? (х т,Ут) \< г
муносабат келиб чиқади. Яъни 5я =  р(лсП1 уп) ҳақиқий 
сонлар кетма-кетлиги учун Коши шарти бажарилади, ва 
демак, П т $л мавжуд. Бу лимит х* ва у* нинг вакил-

П-+ оэ
ларига боглиқ эмас. Дарҳақиқат, х* синфдан {х ’п} 
вакилларни, у* синфдан {уп), {у'п} вакилларни олиб, улар 
учун (2) тенгсизликка ўхшаш ушбу

1р (х„, у«) -  Р К -  У„) I <  Р (■*„, х'п) +  Р(У«, У‘„)
тенгсизликни ёзишим.-13 мумкин. Сўнг {х п} ~  {х 'п}, {у„} — 
—ОД бўлгани учун

Н ш  р(л:л, у„) =  итг,(х'п, у'а).
П-*» П-г оо

Демак, р(л'*, у*) сон мавжуд ва х*, у* синфларнинг ва- 
килларига боглиқ эмас. Знди биз р(х*, у*) учуи метрика 
акс иомаларини текшириб чиқамиз.

1) аксиома р(х*,у*) нинг таърифидан келиб чиқади;
2) аксиома ўз-ўзидан равшан.
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учбурчак аксиомасини исботлаймиз. X фазода бу акси- 
0ма ўринли эканлигидан фойдаланиб, -

р (̂ Л» Ул) ^  рС̂ Л» ^л) “Ь Р (̂ я» Уп)
тенгсизликни ёзамиз. Сўнгра п бўйича лимитга ўтсак,

Пт р (х,ч> У яХ И т Р(*я» ^п) “1~ Нт р (^я, ул),
л ~ »  00 /1-»вО Л -+0О

яъни
р(л:*, у*)з$р(х*, 2*) +  р(г*, у#) 

тенгсизлик келиб чиқади.
Энди X ни X* нинг қисм фазоси деб ҳисоблаш мум- 

кинлигини кўрсатамиз. Ихтиёрнй .х£Х элементга шу эле- 
ментга яқинлашувчи бўлган фундаментал кетма-кетликлар 
синфини мос қўямиз. Бу синф бўш эмас, чунки у стаии- 
онар бўлган (яъни ҳамма х п элементлари х  га тенг бўл- 
ган) кетма-кетликни ўз ичига олади. Агар X =  Пт х ПУП — 00
у =  Пт ул бўлса, у ҳолда

л-и»
р(*» у) =  Ит р(хл, уп).

П -+  00

Шу тарзда ҳар бир х  £Х  элементга юқорида айтилган 
синфни мос қўйсак, X ни X* га изометрик акс эттириш 
ҳосил бўлади. Шунинг учун X ни унинг X* даги тасвири 
би.тан айнан бир деб ҳисоблаймиз.

X ни X* нинг ҳамма ерида зич эканлигини исботлай- 
миз. х*£Х*  ихтиёрий элемент ва е > 0  бўлсин. х* синфга 
тегишли бўлган бирор {хл}£л:* фундаментал кетма-кетлик- 
ни оламиз. N натурал сон шундай бўлсинки, ушбу

Р (*„, Х т) <  £
тенгсизлик ихтиёрий т, п >  N сонлар учун бажарилсин. 
У ҳолда т бўйича лимитга ўтсак,

р(хл, х*) =  Нт ?(хП1 *т ) < £
Л 1 -Ю 0

тенгсизлик ихтиёрий л >  N учун бажарилади. Демак, х* 
нуқтанинг ихтиёрий атрофида X нинг элементи мавжуд, 
яъни X нинг ёпилмаси X* га тенг.

Ниҳоят, X* нинг тўла эканлигини исботлаймиз. Аввал 
шуни айтиш керакки, X* нинг таърифига кўра X нинг 
элементларқдан ҳосш бўлган ихтиёрий х г , дг2, . . . , х т . . .  
Фундаментал кетма-кетлик X* нинг бирор х* эле-
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ментига яқкнлашади, аниқроғи, шу кетма-кетликнн ўз 
ичига олувчи синф билан аниқланган х* элементга яқин- 
лашади. X фазо X* фазода зич бўлгани туфайли X* эле- 
ментларидан тузилган ихтиёрий

X* X * X*" I1 ' * * * л д) • • •
фундаментал кетма-кет.тик учун унга эквивалент бўлган 
ва X нинг элементларидан тузилган

кетма-кетлик мавжуд. Буни кўрсатиш учун хп сифатида 
X нинг ушбу

р (х„, х;) <  3-
тенгсизл]{кни каноатлантирадиган ихтиёрий элементини олнш 
мумкин. Ҳоеил бўлган {х п} кетма-кетлик X да фундамен- 
тал, ва демак, бирор х* элементга яқинлашувчи бўлади. 
Лекин бу ҳолда {х*} кетма-кетлик ҳам х* га яқинлашади.*

М и с о л л а р .  1. Рационал сонлар фазоси р {х, у) =
■ =  \х — у| метрикада тўла эмас. Математик анализдан маъ- 

лумки, бу фазонинг тўлдирувчиси ҳақиқий сонлар фазоси- 
дир.

2. 2.6- § да кўрсатилганидек, С2 [0, 2] фазо тўла эмас. 
Бу фазонинг тўлдирувчиси С2[0, 2] фазодир. Ҳақк<атан,
Фишер теоремасига асосан ([ҲЎФН), VIII боб) 12[0, 2] 
фазо тўла. С2[0, 2] фазонинг I 2 [0, 2] фззодаги зичлиги
Лузин теоремасидгн ([ҲЎФН], VI боб) осонликча келиб 
чиқада.

2.8-§. Метрик фазода компакт тўпламлар

Тўғри чизиқнинг ажойиб хоссаларидан бири шуки, 
ундаги чегараланган ҳар қандай чексиз тўплам камида 
битта лимит нуқтага эга. Бу факт Больцано — Вейершт- 
расс теоремасида ўз ифодасшш топган. Лекин ихтиёрий 
метрик фазода бундай содда натижа, умуман айтганда, 
ўринли эмас. Шунинг учун қуйидағн саволнинг қўйили- 
ши табкий. Метрик фазода қандай тўпламлар синфи учун 
Больцано — Вейерштрасс теоремасининг мазмуни сақланади? 
Мана шу савол муносабати бнлан қуйидаги муҳим таъриф- 
ни киритамиз.

Таъриф.  X метрик фазодаги М тўпламнинг элемент- 
ларидан тузилган ихтиёрий кетма-кетликдан бирор х ( £ Х '
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эЛементга якинлашувчи қисм кетма-кетликни ажратиб 
олиш мумкин бўлса, М тўплам X да нисбий компакт 
дейилади; ёпиқ нисбий компакт тўплам компакт дейилади1).

Больцано — Вейерштрасс теоремасига асосан тўғри чи- 
зиқда ҳар қандай чегараланган (ёпиқ ва чегараланган) 
тўплам нисбий компактдир (компактдир). .

Равшанки, нисбий компакт тўпламнинг ихтиёрий қисм 
тўплами яна нисбий компакт тўпламдир.

1 - т е о р е м а .  Нисбий компакт тўплам чегаралан- 
ган бўлади.

И с б о т .  А (а  X) нисбий компакт тўплам бўлиб, чега- 
раланган бўлмасин деб фараз қиламиз. А дан ихтиёрий 
Х\ нуқтани олиб, радиуси гх =  1 га тенг 5(^1 ,гх) шарни 
кўрамиз. А чегараланмаганлиги учун у бу шарда тўласи- 
ча жойлашган бўлмайди. А тўпламнинг 5(^1 ,г\ ) шарга 
кирмаган бирор х 2 элементни оламиз. У ҳолда р(Х\г х 2)>^г{ . 
Сўнг радиуси г2 =  р (лг̂ , х 2) + 1 га тенг 5(*1 , г2) шарни 
қуриб, А  тўпламнинг бу шарга кирмаган бирор х 2 эле- 
ментини оламиз; бундай элемент мавжуд, чунки А чегара- 
ланмаган тўплам ва р(*1 , х3) > г 2. Сўнгра радиуси г3 =  
— р(дг1 , Хз) 4  1 гатенг 5(^1 , г3) шарни қурамиз. Ву про- 
цесснн, А тўплам чегараланмаганлиги учун чексиз давом 
эттиришимиз мумкин. Натижада {хп} (хп^А) кетма-кетлик 
ва ўсиб борувчи {гп} сонли кетма-кетлик ҳоснл бўлиб, 
ушбу

р (хх , х п) +  1 =  гп >  гп—] (п =  2, 3, . . .)

тенгсизликлар бажарилади.
Энди ихтиёрий п >  т >  2 натурал сонлар учун

Р (*1 , Х п) +  1 =  Гп >  Г п -\  >  Гт\ р (Х\ , х т) >  1 =  гт 

муносабатлар ўршли. Булардан қуйидаги
Р (*1 . * „ ) ^  р (X, , Х т)  +  р (Х т , Х„)  '

тенгсизликларга асосан ушбу

' т  демак, р(хт, х п) >. 1
муносабат келиб чиқади.

Сўнгги муносабат кўрсатадики, на {хп} кетма-кетлик- 
нинг ўзи ва на унинг бирор қисми фундаментал бўла1 ол- 
майди, демак, яқинлашувчи ҳам бўлиши мумкин эмас. Бу

1 Баъзан нисбий компакт тўпламлар ком п акт  дейилади. ком- 
пакт тўпламлар эса биком пакт  дейилади.
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эса зиддиятга олиб келади, чунки {*„} кетма-кетликнинг 
элементлари А нисбил компакт тўпламдан олинган.*

Бу теореманинг гескариси, умуман айтганда, ўринли 
эмас, яъни тўплам чегараланган бўлса, у нисбий компакт 
бўлишн шарт эмас. Бунга / а фазодан конкрет мисол кел- 
тирамиз. /2 фазодан у.шбу
В\ =  (1, 0, 0, . . .), =* (0, 1,0, . . .), ег =  (0, 0, 1, 0,

элементлардан иоорат чегараланган тўпламни тузамиз. Бу 
элементларнинг ичтиерий иккнтаси орасидаги масофа р(ет, 
еп) ~ \ / 2  (т ф п)  га тенг. Шунинг учун бу кетма-кетлик 
ва унинг ҳеч қандай қисми яқин.ташувчи бўлмайди, демак, 
тузилган тўплам ннсбий компакт эмас.

Метрик фазода нисбий компактлик тушунчасига яқин 
бўлган тушунчани киритамиз.

Т а ъ р и ф .  А, В лар (X, р) метрик фазодан олинган 
тўпламлар ва е > 0  бирор сон бўлсин. Агар А дан олин- 
ган ичтнёрий д: элемент учун В да ушбу р (л:, у) <  £ 
тенгсизликни қаноатлантирадиган у элемент мавжуд бўлса, 
В тўплам А тўпламга нисбатан г-тўр дейилади. Агар 
ичтиёрий е > 0  учун А тўплам чекли Е-тўрга эга бўлса, 
у ҳолда А тўла чегараланган дейилади.

Ми с о лл ар .  1. Текисликда координаталари бутун сон- 
лардан иборат тўплам 1- тўрни ташкил этади.

2. Яп фазода ҳар қандэй чегараланган А  тўплам чекли 
е-тўрга эга, яъни А тўла чегараланган.

3. /2 фазода А тўпламни қуйидагича аниқлаймиз:
*  =  (ах, а а, . . . , аю . . .)£ А,

бу ерда

| <1 1, |&2| -> • • • » |&д| </ 2я~Г * • • • •

Бу тўплам ихтиёрий £ > 0  учун чекли £-тўрга эга. Дар- 
ҳақиқат, берилган е >  0 у^чун п натурал сонни ш ундай
танлаб одамизки, ~  <  ~  бўлсин.

А дан олинган ҳар бир х  = (а̂  , а2, . . .  , ап, . . .) 
нуқтага шу тўпламнинг ўзидан олинган

х* =  ( а , , аа........... а„, 0 , 0 ,  . . .) (1)
нуқтани мос қўямиз. У ҳолда

р(х, х*)
со

а\
А:—л+1

1/а ао
V

1
4Й-1
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/п  кўринишдаги нуқталардан иборат В  тўплам Қп фазода 
чегараланган; демак, В тўплам ихтиёрин е >  0 учун чек-
лИ _1 - тўрга эга, натижада А  тўплам чекли е-тўрга эга
бўлиб, тўла чегараланган бўлади.

3 4. Юқоридаги {еп} кетма-кетликдан иборат тўплам 
чегараланган бўлиб, тўла чегаралангай эмас. Чунки

е <  бўлганда чекли е-тўрни қуриб бўлмайди.

Компактлик, тўлалик ва тўла чегараланганлик тушун- 
чалари орасида қандай боғланиш борлигини қуйидаги 
теоремадан кўриш мумкин.

2 - т е о р е м а !  X т ўла метрик фазода ж ойлаипан  
А тўпламнинг нисбий кояпакт  бўлииш учун унинг 
тўла чегараланган бўлиши зарур ва кифоя.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Нисбий компакт А тўпламни 
тўла чегараланмаган, яъни бирор е >  0 учун А  да чекли 
е-тўр йўқ деб фараз қилайлик. У ҳолда А  дан олинган 
ихтиёрий Х\ нуқта учун шундай х 2 нуқта мавжудки, 
р(Х1 , х 2) > £ .  Сўнг шундай х$ нуқта мавжудки, р (х\ , 
х 3) >  е, р (д:2, д:3) >  з бўлади ва ҳоказо. Бу процессни 
давом эттириб, қуйидаги тенгсизликларни қаноатлантиради- 
ган {д:л} кетма-кетликни тузамиз:

р(хя, т ф п .
Равшанки, бўндай кетма-кетликдан ҳеч қандай яқинла- 
шувчи қисм кетма-кетлик ажратиб олиш мумкин эмас. 
Бу эса А  нинг нисбий компактлигига зид.

К и ф о я л и г и .  Энди X  тўла фазо бўлиб, А унда тўла 
чегараланган тўп.пам бўлсин. А  нинг нисбий компактлиги- 
ни кўрсатамиз. А  нинг элементларидан тузилган ихтиёрий
{*,,} кетма-кетлик берилган бўлсин. Ҳар бир ед=  (к =
=  1 , 2 , . . . )  учун А  да мос равишда чекли ед- тўрни 
Қурамиз:

а\ , п (к) а (к)

Рк’
Марказлари -тўрни ташкил этувчи нуқталарда жойлаш- 
ган ва радиуслари 1 га тенг шарларни қурамиз. Сони 
чекли бу шарлар А тўпламни тўласича қоплайди. Улардан 
камида биттаси, {хя} кетма-кетликнинг чексиз {х 'п} қисм 
кетма-кетлигини ўз ичига олади, уни масалан, ^  билан 
белгилайлик. Сўнг марказлари е2 =  - тўрни ташкил этув-
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чи нуқталарда жоилашган ва радиуслари у  тенг шарла{
ни қурамиз. Бу шарларнннг сони чекли бўлганлиги учу 
уларнинг камида биттаси {х'п} кетма-кетликнинг чекси 
{х”п} қнсм кетма-кетлигини ўз ичига олади, уни масалаг

билан белгилайлик, ва ҳоказо. Бу процессни чекси 
давом эттирамиз. Энди қуйидаги

» » •
■̂1» Х2> . . .  , Хпу

и н  п

Х\) Х'2у • • • | Хцу . . .

I

кетма-кетликларнинг диагоналида жойлашган элементлардан 
ушбу кетма-кетликни тузамиз:

Х\, Х~2, (2)

Бу кетма-кетлик фундаментал бўлади, чунки унинг х^> 
элементдан бошлаб сўнгги ҳамма элементлари шарда 
()нинг радиуси ~  га тенг) жойлашган бўлшг X метрик
фазо тўла бўлганлнги учун (2) кетмз-кеглик лимитга эга. 
Яъни А тўпламдан олинган иктиёриа {хп} кетма-кетликдан 
якинлашувчи {.х^} кетма-кетликни ҳосил қилдик, демак, 
А  нисбий компакт тўплам.*

Н а т и ж а .  X тўла метрик фазодаги А тўплам компакт 
бўлиши учун унинг епиқ ва тўла чегараланган бўлиши 
зарур ва кифоя.

2- теоремада зарур ва кифоя шарт берилган бўлсада, 
ундан конкрет метрик фазоларда фойдаланиш осон эмас. 
Махсус метрик фазоларда жойлашган тўпламларнмнг нис- 
бий компактлигини (компактлигини) аниқлаш учун одатда 
махсус компактлик белгилари изланади.

Биз бу масала билан 5 ва С | а, Ь\ фазоларда шуғул- 
ланамиз.

3 -  т е о р е м а  (з фазода компактлик белгиси). А  
тўплам  5 фазодан олинган бўлиб, А{ тўплам А нинг 
1-номерли (1— 1, 2, . . .) координаталаридан т узил- 
ган тўплам бўлсин. А нинг нисбий компакт бўлиши 
учун А ( тўпламлар чегараланган бўлиши зарур ва 
кифоя. А{ тўпламнинг юқори чегараси I га боғлиқ 
бўлиши ҳам мумкин.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  2.2-§ даги 6 - мисолдан маъ- 
лумки, 5 фазода яқинлашиш координаталар бўйича яқин- 
лашишдир. Демак, А  нисбий компакт бўлганлиги учун
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лар ҳам нисбий компакт ва, демак, чегараланган бўла- 
ди, чунки А { тўғри чизикда жойлашган' тўплам.

К и ф о я л и г и .  А шундай тўплам бўлсинки, унинг 
учун юқорида тузгиган Д  тўпламларнинг ҳар бири чега- 
раланган бўлсин. Ихтиёрий е >  0 ни олиб р натурал сон- 
ни шунд&й танл&б олшизки, унинг учун

ю 1 I
2  2Г «  2Г < £  бўлсин. Сўнг ҳар бир х  =  (а{ , ах...........

ар, ар.и, . . . ) £ $  элементга у =  (аг , а 2, . . . , ар> 0, . . . )£$ 
эдементни мос қўямиз. Бу кўринишда тузилган у эле- 
ментлардан иборат тўпламни Вр билан белгилаймиз. Рав- 
шанки,

р (х, у) =  I I  2? '  т н Ь г  ' с  2  р" < е>

яъни Вр тўплам А га нисбатан е-тўрни ташкил этар экан. 
Аммо Вр эса, тузилишига кўра, Вр фазода тўласича жой- 
•лашган чегараланган тўплам. Демак, Вр чекли е-тўрга 
эга, натижада А тўплам ҳам чекли 2е-тўрга .эга, яъни 
А тўла чегараланган. 2- теореманинг кнфоялик шартига 
ва 5 нинг тўлалигига мувофиқ А  нисбий компакт тўплам.# 

Энди С \а, Ь | фазода нисбий компактлик белгисини 
берамиз. Бу белгини ифода қилиш учун қуйидаги икки 
тушунчани келтирамиз.

\а, Ь\ сегментда аниқланган бирор { ; ( ^ )}=Ф функ- 
циялар системаси берилган бўлсин. Агар * нинг ҳамма 
қийматлари ва Ф системанинг ҳамма элементлари учун

и ( * ) \< К № а ,  Ь\, ^ Ф )
тенгсизликни қаноатлантирадиган К  сон мавжуд бўлса, 
Ф =  {Д0) функциялар системаси текис чегараланган 
дейилади. Агар ихтиёрий е >  0 учун шундай 6 > 0  сон 
мавжуд бўлсаки,

тенгсизлик бажарилганда Ф системага тегишли ихтиёрнй 
7(0 функция учун

1 т ( 0 ) — т ( ^ ) | < е
бўлса, Ф система текис даражада узлуксиз  дейилади.

4 - т е о р е м а  ( А р ц е л а  т е о р е м а с г ) .  \а, Ь\ сег- 
ментда аниқланган узлуксиз функциялардан иборат 
^  тўплам С [а, Ь\ фазода нисбий компакт бўлиши
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учун бу функциялар системасининг текис чегаралан- 
ган ҳамда текис даражада узлуксиз бўлииси зарур 
ва кифоя.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Ф тўплам С\а, Ь] фазода нис- 
бий компакт бўлсин. У ҳолда 2- теоремага мувофиқ, их-
тиёрий £ > 0  учун Ф да чекли -у-тўрни ташкил этувчи

Ф1 , Ф2...............ф Р (3 )

функциялар мавжуд бўлади. Бу функцияларнинг ҳар бирн 
[а, Ь\ да узлуксиз бўлганлиги сабабли чегаралангандир, 
яъни

|Ф/|< Дт, * =  1, 2, . . .  , р.

Чекли - тўрнинг таърифига кўра Ф дан олинган ҳар
қандай <р элемент учун (3) даги сони чекли функцнялар 
орасида шундай функция гопиладики, унинг учун

Р (Ф, ср̂) =  шах [ Ф (/) — <рг (01 <  4

тенгсизлик ўринли. Натижада

|ф| <  |ф,1 +  4- <  К' +  4  <  к, К =  шах К  -1-,
л 0 К 1 < р  *

яъни Ф система текис чегараланган. Сўнгра (3) кетма-
кетликдаги чекли -^--тўрни ташкил этувчи функциялар-
нинг ҳар бири узлуксиз ва уларнинг соли чекди, демак,
улар \ау Ь} да текис узлуксиз; демзк, берилган — учун
шундай ^  сон мавжудки, бунинг учун қуйидагиларни 
ёзишимиз мумкин: агар | Ч — ^  I <  ^  бўлса, | (/̂  ) —
— (С) | <  Агар — /2| <  5 бўлса (3 =* т !п  В,), у

°  1 <1<р
ҳолда ихтиёрий ф£Ф  учун ф/ нинг (3) функциялзр ора- 
сида р (ф, <?/) <  ~  тенгсизликни қаноатлантирадиганини 
олиб, ушбу муносабатни ёза оламиз:

I ф (<1 ) -  9 (<2)| =  |ф (<|)’— ф| (<|) +  ф( (<1 ) -  9( (<2) +
+  9 , (<») 9  (<») I «5 |ф (<1) —  ф* (<1 ) | +  |ф( (<1 ) -  91 (<а) I +

+!1 Ф( (к) -  9 ((,) 1<т +  т +  т = е -
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[Цунинг билан Ф системанкнг текис даражада узлуксиз- 
аИпг ҳам кўрсатилди, яъни теореманинг зарурлик қисми 

' нсбот этилди.
К и ф о я л и г и .  Ф система текис чегараланган ва текис 

даражада узлуксиз бўлсин. Агар ихтиёрий е >  0 учун 
унга нисбатан С\а, Ь\ да чекли е-тўр мавжуд бўлса, бу 
системанинг С[а, Ь] фазода нисбий компактлиги кўрса- 
тилган бўлади.

К  ва 3 қуйидаги муносабатларни қаноатлангирадиган 
сонлар бўлсин: |<р|^ К  (ҳамма ?£Ф  учун); агар — /2|< §
бўлса, | ф (С ) — <р (С) | <  у  (ҳамма <р £ Ф учун).

Энди \а, Ь\ сегментни
=  а < <  . . .  <1п = Ь

нуқталар билан ҳар бирининг узунлиги 8 дан кичик бўл- 
ган п та қисмга бўлиб, бу нуқталарнинг ҳар биридан 
вертикал тўгри чизиқ ўтказамиз. Ординаталар ўқида 
\—К, К\ сегментни

Уо =  —К  <  УI < у 2 <  • - < у т  =  К
нуқталар билан ҳар бирининг узунлиги у  дан кичик т
та қисмга бўлиб, бу нуқталарнинг ҳар бирида горизонтал 
тўғри чизиқларни ўтказамиз. Натижада ушбу \а <  —
—/С ^ у ^ /< П  тўғри тўртбурчак қисмларга бўлиниб, бу 
қисмларнинг горизонтал томонлари 8 ва вертикал томон-
лари -Ц- дан кичик бўлади, яъни тўғри тўртбурчакда тўр
тузилди. Энди ҳар бир ф( £ Ф )  функцияга учлари (1к, у {)
(|У/ ~  Ф (/*) I <-£-) нуқтада жойлашган <[> (0 синиқ функция-
ни мос қўямиз (агар функциягшнг графиги туташган кес- 
малардан иборат бўлса, бу функцияни синиқ деймиз). 
Тузилган тўрининг учларида тузилишига кўра

I Ф (* * )“  <?(**) I <  у  ( 6 = 1 ,  2,  . . . , п)
тенгсизлик бажарилади. Бу тенгсизлик ва

| ф (<»+]) — 4* 0 *4-01 <  -§■. IФ(<*) -  ч> (<*+01 <  ў

тенгсизликлгрдан

1 + (< * )-» (< * + |)|< Т
тенгсизлик келиб чиқади.
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\(к, 4 +1] сегментда ф(/) чизиқли функция бўлганлиги 
|учун

I ♦ (<«)-«(01 < у

тенггизлик ( минг \(к, ^ + 1] сегментдаги ҳамма қиймат- 
лари учун бажарилади.

Энди [а, Ь\ сегментнинг ихтиёрий I нуқтасини олиб, 
чапдан унга энг яқин турган (к нуқташс оламиз (бу бў- 
лиш нуқтаси). У ҳолда

Ф (0 -  <Н01 <  IФ (0  -  Ф (**) | +  I Ф (4 ) -  Ф (**) | +  Н> (**) -
— Ф ( 0 | < £

тенгсизлик ўринлидир. Демак, сони чекли ф (() синиқ функ- 
циялар Ф системага нисбатан чекли е-тўрни ташкил этади, 
яъни Ф система тўла чегараланган системадир.*

Энди метрик фазодаги функционалларнинг компактлик 
билан боғлиқ бўлган хоссаларини келтирамиз.

Қуйидаги теорема математик анализдан маълум бўлган 
Вейерштрасс теоремаеининг умумлаштирилишидир.

5- теорема. X метрик фазода /  узлуксаз функцио- 
нал бўлсин. Ихтиёрий О а  X компакт тўпламда /  
чегараланган ва ўзининг энг катта ва энг кичик 
қийматларини қабул қилади.

И с б от. /  функционал О  тўпламда қуйидан чегара- 
ланганлигини ва ўзининг энг кичик қийматини қабул 
қилишини исботлаш билан чегараланамиз.

Агар /  қуйидан чегараланмаган деб фараз қилеак, у 
ҳолда ихтиёрий п натурал сон учун /(х „ )<  — п шартни 
қаноатлантирадиган х п£ 0  нуқта топилади. Демак,
1 п \/(хп) — — оо. Ҳосил бўлган {хп} кетма-кетликдан ОП-+ 00
компакт бўлгани туфайли бирон х 0£О  нуқтага яқинла- 
шувчи {л:я/} қисм кетма-кетлик ажратиш мумкин. /  уз-
луксиз бўлгани учун Пт  / ( х п/)=  / ( х 0). Шу билан бирга

П т /(х Я/) =  — с». Бу эса / ( х 0) чекли сон эканлигига зид.
( -*■ 00
Демак, /(х )  функционал О  тўпламдз қуйидан чегаралан- 
ган.

Эмди т билан ушбу /(О ) = { /(х ): х £ й } тўплам- 
нинг аниқ қуйи чегарасини белгилаймиз ва / ( х 0) = т 
шартни қаноатлантирувчи х 0£О  нуқта мавжудлигини ис-
ботлаймиз. Ихтиёрий п натурал сон учун т -^-сон/(£>)
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тўпламнинг куйи чегараси бўлмайди, яъни /( .хп) <  т -}- ~
шартни қаноатлантирувчи х п£Гд нуқта мавжуд. Бу {хп} 
Кетма-кетликдан яқинлашувчи х П{->х0£О  қисм кетма- 
кетлик ажратиб олишимиз мумкин. Энди ушбу

п 1

тенгсизликда лимитга ўтсак,

\\т/(хп1) =  т
1~+ со

тенгдик ҳосил бўлади. /  узлуксиз бўлгани сабабли 
/(дг0) =  Нш/(АГп,) = т. *

1-+оо

Кўриниб турибдики, бу теореманин!’ исботи математик 
анализдаги Вейерштрасс теоремасининг исботига ўхшайди. 
Узлуксиз функцияларнинг баъзи бошқа хоссалари ҳам 
шунга ўхшаш осонликча метрик фазолардаги функиионал- 
лар учун исботланади. Мисол учун Кантор теоремасини 
келтирамиз.

Т а ъ р и ф .  (X , р) метрик фазода /  функционал берил- 
* ган бўлсин. Агар ихтиёрий £ >  0 учун шундай В >  0 то- 

пилсаки,
р(л:' х " )< 5

шартни қаноатлантирувчи ҳар қандай х', х "£ Х  учун 
ушбу

| / ( * ' ) - / ( * " ) ! < *  -

тенгсизлик бажарилса, /(х )  фуикиионал текис узлуксиз 
дейилади.

6 - т е о р е м а  (Кантор теоремаси). X метрлк фазодаги 
/  функционал О а  X компакт тўпламда узлуксиз 
бўлса, у ҳолда /  шу тўпламда текис узлуксиздир.

Бу теореманинг ҳам исботи сонли функциялар учун 
келтирилган исботдан фарқ қилмайди.

2.9- §. Қисқартириб акс эттириш принМпи ва
унинг татбиқлари

Тўла метрик фазоларда берилган турли тенгламаларнинг 
ечимлари мавжудлиги ва ягоиалигини исботлашда қисқар- 
тириб акс эттириш приндипи муҳим ва фойдали метод си-
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фатида ишлатилиши мумкян. Ҳоз^ф мана шу принцип билан 
ўкувчини қисқача таништирамиз.

Т акс эттириш X  метрик фазонинг ўзини-ўзига акс 
эттириш бўлсин. Агар X фазодан олинган ихтиэрий х  ва у 
элементлар учун

р(Тх, Г у К а .р (х , у) (1)

тенгсизликни қаноатлантирадиган а ( 0 < а < 1 )  сон мавжуд 
бўлса, у ҳолда Т ни қисқартириб акс эттириш, дейи- 
лади. (1) га мувофиқ, агар п—уоо да х„-+х0 бўлса, у 
ҳолда Тхп-+-Тх0, яъни Т  акс эттириш узлуксиз бўлади.

V Т е о р е м а  (қисқартириб акс эттириш иринципи). X пгў- 
ла  метрик фазода аниқланган ҳар қандай қисқар- 
тириб акс эттирши биргина қўзғалмао нуқтага эга, 
яъни Тх=:х тенгламанинг биргина ечими мавжуддир.

И с б о т. X  метрик фазодан ихтиёрий х 0 нуқтани олиб, 
ушбу х х — Тх0, х г = Т хл =  Т2х 0, х ь — Тх2 =* Т3х у, . . .  , 
х„ =  Тхп-: = Тпх 0, . . .  кетма-кетликни тузамиз ва бу 
кетма-кетликнинг фундаменталлигини кўрсатамиз. Дарҳа- 
қиқат, (1) ва учбурчак аксиомасига мувофиқ ҳар қандай 
т ва п(т>п) иатурал сонлар учун

р(хп, х т) =  р (Тпх 0, Т'пх 0) = р(Тах 0, Тпх,п—п) ^  япр(хо,
Хт—п)<а. {р(^0, хд~\~р(Х\, Х2) • • • т  Р(Хт— п—Ь п)}<

^ а яр(х0, ДгО 11+а +  а'Ч". • •-!-ат “л" ,}^р~ Р (^о>  *])•

гь етарли катта бўлганда бу тенгсизликкннг ўнг томони 
исталганча кичик қилиниши мумкин, чунки а <1 .  Демак, 
‘х п\ кетма-кетлик фундаменталдир. X фазо тўла бўлган- 
лиги учун \хп\ кетма-кетликнинг фундаменталлигидан унинг 
яқинлашувчилиги келиб чиқади, яъни

11шл:я=л:.

Т узлуксиз акс эттириш бўлганлиги учун

Т х= Т  (Н т л ^ —П т Т л ^ И ш л :,^  = х .
П со П-фоо

Демак, X—қўзғалмас нуқта.
Энди қўзғалмас нуқтанинг ягоналигини исбот қиламиз.
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дарҳақиқат, Т х= х  ва Г у = у , яъни кўзғалмас нуқта ик- 
кита бўлсин. У ҳолда .

р(лг, у)==р(Гл:, Т у)<а.р(х , у) (а<1),
буидан . '

?(х, У)” 0 ёки х —у ^
Бир неча мисол келтирамиз. .

1. х=<?(х) тенгламадаги <р функция [а, Ь\ сегментда 
аниқланган бўлиб, ушбу Липшиц шарти

|':р (Хч)  (лг1)|<а|лг2—л:,1 (0 <  а<1)
ни қаноатлантирсин ва [а, Ь\ сегментни ўзини-ўзига акс 
эттирсин, у ҳолда

х о, х^=<? (л̂ о)» х 2~<р (Лч)* > • •
кетма-кетлик яқинлашувчи ва ушшг лимитн <р акс этти- 
ришнинг ягона қўзғалмае нуқтаси бўлади.

2. Қуйидаги тенгламани текширамиз: .
п

X I  = ^ а 1 кх к -\-Ь1 (/=1,2, . . .  , ?/). (2)
*—I

Бу тенгламани п ўлчамли вектор фазодаги х= (х^ ..........х„)
вектор ёрдамида ифода қилсак, уни х = Т х , кўринишда 
ҳам ёзиш мумкин. Қисқартириб акс эттириш принципини 
бу тенгламага татбиқ қилиш учун тегишли шартларни 
аниқлашимиз керак, яъни қандай шартлар бажарилганда бу 
акс эттирнш (1) тенгсизликни қаноатлантиради. Бу шарт- 
ларни аниқлаш эса берилган фазода метриканинг киритили- 
шига боғлиқдир. Масалан,

а) ?(х,  у) - шах |а, —Р/ I, ЛГ=(а,, а2, . . . , ал),
1<1 <п .

У = ( Р . .  ?»...............?„)•

бу ҳолда ихтиёрий иккита .
/ / / /\  // / /̂  // ггх  = (^р • * • » ^)» X — (^р • • • * а«)

нуқта учун •

?(Тх', Тх")=р(у', у") ~ шах 1Э)—^ 1 = т а л : |2 а /'А-Х
/ I к

Х(а^—а^)|^=т а х 2  \а 1к\'\*к—7-'к\ < т а х 2 | л / * [  -шах Ц  —
I к ' I к к

—а*|= ?(х', х ")• тах
/ к
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Бундан (1) шарт бажарцлиши учун
п

2 1 м ^ а< 1» г==1>2, . . . , П • (3)

тенгсизликлар ўринли бўлиши етарли. Демак, (3) муноса- 
бат бу хусусий ҳол учун қисқартириб акс эттириш шар- 
тини беради.

Демак, қисқартириб акс эттириш шартини қуйидагича 
олиш мумкин:

Бу ҳолда Коши-Буняковский тенгсизлигига биноан

Бу ҳолда қисқартириб акс эттириш шарти қуйадагича 
бўлади:

Юқорнда кўрилган уч ҳол учун топилган қисқартириб 
акс эттириш шартлгрининг ҳаммаси кифоявий шартлардир
(3), (4) ва (5) шартларнинг бирортаси бажарилганда, (2) 
тенгламанинг биргима ечимга эга/.иги келиб чиқади.

3. Охнрги мксол сифатида ушбу

П
б) р(х, у )= I-

/=1
Бу ҳолда

п

2 |Л /* |< а <  1, в̂=; 1,2, (4)
/

п

в) р с*,у) =  ( 2  («< )2)1/2-

/ к I к

■ (5)

' У (-̂ о) “ Уо (бошланғич шарт)
64
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дифференциал тенгламани кўриб чиқамиз. Тенгламанинг 
ўнг томонидаги /(х, у) функция, текисликдаги (х0, у0) нуқ- 
тани ўз ичига олган бирор 0  соҳада аниқланган, узлуксиз
ва

\/(х,У ,)-/(х,у  2)| <  Л]У, -  У:>|
Лнпшиц шартини қаноатлантиради, деб фараз циламиз 
Д'__ўзгармас сон).

Энди (6) тенгламани бирор [х0—с, *0+ с] сегментда (7) 
бошланғич шартни қаноатлантирздиган б!!ргина у=^(х:) 
ечимга эгааигини исбот этамиз (бу эса Пикарнинг маълум 
теоремасидир).

Авваад (6) тенглама (7) шарт бажарилганда қуйвдаги 
содда интеграл тенглама шаклида ёзилиши мумкин:

X
] 'Ж ’К 0 ) а1- (8)

/(х, у) функция 0 соҳада узлуксиз бўлганлиги учун 
(х0, у0) нуқтани ўз ичига олган бирор С'сО  соҳада чега- 
раланган бўлсди, яъни \/(х, у)|<*7. Энди с сонни шундай 
танлаб оламизки, ушшг учун қуйидаги шартлар бажарил- 
син:

а) агар |х0 — х\ <  с, |у — у0| ^  с -с1 бўлса, у ҳолда
(*,У) € С'\

б) Қ -с^  1.
\х0—с, х 0-\-с] сегментда аниқланган ва |ф(х)—у0|< с*^  

тенгсизликнн қаноатлантирадиган {ф} узлуксиз функциялар 
системасини Ф билан белгилаймиз ва бу системада метрн- 
кани қуйидагича киритамиз:

Р('?1> ф2) = т а х  №,(х)~ф2(.г)|.Хо—С<Х<Х0-̂С
Ф метрик фазо тўла, чунки у тўла С[х:0 — с, л:0 ■Ь с] 

фазонинг ёпиқ қисмидир. Ушбу
х

^ ( * Н У о + ф ( * ) )  (И (9)

акс эттиришда * б [ х 0—с, х0Н-с] бўлсин. У ҳолда бу акс 
эттириш Ф фазони ўзини ўзига қисқартириб акс эттиради. 
Дарҳақцқат, ф£Ф ва х £ [ х 0—с д:0+ с | б^лсин.
У ҳолда

X
М-гН уоН ]  / ( /  ф(0 )  а ц ^ с - а

Х0
5-239 65
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муноеабат ўринли ва, демак, (9) акс эттириш Ф фазони 
ўзини ўзига акс эттиради. Энди

х
1'Ь (х)-^ ,(х)|<  |  \/(1, <р,(0)-/(/, ф2(0)1

Х«
</Г^шах|ф1(0—ф2(0 |= ^р(ф 1 , ф2)-

ха—с<(<х0-}с

Бундан Кс<  1 бўлганлиги учун (9) акс эттиришнинг қисқар- 
тирувчи акс эттириш эканлиги келиб чиқади. Демак, шу 
параграфдаги теоремага кўра (8) тенглама Ф фазода бош- 
ланғич (7) шартни қаноатлантирадиган биргина ечимга эга.

М А Ш Қ  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. К ҳақиқий сонлар тўпламида
р(Х, У) =  |лг2—>э|

/
функииянн киригамиз. (/?, р) метрик фазо бўладими? х

2. Кп вектор фазода қуйидагича уч хил метрика кири- 
тамиз:

р(*. у) = » (Хх—У,)2-К *2—У2)2+ .  • • \-(Хп—УпУ>
Р\(х, у )= т а х  (лг/ —у/ |;1<(<П

Рг(х, У) =  |* 1—У "I-1* 2—У2(+ • • • +(*«—Уя1*
Шу уч метрика бир-бирига эквивалент эканлигини исбот- 
ланг.

3. Кандай а ва р учун ушбу
р(*. у) —(*я —Уа Р

функция тўғри чизиқда метрикани беради?
4. X, V, X метрик фазолар бўлиб, Ти Т2 мос равишда 

X ни У га, У ни X га акс эттирувчи узлукеиз оператор- 
лар бўлса, у ҳолда X  ни 7. га акс эттирувчи ушбу

х ^ Т г(Тхх)
оператор ҳам узлуксиз бўлишини исботланг.

5. 2.1- § даги Қп метрик фазони ўзини ўзига акс этти- 
рувчи ихтиёрий чизиқли оператор узлуксиз эканлигини . 
исботланг.

6. Ҳақиқий сонлар тўплами К да метрикани р(*, у) ~
— \х—у| кўринишда оламиз. Бу метрик фазода рационал 
сонлар тўплами очиқ ҳам эмас, ёпиқ ҳам эмаслигини ис- 
ботланг. Бу фазода натурал сонлар тўплами N  ёпиқми?
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7 ШунДай (X, р) метрик фазога мисол келтирингки, 
г фззода йкки шар 5(л:н г,) ва 5 (л 2> г.,) топилиб, г ,> г 2

5(л '|, г,) с= 5 (л:2, г2) муносабатлар ўринли бўлсин.
В3 8̂  К метрик фазо сепарабел эканлигини исботланг.

9* (X, р) метрик фазода зич бўлган сепарабел қисм 
фазо мавжуд бўлса, у ҳолда X  фазо ҳам сепарабел экан- 
лигини исботланг.

10. Я ҳациқии сонлар тўпламида ш^ндаи р метрика 
киритингки, (Я,  р) сепарабел метрик фазо бўлмасин.

П . Ихтиёрий фундаментал кетма-кетлик чегараланган 
• эканлигини исботланг.

12. Ҳақиқий сонлар тўпламида чегараланган, аммо фун- 
даментаа бўлмаган кетма-кетликка мисол келтиринг.

13. Шундай (X, р) тўла метрик фазога мисол келти- 
рингки, бу фазода

ёпиқ шарлар кетма-кетлиги мавжуд бўлсин ва уларнинг

14. 5 фазо тўлалигини исботланг.
15. X  фазода р( ва р2 эквивалент метрикалар бўлсин. 

(X, р,) фазо тўла бўлиши учун (X , р2) фазо тўла бўли- 
ши зарур ва кифоядир. Исботланг.

16. X метрик фазо бўлнб, X* унинг тўлдирувчиси бўл- 
син. X* метрик фазо сепарабел бўлиши учун X метрик 
фазо сепарабел бўлиши зарур ва кифоядир.
Исботланг.

17. Барча бир ўзгарувчили кўпҳадлар тўплами Р  ни 
олиб, ихтиёрий иккита

бУ ерда 1>п бўлса й\ — 0, 1>т бўлса, Ь\ = 0 . р^, §) 
Функция Я д а  метрика эканлигини исботланг ва бу мет- 
рикага нисбатан Р нинг тўлдирувчисини топинг.

, :з 5 21э . . . . . .

умумий қисми бўш бўлсин, яъни П =  0 .

/(х )—ай+ а хх +  . . . -Ъ апхп, 
В(х)~Ь0+Ь1х +  . . . \ Ь тхт

кЎпҳзд учун қуйидаги функцияни тузамиз:
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Шу масалани

Р(Л £)= ш ах \а{ — Ь{ \ 

функция учун ҳам ечинг.
18. Компакт метрик фазо тўла ва сепарабел эканлигини 

исботланг.
19. т метрик фазода чегараланган, лекин компакт 

бўлмаган тўпламга мисол келтиринг.
20. р Ау)<?(х% у) {х=£у) шартни қаноатланти- 

рувчи шундай А  акс эттиришга мисол келтирингки, ушбу

А х ~ х
тенглама ечимга эга бўлмасин. *

21. X  тўла метрик фазо, Т : Х - ^ Х  узлуксиз акс этти- 
ришнинг бирор даражаси Тт кисқартирувчи бўлсин, яьни

Ттх —Т{Т . . . (Тх) . . . )

р(Тт х, Тгпу)<а.р(х,у),,0^а  <1.

У ҳолда Т ягона қўзғалмас нуқтага эга бўлишини исбот- 
ланг.

22. /  акслантириш [0,1] сегментни [0,1] сегментга 
ўзаро бир қийматли узлуксиз акслантириш бўлсин. У ҳол- 
да бу акслантиришнинг ҳеч бўлмаганда битта қўзғалмас 
нуқтаси мавжудлигини кўрсатинг.
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111 б о б

ТОПОЛОГИК ФАЗОЛАР

3 1- §• Топологик фазоларнинг таърифи ва мисоллар

Метрик фазоларнинг асосий тушунчалари (лимит нуқта. 
тупламнинг ёпилмаси ва ҳоказо) атроф ҳамда очиқ тўплам 
тушунчалари ёрдамида киритилган эди. Бунда атроф ва
04 ик тўпламлар кўрилаётган фазода берилган метрика би- 
лан аницланган эди. Умуман,- берилган тўпламда очиқ 
тўпламлар системасйни аксиомалар ёрдамида бевосита ки- 
ритнш мумкин.

Т аъриф . Т тўпламдаги тополошя деб, X  нинг қисм 
тўпламларидан иборат ва қуйидаги аксиомаларни қаноат- 
тантирувчи х системага айтилади:

1° .  0
2°. Агар к(/в}с:т бўлса, у ҳолда 11С*£т;

<3.̂ 1 а (- /
бу ерда индекслар тўплами /  ихтиёрий;

3°. 0 \, 0 2, . . . , Сп& ва п ихтиёрий натурал сон бўл- 
п

са, у ҳолда П Ск £ т.
*= 1

(Х,х) жуфтлик топологик фазо деб аталади. X  нинг 
т системага тегншли бўлган қисм тўпламлари очиқ тўп- 
ламлар деб аталади. Шундай қилиб, топологик фазони 
бериш—бу б1фор X тўпламни олиб, унда топологияни 
киритиш, яъни X  лннг очиқ тўплам дейиладиган қисм 
тўпламларини аниқлаш, демакдир. Топологик фазонинг эле- 
ментлари унинг нуқталари деб ҳам аталади.

Битта X тўпламда турли хил топологиялар киритиш 
мумкин бўлиб, бунда турли топологик фазолар ҳосил 
бўлади.

Т1 ва х2 системалар X  даги иккита топология бўлсин. 
Агар т, с :т 2 муносабат ўринли бўлса, т2 топология т, 
топологияга нисбатан кучлироқ топология дейилади ва 
х1< т2 кўринишда ёзилади. Бу ҳолда топологияни т2 
топологияга нисбатан кучсизроқ (сустроқ) ҳам дейилади. 
А1 и с о л л а р.

•• Ҳар қандай метрик фазодаги очиқ тўпламлар систе- 
Млсн топологиянинг 1°, 2° ва 3° аксиомаларини қаноатлан- 
иради. Демак, ихтиёрий метрик фазо табиий равишда то- 

пологик фазо ҳамдир.
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2. X ихтиёрий гўплам ва Ч унинг барча қисм тўплам- 
лари системаси бўлсин, деб фараз қилайлик. Унда (X, т) 
топатогик фазоднр. X  даги бундай топология дискретп то- 
пология  дейилади.

3. X  тўпламда фақат 0  билан X  дан иборат система 
ҳам топология ҳосил қилади (антидискрет топология),

Юқорида келтирилган 2- мисолдаги топология X  тўп- 
ламдаги барча топологияларнинг энг кучлисидир, 3- мисол- 
даги топология эса булар орасида энг кучсизидир.

4. Икки элементдан иборат Х = \а , Ь) тўпламда ҳаммаси 
бўлиб тўртта топология мавжуд. Улар қуйидагилардир:

т, =  ((а , Ь), 0 } , т2= { (а , Ь)% (а), 0 } , 
т3= { (а ,  Ь)у (Ь), 0 }, х4= { (а , Ь), (а), (Ь), 0 ) .

3.2- §. Атрофлар. Ёпиқ тўпламлар

Т а ъ р и ф . Агар топологик фазода бирор Л ва V тўп- 
ламлар учун А сдС?с: II муносабатни қаноатлантирувчи 0  
очиқ тўплам мавжуд бўлса, V тўплам Л тўпламнинг 
атрофи дейилади. Хусусан, Л = |д :0} бўлса, у ҳолда I / 
тўплам х 0 нуқтанинг атрофи дейилади.

1- т е о р е м а . Топологик фазода А тўплам очиқ 
бўлиши учун у ўзининг ҳар бир нуқтасининг атрофи 
бўлшии зарур ва кифоя.

И с б о т . Равшанки, агар А очиқ тўплам бўлса, у 
ўзининг ҳар бир нуқгасининг атрофидир.

Аксинча, агар ихтиёрий х $ А  учун шундай Ь'х очиқ 
тўплам мавжуд бўлиб, х£11хс:А  муносабат бажарилса, у 
ҳолда А — и 0 Х. Демак, А  тўплам очиқ тўпламларнинг

д- £  А
йиғиндиси сифатида топологиянинг 2° аксиомасига асосан 
очиқдир.#

Топологик фазодаги д: нуқтанинг барча атрофлари сис- 
темасини В (х) билан белгилаймиз.

Алгебраик системаларда (масалан, группа, ҳалқа, вектор 
фазоларда) одатда топология нуқталарнинг атрофлари сис- 
темаси орқали киритилади. Бундай киритилишнинг қонуний- 
лиги қуйидаги теоремадан келиб чиқади.

2- т е о р е м а . В (х )  система қуйидаги хоссаларга 
эга:

1) ихтиёрий V  £ В (х ) учун х ^ Ц ;
2) агарЦ  с : V ва 1 )£3  (х) бўлса, у ҳолда У ^В (х );
3) агар II, У £В (х) бўлса, Ц ( ) У ^ В  (х);
4) ҳар бир V £В  (х ) учун шундай № £ В (х) мав~
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жудки, барча у лар учун ^ £ В ( у )  муносабат

^Р^Аксинча, агар X  тўпламнинг ■ ҳар бир х  элемен-
га X нинг цисм тўпламларидан. иборагп ва 1)—4) 

шртларни цаноатлантирувчи В(х) система мос 
гт илган бўлса, у ҳолда X  тўпламда шундай ягона 

топология мавжудки, бу топологияда ҳар бир х  эле- 
иентнинг барча атрофлари системаси В(х) дан
иборатдир,

И с б о т . Агар В(х) система х  нуқтанинг барча атроф- 
лари системаси бўлса, у ҳолда 1 )-3 )  хоссалар осонгина 
кўрсатилади. 4) хоссани исботлаймиз. У$В(х) тўплам 
учун ушбу х ^ У Ғ а У  муносабатни қаноатлантирувчи ЧУ 
0чиқ қисм тўплам мавжуддир. № очиқ тўплам бўлгани 

г#учун  у ўзидаги ҳзр бир нуқтанипг атрофидир. Демак, бар- 
* ч а у бй7 учун У7£В(у). Бундан эса 2) хоссага кўра их- 

тиёрий у £ № учун ушбу V  £ В(у) муносабат ўринли, 
яъни 4) хосса исботланди.

Аксинча, В(х) система 1)—4) шартларни қаноатлан- 
тирсин. X  да х топологияни қуйидагнча киритамиз: агар 
ихтиёрий х  £ А  учун А £ В(х) муносабат ўринли бўлса, 
А  тўпламни очиқ деймиз ва бўш тўпламни ҳам очиқ деб 
ҳисоблаймиз. Демак.

(А £ х) <—> (V х  (  А, ( А £ В(х) ёки А =  0 ) .

Равшанки, X (х , 0 £ т .  Агар Са ( т (а£ /) бўлса 
0 С а ҳам т га тегишли бўлади. - 

. € /
Ихтиёрий 0 1УС2 тўпламларни оламиз. Агар 

С\ П О2= 0  бўлса, равшанки С, П С2
Энди Сх(\С2^= 0  ҳолни кўрамиз. Йхтиёрий х £ О х П С2 

элементни оламиз. т нинг таърифига асосан <?, £ В (х), 
С2$В  (х), демак, 3) га асосан С?4 П 0 2$ В(х). Агар С„

•• • , Оп £ х бўлса, математик индукция методини қўл-

лаб, П Ск £ т эканлигига ишонч ҳосил қиламиз. Шундай 
1

Қилиб, х система X  даги топологиядир.
Энди ҳар бир х  (  X  учун В(х) система х  элемент- 

нинг т топологиядаги барча атрофлари системасидан иборат 
зканлигини кўрсатамиз.

„ V тўплам д: элементнинг т топологиядаги бирор атрофи 
бўлсин. У ҳолда шундай А  очиқ тўплам мавжудки 
х  £ А а Ц .  Равшанки, А £ В (х) ва, демак, 2) га асосан
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V  £В{х).  Энди ҳар бир У£В(х)  тўплам х  нуцташшг х то- 
пологиядаги атрофи эканлнгини кўрсатамиз. Бунинг учун 
х ^ С / а У  шартни канодтлантирувчи ва х тополо*ияда очиқ 
бўлган V тўплам мавжудлигини кўрсатиш керак. II ни 
қуйидагича киритамиз:

Равшанки, х ^ Ц .  Энди И а У  ва V эканлигини 
кўрсатамиз. 1) шартдан ҳар бир у £  II элемент V га те- 
гишли эканлиги келиб чиқади, яъни Ц а У .

Ихтиёрий у££ / оламиз. 4) шартга асосан шундай 
VV 6 В(у) мавжудки, V € В(г) муносабат барча г  £ Ф лар 
учун ўринлидир. V  £ В(г) муносабат эса г  нинг V  га 
тегишли эканлигини кўрсатади, демак, 2) шартга
биноан 0 £ В  (у), яъни £ /£т ва шунинг учун V  тўплам 
х  нуқтанинг х топологиядаги атрофйдир.

Шундай қилиб, киритилган х топология учун В(х) 
система х  нуқтанинг барча атрофлари системасидир.

Энди бирор ^  топология учун ҳам В(х) система х  
нуқтанинг х4 топологиядаги атрофлари системаси бўлсин.
1- теоремага асосан

(А 6 х) <=> ( \ / х £ А  : Л 6 В (х) ёки Л =  0 ) ,  '
(А 6 Х|) <=> (V х £ А  : А 6 В (х) ёки Л = 0 ) .

демак, х=х,.,.
Т а ъ р и ф .  X топологик фазонинг ҳар иккита турли д: 

ва у нуқталарининг ўзаро кесишмайдиган мос равишда Vх 
ва Цу атрофлари мавжуд бўлса, бундай топологик фазо 
Хаусдорф фазоси дейилади; унинг топологияси эса ажра- 
тишнинг Т.г аксиомасини қаноатлантирувчи топология 
дейилади.

Масалан, ихтиёрий (X, р) метрик фазо Хаусдорф фазо- 
сидир. Бунда 11х, ё/у атрофлар снфатида мос равишда

Хаусдорф фазоси бўлмаган фазога мисол сифатида элемент- 
лари иккитадан кўп бўлган антидискрет топологияли фазо- 
ни олиш мумкин.

2- теоремадан кўринадики, X тўпламда топологияни 
унинг ҳар бир нуқтаси атрофлари системаси В (х:) ни бе- 
риш орқали киритиш мумкин.

Т а ъ р и ф .  х  нуқтанинг В(х) атрофлари системасидан 
бирор № (х) қисмини оламиз. Агар х  нуқтанинг ҳар бир 
V 6 В(х) атрофи учун Ц а У  муносабатни қаноатланти-

С1={уеХ:У£В(у)} .
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,рчи £/£ №(;с) тўплам мавжуд бўлса, у ҳолда №(х) шу 
а атрофлари системасининг базиси дейнлади.

Мисол .  Метрик фазода барча 5 (х, г), г > 0, шарлар 
уллами д: нуктанинг атрофлари системаси учун базис 

ташкил этади, хусусан, тўғри чизиқдаги барча ( х ~ е, 
т-ре), е> 0  интерваллар системаси х нуқтанинг атрофлари 
системаси учун базисдир. '

Т а ъ р и ф .  (X, топологик фазо бўлсин. АгаР М сг X
тўплам учун X \ М  очиқ тўплам бўлса (яъни Х \ М £ т ) ,  
уЙ ёпиц тўп.лам. дейшпади.

Топология таърифидан ёпиқ тўпламларнинг қуйидаги 
хоссалари келиб чиқади:

1) 0 ,  X—ёпиқ тўпламлар;
2) сони ихтиёрий Ға ёпиқ тўпламлар кесишмаси П Ғ а

ёпиқ тўпламдир; ^
3) сони чекли ёпиқ тўпламлар йиғиндиси ҳам ёпиқдир.
Бу хоссалар қуйвдаги дуаллик принципларининг нати-

жасвдир:

Х \  0 / ^  =  1) ( X V 7.) ;А *
Х \ ц ғ а =  п ( Х \ ғ а)

Ихтиёрий М тўплам берилган бўлиб, бирор х £ Х  нуқ- 
танинг ҳар бир V атрофи М тўплам билан бўш бўлмаган 
умумий қисмга эга бўлса, у ҳолда х нуқта М нинг ури- 
ниш нуқтаси дейилади.

Таъриф.  М тўпламнинг барча уриниш нуқталаридан
иборат тўплам М билан белгиланади ва М нинг ёпил - 
маси дейвдади.'
в М и с о л л а р .  1. Метрик фазолар учун тўпламнинг 
ёпилмаси тушунчаси 2.4- § да киритилган ёпилма тушун- 
часи билан мос тушади.

2. 3.1- §, 3- мисолдаги топологик фазода бўш бўлмаган 
ихтиёрий тўпламнинг ёпилмаси X га тенг. 
в Т а ъ р иф .  А тўпламдаги барча очиқ қисм тўпламлар 
йиғиндиси А нинг ияи дейилади ва 1п1 А билан белгила- 
нади.

Равшанки, 1п1 А тўплам Л нинг очиқ қисм тўпламла- 
\ Ри орасида энг каттасидир.

М и с о л л а р .  1. Дискрет топологик фазода ихтиёрий 
| тўпламнинг ичи шу тўпламнинг ўзига тенг.

2. Антидискрет топологик фазода X дан фарқли ҳар 
бир тўпламнинг ичи бўш тўплам.
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3. (X, р) метрик фазода А  тўпламнинг ичи А  нинг 
ички нуқталар тўпламидир (2.4- §).

Тўплам ёпилмасининг .хоссаларини ўрганишдан аввал 
қуйидаги муҳим муносабатни исботлаймиз:

Х\Ж =1п1 ( Х \ М ) .  (1)
Дарҳақиқат, агар х: £ Х \Л 4  бўлса, у ҳолда х  нуқта М 
нинг уриннш нуқтаси эмас, яъни унинг М  билан кесиш- 
майдиган, ва демак, Х \ М  тўпламда жойлашган IIх атро- 
фи мавжуд. Демак, х  6 1п1 (Х \Ж ), яъни

Х \ М с  1п* ( Х \ уИ).
Энди л: £ 1п1 (Х \Ж ) бўлсин. 1п1 ( Х \ М )  тўплам очиқ 
бўлгани сабабли, у х  нуқтанинг М билан кесишмайдиган
атрофидир, яъни х  £ М.  Демак, х  £ Х \Ж ,  яъни

Л \А * Ь 1п{ ( Х \ М) .
(1) муносабат исботланди.
Исботланган муносабатга асосан

7Й =Х \1п1 (Х \М ).

Демак, М ёпиқ тўпламдир. Энди Ғ  тўплам М  ни ўз 
ичига олган ихтиёрий ёпиқ тўплам бўлсин. У ҳолда Х \ ^  
очиқ тўплам ва Х \Д с :Х \Л 1 .  Шунинг учун Х \Ғ с:1п1  
( Х \  М), бундан / ^ Х ^ п !  ( Х \ Ж ) —М.  Шундай қилиб,
М  тўплам М  ни ўз ичига олган ёпиқ тўпламлар орасида 
энг кичигидир. Метрик фазолардагидек (2.4- §, 1- теоре- 
ма), тўпламнинг ёпилмаси қуйидаги хоссаларга эга:

1) М а М ;  ^
2) агар М ^ М 2 бўлса, М гс:М 2;
3) Ж, [\М ,= М ^  и Ж,; ^
4) Ж = Ж ,  бу ерда М тўплам М нинг ёпилмаси.
Т а ъ р и ф .  Агар М = Х  тенглик ўринли бўлса, М  тўп- 

лам X нинг ҳамма ерида зич дейилади.
Масалан, /?! тўғри чизиқда барча раиионал сонлар 

тўплами унинг ҳамма ерида зич, шунингдек, Яп фазода 
ҳамма координаталари раиионал сонлар бўлган барча нуқ- 
талар тўплами унннг ҳамма ерида зичдир.

Агар (X, *) топологик фазонинг ҳамма ерида зич саноқ- 
ли қисм тўплам мавжуд бўлса, бу топологик фазо сепа- 

. рабел топологик фазо дейилади.
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рик
Доисоллар .  1. 2.5- § да келтирилган сепарабел метт 
фазолар сепарабел топологик фазоларга мисол булади.

2. Анткдискрет топологик фазо доим сепарабел фазо-

^ (X, т) фазонинг бирор ¥  қисмини олиб, ушбу ху — 
=: {6 П ¥ : С £ х) системасини тузамиз. Равшанки, (¥, )
топологик фазодир. Бу топологик фазо (X, т) топологик 
фазонинг қисм фазоси дейилади. Бу ҳолда ху топология- 

т топологиянинг ¥  қисм тўпламга кўчирилгани дейи-
лад».

Қуйидаги иборалар осонгина исботланади:
\ ) Ф а ¥  тўплам у £ ¥  нуқтанинг ху топологиядаги 

атрофи бўлиши учун у нуқтанинг т топологияда XV — 
_  у  0 и  шартни қаноатлантирувчи V агрофи мавжуд бў- 
лиши зарур ва кифоядир;

2) (¥, ту) фазодаги ҳар бир ёпиқ тўплам X Даги би- 
рор ёпиқ тўпламнинг ¥  билан кесишмасидан иборат;

3) ¥  даги М тўпламнинг т к топологиядаги ёпилмаси 
М нинг т топологиядаги ёпилмаси билан ¥  нинг кесиш- 
масидан нборат.

3. 3- §. Топологик фазоларни узлуксиз акс эттириш

Т а ъ р и ф .  (X, т), (¥, () топологик фазолар, / : Х - » - К  
акс эттириш ва х 0(т X бўлсин. Агар /  (^0)—Уо нуқта- 
нинг ҳар бир V  атрофи учун х 0 нинг /  ( 1Х)сг ё/ шартни 
қаноатлантирувчи V  атрофи мавжуд бўлса, /  акс эттириш 
х 0 нуқтада узлуксиз  дейилади. Агар /  акс эттириш 
X нинг ҳар бир нуқтасида узлуксиз бўлса, у X  да у з - 
луксиз ёки, қисқача, узлуксиз дейилади. Хусусан, X 
топологик фазони тўғри чизиққа узлуксиз акс эттириш 
X фазодаги узлуксиз функция дейилади.

Бирор топологик фазони иккинчи бир топологик фазо- 
га акс эттиришнинг узлуксизлигини очиқ тўпламлар ёр- 
дамида ҳам таърифлаш мумкин.

Ь  т е о р е м а .  (X, т) топологик фазони (¥ , I) то- 
ъологик фазога акс эттирьии узлуксиз бўлиши учун  
¥  фазодаги ҳар бир очиқ тўпламнинг X даги асли  
очиқ бўлиши зарур ва кифоядир,

И с б о т .  / : Х — ¥  узлуксиз акс эттириш ва С с  К 
оирор очиқ тўплам бўлсия. / —1 (0) тўпламнинг X да 
очиқлигини кўрсатамиз. Ихтиёрий х 0 £ / ~ 1 (0) элементни 
оламиз. У ҳолда /  (х0) £ О ва 0  тўплам очиқ бўлгани 
>чун у ўзнцинг /  (х0) нуқтасинннг атрофи ҳамдир. Шунинг
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у ч у н / а к с  эттиришнинг узлуксиэлигидан х 0 нинг Д £ /)с :0  
шартпи қаггоатлантирувчи V  атрофи мавжудлиги келиб 
чиқади. Бундан V с г /~ 1 (0) эканлиги ва, демак, / ^ 1 (0) 
нинг очиқ тупламлиги келиб чиқади.

Энди /  акс эттириш учун У даги ҳар бир очиқ тўп- 
ламнинг асли X  да очиқ бўлса, у ҳолда /  нинг узлук- 
сизлигини кўрсатамиз. Ихтиёрий х 0 £ X  нуқтани олиб,
/  (х 0) нинг бирор 0  атрофини олайлик. Умумиятликни 
бузмаган ҳолда О ни очиқ тўплам деб фараз қилишимиз 
мумкин. Агар /  _1 (0) тўпламни V  билан белгиласак, у 
ҳолда х 0 £ V  ва О очиқ тўплам, демак, у х 0 нинг атро- 
фи ва У (О) с0..у.

Тўплам тўлдирувчисининг асли шу тўплам аслининг 
тўлдирувчисига тенг бўлгани учун 1-теоремадан қуйида- 
ги теорема бевосита кедиб чиқади.

2 -  т е о р е м а .  (X , т ) топологик фазони (У, I) цго- 
пологик фазога акс эттириш узлуксиз бўлиши учун 
У даги ҳар бир ёпиқ тўпламнинг X даги асли епиқ  
бўлиши зарур ва кифоядир.

Математик анализдан маълум бўлган узлуксиз функ- 
цияларнинг суперпозициялари узлуксиз бўлиши ҳақидаги 
теорема топологик фазоларни узлуксиз акс эттиришлари 
учун қуйидагича умумлаштирилади.

3 -  т е о р е м а .  X, У, X топологик фазолар ва 
/ :  А — £ :  У-+Х узлуксиз акс эттиришлар бўлсин. 
У ҳолда  ( £ \ / ) : Х —*Х акс эттириш ҳам узлуксиздир 
(бу ерда (£0/ )  ( * ) = £ ( / ( * ) ) .

Теореманинг исботи 2- теоремадан бевосита келиб 
чиқади.

Т а ъ р и ф. X топологик фазони У топологик фазога 
/  акс эттириш қуйидагн икки шартни қаноатлантирса, у 
гомеоморф акс эттириш ёки гомеоморфйзм дейилади:

1) /  ўзаро бир қийматли акс эттириш ва /  (А) — V
2) /  ва / ~ 1 —узлуксиз акс эттнришлар.
Бу ҳолда X ва V фазолар ўзаро гомеоморф топо- . 

логик фазолар дейилади.

М и с о л. Я ва ( — у »-у) топологик фазолар гомео*

морф фазолар, бунда / :  ( ~ у »  у )  -* /? гомеоморфизмни 

қуйидагича аниқлаш мумкин:
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3.4- §. Компактлик

(X, х) топологик фазо бўлсин. Агар А тўплам ва би- 
р0р1 (6х } а€ / тўпламлар системаси учун А с : у 0  муно-
сабат бажарилса, } а€ /  система А учун қоплама де- 
Йи^ади. Агар бу системанинг бирор қисми ҳам А учун 
коплама бўлса," у қисм қоплама дейилади.
* Агар {&*} «6 /  қопламага кирувчи ҳар бир 6* тўплам 
очик бўлса, бу қоплама А учун очиқ қоплама дейи- 
лади.

Т а ъ р иф .  Агар А тўпламнинг ихтиёрий очиқ қопла- 
масидан чекли қисм қоплама ажратиб олиш мумкин бўл- 
са, А компакт тўплам  дейилади.

’ : а £ Г) қисм тўпламлар еистемаси берилган бўл-
син. Агар бу системанинг ихтиёрий чекли қисм система- 
сининг кесишмаси бўш бўлмаса, бундай система марказ- 
ланган система дейилади.

1-  т ео ре ма .  (X, тополошк фазо компакт бў- 
лиши учун ундаги ёпиқ тўпламлардан иборат ҳар  
қандай марказланган системанинг кесиисмаси бўш 
дўлмаслиги зарур ва кифоядир.

Исбот. Агар {0 а } а£ /  очиқ тўпламлардан иборат сис- 
тема бўлса, у ҳолда {Ға « Х \ О а } а € /  система ёпиқ тўп- 
ламлардан иборат. Теореманинг исботи қуйидаги дуаллик 
прннципидан бевосита келиб чиқади: ихтиёрий / 0с : /  
учун

х \ и с .  =  п / г«‘.* * ■
а €А) “ € /о

2 -  т е о р е м а .  Компакт фазонинг ёпиқ қисм тўп- 
лами компакт тўпламдир.

И с б о т .  Ғ  тўплам X компакт фазонинг ёпиқ қисм 
тўплами ва {Ғ* :<*£/} система Ғ  нинг ёпиқ қисм тўп- 
ламларидан иборат ихтиёрий марказланган система бўлсин. 
У ҳолда ҳар бир Ға , * £ / 'тўплам X да ҳам ёпиқ бўлади 
ва демак, {Ға : а £ / }  система X даги унинг ёпиқ тўплам- 
ларидан иборат марказланган системадир. Бундан ПҒаФ 0

а € /
эканлиги келиб чиқади. 1-теоремадан Ғ  нинг компакт 
эканлиги келиб чиқади.*

3 -  т е о р е м а .  Хаусдорф• фазосининг компакт қисм 
тўплами ёпиқдир.

Исбот. X Хаусдорф фазоси!_А/‘ эса унинг компакт қисм 
тЎплами бўлсин. Ихтиёрий у нуқтани оламиз; унда
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ҳар бкр х £ К  иуқта учун х  ва у ларнинг мос равишда 
шундай очиқ бўлган Ух ва и р  атрофлари мавжудкн, 
Ух П ^ Г(уА)= 0 .  {Ух \ х £ к }  система Н учун очиқ қопда- 
ма, демак, унинг чекли

V V Vг Х  ̂ г Х2* • ■ ■ » ¥ Хп
қисм қопламаси мавжуд. Энди £/=£/<*> П П . . .  
Л и[хп> ва У=УХ ^ Ух М . . .  м Vх очиқ тўпламларни ол-

сак, у ҳолда £/у тўплам у нуқтанинг очиқ атрофи бўлиб, 
Оу П V— 0 ;  б.ундан и у (]К—0  эканлиги, яъни у ^  ~К 
муносабат келиб чиқади. Шундай қилиб, К а К  муносабат 
исботланди. Тўплам ёпилмасининг хоссаларига кўра К = К  
тенглик келиб чиқади.*

Компакт фазоларнинг узлуксиз акс эттиришлари қа- 
тор муҳим хоссаларга эга.

4 -  т е о р е м а .  Компакт фазонинг узлуксиз акс эт- 
тиришдаги тасеири кояпакт фазодир.

И с б о т. X  компакт фазо, /  эса X  ни бирор У фазо- 
га узлуксиз акс эттириш бўлсин. /  (X) фазонинг ихтиё- 
рий {С* :*£Г}  очиқ қопламасини оламиз, яъни 
С1 0* с  /  (X). Сўнгги муносабатдан Х =  /~~х (С*) тенг-

а а ё г
лик келиб чиқади. Бундан ва /  нинг узлуксизлигидан 
{ /—1 ((7в) :ос£/} система X нинг очиқ қопламаси эканлиги 
келиб чиқади ва, демак, ундан чекли қисм қопламани

т
ажратиб олиш мумкин, яъни ушбу [] / -1 (С*. )= Х  тенг-

т
ликни ёзишимиз мумкин. Бундан /  (Х )= | \ 0*. тенглик

келиб чиқади, яъни Оа„ Сн, . .  . , С*т система /  (X) ни
қоплайди, демак, /  (X) компактдир.

5- т е о р е м а .  X компакт фазони V Хаусдорф фа- 
зосига ўзаро бир цийматли ва узлуксиз  /  акс этти~ 
риш гомеоморфизм булади,

И с б о т .  Теоремани исботлаш учун / ~ 1 нинг узлук- 
сизлигини кўрсатиш кифоя. Ғ  тўплам X нинг ёпиқ қисм 
тўплами бўлсин. 2- теоремага кўра Ғ  компактдир. Эндн
4- теоремани қўллаб, /  (Ғ) нинг компакт эканлигиии 
кўрамиз, ва, ниҳоят, 3- теоремага кўра /  (Ғ) ёпиқдир. 
Д еш к ихтиёрий ҒсиХ ёпиқ тўплам учун (/‘' 1)_1 (Ғ)=
=  /  (Ғ) ёпиқдир. 3.3- § даги 2- теоремага асосан / ~ 1 
узлуксиз.#
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0. т е о р е м а. X конпакгп фазода /  узлуксаз функ-
1.я бералган бўлсин . У ҳолда  /  фукция X фазода 

^гараланган бўлиб, ўзининг аниқ юқори ва қуйи
иегараларига эга.

И с б о т .  X  компакт фазода аннқланган /  узлуксиз 
. уНКция X  НИ Хаусдорф фазоси бўлмиш /? га узлуксиз 
акс эттирйш демакдир. 4- теоремага кўра /  (X) компакт- 
дир- Бундан /  (X) нинг /? да чегараланган ва ёпиқ тўп- 
лам эканлиги келиб чиқади, ва демак, /  функция X да 
ўзининг аниқ юқори чегарасига ва аниқ қуйи чегарасига 
эришади.*

3.5-§. Ф азоларнинг тогюлогик кўпайтмалари

X  ва У топологик фазолар бўлиб, XX У эса улар- 
нинг тўғри кўпайтмаси бўлсин, яъни

X X  У={ { х , У ) - х £ Х % V £ У}.
Ихтиёрий (х , у) £ Х Х У  ни олиб, В (х) ва В(у) орқали 
мос равишда х  ва у  ларнинг барча атрофлари системасини 
белгилаймиз. .

Энди XX  У тўпламдаги (х, у) нуқтанинг В(х, у) 
атрофлари системасини қуйидагича киритамиз. Агар 
А с= X X У тўилам бирор и хХ и у (Ох € В (*), С/у £ В  (у)) 
тўпламни ўз ичига олса, А  ни В (*, у) нинг элементи 
деб ҳисоблаймиз. Ҳосил бўлган В (х, у) система 3.2- §,
2- теоремадаги 1) — 4) хоссаларга эга. Бунда 1) — 2)-хос- 
салар равшан. 3) — 4) хоссалар эса В (х), В (у) система- 
ларнинг мос хоссаларидан келиб чиқади.

Демак 3.2-§ даги 2- теоремага кўра X X  У тўпламда 
шундай ягона т топология мавжудки, бу топологияда 
В (х, у) система (х, у) нуқтанинг атрофларини ташкил 
қилади.

(XX У, х) топологик фазони X ва У топологик фазо- 
ларнинг топологик кўпайтмаси дейилади. х топология
эса X ва У даги топологияларнинг кўпайтмаси дейи- 
лади. ,

Топологик кўпайтма тушунчасини сони чексиз топо- 
логик фазолар учун ҳам аниқлаш мумкин. {Х« А} 
топологик фазолар системаси бўлсин. П Х а орқали
X  ( г  л \  а'*•« V* Е А) фазоларнинг тўғри кўпайтмасини белгилаймиз,
Ъни П Х% барча шундай системалар тўпламики,

«
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х  нинг х* координатаси X* фазога тегишлидир. Бироп 
х®—{х§  £ Г1 Х« элементни оламиз. А  тўпламдан ихтиёрий

а
сони чекли а,, а2, . . . , ал индексларни ва х° элемент- 
нинг х®, , х^п координаталарини оламиз. ,
Ухо , . . . , бАо тўпламлар мос равишда х°, х ®, . .

«, а„ ‘ * *

нуқталарнинг атрофлари бўлсин; қуйидаги тўпламни
° Л

аниқлаймиз:

^ о =  ( } :  *«* € £/,2 . (I)

П Ха тўпламдаги (1) кўринишга эга бўлган қисм тўплам-
а €л
лар системасини Ғ  (х°) билан белгилаймиз. Энди В (лс°) 
системани қуйидагича аниқлаймиз. Агар № тўплам ва 
бирор и хо £ Ғ  (х°) учун муносабат ўринли бўлса,
МР £ В (хс) деб ҳисоблаймиз. В (л:°) система 3.2- §, 2- тео- 
ремадаги 1) —4) хоссаларга эга. Ҳақиқатан, 1), 2) хос- 
салар равшан. 3) хоссани исботлаймиз. Агар II, V £ В (я0) 
бўлса, у ҳолда

ц=>ил. =  [{X,) :  х .к (. и хо , а=171).

У=>УХ. =  ({х.> : х , ( € 1/,о , 1=  1 т )•

Демак,
У Л 1/ГЗ и х. п у х. =  ({X. ) :  Х ..е  V  € V ,

к —\ ,л,£=э 1,т)*

Равшанки, б/,» П ^  (*°) демак, (УПКбЯ (х°)
4) хосса ҳам шунга ўхшаш исботланади.

3 .2-§ , 2- теоремага кўра ПХа тўпламда шундай ягона
а €  А

т топология мавжудки, унда ихтиёрий х  £ П Х« нуқтанинг
а €  А

барча атрофлари системаси вазифасини В (х) бажаради. 
Ғ  (х) эса В (х) учун базис бўлади.

Т а ъ р и ф  (ПХ«, *) топологик фазо Х «, а £ А  топо- 
*

логик фазоларнинг топологик ёки Тихонов кўпайтмаси 
дейилади, т топология эса Тихонов топологияси дейи- 
лади.
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1 - т еорема .  Агар ҳар бир а £ А учун  X, Хаусдорф 
фазоси бўлса, у ҳолда уларнинг топологик кўпайт - 
яаси ҳам Хаусдорф фазосидир.

И с б о т .  Агар х, у € П Ха ва хф у  бўлса, у ҳолда
а £ А

шундай «о £ А  мавжудки, х ч Фуа, бўлади.
Ха0 Хаусдорф фазоси бўлгани учун х а0 ва у«0 нуқта- 

ларнинг мос равишда шундай ва КУво атрофлари мав- 
жудки, улар учун ПКУво- 0 .  Ушбу

У Х ~  { { - « } •  2°о € ^Жа0Ь =  {& а }  * 2«о €  Куво)
тўпламлар мос равишда х  ва у нуқталарнинг Тихонов 
топологиясидаги атрофлари бўлиб, СУх ПУу= 0  шартни 
қаноатлантиради. Демак, ( П Х , , т)—Хаусдорф фазоси.*

а £  А
Энди умумий топологиядаги энг муҳим теоремалардан 

бири бўлган А. Н. Тихонов теоремасини исботсиз келти- 
рамиз1.

2- т е о р е м а  (А. Н. Тихонов теоремаси). Агар ҳар  
бир а £ А учун Ха компакт топологик фазо бўлса, • 
ПХа ҳам компакт фазодир.
л  €  А

М А Ш К  У Ч У Н М А С А Л А Л А Р

1. Уч элементдан иборат бўлган X тўпламдаги ҳамма 
топологияларни топинг.

2. Чекли тўпламдаги Т2 топология дискрет бўлишини 
исботланг. Аг={1, 2 , 3, . . .} тўпламда-чи?

3. (X, т) топологик фазо, {*„} эса X даги кетма-кет- 
лик бўлсин. а £ X нинг ичтиёрий II атрофи учун п >  N  
бўлганда х п £ I) бўладиган N  сонлар топилса, а нуқта 
{хп} нинг лимити дейилади.

Хаусдорф фазосида кетма-кетликнинг лимити биттадан 
ортиқ бўлмаслигини кўрсатинг. Фазо Хаусдорф аксиома- 
сини қаноатлантирмасачи?

4. Агар (К, )̂ топологик фазо бўлиб, /  акс эттириш 
А тўпламни У фазога акслантирса, у ҳолда

/ - ,^(/)={/~, (О):С7€0
сигтема X да топология бўлишини кўрсатинг. Бу тополо- 
гия * топологиянинг X даги „асли“ деб ҳам юритилади.

1 Тесреманинг исботи, масалаи, [25] к и тобн и н г 194- б е т и д а  
к -'* [ я,>илган.
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5. (X, т) топологик фаэо, У а Х ,  I : У-+Х эса I (у) =  
бўлган акслантириш дейлик. 1~1 (г) топология т нинг 3 
га кўчирилгани эканлигини исботланг.

6. (X, т) топологик фазони (К, /) топологик фазог, 
/  акс эттириш узлуксиз бўлиши учун / _1 (/) ТОПОЛОГИ! 
т топологиядан кучсизроқ бўлиши зарур ва кифоялигиш 
кўрсатинг.

7. (X, т) ва ( Қ  0  топологик фазоларнинг топология 
лари метрикалар билан аниқланган бўлсин. Берилгағ 
/ : Х - — >У акс эттиришнинг узлуксизлик таърифи 2- бобдг 
келтирилган метрик фазолардаги узлуксизлик таърифи би 
лан тенг кучли эканлигини исботланг.

8. Қ да шундай ть  т2, х3 Г 2- топологиялар киритингки, 
натижада ҳосил бўлган топологик фазолар гомеоморф 
бўлмасин.

9. Я  даги табиий топологияни X =  [0,1 ] 1] [2,3] ва 
К = [0,2 ] қисм тўпламларга кўчирайлик. X ни У га акс- 
лантирувчи ўзаро бир қийматли, узлуксиз, лекин гомео- 
морфизм бўлмаган акслантириш қуринг.

10. Нп фазода бирор қисм тўплам компакт бўлиши 
учун у чегараланган ҳамда ёпиқ бўлиши зарур ва кифоя 
эканлигини исботланг.

11. Метрик фазолар учун 2- бобда киритилган ком- 
пактлик тушунчаси шу бобдаги компактлик тушунчаси 
билан устма-уст тушишини кўрсатинг.

12. (X,, т^), (Х2, т2) — топологик фазолар, тч гХ ^Х  
Х Х г-* Х / акслантириш (л:,, х 2) ~  х ( (/ — 1 ,2 ) каби 
аниқлансин (проекциялар), Х {Х Х 2 даги Тихонов тополо- 
гияси ва узлуксиз бўлган энг кучсиз топология 
бўлишини кўрсатинг.

13. Агар топологик фазода ҳар бир нуқтанинг атроф- 
лари системасининг саноқли базиси мавжуд бўлса, топо- 
логик фазо саноқлиликнинг биринчи аксиомасини 
қаноат лант ирувш  фазо дейилади. {Ха , а £ Д} тополо- 
гик фазолар системаси бўлиб, ҳар бир X* фазо Н фазога 
гомеоморф бўлсин. У ҳолда П X* топологик фазони # л

« €  д
билан белгилаймиз. /?л топологик фазо саноқлиликнинг 
биринчи аксиомасини қаноатлантириши учун А тўплам 
саноқли бўлиши зарур ва кифоялигини исботланг.
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IV боб

НОРМАЛАНГАН ФАЗОЛАР

4 1 -§ . Нормаланган фазо таърифи ва унинг баъзи
хоссалари

Т а ъ р и ф .  V вектор фазо бўлиб, р функционал V ни 
тўғри чизиққа акс эттирсин. р функционал ушбу шарт- 
ларни қаноатлантирса, у норма дейилгди:

1) фақат х  = 9 учун р(х) — 0;
2) р(х + у ) <р(х )  +  р(у );
3) р (}х) = \>\р (х), X — сон.
Норма киритилган вектор фазо нсрмаланган фазо 

дейилади, х  элементнинг р(х) нормаси одатда ||х|| билан 
белгиланади. Агар р(х, у) билан \\х — у|| сонни белгиласак, 
р(х, у) метрика эканлиги бевосита кўриниб турибди. Де- 
мак, ҳар қандай нормаланган фазо метрик фазодир.

М и с о л л а р.
1. X ҳақиқий сон учун ||Х|| =  |Х| деб олсак, у ҳолда 

/?, яъни тўғри чизиқ нормаланган фазо бўлади.
2. п ўлчамли Нп ҳақиқий фазода х  =.(Х1 , х 2, . . . ,х л) 

элемент учун ,Евклид кормасини қуйидагича киритамиз:

1М1 =  У  1**1’. (I)г к~ 1

Бунда кормгнинг 1) ва 3) шартлгри бажарилиши рав- • 
шан, 2) шарт эса 2.1-§  даги (2) тенгсизликдан келиб 

чиқади.
Шу фазонинг ўзида қуйидаги нормаларни ҳам кири- 

тиш мумкин:

М 11 =  2  \хк\. ' (2)
А=1

1М1» =  шах|х*|. (3)
; К к < п

п ўлчамли Сп комплекс фазода ҳам (1), (2), (3) кабн 
нормаларни кўриш мумкин.

3. С [аэ ь\ фазода нормани қуйидагича аниқлаймиз:

||^ || =  ш ах |/(/) |.
а<(<Ъ
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Равшанкн, бу норма учун ҳам 1) ва 3) шартлар бе- 
воеита бажарилади. 2) шартнинг бажарилишини кўрсата* 
миз. Ҳар қандай /£  [а, Ь\ нуқта ва / ,  £  функциялар учун 
қуйидаги муносабатлар ўринлидир:

I ( /  • +  ё) ( о  I = | / ( < ) + I <  т  I + 1 £(<) I <
шах| Д01  +  шах |*(<) | =  ||/)| + 1|£||.

а<1<Ь а<1<Ь

/ ихтиёрий бўлгани учун

| | /  +  £|| =  ша XI ( / + 8) (<) I <  11/11 + 1|* || •
а<1<Ь

4. т вектор фазода д: =  (*1 , х 2, , . . .  , х п, . . .) эле- 
ментнинг нормаси деб ушбу

и * | | = ^ ч р  1 * * 1
1 < Ж »

сонга айтамиз. Норманинг аксиомалари бевосита текшири- 
лади.

Нормаланган V  фазонинг У0 вектор қисм фазоси ёпиқ 
бўлса, у ҳолда У0 ни нормаланган V  фазонинг қисм фазо- 
си дейилади.

Учинчи мисолдаги С \а, Ь\ фазода Р (х) кўпҳадлар 
тўплами ёпиқ бўлмаган вектор қисм фазодир, демак, нор- 
маланган фазо маъносида Р(х)  фазо С[а,  Ь\ нинг қием 
фазоси эмас.

Нормаланган V  фазода Л тўпламнинг чизиқли кобиғи 
бўлган С [Л\ вектор қисм фазони оламиз. С [Л] нинг 
ёпилмаси Л тўпламнинг чизиқли ёпилмаси, дейилади ва
Ц А \ билан белгиланади. Агар {.х*} системанинг чизиқли 
ёпилмаси V фазога тенг бўлса, у ҳолда {л:л} т ўла сис- 
тема дейилади.

Юқорида айтиб ўтганимиздек, нормаланган фазолар 
метрик фазоларнинг хусусий ҳолидир. Демак, бундай 
фазоларнинг тўла ёки тўла эмаслиги ҳақида гап юритиш 
мумкин. Норма ёрдамида фазонинг тўлалиги қуйидагича 
ифодаланади:

Ушбу \\хп — ^ 1 1 ^ 0  Шартни қаноатлантирувчи ихтиё-
п,т-*х>

рий кетма-кетлик учун шундай х 0£ £  элемент мавжудки, 
х п-+х0 муносабат бажарилади.

Тўла нормаланган фазо Банах фазоси ёки В-фазо 
дейилади ва нормаланган фазолар ичида муҳим роль ўйнай- 
ди. Юқоридаги /?, /?я, С[а, Ь\, т фазоларнинг тўлалиги
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.* бобда кўрсатилган эди, демак, улар Банах фазоларидир. 
пнг мисоллар кўрамиз.
Л 5) С3[<2, Ь\ фазода (2.6-§) нормани қуйидагича кири- 
<г#миз.‘

у /2
х \ 1) а*\ .

Норма аксиомалари бевосита текширилади (фақат ҳчбур- 
чак аксиомасини кейинчалик умумий ҳолда исботлаймиз 
(Коши — Буняковский тенгсизлиги)). 2.6- § да бу _ фазо- 
нинг тўла эмаслиги кўрсатилган.

6) /2 фазода нормани

' 1И1 =  | /  £  а?. х  =  (а, ,  аъ . ... . а„, . . .)

кўринишда киритсак, /2 фазо В фазога мисол бўлади.

V  нормаланган фазо бўлиб, V фазо V  ни ўз ичига
л

олувчи В фазо бўлсин. Агар V фазо V  нинг ҳамма ерида
л

зич бўлса, у ҳолда V фазо V нинг тўлдарувчиси дейи- 
лади.

1- т е о ре ма. 'Ихтис-рий нормаланган фазо ягона 
тўлдирувчига эга.

И с б о т .  Метрик фазоларнинг тўлдирувчи фазоси ҳақи-
А

даги теоремага асосан V  нинг тўлдирувчисн бўлган V
метрик фазо мавжуд. Биз шу метрик фазога V  даги алгеб-

л
раик амалларни давом эттиришимиз керак. V  нинг лг, у 
элементларига яқинлашувчи бўлган ва V  фззонинг эле- 
ментларидан иборат (л:„} ва (у„) кетма-кетликларни оламиз 
ва гп =  х п + у п элементларни тузамиз, гс =  1,2, . . .  . Ушбу

• II*,. -  *Л  <  1К -  *  Л  +  |[у« -  у «II —
муносабатдан {г п} кетма-кетликнинг фундаментал эканлиги

„ А
куриниб турибди. Демак, гп кетма-кетлик V фазодаги 
бирор г  элементга яқинлашувчидир, яъни Л т 2л = 2:.-Бу

П-+00
г  элементни х  ва у элементларнинг йиғиндиси деймиз, 
яъни г = х  + у. Аниқланган г  элемент {хп) ва (ул) қетма- 
кетликларга боғлиқ эмас. Дарҳақиқат, агар \х 'п), (у^) мос
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равишда х  ва у элементларга яқинлашувчи бошқа кетма- 
кетликлар бўлса, у ҳолда г'п =  х п +  у ’п учун

Цгя — г;|| <  \\хп — х'п\\ +  ||У„ -  у;ц —  0,
П~*-оо

демак, Пш г п ~ 1 т  г ’п.
«-*• 00 Я~*ЧХ)

д
Шунга ўхшаш V матрик фазода сонга кўпайтириш

амалини кирш’иш мумкин. Бейосита кўриниб турибдики,
л
V фазода киритилган алгебраик амплар V  фазода кўрил-
са, ундаги берилган амаллар биин устма-уст тушади.

л
Шундай қилиб, V  вектор фазога айлантирилди. Энди

л
х £  V  элемент учун нормани ушбу

|М1 =  Р (-< 0) =  И т  р (х„, 0) =  Пш||хя||
л-*со л-*л»

(хп -> х, х п е V)

кўрияишда аниқласак, V нормаланган фазо бўлади. V  фазо
л
V  нинг вектор қисм фазосини ҳосил қилади.

А
Киритилган норма V фазод! мегрикани ҳосил қиагани

А
учун V  фазо 5-фазодир ва V  нинг ҳамма ерида зичдир,

д
яъни V  флзо нормлланган V фазонинг тўлдир/вчиси. Ни-
ҳояг, тўлдирузчи фазонияг ягоналигини исботлаймиз.

л
Тўлдирувчи V метрик фдзонинг ягоналиги 2.7- § да исбот-

,л ,

ланган. Демак, V фазодаги алгебраик амзлларнинг ягоиа- 
лигини исботласак бас. Бу эса амалларнииг узлуксизлиги- 
дан келиб чиқади. Дарҳақиқат, йиғииди г  =  х  ^у ва 
г  = х -{ -2у  кўринишларда аниҳланган бўлсин. У ҳолда 

Уп~*У (хп*Уп$У) муносабатдан +  Уп х\-\- ху 
ва х п гЬ У п ^  х  4- 2у. Яқинлашувчи кетма-кетлик ягона 
лимитга эга бўлгани учун х  4- ^у =  х  4- 2у.

Шунга ўхшаш, сонга кўпайтириш амалининг ягоналиги 
кўрсатилади.#

Банах фазосига муҳим бир мисол кўрамиз. X компакт 
топологик фазо бўлиз, С(Х) фазо X да аниқланган узлук-
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б) ихтиёрий е>0 учун ҳар бир х£Х нуқтанинг шундай V атрофа топиллдики, ушбу 
тенгсизлик исталган у £ V ва /£Ф учун бажарилади, яъни Ф текис даражада узлуксиз.
У ҳолда Ф тўплая С(Х) Банах фазосида нисбий компакт тўплам бўлади.
И с бот. С (X) тўла бўлганлиги учун 2.8- § даги 2- тео-ремага асосан Ф нинг тўла чегараланганлигиня 
кўрсатиш кифоя.
Ихтиёрий е>0 оламиз. X фазо компакт бўлгани учун шундай хи х?, ... , хп£Х нуқталар мавжудки, уларнин 
б) У ф й
у и ?,
б) хоссадаги Уи 
п
X га тенг, яъни X = \] \Дх) -/(х,) | < '=
Бу тенгсизликдан ва а) чегараланганлиги, яъни 
уқр уди, уларнинг
Уп атрофларининг йиғиндиси 
ва Ф, х 6 У{, 1 < /< п). (5)
шартдан Ф тўпламнинг текис 

келиб чиқади.
О тўпламни қуйидагича аниқлаймиз:
(6)

Ҳар бир /£Ф функцияга миз, бу ерда 
я сгС" нуқтани мос қўя-

Пп тўплам Сп фазода чегараланган, демак, у тўла чегара-ланган. Яъни шундай /,, /2, ... , /т£Ф функциялар 
топиладики, ҳар бир р(/) бирор р(/й) нуқтадан е дан кичик масофада жойлашган. Демак, ихтиёрий/лФ учу: 
шундай к топиладики (1^лл т),
X фазонинг ҳар бир х нуқтаси бирор Уг ичида жойлаш-ган, демак, шу I учун 
\/(х) - ДХ1) |<е ва |Л (х) -Л (х,) | <в. Булардан 
Ш ~Ш | <\/(х) ~/(Х1) | + |/{Х{) -Л(л) | +
Пемак, ихтиёрий е учун чекли 3 е- тўр мавжуд, яъни Ф 
л - чегараланган
Мазкур параграфни чекли ўлчамлн нормаланган фазо-ларни ўрганиш билан якунлаймиз.
Таъриф- Бирор Уи У% нормаланган фазолар орасида ,]/х-> У2 чизиқли изоморфизм мавжуд бўлсин. Агар 
фазолардаги нормаларга нисбатан и ва к~' узлуксиз бўлса, у ҳолда м нормаланган фазоларнинг изоморфиз 
дейи-лади, ^1 ва ^а фазолар эса изоморф нормаланган фазо-лар 'дейилади.
4-теорема. Ихтиёрий ҳақиқий (комплекс) п ўл-иамли нормаланган фазо Эвклид нормали Нп (Сп) фазога 
изоморфдир.
Исбот. Теоремани ҳақиқий фазолар учун исботлаймиз (комплекс ҳолда исботи шунга ўхшаш). У 
нормаланган фазо п ўлчамли бўлиб, х{, х2, . ■ . , хп ундаги базис бўлсин. Бу фазонинг ихтиёрий х элемент 
ушбу 
х = Е
кўринишгэ эга; лл ментга Нп фазодаги 
Ъпхп
г = 1, 2, ... , п. Бундай х эле- 

и(х) =х = (Ъи Ъа, . . . , 1п)
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элементни мос қўямиз. Натижада ҳосил бўлган д,: V -> Я.п мослик чизиқли изоморфизм эканлиги равшан 
Демак и ва п~х узлуксиз эканлигини исботлаш керак. Ихтиёрий х£ V учун
\\х\\ =
п
V

бУ ерда р = Учун 
яъни
Хусусан, ихтиёрий х, у £ V 
89
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Демак, ц - 1: # л -> У узлуксиз акс эттириш. Энди /?« 
фазодаги

5  =  { а „  ...........1„ ) €Л Я: 2  5?= 1}

бирлик сферада ушбу

/(х)  —/ ( 1ц 1г* • ■ • » 1л) И'*'1| =  “Ь ^2̂ 2 "I” • • • - { -
"Ь Ъпх п II

функцияни кўрамиз. 5  сферада 1, 2, . . .  , п) сон-
ларнинг ҳаммаси бир вақтда нолга тенг бўлмагани ва 
{х )̂ векторлар чизиқли эркли бўлгани сабабли ихтиёрии
Х = {1и 12, . .  . , у € 5  учун

/ ( 1 ! ,  Ь ,  . ■ • , 1п) > 0 .
Ушбу

!/(*) —/(У)1 =  1/(Ь . « ! . • • • .  ?„)— /(Ч1^Чг._. • • . Ч„)| =
- | И - Н у111<И*-у11<Р11*-у11

тенгсизликдан /  узлуксиз функция эканлиги кўриниб 
турибди. 5 компакт бўлгани учун 2 .8- §, 5 - теоремага 
асосан бу функцня 5 тўпламда ўзинннг минимумига эри-
шади. Равшанки, а =  гсНпД.х) > 0 . Демак, х £ $  учун

/ м = м > * .
яъни ихтиёрий X £ /?я учун

/ ( * )  =  М  =  М

яъни

11“ М11 =  М « 4 М -
Бундан кўриниб турибдики,

|(ц (х )-г г (у ) ||< -~ |{ х :-у ||,

яъни и узлуксиздир.*
1 - н а т и ж а. Ҳамма ҳақиқий (комплекс) п ўлчамли 

нормаланган фазолар ўзаро изоморфдир.
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т ш т  ? " " и » " * “ ™
И с б о т .  Теоремлда биз аслида ихтиёрий чекли улчам- 

ли нормаланган фазонинг нормаси /?" (Сп) даги нопмага 
эквивалент^ эканлигини кўрсатдик. Бундан ва Р ч ? ?  
фазонинг тулалигидан ихшёрий чекли ўлчамли фазонинг 
тўлалиги келиб чиқади.# н^ош ш г

3- н а т и ж а .  Нормаланган фазонинг ҳар бир чекли 
ўлчамли вектор қисм фазоси ёпиқдир. Р чекли

қ„см Сфазосида ўячамли
берялган бўлсин., Ихтиёрий яҚинлашувчн кетма-кеттик 
фундаментал булгани сабабли {х п) кетма-кетлиГҳам Г  
фазода фундаментал. 2- натижага асосан V, X  лемак 
{Хп} кетма-кетлик бирон нуктзг** Д '
бўладн. Лимитнннг ягоналигшшн

4.2-§ Эвклид ф азолари

Энди биз нормаланган фазонинг хусусий ҳоли бўлган 
ва функционал анализда кенг қўлланиладиган Эвклид 
фазосини ўрганамиз.

Ҳақиқий Е  вектор фазонинг {х , у} жуфт элементлари- 
да аниқланган, (х, у) кўринишда белгиланувчи ва қуйи- 
даги тўрт шартни (аксиомаларни) қаноатлантирувчи ҳақн- 
қий функция скаляр кўпайтма дейилади:

1) (*> У) — (у» *);
2) (х, +  я а, у) =  (хи у) 4- (х.и у);
3) (Ьх, у) = к(х,  у), Х£/?;
4) (*, х) >  0; (х, х) =  0 <=> д: =  0.

Скаляр кўпайтма киритилган вектор фазо Эвклид 
фазоси дейилади. Скаляр кўпайтма ёрдами билан Эвклид 
фазосида норма қуйидагича киритилади:

||х|| =  / (X, х),
бу ерда арифметик илдчз иазарда тутилади. Нормаиинг 
оиринчи шарти скаляр кўпайтманинг тўртинчи аксиомаси- 
Дан бевосита келиб чиқади. Норманинг учинчи шарти 
скаляр кўпайтманинг учинчи аксиомзсииинг натижасидир. 
лақиқатан, X

||>*|| =  / (лх, )х)  =  / !.\х, х) =  ['.| ||х|[. / '  /
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Норманинг иккинчи шартини исботлаш учун биз олдин 
қуйидаги Коши — Буняковский тенгсизлигини исботлаймиз:

!(•*, у) I <  |М1 ||у||. (1)
Буни т  учул ихтиёрий X сон олиб, қуйидаги ифодаьи 
тузамиз:

*(х) =  ('•* +  У» +  У) =  2̂ (•*, х) +  2'Цх, у ) (у, у) =
=  |М |2 +  2(Х, у) X +  ||у||*.

Ушбу ф(л) =  ||>'Л: + у||2> 0  муносабатга кўра <р(Х) квадрат 
учҳаднинг дискриминанти (х, у)* — ||л:||2*|1у||2 мусбат эмас, 
яъни

{х, .уУ <  \\х\\2 ,||у|р.
Бу теигсизликдан керак бўлган (1) тенгсизлик* кедиб 
чиқади. Шундай қилиб,

11-< +  У||2 =  ?(1) = 1№  + 2(х, у) +  ||у||’ «5 
=£ МР -Г 2 \\Х II ||у|| +  Цу||* =  (1И1 +  ||у||)>.

Яънй норманичг иккинчи аксиомаси

И* +  уЦ=еМ +1|у||

исботланди.
Скаляр кўпайтма ёрдзми билан Эвклид фазосида икки 

элемент орасидаги бурчак тушунчасини қуйидагича кири- 
тиш мумкин:

' С05* =  Р Ш Г ’
Бу тенгликнинг ўнг томонидаги ифоданинг абсолют қий- 
мати Коши — Буняковский тенгсизлигига биноан бирдан 

* катта эмас, яъни ҳар қандай нолдан фарқли х  ва у учун
(}> аниқланган. Агар (х, у) =  0 бўлса, ф =  ~ .  Бу ҳолда х
ва у ортогонал векторлар деб аталади.

Агар х  элемент А  тўпламнинг ҳар бир элементига 
ортогонал бўлса, х  элемент А тўпламга ортогонал 
дейилади ва х  А билан белгиланади.

Л, тўпламнинг ҳар бир элементи Л 2 тўпламнинг ихти- 
ёрий элементига ортогонал бўлса, А х ва Л2 тўпламлар ор- 
тогонал дейилади ва А\ ± ,А % билан белгиланади.

Эвклид фазосининг айрим хоссаларини келтирамиз.
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4} Агар х„ -* х , у„ -*• у норма маъносида яқинлашеа, 
у ҳолда (х„, у„) -*• (аг, у) (скаляр кўпайтманинг узлуксиз-

ЛЙ Исботи.  Коши — Буняковский тенгсизлигига асосан

I (X, у) — (*л> Ул)| < | (* . у — У»)1 +  |(*  — х а, у п) \ <  
< М  |1у — Ул11 +  II* — ХЛ ||Ул11-

Якинлашувчи (уя} кетма-кетликнинг нормаси чегаралат,ган 
бўлгани учун охирги ифода ғюлга интилади. 

у ф  Эвклид фазосининг ихтиерий х, у элементлари учун

II* +  У||2 +  II* — У|Р =  2(||лг|р ||у||2)
тенглик ўринлидир (параллелограмм формуласи).

Ҳақиқатан,

||*  +  у|12 +  Ж — у|1г =  (■* + у ,  х  +  у) ■)- (х  — у ,  х ~ у )  =
= (X, х) +  (X, у) +  (у, х) +  (у, у) +  (X, х) -  (X, у) — 

— (У. *) +  (у, У ) - 2 ( И *  +  ||у|Р).

@ а )  д: +  у, ва х + у ,  муносабатлардан *±('-У 1 +  |*у2) 
муносабат келиб чиқади (Х,р> — ҳақиқай сонлар).

б) х ± _ у п (п =  1,2, . . .) бўлиб, у п кетма-кетлик у 
элементга яқинлашса, у ҳолда х  ± у .

Дарҳақиқат, х  ± у п бўлгани учун (х, ул) = 0 ,  у п -* у 
дан 1- хоссага асосан (х, уп) -^(х ,  у) демак, (х, у) =  0, 
яъни л:_1_у. ____

в) х ± А  бўлса, у ҳолда х ± Ь [ А \ .
г) А  тўпламнинг ҳар бир элементига ортогонал бўлган 

барча элементлар тўпламини А х билан белгилаймиз. 
3 а) хоссага асосан Л х тўплам Е  нинг вектор қисм фазо- 
сидир. 3 б) га асосан А х ёпикдир. Демак, Л х тўплам 
нормаланган Е  фазонинг қисм фазосидир. Нолдан фарқли 
бўлган векторларнинг {*«} системаси ушбу

(Хг , х ?) = 0  (*ф$)
Шартни қаноатлантирса, бу система ортогонал система 
Дейилади.

Ҳар қандай ортогонал система чи зи қли  эрклидир. 
Ҳ а қи қ а та н , агар

агх ^  агх ч 0
» 93
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бўлса, у ҳолда ҳар қандай х ч ( 1 = \ ,  п) учун ушбу 
муносабат
(хап а х Хах 4- а2 х л% +  . .  . +  апх «п ) “  аЛх н ш *«*) ва 
(хн , х а1) Ф 0  бўлгани учун а{ = 0  (I =* 1 , 2, . . . , п)
тенглик келиб чиқади.

Тўла ортогонал система (4.1 - §) ортогонал базис 
дейилади. Агар шу системада ҳар бир элементнинг норма- 
си бирга тенг бўлса, бу система оргпонормаланган базис 
ёки қисқача ортонормал базис дейилади.

М и с о л л а р .  1. п ўлчамли Нп фазода
X =  Ху, . ♦ • , Х}2) ва у =  (у 1, Уг» • » Уп)

%
злементларнинг скаляр кўпайтмасини ушбу

п
(х, у) =  2/=1

кўринишда олсак, Нп Эвклид фазосига айланади.
Бу фазода қуш^даги элементлар ортонормал базис 

ҳосил қилади:
ех =  ( 1, 0 0, . . .  , 0), 
е2 — (0, 1, 0, . .  . , 0 ),

еп = (0, 0, 0 . . .  ,0 ,  1).

2 . фазонинг элементлари ушбу

2 * ? <  001=1
шартни қаноатлантирувчи х  — (хг, х 2, . . . ,  х п, . . . )  кетма- 
кетликлардир.

Бу фазода скаляр кўпайтма қуйида! ича аниқланадн:
00

(*,у) =  У/./=1
Ўнг томондаги ифоданинг чеклилиги ушбу

<  х] +  У\
элементар тенгсиэликдан ке/иб чиқади.

Скаляр кўпсйтманинг хоссалари осонликча текшири-

www.ziyouz.com kutubxonasi



Бу Эвклид ф ззосида куйидаги векторлар ортонормал 
ташкил этади:

ех — (1, 0, 0 ’ . . . ), 
е2 = (0, 1, 0 . . .  ), 

“  (̂ » 0*  ̂» • • ’ )•

Равшанки, бу система ортонормал. Биз унинг тўла экан- 
Т1КГИНИ исботлаймиз. д: =  (*,, х 3, . . . , х п, . . . )  £ 13 ихти- 
ёрий элемент ва

*<«> =  (.*,, Х<1............х п, 0, 0, . . .)
I

бўлсин. Бу ҳолда х (я> ушбу ех, е2............еп векторлар-
нинг чизиқли комбинаииясидир ва

Ца: — * (п)|| -> 0, п оо.

Яъни {еп} системанинг чизиқли ёпилмаси /2 га тенгдир.
Юқоридаги" мисолларда биз ортогонал базислар мав- 

жудлигини кўрсатиб ўтдик. Қуйидаги икки теорема Эв- 
клид ф азосида ортогонал базиснинг мавжудлигига доирдир.

1- т е о р е м а .  (ортогоналлаштириш теоремаси). Е Эв- 
клид фазосида

/ и / г (2)
чизиқли эркли система берилган бўлсин. У ҳолда  
қуйидага шартларни қаноатлантирувчи

Ф1 Фа» • • • » Ф/1» • • • (3)
система мавжуд:

1) (3) система ортонормал, ^
2) ҳар бир срл элемент / , ,  / 2, . . .  , / п элементларнинг 

чизиқли комбинациясидир, яъни

Ф п — а п \ / \  +  а пчЎ'1 +  • • • +  аля/л»
3) ҳар бир / п элемент ф,, ф2, . . .  , <?„ элементларнинг 

чизиқли комбинациясидир, яъни

/ п  *= ^Я1ф1 +  Ьа%ф 2 +  • . • +  ^яяФя Ва Ьпп Ф  0 .

(3) сиГтеманинг ҳар бир элементн 1) .—3) шартлар билан 
бир қийматли аниқланади (± 1  коэффициентини ҳисобга 
Олмаганда).
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И с б о т .  ср, элементни ушбу ф, =  а м/ ,  кўринишда 
оламиз. Бу кўринишдаги аи коэффицнент қунидаги мун0. 
сабатлардан топилади:

(Фн ?|) =  1|?|Ц2 — а п(/1» / 1) =
Бундан

г£1
( Л . А )

Ф» =
V (Уи />)

Шундай цилиб, ф, элементнинг ишораси ҳисобга олинма- 
са, у бир қийматли аниқланади.

Энди ф„ ............... <Рл-1 элементлар топилади деб фараз
қилайлик. У ҳолда / „  элементни ушбу

/л  =  ^л1Ф| +  • • • 4~ Ьпп-\ фл-1 4- 

кўринишда оламиз; бу ерда к<сп бўлганда '
{Ья, <Р*) =  0.

Ҳакиқатан, Ьпк коэффиииентлар ва, демак, кп элемент 
ҳам қуйидаги шартлардан бир қийматли аниқланади: .

(̂ я» Та) ~  {/п &п\ Ф1 ••• &пп—I Фа—1» Фа)
' =  (/». Ф») — М ф*. ф») =  0.

Равшанки, (Ь„, Н„) >  0 (акс ҳолда (2) система чизиқли 
боғлиқ бўлар эди). Энди элементни қуйидагича аниқ- 
лаймиз:

Натижада кп ва <?„ ҳам индукция ёрдами билан / , ,  / 2, 
. . . , / „  орқали ифодаланади, яъни

<?п — ап\ / 1  +  • • • 4 -  аПп/п>. •

бу ерда апп =  ■ 1-==.. Бундан ташқари,
/  (кп> кп)

(Фя. ?я) в  Ь (Фя* Фл) =  0 (Л <  д) 
ва

/ я  ~  4" • • 4 “ ^ллФ/г* (^ля =  (̂ /г> ^л) ^  0)**

(2) системадан (3) системага ўтиш амали ортогонал- 
лаштирши процесси дейилади.

Т а ъ р и ф .  Е  Эвклид фазоси метрик фазо сифатида 
сепарабел бўлса, Е сепарабел Эвклид фазоси дейилади.
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2- т е о р е м а .  Ҳар қандай чексиз ўлчамли сепара- 
$ел Эвклид фазосида саноқли ортонормал базис мав•

И с б о т. 4
Фм 4*2 * • • » Фя» • • •“

«окли ҳамма ерда знч тўплам бўлсин, деб фараз қилай- 
и Бу системадан тўла чизикли эркли {/„} системани 

Дпимб  оламиз. Бунинг учуи, агар {ф„) системадаги
пемент Ф, ф2...........Ф*-1 элементларнинг чизи<ли комби-
аиияси бўлса, уни бу системадан чиҳариб ташлаймиз, 

\гао бир к учун шундай операцияни бажзрсак, қолган 
чгтементлар чизиқли эркли бўлиб, система тўлалигича қо< 
пади Энди шу тўла чизиқли эркли си:темага ортогонал- 
лаштириш процессини кўлласак, ортонормгл бази: ҳосиз 
бўлади."'

/  Е  Эвклид фазосида

ортонормал системз бўлсин. Е  фазонинг и ̂ тиЗрин /  эле - 
ментига қуйидаги сонли кетмз-кетлични мос қўямиз:

сй =  ( / ,  ?*), Ь =  1 , 2, . . .  .
Бу сонларни /  элемзнтнинг {фА} системага нисбатан коор^ 
данаталарл ёки Фурье коэффиқиешплари деймиз, • 
Ушбу

к (4)
қаторни /  элементнинг Фурье қатори деймиз.

Энди биз шу (4) қаторнинг яқинлашиши ҳақидаги
П

масалани ўрганам из. Б у н и н г  у ч у н  — 2 ^ * 9 *  йиғинди*

нинг а{ коэффициентлари қандай бўлганда | ( / — ч9п|| масофа 
минимал бўлишини текширамиз. (3) система ортодормал 
эканлигини ҳисобга олсак, ушбу

I I / -  5,||* =  ( / - 5 . ,  / -  5„) =  ( / -  / -

2  « л )  =  ( / , / ) -  2 ( / ,  £  < *л) +  ( -  =
/ \ / '*=1 /“ 1 /

2- 2  2
А —1 *кСк

п
V
к=1

п п

I
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тенгликлар келиб чиқади. Равшанки, бу ифода ўзининг 
минимал қийматига охирги йиғинди нолга тенг бўлганда. 
гина эга бўлади. Демак, ушбу

е ^ 1 , 2 , • • •  , л .
тенглик бажарилса, қуйидаги

1 | / - 5 л| Г = | | / Г - | ^  (5)
я—1

муносабат ўринли бўлади.
Шундай қилиб, 5„ йиғиндилар орасида /  элементга 

норма маъносида энг яқини бу Фурье қаторининг хусусий 
йиғиндисидир. | | / — 5 Л| | > 0  бўлгани учун (5) формуладан 
қуйидаги тенгсизлик келиб чиқади:

2  с* < ц д |* . (6)
4—1

Бу ерда п ихтиёрий бўлгани ва ||/ | | сон п га боғлиқ
ос

бўлмагани учун 2  с\ қатор яқинлашувчи бўлади. Юқо*к=\
ридагИ тенгсизликда лимитга ўтсак, қуйидаги Бессель 
тенгсизлиги келиб чиқади: .

2  |И|*. (7)

Т а ъ р и ф .  Агар ҳар қандай / £ £ *  элемент учун қуйи- 
даги Парсеваль тенглиги

2  '<?** - 11/ 11’ (»)к=\
бажарилса, (3) система ёпиқ система дейилади.

Агар (3) система ёпиқ бўлса, у ҳолда (5) айниятдан 
кўриниб турибдики, ҳар қандай /  элемент Фурье қатори- 

нинг хусусий йигиндилари /  га яқинлашади, яъни

Пш | | /— =
п-+ао к==1

3 - т е о р е м а .  Сепарабел Эвклид фазосида ҳар қан- 
дай тўла ортонормал система ёпиқдир, ва аксиняа, 
ҳар бир ёпиқ ортонормал система тўладир.

И с б о т .  Сепарабел Е  Эвклид фазосида {<р„} ёпик 
система берилган бўлсин. Ҳар қандай / £ Е  учун унинг
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фурье каторининг хусусии нцғиндилари /  га якинчаша™ 
яьни (?„) системанинг элементларининг чизиқли комбина-’ 
инялари Е  да зичмр, демак. (< ? „ ,-тўла снстема

п УЛСИН, демак, кхтяёрий

элементга уш бу £  чизикли комбинадиялар ёрдами- 

да исталган даражада якинлашиш мумкин. Энди уш бу

тенгсизликдан 2  скЧ>к қаторнинг /  га яқинлашиши, яънн 

(8) Парсеваль тенглиги келиб чиқади.*

4.3- §. Гильберт фазолари

Е Эвклид фазосини нормаланган фазо сифатида қарасак 
Е тўла бўлиши ёки бўлмаслиги мумкин. Агар Е тўла 
бўлмаса, унинг тўлдирувчиси бўлган Банах фазосини

Е билан белгилаймиз. •
1 - т е о р е м а .  Эвклид фазосининг тўлдирувшси 

ҳам Эвклид фазосидир.
И с б о т Бу теореманинг исботи метрик фазоларнинг

л
тўлдирувчиси ҳақидаги теоремага ўхшашдир. Е  нинг х  
ва у элемёнтларини оламиз. {л;л} ва {у„} Е  фазонинг 
элементларидан тузилган ва мос равишда л: ва у га яқин- 
лашувчи кетма-кетликлар бўлсин. (х п, у п) сонли кетма- 
кетликни кўрамиз. Ушбу

(•*"«» У «) {Хт> Ут) I ^  К*«» Уп У т) I ~Г" I (^п ^т> Ут) I ^
=^1КИ Ь п — Ут\\ +  \\Хп — Хт\\ ||у„Ц

тенгеизликдан {(хп, уп)} кетма-кетликнинг фундаментал 
кетма-кетлик эканлиги кўриниб турибди. Демак, Н т(л:я,уп)

авжуд. Бу лимит {л:л}, {ул} 1 кетма-кетликларга эмас, 
алки фақат х  ва у элементларгагина боғлиқлиги бевоси-

То /\ *
текширилади. Энди Е да скаляр кўпайтмани қуйидаги- 

Ча аниқлаймиз:

(х, у) =  Нт (хПУ у п).
П~*оа
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Б у ифоданинг скаляр кўпайтма эканлиги Е даги скаляп 
ьўпайтманинг 1) —4) шартларидан лимитга ўтиш натижа- 

сида келиб чиқади. Масалан, 1) шарт
(•х, у) Мт (х п, у п) =  Пгп (уя, х п) =  (у, ^)*

Я-*-ов П - ю о

Шунга ўхшаш
||л || =  Иш ||д:„|| =  Пш / (х„, х„) <= (/ (дг, л).

П-*-оо П-*-оо

л
Демак, £  Эвклид фазосидир.*

Т аъ р и ф . Тўла Эвклид фазоси Гильберт фазоси 
дейилади.

Н  Гильберт фазосида {<рл} ортонормал система бершь 
• ган бўлсин. Бессель тенгсизлигига асосан си с2,... ,  сп, ... 

сснлар бирор / £ Н  элементнинг Фурье козффициентлари
1 оо

бўлиши учун 2  с\ КаТ0Р яқинлашувчи бўлиши зарур,

Гильберт фазосида бу шарт шу билан бирга кифоядир. | 
Бошқача айтганда, қуйидаги теорема ўринли.

2 - т е о р е м а  (Рисс — ишер теоремаси). Н  Гильберт 
фазосида ихтиёрий {фй} ортондрмал система ва
оо

2  с ? <  оо шартни қаноатлантирувчч (с.Л кетма-
Л—1
кет лик берилган бўлсин. У ҳолда шундай / £ Н  эле- 
мент мавжудки, ск сонлар /  нинг Фурье коэффици- ' 

• ентларидир, яъни ск = (/, <рА) ва ;
. 00

2 ,4  =  ( / . / )  =  ||/11*.
п

И с б о т . / я =  2  с №к Деб оламиз. Бу ҳолда
к=-1

I / п + р  / п \ \ 2 — 1кп + 1 фл+1 4“ • • • Ч" Сп+рУп-\р 2 —
п-\-р

2к~п+1

2  с\ қатор яқинлашувчи бўлгани учун { /}  фундаментал
/г=1
кетма-кетликдир. Демак, Н  тўла бўлгани учун {/л} бирор 
/ £ / /  элементга яқинлашувчи бўлади. Ушбу

{/, Ч>/) = (Л. Ф,) +  { (—/„, ф,) (1)
тенгликда п >  I бўлса, (/„, ф/) =  с̂  ва 

I ( / —/«, ?/)1 < ! ' / —/«II ||<Р,||->0 (п-оо).
100
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Пемак, (1) тенгликнинг чап томонндаги и|>эда п га 
Апғпиқ бўлмагани учун п -+ оо да лимигга ўтсак, 4.2-§, % тенгликка асосан қуйидаги муносабат келиб чиқади:
'  п /  П п \

ц / Г - 2  <1 =  ( / - 2  сл . / -  )  =

=!(/—/1Г -  о.
©О

яъни (/» / ) “  2 ^ * -*

Кўп ҳолларда қуйидаги теорема фойдалидир.
3 -т е о р е м а . Сепарабгл Н Гильберт фазосида ор- 

тонормал {фя} система тўла бўлииш уяун Н да {ф„} 
састеланинг ҳар бир элементига ортогонал бўлган  
нолдан фарқли элементнинг мавжуд эмаслиги зарур 
ва кифоя.

И с б о т . {ф„} тўла ва, демак, 4.2 -§ даги 3- теоремага 
асосан ёпиқ система бўлсин деб фараз қшайлик. Агар 
/  ҳар бир ф„ га ортогонал бўлса, унинг ҳамма Фурье 
коэффи диентлари нолга тенгдир. Парсеваль тенглигига 
асосан

(А / )  =  2  с\ ~  0 ёки / =  9.

Аксинча, агар {фя} тўла бўлмаса, шундай £ Ф 0  топи- 
ладики,

(£. £ ) > 2  сЦс* =  (£, чО).*=1
Рисс— Фишер теоремасига асосан

(/» Ф*) =  ск ва ( / ,  / )  =  2  с\к=\
ШаРтларни қаноатлантирувчн /  элемент топилади. Бу 
Ҳ°лда ҳар қандай фл учун

( / — £, фя) =  ( /, 9п) ~  (£. фя) =  ск -  с.к =  0, 
яъни /  — ^  ҳар бир фа га ортогонал ва

11/11 = (/, /) = 2 с \ < (£. ё )  = 1Н1-
Д^мақ, / — £  ф0.* “
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Н и Н 2 Эвклид фазолари бўлиб, х*~-+у (х £ Н и У £Н л  
улар ораеидагн чизиқли изоморфизм бўлсин (1.6>§). Бу 
изоморфизм ушбу

(хи х.2) ^ ( у и у 2), х и х 2е н и у и у 2е н 2
хоссага ҳам эга бўлса, у ҳолда унга Н { ва Н 2 Гильберт 
фазолари орасидаги изометрик изоморфизм дейилади.

4 - т е о р е м а .  Ихтиёрии икки чексиз ўлчамли се- 
парабел Гильберт фазоси ўзаро изометрик изоморф- 
дир.

И с б о т .  Равшанки, теоремани исботлаш учун ҳар 
қандай чексиз ўлчамли сепарабел Гильберт фазосининг
4.2- § 2- мисолдаги /2 фазога изометрик изоморфлигини 
кўрсатиш кифоя. 4.2- § даги 2- теоремага асосан чексиз 
ўдчамли сепарабел Н  Гильберт фазосида {<рл} тўла орто- 
нормал система мавжуд.

И  нинг ҳар бир /  элементига шу элементнинг {ф„} га 
нисбатан Фурье коэффиииентлари {сь с2, . . .  , сп, . . .} . 
тўпламини мос қўямиз. Сўнгра

. . £ с * - с / . / ) < <*>к~ 1
бўлгани учун.(с,, с2, . . .  , сп, . . .)  кетма-кетлик / 2 фа- 
зонинг элементидир.

Аксинча, / 2 даги иҳтиёрий (си с2, . . . , сп, . . .)  эле- 
ментга Рисс — Фишер теоремасига асосан бирор / £ Н  
элемент мос келади ва /  нинг Фурье коэффициентлари 
с{, с2, : . . , сп, . . . га тенг. Г>у мослик ўзаро бир қий- 
матлидир. Агар
/<  "̂(С|, с2, . . .  , сп, . ..) , £ <  у(с1{, (12, . . . , дп, . . .)
мос қўйилса, у ҳолда, равшанки,

/ 4 -  8*— К С1 4* й {, -\-д2, . . . , сп 4* йп, . . . )
ва

а / ч  — ( а ^ { , аС2, . . . , аС̂ , . . .)

Ниҳоят, Парсеваль тенглигидан қуйидаги тенглик келиб 
чиқади:

, оо

(/, е) = 2
п= 1

Ҳақиқатан,

(/, /) = 2 с1 (е. е) = £ ^л—1

102 www.ziyouz.com kutubxonasi



вз ( / + е. / +  ё) -  ( / .  / )  +  2(Л е) +  <вг. г) =
ео оо оо

ЯЪНИ
•0

//- /) + 2 (/, £) + (г. £) = (/. /) + 2 2 + (8-, е)V * у * я=1

ва

(/. г )  =  2  с„йя-.,Я=1

4.4- §. Қисм фазолар. Ортогонал тўлдирувчилар

Равшанки, ҳар қандай Гцльберт фазоси нормаланган 
фазодир. Гильберт фазосида ҳам қисм фазо тушунчаси 
нормаланган фззонинг қисм фазо тушунчаси каби кири- 
тилади. Яъни Гильберт фазосида ёлиқ бўлган вектор 
қисм фазо Гильберт фазосининг қисм фазоси дейилади.

М и с о л л а р .
1. Н  Гильберт фазосида /г элементни оламиз. Шу эле- 

ментга ортогонал бўлган элементлар Н  нинг қисм фазо- 
сини ташкил қилади. Бундай элементлар тўплами вектор 
фазо ҳосил қилиши скаляр кўпайтмаиинг 2), 3) шартлари- 
Дан, ёпиқлиги эса скаляр кўпайтманинг узлуксизлигидан 
келиб чиқади.

2. /2 Гильберт фазосининг элементлари ^ х ] < ^ о о
/==1

шартни қаноатлантирувчи (Х|, х 2, . . . , х ПУ . . .)  кетма- 
кетликлардан иборат. Бу фазода х л =  0 шартни қаноат- 
лантирувчи кетма-кетликлар қисм фазо ташкил қнлади. 
^ки, масалан, тоқ координаталари нолга тенг бўлган эле- 
Ментлар тўплами ҳам /2 нинг қисм фазосидир.

Гильберт фазосииинг ихтиёрий М  қисм фазоси ҳам 
* ильберт фазосидир. Агар Н  сепарабел бўлса, у ҳолда 
(^.5-§, 1-теоремага асосан) М  ҳам сепарабел Гильберт 
Фазссидир. Хусусан, М да ҳам тўла ортонормал система 
^авжуд.

103
www.ziyouz.com kutubxonasi



Куйидаги теорема Гильберт фазолари назариясида катта 
аҳамиятга эга.

Ь  т е о р е м а . / / ,  тўплам Н Гальберт фазосининг 
цисм фазоси бўлсин. Ихтиёрий х  элемент

х  =  х '- \ - х " ( х '£ Н и х"£ Н ў)  (I)

кўринишда бир цийматли ёзилади. Бу ерда х ' эле- 
мент цуйидаги хоссага эга:

II* — *'|1 =  ғ(*. Н,) = 1пЦ{'(х, х , ) : х ,^ Н ,} .  (2)

Исбот. / / ,  тўпламдан х  элементгача бўлган масофани 
й  билан белгилаймиз, яъни

й  =  р(лг, // ,) . (3)

Ихтиёрий п сон учун ушбу

| | *  -  * Л »  « * »  +  ^  • (4 )

тенгсизликни қаноатлантирадиган х п£.Нх элементни ола> 
миз. 4.2- § даги 2) хсссага биноан (параллелограмм фор- 
муласи):

\\хп -  * т 1 Р  +  ! ! ( * -  * „ )  +  ( *  ~  Х т ) ||» =  ■

=  2 [ ||х  — * я| |» + | | * ] - * т ||» |. • (5)

Сўнгра Х” \ х -  элемент Н, га тегишли бўлгани учун

||(* — ■*„) +  (* -  * Л|» =  4 1|* — Хп \ * т ||2 >  4сР.

Бу муносабатдан, (4) ва (5) муносабатларни ҳисобга олсак, 
ушбу

||*„ -  * я ||» < 2  [ *  +  !  +  *  +  У  -  44Р =  |  +  1

тенгсизлик ўринли эканлиги кўринади, яъни {хп} — фун- 
даментал кетма-кетлик.

Н  тўла бўлгани учун х '  =  11т х а элемент мавжуд.
/7-» 00

/ / ,  ёгиқ, демак, х '£ Н х. (4) тенгсизликда лимитга ўтсақ, 

\\х — х'\\7 <  й 2, яъни \\х — 

келиб чиқади. Демак, \\х — х'\\ = й.
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Яиди У элемент / / ,  га тегишлн бўлсин. Ихтиёрий X
сон УЧУН +  )у Н ' демаК’

\\х — х ' — Ху||2 =  ||л? -  (* ' +  >‘У) ||2 ^  (1\

яъни агаР х " ^  х  — х ' белгилаш киритсак,
-  X (*", у) -  X (у, *") +  |Х|*((у? у) >  0.

Хусусан Х =  (*", У)/ (У, У) бўлганда
\(х\ у )|3 _  !(*", у )!8 I \{х\ У)Р ^  0  

(у. У) (У. У) (у. У) '

яъии I (*", У) |а <  0- Демак, (*", у) =  0 ва *" -1- у, яъни 
Шу билан (I) исботланади. Ниҳоят, (1) кўри-

нншда лфодалаш ягоналигини исботлаймиз. Агар 

х=*х[-\- х \(хх£ Н {, х \£ Н ± )

бўлса, у ҳолда х ' — х[ — х \ — х" . Яъни / / ,  нинг эле- 
меити бўлмиш * ' — х'х элемент Н^ нинг х \  — * " эле- 
ментига тёнг, демак, у ўз-ўзига ортогонал, яъни —

Исботланган 1- теоремадаги х ' ва х"  элементлар *  
элементнинг мос равишда Ну ва Н~ фазоларга проекция-... «Я» • •* *
лари дейилади. х  элементга * ' элементни мос қўювчи 
Р н{. Н -+ Н у акс эттириш Н у га проектор дейилади (яъии 
Рн{х) Равшанки, Яя, — чязиқли оператор. .

1 -н а т и ж а . Ихтиёрий М  қисм фазонинг ортогонал 
тўлдирувчисининг ортогонал тўлдирувчиси М нинг ўзига 
тенг, яъни

(Ж О 1 =  м .

Шундай қилиб, М ва М 1 ўзаро ортогонал тўлдирув- 
чи Кисм фазолардир.

Агар {фп} кетма-кетлик М  даги тўла ортогонал сис- 
тема, {ф '} эса М~ даги тўла ортогонал система бўлса, 
У ҲОлда бу тўпламларнинг йиғиндиси Н да тўла ортого- 
зл система ҳосил қилади. Демак, Н  даги ихтиёрий орто- 

кРНал„ система Н  да тўла бўлган ортогонал системагача 
^енгрчтирилиши мумкин.
д дл? ихтиеРНЙ / £ / /  элемент /= *  Ч~ £ Му 

^ М ) кўринишда ёзилиши мумкин бўлса, у ҳолда Н
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ўзаро ортогонал бўлган М  ва М 1 қисм фазоларкинг 
тўғри йиғиндиси дейилиб,

н  = мО)М *- (6)

кўринишда ёзилади.
Тўғри йиғинди тушунчаси ихтиерий чекли ёки сони * 

саноқли қисм фазолар учун ҳам киритилиши мумкин. 
Т а ъ р и ф . Н Гильберт фазосининг

М и М и . . . , М п, . . .

қисм фазолари берилган бўлиб, улар қуйидаги шартларни 
қаноатлаитирсин:

1) Ҳар қандай М ( ва М ^(ьф ])  фазолар ўзаро орто- 
гонал, яъни М^ нинг ихтиёрий элементи М^ нинг ихти* 
ёрий элементига ортогонал;

2) Н  нинг ихтиёрий /  элементи ушбу

/  ~  к2 -Г • . • "Т ~Ь . . . ,  йп £ М п (7)

кўринишда ёйилади (агар М п ларнинг сони чексиз бўлса,
00

2- 11лп|12 <  00 шарт талаб қилинади). Бу ҳолда Н ўзининг
п—1
М и М и . . . »  М п, . . . қисм фазоларининг тўғри йиғин-

диси дейилади ва Н  = Ъ  М^ кўринишда ёзилади.
/=1

/  элементнинг (7) кўринишда ёйилиши ягонадир. 
Дарҳақиқат, агар

\  /  =  Н\ 4- Н'2 +  . . .  4* Н'п +  . • •

/  нинг бошқа бир ёйилиши бўлса, у ҳолда

0 =  / —/ —(К — Н[) -г (Л2 ~  +  . . .  -4- (Нп — к'п) . .  .

Ихтиёрий п учун Нп— Л' элемеит М п га тегишли. 
Шунинг учун юқоридаги тенгликни кп — к'п га скаляр 
кўпайтирсак, ушбу

тенглик ҳосил бўлади, бундан яъни ихти-
ёрий п учун

К  = К-
106
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Т ў ғ р и  й и ғ й к д и н и н г  х о о с а л а р и д а н  »

л=1 ИМ’

тенглнк ҳам осонликча келиб чиқади.
Шу'нга ўхшаш, сони чекли ёки саноқли Гильберг 

фазоларнинг тўғрн йиғиндиси тушунчаснни киритиш мум-

КЙН/ / н # 3 Гильберт фазолари бўлсин. Уларнинг тўғри 
йиғиндиси бўлган Н  Гильберт фазо:и қуйидагича кири-
тилади.

Н  нинг элементлари (/,, Нг) кўрйнишдағи жуфтлик- 
лардан иборат (к{£ Н и Л2£ / / 2). Н  да скаляр кўпайтма 
қуиидагича киритилади:

((*!, Ла), (Л;. Л')) (*„ л;) + (ла, л;>.
Бундай аниқланган Н фазо Гильберт фазосини ҳосил 
қилиши бевосита текширилади. Агар

//; =  {(л„ 0) :Л 4 €//»}, Я ; - { ( 0, Ла) :Л 2е / / ,}

кўринишда олинса, у ҳолда Я | ва Н'2 ўзаро ортогонал
бўлган Я  нинг қисм фазолари бўлиб, Н'х̂ Н и Н'% Я 2 
изометрик изоморфизмлар ўринлидир. Равшанки,

и  *  я ;  -Ь  Н'г
Шунга ўхшаш, сони чекли ёки сони саноқли

Н / / 2, • . . , ///}»  • • .

Гильберт фазоларининг тўғри йиғиш си аниқланади.

л=1

Н  нинг элементлари деб, ?

5 | М ' <  А .6 « .л=1

^артни қаноатлантирувчи (Л„ Л2. • • • . Л„, . . . )  кетма- 
тликларга айтилади. Сўнгра

л (Л„ Л2, . . . , Лд, . .  .), Нп £ Я я
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ва
/Г*=*(/Г1» 8 и  • •  ■ » 8п> • • •)» 8 п ^ - Н п

элементларнинг скаляр кўпайтмаси ушбу

(А, £) =  Ё  (К> £ .)
п=1

кўринишда киритилади.

4. 5- §. Комплекс Эвклид фаэолари

Ҳақикий Эвклид фазолари билан бир қаторда комплекс 
Эвклид фазоларини ҳам (яъни скаляр кўпайтмаси қом- 
плекс сон бўлган вектор фазоларни) қараш мумкин.

Т а ъ р и ф. Е  комплекс вектор фазода қуйидаги тўрт 
шартни қаноатлантирувчи комплекс қийматли (х , у) функ- 
ция кирнтилган бўлса, Е комплекс Эвклид фазоси 
дейилади:

1) (*, у) «= (у, х), бу ерда >> сон X га қўшма комплекс 
сон;

2) (дх, у) =  Цх, у);
3) (лг,-Ь х2, у) =  (хи у) 4* (-^2* У);
4) (х , * ) > 0 в а  х=^=й бўлса, (х, л :)> 0 .
Юқоридаги 1) ва 2) хоссалардан

(х$ Ху) * ' Цх, у) 
келиб чиқадн. Ҳақиқатан

(х, Ху) == (Ху, х ) = \ ( у ,  х) *=Т(х, у).

М и с о л л а р .
1. п ўлчамли Сп комплекс фазода

х  =  (хи Хи ••• , Хя) ва у =  (у„ у„ . . . , уп) 
элементларнинг скаляр кўпайтмасини

п
(X, у) =  Е

кўринишда киритсак, Сп Эвклид фазоси бўлади.
2. /2 комплекс фазо. Унинг элементлари ушбу

оо

/1=1
оо
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птни қаноатлантирувчи комплеко сонлар кетма-кетлик- 
даридэк иборат. .
% == (<̂1» • * • » • • •) ®а у =* (у11 Уз» . . . »  уп, . . .)
чементларнинг скаляр кўпайтмаси ушбу

ое __
. (X, у) — 2  х пуп

л=1

ифода билан аниқланади. •
о. Ц  \а> ь \ иомплекс фазо \а, Ь\ оралиқда квадрати 

билан жамланувчи комплекс функциялар фазоси. Бу 
фазода скаляр кўпайтма қуйидагича олинади:

ь

(/. е) -  I' т ш  **■ ■ ■
а

4. Ц Ф )  комплекс фазо. £ = * [ а ,  Ь\ X [а, 6] тўпламда 
квадрати билан жамланувчи икки ҳақиқий ўзгарувчили 
комплекс қийматли функциялар фазосини Ц (0 )  билан 
белгилаймиз, яъни

ь ь

(Г (<, * К Ц Р ) )  < = •  ( И |  ( / ( ( ,  -5)1’ й Ш  <  ° ° ) -
а а

Бу фазода скаляр кўпайтма 3- мисолдагидек кирнтилади:
ь ь : •

(/. е)  =  1 1 / ( < ,  д) е  (<• х) йш$. .
а а

Ц  [а, Ь\ ва А3(0 ) фазоларда тўла ортонормал система- 
ларни ўрганаднган бўлсак, улар орасида қуйидаги боғла- 
ниш бор.

Агар {^„(0} система Ц[а, Ь\ фазода тўла ортонормал 
булса, у ҳолда {<рл, т  (*, «)} — {фя (0  Ф» М } система Ц (0 )  
фазод? тўла ва ортонормал бўлади.

Дарҳақиқат,
ь ь '

1 1  ?»,*(<. Д) Ф* I ((, «) йШа =
а а ’ *
Ь Ь

■ в И (0 Фш (д) 'К (<) ь (д) йш  =.
а а
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ь ______  Ь ____

=  I  Ф. (0 * * (0 Л  I  =
а а

1, агар к*=п, т — I бўлса, 
0, акс ҳолда,

яъни {<р„,ш (/, 5)} — ортонормал система.
Бирор / ( /  5) ^ 1 ф )  функния ҳамма {ф„,т ( / 5)} 

функцияларга ортогонал бўлса, у ҳолда ихтиёрий т, п 
учун

ь ь

1 !  / ( /  $) ф, (0  Фт (*)
а Ь

яъни
ь

\

ь

1>т(*) ( 1  /  (0 *) (0 ‘и ) а $  =  о.
а

Демак,
*

/оО О  =  $ / ( < .  4) ч>я ( 0 ^ € / > 1 < » ,  « ]
а

функция ҳамма {фт ($)} функгияларга ортсгснал. Бу 
система тўла бўлгани сабабли / 0(б) =  0, яъни деярли барча 

Ь] учун
ь

I  / ( /  4о) Ф „(0^  =  0.
а

Яна {<{>„(/)} системанинг тўла эканлигидан фойдалансак, 
деярли барча 50£ [а , Ь) учун / ( /  $0) функиия I га нис- 
батан деярди ҳамма ерда айнан нолга тенг эканлиги келиб 
чиқадн. Демак, / ( / ,  5 ) «  0. Бу эоа {ф„,т ( /  б)} систеш- 
нинг тўлалигини билдиради.

Комплекс Эвклид фазссида элементнинг нормаси ҳақи- 
қий Эвкднд фазосидаги каби киритилади:

||л:|| =  /  (х, х).
Элементларгинг ортогоналлиги тушунчаси ҳам одатдаги- 
дек киритилэди, яъни (*, у) =  0 бўлса, -г ва у ўзаро 
ортогонал .элементлар дейилади.
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р комплекс Эвклид фазосида {<рл} .кетма-кетлик орто- 
й0Рмал система бўлсин, яъни

2) И'Ь11 “  — 1, 2............
Д г а р /£ /; ихтиёрий элемент бўлса, у ҳолда

сп =  (/, Фл)

лаР /  элементнинг {фл} системага нисбатан Фурье коэф- 
фициентлари дейилади ва

ро

/1=1
ифода /  элементнинг Фурье қатори дейилади. Ҳациқий 
фазоларга ўхшаш, комплекс фазолар учун ҳам Бессель 
тенгсизлиги ўринлидир, яъни

2  \сп? <  (/> /)•п=1
Тўла комплекс Эвклид фазоси комплекс Гальберт фа- 
зоси дейилади.

Куйидаги теорема 4.3- § даги 4 -теоремага ўхшаш ис- 
ботл.анади.

1 -тео р ем а . ИхтиёриИ икки чексиз ўлчамли се- 
парабел комплекс Гильберт фазоси изометрик изо - 
морфдир.

М А Ш Қ УЧУН М А С А Л А Л А Р

1. Норманинг қуйидаги хоссаларини исботланг:

(I* +  УН> М  -  11у|1:
*) 1|* — * пЦ-*-0 бўлса (яъни х п кетма-кетлик х  эле- 

ментга норма бўйича яқинлашса),

\\Хп\\-»\Н
мУносабатни исботланг.
(ятн лл ^ анах фазосида М  қисм фазо берилган бўлсин 
ла „и ^  ёпиқ вектор қисм фазо). К0 =  У/М фактор фазо- 

Н0Рмани қуйидагича аниқлаймиз:

Ш\\ =  1п! ||л:||, |  — эквивалентлик синфи.

Ш
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Бу формула билан аниқланган функционалнинг нот 
эканлигини ва Г0 фазо шу нормага нисбатан тўла экан9 
лигини исботланг. н'

3. Ҳақиқий функцияларнинг |0, 1] синфи деб
[0, 1] сегментда квадрати билан жамланувчи функциялап 
тўпламига айтилади. * р

а) Ушбу Буняковский — Шварц тенгсизлигини исбот- 
ланг:

1 1 1 • Л
• \ 1 / \ х ) 8 { х ) а х \ < { \ 1 \ / ( х ) ^ а х ] [ 1  \%(х) \ 'а х \ ) \

0 0 0

б) / .2[0, 1] фазода одатдаги алгебраик амалларни ва!
уш бу 1

» 1
■ ( / . ё) =  ]' Д х) £  (х) с1х

0
скаляр кўпайтмани киритсак, бу фазо [Эвклид фазосига 
айланишини исботланг;

в) 1 2[0, 1] Эвклид фазосида ортогонал [бўлган икки 
элементга мисол келтиринг;

г) Ушбу /(х ) =  х а функция а соннинг қандай қиймат- 
ларида 1] фазога тегишли бўлади?

4. Нормаланган V ҳақиқий фазода ушбу тенглик ба- 
жарилсин: -

II* Н" >’1Р +  II* — у||2 “  2 [ |М1* 4  1|у||а]*

Қуйидагича аниқланган функцияни скаляр кўпайтма экан- 
лигини исботланг:

(х, у) =  4- < ц * + у |г;— 1К -;у |Г ) .

5. Сепарабел бўлмаган Гильберт фазосига мисол кел- 
тирииг.

6. Сепарабел бўлмаган Гильберт фазосида ҳам тўла 
ортонормал система мавжудлигини исботланг.

7. Н  Гильберт фазосида {<р«} тўла ортонормал система 
бўлсин. Ихтиёрий / £ Н  элемент учун ушбу

/ = 2 ( / ,  ф. ) ф. .  ||/||* -  2 (Л 9 . )’
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иклаР ўринли эканлигини исботланг (бу ердаги йиғин- 
,енгрда‘ нолдан фарқли элементларнинг сони чекли ёки
?ГнОНЛИДИР)-
С 8 и  Гильберт фазосида қуиидаги цисм фазони ола-
миз:

&2ч • • • > > • • •) • ^1 ^2 • • • Я*}.

қисм фазони топинг.
9 /,2 [0, 1] Гильберт фазосида ўзгармас функциялар- 

дан ҳосил бўлган қисм фазонинг ортогонал тўлдирувчи- 
синя топинг.

10. Гильберт фазосида узлуксиз чизиқди /  фуикцио- 
нални олиб, қуйидаги тўпламни тузамиз:

У о =  : / ( * )  =  0}.

а) У0 Гильберт фазоси маъносида қисм фазо эканли- 
гини исботланг;

б) қисм фазонинг ўлчамини топинг.
11. 1а [а, Ь\ комплекс фазода скаляр кўпайтмани 

қуйидагича аниқлаймиз:
ь

( / .  £ )-=  5 / ( о 7 Ғ ) л
а

а) скаляр кўпайтманинг хоссаларини исботланг.
б) С2 [а, Ь\ Эвклид фазоси С2 [а , Ь\ фазонинг ёпиқ 

бўлмаган қисм фазоси эканлигини исботланг.
12. Сепарабел Гильберт фазоси бир ўлчамли қисм 

фазоларининг тўғри йигиндиси бўлишини кўрсатинг.
13. Сепарабел Гильберт фазосида саноқли, лекин тўла 

бўлмаган ортогонал система қуринг.
14. Сепарабел Гильберт фазосида М  ҳам, М 1- ҳам

чексиз ўлчамли бўлган кисм фазо мавжудлигини исбот- 
ланг.

15. С [я, Ь\ фазода унинг нормасини ҳосил қилувчи 
скаляр кўпайтма мавжуд эмаслигшш исботланг.
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V  б  о  б

ТОПОЛОГИК ВЕКТОР Ф А ЗО Л А Р

5 .1 -§ . Т о п о л о ги к  в ек то р  ф а зо н и н г  т а ъ р и ф и  ва баъ зм
х о с с а л а р и

Е  комплекс ёки ҳақиқий сонлар майдони К  устидаги 
вектор фазо ва х ундаги топология бўлсин.

Т а ъ р и ф . (Е, т) жуфтлик т ополош к вектор фазо 
дейилади, агар х + у  ва 1-х  алгебраик амаллар х, у £ Е, X £ /с 
ўзгарувчилар бўйича биргаликда х топологияга нисбатан 
узлуксиз бўлса, яъни ихтиёрий х, у £ Е  ва X £ К  учун:

1) х + у  нуқтанинг ҳар бир I! (х+ у)  атрофи учун д: ва 
у нинг мос равишда шундай Ц (х) ва Ц (у) атрофлари мав- 
жудки, улар учун V (х )+ Ц  (у )а О  (*-|-у) муносабат 
ўринли;

2) )*х нуқтанинг ихтиёрий С / ( К х )  атрофи учун х  нинг 
шундай I / ( х )  атрофи ва шундай г > - 0  сон мавжудки, |Р —  
— Х| <  г шартни қаноатлантирувчи барча р сонлар учун 
^{](х)<аИ (Хдг) муносабат ўринли.

Топологик вектор фазонинг топологияси вектор топо- 
логия  дейилади. (Е, х) топологик вектор фазо бўлсин. Ҳар 
бир а £ Е  ва X £ К , \ Ф  0 учун / а(х) =  х  +  а ва £\ (х)=/.х 
кўринишда анш<ланган / а : Е-+Е ва :Е -*Е  гкс этти- 
ришларни оламиз.

1 * тео р ем а . / а ва акс эттиршилар (Е, х) нинг 
ўзини ўзига гомеоморф акс эттиради.

И с б о т. Вектор фазонинг таърифига кўра, / а ва / \  
акс эттиришлар ўзаро бир қийматлидир. Сўнгра / а учун 
тескари акс эттириш ! - а, Цх учун эса тескарн акс

эттириш бўлади.
Топологик вектор фазода алгебраик амаллариинг уИ  

луксизлигидан / а, £ \ , / _ а, £4 акс эттиришларнинг уз-

луксизлиги келиб чиқади. Демак, / а ҳам, £\ ҳам гомео- 
морфизмдир.*

Бу иборадан келиб чиқадики, агар Е =  {£/} система 
(Е, т) топологик вектор фазодаги нолнинг атрофлари сис- 
темасинииг базиси бўлса, у ҳолда 2 а={а-Ь£/ : V  £ Е} сис- 
тема (Е, т) фазодаги а нуқтанинг атрофлари системаси учун 
базис бўлади. Демак, топологик вектор фазонинг топо-
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3.2-$ даги 2- теоремага асосан нолнинг атрофлари 
л°гИЯмасининг базиси билан тўла аниқланар экан. 
сИСТ9 т е о р е  ма. Агар (Е, х) тополошк вектор фазо- 

г ___{£/} нолнинг атрофлари системаси уяун ба-

да ? б Н са- У Ҳ°,Лд<1з11Ь 1) хар бир V ютувчи туплам;
2) ҲаР бнр У £ 2  уяун шундай 1/£ £ мавжудки, 1/-|- 

^ •п ^н о лн и н г  шундай мувозанатлашган № атрофи
IV / Цмавжудки, Г

И с б о т. 1) а £ Е  ва /  (>«) =  X а, X £ К  бўлсин. У ҳолда 
/ .  Е  акс эттириш X =  0 нуқтада узлуксиз бўлгани 
{уфайли ихтиёрий II £2  учун 0£  К  нинг шундай {X : |Х|^в} 
ятрофи мавжудки, унинг /  акс эттиришдаги тгсвири V  
нинг кисми бўлади, яънк агар |Х |^в  бўлса, 1а£1! бўяади. .
Бундан, агар 1 Н ^ “г  тенгсизлик бажарилса, а €[х11 эканли- 
ги келиб чиқади;

2) £(*, у ) - х  +  у\ (£ : ЕхЕ~>Е) акс эттириш (х, у) =  
- (0 , б) нуқтада узлуксиз бўлгани туфайли ихтиёрий 
£% учун нолнинг шундай I/, ва У2 атрофлари мавжудки, 
агар х  £ 1 / ва у £ Ў2 бўлса, у ҳолда х  +  у£1).

3.2- §, 2-теоремага асосан нолнинг шундай V £ 2  ат“ 
рофи мавжудки, П бўлади, бундан эса Х^+УаЬ’
эканлиги келиб чиқади;

3) Ушбу Н (X, х ) ~ \х  (Н: КХЕ-^-Е)  акс эттириш (0, 0) 
нуқтада узлуксиз бўлгани учун нолнинг шундай V £Е  ат- 
рофи ва е > 0  сон мавжудки, |Х|<; £ ва х  £ I/ шартларни қа- 
ноатлантирувчи X ва х  учун Хл: £11, яъни XI/ с:{У. Сўнгра 
и/ сифатида ушбу IIX V  тўпламни оламиз. Равшанки,
т  . ,х,<6их нолнинг атрофи ва Н/сгV.

Ихтиёрий х £ №у ч у н  шундай X (|Х|< е) топиладики, х£Х У. 
Бундан ихтиёрий ( £ Е  учун I х £ 1 \ \ . Энди, агар |̂ | <  I бўл- 
с\  У Ҳолда |Х / |<  е, ва демак, (х  V, бу ерда |р| е. Шун- 
Дзи қилиб, (х £ у X 1 /=  ў/, яъни тўплам нолнинг Ц/с

шзртни қаноатлаьтирувчи мувозанатлашган атрофи экан.* 
ат Г |а т и ж а - Ҳар бир топологик вектор фазода иолнинг 

Рофлари системасининг мувозанатлашган атрофлардан ибо- 
рат базиси мавжуддир.

аъ р и ф . Агар топологик вектор фазода нолнинг ат- 
системасинииг қавариқ атрофлардан иборат базкси

воп ,,/д ЯЎлса* бундай топологик вектор фазо локал қа~ 
Р*Ч фазо дейилади. *

115

www.ziyouz.com kutubxonasi



З - т е о р е м а . Локал қавариқ фазода нолнинг ат- 
рофлари системасининг қуйидаги хоссаларга эга бўл* 
ган 2 базиси мавжуддир:

1) ихтиёрий V £ 2  ва V £ 2  учун шундай № £ 2  мав- 
жудки, Хё си Ц (] V;

2) агар V £ 2 бўлса, барча Х=£0 уяун кЦ £ 2;
3) ҳар бир I/ £ 2  абсолют қавариқ ва ютувяи тўп- 

ламдир.
Аксинча, агяр £  вектор фазода унинг қисм т$п- 

ламларидан иборат ва 1)—3) игартларни қаноат - 
лантирувчи бўш бўлмаган 2  система берилган бўл- 
са, у ҳолда Е да шундай топология мавжудки, бу 
топологияда Е локал қавариқ фазо бўлиб, 2 эса ун- 
даги нолнинг атрофлари системаси учун базисни 
ташкил этади

И с б о т . Е  локал қавариқ фазо бўлгани учун унда 
иолнинг қавариқ атрофларидач иборат 2 базкс мавжуд. 
Фараз қилайлик, £/ 6 2 ана шундай атрофлардан бири бўл- 
син. Ушбу 11/ =  П р-6/с'М тўплам нолнинг абсолют қавариқ

1М=*1
атрофи эканлигини исботлаймиз.

2-теоремадан ҳар бир Ц £ 2 учун нолнинг мувозанат- 
лашган Кс~Е1 атрофи мавжудлиги келиб чиқади. Бундан 
рК ссрё/ муносабат барча Н*|=1 учун ўринли. Аммо V  
мувозанатлашган атроф бўлгани учун }х\/= V. Демак, 
1/с: П (а и ~  И/ ва демак, ХЎ нолнинг атрофи экан. Ҳар бир

р. V  қавариқ тўплам эканлигидан нинг ҳам қавариқлиги 
келиб чиқади. Энди кинг мувозанатлашган тўплам экан- 
лигини кўрсатамиз, яъни барча (|Х|<  1) учун ХЦ/ а ў ў  му- 
носабатни исботлаймиз. Ихтиёрий х £ У  элементва Х(|Х|) 1)
сонни оламиз. Маълумки, бундай комплекс сонни X ~ г (  (0 <  
=< г ^ 1 ,  |*| =  1) кўринишда ёзиш мумкин. У ҳолда 11/ қа- 
вариқ бўлгани учун гх= гх-\г(\— г ) 9 П  рУ, яъни их- 
тиёрий р. (И = 1 ) с о н  учун г х £ у . Ц .  Энди |*-1р |=  1 муноса- 
батни ҳисобга олсак, гх  £ 1~])ь Ц, бундан кх =  1-г-х £ р V. 
Олинган {а(|р | = 1) ихтиёрий бўлгани сабабли 'кх £ Г) ё /=  и/.

|1М—1
Шундай қилиб, И/ тўплам Ц нинг ичида жойлашган нол- 
нинг бир вақтда ҳам қавариқ, ҳам мувозанатлашган, яъни 
абсолют қавариқ атрофи экан. Бундан локал қавариқ фа- 
золарда нолнинг абсолют қавариқ атрофларидан иборат 2 
базисч мавжуд эканлиги келиб чиқади. Ушбу 2'=;{л V : X Ф  
Ф0,  1/£2} системани олсак, у ҳам нолнинг атрофлари сис- 
темаси учун абсолют қавариқ атрофлардан иборат ва 2)
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шартни қаноатлантирувчи базис бўлади. 2 ' базис бўлган I 
сабабли 1) шарт ўринлидир. 2 ' нинг тузилишидан унинг
3) шартни ҳам қаноатлантириши келиб чиқади.

Аксинча, энди система 1)—3) шартларни қаноатлан- 
тирсин деб фараз қилайлик.

Ушбу 5 =  {1/с:/:': бирор / / £ 2  учун V) системани 
оламиз. Ў ҳолда 2а = { а +  V:  1/£Е} система а £ Е  нуқтанинг 
атрофлари системасининг 1) — 4) хоссаларини қаноатлан- 
тиради (3.2-§). Ҳақиқатан ҳам 1) — 3) шартлариинг бажа- 
рилиши равшан. 4) шартнинг бажарилишини текширамиз. 
Агар а -Ь  К£2Л бўлса, у ҳолда шундай V  £ 2 мавжудки,
V а  V ўринли, бундан эса барча Ь £ а +  у  1) учун а-\- К£ 2*,

. |
эканлиги келиб чиқади, чунки * Ь 4- -ў-1)аа -{- V.
Демак, 4) хосса исботланди. Шундай қилиб, Е  фазода 
а € Е нуқтанинг 2 а атрофлари системаси билан аниқланган 
т топология мавжуддир. Ннҳоят, шу топологиянинг век- 
тор топология эканлигини кўрсатамиз. Ихтиёрий

{/€ 2, х, у £ £  учун(л: +  ^ £ / )  4  (у 4 ~  С /)сх  +  у 4  V

муносабат ўринли эканлигидан қўшиш амалининг узлук- 
сизлиги келиб чиқади.

Энди >х кўпайтманинг узлуксизлигини кўрсаталшз. 
Ихтиёрий а£Е, а£// ва £/£2 ни оламиз. V ютувчи тўплам 
бўлгани учун шундай \х >  0 мавжудки, а£\±1) бўлади. Сўнг
0 <  2^ <  •— шартг.и қаноатлантирувчи V} ва 0 <  2 8 < Й Т 1
шартни қаноатлаитирувчи В сонларни танлаймиз. Ўшбу 
|Х — а |< с  ва х  £ а -\- Ъ I! шартларни қаноатлантирувчи X 
сон ва х  £ Е  учун

X* — ш  — X (х — а) 4  (X — а) а £ 8 (|а| 4  г/) V Ц,
яъни скалярга кўпайтириш амали ҳам узлуксиздир.*

4 -т е о р е м а . 7опологик вектор фазода қавариқ 
тўпламнинг ёпилмаси қавариқ, мувозанатлашган 
тўпламнинг ёпилмаси эса мувозанатлашган бўлади. 

И с б о т . А қавариқ тўплам бўлсин. Нолнинг ҳар бир
V  атрофи учун 2-теоремага асосан мувозанатлашган шун-
Дай V  атрофи мавжудки, V  4  17с: II. Бирор а, Ь£ А нуқ- 
таларии олсак, у ҳолда х  £ А П (я 4  V) ва у £ А  П (6 4  V) 
нуқтапар мавжуд. А тўплам қавариқ бўлгани туфайли их 
тиёрий г ( 0 < г < 1 )  сон учун
ГХ 4  (1 — Г)у € [ г Л  4  (1 -  Г)А ] П [ г а 4  (1 -  г)Ь 4 г У +

1 1 7

www.ziyouz.com kutubxonasi



+  (1 — г) VIс:Л П \га + ( ! —/•)*+- V +  У\<=АГ\(га + (1 -
— г) и).
Демак, кхтиёрий I! учуи

(г-а-Ь (1_— г)Ь+ и ) ( ] Л ^ 0 ,
яъни га +  (1 — г) Ь£А.  Мувозанатлашган тўплам учун 
ҳам исбот шунга ўхшаш бўлади.*

Ь н а т и ж а . Топологик вектор фззода абсолют қава- 
риқ тўпламнинг ёпилмаси ҳам абсолют цавариқдир.

2 -н а т и ж а . Топологик вектор фазода нолнинг атроф- 
лари системасининг ёпиқ мувозанатлашган атрофлардан 
иборат базиси мавжуддир; локал қавариқ фазоларда эса 
нолнинг атрофлари системасининг ёпиқ абсолют қавариқ 
атрофлардан иборат базиси мавжуддир.

И сб о т . 2 нолнинг мувозанатлашган атрофларидан
ташкил топган базис бўлсин. Е={(У : V £ £} системани оламиз.
4-теоремадан 3 нолнинг ёпиқ, мувозанатлашган атрофлари 
системаси эканлиги келиб чиқади. Энди 3 нолнинг барча 
атрофлари системаси учун базис ташкил этишини исбот- 
лаймиз. Ц нолнинг ихтиёрий атрофи бўлсин. У ҳолда шун-
дай 1 /£ 2  мавжудки, У+ УссЦ бўладн Энди, агар х £  V 
бўлса, унда (х  +  1/)П У ф 0  муносабат ўринли ва шунинг
учун х £  V— V  =  V  +  Ус:С/, яъни УаС/.  Демак, 3 ноль 
атрофларининг базисидир. Фазо локал қавариқ бўлгани 
ҳолда 2 сифатида 3- теоремадаги базисни олсак, 4-теоре- 
манинг 1-натижасига кўра ҳар б и р £ /£ 2  унун V абсолют 
қавариқдир; қолган хоссатар эса осонликча кўрсатилади.*

5 -т е о р е м а . 2 систеиа Е топологик вектор фа- 
зодаги нолнинг атрофлари системасининг базиси 
бўлсин. Е нинг Хаусдорф фазоси бўлииси укун [)Ц =

=  {0} шарт бажарилииш зарур ва кифоядир.
И с б о т . Агар Е Хаусдорф фазоси ва х ф Ь  бўлса,

шундай 2 мавжудки, х  £11 бўлади, яъни П V =  {0} шарт

бажариладк Аксинча, П £/-{0} бўлсин. Ихтиёрий х Ф у

учун х  — уф$, демак, шундай V £ 2  мавжудки, х  — у £ V 
муносабат қаноатлантирилади. Сўнг V +Ус:1} шартни қа- 
ноатлантирувчи мувозанатлашган \/£ 2 атр о ф н и  оламиз. 
У ҳолда (х-|-1/)П(у +  V) =  0 .  Дарҳақиқат, агар г £ ( х  +  
+  ЮП(У-гЎ) элемент мавжуд бўлса эди, у ҳолда х —у^= 
=  (г^-у)—(г—х) £ V— V =  \ /+  У<с1) бўлар эди. Бу эса
х  — у € V муносабатга знд. Шундай қилиб, Е Хаусдорф 
фазосидир.*
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5 .2 - § .  Я р и м н ор м ал ар

Е  вектор фазодаги яримнорма деб, Е  да аникланган ва 
цуйидаги икки шартни қзноатлантирувчи р : Е  Қ ҳақи- 
қий функцияга айтилади:

(1) р (а д:)=|а| р (х) барча а £ К  ва х  £ Е  учун;
(2) Р (х +  у) <  р (х) +  р (у) барча у £ Е  учун 

(ярим аддитивлик).
Агар ихтиёрий х ф $  учун р (д :)> 0  бўлса, равшанки, 

р — нормадир. ,
1 -т е о р е м а . р функция Е вектор фазодаги ярим- 

норма бўлсин. У ҳолда  .* ‘
1) Р (8) =  0;
2) |р(л:) — р(у)| <ср(х  — у) барча х , у £ Е  учун\
3) р(х)  0 баряа х  £ Е учун\
4) {* :р(х)  =  0} тўплам Е  нинг вектор қисм фа- 

зоси бўлади;
5) — {л:: р (д:) с  1} тўплам абсолют қавариқ ва 

ютувчидир.
И с б о т . 1) хосса р (а л:) =  |а| р(л;) шартдан а =  0 бўл- 

ганда келиб чиқади;
2) р нинг яримнорма эканлигидан р (х)= р (х — у+ у) <  

<  р (х —у) + р (у ), яънир(л:)—р(у)*^р(х — у). Шунга ўх- 
шаш, р (у — х) >  р (у) — р (х) тенгсизлик ҳам ўринли. р(х—
— у) = р (у — х) бўлгани учун юқоридагилардан |р (х) —
— р (у)| <  р (х — V) тенгсизлик келиб чиқади;

3) агар 2) хоссада у =  0 деб олсак, р (х) >  \р(х)  | >  0  
тенгсизлик келиб чиқади, яъни у  х  £ Е  учун р ( х ) > 0 ;

4) энди р (х) =  р (у) =  0 .ча а, р £ /С бўлса,

0 <  Р (а д: -4- Ру) <  |а| р (*) 4- |Р| р (у) =; 0

муносабатдаи р (а х  +  Ву) =  0 тенглик келиб чиқади, яъни 
■{х :р(х)  =  0} тўплам Е нинг вектор қисм фазоси экан;

5) ушбу 3 ~ { х : р(х) <. 1} тўпламни олайлик. Равшан- 
ки, В  мувозанатлашган. Агар х,  у £ 3  вэ 0 <   ̂<  1 бўлса,.
р (**+ ( 1 - 0 ) 0 ^  *Р (х) +  ( \ - * ) Р ( У ) < 1  +  1 — * = 1 
ўринли бўлади. Шунинг учун В қавариқдир, демак, В абсол- 
ют қавариқ тўплам экан. х £ Е  ва 1 > р ( х )  бўлса, у ҳолда
Р ( у  =  у  р (л:) <  1, яъни ^_1л: £ £ . Шундай қилиб, х  £
&В.  Демак В — ютувчи тўплам.*

Т а ъ р и ф . Абсатют қавариқ ва ютувчи А тўплам бе- 
рилган бўлсин. Ушбу рА(*) =  т{  { ( >  0 :  х  £ М} функция
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Л тўпламн нг Манковский функционали дейиладн. л 
тўплам ютувчи бўлгани сабабли барча х  £ Е Уч,, 
Р \ (лг)<; +  «>.

2 -т е о р е м а . А тўплам Е вектор фазодаги абсо* 
лют қаварақ ва ютувш тўплам бўлсин. У ҳЪлдц

1) р \(х )  функционал Е да яримнорма бўлади;
2) В =  {х : р А(х) <  1} ва С =  { х : рА (х) <  1} тўплам- 

лар учун В а  Аа.С  ва рв =  рА =  рс муносабатлар 
ўринлидир.
И с б о т. Ҳар бир х £ Е  учун Яд (х) =  {/ >  0 : *  £ / Л } с: 
тўпламни тузамиз. (х) ва бўлскн. А тўплам қа-
вариқ ва 6 £ А  бўлгани сабабли ихтиёрий х  £ Л учуқ
(1 — —) 9 - |— ^ 4̂ бўлади, яъни 1 х £ з А  муносабат
ўринл *дир. Бундан I А а зА  муносабат ва НА (х) тўплам- 
нинг ярим тўғри чизиқдан иборат эканлиги келиб чиқади. 
Ихтиёр-й х, у £ Е  учун ушбу

Ра (*) <  5 ва рА (у) <  / (1)

тенгсизликларни қаноатлантирувчи ихтиёрий 5 ва / сонлар- 
ни оламнз. У ҳолда х  £ з А ва у £ I А бўлади; бундан эса Л 
абсолют қавариқ тўплам бўлганлиги учун х~\~у Л +  М с  
сг(5 +  /)Л  муносабат келиб чиқади. Шунга кўра рА (лг-{- 
+  у ) <  5 -М . Бундан (1) тенгсизликлардаги 5 ва / сонлар 
ихтиёрий бўлгани учун рА (х 4 -у ) <  рА (х) +  рА (у) ке- 
либ чиқади. рА (*х) =  \ч\рА (х) муносабат шунга ўхшаш 
кўрсатилади.

Агар рА| (х) <  1 бўлса, 1 £ НА (дг), яъни х £ А .  Равшанки, 
агар х£А  бўлса, рА (лг)< 1. Шуларга кўра В сг А а  С. 
Бундан ихтиёрий х  учун Нв (л:) с : НА (*) с : Нс (х), яъни

Рс (х)СРл (х)СРз (х). (2)
Энди ушбу

Р с ( х ) < 5 < *  (3)
тенгсизликларни қаноатлантирувчи ихтиёрий- / сонлар- 
ни оламиз. У ҳолда — £ С ва, демак, рА (-^) ^  1, шунгз

кўра Рл ( у )  <  ~ <  1. Демак, бундан рв ( у )  < 1 ,
яъни рв (х) <  /.

Юқоридаги (3) тенгсизликда $, / ихтиёрий бўлгани 
сабабли рв (х)<; рс (*). Бундан ва (2) муносабатдан рс (х)=* 
= рв (х) тенглик келиб чиқади.*
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р  вектор фазода яримнормаларнинг бирор Р  система- 
берилган бўлснн. Агар ҳар бир хф В  учун шундай 
Р мавжуд бўлсаки, унинг учуи р{х) ФО шарт бажа- 

Р \ сй Р система Е вектор фазонинг нуқталарини ажра- 
система дейилади.

з - т е о р е м а .  Л окал қавариқ Е Хаусдорф фазосида 
о гь атрофлари системасининг абсолют қавариқ 

Нт р о ф л а р д а н  иборат бўлган 2 базисини оламиз, рц 
11 а и  £ 2 атрофнинг Минковский функционали бўл- 
сан. У ҳолда {ри, V £ 2} система Е нинг нуқталари- 
на 'ажратувш узлуксиз яримнормалар системасини 
хосил қилади.

И с б о т . Агар х £ Е  ва х  =£ 6 бўлса, шундай Ц £ 2 мав-
жудки, яъни 2-теоремага асосан р у (х )> 1 . Шундай
килиб, {рц , V 6 Ц  система Е  нинг нуқталарини ажратув- 
чи яримнормалар системасидир.

Энди ихтиёрий V  £ 2 ва е > 0  оламиз. У ҳолда барча 
х £ е У  учун ру бундан, агар х  — у ^ & У  бўлса,
| Ру (*)— Ру (У) I ^  Ру ( х — у ) < е  эканлиги, яъни ярим- 
норманииг узлуксизлиги келиб чиқадн.*

4 -т е о р е м а . Е вектор фазода Р яримнормалар 
системаси берилган бўлсин. Ҳар бир е > 0  ва р £ Р 
учун 1 / ( р ,  е )  =  { х : р ( * ) < £ }  тўпламни тузамиз. 2  сис- 
тема У(р, е) тўпламларнинг барча чекли кесишма- 
ларидан иборат бўлсин. У ҳолда Е да игундаи х век- 
тор топология мавжудки, бу топологияда:

1) Е локал қавариқ фазо ва ҳар бир р £ Р  у злук - 
сиз;

2) 2 нолнинг барча атрофлари системаси учун 
базисдир;

3) агар Р система Е нинг нуқталарини ажра- 
тувчи бўлса, (Е, х) Хаусдорф фазоси бўлади.

И сб о т . Ҳар бир V (р, е) тўплам абсолют қавариқ 
ва ютувчи бўлгани учун 2 нинг элементлари ҳам аб- 
солют қавариқ ва ютувчи бўлади. Ихтиёрий а > 0  учун

(Р, £) =  V  (р, а е) муносабат ўринли бўлганлигидан, ҳар 
бир Ц £ 2  ва а > 0  учун а и  6 2  эканлиги келиб чиқади.

Энди агар и { ва С/3£ 2  бўлса, шундай £ /£ 2  топилади- 
ки, ( )и2 муносабат бажарилади. Шундай қилиб,
б-Ь § даги 3-теореманинг барча шартлари бажарилди, де- 
мак Е да теоремамизнинг 1 ва 2 -хоссаларини қаноатлан- 
т,ФУвчи х топология мавжуддир. Энди \/(руг) тўпламлар- 
НИНг аниқланишнга кўра ҳар бир р £ Р  яримнорманинг уз- 
лУксизлиги келиб чиқади. Ниҳоят, Р яримнормаларнинг
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ажратувчи системаси бўлсин деб фараз қилайлик. У ҳол- 
да П ^ = П ^ ( р ,  £)={&} бўлади, шундай қилиб, 5 .1-§

£ р£Р. ‘>0
нипг 5 -теоремасига кўра (£, т) локал қавариқ Хаусдорф 
фазосидир.*

М и с о л л а р . 1. Ч е к л н  ў л ч а м л и  ф а з о л а р .  
Агар п ўлчамли Эвклид фазосида топология || х  || =

норма ёрдамида аниқланса, бу фазо локал қа-

вариқ Хаусдорф фазоси бўлади. Е>унда нолнинг барча 
атрофлари системасшшнг базиси сифатида ушбу 
V, =  {х-.\\х  || ^  е}(£>0) тўпламларни олиш мумкин.

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я л а р  ф а з о с и . а) [а, Ь] 
сегментдаги барча узлуксиз ҳақиқий (ёки комплекс) функ- 
цияларнинг С [а, Ь] тўпламида топология \\х\\ «  т ах  |л :(0

'  а < « Ь
норма бўйича аниқланса, С [а , Ь\ ҳам локал қавариқ фа- 
зони ташкил этади;

б) М  компакт, С(М) тўплам бу компактдаги барча 
узлуксиз ҳақиқий (ёки комплекс) функциялардан иборат
бўлсин. Ушбу | |х | |  =  т а х  |д:(0| норма ёрдамида киритил-

м
ган топологияда С(М) локал қавариқ фазо бўлади;

в) С (/?) тўғри чи^зиқдаги барча узлуксиз ҳақиқий 
(ёки комплекс) функциялар тўплами бўлсин. Ҳар бир

учун ушбу рп(х) =  тах |л:(/)| яримнормани аниқлаймиз.
~ п < К п

С(/?) фазо {рп : п =  1, 2 . . .} яримнормалар системаси 
билан аниқланган топологияда локал қавариқ Хаусдорф 
фазосидир.

3. Ҳар бир нормаланган чизиқли фазо ўзининг нормаси 
орқали киритилган топологияда локал қавариқ Хаусдорф 
фазоси бўлади, бунда ноль атрофларининг базиси вазифа- 
сини {х : || х  [| <  е, е >  0} система бажаради.

4. Ч е к с и з  д и ф ф е р е н  ц и а л л а н у в ч и  ф у н к -  
ц и я л а р  ф а з о с и . а) СГ00 [а, Ь\ фазо [а, Ь\ сегментда- 
ги чексиз дифференциалланувчи ҳақиқий (ёки комплекс) 
функцияларнинг вектор фазоси бўлсин. Ушбу рт (х) =  
=  т а х  [л:(т)(0|» (т 6 М» х  £ С®[а, 6]) белгилашни киритамиз.

а « < Ь
У ҳолда {рт : т ^ )  система С “ [а, /;] фазонинг нуқтала- 
рини ажратувчи яримнормалар системасини ташкнл этади 
ва бу система ёрдамида киритилган топологияда С°°[а, Ь\ 
локал қавариқ Хаусдорф фазоси бўлади;
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б) С да(/?) тўғри чизиқдаги барча чексиз дифферен- 
циалланувчи ҳақиқий (ёки комплекс) функциялар тўпла- 
ми бўлсин. ртП (х) =  шах \х{т\()\ ифода яримнорман и аниқ-

—л</<я
лайди, бу ерда т, п £ И у х  £ С°°(/?).

Бу ҳолда ҳам {ртп: т, я £ М) яримнормалар системаси 
С “ (/?) фазонинг нуқталарини ажратиб, унда локал қа- 
вариқ Хаусдорф топологиясини аниқлайди.

00
5. Бирор р мусбат сон учун 1р фазо ушбу 2  \ х \р<

п—\
<С  Ч- оо муносабатни қаноатлантирувчи барча кетма-кет- 
ликлардан иборат бўлсин. Ҳар қандан а >  0, Ь >  0, 0 <  
<  р <  1 учун (а-\- Ь)р <  ар 4- Ьр тенгсизлик ўринли бўл-

оо ,

гани сабабли с1(х, у) =  2  1*л — Уп\р функция 1р да мет-
п—1

рика бўлади. Бу метрика 1р да х вектор топологияни аниқ- 
лашини, яъни (1ру -с) топологик вектор фазо эканлигини 
кўрсатамиз.

Метриканинг кўринишидан равшанки,
й (х -\-г , у г) — й(х, у), (4)
ф х ,  ку) »  | \ \ рс1(х, у),

бу ерда х , у ,  г£1р, >•£/?.
Топологик вектор фазо таърифидаги 1) ва 2) аксио- 

маларни текширамиз.
Маълумки, X  метрик фазода х  нуқтанинг атрофлари 

Ц(х, е) =  {г £ X : р(х, г )< е }  кўринишда олинади. Демак,
1) аксиоманинг бажарилишини исботлаш учун

Ц(х, з;2) +  С(у, в /2)сС (л:-Ьу, в) (5)

муносабатни исботлаш кифоя. Ихтиёрий г х £ Ц(х, е/2) ва 
2̂ €0 '(у,е/2) нуқталар учун й(х, г 1)<.г12, с((у, г 2) < е / 2, 

Демак, (4) муносабатларнинг биринчисига асосан

й(х 4- У> г* 4- г2) == й(х 4- у — г и г 2) =  й?(х — г 2 — у )<  
<с1(х — г и 0) +  </(9, г 2 — у) = с1(х, г х)-\-<Цу, ' г 2)<е,

. яъни г* 4- г 2 £ С(* 4* У, £); шу билан (5) исботланди.
Энди 2) аксиоманинг бажарилишини исботлаймиз. Их- 

тиёрий х  £ 1р элементни ва X £ /? сонни оламиз. I! (Хл:, е) ат- 
роф кх элементнинг ихтиёрий е-атрофи бўлсин. Энди е ,>
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> 0  ва г > 0  сонларни қуйидаги тенгсизликларни қано- 
атлантирадиган қилиб оламиз:

У ҳолда ихтиёрий г£С>(х,  г,) ва ? € /?  (|Х -  ? | <  г) учун
(4) муносабатларга асосан

й(кх, ?г) =  (1('кх — рх, Зг — $ х Х .й (к х  — &хў В) +
+  с1(В, $г — $х) = \'к — $\Р(1(х, В)-\-$\рй(х, г ) <

<  гРс1(х, В) +  (г|\| -Ь г)рй(х, г)  <  ~  +  ~ =  е.

Демак, ^ [/р^с,е), яъни 2) аксиома ,ҳам бажарилади.
Шундай қилиб, (/1р, х) — топологик вектор фазо. Аммо 

(1р, х) локал қавариқ фазо эмас. Шуни кўрсатамиз. Агар 
(1р, т) локал қавариҳ фазо бўлганида эди, нолнинг { х : 
:с1(х, 6 )< 1 }  атро(})Ида жойлашган ҳар бир К атроф учун 

унинг шундай қавариқ атрофи V  ва МУ =  {х : й(х , 0-<£} ат- 
рофи мавжудки, улар ушбу 1 ^ с ( / с  V  муносабатларни 
қаноатлантирар эди. Қуйидаги кетма-кетликни тузамиз:

У ҳолда барча г =  1, 2, . . .  учун г Р х (п£ IV с : Ц. Эн- 
ди V  қавариқлигидан ҳар бйр я учун

муносабат келиб чиқади. Аммо ё(у, В) — еп'~р шсофа 
учун п етарлича катта бўлганда й(у, 6)>1. Яъни у £ У .  
Б у зиддият (1р, т) фазонинг локал' қавариқ эмаслигини 
кўрсатади.

Е  вектор фазо бўлсин. Мазкур параграфда биз Е  нинг 
бирор вектор қисм фазосида аниқланган чизиқли функци- 
онални унинг айрим хоссаларини сақлаган ҳолда бутун Е  
фазога давом эттириш масаласини кўрамиз. Қуйида келти- 
риладиган теоремалар топологик вектор фазо«1ар назария- 
сининг эиг муҳьм теоремаларидандир.

5 .3-§ . Х ан—Банах теоремаси

124 www.ziyouz.com kutubxonasi



1 - т е о р е м а  (Хак—Банах теоремаси) Е ҳақиқий век- 
пюр физо, р унда аниқланган яримнорма бўлиб, / 0 
эса Е нинг Е0 қисм фазосида аниқланган ва

/о(х)<р(х) (х££о)  . (1)
тартни қаноатлантирувчи чизиқли, функционал 
бўлсин. У ҳолда Е фазода шундай /  чизиқли функ- 
ционал мавжудки, у / 0 нинг давомидир (яъни / \Е 0=  
=  /о) ва

Д х ) < р  (х) (х£Е).  (2)
И с б о т . Агар Е0ф Е  муносабат ўринли бўлса,/ ,  функ- 

ционални (2) шартни қаноатлантирадиган қилиб бирор 
£ р Я 0 вектор қисм фазога давом эттириш мумкинлигини 
кўрсатамиз. Бирор г £ £ \ Е 0 элементни олиб, Е0 ва г  би- 
лан ҳосил қилинган Ех =  Е0 4- вектор қисм фазони 
кўрамиз. Таърифга асосан, Ех фазоиинг элементлари ушбу

1г +  х,  х £ Е 0%
кўринишга эгадир. Д  функционал / 0 функционалнинг Е 
фазога бирор давоми бўлса, равшанки,

/ ,( (г  +  х) =  1/,{г) + /о (х ) .
Агар с — Д(г)  белгилаш киритсак, у ҳолда ихтиёрий с 
учун Д  чизиқли функционал / 0 функционалнинг давоми 
бўлади. Биз с сонни (2) шартни назарда тутиб танлаймиз, 
яъни бу сон ушбу

Д(х)  + 1с<гР(х+ (г)
тенгсизликни ихтнёрий х  ва  ̂ учуи қаноатлантирсин. 
Мусбат £ учун бу тенгсизлик қуйидаги тенгсизликка эк- 
вивалент:

/ о ( т ) + с < р ( 7  +  2 )

яъни

с < р 4 + . г ) - / о 4 ) .  - •. (3)

Манфий I учун эса ушбу

С >  — Р ( — т  - г )" - /о (т )  (4)

тенгсизлик ҳосил бўлади. Демак, (3) ва (4) шартларни 
бир вақтда қаноатлантирувчи с сон мавжудлигини исбот- 
лаш керак.
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/Г0 дан олинган ихтнёрий у \  у "  элементлар учуи (2) 
шартга асосан

/ о ( У " ) — / о ( У ' )  = / о ( У "  —  У ' ) < Р(У" -  У ' ) = Р ( ( У " + 2 ) — (у '+  
+  2)) <  Р (у "  +  г) + р( -  У '  — г),

яъни
—/о(у") +  Р(у" +  2) >  — / 0(у') — Р ( — у ' — г). /

Бу ерда у ' ва у "  ихтиёрий бўлгани сабабли
<+ =  1п!( - /„(у") +  р(у" +  г)) >  <  =  ?ир(—/,(у') — р( — 

У"€5. — У' — г)). у'££-0
Агар с ^ ^ с ^ с '  тенгсизликни қаноатлантирувчи бирор 
с сонни олсаи, у ҳолда ихтиёрий у', у"£/Г0 учун

—/о(У") +.р(у" +  г) >  с >  —/о(у') — РК — у ‘ — г). {1

Хусусан у' =  у" =  у- бўлганда, (3) ва (4) тенгсизлик-

лар ўринли бўлади.
Шундай қилиб, / 0 функционалнй (2) шартни қаноат- 

лантирадиган қилиб Вх вектор қисм фазога давом этти- 
риш мумкин.

Энди теореманинг исботини Цорн леммаси (6.1- §) ёр- 
дамида якунлаймиз. Бунинг учун (Ь> £ ) жуфтликлардан 
иборат бўлган 2  тўпламни кўрамиз, бу ерда:

1) £ тўплам £ 0с : 1 с1:Я муносабатни қаноатлантирув- 
чи вектор қисм фазо;

2) £  чизиқли функиионал бўлиб, / 0 нинг £ вектор 
қисм фазога давомидир;

3) ихтиёрий х £ Ь  учун ^ (х )< р (л ) .
2  тўплам бўш эмас, чунки (/Г0* / 0) £ £ .  2  тўпламда қис- 

ман тартиб киритамиз: агар бўлиб, £ 2 функцио-
нал 8\ функционалнинг давоми бўлса, у ҳолда (/.,, £ , ) <  
< ( А 2» £г) деб ҳисоблаймиз.. Қисман тартибланган 2  тўп- 
ламда 11орн леммасининг шартлари бажарилади. Ҳақиқатан, 
2 0с :2  ихтиёрий чизиқли тартибланган тўплам бўлсин. 
Ушбу

и  =  Ц { * :(£ , й € 2 0}
тўплам Е  нииг вектор. қисм фазосидир. Дарҳақиқат, л:, 
у £ Ц  элементларни олсак, шундай Ц , £ 2 вектор қисм 
фазолар топиладикй, х £ Ь и у £ Ц  бўлади ва (£,„ ^ ) ,  
(А2, £ 2) € 2 0. 2 0 чизиқли тартнбланган бўлгани сабабли ё
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(/.!, ё \ ) > ( ^  ёч) ёки (/,2, £* )> (!.„  £ ,). Масалан, (/.„  £ , ) >  
ёД  деб фараз қилайлик, у ҳолда ЕХ̂ >Ц ва демак, 

X, у £ £ ,  яъни ихтиёрий X, |а ҳақиқий сонлар учун Х-х: 
4-^ху ^ Ц а Ц .

1 0 нинг ихтиёрий х  элементи бирор /-((/., ^ ) £ 2 0) га 
тегишли; £ 0(х) =  £(л:) деб олсак, £ 0 вектор қисм фазода 
бирор ёо чизиқли функционал аниқланган бўлади. Рав- 
шанки, ( и  £ц)£® ва (10, £ 0) элемент 2 0 тўплам учун 
юқори чегарадир. Цорн леммасига асосан 2  тўпламда мак- 
симал элемент (/.тах, / тах) мавжуд. Агар биз Атах =  Е  
тенгликни исботласак, у ҳолда / тах керакли функционал 
бўлади. Агар 1 тАХа Е , 1 тахф Е  бўлганда эди, биз исбот- 
нинг бошида кўрсатилган йўл билан / шах функционални 
бирор Ех^>Етах вектор қисм-фазога давом эттирган бўлар 
эдик, бу эса (1тах, / т ах) максимал элемент эканлигига зид. 
Демак, Ьтгх = Е  ва / тах = / — керак бўлган функционал.*

Энди Хан—Банах теоремасини комплекс вектор фа- 
золар учун исботлаймиз.

2 - т е о р е м а .  Е комплекс вектор фазода р бирон 
яримнорма бўлиб, Е  нинг бирор Е0 вектор қисм фа- 
зосида аниқланган  / 0 чизиқли функционал

* 1/о(*)1<Р(*) (х  € £<>)
шартни қаноатлантирсин. У ҳолда Е  да аниқлан - 
ган шундай /  функционал мавжудки, у қуйидаги 
шартларни қаноатлантиради:

1/С*)1 <  Р(х),  (5)
/(* ) =  /о(х), х £ Е 0

И с б о т .  Маълумки, ихтиёрий комплекс фазони ҳа- 
қиқий вектор фазо сифатида қараш мумкин. Е# ва 
билан мос равишда ҳақиқий фазо сифатида олинган Е  ва 
Е0 фазоларни белгилаймиз. Равшанки, р яримнорма Е#  
фазода ҳам яримнормадир ‘ва / 0/? (х)==Ре/0(л:) функционал 
(/о нинг ҳақиқий қисми) £ 0я фазода ушбу

I/./? (*)| €Р(Х)

шартни қаноатлантирувчи ҳақиқий функционалдир. Демак, 
Еоь фазода / 0/? функционал

/ о * ( х ) < р ( х )
тенгсизликни қаноатлантиради, яъни £/?, Е0%, / 0% лар
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учун 1 - теореманинг шартлари ўринлидир. Шу теоремага 
асосан Ец фазода аниқланган ушбу

/к (х)< р(х), х £ Е к ,  (6)
• Л ? (х )= /о л И , х£Е0х

хоссаларга эга ҳақиқий функционал мавжуд. Ушбу 
- М х )  =  М -  х)  <  р(— х)  =  р(х) 

тенгсизликка асосан қуйидаги тенгсизлнкка эгамиз:
\ / к(х) \<Р(х) ,  х ^ Е ц .

Энди /  функционални Е  фазода қуйидагича аниқлаймнз:
/ ( Х ) = = / Я ( Х ) ~ 1 / Я (1Х).

Бу / ( х )  комплекс чизикли функционал эканлиги бе- 
восита текширилади. /  учун ушбу

/ (х)  =  Л(х), х £ Е 0.
Я е / ( х ) = / я ( х ) ,  х £ Е

муносабатлар ўринли. Дарҳақиқат, х 0£Е 0 учун
/ ( х 0) = М х  0) — 1/ й(1Х0) = /о /? (^ 0) — 1М(ьх) =
=  Қ*/0(х0) — Ше/0(1х0) =  Р е/0(х0) -  №е(1/0(х0)) =  .

=  Ке/0(х0) +  1\т/0(х0) = / 0(х0).
Иккинчи муносабат ихтиёрий - х £ Е  учун /ц (х )  ҳақи- 
қий сон эканлигидан келиб чиқади.

Ниҳоят, | / ( х ) |< р ( х )  тенгсизликни исботлаш керак. 
Аксини фараз қилсак, бирор х 0£ Е  учун ушбу | / ( х 0) |>  
>  р(х0) тенгсизлик ўринли бўлади. Маълумки, ихтиёрий 
X комплекс сонни X =  г е (г >  0, 0 <  ф <  2к) кўриниш- 
да ёзиш мумкин. Хусусан, / ( х 0) =  ре1'?: Агар у 0 =  е~1‘*х0 
элементни олсак, у ҳолда

МУо)  =  Яе/(у0) =  Ке1е-‘? /(х 0)[ = >  р{х0) =  р(у„). ’
Бу эса (6) муносабатга зид. Демак, ихтиёрий х £ Е  учуй 
/ ( х ) |< р ( х ) .*  '  -

5.4- §. Топологик вектор фазоларни метрикалашти-
риш ва нормалаштириш

(Е, т) топологик вектор фазо бўлснн. Агар Е да шун- 
дай р(х, у) метрика мавжуд бўлсакь, бу метрика ёрда- 
мида киритилган топология т топология билан устма-уст 
тушса, бу фазони метрикалаштирши мумкин  дейилади.
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Агар ихтиёрий х , у, г  элемектлар учун р (х г уу 4-
4- 2) =  р(.х, у) тенглик бажарилса, р инвариант метри- 
ка  дейилади. Агар (Я, т) топологик вектор фазода топо- 
логия бирор бир инвариант метрика билан аникланган бў* 
диб, бу метрикада Е  тўла фазо бўлса, у Ф фазо дейила* 
ди. Локал қавариц Ф фазо Фреше фазоси дейилади. Рав- 
шанки, агар (Е, т) метрикаланган топологик вектор фазо 
бўлса, у ҳолда ноль атрофларининг саноқли базиси мав* 
жуд бўлади. Бунга тескари бўлган қуйидаги ибора ҳам 
ўринли.

1 - т е о р е м а .  Лгар (Е,  т) Хаусдорф топологик век~ 
тор фазосида нолнинг атрофлари системаси • учун 
саноқли базис мавжуд бўлса, у ҳолда Е да шундай 
д метрика мавжудки:

а) й  метрика ёрдамида киритилган топология 
Е нинг х топологияси билан устма-уст тушади;

б) маркази нолда бўлган ихтиёрий ояиц шлр м у- 
возанатлашгандир;

в) й инвариант, яъни барча х , у, г £ Е  учун
й{х 4- г, у 4- г) «  й(х, у)

Агар Е  фазо локал цавариц ҳам  бўлса, й мет- 
рикани шундай танлаш мумкинки, у а) — в) шарт- 
лардан ташцари цуйидаги шартни ҳам  цаноатлан- 
тиради;

г) барча очиц шарлар цаварицдир.
И с б  от. Теореманинг шартига кўра Е  фазода ноль 

атрофлари сиетемасининг
Уп  +1 4- Уп +1 с= Уп (П =  1, 2, . . . ) (1)

муносабатларни қаноатлантирувчи саноқли базиси 
мавжуддир. Агар Е  локал қавариқ фазо бўлса, Уп ларни 
абсолют қавариқ қилиб танлаш мумкин. Ь  билан қуйи- 
даги икки шартни қаноатлантирувчи барча рационал сон- 
лар тўпламини белгилаймиз:

1) ҳар бир ни ушбу -
оо

Г =  2 С „ ( г ) 2 (2)
л=*1

кўринншда ёзиш мумкин, бу ерда сп(г) — 0 ёки 1;
2) юқоридаги (2) қаторда кўпи билан сони чеклн 

сп(г) коэффициентлар нолдан фарқли.
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Шундай қилиб, ҳар бир г££> учун 0 < г < 1  тенгсиЗ' 
лик ўринли. Ихтиёрий г £ 0  сон учун қуйидаги тўплам- 
ни киритамиз:

А(г )=с , ( г )У1+ с 2(г)У2 +  с ,(г)У ,+  . . .  (3)
2) шартга кўра (3) тенгликнинг ўнг томонидаги нол- 

дан фаркли ҳадларнинг сони чекли. Ихтиёрий 1 учун 
Л (г) — Е  деб қабул ҳиламиз. Ҳар бир I /  тўплам очик 
бўлгани учун А(г) ( г ф 0) ҳам очиҳ.

Сўнг / ( * )  =  1п1 {г : Л(г)} ( х£Е)  функцияни туза-
миз ва с1(х, у) = / ( х — у) (х£Е,  у £ Е )  белгилашни кири- 
тамиз.

(I нинг керакли хоссаларга эга бўлиши ушбу
Л ( г ) + Л ( 5 ) с Н ( г  +  5) (г, 5££>) (4)

муносабатга асосланади.
Бу муносабатни исботлашдан олдин, қандай ҳилиб 

бу муносабатдан теореманинг ўринли эканлиги келиб чи- 
ҳишини кўрсатамиз. Ҳар бир Л(5), $£Е> учун В£А($) 
ва (4) муносабатдан келиб чиҳадики, агар г <  ( бўлса, 
у ҳолда

Л(г) с : Л(г) +  А(1 — г) а  А(1). (5)
Шундай қилиб, {Л(г)} тўпламлар оиласи „ с :и муноса- 
батга нисбатан чизиқли тартиблангандир. Энди барча х £  Е 
ва у £ Е  учун •

/ ( х  +  у ) < А х ) + / ( у )  (6)
тенгсизликни исботлаймиз. Бунинг учун умумиятликни 
чегараламасдан (6) нинг ўнг томонини 1 дан кичик деб 
фараз қилишимиз мумкин. Ихтиёрий г > 0  сон оламиз. О  
тўпламда шундай г ва 5 сонлар топиладики, улар учун 
/ (л:) <  г , / (у) < 5  ва г 4- 5 <  / ( х )  + / ( у )  4  £ муносабат- 
лар ўринли. Энди х £ А ( г \  у£Л (5) бўлса, (4) дан ушбу 
х  4- у £Л  (г 4- 8) муносабат келиб чиқади. Бундан / ( х-\- 
+  У) <Г +  8 < /  (х) +  / ( у )  4*£ тенгсизликлар ўринлидир. 
е >  0 ихтиёрий бўлганл учун бундан ўз навбатида (6) 
тенгсизлик келиб чицади. Ҳар бир Л(г) мувозанатлашган 
бўлгани учун / ( х ) —/ (  — х)  бўлади. Равшанки, /(0) =
«= 0. Агар х ф Ь  бўлса, шундай мавжудки, х £ У п =  
*= А(2~п) муносабат бажарилади, яъни / ( * )  > 2 - " > 0 .

/ ( х )  функциянинг бу хоссаларидан т  й(х,  у) = / ( х — 
“ У) муносабатдан й нинг инвариант метрика эканлиги 
Келиб чиқади.
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Маркази нолда бўлган очиь; шарлар Е  нинг тополо- 
гиясида очиқ бўлиши ушбу

Вь (0) =  { х \ / { х )  <  В} =  Л(г)
г < Ь

тенгликдан келиб чикади. Энди агар В <  2~п бўлса, Въ (0)сг 
с: Уп бўлади, яъни ҳар бир У„ тўплам Е даги й  метрика 
орқали киритилган топологияда нолнинг атрофи бўлади. 
Бу мулоҳазалар а) нинг ўринли эканлигини кўрсатади.

. Ҳар бир Л(г) мувозанатлашган бўлгани учуғг Вь (0) 
ҳам мувозанатлашган. Агар ҳар бир Уп қавариҳ бўл- 
са, ихтиёрий г ^ О  учун А(г) ҳам қавариқдир; бундан
(5) муносабатга кўра ҳар бир В* (0) шарнинг қавариқ- 
лиги келиб чиқади.

Энди (4) формулани индукнияни қўллаб исботлай- 
миз. Рк қуйидаги тасдиқни билдирсин: агар г +  5 <  1 
бўлиб, барча п >  N лар учун сп(г) =  с„(5) =  0 бўлса, 
У ҳолда

А ( г )  +  Л (5 )с =  Л (г -{-5 ). (7)

тасдиқ бевосита кўрсатилади. Рх~\  тасдиқ бирор 
бир М > 1  учун ўринли бўлсин деб фараз қилайлик. 
Бирор г £ 0 ,  з £ Д  г +  5 <  1 сонлар учун п >  N бўлган- 
да сп(г) =  сл($) =  0 бўлсин. Биз г' ва 5' сонларни қуйи- 
дагича аниқлаймиз:

г ~  г' Ск(г)2~АГ, 5 =  5' +  Сд.'(5)2-'\ (8)
у ҳолда, равшанки, г' +  з ' <  г +  5 <  1, сп(г[) =  сп(5') =  
=  сп(г' +  ь') =  0 (п >  N — 1) ва

А(г) =  А(г') +  Сл^гЖлг, Л(я) =  Л(5') +  сл*(5)К,у. (9)
Рлг— 1 тасдиқ ўринли бўлгани сабабли А(г') +  Л(5') с ; 

с=Л(г' +  5'). Шундай қилиб,

А(г) +  Л (5)сЛ (г' +  5') +  с м(г)У N +  Сл^Жлг (10) 
муносабат ўринли бўлади.

Агар сх(г) =  сдг(5) =  0 бўлса, у ҳолда г =  г ' ва 5 = 5 ' 
бўлиб, (10) муносабат (7) муносабатга келтирилади. 
Энди агар Сл(г) =  0 ва с^(8) =  1 бўлса, (10) нинг ўнг 
томони қуйидаги кўринишга эга:

Л(г' +  5') +  Ук  =  Л (г' +  5' +  2~л') =  А(г +  5)
ва, демак, яна (7) муносабат ўрннлидир.

Сд(г) == 1 ва <\(5) =  0 бўлган ҳол шунга ўхшаш
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I

талқин қилинади. Энди агар с^(г) =  сд (х) =  1 бўлса, у 
Ҳолда (10) нииг ўнг томони қуйидагича
А(г' 4- ^') 4- V*  4- V * с : А(г' +  5') 4- Ку-  1 =  А(г' 4- 5') 4- 

4- А(2 _лг+ 1)сиА(г' 4- 5 '4 -2 ~ лн ]) 8=3 А(г 4- 5)
бўлади. (Бу ерда Ялг-1  тасдиқдан фойдаланилди.) Шун- 
дай қилиб, Р х - 1 тасдиқдан Р,х тасдиқ келиб чиқар экан.#

Т а ъ р и ф . (Е, т) топологик вектор фазода А  тўплам 
берилган бўлсин. Агар нолнинг ҳар бир V атрофи учун 
шундай г >  0 сон топилсаки, ушбу А а 1 У  муносабат 
ихтиёрий I >  г сон учун бажарилса, у ҳолда А чегарсь- 
ланган тўплам  дейилади.

Равшанки, чегараланган тўпламнинг таърифитаги 
шартни нолнинг атрофлари системасининг бирор бир ба- 
зиси учун талаб этиш кифоядир.

2 - т е о р е м а . а) агар А чегараланган тўплам бў- 
либ, В а А  бўлса, В ҳам  чегаралангандир;

б) агар А чегараланган т ўплам бўлса, у ҳолда  
ҳар бир учун ХА ҳам чегаралангандир;

в) агар А, В чегараланган тўпламлар бўлса, А{) 
у В ва А  4- В ҳам чегараланган тўпламдир.

И с б о т .  а) нинг исботи ўз-ўзидан равшан.
б) V  нолнинг ихтиёрий атрофи бўлсин. Умумиятликни 
чегараламаган ҳолда V ни мувозанатлашган деб олиши- 
миз мумкин.

А  тўплам чегараланган бўлгани учун шундай с > 0  
сон топиладики, Л с  / 1/  муносабат барча Ь> с лар учун 
бажарилади.

Агар  ̂== 0 бўлса, аА тўплам чегараланганлиги рав- 
шан. Агар Х=^0 бўлса, Х =  г-а деб ёзиб олсак, бунда 
г > 0, |а| =  1 ва барча Ь> $ лар учун кА аО У =  1г-аУ~  
х=РгУ, чунки V  мувозанатлашган тўплам бўлганли- 
гидан а(|а| =  1) сон учун ушбу аУ =  V тенглик ўрин- 
ли бўлади. Шундай қилиб, агар Р > г в  бўлса, 1 А а 1 'У % 
яъни ) А  ҳам чегаралангандир.

в) V  нолнинг ихтиёрий атрофи бўдсин. Нолнинг Ц-\- 
4- Ц аУ  шартни қаноатлантирувчи Ц атрофини оламиз. 
А  чегараланган бўлгани учун шундай 5̂  >  0 сон топи- 
ладики, А<^Ш шарт I > 5, учуи бажарилади; шунга 
ўхшаш шундай 52 >  0 сон топиладикн, Ь >  52 бўлганда 
В а Ш .  Демак, £ > 5  =  т а х (5,, 52) сонлар учун А а Ш , 
В<^Ш\ бундан эса А  4- В  с : Ш 4- Ш  с  IV, I >  5, яъни 
А  4- В нинг чегараланганлиги келиб чиқади. А \)В  нйнг 
ҳам чегараланганлиги шунга ўхшаш кўрсатилади.*
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А га р  ( Е , х )  то п о л о ги к  в е кто р  фазода ш ундай  норма 
м а вж уд  б ў л с а кн , б у  норма ёрдамида киритил ган  т о - 
пология т топо л о ги я  билан у с тм а -у с т  т у ш с а , Е  ф а з о  
н о р м а л а н у в ч . и  дейилади.

3 - т е о р е м а .  (А .  Н . К о л м о го р о в  теоремаси). Х а у с -  
д о р ф  т о п о л о г и к  в е к т о р  ф а з о с и  н о р м а л а н у в ч и  б ў л и -  
г и и  у ч у н  б у  ф а з о д а  н о л н и н г  ч е г а р а л а н г а н  ц а в а р и қ  
а т р о ф и  м а в ж у д  б ў л и ш и  з а р у р  в а  к и ф о я д и р .

И с б о т .  З а р у р л и г и .  А га р  ( Е ,  т) нормаланган 
фазо бўлса , н о л н и н г 1/, =  {л : : |)л:|| <С 1} атрофи қавариқ 
ва чегаралангандир.

К и ф о я л и г и .  ( Е ,  т) то п о л о ги к  векто р  фазода V  
н о л н и н г қаварик ва чегараланган атрофи бўлсин . 5 . 1 - §  
даги 3 - теореманинг исботидаги  каби  I /  —  П I т ў п л а м

11х I =  1
н о л н и н г абсолю т кавариқ атрофи бўлади . С/ тўпл ам  V  
н и н г қисм и  б ўл га н и  у ч у н  чегаралангандир. Энди р  ф у н к - 
ционал С/ атроф нинг М и н к о в с к и й  ф ункц н онал и  б ўл си н . 
р  н и н г норма э ка н л и ги н и  исботлаймиз.

А га р  х 9 бўлса, но л н и н г ш унд ай  11/ атрофи мав- 
ж у д к и ,  х  £ ЎР бўлади . V  атроф чегараланган б ўлгани  
у ч у н  муносабат бирор у ч у н  ўринли бўлади,
яъ н и  -у V  с г  Ш .  Б ундан х  £ ё ки , б о ш қа ч а  қил нб  айт-

гаида, р ( х )  >  0 тен гси зл и к келиб  чнқади . Д е м ак,
р ( х )  норма экан . £/ атроф чегараланган б ўл ган и  у ч у н  
н о л н и н г ҳар бир 11/ атрофи у ч у н  ш ун д ай  м а в ж у д к и ,
— Ц с :  и /, яъни Е  даги  норма б ўй и ча  киритилган  т о п о - 
л о ги я  т билан устм а -уст  т у ш а д и .*

М А Ш Қ  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Ҳ а қи қи й  сонлар фазоси н и  ў зи  устида ве ктор  
фазо сифатида олам из. Б у  фазода в е кто р  т о п о л о - 
ги я  бўлм аган т о п о л о ги я га  мисол келтиринг.

2 . А га р  т о п о л о ги к  в е кто р  фазода бирор о ч и қ  ва че- 
гараланган тўпл ам  м а в ж у д  бўлса , у  л о к а л  ч е г а -  
р а л а н г а н  фазо дейилади. И хти ё р и й  нормаланган 
фазо локал  чегараланган ф азолигини исботланг.

3. Л о ка л  чегараланган бўлм аган т о п о л о ги к  в е кто р  
фазога мисол келтиринг.

4 . Т о п о л о ги к  векто р  фазода қу й и д а ги  тасдиқлар тенг 
к у ч л и  эка н л и ги н и  исботланг:
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а ) А4 т ў п л а м  ч е г а р а л а н г а н  б ў л и ш и  у ч у н  и х т и ё р и й  
{з г  }<— Л/1 к е т м а - к е т л и к  ва  н о л г а  и н т и л у в ч и  {е л}  
м у с б а т  с о н л а р  к е т м а - к е т л и г и  у ч у н  {е„ х „ }  к е т м а -  
к е г л и к  н о л г а  и н т и л и ш и  з а р у р  в а  к и ф о я д и р ;  '

€>) н х т и ё р и й  я қ и н л а ш у в ч и  { х „ }  к е т м а - к е т л и к  ч е г а -  
р а л а н га н д и р .

5 .  Л о к а л  ч е г а р а л а н г а н  ф а з о д а  б и р и - б и р и н и  ю т у в ч и  
т ў п л а м л а р д а н  и б о р а т  н о л н и н г  а т р о ф л а р и  б а з и с н  
м а в ж у д л и г и н и  и е б о т л а н г .

6 .  'Г о п о л о г н к  в е к т о р  ф а з о д а  С/  о ч и қ  т ў п л а м  қ а в а -  
р и қ  б ў л и ш и  у ч у н  С /  С /  =  2 С /  т е н г л и к  з а р у р  ва  
к и ф о я л и г и н и  и с б о т л а н г .

7 . В е к т о р  ф а з о д а ги  Л  қ а в а р и қ  т ў п л а м  ю т у в ч и  б ў -  
л и ш и  у ч у - н  у н и н г  М и н к о в с к и й  ф у н к ц и о н а л и  ч е к -  
л и  б ў л и ш и  з а р у р  в а  к и ф о я л и г и н и  и с б о т л а н г .
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V I  б о б

ҚИСМАН ТАРТИБЛАНГАН ФАЗОЛАР

6 .1-§. Қисман тартибланган тўпламлар

Маълумки, ҳакиций сонларнинг асосий хусусиятлари- 
дан бири уларни солиштириш мумкинлиги эди, яъни ҳар 
қандай икки ҳақикий соннинг бир- биридан катта, тенг 
ёки кичиклигшш аниқлаш мумкин. Шу маънода ҳақи- 
қий сонлар тўплами чизиқли тартибланган, яъни ҳар қан- 
дай икки х  ва у ҳақиқий сон учун қуйидаги уч муно- 
сабатдан бири ўринлидир:

*  <  у, х  > у, х =  у.
Аммо математиканинг турли соҳаларида одатда шундам 
объектлар учрайдики, уларнинг орасида чизиқли тартиб 
ўрнатилмаган. Уларнинг баъзи бир жуфт элементларини- 
гина солиштириш мумкин. Масалан, Ғ тўплам [0, 1] ора- 
лиқда аниқланган барча ҳақиқий функциялардан иборат 
бўлсин. Агар Ғ дан олинган /  ва £  функциялар учун ҳар 
қандай л :£[0, 1 ] нуқтада / ( х )  сон £ (х) сондан кичик 
бўлмаса, / (х) ни дан катта ёки тенг деймиз. Ғ тўп- 
ламни шу маънода қисман тартибланган деймиз. Бу 
мисол шуни кўрсатадики, Ғ тўпламда ихтиёрий икки 
функцияни эмас, балки баъзи бир жуфт функцияларни- 
гина солиштириш мумкин. Ҳакиқатан ҳам, агар бирор 
нуқтада /  функция £  функциядан катта бўлиб, бошқа 
бцр нуқтада /  функция £  функциядан кичик бўлса, биз 
бундай функцияларии солиштира олмаймиз.

Т аъ р и ф . Агар бирор X тўпламнинг баъзи жуфт а: 
ва у элементлари учун бирон қоидага мувофиқ д :> у  
муносабат берилган бўлиб, у қуйидаги учта аксиомани 
қаноатлантирса, у ҳолда X тўплам қисман тартибланган, 
п > “ муносабат эса қисман тартиб ёки тенгсизлик 
дейилади:

1)
2) агар х  ^>у ва у > *  бўлса, у ҳолда х  — у\
3) агар * > у  ва у >  г  бўлса, у ҳолда х ^ г .  

Келгусида л : > у  муносабатни баъзан у  кўринишда 
Ҳам ёзамиз. Бу ҳолда х  катта ёки тенг у (у кичик ёки 
тенг х) деб ўқиладн. Агар қисман тартибланган тўплам-
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да х  ва у элементлар учун ушбу х">.-у, лг-Су муноеа- 
батларнинг бнри ўринли бўлса, у ҳолда бу элвментлар- 
ни солиштириш- мумкин дейилади.

М и с о л л а р .  1) Нп вектор фазода х  — (хи х 2, . . . ,
х п) ва у ~ ( У ь  у2............. У«) векторлар учун х ь > у ^  му-
носабат ихтиёрий /- координатада бажарилса, л: >  у дей- 
миз. Юқоридаги 1)— 3) аксиомаларнинг бажарилиши бе- 
восита текшнрилади.

2) ш, 5 , /2 фазоларда ҳам қисман тартиб координата- 
лар ёрдамида биринчи мисолдагидек аниҳланади.

3) N  натурал соилар тўплами бўлсин. Агар т сон 
п сонга бўлинса, /и > / /  дешиз. Масалан, 8 > 4 ,  9 > 3 .  
Лекин 9 ва 6 сонларини бу маънода солиштириб бўл- 
майди. Демак, Д' тўплам бу маънода қисман тартиблаи- 
ган.

4) М  ихтиёрий тўплам бўлиб, Й система М нинг бар- 
ча қисм тўпламларидан иборат бўлсин. А, В £ Й элемент- 
лар учун А а  В муносабат бажарилса, А <  В деймиз. 
Бу ҳолда (&, < )  жуфтлик қисман тартибланган тўплам 
бўлади.

Ихтиёрий тўпламда кисман тартибни турлича кири- 
тиш мумкин. Масалан, натурал сонлар тўпламида қисмаи 
тартибни одатдагича (бунда N чизиқли тартибланган бў- 
лади) ва юқоридаги 3) мисолдагидек ҳам киритиш мум- 
кин бўлиб, бу икки қисман тартиб турлидир.

Шунинг учун қисман тартибланган тўплам кўрилган- 
да тўплам билан бирга қандай тартиб киритилганлиги- 
ни аниқлаб қўйиш зарур.

Т а ъ р и ф .  Агар қисман тартибланган тўпламнинг ҳар 
қандай икки элементини солиштириш мумкин бўлса, бу 
тўплам занжир ёки чизиқли тартибланган дейилади.

Масалан, ҳақиқий сонлар гўплами чизиқли тартиб- 
лангандир.

Т а ъ р и ф .  Қисман тартибланган X  тўпламнинг ҳар 
қандай х, у £ Х  элементлари учун ушбу

г > х ,  г >  у ( г < х ,  2 < у )

муносабатларни қаноатлантирадиган г £ Х  элемент мав- 
жуд бўлса, у ҳолда X  тўплам юқорига (пастга) йўнал- 
ган дейилади.

Равшанки, ҳар қандан занжир ҳам юқорига, ҳам паст- 
га йўналгандир. ^

и
Иўналган тўплам тушунчаси кетма-кетлик тушун-
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часини умумлаштиришда фойдалидир. Ҳар қандай 
кетма-кетликни натурал аргументнинг функцияси деб ҳи- 
соблаш мумкин, яъни х п =  х(п) : М->Х.

Бирор х  =  /(а) функция қисман таргибланган А тўп- 
ламда аниқланган ва унинг қийматлари бирор X  тўплам- 
дан бўлсин деб фараз қилайлик. Қуйидаги таърифни бе- 
риш учун биз а аргументни индекс кўриниишда, функ- 
цияни эса {ха }а 6 а кўринишда ёзамиз.

Т а ъ р и ф .  Агар А юқорига ёки пастга йўналган тўп- 
лам бўлса, {х* }а б л функция тўр, элементлар эса 
тўрнинг ҳадлари дейилади.

М и с о л л а р .  5) одатдаги {х„} а  X  кетма-кетлик тўр- 
дир. Бу ерда х п =  х(п) натурал сонлар тўпламида аниқ- 
ланган функция. Натурал сонлар тўплами эса юқорига 
йўналган тўпламдир.

6) 4- мисолдаги 2  тўплам ихтиёрий А ва В элемент- 
лар билан бирга уларнинг А П В кесишмасини ҳам ўз 
ичига олади. Демак, 2  пастга йўналган тўплам бўлади. 
Энди ҳар қандай учун А нинг бирор элементини
танлаб олиб, уни х (А) =  Ха Деб белгиласак, {-^л}А £ а 
тўр ҳосил қилади.

Тўр тушунчаси айниқса топологияда муҳим роль ўй- 
найди.

X  қисман тартибланган тўплам бўлсин. Е тўплам X  
нинг қисми бўлиб, у б Х  шундай элемент бўлсаки, ҳар 
қандай х £ Е  учун у ^  х  (у < х) тенгсизлик бажарилса, 
у ҳолда у элемент Е  тўпламнинг юқори чегарсгси (қу- 
йа чегараси)  дейилади. Агар Е тўпламнинг юқори (қу- 
йи) чегараси мавжуд бўлса, Е тўплам юқоридан (қуйи- 
йидан) чегараланган дейилади. Юқоридан ҳамда қуйи- 
дан чегараланган тўплам чегараланган тўплам  дейи- 
лади. А г а р у б ^  шундай элемент бўлсаки, X тўпламда 
ундан катта (кичик) элемент мавжуд бўлмаса, у ҳолда V 
максимал (минимал) элемент  дейилади. Шуни айтиш 
керакки, X  тўпламда максимал элемент билан солишти- 
риб бўлмайдиган элементлар мавжуд бўлиши мумкин.

М и с о л .  7) Уч х , у, ^ элементдан иборат бўлган 
X  тўпламда қисман тартибни қуйидагича киритамиз: х<.у, 
х  <  г\ у ва г  ўзаро солиштириб бўлмайдиган элементлар. 
Бу тўпламда у ва г  максимал элементлар, х  эса минимал 
элемент.

Қуйида исботсиз келтирилган лемма математикада кат- 
та роль ўйнайди.
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Ц о р н  л е м м а с и .  Агар қисман 'тартибланган X  тўп 
ламда ҳар қандай занжир юқори чегарага эга бўлса, у 
ҳолда ҳар қандай х 0£ Х  элемент учун ундан катта ёки 
тенг бўлган максимал элемент мавжуд. '

Т а ъ р и ф .  X  қисман тартиблаиган тўплам бўлсин. 
Агар Е а Х  тўплам учун энг кичик юқори чегара мав- 
жуд бўлса, бу элемент супремум ёки аниқ юқори че- 
гара дейилади ва зир Е (ёки УЕ) билан белгиланади. 
Яъни $ир Е шундай элементки:

(1) ҳар қандай х £ Е  элемент учун зир Е ^  х\
(2) агар ҳар қандай х £ Е  учун бўлса, бу ҳол-

да у > з и р  Е.
Шунга ўхшаш, инфимум ёки аниқ қуйи чегара ту- 

шунчаси киритилади, яъни 1пШ (ёки)Д £) шундай эле- 
ментки:

(1) ҳар қандай х £ Е  элемент учун 1п1 £ < л : ;
(2) агар ҳар қандай х £ Е  элемент учун у <  х  бўл- 

са, у ҳолда у <  1п\Е.
Агар индексларга боғлиқ {у5}| £г система берилган 

бўлса, бу системанинг супремуми (инфимуми) зир у$ ёки
 ̂ £г

• \1Уг (1п! У& ДУ&) билан белгиланади.
6 €г *<ЕГ

1- расм.

Шуни айтиб ўтиш керакки, ҳар қандай тўплам суп- 
ремумга ёки инфимумга эга бўлиши шарт эмас.

8) Масалан, тўрт элементли (а, Ь, с, й) тўпламда 
қисман тартибни қуйидагича киритамиз (1-расм):

а а «  6< с , 6< с/,
а ва Ь, с ва й солиштириб бўлмайдиган элементлар. 
Бу мисолда {а, Ь) ва {с, й) тўпламлар супремумга 
ҳам, инфимумга ҳам эга эмас.

5ир ва 1п! тушунчаларининг таърифларидан улар^, 
нинг қуйидаги хоссалари бевосита келиб чиқади:
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а) агар Е тўплам учун $ирЕ (1п{Я) мавжуд бўлса, 
у ягонадир;

б) агар зир Е ва 1пГ Е мавжуд бўлса, у ҳолда 5ирД> 
> 1П \Е\

в) агар ЕхаЕ ъ  бўлса, ва зир/:,, 5ирЕ2 (1п!£,, 1пГ£*2) 
мавжуд бўлса, бу ҳолда 5ир Ех < з и р £ 2 (|п{£, >  1пТ£'2);

г) агар ҳар қандай х £ Е у ва у £ Е 2 элементлар учун 
л : < у  тенгсизлик бажарилиб, зир£, ва 1п#:2 мавжуд 
бўлса, у ҳолда

5ир£\ <  1п ^ 2.

1- т е о р е м а  (ассоциативлик қонуни). Лгар Е ~  []Е$
6 €г

бўлаб, ҳар қандаи Ъ£Г учун 5ир£$ =  у^ ва у = з и р у с
6 е

мавжуд бўлса у ҳолда у =  8ир£, яъни
зир  Е = зи р  (зи р /А ).

6€г
И с б о т .  Ҳар қандай х £ Е  учун шундан Ъ£Г мав- 

жудки, х€Е% ва д : < У Б < у .  Демак, у элемент Е тўп- 
ламнинг юқори чегараси. Яна бнрор г  элементни Е тўп- 
ламнинг юқори чегараси деб фараз қилайлик. Е\ с : Е 
бўлгани учун г  ҳар қандай Е$ тўпламнинг ҳам юқори 
чегараси, яъни у  ̂< г . -  Шунинг' учун у =* зируь < г .  Де-

£ е

мак, у =  $ирЯ.#
Ассоциатиалик қонуни учун ҳам ўринли.

6.2-§ . Панжаралар

Қисман тартибланган X  тўпЛамда чекли {*,, лг2, . . .  , 
х п} тўплам учун супремум (инфимум) мавжуд бўлса, 
уни ушбу

х х\ / х 2\/ . . . у х п (х{/ \ х 2А  • • .Ах„) 
кўринишда ёзамиз, яъни

зир{х„ х2, . . .  хп} =  ху V * *  V . • .  У х„,
|п!{д:1, х 2, , *„} =  Л  А  . .  . А

Т а ъ р и ф .  Қисман тартибланган X  тўпламда ҳар 
қандай икки хи х 2$ Х  элемент учун супремум х х V х3 
ва инфимум х х Д х 2 мавжуд бўлса X панжара дейила-
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ди (математик адабиётда ланжара термини ўрнига струк- 
тура тер!иини ҳам ишлатилади).

Математик индукциядан фойдаланиб, қуйидаги тео- 
ремани осонликча исбот қилиш мумкин.

1 - т е о р е м а. Ҳар қандай панжарада ахтиёрий 
яекли тўплам яегараланган бўлиб , супремум билан 
инфимумга эга.

М и с о л л а р .  1) Ҳар ҳандай занжир панжарадир;
2) 6.1-§  даги 1 ) ~ 4 )  мисоллар ҳам панжарага ми- 

солдир. Масалан, 4) мисолда А , В ^ й  элементлар учун
А У  В = А [) В, А / \ В  = А П В.

1) мисолда эса, агар

бу ерда

х  =  (хи х 3,
У =  (У1> У2, • 
х  V у  ~  (г„ 
х  А  У =  (ти

х я),
• -Уп) бўлса,

, . . , , г я), 
т3, . . . ,  ™ п)}

агар х { >  У( бўлса, 
агар X/ бўлса,

(XI , агар Х[ < у /  бўлса, 
\у/ , агар Х[ > у <  бўлса.

Шунга ўхшаш 3) мисолдаги тўпламнинг ҳам панжа- 
ралиги кўрсатилади. Масалан, п д  т сон п ва т сон- 
ларнннг энг катта умумий бўлувчиси, п у  т эса энг 
кичик умумий бўлинувчисидир.

6Л - § д а г и 8) мисол панжара эмас, чунки масалан, 
а \/Ь  ва с /\й  мавжуд эмас.

Т а ъ р и ф .  Агар панжарадаги ҳар қандай бўиг бўл - 
маган тўплам супремум ва инфимумга эга бўлса, бу 
панжара т ўла дейилади.

Агар панжарадаги ҳар қандай бўш бўлмаган юқоридан 
чегараланган тўплам супремумга ва қуйидан чегараланган 
тўплам инфимумга эга бўлса, панжара шартли т ўла  
дейилади.

6.1 - § даги 1) —3) мисоллардаги панжаралар тўла эмас, 
лекин шартли тўла. 4) мисолдаги панжара тўла панжара- 
дир. Шартли тўла бўлмаган панжарага мисол 6.3- § нинг
3) мисолида келтирилади.

Ҳар қандай тўла панжарада энг катта ва энг кичик 
элементларнинг мавжудлиги таърифдан бевосита келиб 
чиқади.

140
www.ziyouz.com kutubxonasi



2- т е о р е м а .  Агар X  панжарада ҳар қандай юқори- 
дан чегараланган тўплам супремумга эга бўлса, бу 
панжара шартли тўла.

И с б о т .  Теоремашг исботлаш учун: ҳар қағгдай қуйи- 
дан чегараланган тўпламнинг инфимумга эгалигини кўрса- 
тиш керак. Е а  X  бўш бўлмаган, қуйидан чегараланган 
тўплам бўлсин. Бу ҳолда Е  нинг қуйи чегараларидан 
иборат /  тўплам бўш бўлмайди ва юқоридан Е  нинг ҳар 
бир элементи билан чегараланган бўлади. Теореманинг 
шартига асосан у = з и р /  мавжуд. Супремумнинг таърифига 
биноан ҳар қандай х £ Е  учун у ^ х ,  яъни у элемент Е 
тўпламнинг қуйи чегараларидан бири, демак, у Е /• Шу- 
нинг учун ва у — зир/  бўлгани туфайли бу элемент Е  
тўпламнинг энг катта қуйи чегарасидир, яъни у —

Т а ъ р и ф .  Ҳар қандай у, г £ X элементлар учун 
ушбу

{х V  у )  А  2 =  (х Д  г) V  ( у  Д  2) (1)

муносабат ўринли бўлган панжара дистрибутив панжа- 
. ра дейилади.

3 -  т е о р е м а .  Дистрибутив панжарада ҳар қандай 
х, у, г элементлар учун қуйидаги муносабат ўрин- 
лидир:

(х Д у )  V  2 =  (х \/г )  А (у  \/ г) ( 2 )

(яъни (1) формулада V ва А белгиларни ўзаро алмашти- 
риш мумкин).

И с б о т .  (2) формуланинг ўнг томонини (1) формулага 
асосан қуйидаги кўринишда ёзиш мумкин: '

(х  V 2) Д (у V г) =  \х  Д (у V  2)1 V I* Л (У V 2)] =
=  [ * Л ( У  V г)1Дг.

Квадрат қавс ичидаги ифодага яна (1) муиосабатни ва 
ассодиативлик қонунини (6.1- §, 1-теорема) қўллаймиз;

\Х Д(у V 2)1 V  г —\(х  Л У) V (^ Л г)] V 2  =
Г  (X л  У) V К * Л 2) V 2] =  (X Л у) у г .

✓  .
Бу ерда биз (х /\г )У г= г  тенгликдан фойдалайдик.*

М и с о л л а р .  1) Ҳар қандай занжир дистрибутив пан- 
* жарага мисолдир. . ,

2) 6.1- § даги 1Ҳ 2) ва 4) мисоллар ҳам дистрибутив 
панжарага мисоллардир. Масалан, 4) мисолда дистрибутив

I
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а

2- расм.

қонун тўпламлар назариясидан маъ- 
лум қуйидаги тасдиқдан келиб чи- 
қади: М тўпламнинг ҳар қандай 
Л, В, С қисм тўпламлари учун 
қуйидаги муносабат ўринлидир:

ии^)пс=(ллс)и(5пс).
Қуйидаги панжара дистрибутив 

эмас (2- расм).
Х —{а, Ь, с ,ё , е}, ’■

е е ^ Ь К д ,  е ^ с ^ д .
Ҳақиқатан

(а \ / Ь ) Л с  = с1 /\с  =с,
(а Д с) V {Ь Д  с)=е / \ е  — е.

Энди биз панжарапарда тартиб бўйича яқинлашиш 
тушунчасини киритамиз. .

Т а ъ р и ф .  X  панжаранинг (д:п} элементлари кетма-кет- 
лиги учун шундай икки ,

{Уп}; У\ ^  Уч ^  • • . <  Уп<  • ■ • (монотон ўсувчи). 
(гп); . . > г л>  . . . (монотон камаювчи)

кетма-кетлик мавжуд бўлсаки, булар учун ушбу
1) л=5ирул*»1пкл;
2) Уп <  *п ^

шартлар бажарилса, {хп\ кетма-кетлик х  элементга (о)- 
яцинлашувяа (тартиб бўйича яқинлашувчи) дейилади

(о)
ва х п-*х ёки х = (о )  11ш хл билан белгиланади, х  элемент 
эса (дГд} кетма-кетликнинг (о)-лимити дейилади. Масалан, 
тўғри чизиқда (о)-яқинлашиш оддин яқинлашиш билан 
тенг кучли.

4- т е о р е м а. Монотон ўсувчи (камаювчи)  {хп} 
кетма-кетлик берилган бўлсин. Бу кетма-кетлик- 
нинг х  элементга (о)- яқинлашиши учун х=$ирд:я
(х = \п \х п)  шарт зарур ва кифоядир.

■ ( 0 )
И с б о т .  З а р у р л и г и .  х п->х ва {хп} монотон ўсувчи 

бўлсин. Таърифдаги {ул} ва {гп} кетма-кетликларни ола- 
миз. Бунда х = 1п! г п ва ҳар қандай т ва п сонлар учун 
г т ^  х п бўлгани туфайли ҳар қандай п учун

Бундан ташқари, агар бирон и элемент ва ҳар қандай 
натурал п учун и^>хп бўлса, бу ҳолда ҳар қандай п
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I
учун и ^ у п яъни и >  5иру„=л:. Супремумнинг таърифига 
асосан, лг=зир х п. •

К иф о я л и г и. {.*„} монотон ўсувчи бўлиб, х  =  5ир*я 
бўлсин. Бу ҳолда ҳар қандай п натурал сон учун гп= х  
ва Уп—х п кетма-кетликлар таърифдаги кетма-кетликлар 
вазифасини бажаради.*

Шуни айтиб ўтиш керакки, (о)- яқинлашувчи {л:л} 
кетма-кетлик чегаралангандир, чунки ҳар қандай п. учун 

^ х п > у х.
5 - те о ре м а .  {хп} ва {х'„} кетма-кетликлар берилган, 

бўлиб, ҳар қандай п натурал сон унун х п <  х 'п бўл- 
син. Агар х =  (о)Ишхя ва х ' =  (о)11т^с'я мавжуд бўлса, 
у ҳолда х ^ .х ' .

И с б о т .  Лимитнинг таърифига асосан шундай {г'„}> 
{ул} кетма-кетликлар мавжудки, г ' п монотон камаювчи 
бўлиб, \п \г 'п= х'\ уп эса монотон ўсувчи бўлиб, зир 
у п = х  ва у „ К х п, х 'п <  г 'п. Бу ҳолда ҳар қандай т ва п 
натурал сонлар учун

Уп <  2'ш*

6. 1- § даги г) хоссага асосан

л:=зир уя <  1п! г 'т= х'.^
Н а т и ж а .  Берилган яқинлашувчи кетма-кетлик фа- 

қатгина битта (о)- лимитга эга бўлиши мумкин.

6.3- §. Буль алгебралари

Агар панжарада энг катта (энг кичик) элемент мавжуд 
бўлса, бу элемент бир (ноль) дейилади ва 1 (0) бир 
(ноль) элементи билан белгиланади. Дистрибутив панжа- 
раларнинг муҳим синфи Буль алгебраларидир.

Т а ъ р и Л .  Бир ва ноль (0^1) элементларга эга бўлган 
дистрибутив Е  панжаранинг ҳар бир х  элементи учун 
л : V I  ва л:Л С х=*0 тенгликларни қаноатлантирувчи 
Сх элемент мавжуд бўлса, Е Буль алгебраси дейилади. 
Сх элемент х  га нисбатаи тўлдирувш элемент  дейи- 
лади.

1 - т е о р е м а .  Буль алгебрасининг ҳар бир х  эле- 
менти ягона тўлдирувш элементга эга. .

И с б о т .  у ва г  элементлар х  элементнинг тўлдирув- 
чилари деб фараз қилайлик, яъни х  / \ у  = х  Д г  =  0, 
х \ /  у =  х  V 2 = 1 ,  у ҳолда 6.2- §, 3- теоремага мувофиқ,
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У = у у й = у \] (х № )= {у У х )/\(у у г )=  \ / \ ( у \ г ) = у \ ! 2, 
г= г \]0 = г \/(х /\у )= (г \1 х )} \(г \1 у )= \1 \(г \!у )= г \/у ,  

яъни у = г . #
2- т е о р е м а .  Тўлдируёчи Сх элемент қуйидаги 

хоссаларга эга:
а) ҳар қандай х  £ Е уяун

С (Сх)—х\
б) агар х / \ у —0 бўлса, у ҳолда  х < С у ;
в) х  <  у ва Сх^>Су эквивалент тенгсизликлардир,
г) М ^гЕ  тўплам учун у  М  (ёки / \М )  мавжуд 

бўлса , у ҳолда С ( \ /  М )=  /\С М (С (Л М )=  \/ СМ), бу 
ерда СМ= {Ст : т £ М }.

И с б о т. а) хосса тўлдирувчининг таърифига биноан
1-теоремадан келиб чиқади;

б) х \/С у  элементни а билан белгилаймиз. Сўнгра
а V У = (х V Су) V У =  *  V (СУ V У) =  х  V 1 =  1, 

а Д у =  (х V Су) /\  у =  (х Л у) V (Су Л  у) =  0 V 0 = 0
Кўриниб турибдики, а = Су, демак, Су =  х  V Су, яъни 

х  < Су;
в) агар х  <  у бўлса, бу ҳолда х  д  Су =  (х Д у) Д  

А Су =  х  Д (у Д Су) =  х  д 0 =  0; б) хоссага биноан 
х  д  Су =  0 дан С у < С х  келиб чиқади. Шунга ўхшаш, 
С у <  Сх дан х < у  келиб чиқади;

г) т £ М  бўлса, у ҳолда гп <  V М, яъни Ст >  С ( \ /  М) 
ёки С (V М) элемент СМ тўплам учун қуйи чегара.

Агар 2 элемент СМ тўплам учун қуйи чегара, яъни 
ҳар қандай т £ М  учун 2< С т  бўлса, у ҳолда Сг> т ва 
Сг >  V М. в) га биноан г  <  С ( V М). Бу тенгсизлик 
ихтиёрий қуйи чегара учун ўринли бўлгани туфайли, 
д  СЖ =  С ( \ /  М) келиб чиқади. Шунга ўхшаш, \/СМ=* 
= С ( / \  М) тенглик ҳам исботланади.*

3 -  т е о р е м а .  М с Е  тўплам учун \ /  М (ёки / \М )  
мавжуд бўлсин деб фараз қилайлик. У ҳолда ҳар 
қандай е £ Е элемент учун қуйидаги тенгликлар  
ўринлидир:

е А  ( V М )=  V (е д  т) (е V (А М) =  д  (е V т ))
т т £ м

(умумлашган дистрибутив қонунлар).
И с б о т .  Ҳар қандай т $ М  учун \ / Л Т > / я  бўлгани 

туфайли е Д (V Л 1)>  е Д т ,  яъни е Д (V М) элемент 
{е Д т ,  т £ М )  тўплам учун юқори чегарадир. Энди
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г £ Е  шу тўплам учун ихтиёрий юқорн чегара бўлсин, 
яъни г > е д ш ,  т£ М.  У ҳолда ҳар бир т £ М  учун

х V Се >  (е /\ т) \ /  Се =  (е V С*?) Д ( т  V С ^)=  '
=  1 Д ( т  V С?) =  т V /гг,

яъни г V С<? >  V М.  Бундан
2 =  г V 0 =  2 V (е А Се) =  (г V е) Д (2 V Се) >  

> ( г У е ) / \ ( У  М ) > е М \ [  М).
Шундай қилиб, ихтиёрий 2 юқори чегара учун 2 > ^ Д  
А (V -М) ўринли, демак, е Д (V /И )—аниқ юқори чегара, 
яъни

V (е Д /п) =  е Л (V Л*)-
ш£л1

Шунга ўхшаш, е V (Л М ) ~  /\ (е у  т) тенглик ҳам ис-
т€м

ботланади.*
М и с о л л а р .  1. Д ихтиёрий тўплам бўлиб, Е унинг 

барча қисм тўпламларидан иборат система бўлсин. Икки 
А, В £ Е  тўплам учун А а  В бўлса, у ҳолда А С В  дейи- •' 

I лади. 6.1-§ даги 4- мисолда Е нинг дистрибутив панжа- 
Г ралиги 142 - бетда кўрсатилган эди. Бу панжарада 1 эле- 
Р мент А тўпламнинг ўзи, 0 элемент эса бўш тўпламдан 

иборат. А £ Е  элементнинг тўлдирувчиси С А = Д \ Л  тўп- 
ламдир. Ҳосил бўлган Е Буль алгебраси 2Л билан белги- 
ланади;

2) А тўплам /= [0 ,1 ] сегментнинг Лебег маъносида 
ўлчовли қисм тўпламларидан иборат бўлсин. Демак, 
2 с :21 . Маълумки, ‘0  (= 0), /  (= 1 ) £ 2  ва а, бўлса, 
а [} Ь ва а [) Ь ҳам 7  нинг элементлари бўлади. Демак,
7  дистрибутив панжара ва 1,0 га эга. Лебег маъносида 
ўлчовли а тўоламнинг тўлдирувчиси С а = 1 \а  ҳам ўл- 
човли бўлгани учун 7  Буль алгебрасидир;

3) А ихтиёрий чексиз тўплам бўлсин. Е орқали А нинг . 
чекли ёки тўлдирувчиси чекли бўлган қисм тўпламлари 
систегяасини белгиласак, бу система 1) мисолдаги 2Д Буль

I алгебрасининг қисми бўлади ва ўзи ҳам 2Д даги қисман 
тартибга нисбатан Буль алгебрасини ташкил қилади.

; Т а ъ р и ф .  Е Буль алгебрасининг ихтиёрий қисм тўп- 
: лами (ихтиёрий саноқли қисм тўплами) супремумга эга 
| бўлса, Е т ўла (а- тўла) дейилади.

2- теоремадаги г) хоссадан қуйидаги натижа келиб 
' чиқади.

г’
;
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Н а т и ж а .  Тўла (о-тўла) Буль алгебрасида ҳар қандай 
тўплам (ҳар қандай саноқли тўплам) инфимумга эгадир.

М и с о л л а р .  1) 2Д Буль алгебраси тўладир;*2) мисол- 
даги X Буль алгебраси тўла эмас, лекин о- тўладир; 3) 
мисолдаги Е  Буль алгебраси ҳатто о-тўла эмасдир. Буни 
кўрсатиш учун А тўпламни ҳар бири чексиз бўлган А̂  
ва Д2 тўпламларга ажратамиз. Сўнг М с: саноқли тўп-
лам ва Вт=^{т), (т£М)  бир нуқтадан иборат бўлган 
тўпламлар бўлсин. Е  нинг таърифига биноан В т £ Е .  Ам-
мо V чунки М  тўпламнинг ўзи ҳам, тўлдирув^

т€м
чиси ҳам чексиз.

6.4-§, Вектор панжаралар

Т а ъ р и ф .  X тўплам бир вақтда вектор фазо ва пан- 
жара бўлсин. Қуйидаги шартлар бажарилса, Л вектор 
панжара дейилади:

1) агар х > у  бўлса, ҳар қандай г £ Х  элемент учун 
л;-гг>у -\-х\

2) агар л : > у  бўлса, ҳар қандай Х > 0  ҳақиқий сон 
учун

М и с о л л а р .  1) Вп вектор фазода қисман тартибни 
қуйидагича киритамиз:

*  =  (* !*  * 2 ,  • • • , * „ ) > У  =  (У 1 , У ъ  • • • , У я),

агар ^ 1 > У !, * 2> У 2- , ■ • * , * п > У п  бўлса.
Равшанки, бундай қисман тартибга нисбатан /?" век- 

тор панжара ҳосил қилади;
2) 5 фазо ҳам илгари киритилган алгебраик амаллар 

ҳамда қисман тартибга нисбатан вектор панжарага мисол- 
дир;

3) 1р фазо, р~> 0. Бу фазо қуйидаги шартни қаноат- 
лантирувчи {л:„} ҳақиқий сонлар кетма-кетликлари фазоси:

ео

2 1Х»1Р < 00 • 
п=1

Бу фазода ҳам алгебраик амаллар ва қисман тартиб 
координаталар бўйича киритилади. Агар х , у £ 1 0 бўлса, 
у ҳолда х > у  ва х \ / у  ҳам 1р нинг элементлари бўлишини 
исботлаш керак.

Ҳар қандай а >  0, р >  0 ҳақиқий сонлар учун а 4- р < 2а
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ёки а +  Р 2р, яъни ( а + 8)р ёки (а £)/> <  2Р$Р. Ҳар
икки ҳолда ҳам:

(а  +  р)Р <  2 Р (о.р  +  ?р).

Бу тенгсизликии х  ва у элементларнинг мос координата- 
ларига қўлласак, куйидаги тенгсизлик ҳосйл бўлади:

' К  +  У«1'’< ( |х я| +  1у„1)'’<2Р(|хл|'+ 1улИ-
Бу тенгсизликларнинг п га нисбатан йиғиндиси олинса, 
ушбу

ОО /  <50 ОО

2  \хп + у п\р <  2* ( 2  к 1 р +  2  \Ук\р
л=»1 'л = 1  л=1

тенгсизлик келиб чикади, яъни х~Уу'£1р.
Ҳар қандай п=  1,2, . . .  учун

\х« \/у*К К 1 V 1у„1<1*я|+ |уя|,
яъни

оо оо

2 | * ^ у . ғ < 2 ( 1 л.1+ |у .1 )'«» -
. л«=1 Л“ 1

Шунинг учун х \] у  £1р.
Вектор панжараларнинг баъзи элементар хоссаларини 

келтирамиз. ,
а) х > у  ва х  — у >  0 тенгсизликлар тенг кучлидир. 

Ҳақиқатан, х > у  бўлса, у ҳолда 1) га асосан д:4 ( ~ У ) >
у), яъни х —у > б .  Аксинча .х—у > 0  бўлса, яна

1) га асосан х —у + у > 6-гУ, яъни х > у .
б) агар х  >  у бўлса, — *  <  — у. Дарҳақиқат, *  >  у 

бўлса, у ҳолда д: — у >  0, яъни ( — у) — ( — х) >  0. 
Демак, — у >  — х

в )  а г а р я > у ,  г > и  бўлса, х - г г > у + и .  Ҳақиқа- 
тан, х > у  ва .г бўлгани учун х —у >  0 ва г —и ^ Ь .
1) аксиомага ^асосан (х—у )+ (г —п) >  0-гг—и = г —и * 0.. 
Тенгсизликнинг транзитивлик хоссасига биноан (х —у) +  
-|-(2—-« )> 8; яъни

( х + 2 ) - ( у + « ) = ( х - у ) + ( г - ( 1) >  0.

Демак, х + 2> у + й .
г) агар х > у  ва а< 0 бўлса, лх<Ху. Дарҳақиқат, Х<0' 

бўлса, — л > 0; 1) га асосан — >.х>—Ху;
б) га асосан Хх<Ху.
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1-  т е о р е м а .  X  вектор панжара, ( ££Г)  унанг 
элементлара бўлиб, у — зир ( —х%) мавжуд бўлса, у

ҳолда  —у = 1п! х с

И с б о т .  у > —Хь бўлгани учун б) га биноан — у < ,  
££ Г. Энди г ^ Х  ҳар кандай х± дан кичик элемент бўл- 
са, у ҳолда —2 > —л^ва — 2 > у ,  яъни у. Бундан 
инфим умнинг таърифига1 асосан

—у = 1п!
2-  т е о р е м а .  X вектор панжара ва л гс^ ^Г ) унинг 

элементлари бўлсан . Агар зир х^ мавжуд бўлса, у 
ҳолда цуйидага тенгликлар ўринлидир:

1) у-гзир хг =зир ( у + ^ ), у € X;
е€г е€г

2) >• зир х$ =^зир (Хх*), >ч > 0, X £ /?;
е€г *€г

3) Хзирл;* ~\п1 (Ххс), Х<0, Х£/?.
£€г &€г

И с б о т .  зиряе элементни х  билан белгилаймиз. Рав- 
е€г

шанки, у + . Х £ < у + х  тенгсизлик ҳар ҳандай Е£Г ва 
’ у € Х  учун ўринлидир. Агар г £ Х  шундай элемент бўл- 

саки, у + Х £ < 2  тенгсизлик ҳар қандай |£ Г  учун бажа- 
рилса, у ҳолда хс < 2—у. Шунинг учун х ^ г  — у ёки 
х + у < 2 . Бундан * + у = 5ир ( у + х $ ), яъни 1) теиглик

е€г
ўринли.

Агар Х=0 бўлса, 2) тенглик уз-ўзидан равшан. Шу- 
нинг учун Х > 0  деб ҳисоблаймиз. Вектор панжаранинг 
таърифидаги 2) шартга биноан ҳар қандай Г учун 
Хл:с <Хл: тенгсизлик бажарилади. Агар г £ Х  шундай 
элемент бўлсаки, ҳар қандай 1 £Г  учун 1хг < г  тенгсиз-
лик бажарилса, у ҳолда лг* бундан ёки
1х <  г. Шундай қилиб, Хҳ:=:зир (Хл:*), яъни 2) тенглик 
иеботланди. Е£г

Сўнг юқоридаги 2) тенгликка биноан
зир {1Х|л:с} =|Х|лс.

£€г
1-теоремага асосан Х < 0  бўлса,

1п1{Хл:е } = —5ир{|Х|л:с } = —|Х |х=Хх=Х зирхе .* 
е€г ^€г $€г
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Н а т и ж а .  X вёктор фазода қисман тартиб киритилган 
бўлиб, вектор панжара таърифидаги 1) ва 2) шартлар 
бажарилса ва ҳар қандай х £ Х  учун х  \/ 6 мавжуд бўл- 
са, у ҳолда X  вектор панжарадир.

Бу натижа қуйидаги муносабатлардан келиб чиқади:

\ ( Х  -  у) V 6] +  у =  Я V у, X  л  у =  -  [ ( -  X )  V ( -  у)].* (1)

3 - т е о р е м а .  Ҳар цандай х, у £ Х  уяун ушбу тенг- 
ли к  ўринлидир:

(X V  У) +  (X Л  у) =  X +  у.
И с б о т .  2- теореманинг натижасидаги (1) формулага 

ва 2 теореманинг 1) иборасига биноан

х  V У =  К* -  у) V 61 +  у =  1(- у) V ( -  *)]. +  х  +  у.
1-теоремага биноан

(-у) V ( ~ х ) = —(х  Д у).
Шунинг учун

Х\1 у = х + у - ( х  / \у ) .
яъни

(•* V У) +  (х Л У )= х + у .#
«

Т а ъ р и ф .  X вектор панжара ва л* унинг бирор эле- 
менти бўлсин. ҳ +—х  \/ 6 элемент х  нинг мусбат қисми, 
х ^  =  (— х ) '\/  9 элемент х  нинг манфий қисми, \х\ =  
= х + -| х_элемент эса д; нинг модули  дейилади. Агар 
д;>0  бўлса, л: мусбат элемент  дейилади.

Таърифдан равшанки, ҳар қандай х £ Х  элемент учун 
х +, л:_, |л;| мусбат элементлардир. Агар х > 0  бўлса, у 
ҳолда л;+ —дс, л :_ = 0, яъни |л ;|=х.

М и с о л .  4) 5 фазода л ^ ^ } ^  элемент берилган
бўлСин. Бу ҳолда *+«{*+}£,,!, л : - ^ - } ^ ,  бу ерда:

х+== {*„, агар * „ > 0  бўлса,
п (0, агар л:„<0 бўлса,

10, агар х я> 0  бўлса, . '
п ||л:л|, агар х я< 0  бўлса.

/?°, 1Р фазоларда ҳам х +, л:_ ва |х| элементлар шунга 
ўхшаш аниқланади.
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4 -т е  о р е м а .  X вектор панжарадаги ҳар қандаи х  
элемент учун

Х  =  Х + — Х - .  '

И с б о т. 3- теоремага асосан 
д:= х  +  0= (х V 6) + (х Д 0)=,х+—[ (—х) V 0 ]—.х . . . . лг._. *

' 5 - т е о р е м а .  Векпюр панжарада қуйидаги муно- 
сабатлар ўринли:

а) (* + у )+ < л :+ + у +р ( х + у ) _ < х _ + у _ ;
б) агар Х>0 бўлса, (кх)+=).х+, (Ъ:)_=Хл:_;
в) агар  Х<0 бўлса, (Хл:)+ =  —Хл:_, (Хл-)_=з—Хл:+
г) |х + у |< |х |+ |у |;  '
д) М = Ж * 1 : ■
е) |л| — 0 <=> х = 0;
И с б о т .  а) л +> х ,  у + > у  бўлгани учун х + + у +>  

> д :+ у  ва * ++ у +> б  бўлгани учун д:++ у +> (л :+ у ) \ /  
\ /б = (л :+ у )+.
Шунга ўхшаш (л: +  у)_ <  л:_ +  у_  тенгсизлик ҳам 
исботланади. •

б) ва в) хоссалар 2-теоремадан келиб чиқади.
г) Исботланган а) хоссага биноан

(* + у )+< * + +У+ ва (х + у )_ < л :« + у _ ,
демак,

1*+У1в (*+ У )+ + ( * 4 у ) - < * + + У ++ * -+ У -= = |* 1 +  \у\.
д) хосса б) ва в) хоссадардан келиб чиқади.
е) |х| =  0 бўлса, бу ҳолда х + = х _  =  0, яъни х = 0.* 
Энди ҳар қандай вектор панжаранинг дистрибутив

панжара эканлигини исботлаймиз.
6- т е о р е м а .  Ҳар қандай X вектор панжарада 

умумлашган дистрибутив қонунлар ўринлидир, яъни 
мос равишда зиру^ ва 1пГу| мавжуд бўлса, у ҳолда

ж) X  Л (зируЕ )=зир(х Л Уч. )\
5£г е£г

з) х V Оп{уЕ)=т!(х V У| )•
6£г б£г .

Бу теоремани исботлашни қуйидаги леммадан ' бош- 
лаймиз. * •
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*

Л е м м а .  {•*&} $£г вектор панжара элементлари бў- 
либ, х —$ирлг! мавжуд бўлеин. Бу ҳолда ушбу

л;+=$ирл;г, л_  =  1п!хг 
£€г *€г

тенгликлар ўриилидир.
И с б о т .  Ассоциативлик қонунига асосан (6.1- §,

1- теорема)

х += х \ /в = ( $ ирх& )\/0=5ир(*е V в)=$ирд; .̂
6€Г ^ г 5£г

Энди иккинчи тенгликни исботлаймиз, яъни

' л -_ = 1п!л:г.
16Г

х^2>х\ бўлгани сабабли л:_ ^  х ^  тенгсизлйк бажарилади. 
А гар у ^ А ' шундай элемент бўлсаки, у ҳар қандай х ^  
элементдан кичик, яъни у ^ х ^ ( ^ Г )  бўлса, у ҳолда 
— х ^ —х^ —х£ , яъни х £ — у > х *  . Бу тенгсизликда
супремумга ўтсак ва юқорида исбот қилинган биринчи 
тенгликдан фойдалансак қуйидаги тенглик ҳосил бўлади:

х+ —у > х = х +—х^ ,

яъни— ёки у ^ л ; _ .  Шунинг учун 1п1 нинг таъ- 
рифига асосан Лемма исботланди.

£€г
Теореманинг исботига ўтамиз.
ж) у=$ир у& мавжуд деб фараз қилайлик. Бу ҳолда

2- теоремага асосан у —х= $ и р  (у? —л), Леммага биноан

( у - х ) _ = 1п{ [(уЕ - х)_[.

1- теоремага асосан,

- ( у - х ) _ = з и р  [—(уЕ— х)_[,
Е£Г

яъни
( у - л ; ) Л б = 5ир [(Уб—х)Дв] .
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Бу тенгликнинг икки томонига х  элемент кўшилса, 
ушбу

уДх=*зир (уь /\х )
££г

тенглик ҳосил бўлади. Демак, ж) исботланди.
3) Исботланган ж) формулада х  ўрнига—х л у$ ўрни- 

га—у$ ни олсак, қуйидаги формула ҳосил бўлади:
у д ( _ х ) = 5ир [(—У |)А (—х)] (бу ерда у=зир  (—у ^ ))

££г
ёки
— ( — у \ / х ) = * з и р  [ — (Ув V * ) ] - — №? (уе V х )  ёки  

&€г
—у \/*=№1 (у£ \ /  х).

?€«■
Аммо бу ерда 2- теоремадаги 3) га асосан

у —зир ( - у * ) = —ш?у*. 
б€г £6Г

Демак, —у = 1п{у; .  Шунинг учун 
. *€г •

(1П? у^)\/^=1п{ (Уб V х).*
&£г £СГ

Бу параграфни йбир“ли вектор панжараларни ўрганиш 
билан якунлаймиз.

Т а ъ р и ф .  X  вектор панжаранинг ,,бир* элементи деб, 
ҳар қандай х  мусбат элемент учун ушбу д:Д 1 > 0  муно- 
сабатни қаноатлантирадиган мусбат 1 элементга айтилади.

Ҳар қандай вектор панжара ҳам бирга эга бўлавер- 
майди. Масалан, X  шундай ҳақиқий сонлар кетма-кетлик- 
ларидан иборат бўлсинки, бу кетма-кетликларнинг нолдан 
фарқли координаталарининг сони чекли бўлсин. Бу ҳолда 
X  вектор панжара, аммо бирга эга бўлмайди.

Шуни ҳам айтиб ўтиш керакки, агар 1 бир бўлса, бу 
ҳолда, масалан, XI  ҳам бир бўлади (Х> 0  — ҳақиқий сон), 
яъни агар X  вектор панжарада бир мавжуд бўлса, бу 
бирларнинг сони чексиздир. Шунинг учун бирли вектор 
панжара кўрилганда, бир тайинланиб қўйилган деб фараз 
қиламиз ва уни 1 билан белгилаймнз.

Т а ъ р н ф .  X  бирли вектор панжара бўлиб, е унннг 
бирор элементи бўлсин. Агар е / \ ( \— е)~В бўлса, у ҳолда
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е бирлик элемент  дейилади. Бирлик элементлар тўпла- 
мини X нинг базаси деймиз ва V  (X) билан белгилаймиз.

Равшанки, е >̂ 9 ва I —е ^ В ,  яъни ҳар қандай е бир- 
лик элемент учун 9 < е < 1  тенгсизлик ўринлидир. 9 ва 
1 ҳам базанинг элементларидир.

М и с о л л а р. /?я ва 5 фазоларда базанинг элементлари 
координаталари 0 ва 1 дан иборат бўлган элементлардир. 
Бу фазоларда бир сифатида мос равишда (1, 1, . . .  , 1) 
ва ( 1, 1, . . .  , 1, . . .) элементлар олинади.

Базанинг таърифидан кўриниб турибдики, е базанинг 
элементи бўлса, 1 — е ҳам базанинг элементидир.

7 - т е о р е м а .  X бирли вектор панжара бўлиб, 
\7(Х ) унинг базаси бўлсин. Бу ҳолда У ( Х )  панжара 
ҳосил цилади. Агар {е$ } б\1 рлик элементлар т ўпла - 
ми бўлиб, е = 5ире«, (е'=*\т&еь) мавжуд бўлса, е (е г)

ҳам  бирлик элемемпдир. Бундан тпашқари, \? (Х ) 
ўзидаги цисман тартибга нисбатан Буль алгебраси- 
ни ҳосил цилади ва е ^ \7 ( Х )  элемент учун  1—е эле- 
мент унинг тўлдирувчисидир.

- И с б о т .  е=$ир££ мавжуд деб фараз қилайлик. Ушбу
^ г

9 <  1 — е <  1 — е$ муносабатлар ҳар бир индекс учун 
ўринли ва е% Д ( 1 —е * ) = 9  бўлгани учун е% Д (1—*?)=9 
ҳам ўринлидир. Дистрибутивлик қонунига асосан

гА (1-е)= (5ир«б)Л 0-й)= 5иР Л(1—е)1 =  9.
Е€г - б€г

яъни е £ V (X).-
Агарда е'=\п\еь мавжуд бўлса, у ҳолда—£ '= зи р  (—е^)

^ г ^ г 
ва 1 — е ' =  зир ( 1 — ^ ) .  Сўнгра 1 — е% £ V  (X) бўлгани

^ г
учун, юқорида кўрсатганимизга асосан, I — е ' £ \ 7  (X), 
яъни е '£ у  (X).

V (X) тўилам X  панжаранинг қисми бўлиб, X  да 
дистрибутивлик қонунлари ўринли бўлгани учун V  (X) 
ҳам дистрибутив панжарадир, Бундан ташқари, 0 = 9  ва 1 
элементлар V  (X) даги энг кичик ва энг катта элемент- 
лардир, чунки юқорида айтилганидек, ҳар бир е  бирлик 
элемент учун 9 < £ « Д  муносабат ўринлидир. Таърифга 
биноан е Д ( 1— е) =  9. 3- теоремага асосан

[ е \ П 1 - е ) \  +  [ е М \ - е ) ] = * е + ( \ - е ) .
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Демак,
е \ / ( \ — ё) — \ .

Яъни 1 — е элемент е элементнинг тўлдирувчисининг хос- 
саларига эга, шувинг учун Се= \ —е. Шундай қилиб, 
у ( ^ 0  Будь алгебрасидир.*

6.5- §. Қисман тартибланган топологик вектор
фазолар

Е  ҳақиқий вектор фазо бўлиб, унда бирор қисман 
тартиб киритилган бўлсин.

Т а ъ р и ф .  Агар Е  да қўйидаги икки шарт бажарилса, 
у қисман тартибланган вектор фазо дейилади.

1) агар х ^ у  бўлса, у ҳолда ихтиёрий г £ Е  учун
х + г ^ у + г ;

2) агар х  бўлса, у ҳолда ихтиёрий мусбат сон X £ /? 
учун

Хл:>Ху.

Равшанки, ҳар бир вектор панжара қисман тартиб- 
ланган вектор фазодир.

Қисман тартибланган вектор фазодаги тартибни конус 
ёрдамида ҳам киритса бўлади. Вектор фазонинг К  қисми
1) К -\-К аК , 2) Х А -/б (Х > 0), 3) Л П (— /^) =  {©} шарт- 
ларни қаноатлантирса, К  конус дейилади. Равшанки, 
қисман тартибланган Е  вектор фазонинг мусбат элемент- 
лари тўплами Е + = {х£Е :  х > б }  конусдир. Дарҳақиқат, 
ихтиёрий, х , у £ Е + учун 1) шартга асосан х + у > х > 9 ,  
яъни Е+-\гЕ+с:Е+ ва 2) шартга асосан ихтиёрий х £ Е + 
ва Х>0 учун 1 х £ Е +, яъни ХЕ+ а :Е +. 3) шарт равшан.

Аксинча, Е  вектор фазода бирор К  конус берилган 
бўлсин. Е  да қисман тартибни қуйидагича киритамиз:

(х > у )< = > х —у б К.

Бунда Е  қисман тартибланган вектор фазо ва Е+= К  
эканлиги бевосита текширилади.

Е  қисман тартибланган вектор фазо, Е+ эса унинг 
мусбат элементларидан иборат конус бўлсин. Ушбу 
\х , у ] = ( * ~ г £ . , ) П(у—£ +) белгилашни киритамиз. Бунда 
\х, у] =  { г £ £ :  * < 2 < у ]  бўлиб, бу тўплам Е  даги 
интервал дейилади.

Агар Е  фазонииг А  қисм тўплами бирор интервалда
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ётса, А тўплам тартиЬан чегаралантну қисқача, (о)- 
чегараланган дейилади.

А тўпламнинг қисман тартибланган фазода (о)- чега- 
раланган бўлиши барча х £ А  учун |д:1<а тенгсизликни 
қаноатлантирувчи а £ Е  элемент мавжудлигига тенг 
кучли.

Агар ихтиёрий х , у £ А  элементлар учун, дгг^Гу экан- 
лигидан [дс,у]с:А бўлиши келиб чиқса, А тўплам (о)- . 
қавариқ деб аталади. Масалан, ҳар бир интервал (о)- 
қавариқдир.

Ь иинг истиёрий А  қисм тўплами бўйича

[Л]=(Л-(-Я+) п ( Л - £ +) = и [ х ,  у ] .

•

тўплам тузайлик. У А  тўпламни ўз ичига олган энг 
кичик (о)- қавариқ тўплам эканлигини пайқаш осон. 
Шунинг учун \А] тўплам А нинг (о)- қавариқ қобиғи 
дейилади. Доим А  сг [А] муносабат ўринли. А — \А] 
тенглик бажарилганда ва фақат шу ҳолда А тўплам (о)- 
қавариқ бўлади.

Агар ихтиёрий х£А,  у £ Е  элементлар учун |у1<1д:| 
тенгсизликдан у £ А  муносабат келиб чиқса, А тўплам 
жисмоний т ўплан  дейилади. Ҳар бир жисмоний тўплам 
мувозанатланган эканлиги равшан. Жисмоний тўпламнинг 
қавариқ қобиғи яна жисмоний тўплам бўлишини кўрса- 
тиш мумкин. х

М и с о л .  х вектор панжарада жуфт номерли коорди- 
наталари нолга тенг векторлардан иборат тўплам жисмо- 
нийдир. Ҳақиқатан, у =  {у/ } х  =  {д:/ } £$ векторлар 
учун |у|<|дс1 тенгсизлик бажарилиб, дс2л= 0  ( д = 1, 2, . . . ,) 
бўлса, у ҳолда у2я= 0.

Е  қисман тартибланган вектор фазо бўлсин. (х, у)-> 
-+ х/\у , (х,у)— > х\/у  амаллардан иборат Е х Е  нинг Е 
га акслантиришлари ҳамда х->х+, х^>х~, х~>\х\ мослик- 
лардан иборат Е  нинг ўз-ўзига акслантиришлари (о)- 
операциялар [(о)- амаллар ] дейилади.

1 - т е о р е м а .  Фараз қилайлик, Е, бир томондан, 
топологик вектор фазо, иккинчи томондан, қисман 
тартиЬланган вектор фазо бўлсин. У ҳолда (о)- 
операциялардан ихтиёрий бирининг узлуксизлигидан  
бошқаларининг узлуксизлиги келиб яиқади.
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Теореманинг ўринлилиги х-\-у , \ х  амалларнинг узлук-  
сизлигидан ва ушбу

* \ / У  =  — { ( — • * ) А ( — У ) } .  х - = ( — х ) + ,  \ х \ = х - \ - 2 х

х А у =  -  4-{1-*-У1-(*-У)}-гУ •
муносабатлардан бевосита келиб чиқади.#

Е қисман тартибланган топологик вектор фазо бўлсин. 
Агар Е  да ноль элементнинг (о)- қаварик атрофлари ба- 
зиси мавжуд бўлса, Е+ конус нормал конус дейилади. 
Нормал конусли Е фазода нолнинг мувозанатланган 
атрофлари базиси /гогшлади. Бунинг устига Е  локал қа- 
вариқ фазо бўлса, унда бир вақтда ҳам қавариқ, ҳам
(о)- қавариқ атрофлари базисини қуриш мумкин.

Т а ъ р и ф .  Агар Е  топологик вектор фазо бир вақтда 
вектор панжара ҳосил қилиб, нолнинг жисмоний атроф- 
лари базисига эга бўлса, у топологик вектор панжара 
дейилади. Агар шу билан бирга Е  нинг топологияси ло- 
кал қавариқ бўлса, Е локал қавариқ вектор панжара 
деб аталади. Тўла метрикаланувчи локал қавариқ вектор 
панжара, қисқача Фреше панжараси деб юритилади. 
Масалан, Е п ва 5 Фреше панжаралариднр. Е  нормаланган 
фазо ва шу билан бирга вектор 'панжара бўлса, ва |*| <  |у| 
тенгсизликдан ||л :]К ||у || келиб чиқса, Е нормаланган 
панжара дейилади. Тўла нормаланган панжара қисқача 
Банах панжараси деб юритилади.

М и с о д .  С \ау Ь\ Банах фазосида қисман тартибнн 
қуйидагича киритамиз:

( /< £ )< = > /( 0 < £ ( 0 ,  \1 1 £ \а М  / , § £ С  [а,Ь\ .
Равшанки, бунда С[а,Ь\ вектор панжара ва |/ | ( /)= [/( /)] . 
Демак, | / |< |£ |  бўлса, у ҳолда

||/ | |= ш а х |/( /) |< т а х  |вг(/)|*=|1йг||,
( Ь\ I £  [а, &1

яъни С[а, 6] —Банах панжараси.
Куйидаги теорема берилган фазонинг топологик вектор 

панжара эқанлигини амалда текширишда қулайлик яра- 
тади.

2 - т е о р е м а .  Е топологик вектор фазо ҳамда 
вектор панжара бўлсин. Е топологик вектор пан- 
жара бўлиши учун унинг £+ конуси нормал ва ( о /  
операциялар узлуксиз бўлиши зарур ҳам кифоя.
1 5 6
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И с б о т .  Е  топологик вектор фазо, 2 = { £ /}  ноль 
элементнинг жисмоний атрофлари базиси бўлсин. I) £ 2  
атрофнинг ЖИСМОН1ГЙЛИГИ туфайли 0 х  <  у ва у £ V  
шартлардан х  £ I! келиб чицади. Нолнинг ихтиёрий V 
атрофига кўра, и-^С/сиУ бўлган б/ £ 2  атроф топамиз. 
Энди нолнинг УР—УРаЦ  шартни қаноатлантирувчи № 
атрофини топиб, К *=  /УПТГ тўпламни қараймиз. Агар 
У*аУ  эканлигини кўрсатсак, бундан Е  фазода нолнинг
(о)" қавариқ атрофлари базиси мавжудлиги келиб чиқади. 
Шу мақсадда х£У *  деб фараз қилайлик, Бу ҳолда 
х ' < л : < л : "  шартни қаноатлантирувчи х 'у х"£11 {\ Ш 
элементлар топилади. х"—х '£ № —УРс2 1 1  бўлгани учун 
0< х —х '< х " —х ' £ Ц> демак, х —х'£11. Шундай қилиб, 
х  =  ( х - - х ' ) х '  С1с:У. Бундан Е  фазоиинг Е+ 
конуси нормал эканлиги келиб чиқади.

Энди (о)" амалларнинг узлуксизлигини кўрсатамиз.
1- теоремага асосланиб, улардан бирининг, масалан, х->х+ 
амалнинг узлуксизлигини кўрсатиш етарли: б/ £ 2  ва 
х —Хь^С/ бўлсин. |л :+ -Ь (л :0) +  |< ) д г — х0\ тенгсизликдан ва 
Е) атрофнинг жисмонийлигидан — (*0)+ € V келиб 
чиқади.

Шу билан теореманинг зарурийлик қисми исботланди. 
Аксинча, Е фазонинг Е+ конуси нормал ва (о)- амаллар 
узлуксиз бўлсин, Е  топологик вектор фазода нолнинг 
жисмоний атрофлари базисини қурамиз. Бунинг учун 
нолнинг (о)- қавариқ мувозанатланган атрофлари базиси 
2 ={У} ни оламиз. Ҳар бир учун Ц+С/аУ  бўлган 
V £2  атроф мавжуд. Бунга кўра х£УЎ дан х+$Ц  келиб 
чиқадиган № £ Е атроф танлаймиз. х->х+ нинг узлуксиз- 
лигига асосан бундай № атроф мавжуд.

Шундай қилиб, х^ЧЎ бўлса, — х £ № ,  демак, х + ^ и ,  
Х-.—{—х)+£1]. Буидан \х\—х+ -\-Х -€И + ис:У . Ниҳоят, 
1у1<|*|, * €  И7 бўлса, у £ [—|д:|, |л:|] сг V келиб чиқади. 
Бу эса УР атрофнинг жисмоний қобиғи бўлган {у £ £ : 
бирор х£УР учун |у |<  |х|} тўплам V атрофда ётади, яъни 
ҳар бир V£Е  атрофга нолнинг жисмоний атрофини жой- 
лаштириш мумкин, демакдир. Талаб қилинган базис 
қурилди.*

3 -  т е о р е м а .  Е тополотк вектор панжарада унанг 
мусбат элементлари конуси Е+ ёпиқ тўпламдир.

И с б о т .  Е+ ~ { х £ Е :  х> б }  тенгликдан Е+ конус 
х -* х ~  узлуксиз акслантиришда 0 нинг прообрази, шу 
сабабли ёпиқ тўплам бўлиши келиб чиқади.*

4 -  т е о р е м а .  Е нормал конусли топологик вектор
157
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ф а з о  б ў л с и н .  Б у  ^ о л д а  ^ а р  б и р  ( о ) -  ч е г а р а л а н г а н  
ц и с . м  т п ў п л а м  т о п о л о г и к  м а ъ н о д а  ч е г а р а л а н г а н  
б ў л а д и .

И  с б  о  т .  ( Р }  н о л н и н г  (о )-  к а в а р и қ  м у в о з а н а т л а н -  
га н  атроф лари б а зи с и  д е й л и к . А га р  А с [ а ,  Ь ] с ^ Б  б ў л с а , 
б е р и л га н  С7 атроф  у ч у н  Х а . £ С ,  к б  £  £ /  б ў л а д и га н  X м у с б а т  
с о н н и  та н л а й м и з , О  н и н г  (о )-  қ а в а р и қ л и ги д а н  Х [ а ,  Ь \ с = .  £ /. 
Б у н д а н  \ а ,  Ь \  и н т е р в а л н и н г  ва д е м а к , у н н н г  қ и с м и  б ў л -  
га н  А  т ў п л а м н и н г  т о п о л о г и к  м а ъ н о д а  ч е га р а л а н га н л и ги  
к е л и б  ч и қ а д и . *

М А Ш  Қ У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. /? т ў ғ р и  ч и з н қ д а г и  х  ва у  эл ем е нтл а р  у ч у н  х — у  
айирм а ранио.нал  с о н  б ў л с а ,  б н з  х / > у  д е й л и к .  Б у  м у н о -  
с а б а т  қ и с м а н  т а р т и б  б ў л а д и м и ?

2 . ф а зо д а ги  қ и с м а н  та р ти б д а  ( 6 . 1 - § ,  1 - м и с о л )
қ а н д а й  т ў п л а м л а р  ч е га р а л а н га н  б ў л а д и ?

3 . Т е к и с л и к д а  (2 - м асала, п —  2 ) м а р ка зи  н о л ь  н у қ т а д а ,  
р а д и у с и  б и р га  т е н г  б ў л г а н  ё п и қ  ш а р н н  о л а м и з . Б у  т ў п -  
л а м н и н г  с у п р е м у м и н н , и н ф и м у м и н и , м а кс и м а л  ва м нни м ал  
э л е м е н тл а р и н и  т о п и н г .

4 . Т е к и с л и к д а  ш у н д а й  қ и с м а н  т а р ти б  к и р и т и н г к и ,  б у н -  
д а  у  ч и з и қ л и  т а р т и б л а н га н  (я ъ н и  з а н ж и р )  б ў л с и н .

5 . 5, т  ф азолар  ко о р д и н а т а л а р  б ў й и ч а  к и р и т и л га н  
қ и с м а н  т а р т и б га  н и с б а та н  п а н ж а р а  э к а н л и г и н и  и с б о т л а н г .

6 . П а н ж а р а  б ў л м а га н  қи с м а н  т а р т и б л а н га н  т ў п л а м га  
м и с о л л а р  к е л т и р и н г .

7 . Б и р о р  уИ  т ў п л а м н и н г  ч е к л и  қ и с м  т ў п л а м л а р и д а н  
и б о р а т  б ў л г а н  X .  т ў п л а м д а  о д а т д а ги  қ и с м а н  т а р т и б н и  
о л а м и з  ( А  а В  = >  Л  ^  В ) .

а) X  н и н г  п а н ж а р а  э к а н л и г и н и  и с б о т л а н г ;
б )  X  п а н ж а р а  ш а р тл и  т ў л а м и ?  Қ а н д а й  уИ  т ў п л а м л а р  

у ч у н  X  т ў л а  п а н ж а р а  б ў л а д и ?
8 . X  и х т и ё р и й  Б у л ь  а л ге б р а с и  б ў л с и н .  \ х  — у ) о р қ а л и  

( х Л С у )  V  ( С х / \ у )  э л е м е н тн и  б е л ги л а й м и з . Қ у й и д а г и  м у -  
н о с а б а т л а р н и  и с б о т л а н г .

а) х  —  \ у  —  \ х — у |[;
б )  |х \ / У — х \ / г \  ^ \ у — г \ ;
в) 1 - ^ А У — х / \ г \ ^ \ у  —  г\-,
г )  \ х — - у \  =  х  У у —  х / \ у .

Б у  ерда — у  =  л :Д С у .
9 . 6 .3 -  § ,  3 - м и с о л д а ги  Б у л ь  а л ге б р а си  т ў л а  ҳа м  э м а с ,
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О. тула ҳам эмаслигини кўрсатган эд ик. Ш у  6 Уль 
алгебрасини ў з  ичига олувчи  тула (*- тула) Б уль

гебрасини то панжаРада бир м авж удм и?
И*. С [ а Ь \  вектор панжаранинг ҳамма бирлик эле- 

ментларини т о н и н Г а ^  ^  оралИқда Л ебег  маъносида
ўлчовли функииялар фазосини белгилаимиз в а 5 [ а ,  ] да 
қи^ман тартибни С \ а , Ь \  фазодагидек аниқлаймиз. 5  \ а , Ь \
вектор' панжара эканлигини исботланг. вектор

13 Ю қоридаги Ю, И - масалаларни 5 \ а , Ь \  вектор
панжара уч ун  еч и н г ..
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II қ и с м

ОПЕРАТОРЛАР НАЗАРИЯСИ

V I I  б о б

ТОПОЛОГИК ВЕКТОР ФАЗОЛАРДА УЗЛУКСИЗ 
ОПЕРАТОРЛАР

7.1-§. Узлуксиз чизиқли операторлар

Е ва Ғ  топологик вектор фазоларнинг бирини иккин- 
чисига акс эттирувчи Т чизиқли оператор берилган бўл- 
син (1.6- §).

Агар 4  ва Ғ  даги топологияларга нисбатан Т опера- 
тор узлуксиз бўлса, у узлуксиз чизиқли операшор 
дейилади.

1- т е о р е м а .  Е топологик вектор фазони Ғ то- 
пологик . вектор фазога акс эттирувчи Т чизиқли 
операгпор узлуксиз бўлиши учун у ноль нуқтада уз- 
луксиз бўлиши зарур ва кифоядир.

И с б о т .  З а р у р л и г и  ўз-ўзидан равшан.
К и ф о я л и г и .  ТО =  00 муносабатдан ва Т оператор- 

нинг ноль нуқтада узлуксизлигидан Ғ  фазодаги 8 эле- 
ментнинг ихтиёрий V  атрофи учун Е фазода 8 элемент- 
нинг шундай V атрофи мавжудлиги келиб чиқадики, улар 
учун ушбу

Т (Ц) с= V
муносабат ўринли бўлади. Агар £ =  {£/}— нолнинг атроф- 
лари базиси ва х £  £  ихтиёрий элемент бўлса, у ҳолда 
х  нинг атрофлари базиси {х -ф 11} кўринишга эга бўлади. 
Демак,

Т (х +  V) =  Тх  +  Т (V) с : Т х  4- V.
Бу муносабатдан операторнинг ихтиёрий х  нуқтада узлук- 
сиз эканлиги бевосита кўриниб турибди..»

1- н а т и ж а .  Агар Т чизиқли оиератор бнрор х 0 £ Е  
нуқтада узлуксиз бўлса, у ҳолда Т узлуксиз чизиқли 
оператордир. 1

1) Қ ул ай л и к  м ақ сади да, Е  ва Ғ  ф азол ар н и н г н оль  э л е м е н т -  
лар и н и  б и тт а  0 ҳар ф и  би лан  б ел ги л а й м и з.
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2- н а т и ж а. Агар 1Е  ва Ғ  метрикалаиган то пологи к 
вектор фазолар бўлеа, у ҳолда Т чизнҳли оператор уз- 
луксиз бўлиши учун ушбу .

х п ->■ 9 => Т хп 0
муносабат бажарилиши зарур ва кифоядир.

М и с о л л а р .  1. /?я фазони ўзига акс эттирувчи чи- 
зиқли оператор Евклид нормасида узлуксиздир. Маълум- 
ки, Е — Еп фазони ўзига акс эттирувчи ихтиёрий Т чнзиҳ- 
ли оператор ушбу

Т — у<Л
кўринишдаги матрицалар ёрдамида аниҳлаиади. Бу ҳолда 
бирор х ' £ /?я элементнинг тасвири бўлгам у' — Тх' ~  
— (у|, у'2, . . . , у ') элемент куйидагича аниқланади:

V  п х ' 
Ь=1

Демак,

\ Т х - Т х ' \ \ ^ \ \ Т ( х - х ' ) \ \ = \ /  ± [ ±  (а1к(хк -  х к)
Г £=1 \*=1 *

2

Коши — Буняковский тенгсизлигига бичоан

( \\Тх — Тх'\\ <  

ч

п
V
лтш!I

а 1ЬV I (*а Х’ьУ

М \\х — х'\\.
М  ўзгармас сон бўлгани учун х -+ х ' муносабатдан 

Т х -^ Т х '  муносабат келиб чиҳади. Яъни *Т — узлуксиз 
оператор.

/?" фазодаги ихтиёрий чизиқли функцизналнинг узлук- 
сизлиги ҳам шунга ўхшаш исботланади.

2. Е — Ғ ^  С[0, 1) топологик вектор фазода Т опера- 
торни ҳуйидагича аниқлаймиз:

1
• . у = Т х ^ \ К { { , 8 ) х ( 8 ) с 1 8 .

' б
Бу ерда К(Т 8) функцияни [0, 1] X [0, 1] тўпламда уз - 
луксиз деб фараз китамиз. *

” Бевосита кўриниб турибдики, Т оператор С [0, 1] 
фазони С [0,1] фазога акс эттирувчи чизиқли оператор- 
дир. Энди биз Т нинг узлуксиз эканлигини исботлаймиз.
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С [0, 1 ] метрикаланган топологик вектор фазо бўлгани 
учун 2 - натижага кўра

х п-+ 9 *=> Т хп ->  9

муиосабат ўрннли эканлигини кўрсатиш кифоя. [0, 1 ] X 
X [0, 1 ] тўплам компакт бўлгани учун /С(С з) функция 
чегараланган:

• !К(/, 5 ) |< 1 И .
У ҳолда

1
Р (7х Я1 9) =  шах I \ К(7Л в) х п ($)с1з I <  М  • глах\х„(з) [ =а 

0 < « 1  о 0<*<1

=  М' р ( х п, 0).

Демак, х п -+9 эканлигидан Т хп -+9 келиб чиқади.
2- т е о р е м а .  Е, Т  ҳақиқий топологик вектор фа- 

золар бўлиб, Т аддитив (яъии Т(х +  у) =  7х  +  Ту 
хоссага эга бўлган) ва узлуксиз акс эттириш бўл - 
син. У ҳолда Т чизиқли оператордир.

Исбо^т.  Т операторнинг чизиқлилигини исботлаш 
учун 5нинг бир жинслилигини, яьни ихтиёрий X ҳакиқий 
сон ва х  6 £  учун 7(Хх) =  1Т(х) муносабат ўринли экан- 
лигини кўрсатиш кифоя.

Агар X =  п натурал сон бўлса, у ҳолда Т оператор- 
нинг аддитивлигидан ушбу
Т (их) =  Т(х -}- х  “I- . . .  д1) — Т х Тх -}- . . .  Т х ~ и Т х
муносабат келиб чиқади. Ушбу

7 ( 6 ) =  Т (0 Н- 0) =  7(0)-Н Г ( 0 ) =  2 Т(9)
тенгликдан 7(6) =  8 тенглик келиб чиқади. Бундан

7  ( - х ) - т Т  (х)  =  Т ( х - х ) = Т  (В) =  9, яъни
7 ( —* ) =  — Т(х)  муносабат қелиб чиқади. т  манфий 
бутун сон бўлса, у ҳолда (—т) — натурал сон. Шунйнг 

учун
Т(тх) — — Т (—тпх) =  — ( — т) Тх — т Т х ,

ятни Т ( т х ) ~ . т Т х  муносабат ихтиёрий т бутун сон 
учун бажарилади. Знди р/д — ихтиёрий рационал сон 
бўлсин, р, д — бутун сонлар; у ҳолда
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£ = . £ .  белгилаш киритсак, у ҳолдач

Т ( т )  =  Ш  ва т( х )  =  Ш - Я )  = я Т ®

ёки

г ( 7 ) - г © - | г ( * ) .

Демак,

Ниҳоят Д ихтиёрий ҳакиқий сон ва {ал} кетма-кетлик X 
сонга яқинлашувчи ранионал сонлар кетма-кетлиги бўл- 
син. У ҳолда Т узлуксиз бўлгани учун

7 (кх) = Т (Пш 1п х) =  Нш Т (ьпх) =  НшХя Тх =  X Тх.

Бу ерда биз топологик вектэр фазода ҳақиқий сонга 
кўпайтириш амалининг узлуксизлигидан фойдаландик.*

Е топологик вектор фазони Ғ  топологик вектор фазо- 
га акс ^ттирувчи барча узлуксиз чизиқли операторлар 
тўпламини Т (Ғ, Ғ) би.эдн белгилаймнз.

Б у  тўплам 1.6- § да киритилган операторлар устидаги 
амалларга нисбатан вектор фазодир.

Икки узлуксиз операторнинг йиғиндиси ва узлуксиз 
операторнинг сонга кўпайтмаси узлуксиз операторлиги 
топологик вектор фазодаги амалларнинг узлуксизлигидан 
бевосита келиб чнқади.

Демак, Т(Е, Ғ) вектор фазо Е(8,ҒЛ) фазонинг (-1.6- §) 
вектор қисм фазосидир.

Агар Е*=* Ғ  бўлса, £ (Ғ, Ғ) ўрнига I  (Е) ёзамиз. Агар 
Ғ — К  сонлар майдони бўлса, Ь (Е , К) фазони Е' билан 
белгилаймиз ва Е га қўшма фазо деймнз. Яъни Е' 
қўшма фазо Е  да аниқланган узлуксиз чизиқли функ- 
цномаллардан ташкил топган.

Е = Ғ  бўлган ҳолда Е(Е)  ва Ь (Е) фазоларда кўпай- 
тириш амали киритиб, уларни ҳалқага айлантириш мум- 
кин. £(Е)  фазони ҳалқага айлантириш учун кўпайтма 
сифатида операторларнинг композицияси А В ни оламиз:

А -В = АоВ, яъни (АВ)х =? А (Вх).
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Агар ихтиёрий х £ Е  ўчун А х ~ В х  бўлса, А ва В опе- 
раторлар бир-бирига тенг дейилади. Равшанки,

1) А{ВС) = (АВ)С;
2) А(В  +  С) = АВ + АС;
3) (В + С ) А  = ВА + СА,

яъни 2  (Е) ҳалқа; бу ҳалқа чизиқли, операторлар хал - 
цаси дейилади. Узлуксиз операторлар кўпайтмасининг 
узлукс! злиги узлуксиз акс эттиришларнииг композицияси 
узлуксиз эканлигидан келиб чиқади. Демак, шу амал- 
ларга нисбатан Ь(Е) тўплам ҳам ҳалқадир. 2(Е) ва /.(£ ) 
ҳалқада бирлик элемент мавжуд. Бу элемент бирлик 
оператор деб аталади ва қуйидагича таърифланади: их- 
тиёрий х $ Е  учун 1х = х. Ҳар бир А££( Е)  учун А1 =  
1 А = А  муносабат бевосита келиб чиқади. Агар ( И т Я ^  1 
бўлса, Е(Е)  ҳалқа коммутатив эмас.

Бунга м и с о л л а р  келтирамиз. 1, икки ўлчам-
ли фазодаги чизиқли операторлар ҳалқаси бўлсин. Маъ- 
л-умки, бу ҳалқа иккинчи тартибли квадрат матрицалар 
ҳалқасидир. Алгебра курсидан маълумки, умумий ҳолда 
А ва В матрицалар учун АВ матрица ВА матрицага тенг 
эмас? Масалан,

01
00 В = 00 

0 1 матрицаларни қарасак,

АВ = 0 о). ВА = (о о)
Демак, А В ф В А .
2. 1 (С [ а ,  Ь]) операторлар ҳалқасида

ь
Ах  =  ] {зх($)с1'$,

а
Вх =  /х(1)

деб олсак,
ь ь.

А В х  =  А (Вх) =  |  /ф ;ф )  )с1з =  ( \  зўх($)с1з%
а

Ь '  Ь

ВАх =  В (Ах) — ( \  1$х (з) йз =  В 1 8х(8)с1з,
а а

ЯЪНИ А В ф В А .
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/ Е ва 1ғ операторлар мос равишда Е ва Ғ  даги бир- 
лик операторлар бўлсии. Ғ)у В££{Ғ,  Е) опера-
торлар учун ушбу

муносабат ўринли бўлса, у ҳолда В  оператор А опера- 
торга чапдаН' (ўнгдан) тескари оператор дейилади.

Агар А оператор учун чапдан тескари бўлган В опе- 
ратор ва ўнгдан тескари бўлган С оператор мазжуд 
бўлса, у ҳолда В ~ С .

Дарҳаҳиқат,

В — С оператор А-1 бшан белгиланади ва А га тее- 
кари оператор дейилади.

Агар А оператор узлуксиз бўлиб, унинг тескари 
оператори А-1 мавжуд бўлса, А-1 оператор умумдй 
ҳолда узлуксиз бўлмаслиги ҳам мумкин.

Бунга мисол келтирамиз. Нолдан фардли ҳадларининг 
сони кўпи билан чекли бўлган х — {х п} кетма-кетлик- 
лар фазоси X  да нормани қуйидагича киритамиз:

Бу нормаланган фазода Т : Х - > Х  чизиқли операторни 
ушбу

демак, х-+ 0  да 7л:->9, яъни Т — узл/ксиз чизиқли 
оператор. Бу оператор учун тескари оператор мавжуд ва

ВА  =з 1е [АВ *= //-)

В — В1р «= В\{АС) — (ВА) С*=/ЕС = С.

1И1 =  тах  \хп\.

тенглик билан аниқлаймиз. Равшанки,
\\Тх\\ < \\х\\

Т~1х  =  {пхп)т
Аммо 7~~1 узлуксиз эмас. Дарҳақиқат,

к -1

элементлардан тузилган кетма-кетликни олсак,
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Лекин
Т~1х<к' =  (ОД . . . , 0, 1, 0, . . .),

яъни

Демак, Т~1 узлуксиз эмас. Қандай ҳолларда А ^ 1 (Е , Ғ) 
дан А ~ 1 £ 1(Е, Ғ) келиб чиқиши кейинги параграфларнинг 
бирида кўрилади.

Энди Е, Ғ  локал қаваркқ фазолар бўлиб, {р} ва {<7} 
мос равишда Е  ва Ғ  даги топологияларни аниқловчи 
ярим нормалар системаси бўлсин.

3- те  оре ма .  Т: Е -+ Ғ  чизиқ.ш операпьор узлуксиз 
бўлиши учун қуйидаги шарт зарур ва кифоядир, их- 
тиёрий я £ {</} яримнорма уяун шундай {/;} ярим- 
норма ва мусбат р сон топиладики, ушбу

Я (Тх) р (х )
муносабат ихтиёрий х  £ Е элемент учун бажари- 
лади.

И с б о т .  К и ф о я л и г и .  Ғ  фазода нолнинг атрофлари 
базисидан ихтйёрий

V =  {у € Ғ : ?,(у) <  е„ I =  17«}
атрофн и-оламиз. (1) шартга кўра, шундай р, £ {р} ярим- 

, нормалар ва сонлар мавжудки,
ЯЛТх) <  р,р( (х), I =  П7Г.

Энди Е  фазода ушбу

. { / =  |х е £ ':р ,(х )< ^ , I ==7771

атрсфни олсак, у ҳолда ихтиёрий х £ 1 / учун 

?| (7*) <Р,Р , (•*) =  ?, =

яъни Тх £ V. Демак, Т (I!) с : V. Бу Т нинг 0 нуқтада 
узлуксизлигини кўрсатади.

1- теоремага асосан Т узлуксиз оператордир. 
З а р у р л и г и .  Т оператор 6 нуқтада узлуксиз. Таъ- 

рифга биноан ихтиёрий <7 £{<7} яримнорма ва сон
учун ш ундай р£{р} яримнорма ва сон топиладики, 
ушбу

р (*) ^  8
тенгсизликдан д (Т х )< е  тенгсизлик келиб чиқади.
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Ушбу Хр(лг) <  3 шартни қаноатлантирувчи >* >  0 ) сон- 
ни танлаб оламиз. У ҳолда /?(>■*) <В, демак, <7 {Т (Чх)<е,
яъни д{Тх) <  Агар р {х) =  0 бўлса, X сонни ихтиёрий
равишда катта* қилиб олиш мумкин, демак, д{Тх) = 0 »
Агар р{х)Ф 0  бўлса, у ҳолда X *= ут^) деб олиш мум-
кин. Бунда

Ч(Тх) <  х  =  \ р ( х )  -  $р(х) (? =

Н а т и ж а .  Локал қавариқ Е фазодаги /  чизиқли функ- 
ционал узлуксиз бўлиши учун қуйидаги шарт зарур ва 
кифоядир: шундай р(Е{р} яримнорма ва ^ > 0  сон мав- 
жудки,

\/{х)\ (2)

тенгсизЛик ихтиёрий х £ Е  учун бажарилади.
Та ъ риф.  Е, Е топологик вектор фазолар бўлсин. 

Агар Т :Е -+ Ғ  чизиқли оператор Е  даги ихтиёрий чега- 
раланган тўпламни Ғ даги чегараланган тўпламга акс 
этгирса, у чегараланган дейилади.

Йхтиёрий узлуксиз чизиқли оператор чегаралангандир. 
Дарҳақиқат, Т узлуксиз бўлса, Ғ даги нолнинг ихтиёрий 
V атрофининг асли Т~ 1 {V) тўплам Е  даги нолнинг 
атрофидир. Е дан бирон чегараланган В тўплам олсак, 
чегараланганлик таърифига асосан шундай Х>0 сон топи- 
ладики, ихтиёрий |*(|р|<Х) сон учун |л й с  Т~1 {У), демак, 
р Т В а У ,  яъни ТВ■ тўплам Ғ фазода чегараланган.

4 - т е о р е м а .  Е ва Ғ локал қавариқ фазолар бў- 
либ, Е метприкаланган бўлсин. У ҳолда ихтпиёрий 
кегараланган Т \Е ~+ Ғ  чизиқли оператпор узлуксиз- 
дир.

И с б о т .  Даставвал Е фазода бирор абсолют қавариқ 
А тўплам ихтиёрий чегараланган тўпламни ютувчи бўлса, 
у нолнинг атрофи эканлигини йсботлаймиз. Агар Е даги 
метрикани р билан белгиласак, у ҳолда

Уа =  | * € £ : р ( 9 ,  х) п =  1, 2 , . . .

тўпламлар Е да ноль атрофларининг саноқли базисини 
ташкил қнлади. Агар ичтиёрий я = 1, 2, . . . учун Упс: пА
бўлмаса, у ҳолда х п£]/п, х п£пА  шартларни қаноатлан- 
тирувчи {ял} кетма-кетлик мавжуд. Демак, х п-+0, бун-
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дан {л:л}_— чегараланган тўплам. Ихтиёрий п =  1, 2 , . . .
учун х п £ п А  бўлгани сабабли А тўплам {хп} чегаралан- 
ган тўпламни юта олмайди. :Бу зиддият бирор п0 учун 
У„ с : п0А  муносабат бажарилишини кўрсатади, яъни

У„ с : А. Демак, А  нолнинг атрофи.

Знди Т :Е -+ Ғ  чегараланган чизиқли оператор бўл- 
син. Ғ  даги нолнинг ихтиёрий абсолют қавариқ V атрофи- 
ни оламиз. Агар 8  а  Е  ихтиёрий чегараланган тўплам 
бўлса, у ҳолда V 'тўплам чегараланган ТВ  тўпламни 
ютувчидир, яъни бирор п0 натурал сон учун Т В а п < у, 
бундан В а  п0Т~'{у). Демак, 7 - ,(К )с= £ тўплам Е  'даги 
ҳар қандай чегараланган тўпламни ютувчи тўпламдир. 
Юқоридаги мулоҳазаларга асосан Т~ 11У) нолнинг атрофи- 
дир, яъни Т оператор нолда ва, демак, ҳар бир нуқтада 
узлуксиз.*

7.2- §. Текис чегараланганлик принципи. Очиқ акс 
эттириш ва ёпиқ график ҳақидаги теоремалар

Бу параграфда кўриладиган фазоларни Ф фазо (яъни 
тўла метрикаланган вектор фазо) деб фараз қиламиз. р 
бирор Ф фазодаги метрика бўлса, |л:| =  р (б, х) белгилаш- 
ни киритамиз.

1 . Т е к с  ч е г а р а л а н г а н л и к  п р и н ц и п и .
Г =  {а}'индекслар тўплами бўлиб, {Г«}а £ г система

Е  фазони Ғ фазога акс эттирувчи узлуксиз чизиқли 
операторлар системаси бўлсин.

1- т е о р е м а .  Ихпшёрий х £ Е  элемешп уч,ун {Та х, 
а б Г} тўплам Ғ фазонинг чегараланган қисми бўл- 
син. У ҳолда

И т  Та х  =  б

муносабат а га нисбатан текис бажарилади, яъни 
ихтиёрий  е >  0 учун шундай Ь >  0 мавжудки, ушбу 

| 7* л: | <  е муносабагп ихтиёрий х  (\х\ <Ь) элемент ва 
ихтиёрий  а £ Г  учун ўринли.

И с б о т. Ушбу белгилашни киритамиз:

х £ Е : Та ( - х ) <
е

2
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бу ерда & = 1 ,  2, . . . .  , ^ > 0 .  Тх операторлар узлуксиз 
бўлгани сабабли ҳар^ бир Ек ёпиқ тўпламдир. Теорема- 
нинг шартига биноан 'ихтиёрий х  учун {Та х, а £Г} ' тўп-  
лам чегараланган бўлгани сабабли шундай к топиладики, 
х ^ Е кУ демак,

\} Ем-А—1
Е  фазо тўла метрик фазо бўлгани учун Бэр теоре- 

масига биноан (2 .6-§, 3- теорема) шундай к0 натурал сон 
топиладики, Ека тўплам Ғ  нинг бирор қисмида зич бўла- 
ди, яъни шундай В — В (х 0, 8) шар топнладики, ихтиёрий 
у £ В элементнинг иктиёрий Цу атрофи учун Цу П Ек Ф 0  
(яъни Е& тўплам В шарнинг ҳамма ерида зич). Шунинг 
учун В с: Еко »  Еко (чунки Ека — ёпиҳ тўплам). Бу 
муносабатни қуйидагича ёзса ҳам бўлади:

+  X £ Ек1> (х0 £ \х\ <  8)
Демак, ихтиёрий а£Г* учун ушбу

~г Та (х -{■ х 0)
Ко т* (~*о) < е

2

тенгсизлик ўрннлйдир. Демак,

Т т‘ (■*) <  т Т ‘ (х  +  х ») Т. ( -  Х „ ) < е.

• яъни |я| < 3  муносабатдан ихтиёрий а £ Г  учун ушбу

£

муносабат келиб чиқади.
Ушбу у =  —■ белгилаш кирятсак, юқоридаги хосса

0 з
қуйидагича ёзичади: ихтиёрий у £ Е  учун \у\ <  муно-
сабатдан

| 7 ; ( У) 1<*
тенгсизлик а га нисбатан текис бажарилиши келиб чи- 
қади, яъни

Нш Тлу =  0.*
у-*9

2 - т е о р е м а  (Банах — Шгейнхаус теоремаси). Е фа- 
зони Ғ фазога акслантирувш  {7^} узлуксиз ш зиқли
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операторлар кетма- кетлиги ҳар бир нуцтада фун- 
даментал бўлсин, яъни ихтиёрий х £ Е  элемент 
учун {Тпх ) ^ } кетма-кетлик Ғ  фазода фундаментал 
бўлсин. У ҳолда ушбу

Пш Тпх  =  6 '
*-в

лимит п га нисбатан текисдир.
‘И с б о т  Г =  Л/ =  {1»2, . . .} деб оламиз. Ихтиёрий дг 

' элемент учун {Тпх } ^ л кетма-кетлик фундаментал, демак
чегараланган. Шуларни ҳисобга олсак, 2- теореманинг 
исботи 1- теоремадаи бевосита келиб чиқади.№

3- т е о р е м а. Агар { Тп} »=1 с= 1{ЕУ Ғ) кетма-кетлик 
ҳар бир нуцтада фундаментал бўлса, у ҳолда шун- 
дай- Т (Т (Е , Ғ) оператор топиладики, берилган кет- 
ма-кетлик Т операторга ҳар бир нуцтада яқинла- 
шувчи бўлади.

И с б о т .  Теореманинг шартига кўра ихтиёрий х £ Е  
элемёнт учун {Тпх } ^  кетма-кетлик Ғ  фазода фунда-
мента.ддир.

Ғ  фазо тўла бўлгани учун {Тпх}*^  кетад-кетлик
бирор ух £ Ғ  элементга яқинлашувчи бўлади. Т оператор- 
ни қуйидагича аниқлаймиз:

Т х  =  у х .

Равшанки, Т оператор Е фазони Ғ фазога акс эттиради, 
Т чизйқли оператордир, чунки

Т (ях{ +  $х2) =  Цт Тп (гх, +  $х2) =
П +  Оо

=  11 т  [а Тпх А +  $Тпх 2] =  а Т х х +  ? Т х 2,
П-+0О

Ниқоят, Т узлуксиз оператор қамдир. Ҳақиқатан, 
Банах — Штейнхаус теоремасини {Тп} кетма-кетликка 
қўлласак,

V2 >  О з 5 >  0 : \х\ <  \ Тпх\ <  е, уп  £ N
муносабат келиб чиқади. Бу ерда п бўйича лимитга ўт- 
сак, қуйидаги муносабат қосил бўлади:

¥ £ > 0 з  8 >  0  : \х\  <  | Г х \  <  е,

яъни Т узлуксиз оператордир.*
2 . О ч и қ  а к с  э т т и р и ш  ҳ а қ и д а г и  т е о р е м а .
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4- т е оре ма .  Т: Е -+ Ғ  узлуксиз чизиқли оперг/пор 
бў либ, Т (Е) — Ғ  тенглик бажарилсин. Бу ҳолда  
Т очиқ опера/пдрдир, яъни Е даги ихтиёрии О очиқ 
т ўиламнинг /йасвири ТО тўплам Ғ фазода .очиқдир. 

И с б о т .  ТҚулайлик учун нсботнн уч қисмга бўламиэ. 
а) 0  тўплам Е фазодаги 0 нуқтанинг очи < атр.тфн

бўлсин. Бу ерда биз ТО тўплам Ғ фазода 0 нуқтанинг 
атрофи эканлигини исботлаймиз. Топологик вектор фазо- 
да а — Ь амали узлуксиз бўлгани учун 0 нуқтанинг 
ушбу

( / - ( / с г О

шартни каноатлантирадиган мувозанатдаги Ц атрофи мав- 
жуд. кетма-кетлик нолга интилгани сабабли ихтиёрий

х$ .Е  элемент учун шундай и топиладики, ~  элемент V  
атрофг^ тегишли бўлади, яъни х £ п ( / .  Демак,

0 пи ,
л=1

ва

Ғ = 7(Е ) =  0 пТУ.
и=1

Ғ тўла бўлгани учун Бэр теоремаснга асосан шунда й 
п0 натурал сон мавжудки, п0ТЦ тўплам Ғ нинг биро р 
қисмида зич бўлади, яъни 9 нинг V очиц атрофн топи- 
ладики, ушбу

V а  п0 Т1Ў ёки — V а  ТЦп0

муносабат бажарилади. Сонга кўпайтирин амали узлук- 
сиз бўлгани учун 1^ =  ^- V тўплам 0 элементнинг очиқ 
атрофидир ва

XV а  Т Т Т .
Демак,

я т Ъ  ти -  т у ^ т П -  ТЕГ=э 1Г -  в 
ва XV— Й7 =  ^ (а — V )  — очиқ тўплам. Шунинг учун

а  £  \Х '

XV — ЦУ тўплам 9 элементнинг атрофи, яъчи ТО тўплам 
9 элементнииг очиқ атрофини ўз ичига олади.
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б) Вя сг Е  ва С6 а  Ғ  орқали маркази 0 да ва радиуси 
е га тенг бўлган шарларни белгилаймиз. Ихтиёрий е0 >  0

ео
сон учун шундай е,;> 0 сонлар топиладики, 2  е, < Ч

тенгсизлик бажарилади. Юцоридаги а) пунктга биноан 
шундай ^  >  0( у}{ 0) сонлар топиладики, ушбу

~ТВЧ =>СЧ| , 0, 1, 2 , . . .  (1)

муносабатлар бажарилади.
Энди қуйидагини исботлаймиз:

ТВ2ч гэ С*.
яъни

V У € ^ 4  а ^ € ^ 2.в: у  =  Тх.
Юқоридаги (1) муносабатда / =  0 деб, ихтиёрий 

у 6 С }0 с : 7В1о да элементни оламиз. Демак, В 1е да
| у  — Тхх\ < ъ

шартни қакоатлантирувчи х л элемент мавжуд. Бундан 
У — Тхх£Съ. Юқс^идаги (1) м>кссабатни I *= 1 учун 
қўлласак, ушбу

I (У— Тх{) ~  Тх,1 <  у),
тенгсизликни қансатлантирувчи х -^В ^  элемент топилади, 
яъни

|У — Т' ( * 1  +  * г ) | < ’Ь.
ва ҳоказо. Шу тарзда дзвом зттириб, ҳар бир 
шарда ушбу V

У — Т у Ц х ,
\ /=1 < ъ (2)

шартни қаноатлантирувчи х п элемент топамиз. Энди
п

2 ^  элементни г п билан белгилаймиз. Ҳосил бўлган

{гп)£= 1 кетма-кетлик фундаментал эканлигини исботлай* 
миз. Ихтиё[ий /гс, п (т < п )  натурал сонлар учун ушбу ^

1гп —>%т\ ■= 1-^т-М Ч" *£+* . • ■+ ^ я| <  \хт+1 I +
Ч- • • • Ч~ |*̂ лI е/л Н“ е/я+1 4“ • • • Ч* ея-1 /'

- (,
* *ш'

т
www.ziyouz.com kutubxonasi



муносабатлар ўршЪи. Юкорида киритилган 23 Қат°Р
яқинлашувчи булгани учун \га — гт\ ->0, п, т '-*- °о. ,Бу 
муносабатдаи {гп} нинг фундаментал эканлиги келиб 
чиқади. Бундан Е тўла бўлгани учук {гп} кетма-кетлик 
бирон х  элементга яқинлашади, яъни

п
х  =  Ц т гп =  П т V  Х[.

п-+ оо п-+°о * = 1

Энди >3£— 0 шаргни ва Т нииг узлуксизлигини ҳисобга 
олсак, юқориДаги муносабатдан ушбу

ч % = тх
тенглик келиб чиқади. Метрик фазода метриканинг узлук- 
сизлигидан фойдаланиб, қуйидаги муносабатларни ёзиши- 
миз мумкин:'

р (б, х) =  |*| =  П т | 2л| <  И т ( | л : 1| +  . . . + | * л| ) .
Я-»оо « со

Маълумки, х ^ В ,  , яъни |лг/[<е/_1. Бу тенгсизликдан

фойдаланиб, ушбу тенгсизликни ҳосил қиламиз:
*1 = р  (9> х) <  П т  (?о 4* £ 1 * • • 4" - 1) <  3о “}~.ео =  2ео»

П-+ 09 .
Демак,

х  6 в 2ч , яъни ТВ2г, ГО .
Шундай қилиб, Е  фазодаги 0 элементнинг ихтиёрий ат- 
рофининг тасвири Ғ фазода 0 элементнинг атрофидир.

в) 0  тўплам Е  фазода ихтиёрий очиқ тўплам бўлсин. 
У ҳолда ихтиёрий х £ 0  элемент учун 9 элементнинг 
ушбу

х  +  М с О
шартни қаиоатлантирузчи М  атрэфи топилади. б) га 
асосан 8 элементнинг ТМ тўплам ичида бутунлай жой- 
лашган Ц атроф̂ и мавжуд. Демак,

ГОгэ Т(х-\- М) ^ Т х ^ -  ТМ до Тх +  V,
яъни ТО — очиқ тўплам.*

Қуйидаги теорема функционал анализнинг энг муҳи.м 
теоремаларидан биридир.

5 - т е о р е м а  (тескари оператэр ҳақидаги теорема).
Т : Е Ғ чазиқли изоморфизм бўлсин (1.6-§). Агар
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Т узлуксиз бўлса, у ҳолда Т~ 1 ҳам узлуксиз чизиқли  
оператордир.

И с б о т. Т~' нинг мавжудлиги теорехманинг шартлари- 
дан бевосита кўриниб турибди. Т~ 1 чизиқли оператор 
эканлигини исботлаш учун х и х 2 £Е  элементларни ва 
Х£А'  сонни оламиз. Т х \= у и Т х ^^у ?  бўлсин, у ҳолда

Т (х^ +  *,) *= Т хх +  Тх2 =  у 1 4-
демак,

Т- 1 (У, 4- У») =  х х 4- * 2 «  Т у , 4- Г" 1 У2.

Сўнг Г(ах, )  =  а Гд:, =  *уи бундан Т~ 1 (ау^) =  о.хл =  
=  а Т~1 у и яъни 7’- 1 — чизиқли оператор. Энди Е фазода 
ихтиёрин 0  очиқ тўпламни олсак, бу тўпламнинг Т~ 1 
операторга нисбатан олинган асли (Г-1)-1 (0) =  ТО га 
тенг. 4- теоремага асосан ГО—очиқ тўплам, яъни Т~ 1 — 
узлуксиз оператор.*

3. Ё п и қ  г р а ф и к  ҳ а қ и д а г и  т е о р е м а .
Т: Е~-+ Ғ чизиқли оператор Е фазонинр О(Т) =  бош Т  

вектор қисм фазосида аниқланган бўлсин, яъниГ>(Г)  
тўплам Т операторнинг аниқланиш соҳаси бўлсин. Маъ- 
лумки (1.6- §), ушбу

£Г Т =  {(х, Тх) :х£ Е ) (Т)} Е X Е
тўгёлам Т операторнинг графиги дейилади. Агар Т 
тўплам Е УдҒ фазода ёпиқ бўлса, Т оператор ёпиқ дейи- 
лади. Е, Ғ  фазолар Ф- фазолар бўлса, Е X Ғ фазо ҳам 
Ф- фазо бўлади: бу фазода а' =  (х', у ')£ Е  X  Ғ ва а"
=  (*", у")£Е  X Ғ  элементлар орасидаги масофа қуйида- 
гича аниқлаиади:

? (*', «") -  I*' -  Х"\ +  \у' -  у"\.
Т операторнинг ёпиқлиги қуйидагича ифодаланади: агар 
(хп1 Тхп)£%гТ ва х „ -* х , Т хп-+у  бўлса, у ҳолда

' х £ й  (Т) ва у 5=  Тх.
I

6- т е о р е м а  (ёпиқ график ҳақидаги теорема). £  фа~ 
зони Ғ фазога акс эттирувш ёпиқ 7 чизиқлц опе- 
ратор узлуксиздир.

И с б о т .  Т чизиқли оператор бўлгани учун £г Т тўп- 
лам Е х Ғ  фазонинг вектор қисм фазосидир 1 .6- §, 2- те- 
орема). 0г Т тўплам Е х Ғ  .фазонинг ёпиқ қисм фазоси 
бўлгани учун §г Т нинг ўзи ҳам Ф- фазо ҳосил қилади.
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£Г Т фазонн Е фазога акс эттирувчи рг^ операторни 
қуйидагича алиқлаймиз:

рг£ (х, Тх)*=*х, (х, Тх)£&гТ.

Равшанки, рг̂ - узлуксиз чизиқли оператор бўлиб, §г Т 
фазони Е фазога ўзаро бир қийматли акс эттиради ва 
унинг қийматлар соҳаси Е фазога тенгдир. 5- теоремага 
мувофиқ узлуксиз чизиқли рг- 1 оператор мавжуд. Ушбу

рг :̂1 {х) =  {х, Тх), ргг(х, Тх)*=Тх

муносабатлардан Т*=рг/^орг-г келиб чиқади, яъни Т 
оператор узлуксиз операторларнинг комлозициясига тенг, 
демак, Т ҳам узлуксиз.*

7.3-§. Нормаланган фазода чизиқли операторнинг
нормаси

Е ва Ғ нормаланган фазолар бўлсин. .
Та ъ р иф.  Т чизиқли оператор учуи ушбу .

\\Тх\\ < М -\\х\\, \/х  £ Е
тенгсизликни қаноатлантирувчи М >  0 сон мавжуд бўлса, 
у ҳолда Т оператор яегараланшн дейилади. Бу таъриф
7. 1-§ да киритилган чегараланганлик таърифига эквивалент.

1- т е о р е м а .  Т \Е -+■ Ғ чизақли оператор узлуксиз 
бўлиши учун унинг чегараланган бўлиши зарур ва 
кифоядир.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Т узлуксиз, аммо чегараланма- 
ган бўлсии деб фараз қилайлик. Бу ҳолда ихтиёрий п 
натурал сон учун шундай х п £Е элемент мавжудки, ушбу

ЦГ*я|1 >  "11**11
тенгсизлик бажарилади. Равшанки, х п ф  0. Ушбу уп «== 

элементни олсак, бевосита кўриниб турибдики,
лЦ̂ яН

|уп| |* - 1 _ 0 ,  яъни уя-  9. Т узлуксиз бўлгани учуи 
Туа-* 0. Аммос

Демак, Ц7уя|| >  1; зиддият ҳосил бўлди. •
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К и ф о я л и г и. Т чегараланган чизиқли оиератор бўлса 
у ҳолда таърифга асосан

Агар
Демак,

и 7>Ц <  Ж |М 1 (М>0).
кетма-кетлик 0 га интилса, у ҳолда ||д:л||->0. 

. 1|7>сл1 К Л11 К 1 М , яъии Тх„-Л-
Бундан Т операторнинг 9 нуқтада ‘узлуксизлиги ва, де- 
мак, ҳар бир элементда узлуксизлиги келиб чиқади.* 

Исботланган теоремадан I  (Е, Ғ) фазо чегараланган 
чизиқли операторлар тўпламига тенглиги келиб чикади.

Т а ъ р и ф .  Т£ Ц Е , Ғ) операторнинг нормаси деб 
қуйидағи сонга айтилади:

1|П\=1пГ {Л1>0 :ЦГл |]<,УИ||а:||, у х  £ Е}.
Норманинг тенг кучли таърифлари қуйидаги леммадан 

келиб чикади.
Л е м м а .

\|7 1 Н « и р  ||7>|| *= зир ЦГ*||.
П-НК1 1И М

И с б о т. Ихтиерий М  (М >  )|Г||) ссн Еа х  (||х|| <  I). 
элемент учун ||7 > Ц < ;М  ўринли, бупдан

зир ||Г х ||:^  М.
И»1К 1

Демак,
зир 1 |7 > ||<  ||71|,
|1*И<1

ЯЪНИ

| зир^1Г , | |^ з и р | | ^ |1 Г || • ( 1)

Бундан ЦТ|| =  0 бўлганда лемма равшан. Агар ЦТ||>0 
бўлса, ушбу

0 <  6 <  ЦГЦ

теигсиз.гикни қаноатлантирувчи ихтиёрий Ъ сонни оламиз* 
Таърифга асосан қукидаги текгсизликки қансатлантирадй- 

ган х 0 элемент мавжуд:
\)Тх0\\>  6||*с||, х 0*£В.

п ХТДемак, у0 вг идчи элемеитни олсак, у ҳслда ||>'0|1«=1 ва 

1нУо11 ьу бундан зир |Т у | |> 6.
ИУ11 ~1

176
www.ziyouz.com kutubxonasi



Олинган Ь сон' || 7 Ц дан кичик ихтиёрий сон бўлгани 
учун охирги тенгсизликдан ушбу

зир \\Тх\\^\]Т\\ •

тенгсизлик ҳосил бўлади. Бу тенгсизликни юқоридаги
(1) тенғсизлик билан солиштирсак, исботланаётган тенг- 

лик келиб чиқади.* •
Оператор нормасининг қуйидаги хоссалари юқоридаги 

леммадан осонликча келиб чиқади: ‘
1) 1| 71] =  0 <=> Т = 0 \
2) | Х7Ц =  И-ЦГЦ,  Ғ(Ғ, Ғ);
3) 1 г, +  г и к  1|Г,| +  цг,ц, г„ г, е /-(£■, Г).
4) |г, г, 1КЦГ.Ц [г,[|
Масалан, 3) хоссани исботлаймиз:

|)Г, +  Т ,\\ =  зир Ц(Г, +  Г,) (ДГ)Ц =■ зир IIГ,я:+ Г2яЦ<
I 11.41 < 1 и*ц<1 _ _ __

<$ир (ЦГ,х)Ц +  ЦГ+[|) <  зир ЦГ,х|1 +  зир " ЦГ2хЦ =

" г|1<‘ • = ц г ,] |+ ! |г ]!|<1
Демак, Ь (Ғ, Ғ) фазо нормаланган фазодир.

Хусусан, Ғ =  К  бўлганда, узлуксиз чизиқли функ- 
ционаллар фазоси нормаланган бўлиб, бу фазодаги норма 
ушбу кўринишда аниқланади:

Ц/11 — 8«р | / ( х )1 =  $ир |/(х)[.
|иц<1  1|.гЦ=1

М и с о л л а р.
1. Ноль оператор Ох =  6 (х ££) тенглик билан аниқлана- 

ди. Равшанки,
Цоц = о.

2. /  бирлик операторни оламиз. Ихтиёрий х  £ Е эле- 
мент учун 1 х  =  х  бўлгаки сабабли ушбу

Ц / [ ]  =  5 и р  | | / х ] [  =  5Пр ] | х [ 1  =  1 
. 1101-1 ||дг]| *= 1;

тенглик, яъни [ | /Ц~ 1 ўринлидир. •
3. Нормаланган Е фазода Т чизиқли операторни қу - 

йидагича аниқлаймиз:
Тх =  )х> а £ К

-У ҳолда •
II Т | [  = 5 и р  | | 7 а*|[ =  5 п р  | Р а [| —  з и р  р М | 4  =  р | ,

11-01 -» 1 Ц41 = 1 1ии =1
яъни ||7|[ =  р

12-239 177'
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4. п ўлчамли Е вектор фазода {<?,, еъ . . . , еп} ба- 
зисни, т ўлчамли Ғ  фазода эса {е[, е2, . . . , ет} базис-
ни оламиз.

Равшанки, Т хЕ ~ ^Ғ  чизикли операторни базис
элементларида аниқлаш кифоядир. Бунинг учун ўз нав- 
батида ^  — Те{ элементларнннг {е^}/^ базис бўйича коор- 
динаталарини билиш етарлидир, яъни

т
ё ,  = >̂1 = 2 а1*е'к> в« 6 К- *= 1

ихтиёрий вектор бўлса, у ҳолда

т /  п
V  ? \*

п т

£= 1 \/=1

Агар х  =  2  Ье 1 € Ғ  и:

у =  г х  =  г ( 2  ь в ,) -  2  ь  2  =  2  ( 2  а ‘& ) <
Ч/=1 /  1=1 6=1 • ' • '

т

= 2
п

бу ерда '^  =  2  (/г==Ь 2 , . . .  , т ) .
/=1

Демак, Т оператор (аг/) матрида ёрдамида аниқланиб, у 
л  =  | 2» • • • » Iп) векторга ушбу кўринишдэ қўлланар
экан:

= Т х = Т \

{ 1̂1 2̂1 • • • 
а 2̂ @22 • • • &ц2

\,1 \ 1 т &2т‘ • * аТгги

Е в& Ғ  фазоларда Евклид нормасини оламиз. Коши — 
Буняковский тенгсизлигидан ушбу

‘1 т I п пт

II 7х||= =  2
к--1 

т п

1  а,&
/-1

=  2 2 1 «Чк,*=1 /-1 ) \ 1~1 
муносабат, яъни ушбу

< 2  2 1 л » 1' 2 1 Ь 1’ =А = 1 \/=1 /̂ =1 )

2|ьр) = (21в»1’') и*Н'<1, к

Н7'-:с11< р /Г 2 М ’ 11*11
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' тенгсизлик келиб; чйқади. Демак, Т чегараланггн чизиқли

оператор ва ‘| | Г Ц <  у  Х м .  ■

Хусусан, агар Е  ва Ғ  чекли ўлчамли фазолар Евклид 
нормаси билан қаралса, у ҳолда ихтиёрий Т : Е -+ Ғ  чи- 
зиқли оператор узлуксиздир.

5. Е =  ва Ғ — Қ1П фазоларда ушбу
Ц-^Ц =  т а х  11,1, ||у  II =  тах  |'г(4| •

1 к
нормаларни олиб, Т =  (а/*) чизиқли операторнинг норма- 
сини ?;исоблаймиз. Ушбу

п ' п

|у | |  =  ||7 д г || =  т а х |г ; * |  <  т а х  ^  \а1к | - |  |< 1 М |  т а х  2 | а / * |
* к 1=1 * 1=1

муносабатдан ■
п

' || т | | <  шах V  I ал  I (2)
1=1

тенгсизлик келиб чиқади. Фараз қилайлик, '
п п

2  Iа{к() I = т а х  2  I сцк\- 
1=1 * /=1

бўлсин. У қслда х 0 =  (^, . . . , векторни қуйндагичз 
аниқлаймиз:

Е? =  а1ко =

БунД£н равшанки, ||л'0| |<  1 ва 

. 1т 1 ^ | | Г л 0|| =  тах

1 , *а/А0 >  0 бўлса, 
— 1 > Ъко <  0 бўлса, 

0, а1к[) =  0 бўлса.

п

— ^1 \а1кс\ =  т а х  У
1=1 к

Бундан ва (2) тенгсизликдан
п

Ц Т || = -  т а х  ^  , 
к 1=1 I

СЪ
•А.

.канли

185
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б. Е сепарабел Гильберт фазосида еи е2, . . .  , еп, . .  . 
ортонормал базис бўлсин. У ҳолда (4.3*§) ихтиёрий х£ Е 
элемент ушбу

кўринишга эга. Бирор С >0  сон ва {%} (|ХЛ| <  С) сонли 
кетма-қетликни олиб, операторни қуйидагича аниқлай- 
миз:

00
Т.Х=У^ (X, 5() е,. ■ (3)

/=1

Т х  элементнинг мавжудлиги ушбу
оо оо "

1ЬГ<»
/=1 /-1

тенгсизликдан ва Рисс — Фишер теоремасидан бевосита 
келиб чиқади (4.3-§).

Т нинг чизиқли оператор эканлиги бевосита кўриниб 
турибди. (3) тенгликдан =  Х^, тенглик келиб чиқа-
ди. Ушбу а =  $ир |ХЛ | белгилашии киритамиз. У ҳолда

II Т х |Р =  (Гя, Тх) =  ^  I Р <>•’ \\х\?,
/—1

бундан
|| 7 '|| <  X.

Ҳар бир еи вектор бирлик шарга тггишли (яъни 11̂ 11 =  1 ) 
бўлгани учун

Демак,

|| 7Ц =  зир || Гх[|| >  зир|| Теп || =  зир| Хя | =  X.
|к |1 < 1  П п

II 7[|| =  X =  зир

7. Л2 \ау Ь\ ф а з о д а  Ф р е д г о л ь м  о п е р а т о р и .  
Э орқали ушбу тўпламни белгилаймиз:

/);= :[« , Ь \х \а , &]«{(*,  Ь]% Ь\).
Бирор К((у 5) функция Ь2(Т>) фазога тегишли, яъни 

ушбу
ь ь
Л 1АГ(<, 5) р а$а( = к 1 < <=° (4)
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муносафат ўринли бўлсин. К  (/, 5) функция ёрдамида 
£2 [#, Ь] Гильберт фазосида чизиқли операторни қуйи- 
дагича аниғдаймиз: ихтиёрий х(1 ) 6£2 [#, Ь\ элеменг 
учун • ь

Тх*= |  К (1, $) х  (5)с1$ =  у(/). (5)
а

Даставвал, у{1)  функдия 1 2 [а, Ь\ фазонинг элементи 
эканлигини кўрсатамиз. Фубини теоремасига асосан деяр- 
ли ҳамма /6 [«, Ь\ нуқталар учун \К(1, 5)|2 функция 
5 аргументга нисбатан Лебег маъносида жамланувчидир. 
Демак, деярли ҳамма / учун у (1) функция Ь> \ау Ь} 
фазодаги икки элементнинг скаляр кўпайтмасига тенг„ 
яъни чекли. Ушбу

ь
. 1  1̂ ) 1 * = 1  \ к ц ,  «)!»<&

функция жамланувчидир, чунки 
ь ь ь

' • _[ \К (1)I2 Ш  =  Л  \ К ( ( , 5)Р 4 $ м  =  К - <  оо.
а а а4

Демак, Коши—Буняковский тенгсизлигига асосан

I у (01а = 11 к (/, 5) х (5) а$ <

1 1 к ( ( ,  $)}!а$ ) ( | | х ( х ) | 2^
\а

Шунинг учун ушбу
=  |ЛГ(0Г1№ -

и V
■||у(0Р 01 <  ,[|А'(/)12 Л -М 1 ’ =  Х*1ИГ (б>

а

иитеграл мавжуд, яъни у ( 0 6 £ г [ я *  ^]* Демак, (5) фор- 
мула Ь2 \а , Ь\ фазода операторни аниклайди.

Бу Т  оператор Фредгольм оператори, К(1, 5) функ- 
ция эса унинг ўзаги дейилади. Юқоридаги (6) муноса- 
батдан

—

II 7'ц < А" = ] / ]■ 1 1 қ  (/, Х)р а$ш
> а а

тенгсизлик ва Т  узлуксиз операторляги бевосита 
чиқади.
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7.4-§. Нормаланган фазоларда функционал 
анализнинг асосий принциплари

I. Б а н а х  — Ш т е й н х а у с  т е о р е м а с и .
1- т е о р е м а. Е ва Ғ Балах фазолари бўлиб, 

{Гш} с Ц Е ,  Ғ) операторлар кетма-кетлчш ҳар бир 
нуқтада фундаментал бўлсин. У ҳолда уларнинг 
нормалари кетма-кетлиги {|| 7'„||} чегаралангандир.

И с б о т .  Банах фазоси Ф-фазо бўлгани учун 7.2-§ 
даги 2- теореманинг шартлари бажарилади. Шу теоре- 
мага асосан ушбу *

П т Тпх  — 0

муносабат п га нисбатан текис бажарилади, яъни ихти- 
ёрий е > 0  учун шундай о > 0  мавжудки, 1ГГ,гх:|| <  е му- 
носабат ихтиёрий п натурал сон ва нормаси 8 дан кичик 
бўлган х  элемент учун бажарилади. Демак, ихтиёрий 
||а'|| ^  1 эдемент учун (|Г>я*)|| <  о муносабатни назарда 
тутсак) ушбу

яъни

тенгсизлнк келиб чиқади. Оператор нормасининг таъри- 
фига асосан, ушбу

п 7,„| | <  4

тенгсизлик ихтиёрий п учун ўринлидир.*
II. Х ан  — Б а н а х  т е о р е м а с и .
2 - т е о р е м а .  Иормаланган Е фазонинг £ 0 вектор 

қисм фазосида узлуксиз / 0 чизиқли функционал бе- 
рилган бўлсин. У ҳолда Е фазода қуйидаги тарт- 
ларни қаноатлантирувчи узлуксиз /  чизиқли функ- 
ционал мавжуд:

1) / к  -  и
2) 11/11 =  1| / „ | | .
И с б о т .  Е фазода у ш б у /?(*)*= | | / 0||*||л:|| яримнор- 

мани киритамиз (аслида р(х) — нормадир). Бу ҳолда 
ихтиёрий х £ Е 0 элемент учун | / 0(а) | <  |1/01|*|1 а Ц =  р(х).
5.3-§ даги Хан — Банах теоремасига асосан қуйидаги 
шартларни қаноатлантирувчи /  чизиқли функционал мав- 
жуд:
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П А г . - Л ;
2) ихтиёрий х£Е  элемент учун \/{х)  | ^  р(х).
Демак, | | / | |  =  зир I /(х ) | <  зир^ (х) — зир ||/„  Ц-||дс)| =

|\дс1|<1 11 х | | <  1 |Ц г||<1

=  И/с||.
яъни

11/11 < 11/ .  II.
Бу муносабатдан /  фуньсционалнинг чегараланганлиги 

ва, демак, узлуксизлиги келиб чиқади. Ва ниҳоят,
\\/\\ =  5пр \/(х)\ >  $ир\ / ( х ) | =  зир ] /0(х)\ =  Ц/0 1|.

Ц.Г/К1 ||д-|К1 ||л !К 1
 ̂ х £  Е$ х б  £о

Демак, | | / | |  =  | |/с||.*
III. /. (Е, Ғ) фазонинг тўлалиги.
3 - т е о р е м а .  Е нормаланган фазо, Ғ Банах фа- 

зоси бўлса, у ҳолда Ь (Е, Ғ) фазо операторнинг нор- 
масига нисбатан Банах фазосидар.

И с б о т. Т (Е, Ғ) фазонинг нормаланган фазолигн 
кўрсатилган эди. Бу фазо тўла эканлигини исботлаймиз. 
{Тп} кетма-кетлик фундаментал бўлсин, яъни ихтиёрий ■ 
е> 0  сон учун шундай N  натурал сон мавжудки, ихтиё- 
рий, п, ш. >  N  натурал сонлар учун ушбу тенгсизлик 
ўринлидир:

1 И .- 7 - я | |< « .
Ихтиёрий а(||а((< 1) элемент учун ушбу

||ГЙА - Г /ПА | К Ц 7 П~ Г Ш| | - М < е  (I)

тенгсизликдан {Тпх } кетма-кетликнинг Ғ  фазода фунда- 
ментал эканлиги келиб чиқади. Ғ  фазо тўла бўлгани 
учун Тх =  Пт  Тпх  мавжуд. Ихтиёрий г £ Е  элементни

Я -» о о

ушбу 2: ~  аа'0(([л:0]( <  I) кўринишда ёзиш мумкнн. Де- 
мак,

Тп2  = ТпУхо =  аТпх 0 -*■ Х7а0.
Бу х учун Тг =  аТ*а0 деб оламиз. Бу билан Т : Е -*> Ғ  
операторни аниқладик. Равшанки, Т — чизиқли опера- 
тор. Энди Т операторнинг узлуксизлигини кўрсатамиз. 
Бунинг учун Т нинг чегараланган эканлигини исботлаш 
кифоядир. (1) тенгсиэликда т бўйича лимитга ўтсак, 
ушбу

\\Тпх — Тх\\ <  г (2)
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муносабат келиб чиқади. Демак,
\\Тх\\ =  | |Тпх  -  (Тпх  -  Тх)\| <  \\Тпх\\ +  \\Тпх  -  Тх\\ <

^  № л*|| -1- е <  II Тп\\ +  е.
{Тп} кетма-кетлик фундаментал бўлгаии учун {1|ГЛ||} 

кетма-кетлик чегараланган, яъни шундай М сон мавжудки, 
ихтиёрий п учун ||ГЛ|| <  М. Демак, ихтиёрий х ( ||л :|| <  1) 
элемент учун

| |Г х | |  <  А \  е .
•бундан

ЦГ|| — зирЦГхЦ <  М  +  е.
II -Г|/<1

Шундай қилиб, Т — чегараланган.
Энди юқоридаги (2) тенгсизлик ихтиёрий л ( | | х | | < 1 )  

элемент учун ўринли эканлигини ҳисобга олсак, п ^ М  
бўлганда ушбу

II Г), — Г|| =» зир || Тпх  —- Тх |/ <  в
1141 < 1

муносабат келиб чиқади. Демак,
Нш| |Гл — Л|  =  о,

П-+СС

-яъни Тп кетма-кетлик норма бўйича Т операторга яқин- 
лашувчи экан.*

Н а т и ж а .  Ихтиёрий нормаланган Е  фазо учун Е '
=  Ц Е , К) қўшма фазо функиионалнинг нормасига нис- 
батан Банах фазосидир.

Бу натижа К —(Ё ёки С) фазонинг тў*лалигидан бево- 
сита келиб чиқади.

IV. Т е с к а р и  о п е р а т о р  ҳ а қ и д а г и  т е о р е м а .
4- т е о р е м а. Е еа Ғ Банах фазолара бўлиб , 

Т : Е-+- Е чизиқли изоморфизм бўлсин. Агар Т у зл у к - 
- сиз оператор бўлса, у ҳолда Т ~ х ҳам  узлуксиз чи- . 

зиқли оператордир.
И с б о т. В‘ фазолар Ф- фазоларнинг хусусий Гҳоли 

бўлгани учун бу теорема 7.2- § даги 5 -теоремадан бево- 
сита келиб чиқади.

1 - и а т и ж а .  Г0 оператор Е Банах фазосини Ғ  Банах 
фазосига акслантирувчи чегараланган чизиқли .оператор 
бўлиб, Т~\ унга тескари оператор бўлсин. АТ : Е - + Ғ
бирон чегараланган оператор бўлиб, ||А7|| ■тенгсиз-
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лик Ашарилсин. У ҳолда (70 Н- Д71) - 1 оператор мавжуд 
ва че1араланган.

И с б о т .  Ихтиёрий у £ Ғ  элементни оламиз ва ушбу 
В х = Т ~ 1 у _  Т - 1  ьтх

формула билан аниқланган В : Е-+Е акс эттиришни кўра- 
миз. Ихтиёрий.Х! х 2 £Е учун

IIВ хх -  В х21| =  || Д Тх2 -  Г- 1 Д7>:1|| <
<  ||7^"1Д7,||-||л :| — х 2 1|.

тенгсизликдаи В  акс эттириш қисқартириб

акс эттнриш эканлиги бевосита келиб чиқади. Кисқарти- 
риб акс эттириш принципига асосан ушбу

, я* =  Вх

шартни қаноатлантирувчи ягона нуқта топилади (2.9- §), 
яъни

. х  = В х = Т ^ у \ - Т ^ Ь Т х ш
демак,

Т0х  Н- Д 7я => у.
Шундай қилиб, ихтиёрий у £  Ғ  учун Т0х  -Ь ЕТх — у 
тенглама ягона ечимга эга, яъни (Г0 4 ДГ)—1 мавжуд. 
Тескари оператор ҳақидаги теоремага асосан ( 7'0 -|- А 7)—1 
— чегараланган оператор.*

2- н а т и ж а. Е Банах фазосида /  бирлик оператор, 
Т:Е -+ Ғ  чегараланган ва ||Г|1<1 тенгсизликни қаноатлан- 
тирувчи оператор бўлсин. У ҳолда (7— 7)- 1  оператор 
мавжуд бўлиб, у чегараланган ва ушбу кўрииишга эга:

00

(/ — г ) - 1 =  У  т к.

И с б о т. ( / — 7') ~1 мавжудлиги ва чегараланганлиги
1-натижадан бевосита келиб чиқади: (7 = / ,  ДТ =  Т).

ОО оо

||7’||< 1  тенгсизликдан ^ЦГЦ * <  оо. Е  фазо тў-
Л—0 £-0

оо

ла бўлгани учун ^  ||ГА|| қаторнинг яқинлашувчи эканли-
А—0
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гидан ^  Тк қаторнинг йиғиндиси ҳам чегараланган опе-
£=-0

раторлиги келиб чиқади, чунки бу ҳолда 3- теоремага 
асосан Ц Е , Е) — Ц Е) — Банах фазоси. Ихтиёрий п учун 
ушбу

п п

( / — Т) т * (1 -  Г) =  / -  Г"+'
А -0 к~0

тенглик ўринли. Энди ||7 Л+1| |< ||7 '||Я+1 .------► 0 муносабат-П-* ю
дан

оо <«

(/  _  Г) 2  т к
к- 0 *=0

яъни

У  т к {1 -  Г) =  /,

( / — т )-' = 2 7й
к=0

келиб чиқади.*
1’ескари оператор ҳақидаги яна бир иборани келти- 

ришдан олдин қуйидаги леммаии нсботлаймиз.
Л е м - м а .  Е  нормаланган фазо, Ғ  Банах фазоси бўл- 

син, Е  фазонинг ҳамма ерида зич Е0 вектор қисм фа- 
зода аниқланган ихтиёрий чегараланган Г0 : Е0-*-Ғ чизик- 
ли операторни унинг нормасини сақлаган ҳолда бутун 
Е  фазога ягона равишда давом эттириш мумкин.

И с б о т. Ихтиёрий х £ Е  учун унга яқинлашувчи 
{лг„} с= /Г0 кетма-кетлик мавжуд. Ғ  фазода {Т0х п}~_х кет-
ма-кетликни кўрамиз. Ушбу

\\Т{)х п -  Т0х т|| ^  ||Га||.||л 'л -  х т\\

тенгсизликка асосан кетма-кетлик фундаментал-
дир ва Ғ  тўла бўлгани сабабли у бирор Пш Т0х п $ Ғ

П - +  оо

лимитга эга. Бу лимит х  элементга яқинлашувчи кетма- 
кетликка боғлиқ эмас, чунки агар х п-+ х  бошқа бир 
кетма-кетлик бўлса, у ҳолда

II 7> ; -  гл ц< || г0ц. цл; -  Хя\\ -> о,

Нт Т0хп — 1йи 70х п.
яъни

www.ziyouz.com kutubxonasi



Э|-ди биз 7х =  Н т Т0х п деб олсак, у ҳолда Т опе-
' м-*<»

ратор х  элементда анидланган бўлиб, у шу тарзда бу- 
тун Е  фазога давом эттирилади. Равшанки, бу олератор 
чизикли. Ушбу

тенгсизликда п бўйича лимитга ўтсак, || Тх || ^  || Т0 1| • ||я'|) 
тенгсизлик, яъни || Т || <  || Т0 1| муносабат келиб чнқади. 
Иккинчи томондан, Т оператор Г0 нинг давоми бўлгани 
учун ( |Г | |> | |Г 0||, яъни ||7|[ =  ||Г0||. Ниҳоят, Т оператор- 
нннг ягоналигини исботлаймиз. Агар V  оператор 70 нинг 
бошқа бир давоми бўлса, у ҳолда

\' Т'х„ =  ТэХк =  Тх„. ,
/

Бу ерда п бўйича лимитга ўтсак, Т х  =  7лг, яънн Т' = Т  
келиб чиқади.*

Н а т и ж а .  Агар Е нормаланган фазони Ғ  Банах фа- 
зооига акслантирувчи Т чизиқли оператор Е  нинг ҳамма 
ерида зич тўпламда нолга тенг бўлса, у ҳолда ихтиёрий 
х £  Е  учун Тх = 6.

Энди исботланган леммадан фойдаланиб, тескари опе- 
ратор ҳақидаги қуйидаги теоремагги исботлаймиз.

5 - т е о р е м а .  Е, Ғ  Банах фазолари, бўлиб, Т : Е-*Ғ  
чизиқли операгпор бўлсин. Т опеоашор чегараланган 
тескари операторга эга бўлииси учун қуйидаги икки  
шарпг зарур ва кифоядир:

1) 1т Т = * {Т х:х£ Е ) тўплам Ғ нинг ҳамма ерида 
зич;

2) бирор С >  0 сон ва ихтиёрий х £ Е  учун
\\Тх\\> С \\х\\.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Агар Т~~1: Ғ -+■ Е  чегаралан- 
ган бўлса, равшанки, Т(Е) — 1т Г = :  Ғ  ва ||Г—̂ уЦ <  уИ-|[у||, 
у£Ғ, Ж > 0 . Бу ҳолда ихтиёрий х£Е  учун

||7’- ,(7'л:)|| <  УИЦГлК, 

яъни ]|х | | < М | | Т х ||, буидан

ЦТ’4  >  у,Н*11 =  С||дг|| (С =  ў, > 0)-

К иф о я л и г и. Теореманинг шартлари бажарилган бўл- 
са, Г —• мономорфизмдир, яъни кег Г =* (9}. Дарҳақиқат 
агар Тх=Ь бўлса, у ҳолда 2) шартга асосан ||7л:[|> С\\*\\> 
демак ЦхЦ^зО, яъни х= 9. Шунинг учун 1т  Т а Ғ  тўп-
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ламда Т ~ х оператор аниқланган. Бу оператор чегаралана 
ган. Ҳациқатан, ихтиёрий у = Тх £ 1ш Т  учун 2) шартг- 
асосан

| |7 ' - 'У | |= | |х |к 1 | |7 ’Л: | |= ^ | |у | | .  '

Леммага асосан бу операторниаг нормасини сақлаган ҳол- 
да бутун Ғ  фазога давом эттириш мумкин. Ҳосил бўл- 
ган оператор Т оператор учун тескари оператордир.*

7.5-§. Чизиқли операторлар фазосида топологиялар

Е  ва Ғ  локал қавариқ фазолар бўлиб, улардаги топо- 
логияларни аниқловчи яримнормалар системаси мос равиш- 
да {р} ва {д} бўлсин.

I. О д д и й  я қ и н л а ш и ш  т о п о л о г и я с и  (нуқта- 
ларда яқинлаииии топологияси, $~гпопология). Ь(Е, 
Ғ) фазодаги оддий яқинлашиш топологияси деб, 
ушбу

г(Т)=г{Т, х их 2, . . . <7) = 5чр ? (7 л'а)

яршнормалар билан аниқланган локал қавариқ тополо- 
гияга айтилади, бу ерда

те ц е , ғ \  ? е {<?>, {х„}к̂  <= е .
Ь(Е,Ғ) фазо оддий яқинлашиш топологияси билан кў- 
рилганда бу фазо Ь3 (Е,Ғ) билан белгиланади. Агар {Г,,}:!!

ЦЕ,Ғ) кетма-кетлик Т операторга шутопология бўйича 
яқинлашса, буни ушбу кўринишда белгилаймиз:

Та Л -  Т.
Қуйидаги теорема таърифдан бевосита келиб чиқади.
1 - теорема .  Қуйидаги икки ибора эквивалентдир:
1) ТПЛ Т ,  Тп, Т £ ЦЕ,Ғ);
2) ихтиёрий х £ Е  элемент уяун Тпх  кетма-кет- 

лик Ғ  фазода Тх элементга яқинлаигади.
II. Т е к и с я қ и н л а ш и ш т о п о л о г и я с и. (Ь-то- 

пология). Энди Т(Е,Ғ)  фазода локал қавариқ топология- 
ни бошқачароқ киритамиз. £={/?} система Е  фазодаги 
чегараланган тўпламлар системаси бўлсин. Т чизиқли 
операторнинг яримнормасини ушбу формула билан аниқ- 
лаймиз.

г(Т)—г(Т,В, <?)=8ир д(Тх),
х£в
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бу ерда' Т£ЦЕ,Ғ), <?€{?}, В£2. Кпритилган {г} ярнм- 
нормалар системаси локал қавариқ топологияни аниқлайди. 
Бу топология Ь-топология ёки чегараланган яқин- 
лашши топологияси (ёки текис яқинлаишш тополо- 
гияси) дейилади. ЦЕ, Ғ)  фазо 6-топология билан олин- 
ганда уни 1 Ь(Е,Ғ) билан белгилаймиз.

Таърифдан бевосита қуйидаги теорема келиб чнқади.
2- т е о р е м а .  Қуйидаги икки ибора эквивалентдир:
1) Т „ Л  Т, Тп,ПЦВ,Ғ);
2) Ғ  фазодаги 0 элеменшнинг ихгпиёриа V  атрофи 

т  ихтиёрий В£2 туплам учун шундай IV — N(0,8) 
натурал сон мавжудки, ушбу

Тпх  — Т х $ и
муносабапг ихтиёрий х£В элемент ва п >  N  нату- 
рар сон учун бажарилади.

Агар Е  ва Ғ  нормаланган фазолар бўлса, оддий яқин- 
лашиш топологияси операторларнинг к\’чли тополо- 
гияси дейилади, чегараланган яқинлашиш топологияси эса 
операторларнинг текис топологияси дейялади.

Ихтиёрий чекли тўплам чегараланган бўлгани учун
6-топология 5-топологиядан кучлироқдир.

Т а р ъ и ф .  Е топологик вектор фазода {хл} кетма-кет- 
лик ва х£Е  берилган бўлсин. Агар нолнинг ихтиёрий 
Ц  атрофи учуи шундай Д (V) натурал сон топилсаки, 
барча N(0 ) (п, т > А (ё /))  учун х —х £ 1! (хт—х п£ 1 /) 
муносабат бажарилса, х п кетма-кетлик л' элементга яқин- 
латувчи (фундаментал) дейилади.

Т а ъ р и ф .  Агар топологик вектор фазода ихтиёрий 
фундаментал кетма-кетлик яқинлашувчи бўлса, у секвен- 
циал тўла фазо дейилади.

3- т е о р е м а .  Е ва Ғ Банах фазолари бўлса, Ц(Ғ,Е)  
секвенциал т ўла фазодир.

И с б о т .  Банах фазолари Ф-фазоларнинг хусусий ҳоли 
бўлгани учун бу теорема 7.2- § даги 3-теореманинг нати- 
жасидир. *

4- т е о р е м а .  Е  ва Ғ нормаланган фазолар бўл- 
син. Бу ҳолда ЦЕ, Ғ) фазодаги операторларнинг 
текис топологияси Ц Е, Ғ) фазода операторларнинг 
нормаси билан аниқланган топологияга тенг кучли.

И с б о т .  Равшанки, нормаланган Е  фазода В тўплам 
чегараланган бўлиши учун ушбу

р =  $ир{||л||:л££} <  оо

I
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муносабат зарур ва кифоядир. Демак, £  тўплам сифа- 
тида /?, — {*£/:': ||*|| <  1} шаршг олсак, қуйидаги тенглик 
келиб чиқади:

г ( Г ,  Д 1,|М |) =  5ир ||Гл:|| =  ||Л |.

Демак, операторларнинг текис топологиясн норманинг 
топологиясидан ку члироқдир.

Энди текис топологияда б элементнинг V  атрофини 
оламиз, яъни

11—{Т:г(Т, В, || • ||) с  е} =  {Г:зир|| Гл:|| <

о  {Т: зир ||Гх|| <  ,} =  {Т: р Ц Т\\ < Т) =  {Г:||Г|| <  | } .

Бундан кўриниб турибдики, норманинг топологияси те- 
кис топологиядан кучлироқдир. Демак, бу топологиялар 
тенг кучли.*

Нормаланган фазоларда операторларнинг 5-топологияда 
(яъни кучли топологияда) яқинлашиш- шартини текши- 
ришда қуйидаги теорема фойдалидир.

5 - т е о р е м а .  Е Банах фазосини. Ғ  Банах фазосига 
акс этпгирувчи яегараланган члГзиқли операторлар- 
нинг {Тг)  кетма-кетлиги берилган бўлсин (Тг)  кегп- 
ма-кепглик бирон Т оператпорга з-топологияда яқин- 
лашигии учун қуйидаги икки шарт зарур ва кифоя- 
дир:

0 {1МЛ||} сонлар кетма-кетлиги чегараланган 
(яъни бирор М  >  0 учун  ||Г„|| <. М ,  п=  1,2- • •);

2) Е фазода т ўла бўлган (4.1-§) бирор Д тўплам- 
нинг ихтиёрий х  элементи учун п-> сг> да Тпх^> Тх.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  1) шарт 7.4- § даги Баиах — 
Штейнхаус теоремасидан, 2) шарт эса таърифдаи бевосита 
келиб чиқади.

К иф о я л и г и. Д тўпламиинг Е  фазода тўлалиги унинг 
чизиқли қобиғи бўлган Ь [Д] тўпламнинг Е  фазода зич- 
лигидан иборатлигини эслайлик. 1) ва 2) шартлар бажа- 
рилган бўлсин. У ҳолда {Тп} операторлар чизиқли бўл- 
гани туфайли ушбу

Тпх —► Тх
муносабат Д [Д] тўпламиинг қар бир х  элементи учун 
ҳам бажарилади. Энди х 0 элемент Е  фазонинг ихтиёрий 
элементй бўлсин. /. [Д] тўплам Е  фазода знч бўлгани
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учун х 0 элемеитга яқинлашувчи {л:я}сг/, [Д] кетма-кет- 
лнк мавжуд. 1) шартга асосан ушбу

||т„|| <  М
тенгсизлнкни қаноатлантирувчи М  сон мавжуд. УИ0= т а х  
(/И, ||Т']|) белгилаш киритамиз.

{хп} кетма-кетлик х {) га яқинлашувчи бўлгани сабаб- 
ли ихтиёрий е> 0  сон учун шундш N натурал сом то- 
пиладики, ушбу

II** - * о 11<*
т*нгсизлик ихтиёрий к > N натурал сон учун бажарилади* 
Демак, ушбу муносабатлар ўринлидир:

||Гя^о ~Тлг0||< ||Г лл:0—Тпх к\\+\\ТпХь —Тхқ ||-]-||Т'л:й —
— Тх0\\ <1Ғ«|1-||л'о—Хк \\+\\Тпх к —Тхк 1Н-Ц7’||-||ЛГ* —х 0\\< 

<  Л10£-{-]|Тпх к —Тхк ||<■/М0е=2М 0е-{-[̂ Т,пх к —Тхк ||.
Аммо ҳар бир Хь элемент А [А] га тегишли бўлгани 
учун я->-оо да ушбу

||Г„л:4 - Т х к || ->0
муносабат келиб чиқади, бундан

Н т||Т лх0—Тл:0Ц <^2М0е
П-»оо

е ихтиёрий кичик сон булгани учун
Ит || Тпх 0 — ТХиЦ =  0, ,
П - г О О

яъни Гл-Д-Т.*
Энди юқорида киритилган ЦЕ, Ғ) фазодаги тополо- 

гияларни ЦЕ, Қ) =  Е' фазода кўрамиз. Е' фазо Ц Е , Ғ) 
фазонинг хусусий ҳоли бўлса-да, 5-топология ва Ь-топо- 
логия бу фазода бошқа номларга эгадир.

Е локал кавариқ фазо бўлиб, Е'=ЦЕ,К) унинг қўш- 
ма фазоси бўлсин.

Е' фазода оддий яқинлашиш топологияси суст. топо- 
лош я  дейилади ва а{Е',Е) билан белгиланади. Е' фазо 
о{Е',Е) топология билан олинса, уни биз Е'т* билаи бел- 
гилаймиз. Қулайлик учун /  функционалнинг х  элемент- 
даги қиймати Дх) ни < х ,/>  билан белгилаймкз. 
Таърифга биноан а{Е',Е) топология қуйидаги кўринишдаги 
яримнормалар билан аниқланади:
г (/).=* г ( / * н  • • • , х п) =  5 и р | / ( * / ) ] '=  зир|< XI  , / >  ],

1<*<л
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бу ерда /£ £ ',  X/ ££, I =  1,2,- • •, п. Демак, Е'^* фазода 
0 элементнинг атрофлари базисини ушбу

ЛҲ) ) • • • , ^л) { /£ £  •( <  - /̂ »/ >  1 Ч  *̂
I =  1,2,

кўринишдаги тўпламлар ҳосил қилади.
Е' фазода чегараланган яқинлашиш топологияси куч• 
топология дейилади ва Ь билаи белгиланади. Е 1 фазо 

£-топология билан олинганда, уни (Е',Ь) =  Е 'ъ билан 
белгилаймиз. Бу топология ушбу

г(/,В) =  $ир| <*,/>|
кўринишдаги яримнормалар ёрдамида аникланади, бу ер- 
да В — чегараланган тўплам, /£Е '. Ноль элементнинг ат- 
рофлари базисини қуйидагича ёзамиз:

£/(е, £) — { /£  £ ; • зир| <  х, / >  | < * , £ >  0, £ £ 2 . } .х£В
Юқорида чизиқли операторлар учун исботланган тео- 

ремалардан қуйидагп натижалар келиб чиқади.
1) Е' фазода { /‘п} кетма-кетлик /£ Е ' элементга суст 

яқинлаши1ни учун ушбу

/„(*) - * / ( х )

муносабат ихтиёрий х£Е  да бажарилиши зарур ва ки* 
фоядир.

2) ^-топология а(£',£)-топологиядан кучлироқ.
3) Е  нормаланган фазо бўлса, у ҳолда Е' фазодаги

&-топология шу фазодаги норманинг (функционалнинг 
нормаси) топологияси билан тенг кучлидир. Хусусан, 
(Е',Ь) =  (£ ',|] .||)  Банах фазосидир (7.4-§ даги 3-теорема- 
нииг натижаси).

4) Е  Банах фазоси бўлсин. { /л} с :£ ' кетма-кетлик 
/£ Е ' элементга суст яқинлашиши учун қуйидаги икки 
шарт зарур ва кифоядир:

а) {|1Л 11} —чегараланган кетма-кетлик;
б) Е  фазода тўла бўлган бирор Д тўпламнинг их- 

тиёрий х  элементи учун ушбу

/п(х)—*/(х)
муносабат ўринли.

Текис чегараланганлик пршшипидан ва 3- теоремадан 
қуйидаги теоремалар мос равишда келиб чиқади.
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6-  т е о р е м а .  Е Банах фазоси бўлиб, ихтиёрий 
х ^ Е у ч у н  { /„(х)}^, кетма-кетлик чегсраланган бул-
са, у ҳолда  {|[>п||} “=1 кетма-кетлик ҳам чегаралан-
гандир.

7-  т е о р е м а .  Е Банах фазоси булса, Ет*~(Е \о(Е \ 
Е)) фазо секвенциал тўладир, яъни Е' фазода суст 
топологиядаги ҳар цандай фундаментал кетма-кет- 
лик  суст яцинлашувчидир.

М и с о л л а р .  1. Сепарабел Гильберт фазосида 7.3-§,
ос

6-мисолдагй Т операторни кўрамиз. Бунда х =  V  эле-

мент учун

Тх  =  2(>.( (|).| <  с; I =  1 , 2 , . . . ) .
/=-1 7 I

Знди Тп операторни ушбу

Тпх  =  2  ( \  — 77+“/) е1

кўринишда аниқлаймиз. Операторларнинг {Г„} кетма-кет- 
лиги Т га 5-топологияда яқинлашадғг. Дарқақиқат, 7.3- 
§ даги 6-мисолга бийоан

||Т„|| =  зир |Х, - 7Г1 - . |< 5ир|Х.| + 1 =  ||Т|| + 1 ,

яъни {||ГЙ||} кетма-кетлик чегараланган. Ихтиёрий ек учун 
п - у  со да

IIV , -  Т е $  =  пе, -  ,-гЬ-) -  >■< е, II = п -(- /| 0.

Ортонормал {еД базис Е фазода тўла тўплам бўлгани.
сабабли 5-теоремага асосан Тп->Т. Аммо {Тп} кетма-кет- 
лик Т  га ^-топологияда (яъни, 4-теоремага асосан норма 
бўйича) яқинлашмайди. Ҳақиқатаи, ихтиёрий п учун

1|Тц -  'Л1 -  5ир|(Х, -  т А ( ) -  М -  з и р ^ - ;  =  1 -/- 0.

2. Агар 1 -мисолда Тп операторни ушбу
Гпх  =
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кўрииишда олсак, у ҳолда

IIТ„ -  Л1 = *“Р№, -  -  х. I = V — о.
яъни Тп Т.

3. Е — [С — 1, 1] узлуксиз функцияларнинг нормалан- 
ган фазоси бўлсин. Бу фазода й чизиқли функционални 
қуйидагича киритамиз:

8(л) =  х(0), х £ С [  — 1,1].

Равшанки, о £ £ ' .  Бу фазода олинган {<?„(/)} кетма-кет- 
лик ушбу шартларни қаноатлантирсин:

• 1 ) ? я(0 =  0, 14 >  учун; <р„ (0 ^  0,  ̂€1 - 1 . 1] учун;

1
2) / ? „(0 ^  =  1 .

-1

9Л функциялар ёрдамида,/л чизиқли функционални қуйи- 
дагича киритамиз:

1
/ п (х) «  Г 9„(*)х( 1)<1 1 .

-1
Равшанки, / Л€Е' .  Матемагик анализдан маълум бўлгац 
ўрта қиймат ҳақидаги теоремага асосан ихтиёрий 
х £ С [  — 1, 1 ] учун

_1_
1 п

/ ЛХ) =  I  9« (0 X (0 сИ =* | 9« (0 X (0 йь —
-1

. п
_1_

п

= х  ((„)$<?„(() а( = х ( (  п),
_1

п

бу ерда— 1 - < / „ < ! - .  Демак,

Нт / п(х) — Н т х  ((„) =  х  (0) =  8 (х).
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[Лунинг учун{/„} кетма-кетлик [о функционалга сустто»‘° “ 
.чогйяда яқинлашади. <

М А Ш Қ У Ч У Н М А С А Л А Л А Р

1. Н  Гильберт фазосида Н х қисм фазони олам'*3, 
Маълумки, ихтиёрии Н£Н  элемент ягона усулда уш*‘У 
кўринишда тасвирланади:

Н=?Их-\-Н7 (ЬХ$ Н 1% къ£Н\).

р  прсекторни ушбу
'Рк=кх

тенглик билан аниқлаймиз. Р нинг [.узлуксизлйП'ки 
исботланг;

2 . С [а , /;] фазода Т  операторьи қуйидагича гникл*111" 
миз:

ь
Т<р(0=$к(*,з)ф № ,

а

бу ерда /?(/,$)—икки ўзгарувчининг узлуксиз функцийсй>
а) Т  оператор 1 (С\а,Ь\) нинг элементи эканлиг»ши 

исботланг;
б) С[а,Ь\ фазода икки хил норма киритамиз:
1 ) | |ф | | - т а х |ф ( / ) | ;

г  Ь Ч»

2) |М1= ш

Юқоридаги Т оператор иккала нормада ҳам узлукси ‘Л1' 
гини исботланг. р

3. а) Е, Ғ, I  топологик вектор ‘фазолар. А : Ғ ~ '  *
В:Ғ~+И узлуксиз чизикли операторлар бўлсин. У / ол'  
да С х—В(Ах)=ВоА(х) оператор ҳам узлуксиз чи шқ" 
ли оператор эканлигини исботланг;

б) агар А оператор б о т  АсиҒ тўпламда, В опер,1ТОР 
бош Вс^Ғ  тўпламда аниқланган бўлса,
§ £ /  бош С = ботЛ  П-Л""1 (с!от В)
мУносабатни исботланг;

в) агар б о т  А  ва с!от В вектор қисм фазолар <5ЎЛ* 

эаднлиг^и аксбо1 ^г.ҲаМ Е  ШШГ ВеКТОр кисм ф4, 301И
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4. Е, Ғ  нормаланган фазолар бўли5, АгЕ -+ Ғ  узлук- 
сиз оператор бўлса, у ҳолда унияг графнги бўлгаь; 
§гА тўплам Е х Е  нинг ёпиқ қисми эканлигини исбот- 
ланг.

5. Е ва Е фазэлар сифатида С[а,Ь\ фазони оламиз. 
0={х(1)€Е:х'((.)<^Е} белгилаш киритамиз. Ъ  тўпламда 
Т чизиқли операторяи ушбу фэрмула билан аниқлаймиз:

Т х ~ х ' .
Т оператор ёпиқ, аммо узлукли эканлигини исботланг.

6. Т : Е-+Е ёпиқ оператор бўлиб, Т ~ 1 тескари опе- 
ратор мавжуд бўлсин. 1 операторнинг ҳам ёпиқли- 
гини исботланг,

7. X  вектор фазода -с, ва т2 топологиялар берилган 
бўлиб, X  уларнинг ҳар бирига нисбатан Ф-фазо бўлсин. 
Агар х̂  топология х2 топологиядан кучлироқ бўлса, ' у 
ҳолда х, ва х2 топологиялар тенг кучлидйр, яъни х ^ ^ .  
Исботланг.

8. Е, Ғ, Ь нормаланган фазолар бўлиб, А : Е ^ Ғ $ 
В : Ғ-+1 чегараланган чизиқли операторлар бўлсин. 
Ушбу тенгсизликни исботланг:

||йоА ||< |8||.||А ||.
9. Е=*Қп ва Ғ=*Қп фазолардз мос равишда қуйидаги 

нормалар берилган бўлсин:
п »1

N1=21»я. 1М1-2 *6 у е ят-/=1 1—1

А —{а.^ ) : Е-+Ғ чизиқли операторнинг нормасини ҳисоб- 
ланг.

10. Е, Ғ Банах фазолари, А0 : Е~>Ғ узлуксиз чизиқ- 
ли оператор бўлиб, унинг узлуксиз А0~ 1 тескари опе- 
ратори мавжуд бўлсин. Агар А£Ь{Е,  Ғ) оператор
||А ||<-,г74гпг шартни қаноатлантирса, у ҳолда А0+А* ||л0 II
оператор ҳам узлуксиз тескари операторга эга экаили- 
гини исботланг.

11. И Грмьберт фазосида И0 қисм фазони олиб, И0 
га проекторни Р билан белгилаймиз. Проекторнинг қуйи- 
даги хоссаларини исботланг: •

а) ихтиёрий х £ Н  элемент учун Рх ва * —Рх ўзаро 
ортогонал элементлардир;

б) Р х= х  тенглик бажарилиши учун х  £Н 0 муносабат 
зарур ва кифоя;
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в ) Р х  =  0 т е н г л н к  б а ж а р и л и ш и  у ч у н  х  /  Н 0 м у н о с а -
б я т  з а р у р  ва к и ф о я ; _

г )  а га р  Н а ф а зо  $9} Да н  ф а р к л и  о у л с а , Р  н и н г  н о р м а с и
б и р га  т е н г .  , ,

12. Н  Г и л ь б е р т  ф а зо с и д а  ч е га р а л а н га н  Н  : п —► // ч и -  
з и к л и  о п е р а т о р  б е р и л га н  б ў л с и н .  Р  п р о е к т о р  б ў л и ш и  
у Ч у н  у ш б у  ш а р тл а р  з а р у р  ва  к и ф о я д и р .

а) Р2 =  Р;
б ) \ \Р \ \  1. _
13. Е , Ғ  л о к а л  қ а в а р к к  ф а зо л а р  б ў л и б ,  В  т ў п л а м  Е  

ф а ^ о н и н г  ч е га р а л а н га н  қ и с м и ,  д  э с а ' Ғ  ф а зо д а  я р и м н о р м а  .  
б ў л с и н .  И к т и ё р и й  /  ( Е ,  Е )  у ч у н  у ш б у

г ( А )  =  г ( Л , В , ? )  =  зи р  д ( Л х )'  X С. В

ч е к л и  с о н  б ў л и б ,  у н и н г  я р и м  н о р м а  э к а н л и г и н и  и с б о т -  
л а н г .

VI I I  б о б
Ч И З И Ғ < Л И  Ф У Н Қ Ц И Э Н А Л Л А Р  В А  Қ Ў Ш М А  Ф А З О

8 .1  - § .  Н о р м а л а н г а н  ф а з о л а р д а  ч и з и ц л и  ф у н к ц и о -
н а л л а р  в а  г и п е р т е к и с л и к л а р

1. Ч  и  з  и  қ л и  ф у я ц к о н а л л а р  в а  г и п е р т е -  
к и с л и к л а р  о р а с и д а  б о ғ л а н и ш .  Е  н о р м а л а н г а н  
ф л зо  б ў л и б ,  / :  Е - * - К  ч и з и қ л и  ф у н к и и о н а л  ва  Н =  
=  к е т / = / - '  (О) у и и н г  я д р о с и  б ў л с и н .  Р а в ш а н к и ,  Н  т ў ш - 
л а м  Е  н и н г  в е қ т о р  қ и с м  ф а зо с и , а  в е к т о р  Н  га  т е г и ш л и  
б ў л м а г а н  и х т и ё р и й  в е к т о р  б ў л с и н ,  я ъ н и  / ( а )  =/= 0 .  У  
қ о л д а  и х т и ё р и й  х £ Е  э л е м е н т  у ч у н  у ш б у

у = х  — Г ( х )
/ (  а . ) а

в е к т о р  Н  н и н г  э л е м е н т и д и р , ч у н к и  / ( у ) = 0 .  Д е м а к , 
и х т и ё р и й  х  £  Е  в е к т о р  у ш б у

х = г а / - . у / к =  ^ у ў ^ Н )

к ў р и н и ш д а  ё зи л а д и . 'Б у н д а й  т а с в и р л а ш  б и р  қ и й м а т л и д и р .  
• Ҳ а қ и қ а т а н ,  х  б о ш қ а  б и р

х  =  ̂ а . Ч - у  , (<а 6  К ,  у  ̂  ^  / / )
к ў р и н и ш д а  қ а м  т а с в и р л а н с а , у  ҳ о л д а  

/ ( х )  =  1± / ( а )  =  > / ( а ) ,

б у н д а н  / ( а ) ^ = 0  б ў л г а н и  у ч у н  «х =  /. ва  д е м а к , у ,= ў ™  
Ш у н и н г  у ч у н  Е  ф азо  қ у й и д а г и  т ў ғ р и  й и ғ и н д и  ( 1 ,5 -  § )  
к ў р и н и ш и д а  та с в и р л а н а д и :

В —Ка (ЗЭ //.
Х у с у с а н ,  Е / Н т ^ К а ,  я ъ н и  со сИ гп  / / =  1 ( 1 .5 -  § ) . 5Г’ Л

Т а ъ р и ф .  Е  в е к т о р  ф а з о н и н г  Н  қ и с м  ф а з о с и  у ч у 'н  
с о с И ш  Н  =  1 б ў л с а ,  И  г и п е р ш е к и с л и к  д е й и л а д и .

Д е м а к ,  ю қ о р и д а г и  м у л о ҳ а з а л а р г а  б и н о а н  н о л д а н  
ф а р қ л и  и х т и ё р и й  ч и з и қ л и  ф у н к и и о н а л  у ч у н  / /  =  к е г  /  
қ и с м  ф азо  Е  д а г и  г и п е р т е к н с л и к д и р .

А к с и н ч а ,  Е  ф а зо д а  и х т и ё р и й  Н  г и п е р т е к и с л и к  
/ ~ ~ л( 0 )  —  Н  ш а р т н и  қ а н о а т л а н т и р у  в ч и  б н р о р  ч и з и қ л и  
ф у н к и и о н а л н и  а н и қ л а й д и .

_ Д .а р ҳ а қ и қ а т ,  с о гЛ ш  / /  =  1 б ў л г а н и  т у ф а й л и  и к т и ё р и й  
а £  Н  у ч у н

Е  =  К а  ф  I I
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тенглик ўринлидир, яъни ихтиёрий х £ Е  қуйидаги кў- 
ринишдк ёйилади:

 ̂ х  — 1а -{- //, к £ / 7 ,  л £ К.
ФункциОнални бу элементда қуйидагича аниқлаймиз: 

\  / ( * )  =
Бевосита қўриниб турибдики /  чизиқли функционал ва
/ - ‘(0) = # Л  ’ - ’

Агар боц|қа бир £  чизиқли фулкционал учун ҳам 
/7==^—2(0) бўлса у ҳолда шундай а£А мавжудки, 
£ — а/ .  Ҳақиқатан,

£(*) =  ё('-а +  А) =  *£(<*) =  /(*)£(«)=*/(*)»
бу ерда * =  £(а).

Ушбу / ( а*)=0 тенглама Н гипертекисликнинг тенг- 
ламаси дейилади.

Е топологик вектор фазода ихтиёрий Н  гипертекислик 
ёки ёпиқ, ёки Е нинг ҳамма ерида зич. Дарҳақиқат, 
топологик вектор фазода қўшиш ва сонга кўпайтириш 
амаллари узлуксиз бўлгани сабабли Е нинг вектор қисм 
фазосининг ёпилмасн ҳам вектор қисм фазодир. Демак, 
Н нинг ёпилмаси 7 / ҳам Е нинг қисм фазоси. Н гиперте- 
кислик бўлганн сабабли уни ўз ичига олувчи Е дан 
фарқли қисм фазо мавжуд эмас. Бундан

/7 — Н ёғи 77=  Е.
1 - т е о р е м а .  Е нормаланган фазо бўлсин. / ( х ) = 0 

тенглама Н гапертекисликнинг тенгламаси бўлсин. 
/  чизиқли функционал узлуксиз бўлшии учун Н 
ёпиқ бўлиши зарур ва кифоядир.

Ис б о т. 3 а р у р л и г и. /  узлуксиз чизиқли функ- 
ционал ва {0} тўплам К майдоннинг ёпиқ қисми бўл- 
гани учун / -1(0)=Н  ёпиқдир.

К и ф о я л и г и .  Н ёпиқ гипертекислик бўлиб, / ( а ) = 0 
унинг тенгламаси бўлсин. Ушбу

;{а) =  1
шартни қансатлантирувчи а £ Е  элементни олсак, рав-
шанки, а-\-Н  ҳам ёпиқ тўпламдир ва 0 £ а - |-Я , чунки 
ихтиёрий г=а-\-к (к£Н) элемент учун / ( г )= /(а )= \ .  
Демак, 6 элементнинг а-\-Н билан кесишмайдиган 
Ъ% = { а : ||а | |< е} атрофи мавжуд, яъни

Вг {\ (аАгН)=Ъ.  (1)
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Ихтиёркй х £ В ъ учун / (х )= £ \% чунки, агар / ( * )= 1
бўлса эди, у ҳолда Д х —а) = / ( х ) —/(а)—0, яъни
х£ а - \ -Н \  бу эса (1) га зид.

Вг шарнинг ихтиёрий х  элементи учун ушбу \/(х)\ <  1
тенгсизликни исботлаймиз. Аксинча, бирор х 0 £ Въ элемент 
учун |/(*о)| =  а >  1 тенгсизлик бажарилсин деб фараз 
қилайлик. У' ҳ о л д а /(^ -)= 1  ва ||Ж0| |< Е, яъни

~ л :0£ # 6> бу эса юқорида кўрсатилган / ( х ) ф \ ( х £ В ъ) 
муносабатга зид. Демак, Вг шарнинг ихтиёрий х  элемен-
ти~учун |/(* ) |< 1 , яъни /  чегараланган (яъни узлуксиз) 
функциионал.* ^

2. Ч и з и қ л и  ф у н к ц и о н а л  н о р м а с и н и н г  
г е о м е т р и к  м а ъ н о с и .  Норма.ланган Е фазода уз- 
луксиз /  чизиқли функционални оламиз. с £ К  сон учун 
ушбу

Нс * * { х £ Е : / ( х ) ^ с ) ^ / - ± ( с ) 2

белгилаш Гкиритамиз. Бевосита кўрпниЗ турибдик^, а 
элемент /(а) =  с тенгликни қаноатлантирса, у ҳолда

Нс = а +  Н, #  =  / - 4 0 ) .

й орқали # ,  тўплам билан 0 нуқта орасидаги масофани 
белгилаймиз, яъни

1П?Цл:||.
/(х)=1

Ихтиёрий х^Н ^  элемент учун

/(х)  =  1 <  Ц/11 -11* 11,
яъни

Бундан

1И1>П7Г|

(1>

ЦЛУ

ллг
(2) '

Функционал нормаеининг таърифига асосан ихтиёрий 
е > 0  учун шундай х й элемент мавжудки, ушбу

№ .  >1> 01/11-•)»*. Н
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тенгсизлик бажарилади, яъни

1>1Т(^)Г(||/|1-е)11-<:, II =  (11/11—'0
X»

Ь\Хг)

д гар =уфг) белгилаш киритсак, у ҳолда аг £ / /  ва

1 >01/11- £>1К I I .яъни К II-<  1 л 1 гг- БУ«дан

I
а =  шҒ||а|| < (17

Бу тенгсизликда £ ихтиёрий бўлгани учун
1

11/11 ‘
Юқоридаги (2> ва (3) тенгсизликлардан ушбу

а = т ёки | | / | |= т

(3)

тенглик келиб чиқади. Натижада қуйидаги теорема 
исботланди.

2 -  т е о р е м а .  Узлуксиз /  чизиқли функционалнинг 
нормаси /т',= {х ££■:/(*) =  1} тўилам билан 0 нуқта 
орасидаги масофанинг тескари қийматига тенг.

7.4-'§ да исботланган Хан—Банах теоре.масидан қуйи- 
даги натижа келиб чиқади.

3- т ео р ема .  Нормаланган Е фазонинг ихтиёрий 
лго̂ 0  элементи учун қуйидаги шартларни каноат- 
лантирувчи узлуксиз /  чизиқли функционал мав- 
жуд.

1 /(* » )=  1;
2) 1 1 Л Н М 1
Исбот. Е фазонинг ушбу

қисм фазосини оламиз. Ь фазода / 0 функционални қуйи- 
Дагича аниқлаймиз:

/о(^о) =
Равшанки, /о(л:0) =  1 ва

=  5ир1/о(/х0)1 =  зир|/| =  ЦхоЦ-1. 
Ц̂о11 ~ I

и-*о||
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Хан—Банах теоремасига асосан / 0 функционалнн £  
фазога нормасини сақлаган ҳолда давом эттириш мум- 
кин. Ҳосил бўлган функционал 1) ва 2) шартларни 
қаноатлантирувчи функционалдир.*

М и с о л л а р .  1) /?я фазода ихтиёрий /  функционал 
ушбу

п ‘

'  / ( * ) = £  ! , / , ( / ,  = /(* !))  ’

/—1 ‘
п

кўринишда ифодаланади, бу ерда
/= I

/ я). (Бу мисол 7.3-§ даги 4 - мисолнинг хусусий т=* 1 
ҳоли.) ,

Чизиқли функционалнинг нормаси фазодаги нор- 
мага боғлиқ. Бунга иккита мисол келтирамиз.

п 1 /,
а) Яп фазода [\х\\ — ( V  |2 ^ нормани оламиз. У ҳолда

4=1

М = ( 1 / ; 4)
Х /—1 '

7,

И с б о т .  Коши—Буняковский тенгсизлигига асосан 
ихтиёрий х £ # п элемент учуи ушбу .

| / М 1 : £  &/*
/=1

{ **

УИ'
тенгсизлик ўринлидир, яъни уш бу

(4)

муносабатга эгамиз. Энди х„ = (Е  ,
*

элементни
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к>̂ ринишда олсак, у ҳолда ||х0||= 1 в а

1/(*о)Н 2 л Ф
1 - 1

1/  ± I/, I’

2 | / и2=

}
г *

- V  I  ! //■
/= 1

Бундан •

||/|| =  5ир |/(* )|> 1Д*0)| =  \ /  у  | / | /  '

1— 1 •

Бу муносаЗатни юқоридаги к(4) |Тенгсизлик билан со- 
лиштирсак, ушбу

-  /=1  

тенглик келиб чиқади. ,
. б) # п фазода нормани ушбу '

■ ||*|| =  шах||1 |
К К п

кўринишда олсак, бу мксол 7.3-§ даги 5-мисолнинг 
хусусий ҳоли (т =  1) бўлади. Демак, -

. .  п -

' | | / и = 1 1/1- ■
/~1

' п '
Агар /?я фазода ||л:|| = 2 1 ^ /1  н0Рма олинса, ||/1| = ш а х | / / |

эканлиги шунга ўхшаш келиб чиқади.
2) Нормаланган С[0,1 ] фазода ушбу

п

л * )  = 2
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\

функционални оламиз, бу ерда . . . ,  Ьп £[0,11
ихтиёрий нукталар, ск ^Я { к  = 1 ,/г)./ —чизиқли функцио- 
нал. Дарҳақицат,

п

/ ( Ъ с ,  - И * 2) = £  сь[)л^к) -ь  № ( 4 ) ]  =

1
п п

= £  СкХх^к) -{-V ед х Д /й ^^Х /^ ,)-} -^ /^^ . _
к=1 А=1

Бу функционалнинг нормаснни ҳисоблаймиз. Ушбу
л п п

\/(х )\ — |У с**(М|<тах М 012И-1М  П-̂Н
*—1 к~-\ А=1

тенгсизлждан /  функционалнинг узлуксизлиги ва қуйи- 
даги тенгсизлик келиб чиқади:

п

и/кЕм.
*-=!

Энди [0,1] оралиқда узлуксиз х 0 функцияни қуйидзгича 
аниқлаймиз:

х0{Ьк) =  з^п ску {к =  1 ,2 ,  . .  . ,  п)
ва [4У *+1 ] ,£ = 1 ,я —1 оралиқларда лг0( )̂ ни чизиқли функ- 
ция, [0,/!] ва [1пЛ\ оралиқда х 0{1) ни ўзгармас деб 
оламиз. Равшанки, ||лг0|1<1 ва

яъни

Ц/11 =зир \/(х) |> |/(* ,,) | =  £г*л:о(**) 
|ип<1 *= 1

п п

к-=1 к—1

Демак,

11/11^1 N .
*=1

п

11/11=1 к*|.
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3) Ҳақиқий сонларнинг нолга яқинлашувчи кетма» 
кетликлари фазосини с0 билан белгилаб, бу фазода 

элементнинг нормасини қуйидагича кирйтамиз:
1И1 -  зир|У .

п

5 у нормаланган фазога қўшма бўлган фазони топамиз. 
д гар ушбу

<?(*) =  (0,0, . . 0, 1, 0, . . . )£г0
* - 1

элементларни блсак, равшанки, ихтиёрий х  =  {1п} эле- 
ментга уш бу“

п

х'»>= Ь. • • . 5». 0,0, . . .)'
к—1

элементлардан тузилган кетма-кетлик яқинлашувчи 
бўлади. Ҳақиқатан,

1Гш \\х—д:(,,)||= П т  ||(0,0, . . . , 0, | и+1, ^ +2, . . .)|| =*

— Н т (5ир|Н*|) =  0.
Л —  ОО * > Н - Л

Энди ихтиёрий / £ ( с 0)' функционалга ушбу {(*} = {№*>)}
оо

сонли кетма-кетликни мос қўйиб, 2  1/*| қатор яқинла-
*=1 к

шувчи эканлигини исботлаймиз. Агар у (*) = ^  (з§п//)е{/) £
1=1

С д0 элементни олсак, равшанки ||у(Л)||< 1 . Демак;

=  5и|Н/(д:)|> Бир|/(У<‘ >)| =  5 и р 2 1 //1 = 2 |//|. (5)
1—1 1=1

оо

яъни и абсолют яқинлашувчи қатор- Шундай хоссага 
1=1

эга бўлган { /* } = / сонли кетма-кетликлар фазоси. 1Х
бидан белгиланади ва {/*} £1Х элементнинг нормаси деэ

00-

1 |/Н = 2 |/* 1  олинади. Шундай қилиб, ҳар бир /Е(с0)'
к—1
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функционалга /, фазонинг { /* }= / элементи мос қўйил- 
ди. Ихтиёрий х£с0 учун

п п

/(х)=\хтГ(х^)  =  )1ш/(25*е(4)) = Н ш 2 ^ /(е<*))=
п~*оо п — оо л-*-оо 2

п 00

=  П ш ^  Ъ/к— '^Лк/к,
п̂ °°к^ 1 А=1

/ V

яъни /  функционалнинг л: элементдаги қиймати / £ /  
элемент ёрдамида қуйидагича ҳисобланади:

сс

/ м = 2  ?*/*. (6)
*-1

Аксинча, /  фазонинг ихтиёрий {/к) элементи (6) фор- 
мула бўйича с0 фазода чизиқли функционални аниқ- 
лайди. Унинг чеклилиги ва чегараланганлиги ушбу 
тенгсизликдан келиб чиқади:

оо во

\/(х )\= 12  ?‘ /*1 <  2 1£*/*| <к-1 А=1
г оо оо

<5ирЦ4| 2  \/к\ =  II •* | | 2  1/*1- (7)
* А-1 А-1

Шу билан бирга

11/1! =  зир | / ( * ) |< ] £  \/и\ =  11/11.
1 1 д: | ) < 1  * = 1

Бу тенгсизликни (5) тенгсизлик билан солиштирсак
11/1! =  11/11 тенглик келиб чиқади, Демак, /-► / мослик 
(с0)' фазони /  фазога акслантирувчи изометрик изо- 
морфизм, яъни (сх)’

4) Энди 3- мисолда киритилган 1Л фазога қўшма 
фазо т фазо эканлигнни исботлаймиз. ’ 1Х фазода ушбу

£ * = (0 , 0, . . . , 0, 1 /0 /0 ,  ...)
к—1 ' ’

элементни олсак, ихтиёрий / = { / * } £ / ,  учун
п

(/„ / , .... /„ , о, о, ...)е/
к—1
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элементлардан тузилган { /(л)} кетма-кетлик /  элементга
«о

нормабуйича яқинлашади. Д арҳақиқат,^  1/*1 қатор
I

якинлашувчи бўлгани сабабли

Л / — /«>11=11 (0, 0, .... / й+, , / я+:, ...) Ц =  2 | / * к о .
и _ , . п-**>к —п+\

Ихтиёрий Ғ£(1Х)' функционалга Ғ  — { / > } { / ^  *)} 
кетма-кетликни мсс қўйиб, унинг чегараланганлигини 
'исботлаймиз. Ҳакиқатан,

||Ғ||=$ир \Ғ(1) |>зир|/='(й4)| =зир |/г*|. 
11Л1<> * *

(8)

демак, Ғ = ( Ғ к )  Р т. Шундай қилиб, дар] бир Ғ£(/,)'
функционалга т фазонинг Ғ  элементи мос қўйилди. 
Ихтиёрий /  б /  Учун

И  У / к £*) =  Н т ^  / кҒк =
/1-00 Д-.0О V ̂ =1 '

= 2 / л ,
А=1

яъни Ғ  функционалнинг /  элементдаги қиймати ушбу 
формула ёрдамида ҳисобланади:

Ғ(Г) =  Нтп Ғ  ( /<">)

п л - 2 / л .  (9)
к=1

Аксинча, т фазонгшг ихтиёрий Ғ ={Ғк} элементи (9) 
формула орқали 1Х фазода чизиқли функционални аниқ- 
лайди. Унинг чеклилиги ва чегаралангашшги қуйидаги 
тенгсизликдан келиб чиқади:

ҒЦ) I = 2  /* ғ * <  2  1/*/г*| <  5ур I/7*! 2  (/*! =к Лг==1
=зир 1 ^ 1 - Ц/11-к (Ю)

■ Энди т фазода Ғ  ={Ғь} элементнинг нормаси зир |/?*| 
зканлигини эсласак, (10) тенгсизликка биноан
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||Л |= зи р  |Ғ(]) | <  зир|Ғ*| =  ЦҒЦ. 
11/11 <1 *

Буни (8) билан солиштирсак, ||Ғ|| =  ||Ғ|| тенглик келиб 

чиқади. Демак, Ғ-+Ғ изометрик изоморфизмдир, яъни
&)' ='П.

3. Г и л ь б е р т  ф а з о с и д а  ч и з и қ л и  ф у н к ц и о -  
н а л л а р .  Энди Гильберт фазосида чизи^и  функцио- 
налнинг умумий кўринишьши топамиз. Е Гильберт фа- 
зосидан бирор у элементни танлаб олсак, ушбу

/(* ) =  (х, у) (11)
формула Е  фазода узлуксиз чизиқли функционални 
аниқлайди. Дарҳақиқгт, /  нинг чизиқли эканлиги ска- 
ляр кўпайтма аксиомаларидан, чегараланганлиги эса 
ушбу #

1/(*)|= |(*.у)1 <  1И1 М
Коши — Буняковский тенгсизлигидан келиб чиқади. Ху- 
сусая,

И/И<||у|1 (12)
муносабат ўринлидир.

Аммо энг муҳими шундаки, Гильберт фазосида ҳар 
бир узлуксиз чизиқли функционал (11) кўринишга эга. 
Аниқроғи, қуйидаги теорема ўринлидир.

4 - т е о р е м а  (Рисс теоремаси). Е Гильберт фазо- 
сида ихтиёрии узлуксиз /  чизиқли функционал учун 
(11) тенгликни қаноатлантирувш ягонау^ элемент 
мавжуд ва иьу у; элемент учун ушбу муносабат 
ўринлид ир:

11/11 -  Ь М  (13)
И с б о т .  Юқоридаги 1-теоремага асосан Н ~ / ~ 1 (0) 

тўплам Е  нинг -ёпиқ қисм фазосидир. Агар / = 0 ,  яъни 
Н  = Е  бўлса, У / = 9  деб олишимиз мумкин. Н ф Е  
ҳолни кўрайлик, яъни Н тўплам Е  нинг хос қисм фа-
зоси бўлсин. Ихтиёрий у0£Н  элемент ушбу 

Уо5=3 Уг 4~ У" (У' я н % у" € /А )

кўринишда ёзилади (4.4- §, 1- теорема).
Равшанки у " ф В  ва /  (у") =^0. Демак, /(у") =  1 

деб ҳисоблаш мумкин. Ихтиёрий х £ Е  элементни олиб,,
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/ ( х ) соннн а билан белгилаймиз. У ҳолда х ' — х  — а.у" 
элемент Н  нинг элементидир, чунки

Дх') =  /(X) -  а / ( Я  =  а - а  =  0.
}

Демак, (х \  у") =  0 ва
(х, У") =  (*' +>У". У") =  а(У"» У")

яъни

/ (я :) =  а =  ( * .  =  ( * .  У/)>

бу ерда
I ' Уп - ‘

У1~ ( у \ у “У
Шундай қилиб, (11) тенгликни қаноатлантирувчи 
элемент топилади. Бу элементнинг ягоналиги бевосита 
келиб чиқади. *Дарҳақиқат,‘Ҳагар ихтиёрий х £ Е  элемент 
учун ушбу

{х, у;) = (х, у'/)
тенглик ўринли 'бўлса, у ҳолда (х, у7—у '7) =  0, яъни 
У/ —у/А-Е,  демак, У /~ у '/ = 0 .
Ушбу .

• М > / ( т й г )

тенгсизликни юқоридаги (12) тенгсизлик билан солиш- 
тирсак, (13) тенглик ҳосил бўлади.*

Е  Гильберт ,фазосининг ҳ ар /и р  элементига ушбу
(*у) (*) =  (Х,у)

формула бўйича *су учизиқли [функцИонални мос қўйсакг 
ҳосил бўлган

т:Е-+Е' • (14)

оператор қўшма чизиқлидир, яъни~)

'(«у. +1?у1)Н«У1|[+^тУ2-
Ҳақиқатзн,

[т(«у( +!?у2)1(л:)|=,(^.«У1!+[РУг);=Х;*:.аУ|)!+!(х . Ру )̂ =
= Я Х < У . ) ! + ! ( * .  У г)  =  ( Н , : + > У г ) . ( * ) -  

Энди \т : Е-*Е' мономорфизм эканлигини ^исботлаймиз.
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А г а р т у = 0  бўлса, у ҳолда ихтиёрий х £ Е  элемент 
учун

(х, у) =  (ту)(х) =  0, 
яъни Демак, у == 9.

Юқорида исботлангаи 4-теоремага асосаи т ^эпимор- 
физм ва

Ш  I! *  Иу 11.
яъни т: Е'-+Е — изометрик изомо!>физм (агар Е  комп- 
лекс Гильберт фазоси бўлса, т —қ,ўшма чизиқли изомет- 
рик изоморфизм).

М и с о л л а р .  1) Ь2 [а, Ь] Гильберт фазосида чизиқ- 
ли функиионалнинг умумий кўриниши қуйидагича бў- 
лади:

ь
/(л:) =  (х ,у )=  ] х({)ўўу11,х, у £ £ 2 К  6|.

а
2) / 2 Гильберт фазосида чизиқли функционалнинг 

умумий кўриниши қуйидагича бўлади:
00

/ (х )  =  (х, у) = 2 ^ * »
к=\

~(ь1> ■ • • , •••) £ 2̂»
У = (4и •••» •••)б/з*

8.2-§. Иккинчи қўшма фазо ва рефлексивлик

Е  бирон нормаланган фазо ва Е' унга қўшма фазо 
бўлсин. Маълумки, Е' ҳам вектор фазо ва функционал- 
нинг нормасига нисбатан Банах фазоси (7.4-§). Шу са- 
бабли Е' фазода аниқланган узлуксиз чизиқли функ- 
ционалларни кўришимиз мумкин. Равшанки, бу функ- 
ционаллар ҳам бирор Е" Банах фазосини ҳосил қилади; 
бу фазо Е  га иккинш қўшма фазо дейилади-

Е  фазодан бирон х 0 элементни олиб, ушбу

и г )  = /(*о ). П Е '  (1)
формула ёрдамида Е' фазода бирон функционални
аниқлаш мумкин.

1 - т е о р е м а. Юқоридаги (1) формула орқали 
аниқланган функционал Е' фазода шзиқли  уз-
луксиз функционалдир, яъни £ Е".
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И с б о т .  Равшанки, (1) формула ҳар бир / £ £ '  функ- 
иионалга бирор сонни мос қўяди, яъни ФХо функционал- 
дир. Ихтиёрий / и /ч £ Е '  ва а, 3. ҳақикий сонлар учун 

нинг таърифига асосан

<?л0 (*/> +  ? /» ) ’= > /|( '« » )  +  ? /« (*») =  «Ф*, ( / 1) +  РФл-о (/» ).
яъни ФГг) чизиқли функционалдир. Унинг узлуксизлиги 
эса ушбу

1М /)1 =  1 /(л;о )1 < 'М М 1 /|1  (2)
тенгсизликдан бевосита кўриниб турибди.*

Бу теоремага асосан Е  фазонинг ҳар бир х 0 зле- 
ментига Еп фазонинг бирор $Хо элементи мос қўйилади.
Бу мосликни тс билан белгилаймиз, *яъни•» '

тс(х0) =  фХо, тс : Е->Е".
Бу мослик Е фазони Е"  фазога табиий. акс эттирши 
дейилади.

2-т е о ре ма. т:: Е-+ Е" акс эттириш мономор* 
физмдир.

И с б о т. тс чизиқли акс эттириш эканлиги қуйидаги 
тенгликлардан келиб чиқади:

+?х,2 (/) =  /(ах , ■+• $х2) = > /(* ,)  +

$ + ш ъ )  (/)«+2?х2 ( / ) =  м + н / )  / -  N ^ 2) ( / ) =
» м ^ Г ) + р * ( ^ ) к / ) .

Бу[ерда / £ £ '  ихтиёрий^бўлгани|[сабабли

Энди 1с нинг мономорфизм эканлигини кўрсатамиз. Их- 
тиёрий х {, х 2£ Е  элементлар учун х хФ х 2 бўлса, у ҳол- 
Да

х 0 — Хг — Х2 Ф  б.
8.1-§ даги 3-теоремага асосан шундай / £ Е '  функ- 

ционал мавжудки, унда ушбу
1(х„) =  1

тенглик" бажарилади/яъни
Д х ,  -  х 3) =  / ( х г) -  / ( х 2)Ф0.

Демак, топилган учун

*(*1) ( Л в Фх0( / )  =  / М  ¥>/(х\)  =  Фд*(/) =* ~*(х3) ( / ) .  • 
Демак, ^(х^) Ф 1г(х 2), я ъ н и  и — мономорфйзмдир.*
14* ғг;л " 211.
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3 - т е о р е м а .  тг: Е-*~Е” акс эттириш изометрия- 
дир, яъни

И * )Н  =,11*11, х £ Е ,

бу ерда ||тг(*)|| ифода Ь” фазодаги норма.
И с б о т .  Ушбу

И * ) ( / ) 1 = 1 < М / ) 1  =  ! / ( * ) ! <  1М1Н/Н

муносабатга асосан функционал нормасининг таърифи- 
га кўра

1М*) II <11*11. (3)
Ихтиёрий х £  Е(хфЬ) учун 8.1-§ даги 3 - теоремага асо- 
сан ушбу

1 / о ( * ) |  «  1 =  1 1 / о |М И 1
тенгликни қаноатлантирувчи /о £ /Г ' функционал мавжуд. 
Демак,

11тс (*)|| =  зир Iг- (*) (/)! == зир 1'Ь-(/>1 
11/Ц 11/11

1/ои)1 _  ш м
Ц /и \ I  "  Н/о11

М 1 ,

зир 1Л-У)! 
11/111

яъни |И*)|| ->[1|*||. ^Бундан. ва (3) тенгсизликдан1! керак 
бўлган ушбу

1Н*)1| ** 11*11
тенглик келиб чиқади.*

Н а т и ж а .  Ихтиёрий нормаланган Е  фазо иккинчи 
қўшма фазонинг бирор п(Е) а  Е" вектор қисм фазоси- 
га изометрик изоморфдир.

Е ни ъ(Е) га айнан тенг деб ҳисоблаб, Е а  Е” муноса- 
батга эга бўламиз.

Т а ъ р и ф .  Агар ъ акс эттириш Е ни бутун Е” га акс 
эттирса, яъни *:(/:) =  Е” бўлса, у ҳолда нормаланган Е 
фазо рефлексив фазо дейилади.

Ихтиёрий нормаланган фазога қўшма фазо тўла б ў л - . 
гани сабабли ихтиёрий рефлексив нормаланган фазо тў- 
ладир.

М и с о л л а р .  1) Ихтиёрий Е Гильберт фазоси реф- 
лексивдир. Чунки Е фазо Е' фазога қўшма изоморф 
(8.1-§, 4-теоремага асосан), Е' эса ўз навбатида Е” фа- 
зога қўшма изоморф. Демак, Е  фазо Е” фазога изоморф- 
дир.
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2) Ўзи-ўзига кўшма бўлмаган рефлексив нормалан- 
ган фазога мисол келтирамиз. Нл фазода нормани куйи- 
дагича киритамиз:

п

I** 1
5 у фазони /?;. билан белгилаймиз. Агар иорма ушбу

\\х\\ — шах |*/ |
1</<л

кўринишда олинса, буни г/?" билан’ белгилаймиз, 8.1-§,. 
1, б) мисолга {биноан (/?")' =]/?*, (/?")' =  /?". Демак, 

=  /?;, (/?")" =  /?яж, яъни /?« ва /?£, рефлексив фа- 
золардир.

3) Ҳақиқий сонларнинг нолга яқинлашувчи кетма- 
кетликлари фазоси с0 рефлексив эмас. Чунки 8.1- § даги
3-мисолга биноан (с()' = 1и 4-мисолга биноан (1Х)' — т9 
яъни (с0)" =  т ф  с0.

4) Ҳар қандай рефлексив фазо тўла бўлгани сабабли 
ихтиёрий тўла бўлмаган нормаланган фазо рефлекснв эмас.

8.3-§. Суст топология ва суст яқинлашиш

Е  ва Е' мос равишда топологик вектор фазо ва 
унинг қўшма фазоси бўлсин. Сони чекли / , ,  / 2, . . . , 
/ п ^ Е '  фуикционаллар ва е >  0 сон учун ушбу

т / и  / г .  ■ ■ ■ ■ /п  .8} =  {х  €(£■:\ /и(х)\  <  г; I =ТГ«} (1>
тўплам 0 нўқтани ўз ичига олувчи очиқ тўпламдир, 
яъни нолнинг атрофидир. (1) кўринишдаги чекли сонда- 
ги тўпламларнинг кесишмаси шу кўринишдаги бирор 

' тўпламни ўз ичига олади. [Масалан,
У(/и А . . . . . . . . . . . / « ,  ^ 2 ,  • • • ,8м,  о ) = )

= > /•/(/, /а , • • * . , / « ,  ^ 2 , • • • , ёь ,  т т  (2, о ) ) .
Демак, Е  фазода шундай топология киритиш мумкинки, 
Унда ноль атрофларининг базиси (1) кўринишдаги тўп- 
ламлардан иборат бўлади. Бу топология а (Е, Е') би- 
лан белгиланади ва суст топологая деб аталади. Чун- 
ки бу топология Е' дан олинган ҳар бир функционал- 
нинг Е  да узлуксиз бўлишини таъминловчи топология- 
ларнинг ичида энг сустидир. Равшанки, бу топология 
Е  фазонинг ўзидаги топологиядан сустроқдир.
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Ноль атрофларшшнг таърифига асосан, агар Е  да 
етарли даражада кўп узлуксиз чизиқли функционаллар 
мавжуд бўлса, яъни у х ф В  д / £  Е : / ( х )  =/=0 шарт ба- 
жарилса, у ҳолда суст топология Хаусдорф топология- 
сидир. Суст топологняда яқинлашиш суст яқинлашиш. 
дейилади. Хусусан, {л'*}сг£' кетма-кетлик л 0£ £  нуқ- 
тага суст яқинлашувчи бўлиши учун ушбу

/ М + А Х о ) ,  у / £ Е '  (2)
муносабат бажарилиши зарур ва кифоядир.

Дарҳақиқат, масалан, х 0 = В бўлган ҳолни кўрамиз. 
Агар нхтиёрий / £ Е '  учун /(л * ) -> 0  бўлса, у ҳолда 
нолнииг ихтиёрий

V  { / и  Д . =  £/
атрофини аниқловчи ҳар бир /  (I == 1, п) учун шундай 
АГ1 натурал сон топиладики,

I /  ( Х 7 ) \  <  £

тенгсизлик ихтиёрий 1г >  учун бажарилади.| Демак, 
Аг— гпах Аг/ де5 олсақ, у ҳолда бўлганда ихтиё-

/ —  1 . п

рий г — 1, п учун | /  (хь) ( <  з, яъни х к£Ц.

Аксинча, ихтиёрий V  учун шуидай N  сон мавжуд' 
бўлсинки, х к£1! муносабат ихтиёрий учун бажа-
рилсин. У ҳолда ҳар бир / £ Е '  учун / ( х к) -> 0, /г->оо.

Суст яқинлашишдан фарқ қилиш учун Е  фазонинг 
ўз топологиясидаги яқинлашишни кучли яқинлашши 
дейилади. Ҳар бир / б  Е' нинг узлуксизлигига ва (2) 
муносабатга асосан кучли яқинлашишдан суст яқинла- 
шиш келиб чиқади. Хусусан, агар Е нормаланган фазо 
бўлса, норма бўйича яқинлашишдан суст яқинлашиш 
келиб чиқади.

Нормалаиган фазоларда суст яқинлашишни текши- 
риш учун қуйидаги теорема фойдалидир.

1 - т е о р е м а .  Иормаланган Е фазода {ля} кегпма- 
кетлик х 0 £ Е нуқтага суст яқинлашувчи бўлиши 
учун қуйидаги икки шарт зарур ва кифоядир:

1) !|лГпН<Л1 бирор М > 0  сон ва ихтиёрий и на- 
турал сон учун ўринли;

2) Е' фазода тўла бўлган бирор А тўпламнинг 
ихтиёрий /  элементи учун ушбу муносабат ўринли

/ ( * « ) “ ► / ( *  о)-
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Бу теорема 7.5-§ даги 5-теоремага ўхшаш исботла- 
нади.

Суст яқинлашишнинг моҳиятини қуйидаги мисол- 
ларда кўрамиз.

1. Чекли ўлчамли /?я фазода суст ва кучли яқин- 
лашишлар эквивалент. Нп фазода еи е.1У . . . , еп орто- 
нормал базис оламиз. Ушбу {л;*} кетма-кетлик бирор 

элементга суст яқинлашувчи бўлсин. У ҳолда
ушбу

х к =  х ^ е ,  ч- • • • +  х ^ е ,п

х  =  х 0} е, 4 - . . .  -\-хпеп
тенгликлардан фойдаланиб, қуйидаги муносабатларни 
ёзишимиз мумкин:

х (к1) =  {хк , е,) (х , е,) =

х {р  — {хк\  еп) (х, еп) =  а<">, -
яъни {хк} кетма-кетлик л: элементга координаталар бў- 
йича яқинлашади. Дем^ж, к -■> оо да

На* — х\\
( п \ -*</))а 2 -й),

яъни {**} кетма-кетлик а- га кучлн яқинлашади. Бун- 
дан кўриниб турибдики, суст яцинлашишдан кучли 
яқинлашиш келиб чиқади. Бунга тескари ибора доим 
ўринли бўлгани сабабли бу яқинлашишлар эквивалент.

2. /7 Гильберт фазосида ихтиёрий узлуксиз чизиқли 
функционал скаляр кўпайтма кўринишида ифодалани- 
ши сабабли, {хк} кетма-кетлик Н да бнрор х  элементга 
суст яқинлашувчи бўлишн учун ихтиёрий у £ Н  эле- 
ментга нисбатан ушбу

(Хк, У)-+(х, V)
т*г-А

муносабат бажарилиши зарур ва кифоядир.
3. /2 фазода суст яқинлашиш. Маълумки, / 2 фазода 

ортонормал базис сифатида ушбу
ел =  (1, 0, 0, . . .), ег = (0, 1, 0, 0, . . . ) , . .  . '

векторлар системасини олиш мумкин. 2-мисолдаги у 
сифатида е.1 ларни олсак, бирор {хк} кетма-кетликни 
х  га суст яқинлашишидаи қуйидаги муносабатлар ке- 
либ чиқадк:

(хк , е{ ) х ^  -*■ =  (х , в1 ), / =  1, 2, ., .(3)
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яъни суст яқинлашувчи кетма-кетлик координаталар 
бўйича ҳам шу элементга яқинлашувчи бўлади. Агар 
{**} кетма-кетлик чегараланган бўлса, у ҳолда (3) шарт 
кифоя ҳам бўлади. Дарҳақиқат, бунда 1- теореманинг 
шартлари қаноатлантирилиши учун А тўплам сифатида 
{е/ } системаии олиш керак (Л с; /./ =  /2).

Шундай қилиб, чегараланган кетма-кетликлар учун 
/2 фазода суст яқинлашиш координаталар бўйича яқин- 
лашиш билан тенг кучлидир.

Шуни ҳам айтиб ўтиш керакки, /2 фазода суст 
яқинлашиш кучли яқинлашишдан фарқ қилади. Масалан, 
еи е2, . . .  , ёп, . . . кетма-кетлик /2 фазода 0 векторга 
суст яқинлашади, чунки ихтиёрий у — (у,, у2, . . . ,  уп ,
. . .)  £ /2 элемент учун

(У, еп) =  Уп-+ 0, п ->  оо.
Аммо ихтиёрий п учун \\еп II =  1-/-> 0, яъни {еп} кетма- 
кетлик 6 га кучли яқинлашмайди.

4. с0 фазода суст яқинлашиш. Бу фазода ҳам чега- 
раланган кетма-кетликлар учун суст яқинлашиш коор- 
динаталар бўйича яқинлашиш билан мос тушишини 
кўрсатамиз. Ҳар бир х  = (£,, £3, . . . , . . -)£с0 эле-
ментга унинг 1ь координатасини мос қўювчи функцио- 
нални %к билан белгилаймиз. Равшанки, Е(£оУ = / ,  
(8.1-§, 3, 4- мисоллар). Демак, агар бирор {*л}£ с0 кет- 
ма-кетлик х  элементга суст яқинлашувчн бўлса, у ҳол- 
да 1-теоремага асосан у норма бўйича чегараланган ва 
ихтиёрий к учун «'..ч*

’ =  8 к {*»)'-+ 8 к(х ) =  I * . я -)-  оо.
Аксинча, агар {д:л} кетма-кетлик л: элементга коор- 

динаталар бўйича яқинлашиб, норма бўйича чегаралан- 
ган бўлса, у ҳолда ихтиёрий к учун &к{хп) §к(х).
8.1-§ даги 4-мисолда кўрсатилганидек, ихтиёрий 
/ = ( / ь  Л» • • • » Л ,  • • • ) € /  учун

п

П ш  |1/ — 2 / * £ г* |1 = ° ,
00 ’ Ц к I

яъни {£*}“= 1 тўплам /, =  (г0у фазода тўла. 1-теоре- 
мага асосан {хп} кетма-кетлик я  элементга суст яқин- 
лашувчи. Хусусан, бу 'фазода ҳам суст яқинлашиш- 
дан кучли яқинлашиш келиб чиқмайди. Масалан 8.1-§, 

- 3 - мисолдаги {ек} кетма-кетлик нолга суст яқинлашув- 
чи, аммо ихтиёрий к учун \\ек\\~  1.
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#.4~§. Қўшма ф азода суст топология ва чегаралак*
ган тўпламлар

Е  топологнк вектор фазо, Е' унинг кўшма фазоси 
бўлсин. 7.5-§ да қўшма фазода о(Е', Е) топология, 
яшц суст топология тушунчаси киритилиб, унинг ай- 
рим хоссалари ўргамилган зди. Бу топологияни Е' фа- 
зодаги суст топологиядан, яъни з (£', Е") топология- 
дан ажратиш мақсадида уни *- сус/п топология дей- 
миз.

Ушбу параграфда Е ни сепарабел нормаланган фазо 
деб оламиз ва шу фазога қўшма бўлган Е' фазодаги 
чегараланган (функционалнинг нормаси маъносида) тўп- 
ламларнинг муҳим хоссаларини келтирамиз.

5* орқали Е' фазодаги ёпиқ бирлик шарни белгилай- 
миз, яъни

5* =  { / £ £ ' :  |1 /||<  1}.
1- т е о р е м а. *-суст }топологияни 8 * шарда қа- 

ралса, бу топологияни метрикалаштириш мумкин.
И с б о т .  Е фазонинг бирлик шарида зич бўлган 

саноқлн {хп} тўпламни оламиз. 5* фазода метрикани 
ушбу

р(/'. ё) =  2 2-Я |< . / - е , х я >\ (I)
п—\

формула ёрдамида киритамиз. Бу ерда ушбу <  / ,  х>== 
=  /(х), / £ Е ' ,  х £ Е  белгилашдаи фойдаландик. Киритил- 
ган р(/, функция ҳақиқатан ҳам метрика эканлиги 
бевоснта кўриниб турибди. Ундан ташқари, бу метрика 
силжитишга нисбатан инвариант, яъни

(-(/+!*. е  + '/ )  =  ?(/. ё ). V
Энди 5* тўпламда о(Е' Е) топологиядаги нолнинг 

атрофлари системаси шу тўпламда р метрика ёрдамида 
аниқланган атрофлар системаси билан тенг кучли экан- 
лигини кўрсатилиши кифоя. Бошқача қилиб айтганда, 
қуйидаги икки хосса исботланиши керак:

1) ихтиёрий 5, =  { / £ £ ' :  р(/, &) < £} шар 5* би- 
лан нолнинг *- суст топологиядаги бирор атрофининг 
кесишмасини ўз ичига олади;

2) Е' даги нолнинг о (Е', Е) топологиядаги ихтиёрий 
атрофи 5* шарнинг бирор шар билан кесишмасини 
ўз ичига олади.
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Ушбу 2 ~ л<Су тенгсизликни қаноатлантирувчи N  сон-
ни танлаб, нолнинг *-суст топологиядаги қуйидаги ат- 
рофини оламиз:

V =  Ух , . • • , ^лм/, «= { / :  1 < / ,  * * > |  <1 ^
£ = 1 , 2 , . . . ,  У}.

Ихтиёрий / £ 5 * П У  учун
N  00

р(/. в) =  2 2 - ”| < / ,  Л „ > | +  2  2 - ”|< / ,  Х „ > | <

<

я—1 л— Л'4-1

7  ( 1  2- п +  2  2-"  ) < Т + Т = е- '
\ л = 1  и=Лг+1 /

яъни 5 * ПУ с г 5 в • 1) хосса исботланди.
Нолнинг *-суст топологиядаги бирор

£/=*/*. Уа. • • • , Уя;3 =  { / : 1 < у * , / > 1 < 8 , £ =  1,2,..., т}

атрофини оламиз (Цу* II <  1, £ = 1 ............ т). Олинган
{х:п} тўплам 5  нинг ҳамма ерида зич бўлгани сабабли 
шундай я „  . . . , пт натурал сонлар топиладики, ҳар
бир к — 1, 2, . . . , т учун ушбу Цул — )| < ~ тенг-
сизлик ўринли бўлади. Агар Лг=»шах (пи . . .  , пт), 
е =  2“ <лт+1) 3 деб олсак, у ҳолДа /£5*П-$* учун

оЭ
/> | < £.

л=1

Бу тенгсизликдан қуйидаги тенгсизлик келиб чиқади:
\ < х а, / > |  < 2 я £,

ва хусусан,

I<•*.*. / > | 2 » йК 2л'* =  ^

Демак, ихтиёрий £ = 1 , 2 ,  . . . , т учун

| <У*.  / >  I <  I <  ■*„*, / >  I +  I< ук -  х„к, / > | < ^  +

+  1(/1|11у* —+,1|<5,
ЯЪНИ
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2- т е о р е м а. Сеплрабел нормаланган фазонинг 
қ ў ш м а  фазосидаги ёпиқ шар ( Е', Е) топологияда
қомпактдир.

И с б о т .  Равшанки, бу теаремани .5*  бирлик шар 
учун исботлаш кифоя. 1-теоремага асосан *-суст топо- 
логия. 5* шарда метрика ёрдамнда аниқланади. Де- 
мак, о* шар 2.8-§даги таъриф маъносида *- суст топо- 
логияда нисбий компакт ва ёпиқ эканлигини исботлаш 
керак.

а) 5* шарнинг нисбин компактлиги. Е фазода зич 
бўлган бирор {хп} саноқли тўпламни оламиз. 5* шар- 
даги ихтиёрий {фп} кетма-кетлик учун ушбу

ф Д х , ) ,  ф 2(л:,) ................ ф Д л Д ,  . . .

сонли кетма-кетлик чегараланган, чунки
|Фп(х!) |< | |< р Л |х 1||< |1 х ,||; п =  1, 2, : . 

Демак, ,{фм} кетма-кетликдан шундай
ф Д }, ф^1), . . . , фл^), . . .

қисмий кетма-кетлиги танлаш мумкинки, ушбу

ФУК*»). Ф20)(^1)* • •• , Ф0,(*1), • • .
сонли кетма-кетлик яқинлашувчи бўлади. Шунга 
шаш, (2) кетма-кетликнинг шундай

(2)

ф<2), ф'2\ • ., ф!,3), • ■ •
қисм кетма-кетлиги топиладики,

Ф12̂ ) .  'Ф(1Чх,)........... Ф(2)(л‘г). • • •
сонйи кетма-кетлик яқинлашувчи бўлади ва ҳоказо. Шу 
тарзда давом эттириб, ҳар бири олдингисининг қисмий 
кетма-кетлиги бўлган

ф1!», Ф'(р,
ф'2), ф<2\ ф'«<2)

кетма-кетликлар системасини ҳосил 
{Ф )̂} кетма-кетлик х и х 2У Л . , л:* 
лашувчи бўлади. Энди

Ф(1П» Ф(2) » %(«)

қиламиз.
нуқталарда

Бунда
яқии-

„днагонал“ кетма-кетликни олсак, у ҳолда ихтиёрий х к 
элемент учун

Ф^С**). <р(̂ (ха ), Ф^О**)* * • • »
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кетма-кетлик яқинлашувчи бўлади. Чунки бу кетма- 
кетлик юқоридаги кетма-кетликларнинг ҳар бирининг 
бирон ердан бошлаб қисм кетма-кетлиги бўлади. {л:,} 
тўплам Е да зич бўлгани сабабли 7.5-§ даги 5-тео- 
реманинг 4) натижасидан {ф*"*} кетма-кетликнинг *-суст
яқинлашувчи эканлиги келиб чиқади, яъни тўплам*- 
суст топологияда нисбий компактдир.

б) 5* шаршшг *-суст топологияда епиқлиги. Ихти- 
ёрий / 0£5* узлуксиз чизиқли функционални оламиз, 
яъни | | / 0|| >  1. Функционалнинг нормаси* таърифига асо- 
сан ||д:|| — 1 тенгликни қаноатлантирувчи шундай х £ Е  
элемент топиладики, |/о(*)1 == а >  1 ўринлн бўлади.
Ушбу V =  { / ^ Е  •./(х)>  тўплам *-суст тополо-
гияда / 0 элементнинг атрофи бўлади (7.5- §) ва 5* шар 
билан кесишмайди, яъни 5* — ёпиқ.*

Равшанки, юқорида исботланган теорема фақат бир- 
ликлар учун эмас, балки радиуси ихтиёрий бўлган шар 
учун ҳам ўринлидир. Бундан қуйидаги натижа келиб 
чиқади.

Н а т и ж а .  Сепарабел нормаланган фазога қўшма 
бўлган фазода ихтиёрий чегараланган тўплам *-суст 
топологияда нисбий компактдир.

8.5-§. Қўшма операторлар
1. Т о п о л о г и к  в е к т о р  ф а з о л а р д а  қ ў ш м а  

о п е р а т о р л а р .  Е ва Ғ  топологик вектор фазолар, Е' 
ва Ғ' мдс равишда уларнинг топологик қўшма фазолари 
бўлиб, Т : £-*- Ғ  узлуксиз чизиқли оператор бўлсин. Ғ 
фазода аниқланган узлуксиз £ чизиқли функционални 
оламиз. Энди £ ни Тл: элементга қўлласак, ушбу £ (Т -) : 
:Е -> К  акс эттириш Е  да аниқланган узлуксиз чиз*қ- 

ли функционалдир. Дарҳақиқат,
£(Т(*х, -4- р*2)) =  £(*Тхх 4- $Тх2) =

* ' = *ё(Тх1) + Н£(Тхз),
яъни £(Тх) — чизиқли функцнонал. Унинг узлуксиз- 
лиги £ ва Т нинг узлуксиз эканлигидан келиб чиқади. 
Демак,

£(Тх)=/(х),  / £ £ ' .

11]ундай қилиб, Е' даги ихтиёрий £  элементга Е' даги 
/  элемент ушбу

< * ,  / >  =  <  Тх, £ >
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ф о р м у л а  бўйича мос қўйплди. Б у  мосликни биз Т* би- 
лан белгилаймиз, яъни /  =  Т*£, Демак, акс
з т т и р и ш  қуйидаги тенглчк билан аниқланади:

<Тх,  £ >  =  < х , Т * $ > .  (1)

т  е о р е м а. а) Т*=* Ғ' -+Е' — чизиқли оператор;
б) (7\ +  Г2)* -  Т *  +  Т2*;
в)  ( ) . Г ) * “ > Т * ,
И с б о т .  а) ихтиёрий а, ва £ 2 £ Ғ' учун (1) 

формулага асссан
<  X, Г* («£, +  Р#,) > = < Т х ,  «£, +  Рғ, >  =

= , Ж  Г х ,^  >  +  Р < Гд:, £■,> =  « < х ,  Г * £ ,>  +
+  р <  х , г * # ,  >  =  <  х , ат*е, +  рг*^» > ,

яъни
Т*(а£, +  ?£2) =  а Г * ^  +  рТ*£а.

б) <  *.(7\ +  7\)*£ >  =  <  (Г, +  Га)х, *  >  =
=  < Г хх  +  Г2х , £ >  =  < 7 > ,  £■> + <  Гах,£->  ,=
=  < х ,  Г ,*^ >  +  <х, Тг*£ >  =  <  х, Тх*ё  +  Т2*£>

яъни

(Т, +  Г2)* =  Т *  +  Т  2*;
в) <  +  (ХГ)*^ >  =  <  ХГх,# >  =  <  Г(лх),^ >  =

=  <  Хх, Т*£ > =  <  х, ХГ*£ > ,

яъни
(>.7)* =  Х7*.#

Юқорида киритилган Г :Е: чизиқли оператор Т га қўиг- 
ма оператор дейилади.

1-мисол.  Т : К п-^ Н т чизиқли оператор (а^) мат- 
рнца ёрдамида берилган бўлсин. Демак,
У ТX ,  У = ( У 1 » У г »  • • •  » У /71)» X =  ( х  | , Х 2, . . .  , X  п) о у Л "
са, у ҳолда 

>
п

УI =  2 ^ * '  , I =  1, 2, . . .  , /гс.
У-1

Маълумки, /  чизиқли функционал
п

л * )  =  2 л  +•
У-1
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кўринишда ёзилиши мумкин. Ушбу
т т п

/(х) =  ё(Тх) =  2 У‘ =  2 2 £ '  ачх> =
1—1 1—1 /—1

п т

=  2 х > 2 е> ° ч
У-1 (~1

тенгликдан қуйидаги муносабат бёвосита келиб чиқади.
% т

/ / = 2  «■<

Аммо / = Т * £ .  Шундай қилиб, Т* оператор (а.ц) матри- 
цага қўшма бўлган (ад) матрица билан аниқланади.

Агар Е  ва Ғ  нормаланган фазолар бўлса, у ҳолда 
Е' ва Ғ' ҳам нормаланган фазолар бўлади. Демак, Т ва 
Т* операторларнинг нормалари ҳақида гапириш мум- 
кин.

2 - т е о р е м а .  Агар Е ва-Ғ Банах фазолари бў- 
либ. Т : Е-+Ғ яегараланган яизақли о/иратор бўлса, 
у ҳолда

ИП1 =  11Л1.
И с б о т .  Функционал ва оператор нормаси таъри- 

фига асосан ихтиёрий £  £ Ғ' ва х  £Е  элементлар учун 
ушбу

\Т*8(х)\ =  | <  х, Т*£ > | =  ) <  Тх, £ >  | -  | Ц Т х )I <
^  ||£|| 11̂ 11 <  I! «'И ҒН \М

тенгсизлик, яъни ушбу
1 | Г**Л< | |Г | |  ц*ц

тенгсизлик ўринлидир. Демак,
II т* || <  || Т  ||

муносабатга^ эгамиз. Энди х £ Е (Т х ф в )
(2)

элементни
Тхолиб, у =  элементни қараймиз. Равшанки ||у|| =  1.

8.1-§ даги 3- теоремага асосан ушбу: ;

1) ё(у) =  < У . £ >  =  1;
2) 1к11 =  | | у | | - ‘ = 1

шартларни қаноатлантирувчи %£Ғ' функционал мав- 
жуд. Демак, 1

1 =  <  У» я ъ н и < Г ҳ ,  * >  =  ||Г*Ц.
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ушбу
| |Тх\\ =  | <  Тлг, £ > |  =  | < * »  Т*8 > |~ | |7 1* ^ ( х ) |К

< н ^ |[ 1 \ х 1 1 <1 1 т * мх 1 1 =а т * а \\х\\
тенгсизликдан || 7"|| <  || Т* || муносабат келиб чиқади. 
Эндн (2) ни ҳисобг^ олсак,

Ц Г | | - | | Г * | | . #
2. Г и л ь б е р т  ф а з о с и д а  қ ў ш м а  о п е р а т о р .  

/ /  Гильберт фазоси ва Т \ Н - + Н  чегараланган чизиқли 
оператор бўлсин. Энди х%Ц-*Н'  8.1-§ даги 3 -пунктда 
келтирилган изометрик қўшма чизиқли изо.морфизм 
бўлсин. т қуйидагича аниқланганлигинй эслатиб ўтамиз:

(-у) ( * )  =  (X, у).
Сўнг Т* : Н' -*■ Н' оператор Т : Н-+Н  операторга қўш- 
ма оператор бўлсин. Ушбу

Т* = х {Г'Ть*х:Н->Н
акс эттириш чегардланган чизиқли оператор эканлиги 
бевосита кўриниб турибди. Равшанки, Т* оператор 
ушбу

(Тх, у) = (х ,  Т*у) (3)

хоссага эга. (3) формулани Т* операторнинг таърифи 
деб олиш ҳам мумкин. || Т* || — || ГЦ ва х)т~‘‘ изомет- 
риялар бўлгани учун

1|7г* | |» | |Г | |

Т- оператор Т оператор учун Эр.чшп қўшма опе\ 
рашори дейилади.
__ Қулайлик учун Гильберт фазолари кўрилгандагина,
Т* операторни Т  га қўиша операпюр деймиз ва Т * би- 
лан белгилаймиз. Вошқача қилиб айтганда, Н  Гильберт 
фазосидаги Т оператор учун қўшма Т* оператор ушбу

(Тх, у) = (х, Т*у) (4)

формула ёрдамида аниқланади.
Т а ъ р и ф .  Агар Т*=*Т тенглик бажарилса, Т:  

'Н -*-Н  оператор ўз-ўзига қўсима дейилади.
Демак, Т :Н -+ Н  чизиқли оператор ўз-ўзига қўшма 

бўлиши учуи ушбу

(Тх, у) = (х, Ту)
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тенглик ихтиёрий х $ у £Н  элементлар учун бажари- 
лиши керак.

Агар Н ҳақиқий Гильберт фазоси бўлса, ўз-ўзига 
қўшма оператор симметрик оператор дейилади. Агар 
Н  комплекс Гильберт фазоси бўлса, ўз-ўзига қўшма 
оператор Эрмтп оператори дейилади.

Т а ъ р и ф .  Ўз-ўзига қўшма Т оператор ихтиёрий 
х £ Н  учун ушбу (Тх$ л:)>-0 тенгсизликни қаноатлан- 
тирса, у ҳолда Т мусбапг оператор дейилади.

2 -мисол .  Н  Гильберт фазоси, Н0с Н  эса унинг 
қисм фазоси бўлсин. Р — Рн проекторни оламиз (4.4-§).
Р ўз-ўзига қўшма ва мусбат операторлигини кўрсатамиз. 
Ихтиёрий у б Н  учуи у — Ру _|_ / / 0, ихтиёрий х £ Н  учун, 
0 -  (Рх$ у -  Ру) =  (Рх$ у) -  (Рх$ Ру)$ яъни

(Рх$ у) =  (Рх$ Ру).
Шунга ўхшаш, (х$ Ру) = (Рх$ Ру)$ демак,

(Рх$ у) =  (х$ Ру)
ва I

(Рх$ х) = (Рх$ ] Р х ) ^ \ \ Р х \ ^ > 0 $ -
яъни Р— мусбат оператордир.

Ихтиёрий Т б ЦП) оиераторнинг Т* қўшма опера- 
тори ҳам чизиқли ва узлуксиз бўлгани учун Т опера- 
торга Т* операторни мос қўйиш амали* : Ц //)->  ЦН) 
акс эттиришдир (бу амал инволюция дейилади). Энди 
Н  комплекс Гильберт фазоси бўлсин.

3 - т е о р е м а .  * : Ц Н ) -*■ЦН) амали цуйидаги хос- 
саларга эга:

Т - |- Г 5 ва I ( Т -

1) (Т * )*  =  Т ;
2) (а Г ,+ р Т 2)* =  аГ ^  +  ЗГ2";
3) (1\Т2)* =  Т3*Т,*;
4) Т*Т — мусбат оператор,

— Т*) — Эрмит оп е рат орлари;
5) ||7*Т|| =  ||7Т*|| =  |(Г*||2 =  ||Т||2;
6) /* =  /, I : Н Н  бирлик оиератор;
7) агар Т*-1 оператор мавжуд бўлса, у ҳолда

(7-1)* =  (Т*)-1.
И с б о т .  1) Ихтиёрий х $ у ( Н  элементлар учун

(4) формулага биноан (Тх$ у) =  (х$ Т*у) =  (Т*у, х) =
=  (У, Т*)*х) =  ((Т*)*х$ у), яъни ((Т*)*х -  Т х$ у) =  0. 

Демак, (Т*)*х = Тх, (Т*)* = Т;
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2) (х, (аГ, + 1  Т,)*у) =  ((аГ, Ч рГ,)л;,у) =
=  (аГ, X, у ) + ( р  Т,Х, у) =  (Г,(ах),у) +  _

+  (Гг(рх), у)=_(ах, Г.*у)+_(рх, Г,*у) =  (х,а. Т+у) +
+  (лг, р Г /у )  =  (X, (а Г,* +  Р Гу>)у),

яъни (аГ, +  р Г,)* =  а г ,*  +  р Г,*;
3) (лг, (Г,Г,)*у) =  (Г ,г ,х , у) =  (Г,(Т, х), у) =

=  (Г, х, Г,*у) =  (х, Г,*(Г,*у)) =  (х, Г,* Г,*у), 
яъни (Г,Г,)* =  Г,*Г,*;

4) ' Ихтиёрий д:, у £ Н элементлар учун
(Т*Тх, у)]= (.х , (Г*Г)*у) =  (*, (П*У) =  (*, Г*Ту),
яъни 7*Т—Эрмит оператори ва (Т*Тх, х) = (Тх, Тх) = 
= \\Тх ||а > 0 ,
яъни Т*Т— мусбат оператор.

« т  +  П ^ ' )  =  (х, (Т +  Т*)*у) =  (X, (Т* +  т**)у) =
=  (х, (Т* +  Т)у) =  (х, (Т 4- Т*)у),

яъни Т 4- Т* —- Зрмит оператори.
Сўнг (I (Т — Т*) х, у) =  ((Т — Т*) (/х), у) =

_ =  (/ х, (Т -  Т*)*у) =  (/х, ((Т* -  Т)у)) =
=  (х, / (Т* -  Т)у), =  (х, I (Т -  Т*)у), демак, I ( Т -  Т * )-  
Эрмит оператори.

5) Маълумки, ихтиёрий Т ,̂ Т3£/. (Я) операторлар 
учун I Т, Т2ц с  IIТ, [| ||Т а||. Демак, ||Т * Т ||<  
< | | Т * | Ц Т | |  =  ||Т ||2.

Аммо Коши-Буняковский тенгсизлигидан ушбу тенг- 
сизлик келиб чиқади:

I | Т ||2 =  5ИР || Тх ||2 =  51!р (Тх.Тх) =  51'р(х, Т* Тх) <
1 И М  , 11-41=1 )/.г|1= 1

<  §ир II х  II ||Т*Тх|| =  зир ||ТП Тх|| =  ||Т* Т||.
||Д||=1 ||ДГ||-1

Демак, | |Т ||3 =  ||Т*Т ||. Знди Т ўрнида Т* операторни 
олсак, ушбу

II ТТ* || =  || Т* ||2 =  || Т [|2

тенглик ҳосил бўлади, яъни || ТТ'Х' || =  || Т*Т || =
=  II т* |р =  цт|Г.

к
б) Уз-ўзидан равшан.
7) Агар Т-1 Т =  Т Т-1 =  /  бўлса, у ҳолда 

(Т-1 т)* в  (ТТ~)*  =  /* = / ,  яъни Т Д Т -1)* =

=  (Т -1)* Т* =  /. Демак, (Т-*)* =  (Т*)-1.*

-239
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М ис о л л ар .  3. Т чизиқли оператор Сл фазони Сп 
фазога акс эттирувчи бўлиб, Г = ( ? /у) матрица ёрдамида 
берилган бўлсин.

х  — (Х\% х ^  . . . , х п)£С п , у =*Тх=з 
=  (Ун У2............ Уп)£Сп

бўлса, у ҳолда П
УI — & 1ўХ/ •

/=1 _
Худди 1-мисолдагидек, Т* оператор (а^) матрица би-

'лан ифодаланишини кўрсагиш мумкин. Демак, Т опера- 
тор Эрмит оператори бўлиши учун ушбу

аи ='а»
муносабат зарур ва кифоядир.

4. Ц  [а, 6] комплекс Гильберт фазосида Фредгольм 
операторини кўрамиз;

V

Тх({)= |  К(К$) х($)ёз. (5)
. а

Ь Ь

бу ерда дг(/) £ Ц \а, Ь\, |  К 2 (I, $)с1$(и = К 2<  оо.
а а

Шу оператор учун қўшма операторни топамиз. 
[а, Ь\ фазода скаляр кўпайтма ушбу

ь
(*, у) = 1 * ( О Ў 7 0 ^

а
кўринишда бўлгани учун

\  ьл
(Тх, у) =  ] у(1) |/С ( / , $)х($)й$ сИ.

а \̂ а
Фубини теоремасига асосан

ь ь
(Тх, у) =  |  |  /Г(/, 5)^(5) у (1)4Ш$ =

а а 
Ь

=  х(5) ] К  (*,5) у (/) (II
бу ерда

й$ =  (х, г),

2 (5) =  ] к ц .  $)у (0  <и.
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ь
г  (0  =  |  Л($, 0  у(5)с18.

ь
Т*у =  5 К Г Г О

а
Натижада қуйидаги теорема исботланди.
4 - т е о р е м а ,  Агар С2 \а, Ь\ фазода Т Фредгольм 

оператпори К(1, $) узак билан аниқланса, у ҳолда 
Т* оператор К (з, I) ўзак билан аниқланади.

Н а т и ж а .  (5) формула билан аниқланган Фред-, 
гольм оператори Эрмит оператори бўлиши учун ушбу

К ( 1 У 5) =  ЛГ(5, 0
тенгликнинг ўринли бўлиши зарур ва кифоядир.

5. Ҳақиқий /-2[а, Ь\ фазода (5) формула ёрдамида 
аниқланган Фредгольм операторига қўшма оператор 
К  (з, /) ядро билан аниқланади ва Т снмметрик опера- 
тор бўлиши учун ушбу

• Қ  (/, 5) =  К(5, /) 

мунссабат зарур ва кифоядир.

М А Ш қ У Ч У Н М А С А Л А Л А Р  •

1. С [а, Ь\ фазода ушбу
ь

/ ( х ) ~  ] х(()с11у * £ С [ а ,  Ь\
а

тенглик билан аниқланган функционал узлуксиз ва чи- 
•зиқли эканлигини исботлаб, унинг нормасини топинг.

2. Юқоридаги масалани ушбу
ь

Ғ(х) = I  х(1)уц(1)с11, х£С [а ,  Ь\
а

Функционал учун ечинг, бу ерда у0(0 € С[а, Ь\ — би- 
Рор тайинланган функция.

3. С [а, Ь\ фазода функционални қунидагича 
аниқлаймиз:

л!>ни

Демак,

15*

Ч  (х) ~  л: (/<,).
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Унинг узлуксиз ва нормаси бирга тенг эканлигинн ис 
ботланг.

4. Рефлексив нормаланган фазонинг ихтиёрий ёпиц 
қисм фазоси ҳам рефлексив эканлигини исботлаиг.

5. Банах фазоси рефлексив бўлиши учун унииг қўш< 
ма фазоси рефдексив бўлиши зарур ва кифоялигини 
исботланг.

6. С 2 \а , /;] фазо рефлекснв эмаслигини исботланг.
7. Бирор Н  Гильберт фазосида {хп} кетма-кетлик л: 

элементга суст яқинлашиб, ||.кл || -► \\х ||, п-+оо  муноса- 
бат бажарилсин. Бу ҳолда х п кетма-кетлик х  элементга 
кучли яқинлашувчи эканлигини исботланг.

8. Юқоридаги масалани || | | -»-д:|| шарт ўрнига
|1 х п || <  || х  || ( п — 1, 2, . . . ) шарт олннганда исботланг.

9. Бирор Банах фазосида ёпиқ бўлган, аммо суст 
топологияда ёпиқ бўлмаган тўпламга мисол келтиринг.

10. Нормаланган фазода бирор тўплам суст тополо- 
гияда чегараланган бўлиши учун у норма бўйкча чега-

. раланган бўлиши зарур ва кифоялигинн нсботланг.
11. С \а, /;] фазода {х„} кетма-кетлик х  элементга 

суст яқинлашувчи бўлса, у ҳолда ихтиёрий / £ [ а ,  /;] 
учун х п (/) - * х  (/) эканлигини кўрсатинг.

12. С [а , /;] фазо суст топологияда тўла эмаслигини 
кўрсатинг.

13. Нормаланган Е  фазо учун Е' фазодаги а (Е \  
Е") топология з (Е', Е) топологиядан кучлироқ экан- 
лигини исботланг.

14. Агар Е  рефлексив Банах фазоси бўлса, у ҳолда 
ихтиёрий (Е) учун 7'** =  Т  тенгликни исботланг.

15. Т  чизиқли оператор Н  Гильберт фазосида берил- 
ган бўлсин. Агар бирор Н0 с :  Н  қисм фазонннг ихтиёрий 
Н0 элементи учун Т //(>€ Н0 бўлса, Н0 қисм фазо Т опе- 
раторга нисбатан инвариант  дейилади. Агар Н 0 қисм 
фазо Т  операторга нисбатан инвариант бўлса, у ҳолда 
/7,,1 қисм фазо Т  га Эрмит қўшма бўлган Т* оператор- 
га нисбатан инвариант эканлигини кўрсатинг.

16. Н  Гильберт фазосида чегараланган Р : Н  Н  опе- 
ратор бирор Н0 қисм фазога проектор бўлиши учун у 
қуйидаги шартларни қаноатлантириши зарур ва кифоя 
эканлигини исботланг:

а ) Р 2 =  Р; 
б )  Р* =  Р.
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IX б о б

СПЕКТРАЛ АНАЛИЗ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

Мазкур боб давомида учрайдиган барча вектор фа- 
золарни С комплекс сонлар майдони устида кўрамиз. Бу 
талаб комплекс сонлар майдонининг алгебраик ёпиклиги 
билан боғлиқ.

9 .1-§ , Спектр ва резольвента

Е  комплекс Банах фазоеида аниқланган ва қиймат- 
лари ҳам Е  да бўлган чегараланган чизиқли Т опера- 
тор берилган бўлсин. /. комплекс параметрга боғлиқ 
бўлган {Т — X/} операторлар системасини оламиз. Рав- 
шанки, ҳар бир X учун Т — II  чегараланган чизиқли 
оператор.

Т а ъ р и ф .  Агар Х0 £ С учун (Т — Х0/)~ 1 оиератор 
мавжуд бўлиб, чегараланган бўлса, Х0 сон Т оператор 
учун регуляр қиймапг дейилади. Регуляр қ)гймат бўл- 
маган комплекс сонлар тўплами Т операторнинг спек- 
три дейилади ва а (Т) билан белгиланади.

Демак, Х0 С з (Т) бўлса, ё (Т — Х0/ ) - 1 мавжуд эмас, 
ёки (Т — У )-1  чегараланмаган оператордир. Агар Е  
чекли ўлчамли нормаланган фазо бўлса, а(Т) спектр 
фақат шундай X лардан иборатки, улар учун (7’ — X/)-1 
мавжуд эмас, чунки чекли ўлчамли нормаланган фазода 
ҳар қандай чизиқли оператор чегараланган. Бу ҳолда 
чизиқли алгебра курсидан маълумки, Хб°(7") учун 
7 х  — 1х тенглама нолдан фарқли.Хо ечимга эга, яъни

_____ __  ТХн=[1х0,11х^ф[Ь. ~~
Демак, "чекли ўлчамли фазода • чизикли операторнинг 
спектри фақат хос қийматлардан иборат [ва уларнинг 
еони кўпи билан сИш Е  га тенг.

Чексиз ўлчамли фазоларда масгла мураккаброқ. VII 
бобдан бизга маълумки, чизиқли чегаралангаи А : Е -+ Е  
олераторнинг тескариси мавжуд ва чегараланган бўлиши 
учун қуйидаги 2 шартнинг бажарилиши зарур ва ки- 
фоя:
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1) А — цуймдан чегараланган, яъни шундай тЕ> о  
мавжудки,

|| А х \\> т \\х  ||, \ х  £ Е;
2) А опердторнинг қийматларидан иборат тўплам 

Е да знч:
1тЛ — Е.

Шундай қилиб, Х0 £ а (Г) бўлса, А =  Т — Х0/  опера- 
тор учун юқоридаги икки шартнинг камида бири ўринлн 
эмас. Биринчи шартни қаноатлантирмайдиган X лар тўп- 
ламини гс(Г), иккинчи шартни қаноатлантирмайдиган 
X лар тўпламини эса 7 (Т) бнлан белгилаймиз. Демак,

а (Г) =  зг (Т) [1 7 (Т).
Таъриф.  Чизиқли операторнинг хос қийматлари- 

дан иборат тўплам операторнинг дискрет спектри де- 
йилади; уни т:0 (Т) билан белгилаймиз. 7 (Т) \  ф:0 (Т) =  
=  ^қолд (Т) тўплам операторнинг қолдиқ спекгпри, 
ъ (Г) \[7 (Г) Ч к0 (Г)] =  оузд (Т) тўплам эса операторнинг 
узлуксиз спектри дейилади.

Тузилишига кўра те0(Г), зқолд (Г) ва аузДГ) тўплам- 
ларнинг ихтиёрий иккитаси ўзарз кесиимайди. ва

« (Л  =  (Г) Ч а қолд (Г) п 0.
Юқорида кўрдикки, чекли ўлчамли фазоларда а(Г) =  

=  тг0(Т). Демак, оқолд(Г) =  0 ва аузл( Г ) =  Чексиз 
ўлчамли фазоларда, умуман айтганда, қолдиқ сп ектр ва 
узлукснз спектр бўш бўлмаслигн мумкин. Буни тасдиқ- 
ловчи бир неча мисол келтирамиз.

I) С (0, 1] комплекс фазода, яъни [0, 1] да аниқлак- 
ган узлуксиз комплекс функциялар фазосида қуйидаги 
операторни оламиз:

Тх(() = Е х  ({) '.
Равшанки, Г : С |0,1 ] ->-С[0,1 ] оператор чизиқли ва чега- 
раланган. Агар Х0 комплекс сон учун Х0 З^О, 1] бўлса, 
Г —Х0/  операторнинг тескарйси мазжуд ва чегараланган. 
Ҳақиқатан,

(Г -  >.0/)-«*(0 =  .

[0, 1 | ва >ч» € [0, 1 | бўлгани учун ( — Х0 ^=0 ва 
юқоридан чегараланган. Демак, С х  10. 1] тўплам
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регуляр нуқталардан иборат. Энди >0 € [0, 1| бўлсин. 
у  ҳолда Т — Х0/  оператор қуйидан чегараланмаган, 
яъни

||(Г — КП *\\>т -  ||л:|| 1]

тенгсизликни қаноатлантирувчи мусбат гп > 0 мавжуд 
эмас. Дарҳақиқат, қуйидаг»1 функциялар кетма-кетлч- 
гинй оламиз:

х я (/) ==
0, агар
1, агар I =  Х0 бўлеа,

ва Xо»

бўлса,

оралиқларда чизиқ-

ли функция.
Равшанки, х п £С[0, 1] ва ||л :я |=  1. Шу билан бирга 

II(Т — Х01)хп || =  шах | (/ — 10)хп ( /) |<  -  ,

яъни Т — Х0/  оператор қуйидан чегараланмаган. Демак, 
Иккинчи томондан, Т — Х0/  операторнинг қий- 

матларидан иборат тўплам I — Х0 нуқтада 0 га айланув- 
чи функциялардан ташкил топган. У ҳолда С (0, 1] да 
норма бўйича яқинлашишдан ҳар бир / £ [0, 1 ] нуқтада
яқинлашиш келиб чиқиши туфайли 1т(Д — Хо/)^ С [0 , 1]. 
Белгилашимизга кўра Х0 £ 7 (Т). Шундай қилиб,

0 (О  =  п (Т) =  -[ (Т) =  [0, 11. •
Ниҳоят,

Iх(() =  Хл:(/), /£  [0, 1]

тенглама (х (/) га нисбатан) нолдан фарқли ечимга эга 
эмас. Демак, те0 (Т) =  0  ва шунинг учун Тх  (X) =  
= Тх({) операторнинг дискрет ва узлуксиз спектрлари 
бўш тўпламлар экан. Натижада

а(Т) =  ақолд (Т) =  [0, 11; Оузд (?) =  К0(Г) =  0 .
2. /2 комплекс Гильберт фазосида диагонал оператор 

қуйидаги формула билан аниқланади:

Г(^ , ^2, • • • ) (а1 -1» ~2» • • •)♦ бу ерда ('г!, 2̂1 • • •)—"
х  £ 1ч • г /  1» 2» • « •
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Т  никг ДНДГ0Н1Л опергг)р д ^ л ш ц д г а  сабаб, 
оператор /2 нитг кш элак бинаяд* чэкдп  диагона- 
матря да кўрянишид! ёзилади:

Т  =

^а, 0 0 . . .
0 а2 0 . . .
0 0 а3 . . .

\
Агар зир ||х/| | <  -Ь »  бўлса, Т — чеггтд и глч  олз.ит^р
(7,3-§, 6- мясол). М  =  {х,,*,. . . } !  б зл ги п и  кнриги5, 
қуйидаги теагликларии и:бот қиламиз:

з ) ч ( Т ) ] = М 1 _
б) а УэЛ(Т )~  М \ М ;
в) *(Т) '~М ,  0 .

а) М а % }(Т) м /я э е Ш т  ўритли эканлиги равшан. 
гЧ)(Т)с:М  мунэ:а)атни к/р:атамиз. Агар £ к0 (Т) 
бўлса, шундш х 0Ф  ) мшжудкн, (Г — X 1 )х0 =* 6. 
Демак,

((*■->-) 1|. (Ь — >') §2. (=3 — >.) 1;. . ..)) =(0. 0, 0, . . .).
х 0фЬ  бўлгашс учун бирар Ф  0- У ҳэлда ~  М .

Энди б) ва в) тгиглинлфди иаютлшмнз. Аввал 
тг (Т) =г М ва 7 (Т) =  ъ0 (Т) теигликларии кўрсатайлик. 
А г а р Х £ С \ И  бўлса, X рэгуляэ циймат _эканлиги рзв.
шан. Шунинг учун ъ(Т )с :М .  Агар 1£М  бўлса, X га 
яқинлашувчи {а, \ с :М  қисм кетма-кетлик мавжуд. У
< а 1 |ТТ1 ПКГ~>Г> ■1ГТ~' ̂
ҳолдз барча л лар учун ушбу

|| X — ал ( >  Э >  0

тенгеизликни канэзтлшгирувчи £ мзвжуд эмас. Демак, 
Т — X / оперлтор куйидш__чегар1лшмаган, яъни Х £я(Г).
Шундай қилибТ"*(Т) =* М .

Энди 7 (Т) =  (Т) тенгликни исботлаймиз. Агар
X £ тсу (Т) бўлса, а) га кўра бирэр к учун X =  аА . .У ҳол- 
да Ьп (Ғ — >./) тўплам к- коэрдинзтзси 0 га тенг бўл.
‘ган векторлзрдш иборат. Демак, 1т (Г — х /)^ * /2, яъни 
тс0(Г) с! 7(Г). Аксиича, > £ч (Т) бўлсин. У ҳолда
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рЦундай қилиб, (1ш (Г — 7 Д 1 Ф  {6}. Иккинчи томондан, 
ихтиёрий Н  Гильберт фазоснда чегараланган В чизиқли 
оператор учун

(1т £ ) х =  кег£*
тенглик ўринли; бу ерда кег В* тўплам В* қўшма 
операторнинг ядроси. Дарҳақиқат, ихтиёрий х  £ кег В * 
ва В учун В*х — 6 ва у = Вг. Демак, (х, у) =
ес (х, Вг) =  (В* х , г) =  (9, г) =  0, яъни х  Д  1ш В. Бун-
денх .Х ^гп^, яъни кег В* а  (1Ш#)1.

Аксинча ихтиёрий ,г£(1т В) х ва х £ / а учун Вх  £ 
£ 1т  В, ва демак,

(В* г, х) =  (г, Вх) =  0.
Бу ерда х  ихтиёрий бўлгани сабабли В*г =  б, яъни 
г£ к ег  В*. Бундан кег В* гэ (1т Л).1 Демак, шундай 
ХьЪЦхьФЪ) мавжудки, '

Г диагонал оператор бўлгани учун Т*Т = ТТ*. Қу- 
йидаги

II Тх  |Г- =  (Тх, Тх) =  (Т*Тх,х) = (ТТ*х, х) =
= (Т*х, Т*х) =  ||Г*.\:||2

тенгликдан ||Гх|] =  ||Г*х||, \ / х £ 1 2 келиб чиқади. Демак,
(1) га кўра •

яъни Тх0 =  /.х0. Бундан эса Х£я0 (Т) келиб чиқади. 
Шуцдьй қилиб, ъ0(Т) =  7 (Т) = М. У ҳолда, аниқлани- 
шига кўра .

Юқорида биз спектрнинг ички тузилишини мисол- 
ларда кўрдпк. Энди спектрнинг асосий хоссалари билан 
танишамиз.

1 - теорема .  Спектр ёпақ тўпламдир.
 ̂ И с б о т .  Таърифга кўра, спектр — регуляр нуқталар 

тўпламининг тўлдирувчиси. Демак, регуляр нуқталар 
тўпламининг очиқлигини кўрсатиш кифоя. Ҳақиқатан, 
*о регуляр нуқта бўлсин. У ҳолда ( Т — ) 0/ ) ~ 1 оператор 
мавжуд ва чегараланган. Ушбу

(О

||(Г — )/)х0 1| =  ||(Г — лЛ'%11 =  0,

а уэл̂ (Г) — /VI , о (Г) — /VI, ОцОЛд (Г) — 0 .

р. >'о| < | |(7-_Ао0_ , |1 (2)
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теигсизлнкни қаноатлантирувчи ихтиёрий X £ С учуц 
Т — X /  операторни кўрайлик. Равшанки,

В = ( Т -  Х0 /)->[(Т -  XI) - ( Т -  Х0 /)] 
ифода маънога эга ва /? : Иккинчи томондан эса

,|Я|| =  И(^ “  1)~ ]'• -  X /) -  (Г -  Х0 / ) ] |Н
==11(Г~-х0/)-мнх-х0|.

(2) га кўра |[ В |! <  1. Модомики || В [| <  1 экан, 7.4- § 
. дан маълумки, ( / -\- Д)-1 мавжуд ва чегараланган. Агар 

В  ни қуйидаги
В = (Т -  Х0 / ) - ‘ (Т - I I ) -  (Т—Х0 /) -1 (Т -  Хо /) -  

- ( Г - Х 0/ ) - М Г - Х / ) - /
кўринишда ёзиб олсак,

/  -±В = (Т — )0 1)~г(Т — X /)
б$Хлади. Демак, (Т — Х0 / ) -  ](Т — X /) оператор тескари- 
ланувчи, яъни чегараланган тескари операторга эга. У 
ҳолда

Т _  X /  =  (Г -  Х0 /) • [ (Т -  Х0 /)-»(Т -  X/) ] 
айниятга кўра Т — X/ оператор тескарилаиувчи, чунки 

Т - К 1  ва ( Г - Х 0/ ) - 1( Г - Х / )
тескариланувчи. Шундай қилиб, (2) тенгсизликни қа- 
ноатлантирувчи барча X лар учун (Т — X/)-1 мавжуд ва 
чегараланган оператор, яъни Х0 регуляр қийматлар тўп- 
ламининг ички нуқтаси. Демак, спектр ёпиқ тўпламдир.*

2 - т е о р е м а .  Ҳар қандай чегараланган Т опера- 
торнинг спектри чегараланган тўплам ва радиуси 
||7'|| га тенг доира ичида жойлашган..

И с б о т .  Агар |Х| >  ||Т || бўлса,

ўринли. Демак, ( у Т — /)~1 мавжуд 
У ҳолда

ва

<  1 тенгсизлик 

чегараланган.

Г — л / =  Т - 1 )

ҳам тескариланувчи. Шундай қилиб, |Х |> ||Т || тенгсиз- 
ликни қаноатлантирувчи барча X лар Т оператор учун 
регуляр қийматдир, яъни қуйидаги муносабат ўринли:

0 (Т) с : {X £ С : |Х| <Ц Т „}.*
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Спектрнинг яна ҳам чукурроқ хоссалариии ўрганиш 
учун бир неча тушунчалар кнритамнз.

Таъриф.  ). регуляр қиймат учун

/^(А) =  (Г - ) . / ) - «

0ператор резольвента ("аницрогш Т операторнинг 
* резольвентаси)  дейилади.

Таърифга кўра /? ()>) комплекс аргумент X нинг 
функцияси бўлиб, қийматлари эса Е ни Е га аксланти- 
рувчи чизиқли чегараланган операторлардан иборат. 
Демак,

/?(.): С \ а ( Т ) - ^  Ь(Е),
бу ерда Ь(Е)— чегараланган операторлар фазоси.

Т а ъ ри ф .  Комплекс текисликдаги 0  очиқ соҳада 
аниқланган ва кийматлари Ғ Банах фазосига тегишли 
б$глган £  (X) функиия берилган бўлсин. Агар ихтиёрий * 
/ г р г  у чун ушбу

ф(Х) = / № ) ) ,  Ф : С - ^ С
комплекс функция С да аналитик бўлса, у ҳолда р(Х) 
бу соҳада суст аналшпик функция дейилади.

3- т е о р е м а. Я (X) резольвента а (Т) ояиц соҳа- 
да ва оо нуқтада суст аналитик функция ҳамда 
Ғ (ос) =  0.

И с б о т .  Ҳақиқатан, Хп £ С \ а ( Г )  ва /  Банах фазоси 
Г (Е) да аниқланган чизиқли узлуксиз функционал 
бўлсин. Юқоридаги 1-теореманинг исботида кўргани- 
миздек, етарли кичик |л — Х0| учун Я (X) =  ( Т — X/)-1 
мавжуд ва

т - X /-  [/- (Т-  х0/)-!(>. -  \))(Т -  х0 /)
тенгликка кўра

Д (X) =  /? (Хо) [ /  -  /? (Хо) (X -  х0)1 - 1 - (3)

айцият ўринли. Демак, |Х — Х0| <  бўлса, [ / — /?
(Х0)(Х — Хо)]-1 ифодани қуйидаги қаторга ёйишимиз мум- 
кин:

оо
[/_/?(*„) ) | - '  =  2  [А>(*„)(>•- > » ) |" .

п=0
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У ҳ*лда (3) га кўра /  узлуксиз бўлгани сабабли
ю

№  (>•)) =  2  ап(\ -
и=0

тенгликни ҳосил қиламиз. Бу ерда ап = /{ [ /?  М ] яН} . 
Равшанки,

К \  =  1 Л 1 #  (Ао)1я+1} 1 ^  I I / *  !| II /? М 1 Г +1.

Ш}ндг.й қилиб, |а — >о1 <  тенгсизликдан
00

2  а л(А — / 0)л қаторнинг абсолют яқинлашувчи .эканлиги

келиб чиқади. Демак, /  (/? (X)) аналитик функдия, яъни 
(X) — суст аналитик функция.

Энди сх> нуқтаншгг атрофини кўрайлик. Агар Х=^0 
бўлса ушбу г _

г - т /  =  -  т ( / - хт)
мунссабатдан

/ ? ( т )  =  (7' - т / Г , =  - )'( / - >' г ) - 1

келиб чиқади, яъни

Я ( 4  ) =  — (/-4- >.Г +  X1 Г2 (4)

Демак, X —>■ 0 да /?(оо) =  0 тенглик ўринли ва (4) га 
мувофиқ /? (X) функция X =  оо нуқтада суст аналитик 
бўлади.*

4 - т е о р е м а .  Ҳар қандай чегараланган ш зиқла  
операторнинг спектри бўт бўлмаган тўпламдир .

И с б о т .  з (Т) = 0  деб фараз қилайлик. 3-теэре- 
мада исбот қилинганига кўра /? (X) функция С комп- 
лекс текисликда ва оо нуқтада суст аналитик. Демзк, 
/.(/Г )д а  аниқланган /  узлуксиз чизиқли функшюнал 
учун /  (/? (X)) комлекс функция аналитик бўлади. Агар 
/  (X)) фуикциянинг оо нуқтада аналитик эканлигини .
ва / ( / ?  (оо)) =  0 тенгликни ҳисобга олсак, /(/?(Х)) функ- 
ция оо нуқтанинг атрофида чегараланганлиги келиб чи- 
қади. Яъни шундай > 0  ва г > 0  мавжудки, Х(|Х| >  г) 
учун ушбу .

|/ ( Я ( Х ) ) |^ М 1
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тенгсизлик ўринли. Д емак./( /? ( /) )  функция комплекс 
т екисликда чегараланган. Лкувилль теоремасига кўра 
/ ( * ( > ) )  ўзгармас функция:

/ ( / ?  (>•)) =  сопз(.
Агар /(/?(оо)) =  0 тенгликни инобатга олсак, ушбу

/(/?(Х)) =  0
айииятни ҳосил қиламиз. Бу ерда /  ихтиёрий ўзлуксиз 
функгионал бўлгани учун Хан-Банах теоремасининг 
натижасига кўра

Я (>) -  0.
Иккинчи томсндан эса

Қ (к ) .(Т -к1 )  = Г,
демак, Шундай қилиб, а(Т) =  0  фаразимиз
зиддиятга олиб келди.*
. Чизиқли операторларни ўрганишда спектрни лока- 

лизациялаш (ажратиш) масаласи муҳим аҳамиятга эга. 
Юқоридаги 2-теоремада спектрнинг чегараланган тўп- 
лам зканлигини кўрсатдик.

Ушбу
Р (Т) =  $ир |).| 

х£'(Т)
ссн Т операторнинг спектрал радауса дейилади.

5- т е о р е м а .  Ихтаёриа чегараланган чизақла Т 
оператор учун Нп1| /Ц7̂  мавжуд ва

п—>*>

1‘т  "/|1П 1=р(Г). • ( 5 ) '
. П—уоа' , .

И с б о т .  Агар ушбу

>  т .  (6)п -+  ОЭ

(7)
п -+  Оо

тенгсизликларни кўрсатсак, теорема исбот қилинган бў- 
лади.

а ) ( 6) т е н г с и з л и к н и н г  и с б о т и .  Ихтиёрий п 
натурал сон учун

Р (Тп) == зир 1м.| =  5ир |ХГ «= (р (Т))п (8)
^ « (7 * ) Х(«(Г>
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муносабат ўринли эканлигиии текшириш қийин эмас. 
2-теоремада исбот қилганимизга кўра

Р (Г )  <  IIТ" ||. (9)
(8) ва (9) дан ихтиёрий п учун

теигсизлнкни ҳосил қиламис. Демак, хусусан
р ( Г ) < П т ^ р р |

ва (6) тенгсизлик ўринли.
б) (7) т е н г с и з л и к н и н г  и с б о т й .  Агар Х0 комп- 

лекс сон I | с  -ргг тенгсизликни қаноатлантирса, ре-

гуляр қиймат бўлади. Д е м а к , ( X )  резольвента у  нуқта-
да суст аналитик. У ҳолда ихтиёрий / £  [ Ь (£■)]' учун 
(4) га асосан

/ И т ) )  = - / - 2 хп/ ( Г я ). ( 10)
0

Бу Тейлор қатори |Х| <  бўлганда Коши аломагига
кўра яқинлашувчи. Қаторнинг яқинлашувчилигидан эса 
11п / ( Т п )| сонларнинг нолга яқинлашиши келиб чиқади. 
Демак, ихтиёрий /£ \Ь (Е)) '  учун п-*-оода  /(кпТп) -► 0, 
яъни {ХЛГЯ} с: ЦЕ)  кетма-кетлик нолга суст яқинлашув- 
чидир (8.3- §).

8.3-§ даги 1- теоремага асосан шундайс >  0 сон мав- 
жудки,

\\кпТп\ \ ^ с ,  п =  I, 2, 3, . . .
яъни *

Г ^ М | Г л | [ < с .

Охирги муносабатдан эса

|>.| М г т ч к ^ т .

Энди V с =- 1 эканлигини ҳисобга олсак,

1 5 " / ^  < ш . -  ( » )

2 3 8
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Iц!ундай қилиб, (Г1) муносабат |).| <
. ларқ*аноатлантирувчи барча 

(П) да да лимитга ўтилса

 ̂7) тенгсизликни 
учун ўринли. Дёмак.

11-+ оо

келиб чиқади, яъни (7) тенгсизлик ўринли..*
Мисол сифатида Вольтерра операторини кўрайлик. 

Вольтерра оператори С [а, Ь\ ^ з о д а  қуйидаги формулз 
орқали апиқланади:

I
(Тх)(()~  |  К((, 5)*(5) Й?5,

а

бу ёрда К  (/, 5) ўзак бўлиб, Д — {(/, 5) :  а <  ( <  Ь 
а < $ < / ; }  тўпламда аниқланган узлуксиз функция. . 
Равшанки, Т \С \а ,  Ь \^ -С [а ,Ь \  чегараланган чизиқли 
оператор. Вольтерра операторининг спектрал радиусиии 
топиш учун ушбу белгилашни киритамиз:

шах | К((, х)| = М. 
и, *)£ л

Операторнинг тузилишига кўра
I  .V,

Гх(0 =  Т(Т х (0) =  $ [К(/, 5,)
‘ а а

еки умумин ҳолда
(

г»х(/) =  ]■[/<Г(/,«,)} № ,

1
• • • 3 АГ(5„ _  , ,  $ „ )* (х „ )й !х „ 1 . . . ] * , .

а

Агар | К ( ( ,  з )  | <  М  тенгсизликни ҳисобга олсак,
( .V, й-1

I • ■ • ] •ч т
«

а а .

. . . |  ф ,  • шах \х (I) |.

Математик анализ курсидан маълумки,
I 5.

(( — а)п
п\

а а а
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Демак,

II Т" || <
Мп(Ь — а)я 

7й ♦

яъни
п ,____ М-(Ь-а)
А \ тп II <  °-

Шундай қилиб, Вольтерра операторининг спектрал 
радиуси 0 га тенг.

Юқорида биз спектр ва резольвента тушунчасини 
фақат комплекс фазода аниқланган оператор учун кн- 
ритдик ва теоремаларни исбот қилишда бу талабдан 
фойдаландик. Лекин амалда эса (баъзан математик фи* 
зика масалаларида) тўла бўлмаган еки фақат ҳаҚиқий 
сонлар майдони устида қурилган нормаланган фазо- 
ларда аниқланган операторларнинг спектрини топиш ма- 
салалари учрайди. Қуйидаги иккита изоҳ ёрдамида бу 
масалалар ўрганилган ҳолга келтирилади.

1- и з о ҳ .  Е тўла бўлмаган комплекс нормаланган 
фазо ва Т : Е Е чизиқли чегараланган оператор бўл- 
син. Маълумки, Е  ни тўлдириш мумкин (4. 1-§,_ 1-тео-
рема). Ҳосил бўлган комплекс Банах фазосини Е билаи 
белгилаймиз. Е фазо Е да зич бўлганлиги ва Т : Е -*■ Е 
чегараланган бўлганлиги учун Т операторни Е фазога
нормасини сақлаган ҳолда давом эттиришимиз мумкин 
(7.4-§ даги лемма). Натижада ҳосил бўлган операторни
Т билан белгилаб, Т ’ операторнинг спектрини қуйида- 
гича киритамиз:

а ( Г ) = а ( Т ) .
2 - и з о ҳ .  Е ҳақиқий Банах фазоси бўлсин. Чизиқли 

алгебра курсидан маълум бўлган тензор кўпайтма ту-

шунчасидан фойдаланиб, янги Е фазони қуйидагича 
киритамиз:

Я =  С 0 / ' .
Киритилган фазо Е фазэнинг кояплгксифиш'.(ачса 
дейилади (тензор кўпайтма Оилан таниш бўлмаган ўқув-

чилар Е ни формал равишда ЕОНЕ деб тушунии- 
лари мумкин).
40
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Равшанки, Е комплекс Банах фазоси ва ихтиёрий 
X £ £  элементни қуйидаги кўринишда ёзиш мумкин:

х  =  у +  1г , >\ г£Е.

Ўз навбатида,^бу'тенгликдан фойдаланиб, Т опера- 
торни"£ га давом эттиришимиз мумкин:

Тх = Ту +  Я г.
Табиий равишда Т операторнинг спектри қуйидаги 

формула орқали киритилади:

с(Т) = о(т):

9.2-§. Проекцион операторлар

Қуйида биз Гильберт фазосида аниқланган оператор- 
ларнинг махсус синфларини ўрганамиз.

Т а ъ р и ф .  Н Гильберт фазосида аниқланган Р чи- 
зиқли оператор

1) Р> =  Р,
2) Р* =  Р

шартларни қаноатлантирса, у ортогонал проекциялаш 
оператори дейилади.

Ихчамлик мақсадида, бу бобда ортогонал проекция- 
лаш оператори ибораси ўрнида проектор сўзини ишла- 
тамиз.

1 - т е о р е м а .  Ҳар қандай проектор чегараланган 
оператор ва Рф  0 бўлса, )|Я|| =  1.

И с б о т .  Ушбу

||Рлг1|2. = [ ( Р х ,  Р х )  =  ( Р Ф х ,  х )  =  ( Р 2х ,  х )  =  (,Р х , х )  

муносабатдан Коши]—Дуняковский тенгсизлигига кўра
11̂ 11* <  \\Рх\[- ||х||.

Демак,

\\Р*\\ <  1М1.
яъни Р “чегараланган ва ЦРЦ <  1. Иккинчи томоидан, 
И 1 =  1И1 <  1И|а, яъни Р ф  0 бўлса | | / | |> 1 .  Шундай 
Қилиб, ||Р ||=  1.,

16 - 2 3 9 241
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Мисол .  Ь тўплам Н  нинг ёпиқ қисм фазоси, I 1  эса 
унинг ортогонал тўлдирувчиси бўлсин. У ҳолда, маъ- 
лумки,

яъни ихтиёрий х £ Н  векторни ягона усул билан қуйида- 
ги кўринишда ёзиш мумкин:

х = у  0  г % 2- £ /А  (1)
Р операторни

Рх = у
тенглик орқали аниқлаймиз, яъни Р оператор ҳар бир 
х £ Н  га унинг I  дагн прэекцнясини мос қўяди. Кири- 
тилган оператор проектор эканлигини кўрсатамиз.

а) Р чизиқли оператор. Ҳақиқатан, х {, х 2£Н  ва

Х\ =>*1 +  >4 € Д
х* ~  у -2 +  г2, у 2 £ I ,  (2)

бўлсин. У ҳолда ихтиёрий ос, р£С  учун
ах, 0  $х2 = (ау, 0  $у.г) 0  (аг, 0  $г2),

бу ерда Ц  Агар (1) ёйилмада
у ва 2: ягона усул билан аниқланиотни ҳнсобга олсак,

Р(ах{ 0  рАГ,) =  ау, 0  У̂а =  *Рхх 0  ВРх2,
яъни Р — чизиқли оператор.

б) Р* =  Я. Юқоридаги (2) тенгликларда у, _1_ г 8 ва 
у2 1̂ бўлгани учун
(Рхи х 2) = ( у ,  у20 г , ) = ( у „  у3) =  (У1 0 г1> у2) =  (х„ 
Рх2). Шундай қилиб, ихтиёрий х и х 2£Н  учун

(Рхи х 2) = (хи Рх2),
яъни Р =  Р*.

в) Р2 = Р. Агар х £ /, бўлса, (I) ёйилмада г  =  9. 
Шунинг учун Р х = х .  Ихтиёрий х '$ Н  учун Рх'£Ь.  
Демак,

Р2х' = Р(Рх') = Рл
яъни Р2 = Р.

а), б) ва в) га асосан Р — ироектор.
Юқорида кўрган мисолимиз умумий характерга эга. 

Аниқроғи, ушбу теорема ўринли.
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2-  т ео р ема .  Ҳар қандай Р проектор учун Н нинг 
шундай ёпиқ /. қисм фазоси мавжудки, Рх вектор 
X векторнинг /, даги проекциясига тенг.

И с 6 о т. Рх — х  тенгламанинг ечимларидан иборат 
бўлган тўпламни /. орқали белгилайлик. Р чизиқли опе- 
ратор бўлгани учун /. чизиқли қисм фазони ташкил 
қяладн. /. нинг ёпиқ эканлигини кўрсатамиз. Фараз қн- 
лайлик, { х ^ а Ь  ва х п-+ х 0 бўлсин. У ҳолда

Рхп =  х п, п — 1, 2, . . .
Демак,

Рх о х п =  Рх0 Рхп — Р(х0 х п).
Агар ||/ ,|| <  1 муносабатии ҳисобга олсак,

\\Рх0 -  Х „ \ \  <  ||*0 — х„\\,
яъни п. -> оо да

\\РХ0 д:0|| =  0, РХц — х 0

ни ҳосил д<иламиз. Демак, I  — ёпиқ қисм фазо.
Р 2 =  Р шартга кўра ихтиёрий х $ Н  учун

Р2х = Р(Рх) = Рх
тенглик ўринли. Бундан Р х$ 1 .  Теореманинг исботини 
якунлаш учун г  =  х  — Рх векторнинг /. га ортогонал 
эканлигини кўрсатиш кифоя. Ҳақиқатан, ихтиёрийуб/- 
учун у *= Ру, демак,

(л; — Рх, у) =  (х — Рх , Ру) =  (Р*(1 — Р)х, у) =
*  (Р(1 ~  Р)х, У) =  ( ( Р - П  х, у) =  (9, у) =  0.

Шундай қилиб, ихтиёрий х £ Н  учун Р х ^ Р  ва х^—Рх£  
6/ -х, яъни Р оператор А га ортогонал проекциялаш опе- 
ратори.#

Энди проекторлар устида амалларни кўрамиз. Умуман 
айтганда, проекторларнинг йиғиндиси, айирмаси ва кўпайт- 
маси проектор бўлиши шарт эмас.

3 -  т е о р е м а .  Агар Р проектор бўлса, 1—Р ҳам, 
проектор.

И с б о т .  Ҳақиқатан,
(/ _  р у  =  /  -  2Р +  Р* =  /  -  Р

ва
( / — Я)* = : /* - /> *  =  / _ / >

Демак, /  — Р — проектор.*
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Агар Р прэекто? Л цпсм фазога проекциялаш бўлса, 
унн Рь кўрннишнда ёзамнз.

4 - т е о р ем а .  Иккита Рц ва Рц проекторнинг 
кўпайтмаси проектор бўлииш укун

Р(.Ри  =  РцРц (3)
тенгликнинг бажарилити зарур ва кифоя. Агар (в) 
шарт бажарилса, у ҳолда

РцРц = Р 1 . (*)
бу ерда Л =  /.! П Ц.

И с б о т .  1) агар Рц Рц проектор бўлса,
Рс >Рц «  (Ри Рц)* -  Р[3Р1  =  Рц Рц>

яъни (3) ўринли. Энди (4) ни текширамиз. Ушбу
Рг. х  —  Рц (Рц •*) 6  С\,
Р ^ Х ^ Р ц {Р ц  х ) ^ Ц

муносабатлардаи Р/. х  £ Ц П Ц  келиб чикади, яъни
Лсг I ,  П Л}.

Иккинчи томондан, агар х  £ Л, П /-2 бўлса,
Р с Х = * Р ц  ( Р ц Х )  = = Х ,

яъни
Л, П 'Л

Демак,
Л П Ц.

2) (3) ўринли бўлсин. У ҳолда
( ^ ,  / ^ ) 2 -  ( Р ь Р О  ( Р с ,  Р ^  -  А» Ял Д/.,

ва
№ . /у *  -  -  Рц Рс, =

Шундай қилиб, Рц Рц проектор. Юқорида кўрганимиз- 
дек, бундан Рц Рц =  Рг. тенглик келиб чиқади.*

5 - т е о р е м а .  Чекли сондаги Рц, . . . , Рсп проек-
торларнинг йиғиндиси проектор Оўлиши унун Ц, 
Ц, . . .  , Ц  қисм. фазоларнинг ихтиёрий иккитаси 
ўваро ортогонал бўлиши зарур ва кифоя. Бу шарт 
бажарилганда, ч

1 \  + + РсП
бу ёрда /  . . © Лд— тўғри йиғинди.
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И с б о т .  1) /, У =  1,« бўлсин. У ҳол-
да 4- теоремага асосан

=  0.
Демак,

( Р , 1 + . . .  +  Рл„)’ =  Р £ 1 +  . . .  +  Р ’ 1 =  •

== Рь, 4-«• • +  Р1 п •
. Сўнгра

(Рь +  • • • 4- Р ^ Г  =  Л .,Ч  . . .  +  Рьп .
' Шундай қилиб, Рц  +  . . . -Ь Рьп — прсектор.

Энди Рц Н- . . .  4- Р1 п =  Рь тенгликни текширайлик.
п

1Агар х  £ 0  1{ бўлса, х  =  х х +  • . . +  х п ва х ь ± х }( гф}), 
У ҳолда

р 1 Х « (Р 1 , +  . . - 4 - ^ я ) (*! +  - .  • +  *«) =
=  Рц лҳ 4- •. . +  Р1 а Х п =  X,

п п
яъни ф /*<=:/. / = ^ 0 / *  деб фараз қилайлик. У ҳолда

/—1 /—1

шундай г ф  0 мавжудки, г £ 1  ва г х ф ^ .  Энди 
Дан

Р^г = гф О .  (5)
/

«
2 1 0 1 ^  муносабатга асосан 

/—1
2 ±  I ~  1, Я

еки
Рь г  =  /^ ,г  +  . . . 0  Рьп г  =  6 

келиб чиқади. Бу зса (5) га зид. Шундай қилиб, I  =
п

— 0  /*, яъни 0  . . . Н- Р и  =  Рь •
/=1
2) р£4 +  . .  . 0  Рьп проектор бўлсин. Ихтиёрий х £ Н  

учун
М 1 2 >  II ( ^ ,  +  • ' . . +  Рьп) ^  ||2 =  т ,  0  • • • +  Р1П) х,

(Р^  +  . . * +  Р^п ) х) =  ( (Р& 1 +  . . . 0  Р^п ) х ,  х )  я=в

=  (Р л,х, л:) 4 - . . .  +  (/%  *, л:) =
=  \ у \  х\\* > . . .  +  ця*в *и2.
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(6)

Ихтиёрий I ва ; (г Ф /) индекслар учун 
. \\Р1, Х\\1 +  \\РЧ Л ||‘ <  |НР.

Бу тенгсизлнкда х  нинг ўриига у ни қўйсак,

У |Р  +  \\РЧ р ц  У1Р <  у 1!2»
яъни 1!Рц  Р/^уЦСО келиб чиқади. Бу ерда у ихтиёрий 
бўлгани учун

Р1 / Р 1 1  ~ 0 .
Агар (6) тенгсизликда х  ўрнига Р ц  у ни қўйсак,

\\рЦ р^  У ||2 +  И ^ .У Ц 3 <  \\р1) У)!2 -

Бундан
р1{ Рч — 0.

Натижада Рг> =  Рц Рц = 0  бўлгани учун 1г ±  1} 
келиб чиқади.

Ҳақиқатан, ихтиёрий х ^ 1 ь уб^у  учун 
(X, У) =  (1% х, Р,_. у) =  (Рч  Р ч  х, у) = (в, у) =  0.*

6 - т е о р е м а .  Р ц  ва Р ц  проекторларнинг айир- 
маси проектор бўлшии учун Ц а Ь х бўлшии зарур ва 
кифоя. Бу ишрт бажарилганда

Р ±  — Р ц  — Рс »
Оу ерда /, =  /.,©/.2 (7.2 нинг Рх гача ортогонал тўл- 
дирувчиси.)

Бу теореманинг исботи 'юқоридаги теоремаларнинг 
исботига ўхшаш.

Н  Гильберт фазосидаги барча проекторлардан иоорат 
тўпламни П (Н) орқааи '"елгилаймнз. Г1 (/■/) тўпламда 
қисман тартибни қуйидаги усул билан киритамиз: агар 

муносабат ўринли бўлса Р ц < Р ц .  Бу билан 
П (Н) қисман тартибланган тўпламга айланади.

Л е м м а. Рц <  Рц бўлиши учун || РцХ|| <  ||Р£,хЦ 
тенгсизликнинг ихтиёрий х £ Н  учун бажарилиши зарур 
ва кифоя.

И с б о т .  1) Р ц К Р ц  бўлсин. У ҳолда с  /.2 муно- 
сабатдан

Рц =  Рц
келиб чиқади. Демак, ихтиёрий х ^ Н  учун

Р ц Х = *  Р ц Р ц Х .  .
2 4 6
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Бундан
\\Ри ДгЦ < ||Р Л1||- ||Р 1,* 1 1 - ||Р £ .л ||.

2) аксинча, яъни ихтиерий х £ Н  учун
\\Рц х\\ <  ||Р*. х\\ (7)

бажарилган бўлсин. Рц  проектор бўлгани учун
/ > £ , ( / - Р /Д *  =  0, у х £ Н .  • /

Агар (7) тенгсизлнкни ҳисобга олсак,
IIРц ( / - Р ^ х  II <  || Рц ( 1 -  Ри)  х\\ =  0.

Демак,
Р Ш  — Р ^  х  =  8> К* € т/,

яъни
Ях. =  /Ъ Л ,-

У ҳолда 4-.теоремага кўра, ! ,  =  /.! П /.*, я<ьни
7., С

7 - т е о р е м а .  Ҳар қандаа монотон ўсувчи проек- 
торлар кетма-кетлиш  Л  | “в1 бирор Р проекторга
кучли яцинлашади.

И с б о т. Юқоридаги леммага кўра, Р £1 <  <  . . .
муносабатдан ихтиёрий х £ Н  учун (||Р^дл:||)л=1 1 сонли
кетма-кетликнинг монотон ўсувчи эканлиги келиб чиқа- 
ди. Иккинчи томондан, Рьк нинг проекторлигидан

|Л**И<11*1|.
Демак, |||Р^д:||)Д =1 яқинлашувчи кетма-кетлик. Бу факт- 
дан фойдаланиб, [Рькх) к̂ { кетма-кетликнинг Н  да яқин- 
лашувчи эканлигини кўрсатамиз. Ҳақиқатан,

' II Р1-пХ - Р 1 т *1Р =  (Р 1.„ X — р 1 пх, Р ,а Х — Р, пХ) =
=  (р г-„х, РГп X) — (Р,п X, Р ,т X) -  (Р,т X, РЬпх) +

+  (РЬтх, РСтх).
Агар т <  п бўлса, у ҳолда

(Рь„ X, Р1 тх) = (Рь„р 1 „ X, X) = (р ,т X, х) =
=  (РЬт X, Рьт X) =  ||Ргт х|р.

Шундай қилиб,
\\р ^ х - Р Ьшх\\' = \\РЬпх \ \ ' - \ \ Р и х\\* +  0 . •
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Демак, — фундаментал кетма-гкетлик. Агар Н
нинг тўлалигини ҳисобга олсак, (Я ^ х ) нинг яқинлашув- 
чи эканлиги келиб чиқади. Ҳар бир х  6 Н  га Нш х £ Н

п-+ со

элементни мос қўювчи акслантиришни Р  орқали белги- 
лаймиз. У ҳолда скаляр кўпайтманинг узлуксизлигидан 
Р нинг проектор эканлиги келйб чиқади, ҳақиқатан,

а) Р (ах]+  РУ) =  1*т  р 1 п (УХ +  =  аРх -КРРу,
П-+оо

яъни Р чизиқли акслантириш; !
б) (Рх, у) = [Н т (РспХ, у) = ;н т  (х, Рьпу) = (х, Ру),

л - * о о  "  ге - * -о о

яъни Р =  Р*;
в) (Рх, у) =  Нш (РЬпх, у) =  Нш (Р\ х, у) =[(Р2х, у) ёки

л - * - э о  г е - * - »  / _ *

Р=* Рг. Теорема исбот қилинди.*
Энди [я, р] чекли ёки чексиз оралиқ, {Е^ эса (£  [я, р] 

параметрга боғлиқ проекторлар оиласи бўлсин.
Т а ъ р и ф .  Бирнинг ёйилмаси деб қуйидаги шарт- 

ларни қаноатлантирувчи {£,},£ проекторлар оиласига 
айтилади:

1) £ я = 0 ,  Еў =  /;
2) Е5Е( =  Р т )П {(, 5)-,
3) ($) ”Пш Е( <  /0 <  ў).

( -*■/,!—0

И з о ҳ .  Бу таърифда 2) шарт {Е)} проекторлар оиласи 
I параметрншг функцияси сифатида монотон ўсувчи 
эканлигини англатади. 3) шартга келсак, 3- теоремага 
кўра [а, £] оралиқнинг ихтиёрий (0 ички нуқтасида
(5)-П т/Г, 'мавжуд (кучли яқинлашиш маъносида). Шун- 

/-*-/0—0
дай қилиб, таърифдаги 3) шарт Е( функциянинг чапдан 
узлуксизлигига эквивалент. Ниҳоят, агар а =  —-оо ёки 
р =  -{- со бўлса:

=  Нт/Г,,
{ - +  — СО

Е+ оо =  Нш Е{
{ -* - \-о о

деб оламиз. Бу лимитларнинг мавнвудлиги яна юқорида- 
ги 7- теоремадан келиб чиқади.

Математик анализ умумий курсндан маълум Стиль-
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Тьес интдгр.1л:( т / ш у л п г лд г т  фзйдтпчи) ,  қуйидаги 
тенгликни ёза оламиз:

з
х  =  1 х  =  (£3 — Е^ х  — ] (I Е{х, у х  £ И , (8)

а

з
бу ерда йЕ (х  и|>эда Е(х функния учун [а, р]' ора-

а

лиқдз тузилган Стильтзес интеграл йнгиндисининг Н  
фазодаги кучли лииитига тенг. Лимитнинг мавжудлиги 
проекторларнинг юқорида исбот қилинган хоссаларидан 
бевосита келиб чиқади.

Шундай қилиЗ, бирлик оперзторни биряинг ёйилмаси 
бўйича Стильтьес интегрпи кўрннилида ифэдзладик:

/  =  ]> £ ,.

Умуман, чи)и<ли операторни Стильтьес интеграли 
кўринилидз и|)эдзлаш мзсалзси с п е к т р а л  т е о р е м а -  
н и н г  мазмунини ташкил қилади. Бу масала устида 
кейииги парзгрзфлардз батафсилроқ тўхтаб ўтамиз.

9 .3-§ . Чекли ўлчамли Эвклид фазосида ўз-ўзига  
қўшиа  онерагор учун спектрал теорема

Ушбу параграф кўпроқ мегодик ақамиятга эга.
1- т е о р е м а .  Чекли ў л ш м л и  Эвклид фазосида 

ҳар қандай ўз-ўзига қўшма А оператор ўяун қўйи- 
даги шартларни қаноатлантирўвш  . . . , аг ҳақи - 
қий сонлар ва Ри . . .  , Рг проекторлар яавжмд:

1) аг лар бир-биридан фарқли;
2) Р(ф 0 ва Р( лар ўзаро ортогонал, яъни Р{Р; = 0

3) Рг . . .  Рг — /;
4) %\Р\ -(~ . . . Н~ аг/̂ г Л.
Й с б о т .  Фазо чекли ўлчамли бўлгани учун А опе- 

раторнинг спектри чекли ва фақат хос қийматлардан 
иборат. Л операторнинг хос қийматларини, карралигини 
эътиборга олмай, а,, аа . . . гг орқалй белгилайлик. Р{
проектор сифатида

А х  =  г(х
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тенгламанннг ечимларидан иборат бўлган қисм фазога 
ортогонал проекниялаш операторини оламиз. Киритилгаи 

«г сонлар ва Р и . . .  , Рг проекторлар теорема- 
нинг шартларини қаноатлантиришини кўрсатамиз.

1) Аниқланишига кўра лар бир-биридан фарқли. Агар
А операторнинг ўз-ўзига қўшма эканлигини ҳисобга ол- 
сак, ушбу

**)=(***/, *,) =  (/*Х1ч ЛГ/) =  (-V;, Дх,) = 7 ^  *;) 
тенгликлардан (бу ерда х ь вектор а;_га мос келувчи хос 
вектор) х {фО бўлгани учун ^  =  а( муносабат келиб 
чиқади. Демак, лар ҳақиқий сонлар,

2) ни кўрсатиш учун ҳар хил хос қийматларга мос 
келувчи хос векторларнинг ўзаро ортогонал эканлигини 
кўрсатиш кифоя. Ҳақиқатан, агар х к ва х^ мос равишда 
турли а, ҳамда а̂  хос Қ1гйматларга мос келувчи хос век- 
торлар бўлса,

0 =  (Ахь агу) — (** А х}) =  (оч — а;) (хь х }\  I ф } .  
Демак, (хп х {) =  0, чунки а̂  ф  а.. Шундай қилиб, /,,_!_ /.у,
1 ф / .

3) Д_ /.у (*' Ф})  бўлгани учун Р. Р} =  Р; 0 (/=#у).
Демак, 9.2- § даги 5- теоремага асосан Я, 4*. . . +  Ял — 
проектор. Р — +  . . . 4 - Рг ф /  деб фараз қилайлик.
У ҳолда Ь =  Л, 0  . . . 0 / . г Равшанки, /. қисм
фазо А операторга ннсбатан инвариант, яъни х £ Ь  му* 
носабатдан Ах  £ I  келиб чиқади. Ҳақиқатан, агард:£/ .

* бўлса, шундай X,, . . .  , Хг сонлар мавжудки,

х  =  Е
/= 1

бу ерда операторнинг ^  га мос келувчи хос век-
тори. У ҳолда

Г  Г

А х  )чА х ( У.̂ а̂ Х̂ £ /..
1—1 1=1

Фаразимизга кўра Ь ф С п. Бундан Ьх ф{$}. Иккинчи 
томондан, Ь~ фазо А операторнинг инвариант қисм фа- 
зоси, чунки ихтиёрий у £ Ь  ва х ^ Ь ^  лар учун ,

(Лл:, у) =  (х, Ау) =  0, яъни А х ^ Ь х .
У ҳолда А \ Ь Х-+Ь± эканлигвдан А операторнинг 

аи ®2» • • • > аг лардан фарқли бўлган хос қийматининг 
мавжудлиги келиб чиқади. Бу эса а,, . . . , аг ларнинг 
танлаб олинишига зид.'
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(
Шундай қилиб, Р, -4- . . . +  Рг =  /.
4) ихтиёрий х £ С п • учун Р{х  = х { деб белгилайлик. 

Равшанки, х {£ 1 {. У ҳолда А х { =  а{х { (/ =  1, г). Агар 
Рх +  . . ,  й- Рг ~  /  тенгликни ҳисобга олсак, #

г г
А х  =  А (Р,д: 4- . .  . 4- Ргх) = 2  =  2  а,х .  =

1=1 1=1

1=1
' яъни

А == а,р , 4- . .  . 4- а гРл.* (1)

Теореманинг 1) —3) шартларини қаиоатлантирувчи 
а,, . . . , ог сонлар ва Р , . . . , Рг проекторлар учун

Л =  Р,
1=1

формула А операторнинг спектрал ёйалмаси дейилади. 
Шундай қилиб, исбот қилинган 1-теорема ўз-ўзига қўш- 
ма онераторнннг спектрал ёйилмасининг мавжудлиги 
ҳақидаги теоремадир. Навбатдаги масала спектрал ёйил- 
манинг ягоналигини исбот қилишдан иборат.

Агар А оператор ва рп(0 — а0 4- а,/ 4- . . . 4- апР,
(а/ € С, I — 1, п) кўпҳад бўлса, у ҳолда 

Рп(А) — V  а\А 4* • . • +
ифода оператор функция (аниқроғн, оператор кўпҳад) 
дейилади. Равшаики, агар А чизиқли бўлса, рп(А) ҳам 
чизиқли. Шу билан бирга рп(А) коэффициентлари ҳақи- 
қий бўлган кўпҳад ва А* =  А бўлса, рп(А) ўз-ўзига 
қўшма оператордир.

г
2- ' т е о р е м а .  Агар Р,- ўз-ўзига қўигма А опе-

1=1
раторнинг спектрал ёйилмаси бўлса, у ҳолда:

1) (а,, . . . .  , аг} тўплам Л операторнинг барча хос 
қийматларидак иборат;.

2) коэффициентлари ҳақиқий бўлган шундай р {(1 ), 
. . .  , рг ( 1)  кўпҳадлар мавжудки, улар учун: 

а) р к(*{ ) — Ък{ (Ък1 — Кронекер символи); . 
б) Рк(А)=^Рк , к =  1, . . . , г.
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И с б о т. 1) 2 а/ Р/ спектрал ёйилма бўлгани учун 
1=1

0-1 сонлар ва Р/ проекторлар 1- теореманинг 1) —4) шарт- 
ларини каноатлантиради. У ҳолда Рк Ф  0, яъни /.* Ф  {0} 
бўлгани учун, ихтиёрий х £ 1 к , х ф О  вектор А опера- 
торнинг а/ га мос келувчи хсс вектори, чунки

А х  вв 2  р 1 X =  *к Рк X = *кх.
/—1

Агар А  операторнинг сонлардаи фаркли
хос қиймати йўқ эканлигини кўрсатсак, 1) исботланган 
бўлади. Фараз қилайлик, X сон А операторнинг хос қий- 
мати ва х  Ф  0 унга мос келувчи хос вектор бўлсин:

г
А х  = 1х =  X 2  Р{ х.

1=1 I
Спектрал ёйилмага кўра

т

А Х  =  2  а1 Р1 Х >

Охирги икки тенгликдан

2 ( Х - а /  )Р1 Х = 0.
*—1 3

Ри • • • » Рг проекторлар ўзаро ортогонал бўлгани учун

|| 2 (>• -=-5 )я, л ||2 = 2 II (>—«,) а «||2=о:1=1 1=1
(2)

Агар л: Ф  6 ва 2  Я/ =  /  эканлигини ҳисобга олсак,
1 = 1

бирор к учун Рк хфО,  (2) га асосан шу к
учун 1  = ак .

2) Ри . . . ,  Рг проекторларнинг ўзаро ортогоналлиги- 
дан фойдалансак,

А>= V2 « ,  я , 2»<  Л  = 2  2 « ,  2  «?я,
1 -1  /  ' 1=1 /  1=1 / - 1  '  •

ва, умуман,

=  2  а«я, (л =  1, 2, . . .)
1=1
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г

йй ҳосил қиламиз. Демак, ҳар қаидай рп(Г) кўпҳад учун

Рп(Л) =  2  Рп(*{ ) Я/ . (3)/=1
Агар

р Ц ( )“  П к=* 1, 2 , ------ г
* 1^к *к Л1

деб олсак,-
/>*(*,) =  V

ва (3) га кўра /?* (Л) == Я* .*
Н а т и ж а .  Ўз-ўзига қўшма оператор.чииг спектрп 

ёйилмаси ягона усул билан ани;<ланзди.
Ихтиёрий Гильберт фазосида аниқлзнган ўз-ўзига 

қўшма оператор учун спектрал теэремзни келтириш 
мақсадида, чекли ўлчам т фазода исбот қилинган

А =  2 * < ^ //—1
спектрал ёйилмани умумлаштириш учун қулай бўлган 
формада ёзамиз. Шу мақсадда қуйидаги белгилаш кири- 
тайлик:

Ек — * * * “Ь Рк , /г =  1, 2, . . .  , г.
Ри • • • > Рг проёктэрлар ўзаро ортогонал бўлгани

учун Е%...........Ег лар ҳам проекторлар бўлади. Агар
Е^ =  0 деб қабул қилсак,

0 =  Я0< £ , < . . . < £ ,  =  /
ва

Я/ =  Е/ — £ /_1§ I =  1, г.
У ҳолда Д олератэрнинг спектрал ёйтмюини ушбу

Д  =  2  а / [ Е/ — * Я /_ Г ]/—1
кўринишда ёки Е{ — £"/—I =  А/ £(х) белгитзшдан сўнг,

Д =  2 « / А Я ( а )  (4)
1=1

кўринишда ёзиш мумкин.
Охирги тенгликка қуйнд1ги!а Т1л <И1 бери п мумкин. 

{ 1 , 2 , . . . ,  г} чеклн т/пл\мд! қнймилфи прзекторлар-
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дан иборат бўлган монотон ўсувчи /Г, функция берил- 
ган, Е{ .функиия ёрдамида

X  ^  ■ • • >
тўпламнинг бир элементли қисм тўпламларида

(а (а, } == А, Я(а) =  Е { —
тенглик оркали аниқланган функцияни аддитивлик бўйи- 
ча X  даги қийматлари оператор бўлган ўлчовгача давом 
эттирамиз. У ҳолда (4) тенгликни Стильтьес интеграли 
кўринишида қуйидагича ёзиш мумкин:

А  =~  ̂ а йЕ (а)
А*

ёки X =* <з(Л) эканлигини ҳисобга олсак,

А =  (л) - (5)
кл)

кўринишда ёза оламиз. Демак, чекли ўлчамли фазода 
ҳар қандай ўз-ўзига қўшма А  оператор учун бирнинг 
шундай ёйилмаси мэвжудки, (5) тенглик ўринли. (5) 
кўринишдаги спектрал ёйилмани ихтиёрий Гильберт фа- 
зосвда ҳам ўринли эканлигини 9.4- § да исбот қиламиз.

9.4- §. Спектрал теорема
V

1 - т е о р е м а. Уз-ўзига ’ қўисма оп ераторнинг
спектри ҳақиқий сонлардан иборат.

И с б о т .  Агар бўлса, X =  а + 1 3 комплекс сон-
нинг (а , р — ҳақиқий сонлар) А оператор учун регуляр 
нуқта эканлигини кўрсатиш кифоя. А  операторнинг ўз- 
ўзига қўшма эканлигига асосан:

\\А -  X/) х | | 2 =  ((А -  а /  -  / р 1)х, ( А ~  т.1 - 1  Ь1)х) =
- |И -  »/)*|Г + имг > р*мг.

Д емак, ( Л — /./) оператор қуйидан чегараланган:

\ \ ( А - и ) х \ \ > т х \ \ .  (1)
А  — X /  операторнинг бутун Н  да аниқланган (А — М)~ 1 
тескариси мавжудлигини кўрсатамиз. Фараз қилайлик, 
/. фазо А — XI операторнинг қийматларидан иборат қисм 
фазо бўлсин. Агар I  қисм фазо Н  нинг ҳамма ерида 
зич бўлса, (/) тенгсизликка к ў р а ( А — л / ) - 1 мавжуд
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бўлиб, у бутун Н  да аниқланган ва чегараланган опера- 
т0р, яъни_Х регуляр нуқтадир.

Энди 1^фН  деб фараз қилайлик. Равшанки, /, .фазо 
д  — /. / оператор учун инвариант қисм фазо. У ҳолда 
ихтиёрий ва учун ўринли бўлган ушбу

{{А - -X/ ) х ,у)  у) — X(*, у) =  (л:, Ау) =
=  Лу) — '• (*, у) == (Х,(А — X /)у) =  0

тенгликдан /^- ҳам А — И  оператор учун * инвариант 
қисм фазо эканлиги келиб чиқади. Фаразимизга кўра
Х ф Н ,  яъни Ь~Ф{В}. Агар, г £ / Л  ва г ф В  бўлса, у 
ҳолда

( А - к / )  г£1:х Л / . =  {б}.

Ҳосил бўлган (А — X 1}х =  0 тенглик (1) га зид. Де- 
мак, 1 ф Н  бўлиши мумкин эмас. Шундай қилиб, ўз- 
ўзига қўшма А  оператор учун

а(Л )е :/? .*

Фараз қилайлик, { £ \} бирор [а} Ь\ сегментда аниқ- 
ланган бирнинг ёйилмаси бўлсин. Маълумки, [а, />{ сег- 
ментда жойлашган [а, р) кўринишдаги барча оралиқлар 
тўплами Н ярим ҳалқани (Колмогоров, Фомин, [2), I боб,
5-§) ташкил қилади. Агар А =  [а, [з)£/? бўлса ушбу

Е (А) =
тенглик билан /? ярим ҳалқада аниқланган оператор 
қийматли функцияни ҳосил қиламиз. Киритилгаи функ- 
ция қуйидаги хоссаларга эга:

1) ихтиёрий Д£/?  учун Е(Д) проектор;
2) £ ( 0 )  =  0;

к
3) агар Д ,̂ . . . , Д* £/?, Д =  II Д / £/? ва Д; П А / = 0к _ I=1

Vўлса, Е  (Д) =  2  Е (А/), яъни Е (Д) функция аддитив.

Ҳақиқатан, I) Е* (Д) =  Е (Д)ва Ег (Д)=/Г(Л),  чунки 
£« £> =  £> Е* =  Ел ;

2) Е ( 0 )  =  Я([а, а)) =  0;
3) Д̂  =  [а„ Р4), Дз =  [а2, Эз) ва Д, П Д2 =  0  бўлсин 

(к = 2 ҳолнн қараяпмиз). Аниқлик учун, Д̂  оралиқ 
Д2 дан чапда ётсин, яъни Э, <  а2. Равшанки, Д̂  у
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бўлиши учун р, =  а2 текглкьғкг б;Ж1[ИЛИИИ ЗЬрурцД 
шарт. У ҳолда

Демак, £  да аникланган £(Д) функция аддитив.
Ҳозиргача биз {£*} бирнинг ёйилмаси /. параметр 

бўйича чапдан узлуксиз эканлигидан фойдаланмадик. 
Куйида шундан фойдаланиб, £(Д) функция учун 3) хос- 
санинг кенгроқ формада ўринли эканлигини кўрсатамиз.

1 - л е м м а .  £(Д) саноқли аддитив (<з-аддитив) функ- 
ция.

И с б о т .  Дарҳақиқат Д̂  =  [а,- , р, ), 1 «  1, 2, . . .  
ихтиёрий иккитаси ўзаро кесишмайдиган оралиқлар сис-

темаси ва Д — [а , )̂ — У Д* € бўлсин. Ихтиёрин п

келиб чиқади (умуман айтгамда, II Д яъни
4 * Т 1 1

£  (0  Дг ) ифода ҳозирча маънога эга эмас). {Д< } ^  ора-

лиқлар ўзаро кесншмайди, демак, {£Г (Д, ) } ^ 2 проектор-
ларнинг ихтиёрий иккитаси ўзаро ортогонзл. У ҳолда 
проекторларнинг хоссасига кўра (9.3- § даги 5- теорема)
п ■ П

2 £ ( Д I ) ҳам проектор. Шундай қилиб, п -> оо д а ^ £ (Д ,)  
1—1 1
монотон ўсувчи проекторлар кетма-кетлиги ва, демак, у 
яқинлашувчидир. Агар (2) тенгсизликда лнмитга (я->-оо)  
ўтсак,

ўринли эканлигини кўрсатсак, лемма исСотланган бўлади.

£  (Д, [} Д2) =  £
=  £(Д ,) +  £ (Д 2).

п
натурал сон учун и Д, сг Д мунссабатдан

л

п

2 ':£ (Д , ) < £ ( Д ) (3)

ни;ҳосил қиламиз.
Агар тескари тенгсизлик

( Д ;» £ ( Д ) (4)
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Равшанки, А =  0  бўлса, Е  (А) =  0 ва (4) тенгеизлик 
5ажарилади. Д ^ 0  ҳолни кўрайлик. Агар Д = [ауў ) ф 0  
5ўлса, а < р  ва а < ў ' < 0 тенгсизликни каноатлантирув- 
:\П р' сон топилади. Ихтиёрий е > 0  берилган бўлсин. 
Й Гильберт фазосидан тайинланган дг0 векторни оламиз.  
е>. бирнинг ёйилмаси <*п нуқтада чапдан узлуксиз бўл- 
гаки учун а < а ^ < а п тенгсизликни қаноатлантирувчи 
шундай а'п мавжудки,

)*о II
п *

п — 1, 2, . . .

тенгсизлик бажарилади. Агар баъзи п лар учун ап — а 
бўлса, \  =  а деб оламиз ва бу ҳолда ҳам (5) тенгсиз-
лик сақланиб қолади. Д^ орқали бўлган ҳолда
(а', ря) интервални ва % = а бўлган ҳолда [а , $п) ора- 
лнқни белгилайлик. У ҳолда { Д ^} ^  оралиқлар [а, Ь\
сегментга нисбатан очи1< тўпламлар системаси ва тузи- 
лишига кўра улар [ а ,  р ' ]  сегментни қоплайди. Демак, 
< Д ;> ^  системадан | а ,  $'] ни қопловчи Д^, . . .  ,
чекли қисм қоплама ажратиб олишимиз мумкин.  Рав- 
шанки, * =  1, к оралиқлар [а, [Г) оралиҳни қоп-I I
лайди. Ҳар бир I =  1, к учун шундай [а^

сралиқлар тандашимиз мумкинки, [а^, £Г) (I =  1, к)I /
оралиқлар системаси ҳам [а, [Г) ни қоплайди ва улар- 
нинг ихтиёрий иккитаси ўзаро кесишмайди. Е  (Д) фуик- 

|циянинг чекли аддитивлиги ва монотонлигини ҳисобга 
ғолсак.5 7I

I £(1*. Р')><2 £(К. О  (6)
> 1= 1  1 1

тенгсизлик келиб чиқади. Иккинчи томондан, [а",»
Э„,1 муносабатдчн £"(1<. ?'„)) ва Е  ( [< ,  3 „ .)/ 

проекторлар учун

^ ( К , -  ? ; ) ) < £ ( ! « ; .  м  (?)

тенгсизликшг ҳосил қилзмиз. (диққат: (7) тенгсизликдан
й # к

? ; . ) ) < 2 ( 1 * ^ ,  у )  тенгсизлик келиб чиқмайди.
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Чуики, [*/, рЯ/) 
бўлгани учун

оралицлар ўзаро

2 ^ ( 1 а
(=1 Ч' 3 ))' п̂ ’ •

кесишиши мумкиц

ифода проектор бўлмаслиги мумкин. Биз „ < *  муноса* 
батни фақат проекторлар учун анйқлаган эдик.

Агар ихтиёрий иккита Рх ва Р2 проектор учун Я ,< Р 2 
эканлигидан барча х £ Н  учун ||Л<1 <  ||Р2<1 тенгсизлик 
келиб чиқишини эсласак, (6) ва (7) тенгсизликлардан 
ушбу натижани ҳосил қиламиз:

ц£([«. р м ? <  р; ) ) * оН2 <

<2 11̂ (1 V  % ) ) * № < 2 1 |£-(К;.I- 1 . •’1' ,„1
Демак,

Ц -  а д р  < 2 |[ ( Я Э_ - £ * „  ) х Л * <
1 -1  "I / п1

<  2 II (£;„ -  £ ■ )х„1|2.л=1 п
Энди (5) тенгсизликдан фойдалансак,

II (Еу -  £>Л* < II2 (£;■„ -  Е., + Е -  Е[) хЛ* <1 п п

< 21|(£»,-й.).«Л* + «->и.
л -1

Бу ерда М  — ўзгармас сон, е ихтиёрий бўлгани учун 
бу муносабатдан

№ ■ ~  £.) *о112 <  2  II (£» . -  £.„) ХЖ  (8)л=1
келиб чиқади. Агар (8) тенгсизликда (чапдан)
бўлса, нинг чапдан узлуксизлигига кўра

\ № ' - £ > ) Х о \ \ '+ ) \ ( Е * - Е а)х0\\К

{Ду} оралиқлар ўзаро кесншмагани учун {£(Д ,)}  
проекторлар бир-Сирига ортогонал. Шунинг учун

£  || ) л-о||а =  Ц £  ^(Д ,
1 («= 1
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рундан ва (8) дан

||£(Д)дсЛ < | | 1 ;£ ( А ,) дг(1||.

х 0( Н  ихтиёрнй бўлгани учун охирги тенгсизликдан 

/Г(Д) ва 2£ (Д .) проекторлар орасида куйндаги муносабат 

ўринли:

(3) ва (9) Дан

£ ( А)= б2£( Л„) .п=1 (9)

«

Е{Ь) = %Е{Ьа)

келиб чиқади.
Я = 1

Н а т и ж а .  £ (А) функция ярим ҳалқада аникланган 
ва қийматлари проекторлардан кЗорат бўлган о-аддитив 
ўлчовдир. #  ярим ҳалқани ўз ичггга олган минимал
о- ҳалқани В орқали белгилайлик. Ҳақиқий ўзгарувчи- 
нинг функ! итлари назарияси курсидан маълумки, В ҳал- 
қа [а, Ь | сегментда жойлашган барча Борель тўплам- 
ларидан н5орат бўлиб, Борель алгебрасини ҳосил қилади.

- Ўқувчига маълум бўлган усул билан /?,ярим ҳалқада 
аниқланган о-аддитиз £(Д) ўлчовни В дгги а- аддитив 
ўлчовгача давом эттириш мумкнн. Мана шу д ав ом  эт- 
тириш натижасида ҳосил бўлган £(Д) ўлчовДЯ х }\ 
бирнинг ёйилмасига мос келувчи спект р и  ўлгое  де- 
йнлади. •

Модомики, спектрал ўлчов тушунчаси киритилган 
экан, табиий равишда шу спектрзл ўлчоз бўйича интег- 
рал тушунчасйни аниқлаш мумкин. Дарҳақиқат,  /(X) 
функция [а , Ь\ еегментда чегараланган ва Борель'снн-
фига тегишли бўлснн. Масалан, [с, й\ сегмеит / ( X)  
функииянинг ўзгариш соҳасини ўз ичига олсин: с 
=^/(Х) [с} с1 \ сегментни с — с0 <  с{ < . . . <.сп ~  й
нуқталар ёрдамида бўлакчаларга бўламиз. /(X) Борель 
синфига тегишли функция бўлгани учун

Д =  {X : <  / 0 ) < С ( } £ I — \, п — 1
ва

Дп =  {X : сп- 1  <с /(д) ^  сп) £ В.

I
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Энди \с0, сх), [си с2,), • ♦ • * [сп- 1 , сп\ бўлакчаларнинг 
ҳар биридан биттадан с\, с'2, . . .  , с'п нуқталарни олиб, 
қуйидаги

1^1
с\ Я(Д/)

(Ю )
йиғиндини тузамиз.

Т а ъ р и ф .  Агар шах |с/_1 — с{ | -* 0  бўлганда Зп опе-
1 < / < л

раторлар кетма-кетлиги с\ иуқталарнинг таилаб олиниш 
усулига боғлиқ бўлмаган ҳолда бирор 5  операторга 
кучли яқинлашса, 5  оператор /(>.) функциядан спектрал 
ўлчов бўйжа олинган интеграл дейилади ва қуйида* 
гича белгғланади:

ь
5  =  |  /(>.) аЕх .

а

1-ибора .  Такинланган л:, у £ # у ч у н  (Е \Х ,у)  ска-
ляр кўпайтма X нинг |а , Ь\ сегментда аниқланган ва
ўзгарйши чегараланган (умуман айтганда, комплекс) функ- 

ь
циясидир ва V (Екх, у) <  ||д:||-||у[|.

а
И с б о т .  | а, Ь\ сегментни чекли сондаги бўлакчалар- 

га бўлиб, ҳосил бўлган ўзаро кесишмайдиган оралиқлар- 
ни Дь Д2, . . .  , Дя орқали белгилаймиз. У ҳолда (Е х ,у)  

функциянинг Д/ оралиқдаги тебраниши |(^(А/)х, у)| 
га тенг. Демак,

V (Ех х,  у) =  $ир 4 1 (£(Д/) х, у ) | <
а /=1

<  зир ||£(Д/ )х ||.||у ||,

бу ерда супремум барча чекли бўлинишлар бўйича оли- 
нади. {£(Д.)} проекторлар ўзаро ортогонал бўлгани учун

| | | £ ( Д ( )х||* =  || 2 £ (Д , )х\\‘ =  ||х|р.

Шундай қилиб,

V (Ек х, у )< 1И М |у ||.*

260 www.ziyouz.com kutubxonasi



(
[ Н а т и ж а .  [а, Ь\ сегментда узлуксиз /(X) функция
фа {£х} бирнинг ёйшгмаси учун барча тайинланган -лг, у £ 
'*£Н ларда ушбу

ь
! ) т  4 ( Е ХХ,  у )
1 а

интеграл мавжуд.
ь

Дарҳақиқат, ] /(/.) й (Екх, у) Стильтьес интеграли
а

бўлиб, унинг мавжудлиги ўқувчига ҳақиқий ўзгарувчи-
нинг функциялари назарияси курсидан маълум ([ҲЎФН],
XI боб, 39- §).

ь
Аслйда ]* /(X) с1 (£ /с , у) интегралнинг мавжуд бўлиши

а
учун функцияга юқорида қўйилган талабни сусайтириш 
мумкин, лекин бизиинг мақсадимиз учун юқоридаги
натижанинг ўзй кифоя.

ь
Энди ]/(/.) у) ифодани х £ Н  ва у £ Н  ларнинг

. а
функиияси сифатида қараймиз, яъни қуйидаги

ь
| / ( Э Д / г , . ) 1 Н Х Н - + С
а

Ь
акслантиришни ўрганамиз. Агар В (х , у) ~  | / ( Х ) / ( £ > ,у )

а
белгилаш киритсак, қуйидаги муиосабатларнинг ўринли 
эканлиги Стильтьес интегралининг хоссаларидан бевосита 
келиб чиқади:

1) В (х, 4- х 2, у)=*В (хи у) В (хъ у);
2) В (ах, у) =  а В (х, у);
3) В (у, х)  =  В (х, у);
4) шундай М  >  0 мавжудки, |/9(л:, у) | <  М  • Цаг|[Х 

X 1|у||, у £ Н .
Мисол учун 4) ни текширайлик. /(X) функция [а , Ь\ 

да узлуксиз бўлгани учун албатта чегараланган:

!/(/.) | < ж .
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У ҳолда
ь ь

11/(X) (1 {Е\ х, у) 1 < М • V  (£\ х, у),
а а

демак, 1-иборага кўра
I В(х, у)1 <  м-1ИМ1уЦ.

Т а ъ р и ф .  1) —4) шартларни қаноатлаиткрувчи икки 
ўзгару вчшш В(х, у) функционал Эрмит формаси де- 
йилади.

2 - и б о р а .  Ихтиёрий Зрмит формаси учун шундай 
ягона Т ўз-ўзига қўшма чегараланган опёратор топила- 
дики, бар ь̂а х, у £ Н  лар учун

В (х, у) =  (Тх, у) (11)
тенглик бажартпади.

И с б о т. Тайинланган у £ Н  учун В (х , у) ифода х  
га нисбатан чегараланган чизиқли функционал. Чизиқли 
функционалнинг умумий кўриниши ҳақидаги Рисс теоре- 
масига кўра ягона г £ Н  топиладики,

В (х, у) =  (х, г), V* 6 Н.
Ҳар бир у £ Н  учун мос қўйилган ягона г £ Н  элементни 

' 2  — Ту орқали белгилаймиз. Равшанки, Т : Н - + Н  чизиқ- 
ли онератор. Агар

IВ(х, у )I =  I(х, Ту ) \ <М- ||х ||• ||у||
тенгсизликда х  =  Ту деб олсак,

|]Гу||2 <  ЛН|Г>'||-Цу||, . ,
ЯЪНИ

||Гу|| С  Л/-||у||,
демак, Т  — чегараланган оператор.

3) шартга кўра

(х, Ту) =  В (.х, у) =  ~В(ўГх) =  (уТТх) =  (Тх, у) =
=  (х, Т*у), у х ,  у £Н,

яъки Т — ўз-ўзига қўшма онератор.
Ниҳоят, (П) тенглнкни қаноатлантирувчи Т оператор- 

нинг ягоналшини кўрсатиш учун тескарисини фараз 
қ илайлик:

В (х, у) =  (Т2х, у) =  ( Г у), ух ,  у £ Н.
2 6 2
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аТг~Т,)х,  У) =  0. •
д гар у=:(Тх — Т?)х де5 олсак, барда х £ Н  учун

||(Г | - Г 2)х || =  0, '
яънй Т \ — Т2 * ^

3 -и б о р а . Ихтнёрнй /(\) ҳақида узлукси? фу нкция 
ь

Д е м а к ,

учун \ П ' ) й Е х чеғараланган чизиқли ва ўз-ўзига қўшма

^оператор.
Г, И с б о т и. Стильтьес интегралининг мзвжудлиги ҳа-
^қидаги теореманинг исботидан фарқ қилмайди.'* ' н

Н ат  иж а■ 1 ^ ўз-ўзига қўшма чегардланган чи-

ииқли оператордир.
I 2 -т е о р е м а  (с п е к т р а л  т е о р е м а ) . Ҳгр қандай 
\ўз-ўзига қўшма чегараланган Т : Н - * Н  чизиқли опе- 
ратпор учун бирор \а, Ь\ сегменшда аниқланган бир- 
нинг шундай {С,} ёйилмаси мавжудки,

Т =  |  )4ЕХ
а

тенглик ўранли. -
И с б о т . 1- теорема ва 9.1-§ даги 1 ва 2 -теоремаларга 

кўра о (Т) ҳақиқий сонлар ўқйда жойлашган компакт 
тўпла-м. С(о(Т)) орқали о (Т) тўплзмдд ани<ланган ҳа- 
қиқий узлуксиз функцйялар фазосини белгшайлик. <3 
эса барча кўпҳадлар тўплами бўлсин. Ихтл^рнй /?(0€Ф  
учун р(Т) оператор кўпҳадни тузиб, ушЗу

(Р (Г) х , у) .
скаляр кўпайтмани кўрамиз. Агар

IIР  (7’)1 1 = гп а х  |/7 (01 (12)

формуладан (б -машққа қаранг) фойддлансак, тайинланган 
х, у $ Н  лар учун (р (Т) х, у) ифода С? да чизиқли 
чегараланган функционал эканлиги келйб чйқади. Вейер* 
штрасс теоремасига кўра ф тўплам С (о(Т)) фазонинг ҳамма 
ерида зич. Демак, тўпламда аниқланган

/(Р) = (Р(Т)х.  у)
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чизиқли чегараланган /  функционални ягона усул бцлан 
С(а(Г)) фазодаги чизиқли чегараланган функционалгача 
давом эттириш мумкин. Шундай қилиб, С(о(Т)) фазодагц 
чизиқли чегараланган функционалшгнг умумий кўринишц 
ҳақидаги Рисс — Марков — Какутани теоремасига кўра, 
(ушбу теоремани Кднторович, Акилов [1] китобининг 
VI боб, 3-§ дан қаранг) о (Т) тўпламнинг барча Борель 
қисм тўпламларида аниқланган шундай ;л(.; х, у) ўлчов 
мавжудки,

(р(Т)х, у) = \р(/.)с1р(>.; х , у)
о(Г)

тенглик ўринли. Агар р(т) == 1 деб олсак, охирги тенг- 
ликдан

| [ 4р(/.;х, у)| =  М«(Г); X, у) | <  1ИГ||у||
о(Г)

тенгсизлик келиб чиқади. Демак, ихтиёрий М сг <з (Г) 
Борель тўплами учун

\?(М; х,  у)|< |М Н |у || (13)
тенгсизлик ўринли (|Д ўлчовнинг монотонлигига асосан).

Энди М  тўпламни тайинланган, х , у £ Н  элементларни 
эса ўзгарувчи ҳисоблаб, ушбу ц (А1; л:, у) ифодани 

чқараймиз. ;х ( М ;  х , у) — Эрмит формаси. Ҳақиқатан,

I) \  Р ('0  й  0 1 у) =  (р (Т) (Хг +  х 2), у) =
о(Г)

~(р(Т)хи  у) + (р(Т)х7, у ) =  [ р  (>0 [н- (>•; *». у) +
о(Т)

-Н А(с у)] 
тенгликдан

;х (/; х х + х 2, у) =  ;Д>.; х х, у) +  р(л; х 2, у),
яъни

(М; х , х 2, у) =  р. (М\ х х, у) + (М\ х 2, у)
келйз чиқади.

2) р, (М\ ах, у) =  а и (М\ х, у) тенглик ҳам шун- 
дай текширилади.

3) ;х (М\ х, у) =  (М; у, х) муносабат эса ушбу
(р(Т)х, у) = (х ,  р(Т)у)  

тенгликнинг 'натижасидир.
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4) (13) тенгопликка кўра р (М; х, у) чегаралангағг. 
Демак, 2- иборлга кўра Эрмнт формасини қуйидаги 

кўринишда ёзиш мумкин:
Р (М\ х, у) =  (Е (М) х, у).

Бу ерда Е(М) — ўз-ўзига қўшма чегараланган опе- 
ратор. Агар р (>.)=1 дееЗ олсак,

(■х , У) - 1 с1р (>•; х, у) =  н- (о(Т); х, у) =  (Е(о (Т)) х,  у),
о(7')

яъни
Е ( о ( Т ) ) =  / .

Энди Е (М) нинг проектор эканлигини кўрсатамиз. 
Шу мақсадда ихтиёрий <7 ( > ) ҳақиқий кўпҳадни олиб, 
қуйидаги ёрдамчи ўлчов тузамиз:

V (М) =  [ ц (/•) ф  (/•; х , у). 
м

У ҳолда р (Т) ва ц (Т) операторларнинг ўзаро коммута- 
; тивлигидан

I |  Р ('•) ^  (>') =  \р (>0 ч (>•) а р(Х; X, у) =
'"(Г) »(Г)

=  (р(Т) д (Т)х, у) =  («7 (Т)р (Т) х, у) =

=  (Р (Т) X, ц ( Т )  у) =  |  р (/.) (1^ ,  х,д(Т)у)
о(7)

келиб чикади. Агар, Е(К) = Е ((— оо, >.)Па(Т)) белгилаш 
киритсак,

[ (>•) =  $р ('■) а(Е(.)х, ? (Т)у).
[ о(7) а(Г)
| Ўлчов иазариясидаги давом эттириш конструкциясидан 
‘ охирги тенгликнинг фақат <7(>.) кўпҳадлар учунгина эмас, 

балки ихтиёрий ҳақиқий чегаралаиган ўлчовли функция- 
лар учун ўрияли эканлиги келиб чиқади. Хусусан, / Д|( а)

функция М тўпламнинг характеристик функцияси бўлса, 

| V (М) =  (>.) Хм (/.)йГ(Е(>.) .V, у) =
о(Т)

, =  (Е (М) х, ц (Т)у) =  (д(Т) Е (М) х, у) =
=  |<7 (к)с1(Е(к)Е(М)х, у).

[ 0(П
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Демак, ихтиёрий М, N  Борель тўпламларн учун

{Е{М П А) х, у )=]*</ {Е(X) х, у) =
мг\*

=  | Хл1 (X) а (£ (>.)х, у ) -  (£ (Л')£ (Л*)х, у)

яънн
Е{М П Л̂ ) =  Е(Л )Е {М).

Агар М  =  ЛА бўлса, £" (УИ) =  (/Г(ЛН)2- Шундай қилиб, 
Е{М) проектор.

Ушбу
{Е(М)х, у) = )х{М\ х, у)

тенгликдан р. ўлчовнинг саноқли аддитивлигн ва про- 
екторларнинг хоссаларига кўра Е(М) нинг санокли адди- 
тивлиги келиб чиқади.

Ниҳоят, Е(1) оператор функция а (Т) тўпламда бир- 
нинг ёйилмаси эканлигини кўрсатсак, спектрал теорема 
исбот қилинган бўлади, чунки

(Тх, у ) =  р ф  (X; х, у )=  [ X а (£'(/)х,  у).
о(Г) с(Г)

Б ў  тенгликдан Е (/.) бирнинг ёйилмаси ва / ( л )  =  Х узлук- 
сиз бўлгани учун ] МЕ(л) мавжуд ва

о(Г)

Т =  |  А <1П (!)
»(Г)

тенглик ўринли.
Е(У) бирнинг ёйилмаси эканлигини кўрсатамиз. Бунинг 

учу.н £(Х) нинг чапдан узлуксиз зканлигини кўрсатиш 
кифоя. Ихтиёрий Х0£о(Т) нуқтада £(>0 —0) мавжуд, 
чунки Е (X) монотон ўсувчи.

Агар <  > а <  . . .  кетма-кетлик Х0 га чапдан яқин-
лашса ва Хй£о(Т) бўлса,

Рч» х0) =  и [>>!, X/).
1—2

Е(М) нинг саноқли аддитивлигига кўра
£(Х0) =  Нш Е (Хл ) =  Е (Х0 — 0).*
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(барча операторлар Гильберт фазосида аниқланган).

1. Агар Л ва В операторларнинг камида биттаси тес- 
кариланувчи бўлса, з(АВ) = о(ВА) эканлигини кўрсатинг.

2. Т операторнинг спектри о(Т) бўлса, Т1 оператор- 
нинг спектрини топинг.

3. Т ~1 — Т* муносабатни қаноатлантирувчи Т опера- 
тор унитпар операшор дейилади. Унитар операторнинг 
спёктри комплекс текисликдзги { г : \г\ =  1} бирлик айла- 
нада ётишлни кўрсатинг.

4. Проекцион операторнинг спектрини топинг.
5. Ўз-ўзига қўшма Т оператор учун

ИЛ1 =  зиР 14 =  Р (Т)

тенглик ўринли эканлигини исбот қилинг.
6. Агар рп (>') ҳақиқий коэффициентли кўпҳад ва Т  

ўз-ўзига қўшма оператор бўлса,

IIРп (Т) II =  хир I Рп (X) I*£а(Г)

муносабатни исбот қилинг.

М А Ш  Қ У  Ч У  Н М А С Л Л А Л А Р
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X  б о б

ТЎЛА УЗЛУКСИЗ ОПЕРАТОРЛАР ВА ИНТЕГРАЛ
ТЕНГЛАМАЛАР

10.1-§. Банах фазоларида тўла узлуксиз операторлар

Банах фазоларндаги чизиқли операторларнинг энг 
муҳим синфларидан бири тўла узлуксиз операторларднр. 
Бундай операторлариинг хоссалари чекли ўлчамли фазо- 
лардаги чизиқли операторларнииг хоссаларига яқин бўл- 
гани сабабли улар яхши ўрганилган синфдир. Шу билан 
бирга тўла узлуксиз операторлар назарияси жуда муҳим 
татбиқларга зга. Бу бобда тўла узлуксиз операторлар 
назариясини ўрганиш билан бирга унинг интеграл тенг- 
ламаларга татбиқларини ҳам келтирамиз.

Т а ъ р и ф . Е  Банах фазосини Ех Банах фазосига акс- 
лантирувчи Т чизиқли оператор Е дагн бирлик шарни 
Ех даги нисбий компакт тўпламга акс эттирса, у ҳолда 
Т тўла узлуксиз (ёки компакт) оператор дейилади.

Демак, =  {х£Ех  ||х|| <  1} бўлса, у ҳолда Т [ 0 )  
тўплам Ех фазонинг компакт қисми бўлади.

Банах фазосида чегараланган тўпламнинг таърифидан 
қуйидаги натижа бевосита келиб чиқади: Т : Е - + Е Х 
чизиқли оператор тўла узлуксиз бўлииш учун их- 
тиёршТ* чегараланган М с : Е тўпламнинг тасвири 
Т(М) нисбий компакт бўлиши зарур ва кифоя.

М и с о л л а р.
1. Чекли ўлчамли Банах фазосида ихтиёрий чизиқлн 

оператор тўла узлуксиздир. Дарҳақиқат, бу оператор 
чегараланган бўлгани учун у ихтиёрий чегараланган 
тўпламни чегараланган тўпламга акс эттиради. Чекли 
ўлчамли фазода эса ихтиёрий чегараланган тўплам нисбий 
компактдир.

2. Банах фазоси чекспз ўлчамли бўлса, узлуксиз 
чизиқли оператор тўла узлуксиз бўлмаслиги ҳам мум- 
кин. Масалан, /2 Гильберт фазосида 1 х —х  бирлик опе- 
раторни оламиз. Равшанки, /  — узлуксиз оператор. Аммо 
/  тўла узлуксиз эмас. Ҳақиқатан, /  оператор Ь\ бирлик 
шарни ўзини-ўзига акс эттиради, 1}х эса нисбий компакт 
эмас. Буни исботлаш учун /2 фазода ортонормал базис 
ҳосил қилувчи {еп системани оламиз. Бу кетма- 
кетлик и л шарда жойлашган ва 1ф'\ учун

||е, — еу|р =  (е, -  ер е, -  е,) =  \\е, |Р +  Цеу|р =  2.
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Демак, {еп кетма-кетликдан яқинлашувчи қисмий
кетма-кетлик ажратиб бўлмайди, яъни II{ — нисбий ком- 
пакт тўплам эмае.

3. Чизиқли узлуксиз Т оператор> Е Банах фазосини 
унинг чекли ўлчамли Е0 қисм фазосига акс эттирса, у 
ҳолда бундай оператор тўла узлуксиз оператордир. 
Ҳақиқатан, Т оператор Е нииг ихтиёрий чегараланган 
М  қисм тўпламини Е0 нинг чегаралаиган ва, демак, 
нисбий компакт (чунки Е0 чекли ўлчамли) қисм-тўплами- 
га акс эттирадн.

/-/ Гнльберт фазосида бирон Н0 қисм фазога проектор 
тўла узлуксиз бўлиши учун Н0 иинг чекли ўлчамлн 
бўлиши зарур ва кифоя.

4. С [а, Ь\ Банах фазосида қуйидаги чизиқли опера- 
торни оламиз:

ь
Тл' =  у (5 )=  | Қ  (х, 1)х(1)сИ.

а

Агар К(з, 1) функция [и ,-6 ]Х [а , Ь\ =  {(5, / ) :  а  <  5 <  6, 
а  <  / <  Ь) квадратда чегараланган ва унинг узилиш 
нуқталари ушбу

1 =  (х), Ь =  1, 2 , . . . , п
эгри чизиқларда жойлашган бўлиб, ср* узлуксиз функ- 
циялар бўлса, у ҳолда Т оператор тўла узлуксиз бўлади.

Бу иборани исботлаймиз. Юқоридаги Т операторнииг 
таърифидан интегралнинг мавжудлнги, яъни у(х) функ- 
циянинг аниқланганлиги бевосита келиб чиқади. /6(5, 1) 
нинг чегараланганлигига асосан

М  « з и р  |К($> / ) |]<  оо.
а<1, з<Ь

\а, ^]Х [и, 6]Гквадратда 6  тўпламни қуйидагича аниқлай- 
миз: агар ($,Д) нуқта учун

V — Ф* (5) I <  12Мп
тенгсизлик камида битта Ь =  1, 2, . . .  , п учун бажа- 
рилса. (х, 1) нуқтани О нинг элеленти  деймиз. Равшан- 
ки, 0  — очиқ тўплам. Эндн ушбу

О (х) = ^  { ( : \ ( -  Ф Д5) | <  =  [а,Ь\

тўпламни оламиз.
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О тў п л а м н и н г [# , 6 ]Х [Д >  6] квадратдаги тўлдирувчц. 
сини Ғ  билан белгилаймиз, яънн

Ғ  — {а, Ь ] Х [ а , Ь ] \ 0 .

Ғ  тўп л ам  ёпи қ (ч у н к и  С  —  очи қ тўпл ам ) ва чегаралац. 
г а н , яъни Ғ  к о м п а к т  тўплам . К {$, / )  ф ун кц и я  Ғ  тўплам - 
да у з л у к с и з  б ўл гани  у ч у н  К ( $ ,  I )  текис у зл у кс и з  (II боб. 
д а ги  К ан то р  теоремасига асосан). Д е м а к , ш ун д ай  8 > о  
м а в ж у д ки ,

|5' -  5"| Ч- Ғ \  <  Ь

т е н гс и з л гк н и  ь.аноатлантирувчи ( 5 ' , / ' ) ,  (5", Ғ ) £ р
н уқтал ар  у ч у н  қуй и д аги  тенгсизли к ўринли: •

1^(5'. -  ^(Л". ^ ) | <

С ў н г  |5/ — 5 " | < 5  м уносабат бажарилганда у ш б у  |у(5/ ) -~  
—  >'(5//)1 қийматни баҳолаймиз:

ь ь

1у($ ')  -  у(5")| =  | 5 /6 (5 ', ( ) х ( * ) ( П  —  ^ К ( 5", 1 )х (1 )й 1 \  <
а а

Ь

<  (|К(5', /) -  К ( $ " ,  ()| • \х (1)\с11.
а

Э нд и  Р  орқали С (5 ')у О (5 " )  тўплам ни белгилаймиз. У  
ҳолда

|у (х ')  -  У(П | <  |  | / ф '  I )  -  К ( К ,  ( )  | . \х(1)\с« +  |  К ( 5 ' ,  0  -
Р  [ а . Ь \ Р  |

— Л(5", 1)\:\х(1)\И.
Р  тўплам  0 ( 5 ')  ва 0 (5 " ) тўпламларнинг йиғиндиси бўл- 
гани  у ч у н  Р  нинг ўл ч о ғи  0 ( 5 ')  ва 0 (5 " ) тўпламларнинг 
ўлчовларининг йиғинднсидан катта  эмас. 0 (5 )  тўплам нинг  
аниқланиш идан кўриниб турибдики, ун и н г ўлчови /(0 (5 ) )  

у ч у н  у ш б у

/ ( 0 ( 5 ) )  < я - 2 -
е е

Т Ш п  Ш

тен гси зл н к ўринли. Д е м а к , Р  нинг ўлчови сондан  

катта  эмас. Ш у н и н г  у ч у н

Г| К ( $ '  > 0  ~~ Ғ ( ь ' \  /)1 -|д ;( /) |* //< т а х |.х ( /) |-2 .Л 1 -
р  . т
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£
ч/ ||х||*1а,&]\Я тўпламда эса 0  -  К{$”, 01 <  - ц ь ^ )  
муяосабат ўринли, демак,

Г|№', 1 ) - К ( * " , ( ) \ - \ х ( 1 ) \ 4 1  <  шах|х(0|Х
;!й.М\Р

х з ? Ь ^ ) - ( * - а ) = Т - М -  .
Ш ун д ай  қйлаб, |5' —  5"| <  5 тентсизликдан

|у(5/) - у ( Л К « |М 1  0 )
муносабат келиб чиқади, яьяи у(5) функдия узлуксиз. 
Демак, Т оператор С\а,Ь\ фазони ўзини-ўзига акс этти- 
ради. Сўнг (1) тенгсизликдан кўриииб туриадики, 
С[а, Ь\ фазода

Ш : !М1 <  1} I
бирлик шарни олсак, у ҳолда ихтиёрий х^И ^  учуи 
|5' — 5"| <  5 бўлганда ушбу

\Тх{з') — Тх{$")\ <  £
тенгсизлик ўринли, яъни {Тх} х^ц, текис даражада уз- 
луксиз функцнялар системаси.

Ниҳоят, х£С/{ учун
ь

|1у|| =  зир |у(5)| <  зир
л С[ а , Ь  1 < ( « . & !

]'|К (5,0Н *(0|Л  я).

яъни {Тх} о\ — текис чегараланган функциялар систе- 
масидир.

28-§ даги Ардела теореиасига асосан {Тх} ^ ^ ^ —
нисбий компакт тўпламдир.

5. Юқоридаги 4- мисолда кўрилган Т операторга қай- 
тиб, /((5,0 функцияни / >  5 бўлганда нолга тенг деб 
оламиз, / < 5  бўлганда эса /(($,0 узлуксиз деб ҳисоб- 
лаймиз. У ҳолда 4-мисолнинг шартлари К ($,0  функция 
учун бажариладн, чунки /((5,0 нинг узилиш нуқталари 
фақат биргина Ь =  5 тўғри чизнқда жойлашган бўлиши 
мумкин.

I > 5  бўлганда К{ 5, мунэсабатнн ҳисобга олсак,

Тх  =  у(5) =  |/С(5, Ь)х{Ь)сЬЬ.
а

Бу оператор яизиқли Вольшерра оиератори дейиладн.
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10. 2-§. Т ўла узлуксиз операторларнинг хоссаларц

Е Банах фазоси бўлиб, {Тп} кетма-кетлик Е нц 
ўзини-ўзига акс эттирувчи чизнқли операторлар кетма. 
кетлиги бўлсин.

1 -тео р ем а . Агар пгўла узлуксиз операторлар. 
нинг {Тп} кегпма-кетлиги бирор Т оператпорга норма 
бўйича яқинлагиса, у ҳолда, Т ҳам тўла узлуксиз 
оператордир.

И с б о т . Е фазодаги бнрлик шардан ихтиёрий {.*„} * 
кетма-кетликни оламиз. Т  операторнинг тўла узлуксиз- 
лигини кўрсатиш учун кетма-кетликдан яқинла-
шувчи бўлган қисм кетма-кетлик ажратиб олиш мум- 
кинлигини кўрсатиш кифоя.

Тх оператор тўла узлуксиз, демақ кетма-
кетликдан .яқинлашувчи

7 > (1>,
қисм кетма-кетликни ажратиб олиш мумкин, бу ерда 
{ХдО} кетма-кетлнк {хп} кетма-кетликнинг қисм кетма-
кетлигидир. Энди {Г2х ^ } ^  кетма-кетликни оламиз.
Г 2 тўла узлуксиз бўлгани сабабли {х(1>} кетма-кетлик- 
дан шундай {х:<2п)} қисм кетма-кетлик ажратиш мумкин-
ки, ушбу

Г2х(2>, Г2х(2>,

' кетма-кетлик яқинлашуйчи бўлади.
Шу тарзда давом эттириб, қуйидаги 

лар системасини ҳосил қиламиз:
* (|> дг(1>^  1 * ^  2 ’ * *
у (2) у(2)л 1 * ^  2 1 * *

кетма-кетлик-

1

Х(*), Х(*),

Бу ерда ҳар бнр кетма-кетлик ўзидан олдинги кетма- 
кетликнинг .қ исм кетма-кетлигидир ва ихтиёрий к учун
<Ть ^я(Л)}л~1 яқинлашувчи кетма-кетликдир. Юқоридаги 
кетма-кетликлар системасидан диагонал элементларни 
олиб, ушбу

у(1) у(-) У(3)л 1 I. л 2 | л з »
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кетма-кетликни ҳосил қиламиз. Ихтиёрий т натурал 
сон учун янги ҳосил бўлган кетма-кетлиқ биринчи т 
тз ҳадни ҳисобга олмаганда

х("г), х<™>, х (/п)
п  >

кетма-кетликнинг қисм кетма-кетлигидир. Демак, ихти- 
ёрий т учун {Ттх (пп>}п“х кетма-кетлик яқинлашувчи. Эн-
ди {Тх1̂ } ^  кетма-кетлик яқинлашувчи эканлигини 
исботлаймиз. Бунинг учун кетма-кетликнинг
фундаментал эканлигини исботлаш кифоя (чунки Е—тў- 
ла фазо).

{л:„} кетма-кетлик бирлик шардан олинганлиги ту- 
файли || х я || <  1 муиосабат ихтиёрий п учун ўринли. {Тк } 
кетма-кетлик Т операторга норма бўйича яқинлашгани 
учун шундай к0 натурал сон мавжудки, ушбу || Т — Ти | |<
<  у  тенгсизлик барча к> к0 учун ўринли.

{^'*,хя,)1я- 1 кетма-кетлик яқинлашувчи бўлгани туфайли, 
у фундаменталдир, яъни шундай N сон мавжудки,
ушбу \\Ткх (г1>— Т^т)\ \ < ^  тенгсизлик ихтиёрий п > N  
ва т >  Агсонлар учун бажарилади. Демак, т, п>>N учун

II Т х у  -  Т х (%>\| <  || Тх<;>- т к х<;>\\ + 1| т к* у  -  т лх<$\\ -н
4 - 1| т к х<%>-Тх(т)II <  IIТ -  п  Ц. \\Х<*>\\ +  £ +  \\Т -  Тк II х

Х \ \ х (̂ \ \< в .

Шундай қилиб, { Т х ^ } ^  яқинлашувчи кетма-кетлик, 
яъни Т—тўла уздуксиз.*

Н а т и ж а .  Нормаланган Ь (Е) фазода тўла узлуксиз 
операторлар ёпиқ қисм фазо ҳосил қилади.

Дарҳақиқат, тўла узлуксиз операторларнинг чизиқли 
комбинацияси ҳам тўла узлуксиэлиги бевосита текши- . 
рилади. Чунки, агар А, Вс^Е^ компакт тўпламлар бўл- 
са, у ҳолда (х, у )~^)х  ф [ху(Х, р£/?) акс эттириш уз- 
луксиз бўлгани сабабли, > А 4- \х.В тўплам ҳам компакт- 
дир. Бу қисм фазонинг оператор нормасига нисбатан 
ёпиқлиги 1-теоремадан келиб чиқади.

2- т е о р е м а .  Т опершпор Е Банах фазосида шўла 
узлуксиз, В эса шу фазода чегаралапган операпюр 
бўлса, у ҳолда ТВ ва ВТ операторлар тўла узлук - 
сиздир.
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И с б о т .  СУ^аЕ бирлпк шар бўлса, у ҳолда В {£/,) 
чегараланган тўпламдир (чунки В — чегараланган опера- 
тор). Демак, ТВ(С1Х) — нисбий компакт тўплам, яъни 
ТВ — тўла узлуксиз. Т  тўла узлуксиз бўлгани учун 
Т ( и х) — нисбий компакт тўплам. В оператор узлуксиз 
бўлгани учун ВТ(их) ҳам нисбий компактдир, яъни ВТ 
тўла узлуксиз оператор.*

Н а т и ж а .  Чексиз ўлчамли нормаланган фазода тўла 
узлуксиз Т  оператор чегараланган тескари операторга 
эга эмас.

Дарҳақиқат, акс ҳолда бирлик оператор /  =  71"*1 Т 
тўла узлуксиз бўлар эди. Демак, чексиз ўлчамли фа- 
зода бирлик шар нисбий компакт тўплам бўлар эди. 
Бу эса қуйидаги леммага зид.

Л е м м а. (Ф. Р и с с  л е м м а с и ) .  Нормаланган чексиз 
ўлчамли Е  фазода чизицли эркли х х, х 2, . . . , х п, . . . 
элементларни олиб, Еп орқали х х, х г, , х п эле- 
ментларнинг чизиқли қобиғини белгилаймиз. У ҳолда 
қунидаги шартларни қаноатлантирувчи у,, у2, • . . , уп, ... 
кетма-кетлик мавжуд:

1)1|уЛ = 1 .  2) уп£Еп, 3) р(у„, £■„_,) > Д ,  бу ерда 
Р ( у =  1п!  || у п — х  ||.

И с б о т .  у, с и ф а т и д а в е к т о р н и  оламиз; {х п} сис-
11-̂ 111 —

тема чизиқли эркли бўлгани учун д;л Ихтиёрий
чекли ўлчамли қисм фазо ёпиқ бўлгани туфайли
Р(*«. 0.

• Еп—Х фазодан \\хп — х 0|| <  2• я шартни қаноатлантирув- 
чи х 0 векторни танлаб оламиз (1п! нинг хоссаларига
асосан). Энди уп =  — гт,£Еп векторни оламиз. Унинг

\\х п— ■*о11
учун 1) ва 2) шартларнинг бажарилиши равшан. Ушбу
« =  Р (х„,  Еп- 1) =  *п!||хя — х\\ =  1пЧК “  *о) — (х — х 0)||

' Р(*л *0. ^п — \ *о) Р (*я *о» Еп—1)
муносабатга асосан

Р (У„у Е„ Х„~Х 0
11-*«—  Х » \\

р(хп — Хо, Еп-  т) ^  
\\хп —  *о11

Демак, уа вектор учун 3) шарт ҳам бажарилади.*
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Леммадан кўриниб турибдики, чексиз ўлчамли норма-
ланган фазонинг бирлик шарида У//)в |1ул—»— У«||>1

тенгсизликни қаноатлантирадиган (Уя)".,! кетма-кет- 
дик мавжуд, яъни бирлик шар нисбий компакт тўплам 
эмас.

3- т е о р е м а. Е, Ғ Банах фазолари бўлсин. Т:Е^Ғ- 
яизиқли оператор гпўла узлуксиз бўлииш учун унинг 
қўшма оператори Т * : Ғ' -*• Е' тўла узлуксиз бўлиши 
зарур ва кифоядир.

И с б о т .  Т:Е-+Ғ  тўла узлуксиз оператор бўлсин 
Ғ' фазонинг бирлик шаридан бирор {уя} кетма-кетликни 
оламиз. Ғ фаэода / п чизиқли функционални куйидагича 
аниклаймиз:

/ Я{Х) =  <  Х,У„>,  Х£Ғ.
Равшанки, {/„} тўплам ҳар бир х£Ғ нуқтада чегара- 

ланган: \ /п{х) \ <  ||л:1|.
. Ушбу \/п {х) — / п {х0) I <  || х  — лг0|| тенгсизликдаи { /}  

системанинг текис даражада узлуксизлиги келиб чиқади.
//, тўплам Е фазодаги бирлнк шар бўлса, Т (£/,) тўп- 

лам Ғ фазода нисбий компактдир. Демак, {г‘ч} функци-
оналлар системаси Т ((/,) компакт тўпламда текис дара- 
жада узлуксиз ва унинг ҳар бир нуқтясида бу система 
биргаликда чегараланган. Асколи теоремасига (4.1- §,
3-теорема) асосан Т(б/,) тўпламда текис яқинлашувчи 
бўлган {/„} қисм кетма-кетлик мавжуд. Ушбу

¥*У„Г Т*уг1\\=\\Т*(у„ - у г() | |= |и р |< х >Г*(у„(- у „ , ) > | =  

=  яир| <  Тх, у„: — уП1> I =  8 и р |/пАТх)— / п,(Тх)\— ► 0
1Л—°°

муносабатлардан {Т*уп1} кетма-кетликнинг фундаментал- 
лиги келиб чиқади. Е' тўла бўлгани учун {Т*уП1} яқин- 
лашувчи, яъни Т * — тўла узлуксив.

Т* тўла узлуксиз бўлса, Т ҳам тўла узлуксиз бў- 
лиши шунга ўхшаш исботланади.*

Параграфни тўла узлуксиз операторларнинг хос қий- 
матларини ўрганиш билан якунлаймиз. Т х ~ ) х  тенгла- 
мани оламиз.

4- т е о р е м а .  Е Банах фазосида аницланган тўла  
узлуксиз Т оператор ва ихтиёрий мусбат 8 сон бе~
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рилгаи бўлсин. Т операторнинг абсолют қиймати 
Ь дан катта бўлган хос қийматларидан иборат 
тўпламни  дз билан белгилаймиз. У ҳолда д 8 нинг 
элементларига мос келувчи чизиқли эркли хос век- 
торларнинг сони чеклидир.

И с б о т .  Дг тўпламдан бирор
 ̂11 *'2» • • • , ^п * • ♦ •

кетма-кетлик танлаб оламиз (улар орасида тенглари ҳам 
бўлиши мумкин), яъни ҳар бир кп сон Т нинг хос қий- 
мати ва |ая | > 8 . Энди уларга мос келувчи х и х 2, ..., х я, ... 
хос векторларнинг чизиқлн эрклиларининг сони чексиз 
деб фараз қилайлик. Еп орқали х {, х<>, . . .  , х п вектор- 
ларнинг чизиқли қобиғини белгилаймиз. Юқоридаги 
Ф. Рисс леммасига асосан ушбу

1) IIУпII =  1, 2) у„$Еп, 3 )р{уп, Еа_г) = тЦ\уп — х\\ >  ~X £ Ғ X,С СП-1
шартларни қаноатлантирувчи кетма-кетлик мав-
жуд. Ихтиёрий п натурал сон учуи ушбу

II '̂П |1 I I I I ^  &

муносабатлар ўринли, яъни чегараланган кетма-кет-

лик. Т тўла узлуксиз бўлгани учун { г ^ ) } ”̂  кетма-кет-
ликдан яқинлашувчи қисм кетма-кетликни ажратиб олиш 
мумкин.

Сўнгра у п£Еп бўлгани учун уп =  2 * *  х м • Бундан

т (г) -  2  = 2 ^  *= 2п *=1 л Г-1 Л I кп
Бу ерда

л -1

1 •

Демак, ихтиёрий /?,<7(р><7) натурал сонлар учун 
ушбу

II т  (^) -  Т  II =  II У „  +  г, -  (у, +  г ,  ) II =  II У р  - 0 1  +

"4" £<7 || >  ~2
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тенгсизлик ўринли (чунки уя -\-гч — гр ^Ер^{). Яъни
|Г ( ^ ) )  кетма-кетликдан ҳеч қандай яқинлашувчи қисм
кетма-кетликни ажратиб олиш мумкин эмас. Бу эса 
зиддиятга олиб келади. Шунинг учун х и х г% . . .  , х п. . . .  
векторлар системасининг фақат чекли қисмигина чизиқли 
эркли бўлиши мумкин.*

1- н а т и ж а .  Банах фазосидаги тўла узлуксиз опе- 
раторнинг нолдан фарқли хос қийматига мос келувчи 
чизиқли эркли хос векгорларинииг сони чеклидир.

2- н а т и ж а .  Ихтиёрий тўла узлуксиз оператор учун 
Дг тўплам чеклидир.

Хусусан, Банах фазосидаги тўла узлуксиз оператор- 
нинг хос қийматларининг сони кўпи билан саноқлидир 
ва улариинг модулларши камайиш тартибида ёзиш 
мумкии:

| > ч 1 > М >  . . .  > IК I>  . . . .
Агар бу гкетма-кетлик чексиз бўлса, у нолга инти- 

лади.

10.3- §. Гильберт фазосида тўла узлуксиз опера-
торлар

Гильберт фазосидаги тўла узлуксиз операторлар кўп- 
гина қўшимча хоссаларга эгадир. Бунда Гильберт фазоси 
ўз-ўзига қўшма фазо эканлиги катта роль ўйнайди. 
Қуйидаги теоремадаи Гильберт фазосида тўла узлуксиз 
операторнинг бошқа тенг кучли таърифи келиб чиқади. 
Бу параграфда Н  сепарабел Гильберт фазоси деб фараз 
қиламиз.

1- т е о р е м а .  Н Гильберт фазосидаги Т опера- 
тор тўла узлуксиз бўлииш учун у ихтиёрий суст 
яцинлашувчи кетма-кетликни кучли яқинлашувчи 
кетма-кетликка акс эттириши зарур ва кифоядир.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Т:Н-+Н тўла узЛуксиз опе- 
ратор бўлиб, {дс„} кетма-кетлик х£Н  элементга суст 
яқинлашувчи бўлсин. У ҳолда {х „} кетма-кетлик норма 
бўйича чегаралаиган (8.3- §, 1- теорема), демак, {Гхп} 
кетма-кетлик нисбий компактдир, яъни унинг ихтиёрий 
чексиз қисмидан кучли яқинлашувчи қисм кетма-кетлик 
танлаб олиш мумкин.

Т узлуксиз бўлгани учун {Тхп} кетма-кетлик Тх  
элементга суст яқинлашувчидир, яъни {Тхп} кетма-кет-
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лик фақатгина ягона лнмиг нуқтага эга. Демак, {Т хп} 
кетма*кетлик Тх  элементга кучли яқинлашувчидир, аке 
ҳолда Тх  дан фарқли нуқтага кучли (ва демак, суст) 
яқинлашувчи қисм кетма-кетлик танлаб олиш мумкин бў* 
лар эдн.

К и ф о я л и г и .  Т оператор ихтиёрий суст яқинлашув- 
чи кетма-кетликни кучли яқннлашувчи кетма-кетликка 
акс эттирсин деб фараз қилайлик. Бирор чексиз М тўп- 
лам Н фазода чегараланган бўлса, 8.4- § даги 2- теоре- 
манинг натижасига асосан ундаги ихтиёрий чексиз 
тўпламдан суст яқинлашувчи кетма-кетлик ажратиш 
мумкин. Фаразимизга асосан бу суст яқинлашувчи кетма- 
кетликни Т оператор кучли яқивлашувчи кетма-кетликка 
акс эттиради, яъни Т(М) — нисбий компакт тўплам.*

Н а т и ж а .  Т : Н-+Н оператор тўла узлуксиз, {х п} 
кетма-кетлик х  элементга суст яқинлашувчи бўлсин. 
У ҳолда -
• (Тхп, х„) ^  (Тх, х).

И с б о т .  Ихтиёрий п натурал сон учун
( Т х а, х п,)— (7Х  х)\ <  | (Тх.п х п) -  (Тх, х п) \+ \  (Тх, х п) -  

— (Тх, х) | =  | (Тхп -  Тх, х п) | -Н  (Тх, х п — х) | <
<  II х п || • II Тха -  Тх  || +  | (Тх, х п — х) |.

1- теоремага асосан X ,} кетма-кетлик х  га суст яқин- 
лашгани учун {Тхп} кетма-кетлик Тх  га куччи яқинла- 
шади, яъни || Тхн — Тх\\ -> 0  ва 8.3- § даги 1- теоремага 
асосан ( |ял || чегараланганлиги сабабли ||дсл |( • \| Т хп — 
— Тд:|)-»-0. {хп} кетма-кетлик х  га суст яқинлашишини 
ҳисобга олсак, ихтиёрий у£Н учун |(у, х п — л:)| ->»0; хусу- 
сан, |(Тх, х п — *)|->-0. Демак, .

\(Тхп. х п) — (Тх, х )|-> 0 .*

Эндн биз ўз-ўзига қўшма бўлган тўла узлуксиз опе- 
раторларни батафсилроқ ўрганамиз. Хусусан, бундай 
операторлар учун чизиқли алгебра курсидан маълум бўл- 
ган матрицаларни диагонал кўринишга келтириш теорема- 
сига ўхшаш теоремани исботлаймиз. Аввал қуйидаги ^икки 
леммани келтирамиз.

1- л е мма .  Н  комплекс Гильберт фазоси бўлиб, Т  
ундаги ўз-ўзига қўшма бўлган оператор бўлсин. У ҳолда 
бу операторнинг хос қийматлари ҳақиқий бўлиб, ҳар хил 
хос қийматларга мос келувчи хос векторлар ортогонал- 
дир.
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У

И с б о т .  ><С сон Т оператор учун хос қиймат бўлса, 
ҳолда

Тх  =  )х , х ф 9 ,
демак,

X (л:, х) =  (Т х , лс) =  (х, Т х) =  (л:, X л:) =  Х(л:, лс),

бу ерда (л:, л:) =  ||л: ||3 Ф  0 бўлгани учун X =  X, яъни X — 
ҳақиқий сон.

Энди X, {д. (Х=^{а) сонлар Т  операторнинг хос қиймат- 
лари бўлиб, л: ва у мос равишда уларнинг хос вектор- 
лари бўлсин. Бу ҳолда

Ь(х, у) =  (Тх, у) =  (х, Ту) =  (х, |»у) =  у.(х, у),
бўлгани учун (х, у) =  0, яъни д:Х  у.»

2- л е м м а .  Т  ўз-ўзига қўшма чегараланган чизиқли 
оператор ва С}(х) — (Тх,х)  бўлсин. Агар ушбу

М 2 (* )М (Г * ,* ) | '
функционал бирлик шарнинг х 0 нуқтасида максимумга 
зга бўлса, у ҳолда

(*о, х) = 0
муносабатдан (Тх0, л:) =  (л:0, Тх) =  0 тенглик келиб чи- 
қади.

И с б о т .  Равшанки, ||л:0|1 = 1 . Дарҳақиқат, агар 
\\хь\\ <  1 бўлса, у ҳолда

№ х о \ | _|/ 'р х о х о __  *
1 к о 1 Г  к  П * .1 П 1  * о 1 г  1 М 1

> ( |  Тх0, л:0)| =  1 Р (л г0)|

1(7* о» *о )1  >

муносабат |<5(л:0)| максимал қиймат эканлигига
эди (чунки л0 

\\*о II
а — ихтиёрий ҳақиқий сон бўлсин. Ушбу

зид бўлар*

_ Хр 4- дҳ
У ~  У1+а*  || дгЦ'-'

элементни олсак, ||л:0|| =  1 ва (л:0, л:) =  0 бўлгани сабабли 
|| у || =  1. Энди

0  (у) =  ! +  |01|1[)Х||7 [<?(*(!) +  2оКе(Гл:0, х) +_а2<Э (л)| 

эканлигини ҳисоблаш осон, бу ерда Ре(Гл:0, л:) сон (Тх0> х)
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иинг ҳақиқий қисми. Олингаи а сон чексиз кичик бўл- 
ганда '

д  (у) =  (*0) +  2аКе (Тх0, х) + 0  (а2).
Бу муносабатдан кўриниб турнбдики, агар {Тх[и х) =£ о 
бўлса, у ҳолда а соннинг модулини ўзгартирмаган ҳолдд 
ишорасини шундайтанлаш мумкннки, |<5(у)| >|<3(>:а)) тенг- 
сизлик бажарилади. Бу эса | ^  (д:0)| нинг максимал экан- 

. лигига зид. Демак, (Тх0, х) — 0.*
2- теорема.  (Гильберт-Шмидт теоремаси) Н Гиль- 

бергп фазосида тўла узлуксиз ўз-ўзига қўтма чизиқли 
Т оператор берилган бўлиб, {лД унинг барча хос қий- 
магплари бўлсин. Н  фазсда шу хос қиймапгларга мос 
келувчи хос векторлардан иборат шундай ортонор- 
мал {срД система мавжудки, ихтиёрий х£Н элемент 
ушбу

х  =  +  ( 1)
. к

кўринишда ягона усулда ёйилади, бу ерда х^кегГ, 
яъни Тх'  =  б.

Агар шу билан бирга {<ря}' чексиз система бўлса, 
у ҳолда Нш Хя =  0.

. Исбот .  Хос қийматлардан иборат {Хл} кетма-кетликни 
абсолют қиймати камайиши тартибида ёзиб: | Х4| ^ }Х2|
>  . . .  >  |>.л| > - . . . ,  буларга мос равишда {?„} систе- 
мани индукция бўйича қуйидзгича тузамиз.

2- леммадаги
. 10(*)| =  \{Тх,х)\ -

функционални олиб, уни бирлик шарда максимумга эри- 
шишини исботлаймиз. Ушбу

А  =  5 и р \ ( Т х ,  х ) \
1̂ 1 < 1

белгилашни киритсак, у ҳолда супремумнинг хоссасига 
асосан шундай 1

, х ,̂ . . . , х  п, . . ,  II х  п || < 1, /£ =  1,2, 3, . . .  
кетма-кетлик мавжудки, .

Пш|(Гхл, * « ) |^ Д .
П+- о»
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Бирлик шар суст компакт бўлгани сабабли (8.4-§ даги ' 
■ 2- теорема) {хп} кетма-кетликдан бирор у£/У элементга
суст яқинлашувчи 1х,, I қисм кетма-кетликни ажратнш

I АI
мумкин. 8.4- §, 2- теорема исботининг б) қнсмига асосан 
||у|| <  1. 1- теореманинг натижасига асосан

\(Т х пк, *»*)1 =  |(Гу, у)|,
к  - * о о

демак, |<Ту,у)| =  д .
Кўриниб турибдики, ||у|| — 1, акс қолда (яъни ||у|| <  1 

бўлса) у' == элемент бирлик шарнинг элементи бўлиб,

1
{Ту',у')\>  Д зиддият ҳосил бўлар эди.

Энди <р, сифатида шу у элементни олиб, унинг Т 
)ператор учун хос вектор эканлигини кўрсатамиз. Бунинг 
^чун элементнинг (Х<р,}л£С ва {Х<р,}^с Кисм Фа3°г

гар бўйича ортогонал ёйилмасини оламиз, яъни
Гср! =>.?, -К <}>,;

бу ерда _1_ ср}. 2- леммага асосан Туи демак, =  0. 
Бундан

Гср) =  >.(?!

ва
|Т>1» ?1)1 =  ?|)| =  !М II 11?11Р =  Н

бўлгани сабабли |Х| =  д; абсолют қинмат бўйича энг 
; катта хос қиимат X, бўлгани учун ХвХ,.  Шундай қилнб, 

7>, =>.,(?! ва |Х,| =  д .
Энди >4, Х2, . . . , Хя хос қийматларга мос келувчи 

I ? 1> ?2, . .  . , <р„ хос векторлар топилгандеб фараз қилай- 
; лик. Бу векторларнинг чизиқли қобиғини Л1а билан бел- 

гилаймиз. Ушбу \(Тх, х)| функционални М-- қисм фазо-
? нинг бирлик шар г̂да кўрамиз. Мп қисм фазо ўз-ўзига 

Кўшма Т операторга нисбатан инвариант бўлгани учун 
М^  қисм фазо ҳам инвариантдир. Юқоридаги мулоҳазани

1
М±- қисм фазога қўлласак, М- қисм фазода Т оператор-
нииг срл+1 хос вектори топилади.

Энди икки ҳол бўлиши мумкин:
1) бирор «у қадамдан сўнг ҳосил бўлган М^  қисм

фазодагн ихтиёрий х  учун
(Тх} х) =  0;
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2) ихтиёрий п учун (Тхух)=£0 шартни қаноатланти- 
рувчи х£М± элемент мавжуд.

Бириичи ҳолда 2- леммага аеосан (Тх,х) =  0 муноса- 
батдан (Т х .Т х)^О  тенглик келиб чиқади (чунки бу 
ҳолда леммадаги х 0 сифатида ихтиёрий х ^ М 1 элементни 
олиш мумкин). Демак, ихтиёрий учун Тх  =  0, яъни
М 1 қисм фазо Х =  0 хос қийматга мос келувчи хос век- 
торлардан иборат, яъни {сря} система чеклидир.

Иккинчи ҳолда чексиз {сря} система ҳосил бўлиб, 
уларга мос келувчи Хй сонлар нолдан фарқлидир. Энди 
ушбу ПтХл =  0 муносабатни иеботлаймиз. Ихтиёрий л*

элемент учун сп =  (л, срл) сонлар х  элементнинг {срп} 
ортонормал системаси бўйича Фурье коэффициентлари бўл-

гани сабабли яқинлашувчи қатордкр. Хусусан, их-
л=1

тиёрий х  элемент учун (л, срл) 0. Демак, {фл} кетма-

кетлнк б. элементга суст яқинлашувчидир. 1- теоремага 
асосан (7̂ срл} кетма-кетлик 0 элементга норма бўйича 
яқинлашади, яъни || Гсрл || =  || Хл <рл || =  | Хл | — ►О. Ниҳоят,

Л -+ оо

(1) ёйилмани исботлаймиз.
М орқали ср,, <р2, . . .  , ?л, . . .  векторларнинг чизиқли

оо
қобиғининг ёпилмасини белгилаймнз. Бунда М 1 =  ПЛ/Л *

п—\
Равшанки, ҳар қандай п учун М-^-сМ1. Демак, ихтиё- 
рий х ^ М 1 (х' Ф  0) ва п учун

\(Тх\ х')\ =  |(Г  1̂ 1|) | . | |Л'Ц! <  ™Х£|(Гу, у)| . | |* ' | |

* *  (■ 1 | | * Т *
Бунда п ихтиёрйй бўлгани ва Хл-*-0 туфайли

( Т х \х ' )  =  0.

2 __

Сўнг 2- леммани М 1 қисм фазога қўлласак, юқоридаги 
муносабатдан (Т х \  Тх')  =  0 тенглик, яъни Тх'  =  0 келиб 
чиқади. Демак, Ж^ с г к е г Г .  Бундан, бевосита кўриниб 
турибдики, ихтиёрий х  вектор ушбу

оо

X ? к - г х ',х '^ к е 1 Т
к— 1
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кўринишга эгадкр. Бу ерда гд коэффиндентлар ягона ра- 
вншда топилиши {?*} системанинг М фазода ортогокал 
базислигидан келиб чиқади, бундан эса х '  ҳам ягоналиги 
кўриниб турибди.*

Исботланган теорема кейинги параграфларда кўрила- 
диган интеграл тенгламалар назариясида жуда муҳим 
роль ўйнайди.

10.4-§. Чизиқли интеграл тенгламалар

Функционал фазода (масалан, С[ауЬХ £ 2 С2[а>Ь]) 
л тенглама берилган бўлиб, номаълум элемент функциядан 

иборат бўлса, бундай тенглама функционал тенглама 
дейилади. Агар функционал тенгламада номаълум функ- 
ция интеграл остида бўлса, у ҳолда тенглама интеграл 
тенглама деҒилади. Масалан, ушбу

* (5) -  //С(5. *)* (<р (0, №
а

тенглама ср га нисбатан интеграл тенгламадир, бу ерда 
/С(5, 0, £($,0 — берилган функциялар.

Интеграл тенгламадаги ифода номаълум функцияга 
нисбатан чизиқли бўлган ҳолда тенглама чизиқли ин- 
теграл тенглама дейилади.

Қуйидаги тенгламалар чизиқли интеграл тенгламалар- 
га мисолдир:

|  К  ( ,̂ 0 ф(0 М  +  Л 5) =  0, (1)

? (5) =  |  К ( $ , 0ч> ( 0  Л1 +  / ( $ ) ,  (2)
а

бу ерда ср — номаълум функция, /С($, 0 ва / ( 5)-—маълум 
функциялар, (1) ва (2) тенгламалар мос равишда биринш 
ва иккинчи тур Фредгольм тенгламалари дейилади.

Хусусан, Қ(5, 1) функция I >  5 қийматлар учун ушбу
К(5, /) =  0

шартни қаноатлантирса, у ҳолда (1) ва (2) тенгламалар 
мос равишда ушбу

.л

1 А'(?, 0 < р (О Л + /(* ) = 0. (3)
/  а

?($) =  |/С (5 , 0 ? ( 0 ^  +  /($ )  — (4)
«
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кўринишларга эга бўлади. Бундай тенгламалар биринки 
ва иккинчи тур Вольтерра тенгламалари дейилади. 
Вольтерра тенгламалари Фредгольм тенгламаларининг 
хусусий ҳоли бўлса-да, улар алоҳида ўрганилади, чунки 
Вольтерра тенгламалари ўзнга хос бўлган хоссаларга эга.

Агар (1), (2), (3), (4) тенгламаларда ? функция нолга 
тенг бўлса, бу тенгламалар бир жинсли дейилади.

М и с о л .  Ушбу

тенглама Абель тенгламаси декилади.
Бу тенглама Вольтерра тенгламасининг хусусий ҳоли 

бўлиб, 1823 йилда Н. Абель томонидан кўрилган.
Биринчи тур Фредгольм тенгламаларини ўрганиш 

• иккинчи тур тенгламаларга қараганда анча қийинроқ. 
Масалан, бундай тенгламалар ҳар доим ечнмга эга бў- 
лавермайди.

Мисол сифатида ушбу

тенгламани С[а, 61 фазода кўрсак, бу тенглама биринчи 
тур Фредгольм тенгламаси бўлиб, унда

Агар /  функцйй ҳосилага эга бўлса, у ҳолда, равшанки, 
9 ($) =  / '  (х) функция тенгламанинг ечимидир. Акс ҳолда 
бу тенглама ечимга эга эмас.

Иккинчи тур Фредгольм тенгламалари кенгроқ ўрга- 
нилган.

Биз қуйида Фредгольм тенгламаларини текширишга 
ҳозиргача баён қилинган функционал анализ элементла- 
рини, хусусан Гильберт — Шмидт назариясини татбиқ 
қиламиз.

Г2 [а, 6] комплекс фазода иккннчи тур Фредгольм 
тенгламаси, яъни (2) тенгламани оламиз. Бу тенгламада 
/(з) маълум ва ?($) номаълум функциялар бўлиб, улар 
С2 [а, Ь) фазонинг элементларидир.

т  =  [т 3̂  л  ( 0 <  « <  1. /(0 )  =  0)
о и  “  ч

х
/ ( 5 ) =

0
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(5)

Бу тенгламага 1г [а, Ь] фазода аникланган

Ў =  т? =  ] К 0  ? (*№

Фредгольм операторини мос қўямиз (7.3- §).
Агар К($, I) функция [а, £] X [а, £] гўпламда қва- 

драти билан жамланувчи, яъни
о ь

§  ) | К  ($, 0  |2 й$(11 <  оо (6)
о а

бўлса, у ГиЛьберт — Шмпдт ўзаги, унга мос Т опера- 
тор эса Гильберт—Шмидт оператори дейилади.

1- т е оре м а. Гильберт—Шмидт оиератора Т2 [а,Ь] 
фазода %тўла узлуксиз бўлиб, унинг нормаси қуйидаги 
тенгсизликни қаноатлантиради:

II Я | / ь ь

п
а а

Қ  (5, /) |2 й$ (И. V)

Ис б о т .  Т оператор Г2 [а, Ь] фазс\ца чегараланган ва 
унинг нормаси (7) шартни қаноатлантириши 7.3- § даги
7- мисолда кўрсатилган эди. ЭнДи фақат унииг тўла уз- 
лукснз эканлигини исботласак кифоя.

Бирор {фя} система Ь> [а, Ь] фазода тўла ортогонал 
бўлсин. У ҳолда (4.5- § даги 4- мисолга асосан) {фт (э) 

(0) кўпайтмалар системаси (й) фазода ортогонал 
система ташкил қилади (эслатамиз: 0 = [ а ,  Ь]У[а,Ь]) 
Демак, ушб.у

оо

К  (5, 0  =  2  О-тп 'К (0  Фя (0
п, т=1

ёйилма ўринлидир. Қуйидаги функциялар кетма-кетлигини 
қарайлик:

Д'
К х  (-5, 0 — 21 ^тп '^т ($) '\а (0 *

т, я=1

Бу ўзакка мос Фредгольм операторини билан белги- 
лаймиз. Равшанки, Ту оператор тўла ўзлуксиз, чунки 
у 12 [а, Ь] фазони чекли ўлчамли қисм фазога акс этти- 
ради.
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Ҳациқатан, ихтиёрий <р £ [я, учун
*

(5» 0  ?(/)<*/ =  
а

N Ь .

=  2  а т/|ф л1^)1?(0ф я ( 0 ^  =
т,п—1 а

N  N

=  21 (^) 2< ^тп *
ш = 1 п=1

Ь • ' ‘

бу ерда 6„ =  |  9(0 Ф „ (0 ^ - ' •
а ‘

Демак, Гу оператор /.2 [а, 6] фазони <]>,, й>2* • • • ,
функцияяарнинг чизиқли қобиғи бўлган чекли ўлчамли 
фазога акс эттиради. ,

Таърифга асосан, /С^ (5, 0  функциялар ЛГ(5, /) функ-
циянинг (Фш (^) фя (0) система бўйича Фурье қаторининг 
хусусий йигиндиларидан иборат. Шу туфайли N-+- х> да 

ь ь ■*
|  |  | К(5, 0  — А"у(5, /)|2 й$(И —•> 0.
а а

Энди (7) тенгсизликни Т — Т N  операторга қўлласак,

II т -  Г..|| < V  и
г а а

Қ ( 8 ,  / ) - /С д ,($ ,  0 1 * *  ш - >  о

муносабатга келамиз. Шуидай қилиб, тўла уз-
луксиз операторлар кетма-кетлиги норма бўйича Т опе- 
раторга яқинлашади. 10.2- § даги 1- теоремага асосан Т 
.ҳам тўла узлуксиз.*

Н а т и ж а. Ихтиёрий Гильберт — Шмидт оператори 
чекли ўлчамли операторларнинг норма бўйича лимитидир.

Гильберт фазосида қўшма операторларни ўргангани- 
мизда К  (/, $) ўзакли Фредгольм оператори учун қўшма
операторнинг ўзаги К  (5, /) бўлишини кўрсатган эдик. 
Хусусан (5) формула билан аниқланган Т оператор ўз- 
ўзига қўшма бўлиши учун .

/((5 , /) =  /(( / , 5) . (8)
тенглик зарур ва кифоядир. (8) шартни қаноатлантирувчи 
ўзаклар симметприк ўзаклар  дейилади.
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Эндн (8) шартни қаноатлантирувчи ўзакли тенгламани 
ўрганамкз. Юқорида айтилганидек, бу қолда

ь

а

оператор ўз-ўзига қўшма тўла' узлуксиз оператор. Де- 
мак, бу операторга 10.3- § даги Гнльберт — Шмидт тео- 
ремасини (2- теорема) қўллаш мумкин. (2) тенгламани 
қисқача ушбу

ср =  7 > + /  ( 9 )

кўринишда ёзамиз. Гильберт— Шмидт теоремасига асо- 
сан {>„} хос қийматларга мос кедувчи хос векторлардан 
иборат бўлган шундай ортонормал {?„} снстема мавжуд- 
ки, ихтиёрий к б [#, Ь\ элементни

оо

5 =  2  а л  +  5'

^кўринишда ифодалаш мумкин, бу ерда £кег7\  яъни 
Т\' — 6. Хусусан,

/  =  2  + / ' . / ' 6  кег Г. (10)
л=1

(9) тенгламанинг ечимнни ушбу
оо

<Р =  2  х п(?п +  ср', 9' б кег Т (11)
■ - л—1

кўринишда излаймиз. (9) теигламада /  ва 9 функциялар- 
нинг (10), (11) ёйилмаларини ёзиб, ушбу

оо ОО ОО

2 ХпЧп + у' ~ 2 ̂ яФя +//
. п=1 л=>1 я*=1

тенгламага келамиз, яъни

оо

2  — Ьл)?я-}- ф'** 2  * « ? « + / '•Л“ 1 л~1
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Бундай ёйнлма Гильберт — Шмидт теоремасига асосац 
ягона бўлгани сабабли

Х я (1 — >„) = ь„,

бундан ф  1 бўлса, х п =  ■ ■ -~г > ®а К =  1 бўлса, &„е=0.
1 ля

Кўрнниб турибднкн, Хд =  1 ҳолда =  0 шарт (9) тенг- 
ламанинг ечимга эга бўлиши учун зарур ва кифоядир. 
Бундай Хя =  1 учун х п ихтиёрий.

Шунинг билан қуйидаги теорема исботланди.
2- т е о р е м а .  Агар /  сона Т оператор учун хос 

қиймат бўлмаса, у ҳолда (9) тенглама ихтиёрий 
/  учун ягона ечлшга зга. Агар 1 сони Т оператор 
учун хос қиймат бўлса, у ҳолда (9) тенглама ечим- 
га эга бўлиши учун /  функция 1 сонига мос келувчи 
ҳамма хос функцияларга ортогонал бўлиши зарур 
ва кифоядир. Бу ҳолда (9) тенглама ечимларининг 
сони чексиздир.

10.5- §. Фредгольм теоремалари

Бу ерда ҳам юцорида кўрилган ушбу

? =  /> - { - /  (0
тенгламани ўрганишни давом эттирамиз. Навбатдаги му- 
лоҳазаларда Т операторнинг интеграл кўриниши эмас, 
балки фақат унинг тўла узлуксизлнги роль ўйнайди. 
Шунинг учун И  Гильберт фазосида бирон Т тўла уз- 
луксиз операторни олиб,.(1) кўринишдаги тенгламани 
ўрганамиз. Бунинг учун А = 1 — Т операторни киригган 
ҳолда ( / — бирлик оператор) (1) тенгламани ушбу

А * = /  (2)
кўринишда ёзамиз. (2) тенглама билан бир қаторда бир 
жинсли бўлган

А? о =  6 (3)
тенгламани ва буларга қўшма бўлган ушбу I}-)

А*<4 =  ё, (2')
=  0 (3')
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тенгламаларни кўрамиз (бу ерда А* оператор А оператор- 
га кЎшМа» яъни А* = ( /  — Т)* =  1— Т*.

Қуйида исботланадиган Фредгольм теоремалари шу 
турт тенгламанинг ечимлари орасидаги боғланишни кўр- 
сатади.

1- т е о р е м а .  (2) шенглама ешяга эга бўлиши уяун 
у  вектор (3') тенгламанинг ҳар бир ечимига орто- 
гонал бўлиши зарур ва кифоядир,

И с б о т .  кег А ва 1ш А лар А операторнинг мос ра- 
.вишда ядроси ва қпйматлари соҳаси, яъни

эканлигини эслатамиз. Маълумки, А узлуксиз бўлгани 
учун кег А тўплам Н нинг ёпиқ қисм фазоси. 1ш А ҳам 
Н  нинг ёпиқ қисм фазоси эканлигини исботдаймиз.

.{уя} с: 1ш А кетмд-кетлик бирон у £ Н  элементга яқин- 
лашувчи бўлсин, деэ фараз қилайлик. Демак, ушбу

шартни қаноатлантирувчи (дсл} кетма-кетлик мазжуд. х п 
векторларни кегЛ фазога ортогонал дез ҳисоблаш мум-
кин, акс ҳолда х я ўрнига х п =■ х п — ргх„ векторларни 
олиш мумкин; бу ерда ргл:, э.тементд:л ве<торнинг кегЛ 
қисм фазога проекцияси. Бундан ташқари, {х п} кетма- 
кетлик чегаралангандир. Дарҳақиқат, акс «ҳолда 
II х п ;| -> 00 деб ҳисоблаш мумкин, демак, (4) га ^асосан

х п __пг ( х п '  Уп 0 / с  '
|1 II ч1*И1 ' 11х п )1 .

муносабат ўринли.

бўлгани ва Т тўла узлуксиз эканлиги туфайли бирор

ма-кетлик ҳам шу г  лимитга яқинлашувчи бўлади. Рав-

кег А — {х £ Н: Ах  =  0} =  А 
1т А =  {Ах: х  £ Н) — А (Н)

уп =  А хп =--хп - Т х п-+у (4)

кетма-кетлик бирлик шарга тегишли
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=» 1 ) ва А г  — х  — Тг  =:

- 7

-яъни г-£кег Л. Аммо ҳар бир х п элемент кег А  га ор* 
тогонал эди, демак, г л_ке г А,  бундан ва г£кег  А дан 
2 =  0 келиб чиқади, бу эса \ \г \ \=  1 тенгликка зид. Бу 
зиддият {л:л} кетма-кетликнинг чегараланганлнгини кўр- 
сатади. Т оператор тўла узлуксиз бўлгани учун {Тхп} 
кетма-кетликдан яқннлашувчи бўлган {Тхп } қисм кет-
ма-кетлик ажратиш мумкйн. (4) га асосан кетма-
кетлик ҳам^яқинлашувчи бўлади.- Бу лимитни х  билан 
белгиласак,ру ҳолда |

у = Пш А х п =  1пп А хп =  А (Нт х п ) = А х , е
П-*оо 1-+-Ю I I —■ оо ^

яъни у £ 1 т А,  демак," 1тА ёпиқдир. 10.2- §, 3- теоре- 
мага асосан Т* оператор ҳам Т билан бир қаторда тўла 
узлуксиз бўлгани сабабли 1ш А* ҳам Н  нинг ёпнқ қисм 
фазоси.

Энди биз қуйидаги”муносабатларни исботлаймиз

Равшанки, кегА ва 1пГА* ўзаро ортогонал қисм фазо- 
лар. Ҳақиқатан, ихтиёрий А £ кег Д ва х  £ Н  учун

Демак, ҳеч қандай (Ф 0) вектор бир вақтда кег А ва 1т А* 
қисм фазоларга ортогонал эмаслигини кўрсатсак бас. 
Агар бирор 2: вектор 1т]А* га ортогонал бўлса, у ҳолда 
ихтиёрий х  £ Н  учун

демак, г  £ кег А.
Шунга ўхшаш (7) тенглик ҳам исботланади. (7) му- 

носабатдан 1- теорема бевосита келио чиқади, яъни 
/ £ 1 т А - б ў л и ш и  учун /  X кег А* зарур ва кифоядир.*

кег А © 1ш А* = Ну 
кег А* © 1т А =  Н.

(6)
(?)

(А, А*х) =  (А//, х) =  (0, х) =  0.

(Аг, х) =  (г, А*х) =  0, яъни Аг  =  0,
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2- т е о р е м а .  (Фредгольм альтернативаси). Ёк и (2) 
тенглама ихтиёрий / £  Н  учун ягона ечимга эга ,. ёки
(3) тенгламанинг нолдан фарқли ечи.чи мавжуд.

И с б о т .  к натурал сон учун Нк орқали 1т (Л*) фазони 
белгилаймиз, хусусан Н' =*1тЛ.  Нк нинг тузилишндан 
равшанки, А (Нк) =  Нкн  вв

Н ^ э Н ^ Н 1^  . . .

1- теоремани исботлаш давомида кўрсатилгашгдек, ҳар 
Сар Н к ёпикдггр.

Л е м м а .  Шундаи У натурал сон маджудки, ушбу

/-,*+] =  Нк

тенглик ихтиёрий учун бажарилади.
Л е м м а н и н г  и с б о т н .  Аксини фараз қизсак, ҳамма 

Нк фазолар ҳар хил бўлади. Бу ҳолда шундай {хл} орто-
нормал система мавжудки, х к£ Н к ва х к 1 Н к[\  Демак, 
ихтиерий /, к (/ >  к) сонлар учун

Т х { — Т хк — — х ь~\~ {Х 1 А х к — Ах^).

Бу ерда х^ +  Ахк — А х ь £ Нк ь1 бўлгани учун

|| Т хх -  Тхк||а =  || х}\' +  \\х, +  А х к -  А х г\\2 >  1,

яъни {Тхк} кетма-кетлякдан яҳинлашувчи бўлган қисм 
кетма-кетликни ажратиш мумкин эмас. Бу эса Т оператор- 
нинг тўла узлуксизлигига зид.*

Теореманинг'исботини давом эттирамиз. Агар кегЛ =  
=« {6} бўлса (яъни (3) тенглама нолдан фарқли ечимга 
эга бўлмаса), у ҳолда А мономорфизмдкр. Шунйнг учун,  
агар /У! =  1т А ф  Н  деб фараз қилсак, у ҳолда Н2 /= Н \
• . . , НкАгХ /=Нк муносабатлар ихтиёрий к учун ўринли- 
Дир. Бу эса леммага зид. Демак, 1т А — Н , яъни (2) тенг- 
лама ихтиёрий /  учун ягона ечимга эгадир.

Агар (2) тенглама Ичтиёрий /  учун ечимға эга бўлса, 
У ҳолда 1т А — Н ва 1- теоремадаги (7) муносабатга асо- 
сан кег А* — {В}. Бу тенгликдан, юқоридагидек 1т А* =  Н  
муносабат келиб чиҳади. Энди (б) муносабатдан фойда- 
лансак, кегА =  {8}, яъни (3) тенглама фақат нолга тенг 
ечимга эга эканлиги келиб чиқади.*
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3- т е о р е м а .  (5) ва (3') тенгламаларнииг яизицлц 
эркли бўлган ечимлари сони чекли ва ўзаро тенгдир. 
Бошцача қилиб айтганда,

сПт (кег А) =  сНт (кег А*) <  о о .

И с б о т .  кег А фазонинг ўлчами чексиз деб фараз 
қилайлик. Бу ҳолда .кег А да чексиз ортонормал {хн} сис- 
тема мавжуд. х п £ кег Л, яъни А х п =  х п — Тхп — 9 бўл-
гани сабабли х п = Тхп ва демак, || Тхк — Т ^ ] | =  +  2?
Яъни {Тх„) кетма-кетликдан яқинлашувчи қисм кетма- 
кетлик ажратиш мумкин эмас. Бу эса Т шшг тўла уз- 
луксизлигига зид. Шундайқилиб, сИт кег А <  оо (шунга 

•ўхшаш <Лт кегЛ *<; о о ). Ушбу
сПт (кег А) =  (х, сПт (кег А*) =  V

белг.илаш киритамиз. Фараз қилайлик, . ^

тенгсизлик бажарилсин. Сўнг кег А ва кегЛ* фазоларЦа 
мос равишда

|Ф{ Фз» • • • . Ф̂ ) ва ('}>,, ф2, . . . , 

ортонормал базислар танлаб олимиз ва ушбу

8х = А х - \ - ^ ( х ,  <р,)ф,
У=1

операторни кўрамиз. 5  огератор А операторга чекли ўл- 
чамли операторни қўшиш натижасида ҳосил бўлгани сабаб- 
ли 5  оператор учун ҳамма юқорида исботланган фактлар 
ўринлидир. Бу оператор учун

8х ~  9
тенглама факат ноль ечимга эга. Ҳақиҳатан, - 

8х  =  Ах  +  2  (*> Фу) Ь  =  9

бўлса, 1- теоремадаги (7) муносабатга асосан* Ах . х  Фу 
(ихтиёрий } учун) демак, ,

Ах  =  0 ва {х, фу) =  0 (У =  1, р.).
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Шундан қнлй5, бир томондан л; £кегЛ,  яънн л: вектор 
векторларнинг чизиқли комбинациясндир, иккинчп

томондан, х  бу векторларга ортогонал, бундан х  = 0. 
демак, кег 5  =  {0}. 2- теоремани 5  операторга қўллаган 
ҳолда /= ']> + 1  Аеб олСаК» УшбУ

А У +  2  (У- Ф>) Ь  =
У-1

хеиглама бирор у ечимга эга. Бу тенгликни ф +1 вектор- 
га скаляр кўпайтирсак, ушбу 0 =  1 зиддият ҳосил бўлади 
(чунки 1т А ± кег Л* ва Ау  £ 1т А, ^ +1 £ кег Л*). Демак. 
и, <  V деб фараз қилганимиз зиддиятга келтиради, яънц

V. Шунга ўхшаш,  А ўрннга А* оператор олинса, <х<^ 
тенгсизлик исботланади. Демак, |а =  *<:58

Юқоридаги теоремаларда Т — /  операторнинг тескари 
оператори мавжудлик шартларини кўрдик. Равшанки, бу 
теоремалар Т — 0) операторлар учун ҳам ўринлидир.
Фредгольм теоремаларидан қуйидаги натижа келиб чиқа- 
ди.

Н а т и ж а .  Тўла узлуксиз операторнинг спектридан 
олинган ихтиёрий нолдан фарқли сон бу олератор учун 
чекли каррали хос қийматдир.

Уисол сифатида ўзаги пажралган“ иятеграл тенглама- 
ларни кўрамиз. Ушбу

ь
?(«) =  } * ( * ,  0 Ф ( /)Л + Л * )  ' (8)

а

Фредгааьм интеграл тенгламасчнинг ўзапг
п

АГ (*,0  =  2 л ( * ) ^ )  (9)

кўрннишга эга бўлса, у ҳолда Қ (з, /) ажрглглн ўзак  
дейилади. Бу ерда Рп функциялар Ц \а ,  Ь\ фазодан
олинган. Равшанки, Ри Р2, . . .  , Рп функцияларни чи- 
зиқли эркли деб ҳисобласак бўлади, акс ҳолда К (з ,  /) 
ўзакни чизиқли эркли бўлган Ри . . .  , Р{(1 <  л) лар ор-
қали ифодалаш мумкин. (9) тенглнкдан фойдаланиб, (8) 
тенгламани қуйидаги к>гринишга келтирамиз:

п Ь

(= 1  а
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ь
) 0 , (0 Ф (0 (И — ЯР I =  Т7п
а

Оелгилашларни киритамиз. Натижада (8) тенглама ушбу
п

Ф («) =  2  <1, Р1 (5) +  /(■*) ( Ю)
/  =  1

кўринишга келади. у функциянинг бу ифодасини берилган 
интеграл тенгламага қўйсак, ушбу

ва ушбу

п п • и п

2 ь р ,(*)+л«) = 2 р,(*) I (и<) [2</,р, (о +
1—1 1=1 а

+  / ( 0  ] м  + / ( 5)»

У=1

ЯЪНИ

п п п

2  я,р, (■'■) = 2  р+) (2  ач ?/+-*/] (• о"
1~1 (=1

кўринишдағи тенгликка келамиз; бу ерда 
ь ь

«,; = .( <?, (0 Р,({) ‘1/’ Ь< = I и<)№  <11.
а ' а

Биз Р{ (^) функция.тар чизиқли эркли деб фараз цилга-
нимизнн эсга олсак, (11) муносабагдан қуйидаги тенглик- 
лар келиб чиқади; -

♦

П
Ч<=  2 аи 4] +  ЬР ' = 1 .  2 ( 1 2 )

1- 1
Агар биз бу чйзиқли тенгламалар системасини ларга
нисбатан ечсак, у ҳолд1 (10) тенгликдан <р (5) функция 
ҳам топилади.. Шундай қилиб, ажралган ўзакли интеграл 
тенгламани ечиш масаласи (12) чизи/чли тенгламалар 
системасини ечии масаласига тенг кучли. Бундай тенг- 
ламалар ечимларининг хоссалари бизга чизиқли алгебра 
курсидан маълум. Уларни эслатамиз.
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www.ziyouz.com kutubxonasi



1. Куйидаги чизиқлк тенгламалар си:темаеи

А х = у, А =  (ау) /, =  1,я; ) ~  1А

X  =  ( ^ 1 ,  . . . »  -^й)» У . ~  ( У и  • * * » Ул )
ечимга эга бўлиши учун у вектор қўшма бир жинсли 
ушбу

А*г = В (А*=?(а..))

системанинг ҳар бяр ечимига ортогонал бўлиши зарурва 
кнфоядир.

2. Ёки А х = у система ихтиерий у учун ягона ечимга 
эга ёки (а{]) матрицанинг детерминанти нолга тенг (яъни 
Ах  =  9 системанинг нолдан фарқли ечими мавжуд).

3. А = (а{.) ва А* =  (ау7) матрицаларнинг ранглари ўз- 
аро тенг, яъни А х  = 6 ва А*г =  0 системаларнинг чизиқли 
эркли ечимлари сони ўзаро тенг.

Кўринио турибдики, ажралган ядроли Фредгольм тенг- 
ламалари учун Фредгольм теоремалари юқоридаги 1 — 3 
исоралардан ҳам келиб чиқади.

М А Ш Қ У Ч У Н М А С А Л А Л А Р

1. Агар Е нормаланган фазо ва нхтиёрий (£)тўла 
узлуксиз олератор бўлса, олш Е <  -{- оо экаилигини исбот
ҚИЛ1ШГ.

2. Т =  (//у), ;. = ] 2 м а т р и ц а 2 ^ у < +  00 шартни
и=1

«•

қаноатлантирса, 7’ : / 2-*-/2 операторнинг тўла узлукснзли- 
гйни кўрсатинг.

3. Агар {Т„) тўла узлуксиз операторлар кетма-кетлиги 
Т операторга кучли яқчшлашса, яъни

Тпх ^ Т х ,  V-* € Е

бўлса, у ҳолда Т операторнинг тўла узлуксиз бўлиши 
шарт эмас. Мисол келтиринг.

4. / : £ - > / ?  чизиқли функционал тўла узлуксиз опе- 
ратор бўладими?
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5. Қуйидаги интеграл тенгламалар ечилсин:
X

а) ?(л;) =  л‘ =  |  х 1 ц ( ( ) с 1 1  

(Кўрсатма: дифференциал тенгламага келтиринг);
X

•б) (р (х) =  е* з т  X +  ]  * ф (/) <И\
6 ~

в) *ф (л) — 4 ] $1п2лср(/) сИ =  2 л  — тс;
6

*.'а
г) ф (л) — А 51П X С05 I =  $1*П XI

0
1

д) ф (л) — А [ '/С (*, 0  ф (О ^  =  со$ -
6

бу ерда

* ( * » * ) - { ( *  +  1 )Х>
0 <  х  <
1 <  л  <  1.
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X I б о б

БАНАХ АЛГЕБРАЛАРИ

11.1- §. Банах алгебраларининг таърифи .

С комплекс сонлар майдони устида X вектор фазо 
берилган бўлсин.

Т аъ р и ф . Агар X вектор фазода яна бир ам ал— эле- 
ментларни кўпайтириш амали кнритилган бўлнЗ, у қуйи- 
даги аксиомаларни қаноатлаигир:а, X фазо ком плекс  
алгебра дейилади: '

1) (ху)г= х{уг), ,
2) х(у +  г) = ху-\гхг,'
3) а (ху) = (т.х)у =*х (ау),

бу ерда х, у, г  £ X, « 6 С. •
Ушбу боЗда фақат комплекс алгеЗралар кўрйлгани 

сабазли комплекс алгебраларни, кисқача, алгебралар  
деймиз.  ̂ ■

Агар ихтиёрий х> у £ X учун ху — ух  тенглик бажа- 
рилса, X ком чугпгпшв алгебрг дейизади.

Агар X алгеЗранинг шундай е элементи мавжуд бўл- 
саки, ех =  хе — х  тенглик ихгиёрий х  £ Х  учун ўринли 
бўлса, е элемент бирлик элгмешп, ёки қисқача бирлик , 
X эса бирлик алгебра дейнлади. Равшанки, алгебрада 
бирлик ягонадир, чунки е' қам бирлик бўлса, у қолда 
е' =  ее' =  е.

Агар X алгебранинг бирор Л с  X қисм тўилами X 
даги амалларга нисбатан алгебра ҳосил қилса, у ҳолда 
А қисм алгебра дейилади.

Т а ъ р и ф .  X бирли алгебрада норма киритилиб, бу 
нормада X Банах фазоси бўлса ва ушбу

4 )  || ■жу || <  1М1 IIУII. х ,  у  £  X ;
5) | И | = 1

муносабатлар бажарилса, X Банах алгебраси дейилади.
Баъзан Банах алгебрасининг таърифида бирлик эле- 

мент мавжуд эканлиги ҳамда 5) аксиоманинг бажарилиши 
талаб қилинмайди. Бу ҳолда алгебрани кенгайтириб бир- 
лик элементли алгебра ҳосил қилиш мумкин. Дарҳақиқат, 
X алгебра 1) — 4) шартларни қаноатлантирсин ва бирликка 
эга бўлмасин. Х̂  сифатида (х, а) (х £ X, а £ С) жуфтлик-
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лар тўпламини оламиз ва Хл да алгебраик амаллар ва 
нормани қуйидагича киритамиз:

(х  » а) +  (У » Ю =  (* 4  У, « Н- &). Т (л, а) =  (~(Х, ^а),
(*. а) • (У , Р) =  (ху +  ау 4- $Х, а%

' II (X, «) || =  \\Х\\ +  14 ,
Равшанки, X, алгебра ва е =  (0, 1) элемент ундаги бнр- 
лик элементдир. Норманинг 5) хоссаси ўз-ўзидан равшан.
4) хосеа эса ушбу муносабатлардан кўриниб турибди:

II (X, «) (у , М11 =  || (ху + ау Н- ўх, «Р)|| =  ||*У +  ау +
+  (**|| +  |«Р| <  ||дсу|| +  ||ау|| +  | М  +  Iай <  11*11 (|у|| +
4 - 1«| Цу|| + 1?| \\Х\\ +  м  |3| (11*11 +  И) (М  4 -13() =

=  \\(Х, а)Н \\(У, р)||.

Ниҳоят X, алгебранинг тўлалиги X нинг ва С нинг тў- 
лалигидан келиб чикади. Демак, X, — Банах алгебраси. 
Равшанки, X алгебрани Х̂  алгебранинг (*, 0) кўриниш- 
даги элементларидан иборат қисми сифатида қараш 

, мумкнн.
X, У алгебралар, Ғ : Х ~ У  чизиқли акс эттириш бўл- 

син. Агар ихтиёрий * , у б X учун Ғ (ху) =* Ғ (х) Ғ (у) 
муносабат бажарилса, Ғ гомоморфизм дейилади. Ўзаро 
бир қийматли гомоморфизм изоморфизн дейнлади. Агар 
Ғ изоморфизм ихтиёрий х  £ X  учун ||Ғ (дг)'| =  ||х:|| тенг- 
ликни қаноатлантирса, у изометрик изоморфизм дейи- 
лади.

Банах алгебрасининг 4) аксиомасидан кўпайтириш 
амалининг узлуксизлиги келиб чиқади, яъни х п ~^х  ва 
Уп~*У бўлса, у ҳолда х пуп-* х у . Дарҳакнқат,

II х пуп -  ух  II =  II (хп -  х) у„ +  X (у„ +  у)|| «£
<  1|Ул11 IК  -  х]\ +  |М| ||у„ - > ' | |—► о,

п-*- 00

чунки ||уЛ чегараланган кетма-кетлик. Хусусан, кўпай- 
тириш амали ўнгдан ва чапдан узлукснз, яъни 
Уп~*У УЧУН

х у п —♦ ху, * яу — *у.
1- т е о р е м а .  X комплекс Банах фазоси ва игу 

билан бирга бирли алгебра бўлиб, ундаги кўпайти- 
рши амали ўнгдан ва напдан узлуксиз бўлсин, У ҳол- 
да X даги нормага эквивалент бўлган шундай норма 
мавжудки, бу нормада X Банах алгебрасидир.
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И с б о т .  X нинг ҳар бкр х  элементига ушбу Мх (г )~  
*=* хх (г £ X) тенглнк ёрдамкоа Мх операторнк мос қўямкз.
'Х тўплам X фазода шу кўркнкшдагк операторлар тўпла- 
мн бўлскн.

X даги кўпайтириш амали ўнгдан узлуксиз бўлганк
учун Х с  I  (X) (I  (X) фазо X даги чегараланган опера- 
торларнннг Банах фазоск, 7.1-§). Равшанки, х —>Мх мос- 
лик чизиқли ва таърифдаги 1) хосса-га асосан Мху= МхМ у • 
.-Агар х  ф  )' бўлса, у ҳолда

Мхе — хе — х  Ф у = уе =  М у е, яънк Мх ф Му . Демак,
х -~ М х мослик X ни X га акс этткрувчи изоморфизмдир, 

X қксм фазо I  (X) да ёпиқлигкни ва, демак, тўла
эканлигини кўрсатамиз. {ГД сг X ва Тп -*Т £ Г (X) бўл- 
син деЗ фараз қилайлик, бу ерда Тпу =  х пу, х п 6 X, п — 
— 1, 2, . . .  Бундан

Т„у =  Х„у =  (хпе)у = Тп(ё) у, у £ X.
X  даги кўпайтириш амадининг чапдан у^луксизлиги- 

дан фойдалансак, юқоридагн тенгликдан п -  ср да

Ту =  Т (е)у

тенглик ҳосил бўлади. Энди д: =  Т(е) белгилаш киритамиз. 
У ҳолда Ту — ху, яъни Т £ X. Шундай қилиб, X — Банах 
фазосидир.

Ушбу

М  =  1М | =  II Мх е\\ <  || Мх\\ \\е\\

тенгсизликка асосан Мх^  х  тескари мослик узлуксиздир.
7.4- § даги тескари оператор ҳақидаги теоремага асо- 

сан х  Мх мослнк ҳам узлўксиз. Демак, шундай С > 0 
сон мавжудки, ЦЛД.Ц <  С ||лг|[, яъни

■ру М <  № 1  <-С||.х||. (1)

Агар X да нормани ||х||, =  |[/Иж|| тенгЛик билан аниқласак, 
(1) га асосан бу норма X даги асл нормага эквивалент. 
Бу нормада эса X Банах алгебрасидир, чунки оператор 
нормасининг хоссаларига асосан

\\ху\Ъ =  ЦМд.Ц =  IIМх уИ,|| <  Ц.МЛ|| ||Ж,|| =  1И1, ||у|||,
■ И ,  =  ЦЛУ =  ||/|| =  !•*
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М н с о л л а р .  1. С комплекс евилар майдонн Банах 
алгебрасига энг содда мисолдир, бунда

\\г\\ =  |г| =  / ^ 4 -  у* (г = х  +  1у).
2. Сп фазода алгебранк амалларни координаталар бў. 

йича, нормани эса
||х|| =  т а х  |л:/| (х =  (хи х 2........... ... х п))

1<1<П
кўринишда олсак, равшанки, Сп Банах алгебрасидир. 
Бунда бирлик е =  (1, 1, . . .  , 1).

3. К  компакт Хаусдорф топологик фазосида аниқлан- 
ган узлуксиз функцияла]з тўплами С (Қ) да алгебраик 
амалларни одатдагидек киритиб, нормани эса ушбу

. ||х|| =  тах  |л: (/)|, х  £С  (Қ)

кўринншда оламиз. С (Л) Банах алгебраси эканлипшц 
кўрсатиш осон. Бу алгебрада бирлик элемент айнан бирга 
тенг функциядир.

4. /, алгебра. Бу алгебранинг элементлари абсолют
жамланувчи иккн томонга чексиз х  =  ( . . .  , . . . ,
х —и х 0, х и . . .  , х п, . . .) кетма-кетликлар бўлиб, норма 
қуйидагичадир:

+  СО

1М1= 2  м*|- (2)
Ь ~ —оо

Элементларнинг йнғиндиси ва сонга кўпайтириш амалларн 
ҳар бир координата бўйича аннқланади, х  ва у элемент- 

• ларнинг г = х  + у кўпайтмасининг координаталари зса 
қуйидагича аниқланади:

оо

2„ =  (X % у)„ =  2  •*»-* Ук■ (3)
оо

Агар /, алгебранинг қар бир х  элементига ушбу *
оо

х  (/) =  2  х к е1к1 0 <  / <  2тс (4)
к— — оо

тригонометрик қаторни мос қўйсак, у ҳолда (3) тенглик 
билан аниқланган г п кетма-кетлик х(1) ва у(1) функция- 
ларнинг кўпайтмасига мос келадн. Абсолют яқинлашувчи
(4) Фурье қаторига ёйилувчи функциялар алгебрасини
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билан белгилаб, бу алгебрада нормани (2) формула ёрда- 
мнда кирнтамиз. Бунда /4 ва XV Банах алгебралари экан- 
лиги осонликча текширилади. Масалан, 4) аксиомани тек- 
ширамиз.

ао -)- оо -) - оо

||*ХУ||= 2  \гп} =  2 1  2  *«-»У*1<
Л = — «в п = — ОО к = ±  —  с о

4-пс 4-00 +оо -Ноо

< 2 2  \ук\ < 2 ( 2 \Ук\ =*
Я =  ■*> (?  -— 00 я  =  — ОО

=  М  11У11-
Киритилган XV ва /, Банах алгебралари ўзаро изометрик 
изоморф алгебралардир. XV алгебрада бирлик элемент бу 
айнан бирга тенг е (I) =  1 функқиядир. Демак, /, алгеб-
рада е =  {

бирлик элемент.
Келтирилган 1— 4- мисоллардаги алгебралар комму- 

татив алгебраларга мисоллардир. Энди коммутатив бўл- 
маган Банах алгебрасига мисол келтирамиз.

5. Бирор Е Банах фазосида чегараланган операторлар- 
нинг I  (Е) фазосини оламиз. 7.1 §- да кўрсатилганидек, бу 
фазода кўпайтириш амалини киритиш мумкин. Иорма 
ушбу

/0 , к ф  0 
11, к =  0

ЦЛЦ -  5 .р ЦЛлгЦ, А (= I  (Е) ‘
1М|<1

тенглик билан аникланган эди. Бу норма 4), 5) аксю к 
маларни қаноатлантириши ва Ь (Е) нинг бу нормага нис- 
батан тўла эканлиги 7.3- § да' кўрсатилган.

11.2- § . С пектр ва р езо л ь в ен та

X Банах алгебраси бўлсин. Агар бирор х  £ X учун 
ушбу

х х  =  х~Кх =  е
тенгликни қаноатлантирувчи х ~ х элемент мавжуд бўл- 
са, х ~ х элемент х  га тескари элемент , х  эса теска- 
риланувни дейилади.
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Агар X комплекс сон учун )е — л; элемент тескари 
элементга эга бўлса, X сон х  элемент учун регуляр 
нуқта дейилади. Регуляр бўлмаган нуқталар тўпламц 
х  элементнинг спектри дейнлади ва о (л:) билан белги- 
ланади. Демак, о (х) шундай X сонлар тўпламики, Х̂  — х  
элемент тескари элементга эга эмас. Регуляр нуқталарда 
ушбу

Ях х  — х  (/) =  (/е — х )~ 1

тенглик билан аниқланган Ях л.С \в ( х ) - + Х  акс эттйриш 
х  элементнинг резольвентаси дейиладн. х  элементнинг 
спектрал радиуси деб қуйкдаги сонга айтилади:

г(х) =  зир |Х|.

М и с о л л а р .  1. Х — С Банах алгебрасида нолдан 
фаркли ҳар бир элемент тескарисига эга. Демак, а £ С 
учун а(а) =  {а}.

2. X = С(К) Банах алгебрасида (11.1- §, 3- мисол) 
х  £ X тескари элементга эга бўлиши учун х  (I) функцня 
ҳамма ерда нолдан фарқли бўлиши зарур ва кифоядир. 
Демак, о (х) тўплам х  (/) функциянинг қнйматлари тўп- 
лами билан устма-уст тушади, резольвента ^а спектрал 
радиус эса қуйидагича:

%КХ =  X —л:(0 ’
г (•*) — \\х\\ = ’шах | х  (/) |. ,

< ̂  к

3. Х'= Ь(£)  Банах алгёбрасида (11.1- §. 5- мисол) 
спектр, резольвеита ва бошқа тушунчалар операторлар 
учун IX бобда киритилган мос тушунчалар билан устма- 
уст тушади. Аниқроғи, Банах алгебралари учун киритил- 

ган тушунчалар операторлар алгебраларидаги мостушун- 
чаларни абстракт ҳолда умумлаштирилишидир. Бу изоҳ 
қуйида келтириладиган теоремаларга ҳам тааллуқли.

1- т е о р е м а .  Банах алгебрасидаги х  элементнинг 
нормаси бирдан кичик бўлса, у ҳолда е — х  элемент  
теекари элементга эга ва

(е — .х) 1 — е х  . . .  х п - { - • • • .
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И с б о т. Ушбу 8п — е +  х  + ’ • • - +  хП кўринишдаги 
элементларни оламиз. Равшанки, .

и*я -  * я + *  и =  1К + ‘ +  . . .  +  хп+к ц <  2 1 и г + ' =
И * || ,1+1-  |1-<с|Г+ * +1 ,  1|-гЦд+1 

1 —11+11 ^ 1 - |М 1 0, п оо.

Демак, {5Л} кетма-кетлик X да фундаменталдар. X тўла
бўлгани сабабли бу кетма-кетлик бирор 5 £ X элементга
яқинлашади, ва .

*

8 (е — д*) =  Нш 8п (е — л) =  Пт (е — л л+1) =  е. •
Л - . о с П -+ С О

Шунга ўхшаш (е — х) 8 =  е.%
Н а т и ж а .  Агар х  —»0 бўлса (е — х)~ ' -уе . 
Дарҳақиқат, '

00
\\(е — х) ~ 1 — <?|| =  ||$ -  е\\ =  || 2  х* [ <  V  N1

__ 1И1
1 - 1 И

*=1 
0.

А - 1

2- т е о р е м а. X Банах алгебрасидаги бирор х 0 
элемент учун л:"1 мавжуд бўлса, у ҳолда  | |Д л ||<  
<С||л~1||~1 тенгсизликни қаноатлантирувчи ихтиёрий
Бх ‘элемент учун х А = х 0 +  Ах элементнинг тескари- 
си мавжуд ва

*г‘ = (е + V  Дх) *о’■
И с б о т .  ||х0- 'Д х || <  ||х0- ‘|| ||Дх|| <  ||х-Ч| | |х - | | | - 1 =  1

тенгсизликдан 1- теоремага асосан (е +  л:-1 Ал)-1 нинг 
мавжудлиги келиб чиқади. Сўнгра
(е + х - 1 Д л ) -1 х ~ \х г = (е +  Л"1 Д л )-1 л:-1 (х0 +  Ах) -  

*= (ел+ х - 1 А х)~ 1 (е +  х~1 Ах) =  е
ва
*. (е +  х~' А х ) л - 1 =  (х0 +  Дл:) (е +  х~ 1 Ах) х ~ 1 =

=  (х0 +  Дл) \х0 (е +  х - 1 Д х ) ] -1 =  (х0 +  Дх) (х0 +
+  Дх)—1 — е. ■ '

I . *•
Демак, х " 1 =  (е + х~ } Д х)~1 х ^ 1* . . ‘
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1 -  н а т и ж а .  Банах алгебрасинннг тескариланувчц 
элементлари тўплами очицдир.

2- н а т и ж а .  х  (а) резольвента С \а  (х) тўпламда 
X га нисбатан узлуксиздир.

Дарҳақиқат, 2 -теоремада &х — ДХ • е, х 0 — 10е; — х деб 
олсак,

х  (Х0 - |-  Дл) =  (л0г — х  Н- М е )  ~ 1 =
=  (г +  *(л0)-Д Х )-'* (л0).

Юқоридаги 1- теореманинг натижас^гга асосан, ДХ—>о 
бўлса,

(е +  х  (/■„) Д>)-‘ — е,
яъни

Н т х  (/0 4- Д/*) «= х  (Х0).#
ДХ-.0

3- т е о р е м а .  Агар X, и., Х0 £ С\<з(х) бўлса, у 
ҳолда  * •

,а )  Кхх-Я 9.х  = Я1кх-Якх,
б) Ях х  -  х  =  ((1 -  /.) Ккх-Я^х.
в) х '  (/.„) =  Нш дг(А) -лг(>0) _  2 п )

И с б о т  а).

КхХ’К ^ х ~  (>е — х )—1 (<х£ — =

=  [ ( К  “  * )  — А')]“ 1 =  [(/£ — X) — Л)]Т* =
= Кг.х-Я хх.

б) /?х *  =  (|А<? — Х)(|А  ̂— ДС)-1  /?хХ=(|А^— х)К^хЯхх  =  
=  ( ^  — ^) Якх  К^х (а) га асосан.

Шунга ўхшаш
/?^ х  =  (Хе — д:) Ях хЯ^х.

Демак,
/?хх  =  ^ х ^ х ^ х ^ х В ^ х ,
К ^х = )£ хх # ^ х  — хКххЯ^х,

б унд ан

Яхдс — =  (̂ х — X) ЯкхЯ^х ,
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б )  х о с с а г а  а с о с а н

х '  (>.„) =  Ит X (/) х  (>„) =  — х 2 (>•„).,
X -*Х0

Қуйидагн теоремада спектрнинг асосий хоссалари кел - 
тирилган.'

4- т е о р е м а .  1. X Банах алгебрасидага ихтиёрий 
■ узлуксиз чизиқли /  функционал учун Ғ (') = / (х ( г ) )  

функция С \ а  (х) соҳада аналитикдир ва Нт  |Ғ ('/.))= 0.
| X | —*-оо

2. X даги ихтиёрий х  элементнинг спектри бўш 
бўлмаган компакт тўпламдир ва.

г (х) ^  ЦлгЦ*.

И с б о т .  1. Ихтиёрий / £ Х '  учун Ғ ( \ ) = / ( К к (х)) 
деб олсак, у ҳолда 3- теоремага асосан ҳар бир л0 ре- 
гуляр нуқтада

Ғ' (>0) =  П т Ғ ( Х )  — Ғ(10) __ Н т — х (>-о)у __
X— д0 Л->хв \  х —  А0 /

* -

мавжуд ва, демак, Ғ(/‘) шу >0 нуқтада аналитик. 
Сўнгра

Iғ (>•) 1 = 1 /  (X (>))| < | | / Ц  II* (>) II =  11/1111 Ое -  х) - ‘II =

| )•! \е  х ) Л |Х|-*«з '  ;
чунки

Пт
|Х]-*оо II {е — т) 1 Н = ИвИ“ 1-

2. ,о (х) =  0  деб 4 араз қилайлик. У ҳолда ихтиёрий 
/ £  X ' учун Ғ (>)=/ (*(>) )  функция (*) «= С да 
аналитик ва

Пт Ғ(>) =  0.
|Х|-*оо *

Лиувилль теоремасига асосан Ғ ( > ) ^ 0 .  Бу ерда 
/  £ X' ихтиерий бўлгани сабабли Хан — Банах теоремасига 
асосан *(>.)^ғ.8. Бу эса (>а — *)*(>) = ’е тенгликка зид. 
Демак, а (д:) =/ 0 .
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Знди <т(д:) нинг компакт эканлигнни исоотлаймиз. 
Агар |>| > ||х|| бўлса, у ҳолда 1- теоремага асосан 1е —

келиб чиқади. Ҳакиқатан, Х0 сон х  учун реғуляр нуҳта 
бўлса, у ҳолда ихтиёрий ДК (|А>.| <  Ца: (>-0)||—‘) учун 
>5 -{- А)ч ҳам регулярдир, чунки

Регуляр нуқталар тўплами очиқ бўлгани сабабл'и в (х) 
ёпиқ (ва чегараланган), демак, компактдир.,?.

1- н а т и ж а .  (Гел ь ф а н д  — М а з  у р теоремаси). 
Банах алгебрасида нолдан фарқли ҳар бир элементнинг 
тескариси мавжуд бўлса, бу алгебра С майдонга изоме- 
трик изоморфдир.

И с б о т .  Ихтиёрйй х  элементни олайлик. 4- теорема- 
га асосан а(д:) /= 0 ,  яъни шундай л£ С мавжудки, ье—х  
элемент учун тескари элемент мавжуд эмас. Шартга 
асосан 1 е — х =  6, яъни х  =* 'ке. Агарх элементга худди 
шу л соннн мос қўйсак, мослик изоморфизмдир.
Сўнгра |[г|| =  1 бўлгани учун ||.*|| =  ||^ || =  |>.|, яъни х-+ к 
изометрик изоморфизмдир.*

2- н а т и ж а .  Ихтиёрий Т £ Ь (Е) операторнннг спек- 
три бўш эмас.

5- т е о р е м а  (спектрал радиус ҳақидаги теорема). 
Банах алгебрасада ихтиёрий х  элеменпгнинг спек- 
трал радиуси учун қуйидагч формула ўринли:

И с б о т .  X фазодаги ихтиёрий /  узлуксиз чизнқли 
функционал учун Ғ Й = / ( х ( ) . ) )  функция 4- теоремага. 
асосан С \ в  (*) соҳада, хусусан {>.: |/.| >  г (х)} соҳада

(л0 4- А') е — х  = У$ е — х  А*.б

ва

||Д). г|| -  |Д'| <  |И У 1 | - '  =  ||(»0 е  - х )  ■

( I )
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аналитик. Демак, 1- теоремага асосан [|>| >  ||л:|| бўлганда
оо

/ ч /- ч « I ( х \  — ' V  Хпх  (/.) — (ке х) —  ̂ \е  ̂ 1 —• ^  , п »
п~ 0 л

бундаи

Ғ(>) =  /(*  (>)) =2
/  (хп>

) "  +  1 ‘  
_  п  л

Аналитик функиияларнинг ягоналик хоссасига асосан, 
бу ёйилма ихтиёрий Р1>.г(х) учун ҳам ўринли, демак,
Пш

| / ( " я + т )  =» 0, я ъ н !с (~ ^ - | кетма-кетлик нолга суст
яқинлашади, демак, у норма бўйича чегараланган (8.3- §), 
яъни

Хл + 1 С (> ),

'бу ерда С (>) — мусбат сон. Бундан

Л ш  ||дг,,| | я <  Нш \/'\ >. | »+1 С(1.) = |/,| Н ш  ¥ \  >. | С (/•) =  И.
И ПЛ й — ь. лг» * *Л-+СХ1 П-*оо п  +оо

Бу тенгсизлнк ихтиерий X (| | >  г (*)) у.чун ўринли бўл- 
гани сабабли

\_

Пт \\хп\\ " <  г (л:). (2)
Л -* о о

Агар Х£ о(д:) бўлса, у ҳолда Хп о (хп). Дарҳақиқат,
агар (кпе — х п)~' мавжуд бўлса эди, у ҳолда
(/.£ — х)” 1 — (кпе — л:г‘)- '1 (Хй— 1 £ -{- л”—2 л* -{- • • • +  х п~ х)
бўлар эди, бу эса л £ с  (л) муносабатга зид. Ихтиёрий 
р € ? ( л )  учун 4- теоремага асосан |;л| <  ||л||. Энди ;а =  ля 
деб олсак, Х£о(л) муносабатдан ллб'7(лл), яъни |>{я <

келиб чиқади, демак, |Х| ^  уг йЗслГ|"7 Бундан п их- 
тиёрий бўлгани сабабли

г (х) — зир |/| <  Пт У Нл:Л11

Бу тенгсизликни (2) тенгсизлик билан солиштирсак,11 т  ________
«-сс V  ||хА|| лимитнинг мавжудлиги ва (1) муносабат 

келиб чиқади.*
2о* 307
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11.3- §. Идеаллар, ф актор-алгебралар ва 
комплекс гомоморфизмлар

Ушбу параграфда X  к о м м  у т а т и в  Банах алгебра- 
сидир.

Т а ъ р и ф .  /  тўплам X  нинг вектор қисм-фазоси бўл- 
син. Агар ихтиёрии ва у £ /  учун ху  £ /  бўлса,
/  тўплам идеал дейилади.

Равшанки, фақат 0 элементдан ёки бутун X даи иоо- 
рат тўпламлар идеаллардир. Бундай идеаллар тривиал 
ид.еаллар дейилади. Биз тривиал бўлмаган идеалларни 
ўрганамиз.

Агар / 0 идеал X нинг ўзидан бошқа идеалнинг хос 
қисми бўлмаса, / 0 максимал- идзал дейилади.

1- т е о р е м а .  а) идеалнинг ҳег бир элементи тес- 
кари элементга эга Аэмас;

6) идеалнинг ёпмлмаси ҳам тривиал бўлмаган. 
идеалдир.

И с б о т .  а) агар бирор а£1  учун а ~ х мавжуд бўл- 
са, у ҳолда е = а а - ' £1 ,  демак, ихтиёрий х £ Х  учун 
х ~ х е £ / ,  яъни X — /. Бу эса /  нинг тривиал эмаслиги- 
га зид;

б) /  идеал бўлса, маълумки, унинг ёпилмаси /  қисм

фазодир. Энди ихтиёрий х £ Х  ва у £ /  элементларни 
оламиз. Агар {ул} с г /  ва уя ->у бўлса, у ҳолда х ; п£/ .  
ва X  да кўпайтириш амали узлуксиз бўлгани саЗабли

х Уп-*ху.  Демак, х у £ / ,  яъни /  идеал. Энди фақат 
/ ф Х  эканлигини кўрсатиш қолди. II . .  2-§ даги 2-тео- 
реманинг 1-натижасига асосан тескари элементга эга 
бўлган элементлардан иборат 0  тўплам очиқ ва а) га
асосан I П 0 =  0 .  Демак, /  П 0 = 0 ,  яъни / Ф Х . ф

2- т е о р е м а .  а) Банах алгебрасининг ҳар цандай 
идеали бирор максимал идеалнинг қисмидир; ,

б) ихтиёрий максимал идеал ёпиқдир.
И с б о т .  а) / 0 бирор идеал бўлснн. Уни ўз ичига 

олувчи идеаллар тўпламини билаи белгилайлиз. 0  
система пс “ муносабат ёрдамида қисман тартибланган. 
Агар бирор чизиқли тартибланган қисми бўлса,
равшанки, М  =  у /  идеалдир. Ихтиёрий / £ Р  учун е £ /

бўлгани сабабли е£ М, яъни М ф Х .  Демак, ҳар қан- 
дай чизиқли тартибланган система юқори чегарага эга.

3 0 8
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Цорн леммасига асосан (б. 1-§) С? да / , максимал эле- 
мент мавжуд. Демак, /, максимал қдеал ва / 0с / , ;  

б) агар /  максимал идеал бўлса, у ҳолда 1-теоре-
мадаги б) га асосан /  ҳам идеал ва /  с  /  Ф  X. Демак,
/ «

Н а т и ж а .  Банах алгеэрасиДа тескари элементга эга * 
бўлмаган ҳар бир элемент бирор максимал идеалда
жовдашган. Хусусан, агар X майдон бўлмаса, максимал 
идеаллар тўплами бўш эмас.

Дарҳақиқат, агар я 0£Х учун х 0~ 1 мавжуд бўлмаса, 
у ҳолда 1 — х 0Х = {х0 х, X) тўплам идеалдир.
д:0 Ф 0 бўлгани учун /  ф  {0}; сўнгра е б /  бўлганн са* 
бабли/=й=Х. 2-теоремага асосан шундай /, максимал 
идеал мавжудки,

/ , с / Э л : 0.*
X  Банах алгебрасида- бирор /  идеални олиб, X-'/ фак- 
тор-фазони кўрамиз (1. 5-§). Бу фактор-фазода кўпайт-

Д А
мани.қуйидагича киритамиз. х  ва у синфлардан х  ва

А А
у вакиллар танлаб х -у  кўпайтма деб ху  элементнк ўз 
ичига олувчи синфни айтамаз. Бу кўпайтма х  ва у ва- 
кнлларга боғлиқ эмас. Дарҳақиқат, агар х х, у, бошқа 
вакиллар, яъни х  — х х£/,  у — У* € /  бўлса, у ҳолда 
ху  — х ху, = х у — х ху +  х ху — х ху х= х х{у — у , ) л-{х  —
— х х)у£1,  чунки / — идеал. Равшанки, киритнлган 
амалларга нисбатан XI/  коммутатив алге5ра.*Бу алгеб- 
ра X нинг /  га нисбатан фактор-алгебраси дейилади.

3 - т е о р е м а .  X Банах алггбраснда /  ёпиқ идеал 
бўлса, у ҳолда  X/ /  фактор-алгебра ҳам Банах ал- 
гебрасидир.

И с б о т .  Фактор-алгебрада нормани қуйидагнча ки- 
ритамиз.

1И1 =  1П?1И| =  1 1 |к 0 -Цу1|, (1)
г  А х х

N
бу ерда л 0£д;. ‘

Даставвал (1) формула нормани аниқлашини кўрса-
Д Л л

тамиз. Ихткёрий х ^ Х /  учун ||л:1|>0. Агар ЦагЦ =  0 
бўлса, у ҳолда п !  Цд:0 > у || =  0. Демак, шундай {уп} а /

у £ /
кетма-кетлик мавжудки, ||аг0 +  уп1| -*• 0, яъни — уп -*■ л*0.
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л л
/  ёпик бўлгани сабабли х 0£ /, яъни х  =  0. Шундай
килиб, | |х | |> 0  ва Ц х| =  0 <=> х  — 0. Лгар >.£ С, >. =̂ =0 
бўлса, у ҳолда

{|>.л|| =  1п£ \\\х 0 -Ь у|| =  Р|т£ || *о+ х II =  Г'1 1Н1
У£/ у£/

л л
агар X =  0 бўлса, ||лл|| =  |Х|||дг|| эканлиги ўз-ўзидан рав- 
шан.

л л
Ихтиёрий х, у£Х: /  учун 

\\х +  у\\ =  1п£ ||лг0 +  у0 Н- г|| =  1п£ ||х 0 +  и +  у0 +  г»|| <
г$1

< 1 П{ | |х 0 4- «II +  п ]  ||у0 +  г | |  =  || X II +  II у  II 
« £ /  » £ /

' ва

||х-у|| =  1п! ||х0у0 4-  г|| С  1п! || (х0 +  и) (у0 +  г)|| <
г£1 м,т</

+  "II-М 11Уо +  ®|1=|| * И М -
и £  /  « £ /

Л Л
Энди ||е|| =  1 эканлигини кўрсатамиз, е =  е +  /  бўлгани 
•сабабли е- =  е2 +  /  =  е +  /  =  е. Демак, )И| =  || ег || <:

А Л Л
< ||е ||2, яъни ||в|| <  1. А гар ||е ||<  1 бўлганда эди, у ҳолда

л Л л
ихтиёрий п натурал сон учун ||е|| =  ||е" || < ||е | |я ->-0 бўл-

Л Я — о о

гани сабабли ||е|| =  0 тенглик ҳосил бўлар эди, бу эса 
_ л

е £ /  муносабатга зид. Демак, ||е|| =  1.
, л л

Ниҳоят. X I тўла эканлигини исботлаймиз. хх. х2,
д

. . . , х п, . . .  кетма-кетлик шу фазода фундаментал бўл- 
син. Ихтиёрий к натурал сон учун шундай цк топила. 
дики,

тенгснзлик ихтиёрий т натурал сон учун бажарилади.
Л Л 1

Хусусан,, 1К2“ ^ Л1) |<  2-, Демак, шундай х^, х^ ва-

зю
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киллар мавжудки, 
дай х п̂ , х , • • <

1|*лг' -  ||

\ \ Х  —  Х „** "к пк— 1

<  1. Шунга ўхшаш шун 
вакиллар топиладикн,

Демак, {х пк} кетма-кетлик X фазода фундаментал. Чун* 
ки ихтиёрий к, т учун
II к+т “к

— *„*(!<
" < ПХ' Н . . - Х'Н т ~ 1 11 +  - ■ - +  И ^ М  -

1
2к+т_О * „• ' 2к-1 < 1

£к-2 *
х  тўла бўлгани сабабли

х0-=Нтлг,
к

мавжуд ва
л

II *«,
л

— X,0 II =  М  II Х пк—  * 0 +  У II |1 *^л. *о|1

л
яъни х„к-+х0. Олинган ,{х„) кетма-кетлик фуидамектал 
бўлгани сабабли ихтиёрий г> 0  учун шундай п натурал 
сон топиладики, ҳар қандай п учун ||л:я — дг„й||<  е. 
Демак, |1 -  х 01| <  |1 хп — х„к || +  |1 хпк — хи |1 <  е 4-

/\ А
+  Ц*л& — <л:о|1- Бундан х лк-*~х0 бўлгани учун хл х0 
Демак, Х!1 тўла.#

X Банах алгебрасини комплекс сонларнинг С Банах 
•алгебрасига акс эттирувчи нолдан фарқли гомоморфизм 
комплекс гомоморфизм дейилади.

4-теорема Агар ф : X С  комплекс гомомор~ 
физм бўлса, у ҳолда

з) <р (е)— { ва х ~ 1 мавжуд бўлса, <р (х )Ф 0 . 
б) агар Цдс|| <  1 бўлса/ у ҳолда |ф(л:)|< 1, хусусан, 

ихтиёрий комплекс гомоморфизм узлуксиздир ва
М  =  1.

Исбот .  а) Бирор у £ Х  учун ф (у)¥=0 бўлгани 
сабабли

<Ғ(У) =  ?(У<?) =  «(У) ФИ»
демак, ф (е) =  1. Агар х £ Х  учун дг-1 мавжуд бўлса, 
у ҳолда

Ф (х )  ф (х “ ]) =  ф  (л г л :- :) =  ф(б?) =  1, 

яъни ф  (х )  Ф 0 ;

зп
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б) кхтиёркй х  £ X 
| / | > 1  бўлса, у ҳолда

(Н1X
г

<  1) элементни 
< 1 .  • 11*2- §, 1-

оламкз.
теоремага

Агар
асо-

сан (е — 1 элемент мавжуд, а) га асосан ф —

— у-1=̂ =0, яъни 1 — ф (л) ^=0 ва <р (лг) ^=>.. Олинган
>. (|Х| > 1) ихткёрий бўлгани сабабли |ф (х )| <  1|.
Демак, [|ф ||<1; ф (<?) =  1 бўлгани учун ||ф[I — 1. Хусу- 
сан, ф чегараланган, яъни узлуксиз.*

И з о ҳ .  4-теореманинг исботндан равшанки, бу тео- 
ремада X коммутатив бўлиши шарт эмас.

Қуйидаги теоремада комплекс гомоморфизмлар ва 
максимал идеаллар орасидаги боғланиш кўрсатиладн.

5 - т е о р е м а .  X комнутатив Банах алгебраси, 
д  ундаги барча комплекс гомоморфизмлар тўплами 
1бўлсин.

а) ҳар бир М максимал идеал бирор Н £ Д  ком- 
плекс гомоморфизмнинг ядросидир;

б) ҳар бир комплекс гомоморфизмнинг ядрэси 
максимал идеалдир;

в )  х £ Х  элементнинг тескариси мавжуд бўли- 
и ш  уяун, ихтиёрий // £ Д дл Н(х)Ф0.  бўлиьии за- 
рур ва кифоя;

г) ' х £ Х  элементнинг тескариси мавжуд бўлиши 
учун х  ҳеч қандай иЬеалга тегишли эмаслиги зарур 
ва кифоя:

Д) л€ а (х ) бўлиши учун /> =  Н(х) тенглик бирор 
Н£ учун бажарилиши зарур ва кифоя.

И с б о т .  а) М бирор максим&т идеал бўлсин. М ёпиҳ 
бўлганн сабабли Х М Банах алгебрасиднр. (3- теорема). 
Бирор л :^Х \А 1  элементни оламиз* Равшанки, ушбу

/  =  {(ах У • а  £ X , у £ М)

тўплам идеалдир ва /  =) М. Демак, /  — X. Хусусан, 
бирор а £ X ва у ^ М  учун ах у =  е, яъни ах  — е =

л л
=  у £ М, Фактор алгебранинг таърифига асосан а х  =  

л л л _
= е, яъни а = х~К Олинган х £ М  ихтиёрий бўлгани
сабабли Х!М  фактор алгебрада ҳар бир нолдан фарқли 
элементнинг тескариси мавжуд. Гельфанд —Мазур теоре- 
масига асосан Х!М — С (аниқроғи изометрик изоморф).

4312
www.ziyouz.com kutubxonasi



Эиди X дан олинган х  элементга х  синф билан аник- 
ланувчи П (х) комплекс сонни мос қўйсак, равшанк^г, 
1Г.Х-+С комплекс гомоморфизм бўлади ва 1 г 1 (0) =

\ = 0 =  >1;
!ь' б) агар ЛбА  бўлса, равшанки, /г- 1 (0) идеал ва 
(унинг коўлчами бирга тенг, демак, /г- 1 (0) максимал 
? идеалдир;

и в) агар х ~ 1 мавжуд бўлса, у ҳолда 4-теореманинг 
а) қисмига асосан ихтиёринЛбА учун к ( х ) Ф 0. Ак- 
синча л:0_1 мавжуд бўлмаса, /  =  х 0 X ~  {-Х0 л:: а £Х} 
тўплам идеалдир ва е б /, демак, /  ф  X. 2- теоремага 
асосан, /  бирор М максимал идеалнинг қисми. Демак, 
х 0£М.  а) га асосан шундай мавжудки, М —
=  Ьг 1 (0), яъни Н (х0) =  0;

г) Равшанки, тескариси мавжуд бўлган ҳар қандай 
элемент ҳеч бир идеалга тегишли бўла олмайди. Ак- 
синча, агар а0-1 мавжуд бўлмаса, а0 бирон идеалнинг 
элементи эканлиги в) да кўрсатилди;

д) агар бирор И£ Д учун X =  Н (х) бўлса, у ҳолда 
Н(>е — х) =  0, демак, в) га асосан (Хв — а)- 1 мавнсуд 
змас, яъни Х£з (х). Аксинча, Х^о (а) бўлса, (>е — х)-1 
мавжуд эмас. Демак, яна в) га асосан бирор И£ Д  учун 
И (ке — х) =  о, яъни П (х) =  Х.#

М и с о л л а р .  1. Компакт Хаусдорф К топологик фа- 
зосида узлуксиз функцияларнинг С(К)  Банах алгебра- 
сини кўрамиз (11. 1-§, 3-мисол) ва шу алгебрадаги мак- 
симал идеалларни ўрганамиз.

К  фазонинг бирон Ғ қисмини олсак, равшанки, Ғ 
тўпламнинг ҳар бир нуқтасида нолга тенг функциялар- 

|^дан иборат

I  . Мғ = { а (0 £С( Қ) : х ( ( )  = 0 у 1 £ / :)<гС(К)
Дгу
Р  тўплам идеалдир.

Биз қуйидаги иборани исботлаймиз: С (К) ал&ебрада 
бирор тўплам максимал идеал бўлиши учун, у би- 
рон тайинланган х0£ К нуқтада нолга айланувчи 
барча функциялардан абэрхт бўлшии зарур ва кифоя.

а) М То =  {х (/) б С(К ) : х  (т0) =  0} тўплам ндеал экан- 
лиги равшан. Унинг максимал эканлигшш кўрсатамиз. 
Ихтиёрий у (/) £ С (Қ) учун

г ( 1 ) =у  (I) -  у(т0)
313
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функция М-п нинг элементиднр, чунки г ( то)==0.  Де- 
мак, ихтиёрий у (/) Е С (К) , ушбу

у (/) =  2г ( / ) -Ь г ( 1 ) £М. й> а £ С
кўринишда ёйилар экан, яъни сосПш М Тй — 1. Демак, 
М^  — максимал идеал;

б) аксинча, М а С  (К) бирор максимал идеал бўл- 
син. Шу идеалга тегишли бўлган барча функциялар 
бирор тайинланган нуқтада нолга тенг эканлигини кўр- 
сатамиз. Агар бундай змас деб фараз қилсак, у ҳол- 
да ихтиёрий учун шундай х т (*)£М мавжудки,
^(т)т<ьо. Бу функиия узлуксиз бўлгани сабабли т нуқ- 
танинг шундай V- атрофи мавжудки, х - ( ( )Ф0  мунб- 
сабат ихтиёрий учун ўринли. К  фазонинг {£Д } ,
б К  очиқ қопламасидан, К  компакт бўлгани учун чекли 
Ст,, . . . Ихп қисм қоплама ажратиш мумкин. М  идеад 
эканлигини ҳисобга олсак,

х0 =  ,(() +  . . . +  х„,(()'х..п(1)*=п

к^\
Равшанки, ихтиёрнй / £ / (  учун л:0 ( 0 > 0 ,  демак,— ~

 ̂ -*о \ч
мавжуд ва узлуксиз, яъни $С (К). Бу эса 1-теоре-
манннг а) қисмига зид. Демак, шундан т0£/ (  мавжуд- 
ки, М а  М-ь. М максимал бўлгани сабабли М — М-,.

2. Энди (11. 1 - §, 4-мисол) алгебрадаги максимал 
идеалларнинг умумий кўринишини топамиз. Бунинг учун
5-теоремага асосан И/ алгебрадаги комплекс гомомор- 
физмларнииг умумий кўринишини аниқлаш кифоя. Рав- 
шанки, /0б(0, 2к) сон ф (л: (/)) =  л:(/0) формула оркали 
комплекс гомоморк|)ИЗмни аниқлайди. Аксинча ихтиёрий 
комплекс гомоморфизм шу кўринишга эга эканлигини 
кўрсатамиз.

Ҳар бир ф : С гомоморфизм ўзининг еи функция-
даги қиймати билан тўла аниқланади (чунки ф£Д учун 
Ф (еки) — [т(е'0)А ға Ф чизиқли ва узлуксиз бўлгани са- 
бабли, у бутун И/ га ягона равишда давом эттирилади). 
Ф (еи) =  Н бўлса, <э (е~1*) =  ф [(с,7)"‘11 =  Демак,
4-теореманинг б) қисмига асосан

| ^ |  =  )? ( ^ ) | < И 1 =  1,
|М1 = 1ф(ОКИ<Н'[| = ь
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Бундан | с | = 1 ,  яъни \ — е11% 0 <  /0 <  2г.. Шундай қи-

либ, ср (еи) =  еи» ( 0 <  10< 2 * ) , бундан ф ^ 2 х к** ^ =

-+■00
=  2 ^ б>Шп» яъни ф с* (0 )= * ( 0 -

к = — о о

Шундай қилиб, ҳар бир комплекс гомоморфизм ва, 
демак, 5-теоремага асосан. ҳар бир максимал идеал 
[0, 2^] оралиғидаги бирор /0 сон билан аниқланадн. 
Бунда А1 максимал идеал шу /0 нуқтада нолга айла- 
нувчи барча •*( / )€№ функциялардан иборат.

Энди биз олинган натижани қуйидаги теоремани ис- 
^ботлашга татбиқ қиламиз:

В и н е р  т е о р е м а с и -  х  (1)функция абсолют яқин-

лашувчи' бўлган х  (I) — 2  х кек{ Фурье қаторига ё йи-
• к ~ ' —  оо

шб, ҳеч, бир нуқтада нолга тенг бўлмасин. У ҳ о л - 
)а у (1)= —гтт функция ҳам абсолют яқинлашувчи- X \1)
5ўлган Фурье қаторига ёйилади.

И с б о т .  Теореманинг шартига кўра х(1)£\У.  Их- 
1тиёрий /б[0 ,  2*] учун * ( / )=^0  бўлгани сабабли ҳар 
бир учун ф(л:)^=0. 5-теореманинг в) иборасига
асосан у = х _1б ^  мавжуд. Демак, '  ’ ■ .

х(п = у ( о  -

11.4-§. Коммутатив Банах алгебраларини ифодалаш

Ушбу параграфда баъзи коммутатив Банах алгебра- 
лари бирор компакт Хаўсдорф топологик фазосидаги 
узлуксиз функциялар алгебраси сифатида ифодаланиши 
мумкин эканлигини кўрсатамиз.

X коммутатив Банах алгебраси, Д  ундаги комплекс 
гомоморфизмлар тўплами бўлсин. X нинг ҳар бир х  
элементи Д  тўпламда ушбу

х  (й) = Н (х) (А £ Д)  (1)
л

формула ёрдамида х  : Д -> С  функцияни аниқлаиДи.
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л л
Барча л: (х£Х) функциялар тўпламини X билан бел- 
гилаймиз.

11.3§ даги 4- теореманинг б) ибораснга асосан их- 
тиёрий'© £Д учун <р£Х' ва | |<р| |< 1 (X' фазо X га
қўшма фазо). Агар X' даги бирлнк шарни 5  билан бел- 
гиласак, равшанки, Д с 5 .

Энди Д тўпламда топология киритамиз. Бунинг учун 
X'  фазодаги *-суст топологияни, яъни а (Х\  X) топо- 
логияни (8.4- §) Д тўпламда кўрамиз. Бу топологияда 
/<)€Х' элементнинг атрофлари системаси қуйидаги кў- 
ринишга эга эди:
Ц(хг , . . . , х т, 8; / 0) -  { / £ Х ' : \/(хк) —/ 0(хк)\ < Ъ , к  =

==1,2,  . . . , т).
1 - т е о р е м а .  Л тўплам о (X' , X) топологияда 

компактдир ва (1) формула билан аниқланган ҳар
л

бир х(к) функция д  тўпламда ш.у тополсгияга нис- 
батан узлуксиздир.

И с б о т .  8.4-§ да исботлаганимиздек, агар X Банах 
фазоси сепарабел бўлса, X' даги 5 бирлик шар а (Х \  
X) топологияда компактдпр. Бу ибора ихтиёрий X Ба- 
нах фазоси учун ҳам ўринли (бу ерда биз бунинг ис- 
ботига тўхталмаймиз). Демак, Д  тўплам компакт5 тўп- 
ламнинг қисм тўпламидпр. Шунинг учун Д  тўплам 
о (X', Х)_топологияда ёгшқ эканлигини кўрсатиш ки-
фоя. / 0 £ Д деб фараз қилайлик. Демак, / 0 нинг (2) 
кўринишдаги ихтиёрий атрофида / г£Д комплекс го- 
моморфизм мавжуд. / 0 нинг атрофини 1/(х, у, ху, В; / 0)

кўринишда олсак (х] — х, х 2 — у, х 3 — ху, т — 3), 
У ҳолда

Ь(х)— / 0(х)\ <  8,
А ( У ) - / о ( У ) 1 < & ,
/ / ( х у ) - / 0(х у )|< 8 .

Демак, Н (ху) = Н (х) Н (ў) муносабатни назарда тутган 
ҳолда қуйидагини ҳосил қиламиз:

1/о (*У) -  /п(*)/о(у)1 =  11 Мху)  -  Н (ху)] 4- 
+  \к (х)Ь (у) - / 0(*)/о(у)|| <  !/о (ху)— Н (ху)\ -|- 
<  \н (у) -  / 0 (>Ф | Н(х) | 4- \н (х) -  Д /х)| | /0(у) | <

<  * 4- 8 IIА !| 1И1 +  8||/о1| || у|| =  з (14-  М  4- 1|/о|| |1у|1). 
Бундан 8 ихтиёрий кичик бўлгани сабабли

/ь(ху)*=/о(х)/о(у)‘
316
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Энди /о нннг 11{е, о; / 0) атрофини олсак,

1.А (е) — / 0 (е) | <  8, яъни 11 — / 0{е)\ <  Ь.
Бундан / 0 (е) =  1, я ь н и ./„ £Д . Шундай қилиб, Л ёпиқ 
ва, демак, компакт.

Эндн х (//) функция Л да узлуксиз эканлигини кўр- 
сатамиз. А0£Л элементнинг £/(*, £; А0) атрофини олсак,
бу атрофда

|* (к -  х  (к0) | =  |к (х)| — к0(х)\ <  е. 
л

яъни х  функция А0 нуқтада узлуксиз.*
/\ •

х £ Х  элементга л: функцияни мос қўйсак, нати-

жада X -► X сс С (Л) акс эттириш ҳосил бўлади. бу ер- 
да С(Л) Банах алгебраси компакт Хаусдорф топологик 
фазосидаги узлуксиз функциялар алгебрасидир. (11.1-§,
3- мисол).

л
2- т е о р е м а. х - * х  мослик гэяомор/измдир ва

Н*|КН*||. (3)
И с б о т .  Ихтиёрий х и х 2£ ЛХчун

д л
(х, -\-.х2) (к) =  А (х, 4- х 2) =*А(х,) 1- А (х2) =  х, (А) ф- х* (А),

Л Л /  \  л л
чъни (х, 4- х .2) = х { х 2. Шунга ўхшаш .х,х2= Х 1Х2,
л л Л

(хх) =  ах. Демак, х->-х гомоморфизм.
Энди (3) тенгсизликни исботлаймиз.
11. 3-§ даги 5-теореманинг д) юорасига кўра

л
/.^а (X) бўлиши учун л =  / / (х)=:х(А) тенглик бирор 
А£Л учун бажаршаиши зарур ва кифоя. Демак, о(х)

тўплам х  функциянинг қийматлар тўплами билан мос 
тушади. Бундан ва 11.2-§ даги 4-теоремадан

| |х | |  =  зир1 х(А) | =  $ир |>.| =  г(х) <  ||х |1 .# 
а£ д

Т а ъ р и ф .  Банах алгебрасининг барча максимал иде- 
аллари кесишмаси =  П М радикал дейилади.
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Ихтиёрий М максимал идеал учун бўлганн
сабабли 0 £ К, Агар радикал фақат б элементдангина 
иборат бўлса, алгебра яримсодда алгебра дейилади.

Т а ъ ри ф .  Агар коммутатив X Банах алгебрасида 
ихтиёрий х £ Х  учун II х* || =  || х Ц2 тенглик ўринли бўл- 
са, X регуляр алгебра дейилади.

11.2-§ даги 1, 3- мисоллардаги С ва С(К) алгебра« 
лар яримсодда ва регуляр алгебрага мисол бўлади. Бу
11.3-§, 1-мисолдаги иборадан бевосита келиЗ чиқади.

3 - те о р е м а .  а) х  х  мослик мономорфизм бў- 
лиши уяун X яримсодда алгебра бўлиши зарур ва 
кифоя;

б) агар X регуляр алгебра бўлса, у ҳолда X ўзи-
д

йинг С (А) алгебрадаги акси, яъни X билан изо - 
метрик азоморф, хусусан, X яримссдда алгебрадир, 

И с б о т .  а) X  яримсодда алгебра бўлсин. Агар х £ Х
учун =  0 бўлса, у ҳолда ихтиёрий учун //(х )=

А
=  х(/г)= 0, яънн х  ҳар бнр максимал идеалга тегишли, 
ва демак, х$К.

X яримсодда алгебра бўлгани учун х  =  0. Аксинча,
А

х  -*■ х  мослик мономорфизм бўлсин. Агар ;*:£/? эле- 
меитнй олсак, у ҳар ^бир максимал идеалга тегншли.

д
Демак, ихтиёрий Н б А учун // (х) — х  ( Н) =  0, яъни 
лх  =  0. Бундан х~*-х мономорфизм бўлгани учун х  = 0, 
яъни К =  {6};

б) X  регуляр алгебра бўлсин. II х 21| =  || х  ||* тенглик- 
дан бевосита Цд:2'' || =  ||д:|12Я тенглик келиб чикади, яън»

V  8=5 IIх  II- Спектрал радиус ҳақидаги теоремага
асосан (11. 2-§, 5-теорема)

г ( х )  =  ||д:||. (4)

Агар х £ К  бўлса, у ҳолда ихтиёрий учун
Н (х) =  0, демак, (х> =  {0}, яъни г (х) — зир I 'с | =  0.

(4) тенгликка асосан" ||| х  || =  г(х) =  0 ва, демак, х  =  0, 
яъни X— яримсодда ^алгебра. а) га асосан X ўзининг
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С ( Л )  Да г н  X  а к с и  б и л а н  изом орф . С ў н г  1 1 .3 -§  д а ги  
5 . теоре м ага  асосан

1]_х|| == т а х  \ х  (//) I =  т а х  1// (.х ) | =  т а х  | X | =  г  (дг) =  Ц х  ||.' л£л л е  Х€ а(дг,
Д е м а к ,  . х —* - х  и з о м е т р и к  изом орф изм ..*

1 1 .3 - §  да к ў р с а т и л га н и д е к , к о м п л е к с  го м о м о р ф и з м - . 
лар ва м а кс и м а л  идеаллар  орасида ў за р о  б и р  ц и й м а тл и  
м о с л и к  м а в ж у д . Д е м а к , А  т ў п л а м  сиф атида к о м п л е к с  
гом ом о рф и зм л ар  т ў п л а м и н и  эм ас, С а л ки  м а кс и м а л  ид е ал - 
лар т ў п л а м и н и  о л и ш  ҳ а м  м у м к и н . Ш у н и  назарда т у т н о ,  
ю к о р и д а ги  теорем аларни  қ у й и д а ги ч а  иф одалаш  ҳ а м  м у м -
к и н - _ л

4 - т е о р е м а .  X  В а н а х  а л г е б р а с и , А  у н о а г и  м а к -
с и м а л  и д г а . г л а р  т ў п л а м и  б ў л с и н .

а )  Д  т ў п л а м  к о м п а к т  Х а у с д о р ф  г п о п о л о г и к  ф а -  
з о с и д и р ;

б )  х —*- х  м о с л и к  X  а л г е б р а н и  С  ( А )  а л г е б р а н и н г

б и р о р  X  ц и с м и г а  а к с  э т т и р у в ч и  г о м о м о р ф и з м д и р ;  
б у  г о м о м о р ф и з м н и н г  я д р э с и  X  а л г е б р а н и к г  р а д и к а л и -  
г а  т е н г .  Х у с у с а н ,  б у  м о с л и к  м о н о м о р ф и з м  б ў л и и т и  
у я у н ^ Х  я р и м с о д д а  а л г е б р а  б ў л и и ш  з а р у р  в а  к и ф о я ,

в )  и х т и ё р и й  х £ Х  у ч у н .  Ц х  || А г а р  X  р е г у л я р

а л г г б р а  б ў л с а ,  х  —* -х  м о с л и к  X  б и л а н '  у н и н г  С ( А )

д а г и  X  а к с и  о р а с и д а г и  и з о м е т р и к  и з о м о р ф и з м д и р .
П араграф ни  ярим содда а л ге б р а л а р н и н г б а ъ зи  х о с с а - 

л а р и н и  к е л т и р и ш  б и л а н  я к у н л а й м и з .
5 - т е о р е м а .  X ,  У  к о м м у т а т и в  Б а н а х  а л г е б р а -  

л а р и ,  <р : X  У  и х т и ё р и й .  г о м о м о р ф и з м  б ў л с и н .  А г а р  
У  я р и м с о д д а  а л г е б р а  б ў л с а ,  ф у з л у к с и з д и р .

И с б о т .  X ,  У  Б а н а ч  ф азолари б ў л га н и  с а б а б л и  
7 . 2 - §  д а ги  ё п и қ  гр а ф и к  ҳ а қ и д а ги  те о р е м а га  асосан ф 
н и н г  гр а ф и ги  ё п и қ л и г и н и  к ў р с а т и ш  ки ф о я . {■*„} с= X  
қ е т м а -к е т л и к  у ч у н  х п —»- х  £ X  ва <4* (.х п) ~ * ~ ў €  ^  б ў л с а ,
у  =  О ( х )  э к а н л и ги н и  и с б о тл а ш  к е р а к . А х ,  А к  м о с  ра- 
в и ш д а  X  ва У  д а ги  ко м п л е кс  гом ом орф изм л ар  т ў п -  
л ам л ари  б ў л с и н . И х т и ё р и й  Л ( А г  н и  о л и б , о  = / / 0 <4/ 
м у р а к к а б  а к с  э т т и р и ш н и  к ў р а м и з . Р а в ш а н к и , ф € ^ х -

319

11-3-§ даги 4- теоремага асосан ф ва к узлуксиз. Де-мак, 
к (у) - Нт к (ф (хп)) = Пт <|> (х„) - ф (х) - А (ф (х)),
яъни А (у ф(х)) 0. Бу ерда /г£Аг ихтиёрий бўл-гани учун у — ф (х)£/?. Энди К яримсодда эканлигини
назарга олсак, у = <{>(.£)•*
Натижа. Яримсодда коммутатив Банах алгебра-лари орасидаги. ҳар бир изоморфизм гомоморфизм-дир. 
11.5-§. Инволютив алгебралар
X бирор комплекс алгебра бўлсин (коммутатив бў-лйши шарт эмас).
Таъриф. X нинг ҳар бир х элементига бирор х*£Х элементни мос қўювчи акс эттириш куйидаги тўрт 
шартни қаноатлантирса, у инволюция дейилади:
1) (х + у)*_=х*+у*.
2) (ах)* = Ах*.

3) (ху)* = у*х*, 4) х** = х, 
бу ерда X, у£Х, Х£С.
Инволюция билан таъминланган алгелра инволютив алгебра дейилади.
Масалан, С(Қ) алгебрада /-»■/ акс эттириш инволю-циядир (/ функция / га комплекс қўшма функция). 
Инволюцияга энг муҳим мисоллардан бири бу ' Гильберт фазосидаги чегараланган оператордан унга кўш 
опе-раторга ўтиш амалидир.
Агар х£Х элемент учун х* -  х тенглйк ўринли бўлса, х ўз-ўзига қўшма ёки Эрмит элементи дейи-лади.
1-теорема. X инволютив Банах алгебраси бўл-син. У ҳолда ихтаёрий х£Х учун:
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а) х -\- х*, I (х — х*), хх* элементлар Эрмит элементларидир;
б) х ягона равишда х = и-\- IV кўринишдх тасвир-ланади, бу ерда и, V Зрмшп элементлари;
в) е — Эрмит элементи;
г) х~х элемент мавжуд бўлиши уяун (х*)~х мав-жуд бўлшии зарур ва кифоя; бу ҳолда (х*)-'1 — (х"1)*;
д) А£а (х) бўлиши уяун >£о(х*) бўлиша зарур ва кифоя.
320
И сб от. а) (. Ц]унга ўхшаш 
= 1(х — х*) ва

: хх*; б) равшанки, и, V сифатида мос равишда 
- х':
Х+ X* 
ва
элементларни олиш мумкин.
I Энди х бошқа усул билан ёйилган бўлсин: х = и' + ] -4- IV'. Агар о) = V' — V элементни олсак, 
равшанки, 1(0* = ш. Шу билан бирга ш = (х— и') — (х— и) = и — ч _- и! бўлгани уиун (лсо)* = (и 
и') = ш. Иккинчи то-'%» мондан, (ш)* = Тя* = — ш, демак, ш = — ш. Бу тенг-1| ликдан оз = 6, яъни 
= V', и — и' келиб чиқади; 1 в) е* = ее* бўлгани учун а) га асосан (е*)* = е*, - яъни е = е*\
г) х-1 мавжуд бўлса, у ҳолда х* (х-1)* = (х-1 х)* = = е* = е, яъни (х-1)* = (х*)-1. Аксинча, (х*) ^1 ма 
жуд бўлса, у ҳолда х [ (х*)-1]* = \(х'*) ~л*]* = е* = еь яъни х~х мавжуд;
д) Х£а(х) учун (ке — х)-1 мавжуд эмас."Демак, г) га
асосан [(1е — х)*\ ^1 = &е — х*)^~1 мавжуд эмас, яъни А£а(х*). Шунга ўхшаш Х£с(х*) бўлса, бу ҳолда 
1£<з(х).*
2- теорема. Агар X яримсодда Банах алгебраси бўлса, у ҳолда X даги ҳар қандай инволюцияузлук- 
сиздир.
Исбот. X даги ихтиёрий А комплекс гомоморфизм-
ни оламиз. Равшанки, ф(х) = А(х*) ҳам X да комплекс гомоморфизмдир. Дарҳақиқат, 
ср (х + У) - А(** + У*) = Л (х*) + Н (у*) = 1{л) +
= К

<р (ху) = А (у *
7р) ( ф(х)ф(у).
*) = Хср (х), *) = ср (у) 7 {х) =

Демак, 11.3-§ даги 4-теоремага асосан Энди хя ->- х, хл* -> у бўлсин. У ҳолда 
узлуксиз.
/гТҒ) = Ф (х) = Пт Ф (хп) = Н яъни Н (х* — у) = 0. /г ихтиёрий бўлгани сабабли х* —
21-239
«21
X яримсодда алгебра бўлгани учун х* = у Лемяк *->х* акс эттиришшшг графиги ёпиқ. Ёпиқ г]
ҳақидаги теоремага асосан (бу теореманшг исботи ма чизиқли операторлар учун ҳам ўзгаришсиз бу
акс эттириш узлуксиздир.* уишсил
Шл ИНВ0ЛЮ™В БЗНаХ ^брасвда ихти-
(1) (ёки
рав-(2)
ва
*■*!! ^
. ||***ц = ||*||||**||. (3)
Аксинча, агар (2) ва (3) тенгликлар ўринли бўлса, рав-шанки, ||***11 = [|*,'|2.
Қуйидаги теорема В* — алгебралар назариясининг энг муҳим теоремаларидан бйри.
3- тЛ'еорема. (Гельфанд — Наймарк теоремаси). X ихтиёрий коммутатив В*-алгебра, А ундаги мак-симал 
идеаллардан иборат компакт Хаусдорф топо-логик фазоса бўлсин. Бу ҳолда х-+х мослик (11. 4- §, 4-теоре 
X ни бутун С (А) га акс эттирувчи изометрик изоморфизмдир ва ихтиёрий х£Х учун
(**) - х.
(4)
л
Хусусан х Эрмит элементи бўлшии учун х£С (А) хациций функция бўлиши зарўр ва кйфоя.
Исбот. Агар и£Х Эрмит элементи бўлса, кхти-ёрий к£А учун Н (и) ҳақиқий сон эканлигини кўрсата-миз. I 
ҳақиқий сон учун ушбу х = и -\- Ие кўриниш-даги элементларни оламиз. Агар Н(и) — а + 1\> (а, р —; 
ҳақиқий сонлар) бўдса, у ҳолда
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Н (х) = <х +'/ (р + I), гг* == «2  + Ре. Демак,
322
ихтиёрий I ҳақиқий сон учун

ру ерда [|и||2 чекли, I ихтиёрий бўлгани сабаали Р=?0, К (и) — ҳақиқий сон. Шундай қилиб, агар и Эр- 
элементи бўлса, у ҳолда ихтиёрий /г£А учун 
л л
л (л) = Н (и) — ҳақкқяй сон, яъни и ҳақиқий функция.
Энди х£Х ихтиёрий бўлса, у ҳолда х = ц + л ва 
и = а*, г) = г»*. Демак,
Л Л /V" Л _
= (п + IV)* = («* — №*) = «— IV = (II + IV) — Х% 
шу билан (4) исботланди.
Бирор х£Х элементни олсак, у = *** элемент Эрмит элементидир, демак, || у2|| = ||у ||2. Индукция 
бўйича
||у2" !| = || у Ц2" тенгляк исботланади. Спектрал радиус ҳақидаги теоремага асосан 
л л
|| у || = тах | у (А)| = тах \Н (у )\ — тах |/.| = г (у) =
Л
яъни || у | сабатдан 
л
Энди у = *** тенгликдан ва (4) муно^ л = | * |2 тенгликни ҳосил қиламиз. Демак,
'=НУН = ,
яъни 1|х|| = ||*||. Шундай қилиб, х га акс эттирувчи 
тўла
изометрик
л бўлгани сабабли X алгебра
у || = ||*** || = ||* |[»,
л л
■х мослик X ни А' 
изоморфизмдир. X фаза 
С (А) 
алгебрада л
ёпиц Х = С(А) тенгликни исботлаш учун X тўплам С(А)дазич эканлигини исботлаш кифоя. Бунинг учун 
қуйидаги исботсиз келтирилган теоремадан фойдаланамиз,,. Стоун — Вейерштрасс теоремаси. С (К) ал- 
гебранинг лц.1- §, З-мисол^ А .цисм алгебргси қупи,-даги шартларни қаношплантирсин:
а) бирлик функция (е (I) — 1) А г% тггишли;
б) ихпшгрий 1Х, 1;*€.К(1хфЛ2) учун шундай х(1)л А мавжудки, х(л) Ф х (12);
в) ихтиёрий х(1)лА уяун х(1)£А.
У ҳолда А қисм алгебра С (К) нанг ҳамма ерлда зич.
323 
л
Энди 3 - теореманинг исботини якунлаш учун X сг С (А) қисм алгебра учун а) —в) шартлар 
бажарилишини тек-шириш керак. а) ўз-ўзидан равшан, чунки е£Х ва л л е{к) € X;
б) ихтиёрий ки Л2£Д (к\фШ) учун шундай х£Х
л л
мавжудки кх (х)фк2 (х), яъни х ( кх )фх (А2); 
л л ~л л
в) ихтиёрий х£Х учун (4) га асосан х = л;*, яъни 7 \ л 
х£Х.
Стоун—Вейерштрасс теоремасининг ҳамма шартлари бажарилади. Демак,
МАШК УЧУН МАСАЛАЛАР
1. /С={2:|г|<1}с=С бирлик доирада узлуксиз ва К нинг ички нуқталарида аналитик "бўлган функциялар-да 
иборат тўпламни А билан белгилаймиз. А да алге: браик амалларни одатдагидек, нормани эса қуйидагичз 
киритамиз:
|| л: || = тах \х(г) \, х£ А 
И
А коммутатив Банах алгебраси эканлигини исботланг.
2. А Банах алгебрасининг максимал идеаллари би-лан К = {г: \г\л 1} бирлик доира нуқталари
орасида ўзаро бир қийматли мослик борлигини кўрсатинг. [ 3. А алгебра регуляр ва яримсодда
эканлигини ис-ботланг.
4. [а, Ь] оралиқда п- тартибли ҳоеиласи мавжуд ва узлуксиз комплекс функциялар фазосини Сп [а, Ь] би-г 
белгилаймиз. Алгебраик амаллар одатдагидек, норма эса ушбу
\х\\ = Ъъ
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"[а, Ь}
формула билан киритилади. Сп[а, Ь\ Банах алгебраси экаклйгини исботланг.
324
5. Сп[а, Ь\ алгебранинг барча максимал идеалларини топинг. -

6. Сп [а, Ь~\ алгебрада инволюцияни х* (л) = х (£) деб олсак, С" [а, Ъ\ — яршсодда В* — алгеб 
эканли-
гини исботланг.
7. Сп[а, Ь] Банах алгебрасининг барча ёпиқ идеал- 
ларини топинг.
8. Яримсодда 65'лмаган Банах алгебрасига мисол кел- 
тиринг.
9. Н Гильберт фазосидаги чегараланган операторлар-нинг I (И) алгебрасини оламиз. Бу алгебрадаги 
бирор ўз-ўзига қўшма То операторнинг барча даражаларининг чизиқли ёпилмасини В (То) билан . 
белгилаймиз. В (То) яримсодда В'~алгебра эканлигини исботланг.
10. Ь{Н) алгебра В*— алгебра эканлигини Исбот- 
2 =

ланг.
11. X Банах алгебрасининг х элементи учун х2 = х тенглик бажаралса, х идемпотент дейилади. 
Агар х, у€Х (хфу) идемпотентлар учун ху = ух тенглик ўринли бўлса, || х — у || > 1 эканлигини 
исботланг.
12. X Банах алгебрасининг х, у элементлари учун ху == ух бўлса, у ҳолда 
(у), г
г(х) г(у)
тенгсизликлар ўринли эканлигини кўрсатинг.
13. X Банах алгебраси, х, у унинг элементлари бўл 
син.
а) х~х ва (ху)-1 элементлар мавжуд бўлса, у и исботланг;
а) х ва (ху) элер жуд бўлса, у эле-мент ҳам мавжудлигини исботланг;
б) (хуУх ва (ух)'1 мавжуд бўлса, х~х ва у~х эле-ментлар ҳам мавжудлигини исботланг;
в) агар (е — ху)-1 мавжуд бўлса, (е — ух)~г эле-мент ҳам мавжуд бўлишини кўрсатинг.
14. Умумий ҳолда ху = е Ф ух муносабат ўринли бў-лиши мумкинлигини мисолда кўрсатинг.
15'. Агар ху — е бўлса, ух : элемент нолдан фарқли идемпотент эканлигини исботланг.
16. Агар х~{ мавжуд бўлса, у ҳолда ихтиёрий у£Х учун о (ху) = а (ух) тенгликни исботланг.
17. Банах алгебрасида ихтигрий х, у элементлар учун г (ху) = г (ух) тенгликни исботланг ((ху)п = х(ух 
1у тенгликдан фойдаланинг).
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XII боб
УМУМЛАЛТАН ФУНКЦИЯЛАР. ФУРЬЕ АЛМАШТИРИШЛАРИ 
12.1 -§. Умумлашган функция тушунчаси

I. Умумлашган функциялар дастлаб физикага доир илмий ишларда учраган. Машхур физик П. Дирак 
дель-'та-функция деб аталувчи ва қуйидагича таърифланувчи 3 (х — х0) фуккцияни киритган: бутун тўғри 
чизиқда аниқланган Ь(х — х0) функция х0 дан бошқа ҳар бир нуқтада нолга тенг ва х0 нуқтада эса қиймат 
чексиз бўлиб, бутун тўғри чизиқ бўйича интеграли мавжуд ва бирга тенг, яъни 
[X Хо) —

+ оо, X = Хо 
ва
Ь(х ~ хо)йх =

Равшанкя, математик анализ курсида кўрилган функция йа интеграл таърифлари нуқтаи назаридан дельта 
функ-циянинг хослсалари ўзаро зиддир.
Математикада умумлашган функцияларни биринчи марта машхур совет математиги С. Л. Соболев 1936 й 
да киритган. Француз математиги Л. Шварц 1950—1951 йилларда „Тақсимотлар назарияси" китобида 
умумлаш-ган функцияларни ўрганишга топологик вектор фазолар назариясини татбиқ қилиб, қатор муҳим 
натижалар олди. Ҳозирги кунда умумлашган функциялар назарияси мате-матиканинг тез суръатлар бил-а 
ривожланаётган соҳа-ларидан бири бўлиб, математиканинг бошқа соҳаларида ва физикада кўпгина муҳим 
татбиқларга эга.
Маълумки, узлуксиз функция дифференциялланувчи бўлмаслиги мумкин. "Бирорта ҳам нуқтада ҳосилага 
эга бўлмаган узлуксиз функцияларни биринчи марта К. Ве-йерштрасс тузган. Бундай функцияларга доир 
мисол, масалан, [ҲЎФН] китобининг 5!5-§ ида келтирилган.
Умумлашган функциялар тушунчаси функция тушун-часининг шундай кенгайтирилишики, бунда ҳар 
қандай узлуксиз фўнкция дифференциалланувчи ва унинг ҳо-
326
силаси умумлашган функция бўлади. Шу билан бир қаторда ҳар қандай умумлашган функциянинг ўзи ҳа1
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дйфференииалланувчи бўлиб, унинг ҳосиласи ҳам умум-лашган функциядир. Ундан ташқари, умумлашга 
функ-циялар соҳасида клас:йк математик анализда факат оғир шартларда бажариладчган бошқа кўп 
амалларни ҳам ба-жариш мумкин (масалан, умумлашган функцияларнинг яқинлашувчи қаторини ҳад» 
ҳад дифференциаллаш 
мумкин).
2. Асосий функциялар. Финит функцая деб„ л = (—оо, оо) оралиқда аниқланган ва бирор сегмент-дан 
ташқарида нолга тенг бўлган функцияга айтилади,
Асосий функция деб /? = (— оо, оо) оралиқда ҳамма ҳосилалари мавжуд бўлган финит функцияга 
айтилади»
Асосий функцияга мисол келтирамиз. 
а- - 12 
а) = 

е,
Ю,
агар агар
а бўлса, - а бўлса.
Равшанки, барча асосий функдиялар тўплами функ-цияларнинг қўшиш ва сонга кўпайтириш амалларига 
нисбатан чизиқли фазодир.
Эндн бу фазода яқинлашиш тушунчасини киритамиз.
Агар асосий функциялардан иоорат {ф„(0} кетма-кет-' лик қуйидаги икки шартни қаноатлантирса, у <р (0 
асосий функцияга яцинлашувчи дейилади:
1) шундай а > 0 сон мавжудки, ҳар бир п натурал сон ва г (И > а) учун фи (I) == 0.
2) {ф„ (()} кетма-кетлик ф (() функцияга ва ҳар бир т натурал сон учун {ф„(0} кетма-кетликниш 
т- тар~ тибли ҳосилаларидан и'орат .{фпт)(0} кетма-кетлик Ф<т) (0 функцияга Я. — (— оо, + < 
оралиқда текис. яқинлашади.
Асоеий функцияларнйнг вектор фазосини киритилган яқинлашиш билан бирга кўрилганда Е билан
белгилай-
миз.
Мисоллар. 1. Юқорида кўрилган ф(л, а) асосий 
функцияни олиб, ф„(0 т= — ф (Ь, а) кетма-кетлмкни кўра- 
миз.
Равшанки, бу кетма- кетликнинг ўзи ва ҳар қандай. т натурал сон учун {ф(п'п)(0} кетма-кетлик айнан
нолга
32?
XII боб
УМУМЛАШГАН ФУНКЦИЯЛАР. ФУРЬЕ АЛМАШТИРИШЛАРИ 
12.1 -§. Умумлашган функция тушунчаси
/ I. Умумлашган функциялар дастлаб физикага доир ; илмий ишларда учраган. Машҳур физик П. Дирак 
дель-та-функция деб аталувчи ва қуйидагича таърифланувчи § (х—х,) фуккхияни киритган: бутун тўғри 
чизиқда аниқланган Ъ(х — х0) функция х0 дан бошқа ҳар бир нуқтада нолга тенг ва х0 нуқтада эса қийма 
чексиз бўлиб, бутун тўғри чизиқ бўйича интеграли мавжуд ва бирга тенг, яъни 
<х - Хо) = 
ва
Ъ(х-хо)с1х =

РавшанКи, математик анализ курсида кўрилган функция ва интеграл таърифлари нуқтаи назаридан дельта 
функ-циянинг хоо.салари ўзаро зиддир.
Математикада умумлашган функцияларни биринчи марта машҳур совет математиги С. Л. Соболев 1936 й 
да киритган. Француз математиги Л. Шварц 1950—1951 йилларда „Тақсимотлар назарияси" китобида 
умумлаш-ган функцияларни ўрганишга топологик вектор фазолар назарнясини татбиқ қилиб, қатор муҳим 
натижалар олдк. Ҳозирги кунда умумлашган функииялар назарияси мате-матиканинг тез суръатлар билаш 
ривожланаётган соҳа-ларидан бири бўлиб, математиканинг бошқа соҳаларида ва физикада кўпгина муҳим 
татбиқларга эга.
Маълукки, узлуксиз функция дифференциялланувчи бўлмаслиги мумкин. 'Бирорта ҳам нуқтада ҳосилага : 
бўлмаган узлуксиз функцияларни биринчи марта К. Ве-йерштрасс тузган. Бундай функцияларга доир мис 
масалан, [ҲЎФН] кйтобининг 1!5-§ ида келтирилган.
Умумлашган функциялар тушунчаси функция тушун-часининг шундай кенгайтирилишики, бунда ҳар
қандай узлуксиз фўнкция дифференциалланувчи ва унинг ҳ< -
326
силаси умумлашган функция бўлади. Шу бшп1 Р1 қаторда ҳар қандай умумлашган функц.иянинг уй ^аМ: 
дйфференииалланувчи бўлиб, унинг ҳосиласи 'ҳа лашган функциядир. Ундан ташқари, умумлашга) цияла 
соҳаскда клас:ик математик анализда фаК'Г л шартларда бажарилад-1ган бошқа кўп амалларнй ам а" жарз 
мумкин (масалан, умумлашган функцияаРНРНГ яқинлашувчи қаторини ҳадма-ҳад дифферен1Г:аллаш 
мумкин). д б
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2. Асосий функциялар. финит функци /л = (— оо, оо) оралиқда аниқланган ва бирор с т" дан 
ташқарида нолга тенг бўлган функцияга ай
Асосий функция деб /?= (— оо, оо) оралиқД:, ҳосилалари мавжуд бўлган финит функцияга а|"
Асосий функцияга мисол келтирамиз. 
а- - II 
Ф 
а) =

Ю,
агар |*| < а агар |*[ >а 
бўлса, бўлса .

Равшанки, барча асогий функолялар тўплами ллтм* цияларнинг қўшиш ва сонга кўпайтириш амг * 
нисбатан чизиқлифазодир. ютамиз
Энди бу фазода яқинлашиш тушунчасини ки'' Агар асосий функциялардан иоорат (фл(*)} кс лик қуйида 
икки шартни қаноатлантирса, у <р(' функцияга яқинлашувш дейилади:
1) шундай а > 0 сон мавжудки, ҳар бир п н л р сон ва Ц\Ц>а) учун ф„(0==0. б
2) {ф„ (*)} кетма-кетлик ф (I) функцияга ва у ғ ғ т натурал сон учун {фл(0} кетма-кетликнинг 
тиблк ҳосилаларидан и^орат {фл"г)(0} кетМ1
Ф<т) (0 функцияга /? = (— оо, -(- оо) оралиқд яқинлашади. ятилган
Асосий функцияларнинг вектор фазосини кй]л „ яқинлашиш билан бирга кўрилганда Е билан (г г 
миз.
М и с о л л а р. 1. Юқорида кўрилган ф (*, 
функцияни олиб, ф„(0 т^ — Ф(л> а) кетма-кетляк1И

миз.
Равшанки, бу кетма- кетликнинг ўзи ва ҳа т натурал сон учун {ф(пт)(0} кетма-кетлик айн
I
1 г
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тенг функьияга (— оо, + оо) ораликда текис яқинлашади

ш г у  т, у ч у п  ) п п ш  к а ^ ш и .ч п  А О СШ ТаларИ -

даи иборат {ц>пП) (0} кетма-кетлик (— оо, +  оо) оралиқда 
айнан нолга тенг функцияга текис яқинлашади.

Аммо {фл} кетма-кетлик айнан нолга тенг функцияга 
Е фазода яқинлашмайди, чунки бу кетма-кетлик учуц 
Е фазода яқинлашишнинг биринчи шарти бажарилмайди.

Е фазода аниқланган ҳақиқий чизиқли /  функцио- 
нални оламиз. Агар Е фазода ф га яқинлашувчи ҳар 
қандай {фл} кетма-кетлик учун /(Ф п) сонлар кетма-кет- 
лиги / ( ф) сонга яқинлашса, бу функционал узлуксиз 
чизиқли функционал дейнлади.

Кулайлик мақсадида /  функционалнинг ф даги (ф£Е) 
қийматини (/( /) , ф(0) билан белгилаймиз.

Е даги узлукснз чизиқли функционалларга мисоллар 
келтирамиз.1) /<> =  (_  оо, -г оо) оралиқда аниқланган ва бу ора- 
лиқнинг ҳар қандай чекли оралиғида Лебег интеграли 
мавжуд бўлган бирор функцпяни қарайлик (бундай функ- 
циялар локал интегралланувчи дейилади). у  ҳолда 
ҳар қандай ф£Е учун

интеграл мавжуд, чунки ф(/) аслида финит фуикция 
бўлгани сабабли интеграл чекли оралиқ бўйича олинган. 
Ингеграл остидаги функциялар текис яқинлашганда ин- 
теграл остида лкмитга ўтиш мумкинлиги учун кўрила- 
ётган функиионал Е да узлуксиздир.

Бу бобда барча интеграллар (— бо, оо) оралиқ бў- 
йича олингани учун бундан буён интеграллаш чегара- 
ларини кўпинча ёзмаймиз.

2) Е фазода ушбу

чизиқли функционални кўрамиз. Бу функционалнинг 
узлуксизлиги равшан.

(О

(4 0 , ф (0) =  ф (0)
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, , „ Ш 1СИ қизнқки, бу функционални (1) кў-ринишда 
Ц бўлмайди. Ҳақиқатан, бирор локал шнтеграл-

^ увчи  / ( 0  функшш учун 

Л ’ $ / ( 0 ф (0<И =  Ф (°>
бУлсин. Хусусан, юқорида кўрилган <р (г , а) асо-

сиГфУнкция УчуН'
-  ‘ ' (2)Г/(Г)<р(0 а ) Л - ф ( ° ,  « '

Аммо а->-0 да чапдаги интеграл нолга интн.ладн, бу

9 ^ '^ ^ н к ц и о н м н Г а в л б т а -д б у к к ч н я  деб атаии ва 8 (0  
БУ, б е л г и л а ш  қабул қилинган (ваҳоланкн, ҳозир 

кўрганнм°1здек, (I) тенгликнн қаноатлантнрувчц функ-

ЦИЯт а 8ъ р и ф .Т ф азо д аги  узлуксиз чизиқли ф уакционал
ч и ч н л а ш г а н  функция део аталади.
У̂ Л у т а ш г« 1 и  Функциялар фазоснни Е б и лан  белги-

лаймиз. н а ш гм  функциялар регуляр
функциялар, қолганлари эса сангуляр функци я л а р  део
аталади.

Ушбу
(/•(0, ф(0) = с]ф(0^ =  )сф (0^

тенглнк билан аниқланган умумлашган функцнянн қий- 
мати с га тенг ўзгармас умумлашган ф ут кцая  де-
йилади. Хусусан,

(1 ,  ф (^)) =  | ф

3. Энди ҳар бир локал интегралланувчн /  (0  функ- 
цияга (1) формула билан аниқланган умумлашган функ- 
иияни мос қўямнз. Бу мослнкда турли локал ннтеграл- 
ланувчи/(*) ва £ ( 0  функцияларга турли функционал- 
ларнннг мос келишини кўрсатамиз.

Тескарисини фараз қилайлик. У ҳолда ҳ а р  қандаи 
Ф £ Е учун

ёкн
| ( / ( 0 ф ( 0 ^  =  ^ ( 0 ) Ф ( 0 ^

1(/*(о - > ( 0 ) ф (о л - о.

329

www.ziyouz.com kutubxonasi



тенг фушаияга (— оо, -{-о0) ораликда текис яцинлашял 
Демак, {<р/;} кетма-кетлик Е фазода нолга яқинлашал '

2 . Знди яна ўша <р(/, а) асосий функиия ёрдамид’
гузилган Фя(0 =  ^ Ф ( 4 * а ) функциялардан иборат 
{ф«(0} кетма-кетликни олсак, бу кетма-кетлик ва ҳа 
бир т натурал сон учун унннг т- тартибли ҳосилалари- 
даи иборат {ф!/п) (/)} кетма-кетлик (— оо, -|- оо) ораликдя 
айнан нолга тенг функцияга текис яқинлашади.

Аммо {фя} кетма-кетлик айнан нолга тенг функцияга 
Е фазода яқинлашмайди, чунки бу кетма-кетлик учун 
Е фазода яқинлашишнинг биринчи шарти бажарилмайди

Е фазода аниқланган ҳақиқий чизиқли /  функцио- 
нални оламиз. Агар Е фазода ф га яқинлашувчи ҳар 
қандай {фй} кетма-кетлик учун / ( ф я) сонлар кетма-кет- 
лиги / (ф) сонга яқинлашса, бу функционал узлуксиэ 
чизиқли функционал дейилади.

Қулайлик мақсадида /  функционалнинг ф даги (ф££) 
қийматини ( /( /) , ф (/)) билан белгилаймиз.

Е даги узлуксиз чизиқли функционалларга мисоллар 
келтирамиз.

1) =  (—оо, 4- оо) оралиқда аниқланган ва бу ора- 
лиқнинг ҳар қандай чекли оралиғида Лебег интеграли 
мавжуд бўлган бирор функцияни қарайлик (бундай функ- 
циялар яокал интегралланувчи дейилади). у  ҳолда 
ҳар қандай ф£Е учун

4“

] / ( 0 ф (0
—оо

интеграл мавжуд, чунки ф(/) аслида финит функция 
бўлгани сабабли интеграл чекли оралиқ бўйича олинган. 
Интеграл остидаги фуккциялар текис яқинлашганда ин- 
теграл остида лимитга ўтиш мумкинлиги учун кўрила- 
ётган функционал Е да узлуксиздир.

Бу бобда барча интеграллар (— оо, 4- оо) оралиқ бў- 
йича олингани учун бундан буён интеграллаш чегара- 
ларини кўпинча ёзмаймиз.

2) Е фазода ушбу

( о ( / ) ,  ф ( 0 )  =  Ф ( 0 )

чизиқли функционални кўрамиз. Бу функционалнинг 
узлуксизлиги равшан.
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Шуниси қизиқки, бу функционални ( 1) кўринишда
лалаб бўлмайди. Ҳақиқатан, бирор локал кнтеграл- 

ланунчи /(0  функция учун

| / ( 0 ф ( О ^  =  ф ( 0 )

•ринли бўлсин. Хусусан, юқорида кўрилган ф (/, а) асо- 
сий функция учун'

| / ( 0 ф ( /  о) сИ =  ф(0, а) ~ е ~ {. (2)

Аммо а->0 да чапдаги интеграл нолга интилади, бу 
9Са (2) тенгликка зид.

5 у функциоиални дгльта-функция деб аташ ва 5 (/) 
орқали белгилаш қабул қилинган (ваҳоланки, ҳозир 
курганимиздек, (1) тенгликни қаноатлантирувчи функ- 
ция мавжуд эмас).

Т аъ р и ф . Е фазодаги узлуксиз чизиқли функционал 
у м у м л а ш га н  функция деб аталади.

Умумлашган функциялар фазосини Е' билан белги- 
лаймнз.

(1) кўринишдаги умумлашган функциялар регуляр 
функциялар, қолганлари эса сингуляр функциялар  деб 
аталади.

Ушбу

(/■(0, ф (0) =  ^ |ф ( 0 ^  =  | с ф ( / ) ^
тенглик бштан аниқланган умумлашган функцияни қий- 
мати с га тенг ўзгармас умумлашган функция де- 
йилади. Хусусан,

(Е ф(0) =  |ф ( 0 ^ -
3. Энди ҳар бир локал интегралланувчи / ( / )  функ- 

Цняга (1) формула билан аниқланган умугилашган функ- 
Цияни мос қўямиз. Бу мосликда турли локал интеграл- 
Данувчи / ( / )  ва ^ ( /)  функцияларга турли функционал- 
Дарнинг мос келишини кўрсатамиз.

Тескарисини фараз қилайлик. У ҳолда ҳар қандай
Е учун

| ( / ( 0 ф (0 ^  =
еки

|( /Ч О - г О ) < р ( О Л  =  о . . •
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Сўнг / ( ( )  — 8 (() — к (() белгилаш киритамиз ва 
қандай ф £Е  учун ўринли бўлган ' аР

| а (О ф (О Л  =  о (3)

тенгликдан фойдаланиб, к(() нинг деярли ҳамма нуқТа. 
ларда ноль эканлигини кўрсатамиз.

Ф финит функиия бўлгани сабабли шундай [«, ^  
оралиқ мавжудки, / нинг ( ^ а  ва 1 ^>Ь қийматларцпа 
<р (0  =  0. Шунга биноан

ь
\н ( ( )ц  (()й(=*\к  (0 ф..(0 й(. (4)

а

Ушбу
/

] к ($) йз ~  Н (()
а

белгилаш к-иритиб, (4) интегрални бўлаклаб интеграл- 
лаймиз:

ь
\к(()  ф (0  с1( = Н(()>ф(/)

ь

а

Ь

|‘//(0 ф' (1)си. (5)

Бундан ф(а) =  0 ва ф(/?) =  0 зканлигинн ҳисобга олган 
ҳолда (3) га асосан қуйидагини ҳосил қиламиз:

ь
\Н(1)  ф ' ( 0 Л  =  0 .

Энди ф' (() функция ҳам [а, Ъ] дан ташқарида ноль 
эканлигини ҳисобга олсак, ҳар бир ФбЕ учун

| / У ( / ) ф '  (()сН =  0 .

Агар бу муносабатдан Н  (/) функциянинг ўзгармас 
эканлиги келиб чиқишини кўрсатсак ибора исботланади. 
Чунки бу ҳолда Н (/) функция жамланувчи функция- 
нинг аникмас интеграли сифатида [ҲЎФН] китобининг 
43.6- натижасига биноан деярли ҳар бир /£ (—■ «>» +  °°* 
учун ҳосилага эга ва Н' (/) =  к (() =  0.

Шуидай қилиб, тасдиқни исботлаш учун қуйидаг* 
леммани исботлаш кифоя.
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П емма (Дю-Буа-Реймон леммаси). Агар бирор уз- 
,,/гнз НН) функшся ва Ф ( а ) « ф ( 6 ) = 0  шартни ца- 

;;^антнрувч.г яхтиёртй Ф € Е учун

йўлса, Н (0 Функция [а, 0] да ўзгармасдир.
И с б о т  Н  (0  функвдя ўзгармас бўлмасии. Бу ҳол 

Е фазода (7) тенглик бажарилмаслигини кўрсатамиз.
Н(() узгармас бўлмагани учун шундай’ /  / с \а м

нуқтаяар мавжудки, Н(1,)*Н<Ц.  А н и к л и к  Ма!
салан, Н ( ( Х) < Н ( ( , )  оулсин. Ьу- сонлар орасидаги би- 
рор С сонни оламкз. Н(1) узлукснз бўлгани УЧУн Уз- 
аро кесишмаидиган шундай (а„ />,} ва (а„  Ь,У оралик- 
лар маажудки, ҳар кандай / 'б (о „  6,), / " 6 [о2 й,1 нук- 
талар учун 1 ^

Энди ф' (0 сифатида қуйндаги тўртта шартни қаноат- 
лантирувчи барча ҳосилалари мавжуд бўлган функцияни 
оламиз;

1) (а{, /?,) да мусбат;
2) (а,, Ь^ да манфий;
3) (а„ Ь{) ва (а2, Ь2) оралиқлардан ташқарида ноль;
4) ушбу

ь
(/) ф' (0 л = » о (7)

а

И ( П <  С с Н ( Г г).

I  ф' (0 I  ф' (/) йь 4- ] (/) (II =  0
а

■ 9 (0 =  I  ф' (*) <18
а

Функцияни олсак, равшанки, ва ц>(а) =г <р (Ь) =* 0.
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ь ьх
|  ( н  (0 -  с)ч>' (/) <и =  5 ( н  (I) -  с )  <р' (1)<и +
а ах

Ь-2
+ |(Я(0-С)ч>'(0л< о,

о2
чунки иккала ҳад ҳам манфий. Бундан 4) шартга би- 
ноан
а Ь

|  н  (I) <р'. (/) <и = ]' (Н (/) -  с) <р’ (1 )<и1+ с  } ч>' (<)<// =
Ь а а

Ь

=  (() — С)<$'(!) <И <  0 .
а

Демак, топилган <р£Е учун (7) тенглик ўринли 
эмас. Лемма исботланди.

Шундай килиб, ҳар бир локал интегралланувчи / ( ( )  
функцияга (1) формула билан аниқланган умумлашган 
функция мос кўйилди. Бу мосликда, юқорида кўрсатил- 
ганидек, турли локал интегралланувчи функцияларга 
турли умумлашган функциялар мос келади. Демак, 
барча локал интегралланувчи функциялар тўпламинн 
барча умумлашган функциялар тўпламининг қисми деб 
қараш мумкин. Шу сабабли умумлашган функциялар 
учун ҳ а м / ( 0  белгини ишлатиш қулай. Аммо бунда / ( 0  
умумлашган функциянинг айрим нуқталардаги қиймати 
маънога эга эмас. Ундан ташқари, баъзан ( / ,  <р) =  
— ( / ( 0 * ф (0) белгининг ўрнига

| / ( 0  ф(0<#

белгини ҳам ишлатамиз, ваҳоланки, классик анализ нуқ- 
таи назаридан бу интеграл маънога эга эмас.

12.2-§. Умумламган функциялар устида амаллар

1. / ( ( )  умумлашган функциянинг а сонга кўпайт- 
маси деб ушбу

(а /, ф) =  а(/, ф) =  (/, аф)

узлуксиз чизиқли функционалга айтилади. Регуляр /

Энди
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функционал учун бу амал локал интегралланувчи /  (0 
функцияни а сонга кўпайтиришдан иборат.

2. Икки /(I)  ва £(1) умумлашган функциянинг йи- 
ғиндиси деб, ушбу

( / + £ ,  <?) =  ( / .  <р) +  (£. Ф)
тенглик билан аниқланган / £  функционалга айтила- 
ди. Агар /  ва £ лар регуляр бўлса, у ‘ҳолда уларнинг 
йигиндиси ҳам регуляр бўлиб, локал интегралланувчи 
/ ( / )  ва £ (/} функцияларнинг йиғиндисига тенг.

3 . /  умумлашган функция ва умумлашган функция- 
ларнинг {/„} кетма-кетлиги берилган бўлсин. Агар ҳар 
бир ф £ £  учун (/„ , (р) сонлар кетма-кетлиги п->  оо да 
( / ,  ф) сонга интилса, {/„} кетма-кетлик /  га яқинла- 
шувш  дейнлади.

Агар / п функциялар узлуксиз функциялар бўлиб, 
{/„} кетма-кетлик /  узлуксиз функцияга текис яқин- 
лашса, у ҳолда бу {/„} кетма-кетлик умумлашган функ- 
циялар катма-кетлигн сифатида ҳам /  га яқинлашади. 
Ҳақиқатан, {/„} кетма-кетлик сифатида /  га текис яқин- 
лашгани сабабли ҳар қандай ф £ £  учун ушбу

|  /п (0 ч> (0 м
интеграл остида лимитга ўтиш мумкин.

Киритилган яқинлашиш маълум яқинлашишларга 
нисбатан кенгроқ маънодаги яқинлашиш эканлигини 
мисолда кўрамиз.

Ушбу / п (0 — з т  п1 функцнялар кетма-кетлиги би- 
рор функцияга на текис яқинлашади ва на ҳар бир 
нуқтада яқинлашади. Аммо бу кетма-кетлик умумлаш- 
ган функциялар сифатида эса нолга яқинлашади. Ҳа- 
қиқатан, ушбу

4 - 0 0

(51П П /  ф )= *  |  5Ш  П ( у ( 1 ) ( и
—  ОО

сон ф функциянинг Фурье коэффициенти сифатида 
я -> о о  да нолга яқинлашиши математик анализ курси- 
дан маълум.

4. / ( / )  умумлашган функция ҳосиласининг таърифиии 
беришдан олдин / ( / )  регуляр, унинг ҳосиласи мавжуд 
83 / '  (0 узлуксиз бўлган -ҳолни кўрайлик. Бу ҳолда 
ушбу

(/'»  ф) =
333
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функционални олишимнз мумкин. Бу интегрални гг 
лаклаб интеграллаб, ф (0 функциянинг бирор [а, 6] 0/ ’’ 
лиқнинг ташқарисида ноль эканлигини ҳисобга олсак'

-|-М +ГО

(/'. ч>) —/(0ч>(<) I -  I  А 0 ч '( * №  =  ( / , -  ч>'). (1)̂
Бу тенгликни умумлашган фуккция ҳосиласининг таъ- 
рифи сифатида қабул қиламиз. Шундай қилиб, ушбу

(£• '<Р) =  ( / .  — Ф') (2)
тенглик билан аниқланган £  умумлашган функция
/  нинг ҳосиласи  деб аталади ва / '  ёки ~ь каби белги- :
ланади. ё

1-т е о р е м а . Ҳар қандай умумлашган функция-ш 
нинг ҳосиласи мавжуд. , I

И с б о т . Ҳар бир ф £Е  учун ф '€ Е  бўлганн сабабЛ 
ли £  функционал бутун Е да аниқланган. Унинг чи-1 
зиқли эканлиги равшан. Узлуксизлигнни кўрсатамиз.И 

Е да нолга яқинлашувчи бирор {ф„} кетма-кетликИ 
оламиз. Е даги яқинлашиш таърифига мувофиқ, буЧ 
ҳолда {— ф'я} кетма-кетлик ҳам нолга ннтилади. Бундан 
ва /  функционалнинг узлуксизлигидан

(8. Ф«! =  ( / .  -  Ф'„) -*■ о

яъни £  ҳам узлуксиз.*
Н а т и ж а . Ҳар қандай умумлашган функциянинг 

ҳамма тартибли ҳосилалари мавжуд.
Ушбу

( / . ч - / 2) ' = / / ч - / л  •
(* Л '  =  * /

қоидалар уринли экаилиги равшан.
Агар /  (/) функция узлуксиз бўлиб, сони чекли нуқ- 

талардан бошқа барча нуқталарда оддий маънодаги ҳо- 
силаси мавжуд ва / '  (() интегралланувчи бўлса, /(* ) 
функциянинг умумлашган маънодаги ҳосиласи одди» 
маънодаги /'(() функцияга мос келувчи регуляр фУнК' 
цияга тенглиги бевосита кўрсатилади.

5. Ихтиёрий иккита умумлашган функциянинг ку* 
пайтмаси тушунчаси умумий ҳолда киритилмаган.
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\ммо ихтиёрий умумлашган функциянинг барча ҳо- 
па^ари мавжуд Н(0  функцияга кўнайтмасини таъриф- 

С'1,|м мумкпн. Барча ҳосилалари мавжуд Н(1) функция- 
^ н г  / ( / )  умумлашган функцияга кўпайтяаси  деб,
ушбу

(/!•/, ф) =  ( / ,  Аф)

енглик билан аникланган Л*/ функционалга айтила- 
ли Бу тенгликнинг ўнг томонидаги функционал маъ- 
нога эга, чунки ҳар қандай ф(/) финит функциянинг „ 
/1 ( 0  функцияга кўпайтмаси яна финит функциядир. 
Ундан ташқари, Е фазода фл кетма-кетлик нолга ин- 
тилса, шу фазода Н фл ҳам нолга интилади. Бундан 
таърифдаги Н-т функционалнинг узлуксизлиги келиб 
чиқади. Демак, барча тартибли ҳосилалари мавжуд бўл- 
ган Н(() функциянинг / ( / )  умумлашган функцияга кў- 
пайтмаси аниқланди. Агар / ( ( )  регуляр бўлса, унинг 
Н(() га кўпайтмаси бу функцияларнинг одатдаги кў- 
пайтмасига тенг. Ушбу

(П'/У =  Н/' +  Н'/  .

қоида ўршши1 эканлиги осон текширилади. - - -
М н с о л л а р . 1. Ушбу Хевисайд функцияси

(1, агар ( >  0, • ■
' • 0 (<) =  {о, агар ( <  0
нинг ҳосиласини ҳисоблаймиз. Ҳосиланинг таърифига 
кўра

(0' (0 . ф О ) =  (в(0, -  ф' (0) =  -  1 0 (0 Ф' (0 ^

+ ;
=  — { ф' ( 0 ^  =■ ф (0)-

*0
^увс^ !•' ^ Да берилган д ел ь та-ф ункц и яни нг таърифига

. . г- /
9'(/) «•»(<)• ■ . ■ - ••

Энди 0"(/) Нн ҳИСОблаймиз: 1 ' ■/_

(') =  8' (0 . (»'. Ф ) - -  (8. Ф') -  -  Ф' (0).
335'
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Шунга ўхшаш
(8*т >, ф) =  ( —  1)т (8, =  ( -  1)т  ф<от> (0)

муиосабатлар исботланади.
Тайинланган /0 учун б (/ — /0) функциянинг ҳосиласи 

юқоридагига ўхшаш ҳиеобланади:

?
2. Энди бирор / ( / )  функция биргина /0 нуқтада 
узилишга эга бўлиб, бу узилиш биринчи турдаги узи- 
лиш бўлсин. Қолган барча нуқталарда унинг одатдаги 
/ '( 0  ҳосиласи мавжуд бўлсин. / ( / )  функциянинг ^  
нуқтадаги сакрашини р0 билан белгилаймиз, бунда 
соннинг ишораси қуйидагича олинади: 
агар Нго / ( / ) < П т / ( / )  бўлса, р0 мусбат ва акс ҳолда

манфий, яъни

Ро =  Н т /( 0  — П т /( /) .

Ушбў

£ ( 0 « / ( 0 - Р о ® ( * - * о )
функцияни олсак, у ҳамма ерда узлуксиз'бўлиб, /й дан 
бошқа барча нуқталарда ҳосиласи мавжуд. Бу ҳолда

яъни

8' (0 = / ' ( 0 -Р о ^ - 0  
ёки

/  (0 =  8 у )  +  Роь {* -  4>).
Агар / ( / )  нинг узилишлари битта эмас,'балки бир 
нечта / ,  /2. • • • * нуқталарда бўлса, у ҳолда (

л
/ ( о - « ' ( о  +  2 />,*(<-<,)•/ — 1

6. Ҳар бир умумлашган функцияга унинг ҳосиласи- 
ни мос қўювчи акс эттириш Е' фазонн ўзини ўзига акс- 
лантирувчи чизиқли оператор эканлиги равшан. Бу опе- 
ратор Ьифференциаллаш оператори дейилади.
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2-теорем а. Е' фазода дифференциаллаш опера- 
тори узлуксиздир.

Исбот. Умумлашган функциялар кетма-кетлнги {/„} 
умумлашган /  функцияга яқиилашувчи бўлсин. У ҳол- 
да ихтиёрий ф£Е учун

(/'«, Ф) =  (Л , — ф7) - > ( / , -  Ф') =  ( / ,  Ф),
яъни

Математик анализ курсидан маълумки, оддий функ- 
циялардан тузилган текис яқинлашувчи кетма-кетликлар
бундай хоссага эга эмас. Масалан, Л ( 0 — п1
кетма-кетлик нолга текис яқинлашади-ю, аммо / ' п (/) =  
=  со5 п1 ҳосилалардан иборат кетма-кетлик ҳеч қандай 
функцияга текис яқинлашмайди. Умумлашган функция- 
лар фазосида эса 2-теоремага асосан / „ ( / )  кетма-кет- 
лик нолга яқинлашади; буни бевосита ҳисоблаб кўриш 
мумкин:

ь ^
( / „ ,  ф) =  ] С05Л/ф(/)^/ =  —  ̂|  51П Я /ф '(/)^ /-)-0 ,

а а
бунда [а, Ь] шундай оралиқки, ундан ташқарида ф (/) 
айнан нолга тенг.

Бу теоремадан бевосита қуйидаги натижа олинади.
Н а т и ж а . Агар £„ умумлашган функциялардан 

тузилган +  £2 +  • • • +  £ я +  • • • КатоР 8 умумлаш- 
ган функцияга яқинлашса, у ҳолда

ё ’\ + 8 4 а' л п 1“
Демак, умумлашган функциялардан иборат яқинлашув- 
чи қаторни ҳадма-ҳад дифференциаллаш мумкин.

2- теореманинг татбиқнга бир нечта мисол кўрамиз. 
Даври 2ъ бўлган локал интегралланувчн / ( / )  функция- 
ни олиб, унинг

2*
а„ = Д

Фурье коЕффициентларн ёрдамида тузилган
+ ОО

2 « -* "  . (з )
П = —т

Фурье қаторини кўрамиз.

2 2 -  239 337
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Математик анализ курсндан маълумки, (3) қатор 
/ (0  функцияга текнс ёкн ҳар бир нуқтада яқинлаш- 
маслигн ҳам мумкин. Аммо умумлашган функцнялағ 
учун аҳвол бошқача.

3 -т е о р е м а . (3) қатор умумлашган функциялар 
фазосида / ( I )  га яқинлашади.

И с б о т . Ушбу
(

/ . ( 0 =  \ { / ( 1 ) - а , \ а 1
0

функцияни олиб, унинг учун / ,(2 г г )  нц ҳисоблаймиз:
. , 2~ 2г

/ .  (2*) =  $/(1)Ш  - 2 г. -±1  / ( 0 Л = 0 .
0 . ' 0

/  нинг даври бўлгани учун / ,  (?) ҳам даври 2^ 
бўлган функиия. Бу функциянинг Фурье коэффициент- 
ларннн кўрамиз: ' *

' Ь* =  Гг) е~ш /<(1)<4-
'о

Энди
—/п1 г <

' • 11 —/ 1(0 * е ~ 1п{ с11 — V ~  е--~гп

деб, охмргн интегрални бўлаклаб интегралласак,

* « =  1/(0  — в(,]е-'" 'Л .
6

яъни 60 =  0 ьа п ф д  да

Эндц ушбу

йа 
йг'

/
/ ,  (0 = /  / ,  (0 <и

0

(Ч

функцияни олсак, у ҳам даврий бўлиб, дифференциал- 
ланувчи функциядир, чун ки / ,  (*) функция жамланувчи 
/ ( ? )  функциянинг аниқмас интеграли сифатида узлук- 
сиздир. Сўнг / 2 (/) нинг Фурье коэффицнентларини са 
билан белгилаб, / ,  (/) нинг коэффициентлари орқали (4) 
формула ёрдамида ифодаласак,
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бўл ад!Г . Б у  ер га  (4 )  д а н  Ьп н н н г  қ н й м а т л а р и н и  қ ў й с а к .

( 5 )
Энди / ,  (/) дифференциалланувчи бўлгани учун ма- 

тематик анализ курсидан маългумки, унинг
+  СО

2  спе‘“
П* »  —  оо

Фурье қатори / 2(/) функцияга текис яқинлашади:
оо

/ ,  (о  =  2  спе‘”'-
п~ —<*>

У ҳолда бу қатор / 2 га умумлашган функциялар фазо* 
сада ҳам яқинлашади.

Бу қаторни умумлашган функциялар қатори сифа- 
тида қараб, уни дифференциаллаймиз:

+  оо

Л==—  ОО

Бундан
4- то

А (0 = 2 1пс« е‘"‘■
П*- —оо

Бу қаторни яна умумлашган функциялар қатори сифа- 
тида дифференциалласак,

4- эо

/ ' | ( 0  =  2  (‘■1 )*с„еш.
П — — ОО

-1-00
Бундан ва (5) дан / ( / )  =  ^  а я

Г п--00
7. Умумлашган функциялар учун юқорида киритил= 

ган амаллар ҳар бир умумлаш/ан у (/) функция учун 
* ушбу

-  Ь (/) +  «о (0  У (0  -Ь • • • +  ап (/) у<л> (0
кўринишдаги ифодаларни қарашга имкои беради. Агар 
бундай ифодани нолга тенгласак, умумлашган функ- 
циялар фазосидаги ушбу

а0 (0 У (/) +  ••• +  ал (/) у<«) (/) =* Ь (/)
дифференциал тенгламага келамиз.
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Д а с т л а б  э н г  с о д д а  к ў р и н н ш д а г и  у ш б у

(6)

Кшгламани умумлашган функциялар фазосида ечамиз.
4-т е о р е м а . (6) тенгланаиинг умумлашган 

Функциялар фазосидаги умумий ечими у=>С(—соп$1)^ 
}<ъни (у, ф) =  \'С(р {()(И.

И с б о т . (6) тенглама ушбу
( / ,  ф) -  (У, ~  Ф') =  0  (7)

ТЧшгламага эквивалент. Бу ерда ф б Е ихтиёрий бўлгани 
с«'1бабли у (0 умумлашган функция бирор асосий фуик- 
Нцянинг ҳосиласига тенг бўлган ҳар бир ср (/) функцияда 
^олга тенг. Бундай ср.(0 функциялар тўпламини Е0 
^'шан белгилаймиз. Энди у {() функционални Е0 қисм 
Фпзодан бутун Е фазога қандай давом эттириш мум- 
^Инлигини текширамиз. Бунинг учун бирор асосий ф(/) 
Функциянинг бошқа бир ©'(/) асосий функциянинг ҳоси- 
^йси бўлиши шартларини топамиз. Бирор ф £Е  учун 
4 ( )  =  <р'{() деб фараз қилайлик. Бундан ва ф  н и н г  
Финитлигидан

я“Ьни

? ф' (0  ^ = ф (01 =  о," _00

I  ф (/) <11 =  0.

■^Нсинча, бирор ф £Е  учун (8) шарт бажарилса, у 
ушбу

I
ф (0  =  ]  1» (0

оо

фу Мкция финит ва ф' (/) =  б (/). 
Энди ушбу'

-
|  ф, {()сН =  I
со

Ша1>тни қаноатлантирувчи бирор ф, £ Е функцияни 
Ихтнёрий ф £Е  функцияни ушбу

Ф =  «Ф1 +  Фо, Ф о € Е 0

(8)

ҳол-

бла-

(9 )
3 4 0
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(Ю)а =  [ ф и) сИ%}О̂О
деб олсак, у ҳолда ф  — аф, £ Е0 ва ф 0 сифатида ф ~  аф* 
функцияни олиш кифоя.

Энди бевосита (6) тенгламани ечишга ўтамиз.
/ .  умумлашган функция (6) тенгламанинг ихтиёрий 
ечими бўлсин. У ҳолда (9) дан фойдалансак,

(/, ф ) =  ( / ,  а ф , -Ь  ф 0) =  а  ( / ,  ф1) ( / ,  ф 0) =  а ( / ,  ф ,)

бўлади, чунки ( / ,  ф 0) =' 0. Бу ерда ( /  ф ,)  ~  ўзгармас. 
Уни С билан белгиласак, (10) га биноан

. ( / ,  ф ) =  | С ф ( / ) ^ .

Кўрамизки, (6) тенгламанинг умумлашган функциялар 
фазосидаги ҳар бир ечими оддий маънодаги функция* 
дир, яъни регулярдир.*

Ечими сингуляр функция бўлган тенгламага мисол 
келтирамиз. Ушбу

к ў р и н и ш д а  и ф о д а л а ш  м у м к и н .  Д а р ҳ а қ и қ а т ,

тенгламани кўрамиз. Равшанки, бу тенгламанинг иккита 
чизнқли эрклн ечими мавжуд:

Ух = 1. У, =  ®(0. •
бу ерда 0(0 функция 1-мисолда кўрилган Хевисайд 
функцияси. Умумий ечим бу ечимларнинг чизиқли ком- 
бинацияси эканлигини кўрсатиш мумкин.

Энди бир жинсли бўлмаган энг содда ушбу

(П)
теигламани кўрамиз.

5 -т е о р е м а . Ҳар қандай /  умумлашган функция 
учун (11) тенглама умумлашган функциялар фазо- 
сида ечимга эга.

Бу теореманинг исботи 4-теореманинг исботига 
ўхшаш. Агар умумлашган у0 функция (11) тенглама- 
нинг бирор ечими бўлса, у ҳолда 4-теоремага асосан 
бу тенгламанинг умумий ечими у =  у0 +  С бўлади. 9

3 4 !
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12.3-§. Фурье алмаштириши '

1. Математик аналмз курсмда даври 2* бўлган функ-. 
цияларни ушбу

т  = У а леМ (1)
П = —  ое>

кўринишда тасвнрлаш, яъни Фурье қаторига ёйиш ма- 
саласи кўрилган эди, бунда

*
1 /(* )* -" ’*<**• (2)

Агар / ( / )  функциянинг Даври бошқача, масатан, 
2ъ1 бўлса, у ҳолда (1) ва (2) формулалар мос равишда 
ушбу

со л

/ ( 0  =  2 в . е ' Г ’ (3)
л=—оо

=  577 ]/(л )«  . 'аГ* (4)
' —

кўринишга эга бўлади.
Қулайлик учун, (3) ифодада е 1 ~ 1 функцкя олдида-

ги ап коэффициент ўрнига ап ёзамиз: .

00 (2 I
/(()  =  2  а п е 1

л = —оо I

у ҳолда (4) ифода
*1 _./$ _п

' аЛ =  2 5 1 / (* )  е  ̂ Й5

кўринишга эга бўлади. (5) ва (б) дан

/ ( ( )  =  2  I /(*)« ‘Л=—оо —гс/
Бундан

/< »  -  2  1 /м «  '5 “- ’ * )
п=~оо \  —тЛ

(5)

(6)

(7)
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Энди =  7  ва =  т* “  “ т - ' белгилашларни ки- 
рнтсак, (8) дан ушбу

30 / *Л о (<-5) \

т  = 2 Д°Л 41- /(*>«" а* ©)

п л — 1

п=—оо -г/

ифодага келамиз. (9) да / ни чексизга интилтирсак ва 
ундаги мос ифодаларнинг лимити мавжуд деб фараз 
қилсак, у ҳолда (9) кўринишдагн интеграл йиғиндилар

<ю \  со
(.10)

интегралга яқинлашадн.
Шунга ўхшаш, (3) ва (4) ифодалар мос равишда

қуйидаги ифодаларга интилади:
00

/ ( 0  =  2  ̂ ] Ф (з) (П )
"“00 00

Ф (= > )=  $ / ( / ) « - ' " < / ' .  ■ (1 2 )
—00

Охирги ифода билан аниқланган ф (з) функция /  (/) 
функииянинг Фурье алмаштирииш (Фурье инт еграли) 
дейилади. (П) формула Фурье алмаштиришнинг теска- 
рилаш  ф ормуласи  ёки Фурьенинг тескари алмаш т и-
рииш  дейилади. Қулайлик учун, /  (/) функциянинг

А л
Фурье алмаштиришини /(а) билан ва /  /  акс этти-
ришни Ғ билан белгилаймиз.' Демак,

/ — Ғ /.
Ғ акс эттириш Фурье алмаштириши  деб аталади.

2 . Энди (10), (11) ва (12) интегралларнинг мавжудли- 
ги масаласига ва Ғ акс эттиришнинг хоссаларига тўх- 
таламиз.

Даставвал, нкки ёрдамчи нормаланган фазони кири- 
тамиз. /., (— со, оо) фазо бутун (— оо, ос) оралиқда 
интегралланувчи функциялардан иборат бўлиб, ундаги 
норма

11/11= 1 I /(()си
га тенг.

— 00
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С 0 (— оо, оо) фазо бутук ( — оо, с») оралкқда 
узлуксиз ва 1з|->оо да нолга интилувчи Ф ( з )  функция- 
лардан нборат бўлиб, ундаги норма

I! ФII =  шах | ф (з) (.

Агар / ( I )  функцияни интегралланувчи деб фараз 
қилсак, у ҳолда ҳар бир а £ ( — оо, оо) учун (12) инте- 
грал мавжуд. Бунга асосан Ғ акс эттиришни £, ( — оо, оо) 
фазода аниқланган деб ҳисоблаймиз.

Бевосита кўринадики, Ғ акс эттириш /^ (— со, оо) 
да аниқланган чизиқли оператордир.

1 -т е о р е м а . Ғ  Фурье алмаштириша ( — оо, оо)  
нормаланган фазони С 0 ( —<*>, оо) нормаланган фазо- 
га акс эттирувш узлуксиз чизиқли оператордир.

И с б о т . Даставвал, ҳар бир / £ £ , (  — оо, оо) учун 
Ғ ( / ) £ С 0( —оо, оо) эканлигини кўрсатамиз. /  (/) функ- 
циянинг интегралланувчилигидан ва ( 12) дан ушбу

со
| / ( а ) | <  ]' | / ( < ) |Л  (13)

сс
А

тенгснзликни оламиз. (13) тенгсизликдан /(а ) функция- 
нинг чегараланганлиги ҳамда

*ир 1/(«)1< 11/11 (>4)— 00<®< <30
тенгсизлик келиб чиқади.

л
Энди /  (о) функциянинг узлуксизлигини ва ) о | -> оо 

да нолга интлишини даставвал поғонали функциялар 
учун кўрсатамиз.

Агар / ( 0  функция (а, Ь) ннтервалнинг характерис- 
тик функцияси, яъни

1, 1£_(а, Ь), 
0, I £ (&, Ь)

бўлса, унинг учун
А >
/(а) =  ] е~шйг

а

— 1за „ — (Ле — е
13

д
Бу ифодадак / ( з )  функциянинг бутун ( — о о  , . о о )  ора- 
лиқда узлуксизлиги ва | а ) - > о о  да нолга интилиши ке- 
либ чиқади.
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Ихтиерий / ( / )  поғонаяи функция характеристик функ- 
цияларнинг чизикли комбинациясидан иборат- бўлганн 
сабабли, Ғ акс эттиришнинг чизиқли операторлигидан
ў(а) функшгянинг бутун (— оо, оо) оралиқда узлуксиз- 
лиги ҳамда |а |-> с »  да нолга интилиши келиб ‘чиқади.

Энди ихтиёрий /  (/€̂ 1 (—°°> оо) функцияни олсак, 
у ҳолда поғонали функцияларнинг норма маъносида / ( / )  
функцияга яқинлашувчи { / п (/)} кетма-кетлиги мавжуд.

(14) тенгсизликдаи фойдаланиб, бу {/„} кетма-кет- 
лик учун ушбу

зчр 1 Л ® )- / .(о )К 1 1 /- /я |1 (15)05 7 <00
тенгсизликни ҳосшт қиламиз. (15) дан кўриртадики, / п (о ) 
функциялар кетма-кетлиги бутун (— оо, оо) оралиқда 
л' л
/ (а) функцияга текис яқинлашади. Бундан / ( а )  функ-
циянинг ( — оо, ос)  оралиқда узлуксизлиги ва | о | - * о о  
да нолга интилиши келиб чиқади. Демак, агар / £  

(— оо, оо) бўлса, Ғ (/)£С0(— о о ,  оо).
Ниҳоят, Ғ чизиқли операторнинг узлуксизлиги (15) 

тенгсизликдан келиб чиқади.*
(1) қатор / ( / )  функцияга яқинлашмаслиги мумкин 

бўлганидек, ( 11 ) муносабат ҳам ўринли бўлмаслиги мум- 
кин. Фурье қаторлари назариясида (1) қаторнинг /  (/) 
га яқинлашиш шарти (Дини шарти) кўрилган. Бу шарт- 
га ўхшаш шарт Фурье интеграллари учун ҳам мавжуд.

Дастлаб ёрдамчи тушунчалар киритамиз. Агар бирор 
& >  0 учун

1
I /(1 + 8)— /(5)1 , м ГЛ и5 <  оо

ўринли бўлса, у ҳолда /  (/) функция ўчун / нуқтада 
Дини шарти бажарилган дейилади.

А
Ҳар бир / £ £ ,  ( -  оо,. оо) у ч у н /( з )£ С 0(— оо, оо) бўл- 

гани туфайли, ҳар қандай N учун ушбу

_1_
2* ( /(о) еш (И

-Л'
(16)

интеграл мавжуд. Бу интегрални / у  (/) орқали белги- 
лаймиз. Агар

П т /V (/)
, 'М—ао
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мавжуд бўлса, уни

билан белгилаймиз.
2 -т е о р е .м а . Агар / £ Ь \ ( — °о, <х>) Функция ь

нуқтада Дини шартини қаноатлантирса, у ҳолда
1ш  / х  ( 0
Х - Р - О О

мавжуд ва

]  (/) =  Н т  / х ( ‘) =  ^ Л  / ( ’ )* '"  *1
Дг оо '00

Исбот. Дастлаб .(16) интегрални /  (/) функция ор- 
қали ифодалаймиз:

N

(0 =  ^  1 / ( з )е " ' <11 =
—Д’

л

оо оо

= к  I  ( I  /<*) (17)
— эо —оо

Қавс ичидаги интеграл о парамегрга нисбатан 
яқинлашувчилигидан (17) ифодада о ва 5 бўйича 
ралларнннг ўрнини алмаштири и мумкин:

00 Дг
/ V  ( 0  =  к  ]’ л * ) .{]' е  й>3 V * =

— оо Л /

а » )
— 00

е1хц-х)
1(1 —8) с1$ =

текис
интег-

_1
7С 1 / м

5>П А;(/ — 5) 
I  —  8

Охирги интегралда / — 5 =  — Н алмаитирил бажа- 
риб ушбу

/л ’ (0
1 Г х .. , , ч 51п ЛТ)

г  ] /  (< +  л) — '/л
—  о о

интегралга келамиз.
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(18) интегралки баҳолашда ихтиёрий N  учун- уш бу

1 [' 8}пЛ,Л
к (1к =  1

тенгликдан фойдаланамиз (бу тенглик, масалан, Фих- 
тенгольц Г. М. „Математик анализ асослари1*, 2- том, 
XVII боб. 3-§, 132-бетда исботланган).

Энди /лг(0 —/ ( 0  айирмани қуйидагича ёзиб оламиз.
оо

/V  (0  - / ( ( )  =  - ^  [/(< +  А)- / (01 ^ - л <11.
— со

Бирор тайин к { > 0  сон олиб, бу интегрални қуйи- 
даги икки интегралнинг йиғиндиси кзринишида ёзамиз:

/л г(0  —/ ( 0  =  ] 1/(( +  П ) - Д ( ) ] ^ а к  +
1Л|<Л, к

+  I  [ /(*  +  * ) - / ( 0 1|Л|>Л, к
81П N11 (19)

Энди иккинчи интегрални қуйидаги кўринишда йфо- 
далаймиз:

|  /(/ + н) ан -  /(0 1 $1лШа/г.
1Л| >л,  к |л1>л» к

/  интеграллаиувчи бўлгани учун берилган / да ва 
етарли катта кх да охирги ифода 1 нинг қандай-
лигидан қатъи назар, исталганча кичик қилиниши мум- 
кин. * ’

(19) ифоданинг биринчи ҳади ушбу .
л,

+  к )—/(() 5 {п  сцг р 0 )

—л,

кўринишга эга.
1-теоремада (12) кўринишдаги интегралнинг |з |- > о о  

Да нолга интилишини кўрсатган эдик. Шунга ўхшаш, 
Ҳар бир интегралланувчи £  (I) функция учун ушбу

оо

|  еоо&т т а н  ■
— оо

интегралнинг .У->-оо да нолга интипиши кўрсатилади.
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т  = п< + * > - т

функция интегралланувчи (Дини шарти).
Шундай қилиб, (19) ифоданинг иккала ҳади ҳам 

нолга интилади. Демак,

Пш / \ ’(/) = / ( / ) .*  ‘N-+00

М и сол . Ушбу •
/ ( / )  =  е~а1\ а  >  0)

функциянинг Фурье алмаштиришини топамиз. Таърифга 
мувофиқ

Хусусан, (20) интеграл ҳам нолга интилади, чунки,

/ ( о )  =  ) е - а* ' е - ш  с И .  ( 2 1 )
4—00

Бу ифодани е~аг'-1:,гл г  — х  -{- 1у аналитик функ- 
циядан Ох ўқ бўйича олинган интеграл деб қараш мум- 
кин. Ушбу

I £-<*(■*■-> *У)2-Ь(-*Н  /у ) | _  £  - а х - + а у * о у

тенгликка мувофиқ ҳар бир Ау0 — (у : \у | <  у0} тўп- 
ламда ушбу

е - а # -1 > г  (!2 2 )

функция х  -> ±  оо да у га нисбатан текис нолга инти- 
лади. Шунинг учун аналитик функциялар назариясида- 
ги Коши теоремасига асосан ҳисобланаётган (21) инте- 
грал Ох ўққа параллел бўлган ихтиёрий тўғри чизнқ 
бўйича (22) функциядан олинган интегралга тенг:

/ ( а ) =  | е - а(х41УУе~1я1х +*у)с1х = '

 ̂ е~ал,:1Ч-аУг-ЬзУ—2а1хч— 1<зх ^  ̂  —

=  е аУ*+аУ | ^-адга-/л’(й2У+°)(1х.

3 4 8
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Энди — — деб оламиз. У ҳолда ау^-^-оу-.
пЧ02 
4а Ва

ч' 00
/ ( а )= е  40 I е-*хЧх.

V'

— 00

Математик анализ курсидан ушбу
оо --
]  е ~ а хЧ х  =

тенглик маълум. Бунга асосан
д
/(<!) = е 4аУ Г  •

3. Энди Фурье алмаштиришининг дифференциаллаш 
оператори билан боғланишини ўрганамиз. у (0 функция 
қуйидаги шартларнк қаноатлантирсин:

00
1) ] | / ( / ) | ^ / < о о ;

— 00
2) /  (0 Функция (— оо,  оо) оралиқнинг ҳар бир нуқ- 

таси атрофида абсолют узлуксиз;
3) / ( / )  ф ункциянинг,/'^) ҳосиласи мавжуд ва

00
] / ' ( 0 1^  <  05 •

— оо
Охирги шартга мувофиқ ушбу

о
7(1)  =  т Ц г т

функциянинг /  — оо да лимити мавжуд. Бу лимит нолга 
тенг, чунки акс ҳолда / ( / )  функция интегралланув- 
чи бўлмас эди. Худди шундай ҳолат /  -► — оо да ҳам 
ўринли.

Энди / '  (/) функцияиинг Фурье алмаштиришини ҳи- 
соблаймиз:

Ғ ( / ) =  { / ' ( 1 ) е ~ 1’ Ш  =

00

—оо

I /(<)е-"*л. (23)
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бу ерда бўлаклаб интеграллаш қўлланшди. (23) ифо- 
дадаги биринчи ҳад юқорида кўрсатилганига биноан 
нолга тенг. Бунга асосан (23) дан

Ғ {П  = 1°Ғ{}). (24)
д

Шундай қилиб, /(I) функциядан ҳосила олишга /  (/) 
функцияни Ь га кўпайтириш мос келар экан. Агар / ( / )  
функииянинг /я-тартибгача ҳосилалари мавжуд бўлса, 
у ҳолда (24) га биноан

Ғ ( /М )  = (1з)ьҒ(Г). (25)
Умуман, агар Р(х) бир аргументли бирор кўпҳад бўлса 
ва бу аргумент ўрнига ^  дифференциаллаш операто-

рини қўйсак, у ҳолда Р ( ^ )  кўри^ишдаги оператор ҳо- 
сил бўлади. (25) формуладан фойдаланиб, ушбу

П Р  (л) /) = Қ Ь )  Ғ(/)
умумий формулани топамиз.

4. Энди Фурье алмаштириши билан ўрама амали 
орасидаги муносабатни ўрганамиз.

Лбсолют интегралланувчи / ( / )  ва /,( /)  функццялар
л л

берилган бўлсин. Ушбу / ,  (о) • / 2 (з) кўпайтманцнг шак- 
лини ўзгартирамиз:

00
/ |  (з) • А (3) =  3  / ,  (()е-шсН. =

00 оо

— оо — оо

бу ерда охирги каррали интеграл Фубини теоремаснга 
([ҲЎФН], 61-§) асосан яқинлашувчи. Охирги интеграл* 
да- 5 =  А — / алмаштириш бажарсак,

А
/.(«)

=  )

. —оо
00 ( оо

—

\ * ^
‘ш =  )'/,(0 | ] МЬ-Ое-^М

/,(/)/,(*-/лЦ

й1 —

— оо I —  ОО

(25')

бу ерда Фубини теоремасига асосан интегралларнинг 
ўрнини алмаштириш мумкин. Охирги ифодада қавс

3 5 0

www.ziyouz.com kutubxonasi



и ч и д а г и  и н т е г р а л ,  я ъ н и

оо

/ ( 0 =  ]/|(Л )Л ('' — ( 2 6 )

фубини теоремасининг тасднғига асосан мавжуд бўлиб, 
фубини теоремасининг бошқа тасдиғига асосан абсолют 
интегралланувчи. (26) ифода билан аниқланган /({)  функ- 
ция / ,  ва /> функцияларнинг ўрамаси дейилади. (250
формула кўрсатадики, /( з )* /(з )  кўпаитма /,( /)  ва /Д /) 
функциялар ўрамасининг Фурье алмаштиришига тенғ экан.

/ ,  ва /> функцияларнинг ўрамаси одатда /,*/2 орқали 
белгиланади.

Ҳозиргина олинган натижани ушбу

кўринишда ёзиш мумкин.
Бундан, хусусан, ўрама амалининг коммутатив ва ас- 

социатив эканлнги келиб чиқади.
5. Энди Фурье алмаштиришини иссиқлик ўтказиш 

тенгламасини ечишга қўллаймиз. и(х, () функния (—оо< 
< х < о с , / > 0) соҳада аииқланган бўлсин. Ушбу

дифференциал тенглама иссиқлик ўтказиш тенгламаси 
дейилади. Одатда (27) тенгламанииг Ь =  0 да берилган 
ц0 (л:) функцияга тенг бўлган ечими нзланади. Бу маса- 
ланинг маъноси қуйидагича: бир жинсли чексиз узун 
стерженн1гнг / =  0 вақтдаги температурасини билган ҳол- 
да ихтиёрий />0  вақтдаги температураси топилсин. Ву 
масалани ечишда и (х, I) функцияга қуйидаги шартларни 
қўямиз:

а) и(х,1), ил (х,(), ихх(хЛ) функциялар ҳар бир 0 
нуқтада х  га нисбатан (—оо,оо)  ор&пиқ бўйича интеграл-, 
ланувчи;

б) шундан Ф(а') функция мавжудки, ҳар б и р О ^ :/< Г  
оралиқда

Знди (27) тенгламанинг икки томонига х  га нисбатан 
Фурье. алмаштиришини татбпқ қиламиз. У ҳолда

д л
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б) шартга асосаи ушбу

ғ  \ ?и <д*— ) — ] И ,  (х, ( ) йх  =
— оо

00
~  Ъг \ и (х * Ое ~19Х̂ х  ‘

— 00

тенгликни ҳосил қиламиз. Агар и(х, /) нинг х  га ннсба- 
тан Фурье алмаштиришини V (о, /) билан белгиласак,

Энди а) шартга мувофиқ
Ғ (ихх (х, I) ) =  (1о)2 Ғ (и (х, /) ) =  -
=  — о2 Ғ(и (л;, / ) )  =  —о1̂  (о,  /).

Натижада (27) тенглама ушбу
М а, 0 =  - о 2г»(а,/)  (28)

оддий дифференциал тенгламага келади.
(27) тенглама учун масаланинг қўйилишига мувофиқ 

(28) тенгламанинг шундай ечими топилиши керакки, у 
/ =  0 да ушбу

оо

г>0 (о) =  А (и0 (х )) =  1 и0 (х) е ~1ях йх
%} *— 00

функцияга тенг бўлиши керак. Равшанки, бундай ечим 
ушбу

ъ(о, {) : = е - аЧ (о)

кўринишга эга. Юқорида кўрган мисолимизга мувофиқ,

(2- теоремадан кейин кўрилган мисолда - а параметрни 

~  га тенг деб олиш керак).
Ўрама амали формуласига мувофиқ, .

XI(а, 0 =  “ «)/=■(%) =

=  ғ \2^1Ге ~  * “ о(л))-
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Э н д и  V (а, 1) =  Ғ ( и  (х,  ( ))  э к а н л и г и н и  э с л а с а к ,

Топнлган бу ечим Пуассон, интеграли дейилади.
6. Энди А2(— оо,оо) фазода Фурье алмаштириши би- 

лан шуғулланамиз.
Квадрати (—оо,оо) оралиқда интегралланувчи бўлган 

функциялар тўпламяни /.2(— оо,оо) билан белгилаймиз. 
Бу фазонн ушбу

норма билан бирга кўрамиз.
Агар (—оо,оо) оралиқда аницланган/ ( / )  функциянинг 

квадрати бу оралицда интегралланувчи бўлса ҳам, лекии 
унинг ўзи бу оралиқда интегралланувчи бўлиши шарт эмас.

оралиқда интегралланувчи бўлиб, ўзи эса интегралла- 
нувчи эмас.

Шунинг учун / £  Л2 (—оо,оо) фуикциянинг шу вақт- 
гача кўрилган маънодаги Фурье алмаштириши мавжуд 
бўлмаслиги мумкин.

Қуйидаги исботсиз берилган теорема Л2(—оо,оо) фа- 
зода ҳам Фурье алмаштириши киритиш мумкинлигини 
кўрсатади.

Т ео р ем а  (Планшерель теоремаси). Ҳар бар / ( ( )£  
/ , 2 ( — о о ,о о )  функция учун ушбу

интеграл <з аргументга нисбатан б2( — оо,оо) фазо- 
нинг элементи бўлиб, N -+00 да /,2(—°°,оо) метрикаси- 
да бирор ф (а)£/,2(— оо,оо) функцияга интилади. Бунда

Агар /(I)  £ Ц  (— °о, оо) р| /,2 ( ■ оо, оо) бўлса, у ҳолда

? л ( ° )=  \ / ( 1 ) е - Ияй1

00 оо

I  | Ф ( , )  I Ч а  == 2к | | / ( О Г Л .

ф (а) =  / ( с).
23 -  239 353
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М А Ш К У Ч У Н  М А С А Л А Л  А Р

1. Агар ҳар қандай ф (/) асоеий функция учун (/, ф)=* 
=  (#, ф) бўлса, / ( / )  ва £ ( /)  умумлашган функциялар 
тенг дейилади. Хусусан, агар ҳар қандай ф(/) асосий 
функция учун

( / .  ф) =  о
бўлса, / ( / )  умумлашган функция нолга тенг дейилади. 

а) Ушбу

/ ( 0  =
0, агар ( ф \ ,  2, /£ /?  бўлса,
1, агар / =  1 бўлса,
2, агар / =  2 бўлса,

функция нолга тенг умумлашган функция эканини кўр- 
сатинг. 

б) Ушбу
... / 0, агар / < 0  бўлса,
(0 ~  11, агар / > 0  бўлса

са

е , . ( / ) «
0, агар / < 0  бўлса, 
2, агар / =  0 бўлса, 
.1, агар / >  0 бўлса

функциялар умумлашган функциялар сифатида ўзаро 
тенг эканлигини кўрсатинг.

2. Ушбу
00

(/ , Ф) = 2?(л) = ф(0) + Ф(1) + ф(2)-Ь —
л=0

ифоданинг умумлашган функция эканлигини кўрсатинг.
3. Агар ҳар қандай манфий бўлмаган «(/) асосий 

функция у*чун
( / ,  ф) > 0

бўлса, / ( ( )  умуМлашган функция мусбат дейилади.
Агар ҳар қандай манфий бўлмаган <р(/) асосий функ- 

ция учун
( / — е< ф) > о

бўлса, /  умумлашган функция £  умумлашган функ- 
диядан катта дейилади ва / ; > £  каби ёзилади.

а) 5 (/) функциянинг мусбат эканлигини кўрсатинг.
б) Ушбу

4 0  >  3 (20
тенгскзликни исботланг.
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4. Куйидиги функцияларнинг Фурье интегралини 
тОпннг:

а) / ( / )  -
1

/2 »

е) / ( / )  =
51п*а*

*

5. Бирор / ( / )  функциянинг Фурье алмаштириши
ф(а) =  —:— .' а+ о0“1“*т0
Функциянинг ўзинн топинг.

6. Қуйидаги функцнялар учун Фурьенинг тескари 
алмаштиришинн топинг.

ч / ч 5 ! п а ч
а) ф (з )  =  ; .

б) Ф(з)
5 Ш - Д З

7. Тўғри чизикдаги (0, а) интервалнинг характерис- 
тик функциясини уа билан белгилаймиз, яъни

/ г \ _  I 1, ХА(°> а) учун,
' (0, х §  (0, а) учун.

Қуйидаги ўрамани ҳисобланг:

( .1,4 1аЛП(х) - '1м (х)
Уь \л )* л •

8. Ихтиёрий ф (*)£/., (— оо, оо) функция учун куйи* 
даги муносабатни исботланг:

Шп ~(хи ° + !!  ( * ) - и х )  =  у ( х _ а)

(бу ерда яқинлашиш /., (— оо, оо) даги норма маъноси- 
да).

9. / . , ( — оо, оо) фазочннг бирон Е ёпик қисм фазо- 
си ҳар бир ф(х) функция билан бирга ихтиёрий // £ /? 
учун ф (х — /г) функцияни ҳам ўз ичига олсин. Бу ҳол- 
да ҳар қандай ф £ £  ва ф £ / . ,(— оо, оо) учун ф* ф £/Г 
муносабатни исботланг.
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XIII б о б

НОРМАЛАНГАН ФАЗОЛАРДА ДИФФЕРЕНЦИАЛ ВА ИНТЕГРАЛ
ҲИСОБ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

13.1- §. Кучли ва суст дифференциаллар

Бирор нормаланган X фазонинг С7 очиқ тўпламида 
аниқланган ва қийматлари нормаланган V фазога те- 
гишли бўлган Ғ гХ ->  V акс эттириш берилган бўлсин.

Т а ъ р и ф .  и  тўпламнинг бирон х  нуқтаси учун 
қуйидаги икки шартни қаноатлантирувчи чегараланган 
1 ‘х ^Ь(Х, У) чизиқли оператор мавжуд бўлса, у ҳолда 
Ғ  акс эттириш х ^ и  нуқтада дифференциалланувчи 
дейилади:

1) Ғ (х +  Н) — Ғ  (х) =  1^1 +  а (х, Н), л:, Н £ X,
о.{х> И)£¥\  (1)

2) 11*1 1 -0  Да ! М ^  +  0. (2)

Ҳар бир Н£Х учун 1ХН элемент Ғ  акс эттиришнинг 
х  нуқтадаги кучли дифференциали ёки Фреше диффе- 
ренциали дейилади. Ьх чизиқли оператор эса Ғ  акс эт- 
тиришнинг л: нуқтадаги кучли ҳосиласи ёки Фреше 
ҳосиласи дейиладн ва Ғ'{х)  билан белгиланади.

I- т е о р е м а. Агар Ғ :  Х-+ У акс эттириш бирор 
х  нуқтада дифференциалланувчи бўлса, у ягонакуч- 
ли ҳосилага эгадир.

И с б о т .  Ци  ва 1У® чизиқлн операторлар Ғ  нинг 
х  нуқтадаги кучли ҳосилалари бўлсин. У ҳолда

Ғ {х тЬ Н) — Ғ  (х) =  Иу Н +  а,  {х, Н) =  и у н  +  а2 {х, Н)

яъни
ИуН — =  а 2 (х, Н) — а,  (х, Н).

Таърифдаги (2) шартга асосан

II* II 0 да
|,/Л Ч -^>  нп

1|Л|| -*0.
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------- пяз-----------= л ^ ° '
Демак, нхтиёрий е > 0  учун

|/АО,(бАо)-А<2)(еЛ0)|| ^

/ и м  ~ л' .
Олинган е сонни ихгиёрий кичик қилиш мумкин бўлга- 
ни сабабли (3) муносабат ўринли бўлмайди. Демак,

Ҳосиланинг таърифидан унинг қуйидагн хоссалари бе- 
восита келиб чиқади.

1°. Агар Ғ (х)  =  у0 =  сот! бўлса, у ҳолда Ғ'(х)=0  
(ноль оператор).

2 \  Агар Ғ(х) узлуксиз чизиқла оператор бўлса, 
унинг ҳосиласи ўзига тенг.

Дарҳақиқат,

Ғ (х -'г А) — Ғ (х) =  Ғ (Н).
2- т е о р е м а  (мураккао функциянинг ҳосиласи).

X, У 7. норяаланган фазолар бўлиб, О(х0) тўплам  
бирор х 0£ Х  нуқтанинг атрофи, Ғ : [ /(х0) ^  Уузлук-  
сиз акс эттирит бўлсин. Сўнг у0 = Ғ (х0) ва У(у0) 
тўплам у0£ У нуқгпанинг атрофи, 6 :У (у 0)-+-£ ҳам 
узлуксиз акс эттирши бўлсин. Агар Ғ акс эттираш 
х 0 нуқтада, С акс эттириш у0 нуқтада дифферен- 
циалланузчи булса, у ҳолда х 0 нуқтанинг бирор ат- 
рофида аниқланган Н = СҒ функция х0 нуқтада диф- 
ференциалланувчидир ва

Н'{х0) = С'(у0)Ғ'{х(). (4)

Исбот .  Нормаланган У фазонинг элементи бўлган 
а(А)(А'£Х) ифода ушбу

П т  !1£Ш  =  о 
А-0 1|лц и

шартни қаноатлантирса, уни о (Н) билан белгилаймиз. 
Шуни назарда тутган ҳолда қуйидагиларни ёзамиз:

Ғ (х0 + I) =  Ғ (х0) 4- Ғ'(х0)1 + о(|), 5 € X 
0 (Уо +  =  0(Уо) +  &  (Уо)7! +  'П £ У

А г а р  Ц Ъ ф Ц Я  б ў л с а ,  у  ҳ о л д э  б и р о н  /?0 £ Х  у ч у н
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Энди Ғ '(х0) ва 0'  (у0) чегараланган чизнкли оператор- 
лар эканлигидан фойдалансак,
Н ( х п-+^) =  С (Ғ (х0 + \)) = С()>0+ Ғ ' ( х , )  5 4  о(5)) =  
— 0  (>'„) +  0' (у„) (Ғ' (х„) 5 +0  (5)) 4  (Ғ'(Х„)- + о(5)) =  

-  0 (У о ) +  0 '  (Уо) Ғ  (х0)5 +  [ 0 '  (У0) (0(5)) +  
о ( Ғ '  ( а ' 0)5  +  о(5))1 =  0  (у„) +  0' (у„)Ғ' (*„); +  о (')■+

Чунки
1|ОЧУоКо(£))-+о(Г'(*о)54о(4)Н 1Ие)1| +

4" М'{хо)г+от  |1 € ц '"  ^  ^ т т ғ  ^

11511
1К4 Г '( * о ) ) 5 + о ( 5 ) ) Н ||Г Ч -У );+ о (5 )1 | ^ :

' ( х0)1+ о { т  * |1 € II
, (ц /7 //.г М| I 1|0(5)1|\ Цо(ГЧ-У0)5 4-0(0)11

+  и г ( э д - | -  „ е „ ;  \\г(х0)г+от |||||-  00
(бу ерда биз ||Ғ' (х0) I +  о(0|| <  \)Ғ' (х0)\\ Н;|| +  |] о(;)|| 0
м у носабатдан фойдаландик).

Демак, Н '(х0) = С ' ( у 0)Ғ '(х0).ъ
3- т е о р е м а .  Хфазони У фазога аксламтирувш 

Ғ ва 0 узлуксиз акс эттиришлар берилган бўлсин. 
Агар Ғ ва 0 бирон х 0£Х нуқтада дифференциалла- 
нувчи бўлса, у ҳолда Ғ-\-0 ва аҒ (а—сон) акс эт- 
тиришлар ҳам шу нуқтада дифференциалланувчи ва

(Ғ +  СУ(х0) =  Ғ'(х0) +  С'(х0),
(аҒ)'(х0) =  аҒ'(х0).

И с б о т .  Акс эттиришлзрнинг йиғиндиси ва сонга 
кўпайтмасининг таърифига биноан

(Ғ 4  С) (х0- | -Н) =  Ғ(х0 -\-Н)  +  С (х0 +  Н) =  Ғ(х0) +
+  С(х0) +  Ғ'(х0)Н +  С'(х0)Нх +  ох(Н)

ва
аҒ(х 0 +  Н) =  аҒ(х0) +  аҒ'(х0)Н+о2(Н).^

Энди суст дифференциал тушунчасига ўтамиз. X 
фазони У фазога акслантирувчи Ғ\Х-+У  акс эттириш 
берилган бўлсин. Норма маъносида ушбу

ОҒ(х,Н)=±Ғ(х + *Н) =  1 \тҒ(х+*Н)—Ғ(х) 
/=0 Г-0 1

лимит мавжуд бўлса, бу лимит Ғ  акс эттиришнинг 
суст дифференциали ёки Гато дифференциали дейи- 
лади.
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Умумий ҳолда, ПҒ (лс, к) суст дифференциал к га 
нисбатан чнзнкли бўлнши шарт эмас. Агар у чизикли 
бўлса, яъни бирор Т чегараланган чизиқли оператор 
учун

ОҒ(х, к)~Тк
тенглик ўринли бўлса, у ҳолда Т суспг ҳосила ёки 
Гато ҳосиласи дейилади ва /^(х) билан белгиланади.
Суст ва кучли ҳосилалар орасидаги боғланишни ўрга- 
надиган бўлсак, бу тушуичалар ҳатто чекли ўлчамли 
фазоларда ҳам турлй тушунчалардир.

4-теорема.  Агар Ғ акс эттириш кучли ҳоси- 
лага эга бўлса, у суст ҳосилага ҳам. эга ва бу ҳо- 
силалар ўзаро тенгдир.

Исбо т .  Ғ  акс эттириш кучли ҳосИлага эга бўлгани 
сабабли

Ғ(х +  1Н) -  Ғ(х) =  Ғ'(х) (1к) +  о(1к) =
=  1Ғ* (х)к +  о(1к). . -

Демак,
Ғ ( х + Н ) - Г ( х )  =  Г , н  +  Ғ  ' ( * ) /* .

яъни бу лимит мавжуд ва к га нисбатан чизиқли. Де- 
мак, кучли ҳосила бир вақтда суст ҳосила ҳамдир.* 

Умумин ҳолда бу теореманинг аксй ўринли эмас, 
яъни суст ҳосила мавжудлигидан кучли ҳосиланинг 
мавжудлиги келиб чиқмайди.

Мисол.  Икки ўлчамли Н' фазони /? тўғри чизиққа 
акс эттирувчи ушбу

/(*!> л-2) =

' Х 3 Х-2

3̂ 72» агар(х,, х 2)ф(0, 0) =  6 бўлса, 

, 0, агар (хх, х2) = (0, 0)=6 бўлса
фуикцияни оламиз. Бу функция /?2 фазонинг ҳамма ери- 
да узлуксиз. (0, 0)£/?2 нуқтада унинг суст диффереи- 
циали мавжуд ва нолга тенг. Дарҳақиқат, к =  (ки Л2) 
учун

Ит =  1,-т  = 0
1 1->ЪРН\+к\

Демак, /  акс эттиришнинг (0, 0) нуқтада суст ҳосиласи 
нолга тенг.
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Кучли ҳосила эса мавжуд эмас. Ҳақиқатан агар (0,0)- 
нуқтада кучли /'(0 ) ҳосила мавжуд бўлса, 4 -теорема, 
га асосан /'(б ) =  0, яъни

/(*) -  М  = / ' №  +  « №  =  «(». /*)•
Бундан

Н т Ш Ц ^ оА-в )|А||

Лммо А—(А,, Н2) векторни /г =  (/г4, /?|) кўринишда ачсак, 

Пш |1Л*)И _  Ит л> ,
/ . -о  ||Л || л - .о  2 д у л г + А 4

Бу зиддият /  акс эттириш (0, 0) нуқтада кучли ҳоси- 
лага эга эмаслигини кўрсатади.

Суст ҳосила мавжудлигидан кучли ҳосила мавжуд- 
лиги келиб чиқиши учун қўшимча шартлар талаб қи- 
линади.

5 -т е о р е м а . Агар Ғ акс эттаршининг Ғ ( х )  суст 
ҳосиласи х 0 нуқтанинг бирор II атрофида мавжуд 
бўлиб, х  га нисбатан х {) нуқтада узлуксиз бўлса 
(оператор қийматли функция сифатида), у ҳолда 
х 0 нуқтада Ғ ' ( х 0) кунли ҳосила мавжуд ва суст ҳо- 
силага тенг.

И с б о т. Ғ  акс эттириш суст ҳосилага эга бўлгани 
сабабли

ОҒ(х0, Н) =  Ғ ’с(х0)Н.

Умумиятни чегараламаган ҳолда

и =  {х £Х ' \ \ х  ~  -̂ о1| < £}

деб ҳисоблаш мумкин. Агар | |А | |< е бўлса, у ҳолда, 
равшанки, ихтиёрий /€[0» П учун х 0-\-*И£0. Шундай * 
Н ни олиб, қуйидаги ифодани кўрамиз:

ю(х0, Н) =  Ғ(х0 +  Н) -  Ғ(х0) — Ғ'с(х0)Н (5)

У фазога қўшма бўлган V' фазодан бирор у'  элемент
олинса, у ҳолда (5) га асосан #

ю(х0.л). У' >  =  <  ғ (х о +  н) — У' > —
-  <  Ғс{х„)к, у' >  . ( 0 )
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/ сон аргументлн ушбу  . •
л о  =  < ғ (д - ;  +  « ) , У' >

функция / га нисбатан дифференциалланувчи ва 
йу_ /  ¥{хо+1к-\-/\М)—Ғ(х0-{-1Н) л,/^_
01 — д<-о М I У ->

=  <  Ғ'с{х() + М)И, /  > .
Демак, / ( / )  сонли функцияга математик анализдан маъ- 
лум бўлган чекли орттирмалар формуласини қўлласак^

<  Ғ(х9 +  Н) — Ғ{х0), у' >  = /(1 )—/(0 )=  Ц  
=  <Ғ'с(х0 +  тк)И, у '> ,

■1 =

бу ерда 0 < т < 1 .  Бунга асосан (б) формуланн қуйи- 
даги кўринишда тасвирлаш мумкин:
<  со (х0,Н), > * '> = <  [Ғ'с (х0 +  хН) -  Ғ'с(х0)]Нг у' > .  ’ (7>
8.2-§ дан маълумки, ихтиёрий у £ ¥  учун

1|У || =  зир| < у ,  у'  >  I,
II У'И= 1

хусусан
1| (Х0, Н) II =  51]Р | <  <0 (*0, Н), у'  >  I.

|1У, 1|—1

Демак, ш ундайу '£К  (||у'|| =  1) мавжудки,

\  /[«> (*0, А) II <  I <  “ (Хо, Л), у'>1.

• Бу тенгсизликдан ва (7) муносабатдан
\ш(хт к) || <  2 1 <  Ш (х„, Н), у'  >  | =  2/ <  Ғ’с (х0 +  тЛ) —

-  * .  У ' >  I <  2  | | Ғ 'С( * 0 +  ^ )  -  ( * о )  II • Р I I -
Тёореманинг шартига кўра Ғ'с(х) ҳосила х  га нисбатаге 
х 0 нуқтада узлуксиз, бундан

Нш ||Р(л:0 4- хН) — Ғ'с(х0)|| =  0.
Л-.0

Демак, ш (х 0, Н) =  о (Н) ва
Ғ (х0 4  Н) -  Ғ (х0) =» Ғс(х0)Н +  о(Н) ,

яъии
Л ( * о )  =  Ғ '( * о ) . *
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Агар кўрилаётган нормаланган фазоларнннг нккин- 
чиеи, яъни V сонлар майдони бўлса, у ҳолда Ғ г Х - ^ У  
функционал бўлиб, биз дифференциалланувчи функцио- 
нал тушунчасига келамиз. Бунда Ғ  нинг х 0 нуқтадаги 
ҳосиласп Ғ '(х0) ~  чизиқли функционалдир, яъни 
Ғ' (х0) £ X'.

М и сол . Н  ҳақиқий Гильберт фазосида Ғ (л) =  )\х\\* 
функционални оламиз ва унинг Фреше ҳосиласини то- 
памиз. Равшанки,

|| х  +  Н ||2 - 1| *  ||2 -  2 (*, А) ф IIНII2 -  (2х, Н) +  о(к). 
Демак,

/Д х) =  Ғ;(х) =  2х, яъни Ғ;(х) (Н) =  (2х, 1г).
Ч е к л и  о р т т и р м а л а р  ф о р м у л а с и

X  вектор фазода ушбу
[х,, х 2] =  { х : х  =  х у 4- Қх2 — х,), 0 <   ̂<  1} 

тўплам кесма дейилади.
Бирор [х0, х] кесмани ўз ичкга олувчн {] очиқ тўп- 

ламда аникланган ва [х0, х] кесманинг ҳар бир нуқта- 
сида Ғ'с суст ҳосилага эга бўлган Ғ : II У акс этти- 
риш берилган бўлсин. Сўнг Д х  =  х  — х 0 белгилаш ки- 
ритиб, ихтиёрий ф£У'  учун қуйидаги сонли функцияни 
тузамиз:

/ ( 0  =  Ф(Ғ(х0 -Ь *Дх))? 0 ^  <  1.
Бу функция [0, 11 оралиқда диффергнциалланувчя. Дар- 
ҳақиқат, ф чизиқли бўлгани сабабли

/(1 +  М ) - / ( ( )  Ғ( х0± { Л х ~ — Ғ(х0-\-{&х) \

Энди ф нинг узлуксизлигини ҳисобга олган ҳолда 
да лимитга ўтсак,

Энди /  функцияга [0, 1] оралиқда чекли орттирмалар 
формуласини қўлласак,

Ф (Ғ №  -  Ғ (х0)) =  Ф(Ғ;(х0 -{- х Д'х) &х)  (8)
тенгликка эга бўламиз, бу ерда х сон ф га боғдиқ.

/'({) =  ф(Ғ;(х0 + 1&х) Д х ).

/ ( { )  - / ( 0 )  = / ' ( х ) ,  0 <  х <  1,
яъни
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ц]ундай килиб, (8) тенглик ихтиёрий <р £ У' учун ўрин 
лп. Бундан
|<р (Ғ(х) -  Ғ )х0))| <11 ф1|«ир ||Ғ0(л'0 +  ‘!Лх)11-ЦЛх11. (9 )
1

Хан — Банах теоремасига асосан қуйндаги тенгликни 
қаноатлантирувчи нолдан фарқли (ру£ У' функционал 
мавжуд:

I %(ғ (х) -  ғ(*«))1 = II ь  II Иғ(*) -  ғ(<)||-
Бу муносабатни (9) га қўлласак, ушбу

||Ғ  (*) _  Ғ(х,) | |=  ! <
<  зир 1|/г'(л:()Н -тД х )|Н |А л :||

0 < К 1

тенгсйзлнк, яъни
[| Ғ ( х ) - Ғ  (л;0) 1| <  зир || Ғ ’с(х0 +  т Д  х) || • || лс -  х 0\\ (10)

0<"<1
муносабат келиб чиқади. (10) муносабатга чекли орт- 
тирмалар формуласи деб қараш мумкин. Лгар (10) фор- 
мулада Ғ(х) акс эттириш ўрнига Ғ(х)  — Ғс (х0)Дл: акс
эттиришни олсак, қуйидаги тенгсизликка эга бўламиз: 

\\Ғ(х) — Ғ ( х 0) - Ғ ' с(х0) Ах\\  <:
<  эир || Ғ ’(Х0 +  т д х )  — Ғ'(д:0)|| || Д х  || (11)

0 С < 1  4

Бу муносабат бизга кейинчалик керак бўлади. •

13. 2 -  § . В ектор ф ун к ц и я л ар дан  олинган интеграл

Ҳақиқий сонлардан иборат бирор X  тўпламда аниқ- 
ланган ва қийматлари У Банах фазосига тегишли бўлган 
Ғ : X -> У акс эттириш вектор функцая дейилади.

Агар Ғ  вектор функция бирор [а , Ь] оралиқда аниқ- 
ланган бўлса, у ҳолда Ғ функциянинг \а, Ь] оралиқ 
бўйича олинган интеграли тушунчасини киритиш мум- 
кин. Бу интеграл сонли функциядан олинган интегралга 
ўхшаш киритилади. [а, //] оралиқни

а ~  /0 <  <  /2 <  • • . <  1п =  Ь
нуқталар билан б.ўлиб, ҳар бир [1к, оралиқдан
бирор £ сон танлаймиз ва ушбу

п— I
• г - Ц ғ С * )  (<**1- < * ) € ) '  •

*=0
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интеграл йиғиндкни ҳосил қиламиз. Агар бу интеграич 
йиғиндиларнинг X =  шах | — *̂){ нолга интилгандг.
[а, Ь] ни бўлишга ва ^  ларни танлашга боғлиқ бўлма-
ган лнмити мавжуд бўлса, у Ғ функциянинг [а, Ь) ора-

ь
лиқдаги интеграли дейилади ва |  Ғ(1)сИ билан бел-

п
гиланади, яъни

Ь п— 1

| Ғ(1)'(М = Нш 2  ^(У (**-и — **).
а к=  0

Бунда Ғ (() функция [а, Ь] оралиқда интегралланувчи
ь

дейиладк. Равшанки, |  Ғ(1)(И интеграл У фазонинг эле-
а

менти. Кўриниб турибдики, бу таърифнинг сонли функ- 
циялардан олинган Риман интеграли таърифидан деярли 
фарқи йўқ. Хусусан, агар Ғ (() узлуксиз вектор функ-

ь
ция бўлса, у ҳолда |  Ғ(()с1( доим мавжуд. Бу тасдиқ

а
худди сонли функцияларникига ўхшаш исботланадн.

Бу интегралнинг хоссалари Риман интеграли хосса- 
ларига ўхшаш. Интегралнинг баъзи хоссаларини кел- 
тирамиз.

1 -теорем а. Агар £  бирэр Банах фазоси, Т : У-+2
узлуксиз чизиқли оператор бўлса, ҳамда Ғ\\а ,  Ь] ->■

ь
->К вектор функция учун |  Ғ(1) й( мавжуд бўлса,

а
у ҳолда

К ( ь
| г ( Ғ ( 0) Л  =  г  |  /• (о  л
а \ а

И с б о т . Т операториннг чизиклп эканлигига асо- 
сан

п -  1

’ г ғ = 2  г ( Ғ ( д ) ( < 4+, - д =
к — 0

/  п~~ I
=  т 2 ғ ( у ( ( ж _ д )  =  Г(.г ).

\А—0
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13у тенгликда X =  шах |/*+1 —^|-*-0 да лимитга ўтсак,к
Ь-

Т нинг узлуксизлиги туфайли П т  Т (ог ) ~ Т  ^ ^Ғ(()сИ |

мавжуд, ва демак, Н ш п / ҳам мавжуд ва ушбу 
ь ( ь
]’ Т (Ғ(())сИ =  Т М’ Ғ (1)й1

тенглик ўринли.*
2>теорем а. Лгар Ғ (I) вектор функция [а, Ь)ора- 

лиқда узлуксиз бўлса, у ҳолда
ь
 ̂ Ғ (I) (И

а ■

Ь

I т си.
а

И с б о т . Ғ (() функция узлуксиз бўлгани сабабли 
(| Ғ ( 0 II узлуксиз сонли функциядир, ва демак, теоре- 
мадаги иккала интеграл ҳам мавжуд. Шу билан бирга

п—1 п—1

и«г н= н2 т )  (<*+■ -  4)и < 2 « /Г('.)И • вш -  и = «11л..
к=~ 0 &=0

Бу тенгсизликда Х->0 да лимитга ўтсак, талаб қи- 
лкнган тенгсизлик ҳосил бўлади.*

Т аъ р и ф . X, V нормаланган фазолар, Ғ :Х -+  У 
бирор акс эттнриш бўлсга. Агар X фазода ихтиёрий 
чегараланган М тўплам учун Ғ(М)  тўплам V фазода 
чегараланган б)глса, у ҳолда Ғ акс эттириш кегаралан- 
ган дейилади.

Чизиқли бўлмаган чегараланган акс эттириш узлук- 
сиз бўлиши шарт эмас, буни сонли функциялар мисо- 
лида ҳам кўриш мумкин. Масалан, :/<?->/?.

X  фазони V фазога акслантирувчи ч^егараланган акс 
зттиришлар тўпламини А (X, V) билан белгилаймиз. 
Акс эттиришларни қўшиш ва сонга кўпайтириш амал- 
ларига нисбатан А (X, У) вектор фазодир. Бу фазода 
нолнинг атрофлари базиси сифатида ушбу

тўпламларни олиб, топология киритамиз. Равшанки, бу 
топология А (X, У) нинг /. (X, У) қисм фазосида кў- 
рилса, у операторнинг нормаси билан аниқланган топо- 
логияга тенг.
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X  фазодаги бирон I =  [х0, х 0 +  Дл) кесмада аник> 
ланган ва қийматлари Л (X , V) фазода бўлган узлук- 
сиз Ғ  акс эттириш берилган бўлсин. Яъни ҳар бир х £ /  
нуқтага бирор Ғх ~  Ғ(х) : Х - + У  акс эттириш мос қў- 
йилиб, бу мослик х  лараметрга нисбатан узлуксиз бўл> 
син. Равшанки, Ғ ( х 0 /Д х ) £ А (X, У) акс эттиришнинг 
А х £ Х  элементдаги Ғ  (х0+  £ А х ) А х  қиймати У фазо- 
нинг элементидир, яъни / га нисбатан Ғ(х0 4- 1&х)Ах 
функция қийматлари У га тегишли вектор функциядир. 
Бундан фойдаланиб, Ғ (х) нинг кесма бўйича олинган 
интегралини қуйидаги формула билан аниқлаш мумкин:

Ж0+ Д х  1

]* Ғ(х)с1х — § Ғ (х0-\-*Ах)\хсИ.  (1)
*0 0

Бу интегралнинг мавжудлиги Ғ (х0 +  / \  х) Ах  вектор 
функциянинг узлуксизлигидан келиб чиқади, ва рав- 
шанки, бу интеграл У фазонинг элементидир.

Энди акс эттиришни унинг қосиласи ердамида тиклаш 
масаласини кўрамиз.

3- т е о ре м а. (Ньютон-Лейбниц формуласи).
Ғ1Х-+У акс эттирши \х0, лг0-гА х] кесмада х  га 
нисбатан узлуксиз куяли Ғ' (х) ҳосилага эга бўлсин. 
У ҳолда қуйидаги формула ўринла:

-*’о + Д - * ’

] Ғ' (х) й х ~ Ғ  (х0 +  Дл*) — Ғ(х0). (2)
•*о

И с б о т. Интегралнинг таърифига асосан
х й+ & х  п— 1

|  Ғ' (х) с1х =  Н т 2  ғ ’ (х о +  Д* -  /*) =
х 0 X  -  0 к^О

п -  1

=  Пт ^ Ғ ' ( х к)(А*Д
х - о  *=0

бу ерда х к =  х 0 +  ^Дл, Дл =  (/*+! — /к) Ах
X =  шах (б+и — /к)-к

Шу билан бирга, равшанки,
п -  1

Ғ (х0 +  Д х) — Ғ (х„) =  2  1Ғ (х <> +  Пи-1л *) —
* =  0

п - 1 . . . ■

-  ғ (х<>+ ^ л ^))=  2  ' ) — ғ  (л-*))-
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Демак, 13.1-§ даги (11) тенгсизликка асосан
/1 - 1

2 1Ғ (**+0 — ғ  (хк) + ғ '(хк Д*1
А=--0 

п— 1

1|Дх||2 (*к+1 — *ь! 5ир || Ғ' (хк +  хАх) — Ғ' (хк) ||.
к— 0 0 < - с < 1

(3)I
рТеореманинг шартига кура Ғ' (х) акс эттириш х 0~Ғ 

Н- Дл:] кесмада узлуксиз, ва демак, текис узлуксиз. 
Бундан X 0 да (3) тенгсизликнинг ўнг томонидаги 
ифода нолга интилади, чунки

П- 1
2  0*+1 -  <*) 5ир II Ғ’(хк +  хАх) — Ғ’ (*4)|1
А -0 0<г<1

<  гпах $ир || Ғ' (х. -|- хДу.) — Ғ' (хЛ || 0, X 0.
0<А<й—10<"<!

[емак,
/1-1

Нш || Ғ (х0 Дх) — Ғ  (х0) Ғ (х^) Дл*А|| —
к= 0

п— 1
V=  Нгп II 2  [Ғ (**+!> -  Ғ (хк) -  Ғ' (хк)Лхк))\ =  0,

х - °  к — 0

>ни
п — 1

х-0

лГо+А.г
(лг0 -Ь Лх)— Ғ ( х 0) =  Нш ^ Ғ '  (хк)Лхк =̂ ] Ғ,(х)с(х.,

хп

13.3-§. Юцори тартибли ҳосилалар

Нормаланган X фазони нормаланган У фазога акс- 
лантирувчи Ғ : Х - + У  акс эттириш ҳар бир х £ Х  нуқ* 
тада Ғ'(х) кучли ҳосилага эга бўлсин. Маълумки, Ғ'(х) 
ҳар бир х  учун X фазони V фазога акслантирувчи чи- 
зиқли чегараланган оператордир, яъни Ғ' (х)£Ь(Х, V). 
Демак, Ғ' акс эттириш X  фазонинг х  элементига Ь (X, У) 
фазонинг бирор Ғ'  (*) элементини мос қўяди. Нагижада 

' Ғ ':Х -+ Ь (Х ,  У) акс эттириш ҳосил бўлади. Агар Ғ' 
зкс эттириш ҳам дифференциалланувчи бўлса, у ҳолда 
унинг ҳосиласи Ғ  акс эттиришнинг иккинчи ҳосиласи 
дейилади ва Ғ"  бнлан белгиланади. Бунда, равшанки, 
Ғ"  (х) оператор I  (X, /. (X, У)) фазонинг элементидир.
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Иккинчи ҳосила тушунчасини бошқа йўл билан, би- 
чизиқли акс эттиришлар (1. 6- !§) орқали ҳам киритиш 
здумкин. Шу масалага тўхталиб ўтамиз.

Т а ъ р и ф . X фазонинг тартиб билан олинган ҳар бир 
жуфт (х , х') элементига V фазонинг бирон В (#, х ') 
элементи мос қўйилган бўлиб, қуйидаги икки шарт 
бажарилса, В (х, х') бтизиқли акс эттирши дейила- 
ди: 1) ихтиёрнй х и х 3, х \ , х 2$Х ва а, ў сонлар учун 

В (* хь + $ х2, х )  — ьВ(хи х[) +  $В(х2,х[),
В ( х и ах\ ф- ўх'2) =  аВ (хи х\) 4- $В(хи х'2);

2) шундай М мусбат сон мавжудкн, ихтиёрнй х,  
х  6Х учун

|| В (х, х') || < М  || д: |М |^ | | .  (1)
Демгк, 1.6-§ дан маълум бўлган 1) шартдан ташқари 
В(х,  .г') акс эттиришнинг ҳар бир аргументи бўйича 
чегараланган бўлиши талаб қилинади. Хусусан, (1) 
тенгсизликдан, равшанки, В : Х Х Х - + У  акс эттириш 
иккала аргументга нпсбатан биргаликда узлуксиз. В (х,х') 
бичизиқли акс эттиришнинг нормаси қуйидагича кирити- 
лади:

|| В || -  Ш { М  : || В (х, х') || ^  М  || х  || • Ц * ' ||}.
Бичизиқли акс эттмришларнинг йиғиндиси ва сонга кў- 
пайтмаси ҳам бичизиқли эканлиги бевосита кўриниб 
турибди. Демак, бнчизиқли акс эттиришлар нормалан- 
ган вектор фазо ҳосил қилади. Бу фазо В (Х 2, У) билан 
белгиланадн. Равшанки, У Банах фазоси бўлса, В (X2, У) 
ҳам Банах фазосндир.

I  (X, /. (X, У)) фазонинг ҳар бир А элементига ушбу 
В (х, х') =  (Ах) ( х ' )

тенглик ёрдамида В (X2, У) фазонинг бирор В элемен- 
тини мос қўямиз. Равшанки, А - + В  акс эттириш чизиқ* 
лидир. Аксинча, В (X2, У) фазонинг ҳар бир В элементи 

• учун В(х,  х') акс эттириш х  элемент тайинлаб олин- 
ганда х'  га нисбатан чегараланган чизиқли оператордир: 
(Ах)  (х') = В ( х ,  х'). Демак, А В мослик /, (X, Ь(Х,У)) 
ва В (Х 2, У) фазолар орасидаги чизиқли изоморфизмдир. 
Биз унинг изометрик 1£Зомо}Х|)Изм эканлигинн исботлай- 
миз. Ихтиёрий д:, х ' £ Х  учун
IIв  (*> х>)\\ =  1| (Ал) (*')11 <  || А х  1| || х ' 1| <  |М || | |л : | | | |х ' | | ,
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демак, | |£ | |< | |  Л ||. IIIу билан бирга

|| Ах  || =  зир || (Ллг) (л:') II =  зир || В (х,х')\ \  <  \\В\\ . ||х |[ ,
11-«-’ 1|<1 ЦДГЧК! 1

яънн || Л || <  || в  ||. Бундаи !|Л || =  | |5 | | .
Шундай қилиб, В ( Х \  У) ва /. (X, 1(ХУ V)) ўзаро 

изометрик изоморф нормаланган фазолардир. Демак, 
Ғ \Х-+ У  аке эттиришнннг иккинчи ҳосиласини В (X2, V) 
фазонинг элементи деб ҳисоблаш мумкин.

Шунга ўхшаш, Ғ : Х - * -У  акс эттиришнннг учинчи, 
тўртинчи ва ҳоказо тартибл!Г ҳосилалари тушунчасиии 
киритиш мумкнн. Бунда п- тартибли ҳоспла (п — 1)- 
тартибли ҳоснланинг ҳосиласи деб олинади. Равшанки, 
п- ҳосила

1(Х, Ц Х .............I  (X, У) . . .)

фазонинг элементи бўлади. Бу ҳосилага п - чнзиқли акс • 
эттириш деб каралса бўлади.

Т а ъ р и ф . X фазонинг элементларидан тузилган тар- 
. тиб билан ёзилган ҳар бир п элементли (*,, х ъ . . . ,  х п) 
снстемага У фазонинг /V (д*,, х 2, . . . , х п) элементи мос 
қўйилнб, қуйидаги икки шарт бажарилса, N акс эттй- 
риш п- чизиқли дейилада.

1) N (хи х 2, . . . , х п) ҳар бир аргументга нисбатан 
чнзиқли;

2) шундай М  мусбат сон мавжудки, ихтиёрий х и 
Хг> • . х п ёХ  учун

|1 -V (ЛГ,, Хг, • . • , л*я)|1 <  А/ЦдгЛЦл-аЦ . . .ЦЛЯ||.

Шундай қилиб, Ғ  акс эттиришнинг п- ҳосиласини п- 
чизиқли акс эттиришлар В (Хя , У) фазосининг аяементи 
деб олиш мумкин.

М и с о л . X = /?т , У — Нп чекли ўлчамли Евклид 
фазолари учун ҳар бир чизиқли Т : X-+У  оператор (аХт)  
матрицадир. Демак, Ғ : Х - + У  акс эттиришнинг х £ Х  
нуқтадаги Ғ' (.х) ҳосиласи х  га боғлиқ бўлган Т матри- 
цадир. Агар X ва У фазоларда мос равишда

1̂* 2̂» • ’ > / 1* Уй, * . . »  Ўп
базислар бўлса, у ҳолда х £ Х ,  у £ У учун

х  =  х^ ех -р Хг +  • • • х т ет ,
У =* У\ А  Д УгЛ +  • • • +  Уп/ п •
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Демак, ў  ** Ғ (х) акс эттиришни ушбу

У1 *2, •• • , Хт),
у 2 = ғ г {хи х 2, . . .  , х т ,),

Уп — Ғп (хи Хо.......... * и)

кўринишда езиш мумкин. Бунда

Ғ' (х) =

дуг ду 1
0X1 дх2 ‘ * * дхт
ду2 ду* дУч
дхх дхя ‘ ‘ * дхт

дУп дУп дУп
д х \ „ дх2 • ‘ * 0х т -

Ғ"  (х) иккинчи ҳосила эса куйидаги п Х т Х т  тз сон 
билан аниқланади:

ак* I' } дх̂ дх} '
Бу сонлар ёрдамида ушбу

п

<}с;мула 'срқали £ (X, У) чизиқли акс эттиришни
т

Уь 2  ак 1 . .х  ̂х.
/./=1

фс[мула ср ал и  гса X X X - *  К бичизикли акс эттириш 
ни аниқлаш мумкин.

1 3 .1 -§ д а  Ғ : Х - + У  акс эттиришнинг х  нуқтадаги 
кучли дифференциали деб Р ( х )  чизиқли операторнинг 
/г£Х  элементдаги йҒ = Ғ'  (д:) Н қийматига айтган эдик. 
Ғ  акс эттиришнинг иккинчи тартибли дифференциали 
деб Ғ" ( х ) £ В ( Х * ,  У) бичизиқли акс эттиришнинг (Н, Н) 
элементдаги қийматига айтилади, яъни сҒҒ =  
=  Ғ "  ( х ) ( Н ,  Н). Шунга ўхшаш /г-тартибли дифференциал 

деб ушбу

йя Ғ = Ғ (пҚх) (Н, Н%. . . , Н)£У 
элементга айтамиз (Ғ(п)(х) £ В (Х п, V)).
370
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Энди 13.1- § даги (1) тенглгшни умумлаштиради- 
ган Тейлор формуласини келтирамиз.

1 -т е о р е м а . X  фазонинг V ош қ  тўплачида аниқ - 
ланган Ғ:Ц-+У акс эттиришнинг п-тартибли  

(х)  ҳосиласи ихтиёрий х £ Ц  учун мавжуд б ў л - 
син. Агар (х)  акс эттириш Ц тўиламда х  га 
нисбатан текис узлуксиз бўлса, у ҳолда қуйидаги 
тенглик ўринли :

Ғ (х  +  Н ) ~ Ғ ( х ) ~  Ғ' (х) Н +  ^  Ғ"  (х) (Н, * ) + . . . +

Ч- ^  Ғм  (х) (Н, Н, . . . ,  Н) +  « (х, Н), (2)

бу ерда ||ю (*, й) || =  0 (1| Л | | » ).
И с б о т . Теоремани индукция ёрдамида исботлаймиз 

а — 1 учун (2) тенглик 13. 1-§ даги (1) муносабат би- 
лан устма-уст тушади. Энди (п — 1) учун (2) тенглик 
ўриили де5 фараз қилайлик. У ҳолда (2) тенгликни Ғ' 
акс эттиришга ( п — 1) учун қўлласак, ушбу

Ғ' (х +  Н) =  Ғ' (х) +  Ғ"  (х) (Н) +  1 Ғ"'  (х) (Н,Н) +  . . . +

+  (7ГГГ)! Ғ{п) (*) (л- <............Л) +  «>, (х, Н) (3 )

тенглик келио чиқади, бу ерда  ̂ | |« > ! Ғ)\\ =* о (||Л ||л_1)- 
Ҳосил бўлган (3) муносабатни [х, х  4- Н\ кесма бўйича 
интеграллаб, Ньютон-Лейбниц формуласидан фойдалан- 
сак (13.2- §, 3-теорема), у ҳолда

1 1
Ғ (х  +  Н)—Ғ(х)=  [ ғ ' ( х  +  (Н) Н сИ =  ( (Ғ' (х) +

0 0

+  1 Ғ " ( х ) (н) + 1 е (х) (н,н) +  . . . +

+  (Т̂ ГГ)! (п- 1Ғ[п) (х) (Н, Н, . . .  , Н))НЛ1+ /?„. -

1

бу ерда Яп — |  «»1 (х, 1Н)Н сИ. Бундан
0

Ғ (х +  Н) -  Ғ (х) =  Ғ' (х)Н -1- ^  Ғ" (х) (Н, Н) 4 - .  . . +  

+  ^  Ғ{п)(х)(Н, Н, . . . , Н) +  Ғ п
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Шу билан бирга 
1

Ц Я л К Л к  (*. <А) II-II й II <« =  0(11*11»).*
0

Теоремадаги (2) тенглик Тейлор формуласи  дейилад] 

МАШҚ УЧУН М А С А Л А Л А Р

1. Суст ҳосилалар учун мураккаб функцияни дис 
с|зеренциаллаш қондаси ўринли эмаслигини кўрсатувч 
мисол келтиринг.

2. Гильберт фазосида ||л:|| функционалнинг ҳосил; 
сини топинг.

3. Вектор функция суст дифференциалланувчи бўлс 
у кучли дифференциалланувчи бўлишини исботланг.

4. [а, Ь] оралиқда узлуксиз бўлган Ғ  вектор фунз
ь

ция учун ] Ғ (*) йЬ интеграл доим мавжудлигини исбо
а

ланг.
5. [а, Ь] оралиқдаги Ғ вектор функция учун ||Ғ(^  

интегралланувчи бўлса, қуйидаги тенгсизликни исбо 
ланг:

ь ь
|П Ғ ( / ) Л |1  <  / I I ғ  (011 <*•а а

6. Чегаралацган, аммо узлукли акс эттиришга мис< 
келтиринг.

7. Агар У Банах фазоси бўлса, В { Х 2, У) фазо тў. 
эканлигини нсботланг.
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XIV б о б

ВАРИАЦИОН ҲИСОБ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

14.1- §. Экстремумнинг зарурий ва етарли шартлари

Вариацион ҳисобнинг асосий масаласи — функционал- 
ларнинг экстремумЛарини топишдир. Бу лараграфда вариа- 
цнон ҳисобнинг бошлангич масалаларига тўхталиб ўта- 
миз.

1. Э к с т р е м у м н и н г з а р у р и й ш а р т л а р и.
Ғ  ҳақиций функционал X  Банах фазосида аниқланган 

бўлсин. Агар х ()£ Х  нуқтанинг бирор атро^идаги ихтмё- 
рий х  учун Ғ(х)  — Ғ  (х0) .> 0 (*- 0) тенгсизлик ^бажа- 
рилса, Ғ функционал х 0 нуқтада минимумга (максимумга) 
эга дейилади, х () нуқта эса минимум (максимум) нуқтаси 

* дейилади. Максимум ва минимум нуқталари Ғ учун экс- 
тремум нуқталари дейилади.

Математик анализдан маълумки, п ўзгарувчили /  
функция х 0 =  (л'{, х\, . . . , х«) нуқтада экстремумга эга
бўлиб, дифференциалланувчи бўлса, у ҳолда й /  =  0, яъни

Экстремумнинг бу зарурий шарти ихтиёрнй нормалан- 
ган фазолар учун ҳам ўринли.

1 - т ео р е м а. Диффергнциалланувча Ғ  функционал 
х 0 нуқтада экстремумга эга бўлииш учун унинг х 0 
нуқтадаги дифференциали ҳар бир Н да нолга тенг 
бўлиши зарур, яъни

И с б о т . Ғ  дифференциалланувчи бўлгани сабабли

Агар Ғ '(л°)Л  бирор Н ( Х  учун нолдан фарқли бўлса, 
етарли даражада кичик а ҳақиқий сон учун Ғ' ( л 0) (>Н) 4 -
4-о (*Н) ифоданинг ишораси Ғ' (х0) (XН) нинг ишораси 
билан бир хил. Ғ' (х0) чнзиқли функииокал бўлгани са- 
бабли Ғ' (х()) (///) =  X Ғ' (х()Н. Демак, агар Ғ' (х{)Н Ф  0 
бўлса, Ғ ( х 0ц-Н) — Ғ(хи) айирма Н етарли кнчик бўлган- 
Да мусбаг ҳам, манфий ҳам бўлиши мумкин, яъни х 0 
нуқтада Ғ экстремумга эга эмас.

д/ в  д/_
дхх дх2

Ғ' (х0) Н ^  0.

Ғ (х0 4- Н) — Ғ (х0) =  Ғ' (х0) Н-\-о(Н).
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www.ziyouz.com kutubxonasi



М и с о л л а р . 1. С [я, Ь] фазода ушбу
ь

Ғ(х)  = \ / ( ( , х ( ( ) ) й 1
а

функшюнални кўрамиз. Агар /  функция биринчи тартиб- 
ли узлуксиз ҳосилаларга эга бўлса, /^фўнкционал С[а, Ь} 
фазода дифференциалланувчи. Ҳақиқатан,

ь
Ғ ( х +  П) — Ғ(х)  =  [/, ( / ,х+Н)— ’/(■(, х)](И =

о
6

=  \ / х  ( /  *) н (0  <н 4- о (А).
а

Бундан
• • &

с1Ғ / х ((, д: (/)) Н{()сИ.
а

Аг ар ихтиёрий /?€С [а, 6] учун бўлса, у ҳолда
ў х ( / , л ) = 0 .  Ҳақикатан, ихтиёрий х(()£С[а,Ь]  учун
/ '  (*,*) функиия I га нисбатан узлуксиз. Агар у бирор 
/0€ [ а> Ь] учун колдан фарқли бўлса, яъни масалаи, 
Ўх (/0, л: (*0)) >  0 бўлса, у ҳолда /0 нинг бирор (я, Р) атро- 
фининг ҳар бир I нуқтасида ҳам / ( / л : ( / ) ) > 0 .
Демак, ушбу

V ' \0 ,  қолган /£ [« ,£ ]  учун

функцияни олсак, у ҳолда
ь
| /; (I. х (()) н (() л > о.
а

- »
Бу зиддият / Х((,х) = 0 зканлигини кўрсатади. Демак, 
/ х ( /.^ (О )* ® ^  тенглама Ғ  функционал экстремумга эга
б ўлнши мумкин бўлган х(()  эгри чизиқнинг тенглама- 
сидир.

374
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2. С[а,Ь] фазода боиқа функдиоча^на отаМнз :
ь ь

Ғ (*) = П К( • ' (У ‘%У .
а а

бу ерда К (£„ | 2) функция Қ (^, Е2) =  АГ(с2, Б*) шартниқаноат- 
лантирувчи узлуксиз функция. Сўнгра

ь ь
Ғ{х +  к ) - Ғ ( х )  = ] ] К £ и 1Д |(л ($ ,)  +

. а а
+  А (?,)) (х  (г2) +  Л (У ) -  х  л: ( у |  л ,  <г2 =

ь ь

ь ь

а а

=  П  К  (?„ у  [X (I,) А(У +  х  ( У  А (;,)1 л ,  й ;2 +
а а

Ь Ь

+  |  ] к  (У  У  А (У  н ( у  <Г;2 =  | |  /с (?„-2)х (;1)А (У ^ 1й -;2+
а а

* 6
+  $ 5 /с (1,, у  х  (;,) Н (;,)а \ ,аъ  +

а а 
Ь Ь

+  Я к к „ У А ( $ 1)Л (у < « 1йГ;а =
а а 

Ь Ь

=  2 | |  Л Г в.У хО О Л  (;,)</;,<*;,+
а  а 

Ь Ь

+  Я  АГ(1„УА(УА(УЛ| «?;„
а а 
Ь й

бундан а ғ  = '2 1 |/С(Я, ^)х(Н,) Л(У
а а

Демак, х £ С [а , экстремум нуқтаси бўлса, у ҳолда 
ихтиёрий Н£С [а, Ь\ учун 

ь ь
Я л ’(=„Ул:(Е1)А (;2) ^ 1Л а =  0.
а а

Бундан 1- мисолдагидек, ихгиёрий \г£[>аЬ\ учуц

|/С  (?, ;2) х  ( ; ,)  а\, =  о
а

тенглик келио чиқади.
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х  га нисбатан бу тенгламанинг ечимларидан бири 
,\: =  0. Бошқа ечимлар бор-йўқлиги Қ $2) функцняга 
боғлиқ ва у қўшимча текширкшларни талаб қилади.

2. Э к с т р е м у м н и н г е т а р л и ш а р т л а р и. Яна п 
ўзгарувчили функцияларга қайтсак, й /  — 0 шартии қаноат- 
лантирувчи (х", х", . . .  , х%) нуқтада экстремум мавжуд-
лиги иккинчи дифференциалга боғлиқ. Аниқроғи, қуйида- 
ги иборалар ўринлн:

1. Агар /(л*,, л 2, . . . , х п) функция (х°1У х?2, . . .  , х%) 
нуқтада мииимумга (максимумга) эга бўлса ва сҒ/  мав* 
жуд бўлса, у қолда бу нуқтада

с ! ' (> 0  (й2/ <  0).
2. Агар (х°{, х\, . . . , л°) нуқтада ушбу (1/=  0,

п
У  д<

(1х> 4хь 1 1 *
йх^ й х к >  0 ( <  0) (з*: й х . Ф  0)

муносабатлар ўринли бўлса, у ҳолда / ( х )  функция б у ' 
нуқтада минимумга (максимумга) эга.

Бошқача қилиб айгганда, й / — 0 шартни қаноатлан- 
тирувчи нуқтада минимум (максимум) бўлиши учун (1-/>0 
( <  0) бўлиши зарурий шарт, й 1/  >  0 ( < 0 )  бўлиши эса 
етарли шарт.

Энди шу. масалаларни ихтиёрий Банах фазосидаги 
функционаллар учун кўрамиз.

2- т е о р е м а .  X Банах фазосида аниқланган Ғҳа -  
циций функционал х 0£ Х  нуцтанинг бирон атрофида 
узлуксиз  иккинни тартибли ҳосилага эга бўлсин. 
Агар шу функционал х 0 нуцтада минимумга эга бўл- 
са, у ҳолда ихтиёрий Н £ X  унун

Ғ" (х0) (//, Н) >  0.
И с б о т . 13.3- § даги Тейлор формуласига асосан

Ғ (х0 4- //) -  Ғ (х0) =  Ғ' (х0) Н > ~  Ғ"  (л0) (//, //) -[- о (|| / /1|2)-

Функционал х 0 нуқтада минимумга эга бўлгани сабабли 
1- теоремага асосан Ғ'  (л0) Н: =  0.

Ғ ( х 0 +  Н) - Ғ ( х 0) = ^ Ғ " ( х 0)(Н,Н)- \ -о (|| Л ||2). (1)
Агар бирор /;£Х  учун Ғ"  (л0) (й, Н) <  0 бўлса, у ҳолда 
Ғ п (л0) (е Н, еА) =  е2 Ғ" (х0) (Н, Н) тенгликка- асосан Ғ"  (лс0)
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{//, к) <  0 шартнн каноатлантирувчи к векторнннг норма- 
синн ихтиёрий кнчик қнлнб танлаш мумкин. Аммо ||А ||
кнчик бўлганда — Ғ" (х0) (А, Н) -(- о (|| к [|э) ифоданинг ишо -
раси Ғ"(х0)(к,к) нинг ишорасига тенг, яъни

Ғ ( х 0 +  к ) — Ғ ( х 0) <  0.
Бу эса х п нинг мннимум нуқтаси эканлигига зид.

Максимум нуқтаси учун ҳам шунга ўхшаш теорема 
ўринли. .

Экстремум мавжудлигюшнг етарли шартини Банах 
фазоларига тўғридан-тўғри ўтказиш мумкин эмас. Яъни 
агар Ғ"(х0)(к,к) > 0  (к Ф 9) бўлса, х 0 нуқтада минимум 
бўлиши шарт эмас.

М и с о л . / 2 фазода функидюнални қуйидагича кирита- 
миз:

ОО 2  0 0

Ғ ( х )  =  “  2 * « ’ х  =  (*1> • • • * *«. • • •) €
п— 1 «=1

б нуқтада биринчи диф ()еренциал нолга тенг, чунки
оо 2 00

Ғ ( в  +  Й ) - Ғ ( в ) - V  - 1 - 2 ^
л=1 л = 1

ва
ОО пп{

2 £ - 2 * .
Нш

1| АЦ-°

п  ** 1 1 ^ , : , .  П * Ц-+ II * II’ П 
--------< |Ш. Т Т п -----------Й11 «йи“ о

** Н2
Иккинчи дифференциал эса 2 2  т ғ

«=*1
^з- қаторга тенг, яъни

нхтиёрий к учун мусбат.
сАммо 0 иуқтада функционал минимумга эга эмас. 

Ҳақиқатан,

Ғ(0) =  0, Ғ(0,0, , 0 , - , 0 ____) =  1 - 1  < 0 ,

яъни нолнинг ихтиёрий атрофида шундай х  нуқта мав- 
жудки,

Ғ{х)< Ғ(В ) .
Келтирилган мисолдан равшанки, функционал бирор 

нуқтада экстремумга эга бўлиши учун кучлироқ шартлар 
керак.
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Агар В ( х уу)  бичизиқли функиионал бўлса, В ( х ух) 
функционал х  га нисбатан квадратик функционал дейн- 
лади. Агар шундай с >  0 сон мавжуд бўлсаки, ихтиёрий 
х £ Х  учун В (х , х) с || х  |р тенгсизлик бажарилса, В (х,х)
квадратик функционал кучли мусбат дейилади.

3- т е о р е м а .  X фазодаги Ғфункционал х 0 нуқта- 
да минимумга эга бўлиши учун қуйидаги шартлар 
кифоядир:

1) йҒ(х0) =  0;
2) &Ғ (х0) — кучли мусбат кеадратик функционал.
И с б о т. Ҳақиқатан, <ҒҒ (х0) (Н% Н) с || Л||2 ва с >  0

бўлсин. е мусбат сонии шундай танлаймизки, | Л || <  е 
бўлганда (1) формуладаги о ( ||/? ||2) сон учун о( | /г||2) <
<  || Л ||2 тенгсизлик бажарилсин. Бу ҳолда (1) форму-
лага асосан | |Л | |< е  учун

Ғ (АГ0 +  А) -  ғ  (*„) =  4  Ғ" (*.) (А, А) +  о ( || А Ш >

>  4- с IIЛ1Г — IIЛII* =  4  с Л Л1Р > °,

яъни х 0 минимум нуқтаси.

ь
14. 2- §. { / ( / ,  х(1)> х'{(:))сИ кўринишдаги.

а
функционалларни экстеремумга текшириш

ДОатематика га механикагинг турли масалалари
ь

Ғ(х{1)) =  | / ( / л :  (0,*'(0)<Н (1)
а

функциоиалнинг О  [а, Ь] Еанах фазосида экстремумини 
ҳисоблашга келтирилади. Агар интеграл остидаги/ ( / ,  х ,у )
, » д /  д /функциянинг хусусии ҳосилалари ^  мавжуд ва узлук-
сиз деб ҳисобласак, /^(л;^)) функционал Фреше маъно- 
сида дифференциалланувчи бўлади. Аввалги параграфдаги 
экстрему мнинг зарурий шартига биноан Ғ (л (0 )  функцио- 
налнинг экстремуми (агар у мавжуд бўлса)

Ғ '(х0(1)) = 0 (2)
тенгламани қаноатлантиради. Демак, функнионалнинг 
экстремал қийматини берувчи х 0 (1) функцияни фақат (2)

378
www.ziyouz.com kutubxonasi



теигламанинг ечимларн орасида ивлаинии} керак. Х усу- 
сан, агар (2) тенглама ечимга эга бўлмаса, экстремум 
мавжуд эмас.

Ғ(х(1)) функционалнинг кучли дифференциалинн ҳи- 
соблаб, ушбу ифодани ҳосил қиламиз:

ь
Ғ ' (х (0) л (0 = |  [/, ь (0 + /,г’Л' (01Л1,

а
~ г  д /  г  д /
оу ерда Л  =  «~Х ва Л -  =  дҒ-

Демак, (2) га кўра ихтиёрий Ғ(()£Су[а, Ь] учун 
ь
6 / г Л  ( ' ) + / , . / / ( 0 1 ^ =  0 (3)
а

муносабат бажарилиши зарур. А г а р ^  / х, мавжуд ва уз-
луксиз деб фараз қилсак (аслида бу талаб ортнқча экан- 
лигини кейинроқ кўрсатамиз), бўлаклаб интеграллаш ёр- 
дамида ушбу

£ ь ь
[ | / , / ' ( 0 Л =  / , ,  а ( 0 | * -  {  £ / , ,  • к (() м
г а а
! тенгликка эга бўламиз. Демак, (3) қуйидаги кўринишда 
1 ёзиш мумкин:
I &

Л / х  -  £  / , .  ] * (0 ■«й +  / Х.(Ь, х  (Ь), х '  (Ь)) к (Ь) -
■• а

\ —/ д.,(а ,х (а ),л :'(а ))Л (а )с=  0.

 ̂ Бу ерда к( ( )£С х[ауЬ\ ихтиёрий бўлгани учун:
. / х, {а* х ( а ) , х ’ (а)) = 0; / х,(Ь,х(Ь),х'(Ь)) =  0, (4)

ь
/ ( / , - | / , . 1 М 0 ^  =  0 (5)
<1

шартларни ҳосил киламиз.
Л е м м а (Л а г р а н ж л е м м а с и). Агар <р (() узлуксиз 

функция бўлиб, ихтиёрий к(1)£Сх[а%Ь) функция учун 
• ь

|  ф (0  Ь (1)(И =  0
а

тенглик бажарилса, <р(/) =  0 бўлади.
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Лемманинг исботи содда бўлгани учун буни ўқувчи- 
нинг ўзига ҳавола қиламиз.

Демак, леммага кўра (5) шартни қуйидагича ёзиш 
мумкин:

/ ,  -  з г Л '  =  °- (6)
Шундай қилиб, х(()  функция (1) функирюналнинг экс- 

тремумини бериши учун (4) ва (6) шартлар бажарилиши 
зарур. Равшанки, (6)ш арт.к(/) га нисбатан иккинчи тар- 
тибли дифференциал тенглама. Одатда (6) тенглама Эйлер 
тенгламаси  дейилади, тенгламанинг ҳар қандай .ечими 
Ғ  функционалкинг экстремали дейилади.

М и с о л.
1

Ғ (X (()) =  [{ * 2 (() - 2 ( х  (() +  \х'  ( О Г -  2 х '  ( 0 + ()й(
0

функционални экстремумга текширайлик. Бу ерда 
/ ( Ғ  х  (/), х'  (()) = х 2(() — 2( х  (() -Ғ [х' (/)]2 -  2 х'  (/) +  /. 
Эйлер тенгламаси (6) қуйидаги кўринишга эга:

2 х ( ( ) - 2 ( - ^ ( 2 х ' ( ( ) - 2 \ = 0 ,  '

яъни х"  (/) — *  (/) +  / =  0.
Бу тенгламанинг умумий ечими

х  (() — (-\- схе*\-\- с% е~(.
Ўзгармас с, ва с2 ларни топиш учун (4) шартлардан фой- 
даланамиз:

/ Х, = 2 х '  ( 0 - 2 ,
яъни

2 .* '( 0 ) - 2 = - 2 ;с '( 1 )  — 2 = 0 ,
демак

х '  (0) =  л:' (1) =  0; сх — с2 =  0.
Шундай қилиб, Ғ(х(())  функционал ф а қ а т я (/)  =  /  

функциядангина экстремумга эришиши мумкин. Топилган 
ечим ҳақиқатан ҳам Ғ (х (/)) функционалнинг минимуми- 
ни бериши ушбу тенгсизликдан келиб чиқади:

1
ғ ( х (0) =  I  {[х(0 -  +  \х' (0 - ] ] ‘+ ( - ғ - Ц < и >

и1
>  |  (( -  0  -  1) (И =  Ғ (()\ V X (0 СС1 [0,1].

0
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Юқорида биз (1) функционални С' [а, Ь) фазода ҳеч 
қандай қўшимча шартлар қўймаган ҳолда экстремумини 
топиш масаласини кўрдик. Лекин кўпгина амалий маса- 
лалар экстремумни бутун С1 \а, Ь\ фазода эмас, балки 
баъзи қўшимча шартларни қаноатлантирувчи тўплам ос- 
тида излашни тақозо қклади. Масалан, (1) функционал- 
нинг экстремумини

М — {лг(0€С ' \а, Ь\: х ( а ) =* А; х(Ь) ~  8}
функниялар синфида топиш масаласи вариацион ҳисоб- 
нинг асосий масаласи дейилади. Бу ҳолда Н (I) орттирмани 
шундай ' танлашимиз керакки, натижада х ( ^ ) £ М  бўлса, 
л: (/) +  Н (0 £ М  бажарилиши зарур. Демак, Н (а) =  Н (Ь)~0. 
Бу тенгликни ҳисобга олсак (3) дан

ь

Ғ'(*(0)А(0- 1|/х“ £ Л-1 *(<><«
а

ни ҳосил қиламиз. Яъни асосий масала учун экстремум- 
нинг зарурин шарти (Эйлер тенгламаси) қуйидагидан 
иборат:

/ х —  х(а)А-, х ( Ь ) = В .  (7)

М и с о л .  'Гекисликда (а, А) ва (Ь, В) нуқталарни бир- 
лаштирувчи ва узунлиги энг қисқа бўлган силлиқ чизиқ- 
ни топннг. Равшанки, аналитик формада масала қуйида- 
гича ёзилади:
х  (а) — Л, х  (Ь) =  В, х  (0  £ С1 [а, Ь\ функциялар ичида
ь
§ V  1 -Т [х' (01* л  интегралнинг энг кичик қийматиниберув-
а

чифункциянитопинг. Бу ерд а/(/, х(1) ,х ' (1))~\Ғ  1-Н*Ч01*' 
Демак, (7) га кўра:

£
Л1

х' ( 0
»- 1 +  [«*' (01

=: 0; х(а)  =  А, х(Ь)

= с

яъни
дг' (0
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Демак, х  (() =  с, ( -4- с.2. Ўзгармас сл ва с2 ларнк л: (а) =  
ва х(Ь) — В нлартлардан топамиз. }Кавоб\

х{()  = аВ — ЬА 
а  — Ь

л

Юқорида Эйлер тенгламасини келтириб чиқаришда биз 
4 т / , ни мавжуд ва узлуксиз деб ҳисоблаган эдик.

Равшанки, ^ / х, мавжуд бўлиши учун х" {() мавжуд бў-
лиши зарур, яъни изланаётган ечим х  (() £ С2 [а , Ь] бўлиши 
керак. Ҳақиқатан, агар / { ( , х , у )  функция ( , х лу лар 
бўйича етарлича силлиқ бўлса (масалан / £ С 2)> ечим, 
х  (() £ С2[ а , Ь] эканлигини исботлайлик.

Л е м м а  (Дю б у  а*Р ей мон л е м м а с и . )  Агар 9 (/), 
^ (0  € С [а, 6] бўлса ва х  (й) =  х  (Ь) =  0 шартни қаноат- 
лантирувчи. ихтиёрий х(()£С\а,Ь]  функция учун 

ь
р т ( О л ' ( 0  +  ф(Ох(0]й<  =  о (8)
а

тенглик бажарилса, у ҳолда ф (() £ С1 \а, Ь) ва <р' (() =  б (() 
бўлади.

И с б о т .  (8) тенгликнинг чап томонидаги интеграл ос- 
тидаги иккинчи қўшилувчини бўлаклаб интегралласак:

Ь I I

] [ч>(0 — ^ ( о ^ и ' ( о ^ / + х ( о | ф (*)й5 |* =
а а а

Ь /

— |  [ф  (() —  |  <{> (5 ) сГэ] х' (() си =  о .
а —а

I
Энди £  (/) =  ф (/) — |  ф (5) йз белгилаш киритиб, §  (() --

—а
=  соп$1 эканлигини кўрсатамиз. Ҳақиқатан, акс ҳолда 
шундай а, [*£[а, Ь\ топиладики, у ҳолда £(а) ф 8 (р). 
Аниқлик учун £(<*)>£(?) бўлсин. Шартга кўра, § (() 
узлуксиз функиия бўлгани учун а ва В ни [а, Ь\ сег- 
ментнинг ички нуқталари деб ҳисоблашимиз мумкин. Сўнг- 
ра ‘2 >  0 сонни шундай танлаб олайликки, натижада

[а — 8, а ■+ 8] сг \а, Ь]\ [р, — 8, ў +  8] с : \а, 6];
ва ихтиёрий 15 1 <  8 учун

е +«) -  е (* + Р) > е > о
шартлар бажарилсин.
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Энди х 0(() функцияни қўйидагича оламиз:
— (I—я-{-В) (  ̂— а — 5), агар [«—8, а+81

+  агар * € [ Р - 3 , Р  + 4  (10)
10, Ь нинг бошқа қийматларида,

ҳамда х 0 (0 функция (х0 (а) =  0 шартни қаноатлантирсии. 
Тузилишига кўра х 0Ц)£Сх [а,Ь\ ва

в

х 0 (Ь) =  \ х 0 (1) (И  =  о,

демак, х 0(1) функция лемманинг шартларини қаноатлан- 
тиради. Лекин,

Ь а + 6  . р + 8  .

\  8  ( I )  х ' ^ )  41  ~  |  £ ( 0 * ; ( 0 < « +  |  8 ( { ) х -0 { 1 ) 4 { ±
41 а —6 . (3—5

0
‘‘ =  1 [£(* +  $) — £(? +  $)](* — 5)(В +  5)с?5>

-а

^  £ ^ (^ — 5) (8 +  5) с1з >  0.
— 0

Охирги муносабат эса (9) га зид. Демак, ^ ( / ) ^ Ь сопй1 
зиддиятга олиб келади. Шундай қилиб:

I
8  ( 0  =* ф ( 0  — |  ф (^) (1$ =  соп$1,

а

ЯЪНИ

ф (0  == |  +  сопз!:€ С1 [а, Ь\,
а

в а ф ' ( 0 = Ф ( 0 -  Лемма исботланди.*
1- т е о р е м а .  (Гильберт теоремаси). Агарх0(/) функ- 

ция Эйлер тенгламаси (7) иинг ечими бўлиб, х 0 (0  бўйлаб

6 /(^ ГГ  ' ■ 7^0; * - х 0({); у =  ^ ( 0 ;  V*£[а%Ь\

шарт бажарилса, * 0(0 функция С2[а,Ь\ га [тегишли бў- 
лади.
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И с б о т .  Ошкормас функциянн дифференциаллаш ҳа- 
қидаги теоремага кўра:

/ х (Ц '  х '  /  х  • Л  л -  -1- /  '  •*

^ / ( б  х,ҳ') 
д1 д х

. X — 

- 0 ,

д х  дх '

яъни

х" 4- дх'* '
дУ

д х  д х ' Х ' +
дЧ д/

сМ д х  д х =  0. (П)
д*/Бу ерда Ф  0 ва / ( / ,  х, у) функция С2 синфга тегиш-

ли бўлгани учун (11) тенгламанинг ечими х 0(/) £ С2 [а, />[ 
бўлади. *

Асосий масала учун экстремумнинг қўшимча зарурий 
шартларидан яна бири қуйидаги теоремада келтирилган.

2- т е о р е м а .  (Л е ж а н д р  т е о р е м а с и ) .  Эйлертенг- 
ламаси (7) нинг ечими х 0(1) функция (1) функционалнинг 
минимумини бериши учун ихтиёрий / £ [а, Ь\ да

/ Х'ХЛ С х М \ х 0 ( / ) ) > 0  (12)

тенгсизликнинг бажарилиши зарурий шарт.
И с б о т .  (1) функционалнинг Фреше маъносидаги ик* 

киичи тартибли дифференциалини ҳисоблаб ушбу ифода- 
ни ҳосил қиламиз:

ь
ғ  =  1 1  [ / „  л2 (0 +  2/ „ .  • и (0А' (0 +  / , . х. (*' (0)![ <и.

Ўртадаги қўшилувчини Л (а) =  Н (Ь) — 0 эканлигини 
ҳисобга олган ҳолда бўлаклаб интегралласак: 

ь ь ь
21 /' (0А' (0 а( =  | / „ ,  Л* (0 =  - 1 А’ (0- £ / „ .  Л .

а  а а

Демак; ,
ь

I [Я(/ )А! (0 +  ў / , ч . (А' (0)2] <И,

бу ердаР( / )  =  у  (Д * -~

Энди л0(/) — Эйлер тенгламасининг ечими бўлиб, (12) 
шарт бажарилмаган деб фараз қилайлик. Демак, бирор
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*« £ 1«. ь \ УЧУН / , ' х '  (<«. х « (/«). * ' (О ) <  О бўлснн. У ҳолда • 
. /  нинг етарлн кичик атрофи 13 да ҳам / г. г,{(, х„((),.х'()(1 )) < о

бўлади. Танлаб олинган О атрофнинг ташқарисид^ 
нолга тенг бўлган Л0( / ) £С ' [ а ,  £] функцияни шуидай 
олайликки, бунда

ь .
1 [ т л ц о + х л ^ ( л ; ( / ) ) 2] л < о
а

тенгсиздик бажарилсин. У ҳолда Нп (/) =  -!-. А0 (/), /г — 
=  2, 3............орттирма учун Тейлор формуласига кўра;

Ғ(*о (0 +  К  (0) — Ғ(х0 (0) ^  К  (0) К  (0  +

+  4 ,-/"(л:0 (О)(Ля (О. Л„(0 + л

бу ерда [| /?21| ~  0 (11 кп ||2). Иккинчи томондан || Нп (/) [| =
~  |1 Лц (/) || -> 0 ва х 0 (/) — Эйлер тенгламасининг ечими

бўлгани учун Ғ'  (х 0 (/)) кп (I) =  0. Демак, етарли катта п 
натурал сон учун

ғ  (х0 (0  +  Ая (()) - Ғ ( Хг1( ( ) = ^ Ғ + К 3<  0.

яъни д:0(/) функция Ғ(х({))  функционалнинг минимум 
нуқтаси бўла олмайди.

Юқоридаги (12) тенгсизлик Межандр—Клебм ишрти 
дейиладн. Равшанки, максимум нуқтаси учун Лежандр — 
Клебш шарти қуйидагича ёзилади:

’ / х»хЛ и х 0 (/), х'0(фз£  0, у*€[я,&].
Адабиётларда (1) функцноналдаги интеграл остидаги 

/ ( / ,  х  ((), х '  (/)) функция лагранжиан дейилади. Лагранжи- 
аннинг баъзи хусусий ҳоллари учун Эйлер тенгламаси- . 
нннг биркнчи интеграли оеонликча топилади. А\исол та- 
риқасида қуйидаги икки ҳолни кўрайлик.

1) Лагранжиан фақат I ва х'  (/) га боғлиқ, яъни 
, / ( Ғ х ' ( 1 ) )  кўринишда бўлсин. У ҳолда Эйлср тенгламаси- 

га кўра: -

/ * __ -  ғ — __ _ у = о

яъни биринчи тартибли * /
Ух, =  соп$1 (13)
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дифференциал тенгламани ҳосил қиламиз. Механикада / х.
импульс интеграли дейилади ва р{1) орқали белгила- 
нади.

2) Лагранжиан фақат х(1) ва х'  (/) га боғлиқ, яъни 
/(% (/) , х '  (/)) кўринишда бўлсин. У ҳолда Эйлер тенгла- 
масининг биринчи интеграли қуйидагича ёзилади:

х ' ' / х , — / =  СОП51.

Ҳақиқатан, Н(() == х ' • } х*— /  белгилаш киритиб -^-ҳоси-
лани ҳисоблайлик. Мураккаб функцияни диффереициал- 
лаш формуласига кўра:

§  =  Х"./х, +  х '  -X" =  { ± / х. - Л ) . * ' .

Эйлер тенгламасига /иноан / х — / х, =  0. Демак,

яъни
Н  у)  = х ' - / х, — /  =  соп$(. (14)

Механикада Я ( / )  функция энергия интеграли дейилади.

14.3- §. Изопериметрик масала. Ш артли экстремум
ь

С1 [а, &1 фазода Ғ 0 (х (0) =  / 0 ( /  х  (()у(х'  (0) функ-
а

цйоналнинг
ь

ғ \ ( х  (()) =  | / Д Л  * ( 0 . * '( 0 )  йь— а,; / =  1,2, . . . , т
а

ва х  (а) =  А; х(Ь) =  В
шартларни қаноатлантирувчи функциялар синфида экстре- * 
мумини топиш масаласи изопериметрик масала  дейи- 
лади. Одатда изопериметрик масала қуйидаги кўринишда 
ёзилади:

ь
Ғ0 (х (()) =  ]* / 0 ((, х  (/), х '  (1))'й1 ->■ ех!г

а
Ь

(X (<)) = § / {( / х  ((), х '  (()) й( = 1=  1 ,2 ............т, (1)

л: (а) =  А, х  (Ь) =  В  (2)
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Интеграллар остидаги / 0 (/, х,у), / ,  ((, х , у), . . .  у 
/т{*’х *У) функцияларни 1,х, у аргументлар бўйича бир- 
галикда етарлича силлиқ (масалан, С1 синфга тегишли) 
деб ҳисоблаймиз.

Равшанки, С1 \а, Ь} фазода (1) ва (2) шартларни қа- 
ноатлантирувчи бирорта ҳам функция топилмаса, изопери- 
метрик масала маънога эга эмас (хусусан, еч!гми мавжуд 
эмас). Агар (1) ва (2) шартларнифақат биргина х ()(1) £ С1 
[а, Ь] функция қаноатлантирса, шу х п (() функция изопе- 
риметрик масаланинг ечими бўлади. Тегишли мисолларни 
келтирайлик.

1
|  /о (С х  ((), х '  (()) й( -■>- ех(г

Ь I1
|  / 1  [х' (/)[2 й( =  2; х  (0) =  0, х( \ )  = 2
о

масала / 0 функция қандай бўлишидан қатъи назар ечимга 
эга эмас. Ҳақиқатан, х  (0) =  0; *(1) =  2 в а х ( / ) ^ С ’ [0,1} 
бўлгани учун х(()  функциянинг графиги (0,0) ва (1,2) 
нуқталарни бирлаштирувчи ёйдан иборат. Демак, ёй узун- 
лиги

1
|  / Т+13Ғ(7)рй1 > у /Т ч Г й 1 -  / 5 > 2,
0

ЯЪНИ

1
[1/1 +  [х' (()]2 й( =  2;' х  (0) =  0
6

ва
х  (1) =  2

шартларни қаноатлантирувчи функция мавжуд эмас. 

1
1 / о  ( /х ( ( ) ,х ' ( ( ) )й ( -+ех \г  

2. °, ___________  _

^ /1 -1 -  I*' (()? с1( =  /  5; х  (0) =  0, х  (1) =  2
о
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масаланинг ечими л:0 (/) =  2( бўлиб, / 0 функциянинг кўри- 
нмшига боғлиқ эмас. Чунки, С 1 {0, 1] фазода 

1
[ /  1 + 1х' (<)?(/< =  / 5 ;  х  (0) = 0 ; х( \ )  = 2
0

шартларни фақатгина битта х 0 (() — 21 функция қаноат- 
лантиради.

Юқоридаги (1) ва (2) шартларни қаноатланткрувчи 
функциялар чексиз кўп бўлган ҳоли изопериметрик маса- 
ланинг қўйилиши учун характерли ҳол бўлиб, мазмунли 
назарияга олиб келади.

Энди изопериметрик масала учун экстремумнинг зару- 
рий шартини ҳосил қилиш б!£лан шуғуллаиамиз. Соддалик 
учун т =  1 ҳол билан чекланэмнз. Бу ҳолда масаланинг 
қўйилиши қуйидагича бўлади:

ь
Ғ0 (х (() ) =  ] / , ( /  х  ((), х '  (()) й( ех!г

а

а
х  (а) — А , х(Ь) =  В.

(3 )

(4 )

(5 )
1 - т ' е о р е м а .  ( Э к с т р е м у м н и н г  з а р у р и й  шар-  

т и). Бирор х 0 (() функция (3) — (5) масаланинг С 1 [а, Ь\ 
фазодаги ечими бўлиши учун шундай >,0 ва сонларнинг 
топилиши зарурки:

1) / 0 ва X, ларнинг камида биттаси нолдан фарқли;
2) >■„/„ ( /  х 0 (/), х'0 (/)) +  > ,/, (/, х 0 (/), х '0( /) )= £  (г,х0 (/),

х ’0(1)) функция £д. — ~  1̂х. — 0 Эйлер тенгламасини қано- 
атлантиради.

И с б о т. Ғ0 (х (/)) ва Ғ{ (х (()) функционалларнинг х 0(() 
нуқтадаги биринчи тартибли кучли дифференциалини ҳи- 
соблайлик:

ь
й Ғо ( * 0 (< )) =  !  1 /ох  (Ғ ха (0. х’0 ( / ) * ( / )  +

+ / 0Л' ((. х 0 (/), х 0 (/)) к' (/)1 <К, <1Ғ, (х0 (/)) =
Ь

=  .[1/и(*.*1>(/ )«*о(<))Й (0  +  

+ / 1хЛ*,х0(<),х'0(1))к' (1)\с11,
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бу ерда Н (/) орттирма С1 [а , Ь] синфга тегишли ва Н (а) =  
— Н(Ь)~ 0 шартни қаноатлантирувчи функция.

Қуйидаги икки ҳолни кўрайдик:
1) Барча Ь(1)£С[а, Ь] ва Н(а)~Н(Ь)=  0 бўлган 

функциялар учун йҒг (х0(1))^  0 бўлсин. У ҳолда ),0 =  0 
ва Х| =  1 деб олсак, теоремада келтирилган 1) ва 2) шарт- 
лар бажарилади. Демак, бу ҳолда теорема исбот қилинди.

2) Бнронта Н0 (/) £ С [а, Ь] ва Н0 (а) =  Н0 (Ь) *= 0 функ-
ция учун (д:0 (/)) ^  0 бўлсин. Иккита ёрдамчи функ-
ция киритамиз: -

% ( а> ?) =  (*о (/) +  (/)) +  Р Н0 (/),
?1 (*> Р) =  Ғ х ( * о  ( 0  +  « А ( / ) )  +  Э Ло ( 0 »

сўнгра ушбу акслантиришни кўрамиз:
(я, р ) ( с р 0 (а, 3), ср,(а,р). (6)

Равшанки, (6) акслантириш (0,0) нуқтанинг атрофида 
узлуксиз дифференииалланувчи ва қуйидаги тенгликлар 
ўринли бўлади.

= Ғо(х0(())П(1),д- > Ш -  =  ^ К ( 0 ) Л о ( Ч .  ' 

=  Ғ  (х„ (/)) А (/); =  ғ ;  (х0 (/)) л„ (().

Энди ихтиёрий Н (/) б С1 [й , 6] ва Н (а) = Н(Ь) 
учун

А =
дур(0,0)

да
^1(0,0)

дя ,

д 9о (0,0)
Ф*
(0.0)

0 функция

эканлигини исботлайлик. Ҳақиқатан, агар А Ф 0 бўлса» 
тескари акслантириш ҳақидаги теоремага кўра (0,0) нуқ- 
танинг етарли кичик атрофида (6) акслантиришнинг тес- 
кариси мавжуд. Хусусан, етарли кичик г >  0 учун шун- 
дай а ва 8 топиладики:

<р0 (а, [5) =  Ғц (х0 (/)) +  а Н (/) +  Р А0 (/) =  Ғ0 (Х0 (/)) -  е,
?1 (а, )̂ =  <р, (0,0) =  ^  (х0 (/)) =  а„

яъни д:0(/) функцня /у) (*(/)) функционал учун (4) ва (5) 
шартлар бажарилганда минимум нуқтаси бўлиши мумкин 
эмас. Худди шундай, агар е <  0 деб танлаб олсак, х0(/) 
максимум нуқтаси ҳам бўла олмаслиги келиб чиқади.
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Демак, Хй(*) экстремум нуқтаси бўлса, 
<5ўлади, яъни:

ғ '„ (х0 (/)) А (/) Ғ' (х0 (/)) Л0 (!)
ғ \ (х„ (/)) л (/) л; (х0 (/)) л0 (/)

албатта

- 0 .

А =  0 

* (7)

Агар Ғ\ (х0 (/)) Л0 (/) о эканлигиаи ҳисобга олсак, 
(7) дан • ■

^  С*о (0) А (0 -
/у,(*о(0) Лр(0 
Л (*о(0)М О (* « (0 )А(0  =  о

, - (дго (0) (0
келиб чиқади. Демак, Х0 =  1 ва /м --------- ;---------------  деб

/Д (*0 (0) Ао (0
олсак:

хо Қ, (А-о (/)) л (/) +  х, ғ ; л:« (0) л (/) =  0 • (8)

тенгликни ҳосил қиламив. (8) тенглик иктиёрнй А ( / ) ^ С ‘ 
[а, 6] ва Л (<т) =  к (Ь) =  0 функция учун бажарилишидан

К/ч  (/, х 0 (/), х ’ (/)) +  (/, х 0 (/), дс' (/))

функция Эйлер тенгламасини қаноатлантириши келиб чи- 
қади. Демак, теоремадаги 1) ва 2) шартлар бажарилган.*

14. 4- §. Экстремумни толишга доир мисоллар

1. Дидона масаласи. Қадимги грек афсоналаридан 
бирига кўра финичия маликаси Дидона ўз қўшинлари билан 
кемада душмандан қочиб келаётиб Ўртаер денгизининг 
ғарбий қирғоғида тўхтайди. Малика қирғоқда шаҳар қуриш 
ниятида маҳаллий аҳолидан ер беришни сўрайди. Маҳаллий 
аҳоли Дидонага фақат битта буқа териси билан чегаралай 
оладиган ер беришга рози бўлади. Айёр Дидона эса буқа 
терисидан ингичка тасмалар қирқиб, улардан узун арқон 
ясайди ва бу арқон билан қирғоқда жуда катта террито- 
рияни чегаралаб олиб, Карфаген шаҳрига асос солади.

Математик тилга кўчирсак, Дидона масаласи қуйида- 
гича баён қилинади. Текисликда ( — 1,0) ва (1,0) нуқта- 
ларни бирлаштирувчи ҳамда узунлиги г. га тенг бўлган 
барча силлиқ чизиқлар ичида шу чизиқ ва абсцисса ўқи 
билан чегараланган фигура юзасининг энг катта қиймати- 
ни берувчи чизиқни топинг.
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Е ч и м и. Математик анализ курсидан маълумки, агар из-
ланаётган чизицнинг тенгламаси х  (() бўлса, юза 5 =  

1 1
=  (* хЦ)сИ ва узунлик / =  ( / 1  ±- [*' (/)]2 формула-

-1 -1
лар ёрдамида ҳисобланади. Демак, биз цуйидаги вариаиион 
масалани ечишимиз керак:

' 1
|  х  (/) йЬ— ► тах  

-1
1
\ / 1 + 1 х '  (012 <и =

-1
*(-■ 1) =  0, *(1)  =  0, х(*)£С' [а, Ь].

Бирор х 0 (/) £ С’ \а, Ь) функция масаланинг ечими деб фа- 
раз қилайлик. У ҳолда:

1
с1Ғ0 (х0 (0) =  |  (0  л (0 М Ф 0.

-1
чунки х {) (0 ф  0. Демак, 14. 3- § даги теоремага кўра
Х0 =  1 деб олишимиз мумкин ва х () (/) +  . у 14- [л:'^)]2
функция Эйлер тенгламасини қаноатлантириши керак. 
14. 2- § даги (14) формулага асосан Эйлер тенгламасининг 
биринчи интеграли мавжуд:

\х0 (ОР . , ______ ____
Х1 У'\ + [х (̂1)\ ~  *0 ^  ““  А* ‘ ^ 1 ±  [х° с (сопз1)-

Шу дифференциал тенгламани х0(0 га нисбатан ечамиз: 

х< К  (01’ -  х 0 (0 / 1  +  1х'0 (1+ -> ., -  14  (012 =

=  с1/1-к 4(<№ I-' 1 +  (4(01’ • (С +  Х„ (I)) =  - X,,

бу ердан с х 0(1) =  у (/) деб белгиласак:

у ' -  ± ] / ^ /
дифференциал тенгламани ҳосил қиламиз. Ўзгарувчиларни 
ажратиб:

уау
V А -  *

=  ±  / 4- г,
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ни ҳосил киламиз. Демак,
у  (0  =  ±  /  /.* — (Г, +  о».

яъни

х 0 (/) =  ±  /  )•{— (С, ±  02 “

Ўзгармас с,' ва с ларни х 0 (— I) =  х 0 (1) =* 
ттамиз:

с, =  0; с — ±  >.2 — 1.

Демак,

Х „  (/) =  +  /  /.? _  ^  +  /  >.'2 _  1

Агар, * 0( / )> О  эканлигини ҳисобга олсак:

*о (0 = /  Ц -  I'1 — V ХТ — 1 •
Знди

1
] \  1 +'К(0Ғ«К = «

-1
шартдан номаълум X, ни ҳнсоблаймиз:

п / П Г

еки
-1 Г '<1 1

2 агс 81П | X, | =  г,
бу ердан

ЭГС51П | X, | =

еки

1^1 =  5 Ш ^ - =  1.

Демак, Х2 =  1 Ва

0 шартдан то

ХЛ () = . / 1  — 1 \

яъни Дидона масаласининг ечими ярим доира бўлади.
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2. Брахистохрона ҳақи- 
да масала (И. Бернулли 
масаласи).

Вертикал жойлашган 
текисликда берилган М ва IV 
нуқталарни бирлаштирувчи 
барча силлиқ чизиқлар ораси- 
да шундай чизиқни топинки, 
шу чизиқ бўйлаб моддий 
нуқта оғирлик кучн таъсири- 
да энг қисқа вақтда М нуқ- 
тадан N  нуқтага етнб келсин (албатта, масаланинг моҳия- 
тига кўра М нуқта N  нуқтадан юқорироқда жойлашган).

Масалани ечиш учун уни математик тилга кўчирайлик. 
Текисликда координаталар системасини қуйидагича кири- 
тамиз: координата боши М нуқтада, I—абсцисса ўқи 
одатдагича, х  — ордината ўқи эса вертикал равишда пастга 
йўналган бўлсин (3- расм).

Энди М (0,0) ва N (Н, В) нуқталарни бирлаштирувчи 
бирорта х  (/) силлиқ чизиқ олиб, шу чизиқ бўйлаб мод- 
дий нуқтанинг М (0,0) дан N ф, 8) гача етиб келиши 
учун кетган вақтни ҳисоблайлик. Агар бошланғич тез- 
лик тГу =  0 эканлигини ҳисобга олсак, элементар физика 
курсидан маълумки, моддий нуқтанинг (/, х{1)) нуқтада- 
ги тезлиги

— V  %£х  (0  V 2^/г, Н =  х  (/))
формуладан топилади. Бу ерда £  ^  9,8 м/сека — эркин 
тушиш тезланиши. .

Вақтни т орқали белгиласак,
^ ____ </£

1 V

тенгликни ҳосил қиламиз, яъни моддий нуқтанинг йз —
5=5 > 1 -{■ [х ' (()\гсИ ёй дифференциалини босиб ўтиш учун 
кетган вақгни топамиз. Демак,

йх = I 1 +[Х' (01-
/ 2  £Х{{) сН.

Охирги тенгликни интеграллаб изланаётган вақтни топа-
миз: .#

0 у г  £Х{1)
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ф

Шундай қнлиб, брахистохрона ҳақидаги масала
ь

х = Ғ{х  (/)) * 1 (-Г » И-
V шУ 9  гг •

сИ
о ♦ ■*(')

функционалнинг л:(0) =  0 ва х{Ь) — В шартни қаноатлан- 
тирувчи узлуксиз дифференциалланувчи функинялар син-
фида минимумини топишга келтирилади. Агар - г̂=. ўзгар-

мас коэффициент эканлигини ҳисобга олсак, масала қуйи- 
даги кўринишда ёзилади:

|  ] + \х' (ОР си . Ш1п; д: (0) =  0 ва х(Ь) — В.
м

Бу ерда х  (0) =  0 бўлгани учун ( 1 *  (0— (И

хосмас интеграл эканлигига эътибор қилинг.
Интеграл остидаги ифода / га ошкор ҳолда боғлиқ 

бўлмагани учун Эйлер тенгламасининг биринчи интеграли 
қуйидагича бўладн: .

Г_ г , '  / '  + 1*' «II1' 1х' (0];_________с
^ и ' к '* ('1  у х (') /1  +(■*' (ОР '
Бу ердан х  (/) ни топсак:

х ^  =  ГТТҒТоҒ'
Охирги дифференциал тенгламанинг умумий ечими пара- 
метрик кўринишда

{ / =  С х (ср —  51П ф) 4 -  С2 
\ Х  ~  С х (1 —  С05 ф)

бўлиб, циклоидалар оиласинй ташкнл қилишяни текши- 
ришни ўқувчининг ўзига ҳавола қиламиз. х  (0) =  0 ва 
х  (Ь) =  В шартдан с, ва сг ўзгармасларни топамиз.

Демак, Брахистохрона ҳақидаги масаланинг ечими 
фақатгина циклоида (аниқроги циклоиданинг бир қисми) 
бўлиши мумкин. .

3. Минимал айланма сирт ҳақидаги масала. Те- 
кисликда (а, А) ва (Ь, В) нуқталарнн бирлаштирувчи 
шундай силлиқ чизиқ топингки, шу чизиқни абсцисса 
ўқи атрофида айланиши натижасида ҳосил бўлган жисм- 
нинг сирти энг кичик бўлсин.
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Маълумки, х  (/) чизиқнинг абсцисса ўқи атрофида 
айланиши натижасида ҳосил бўлган жисмнинг снрти

' ь
Ғ (х (0) Т= 2г |  х  (0  / 1  +  [Х'(/)Г~ш

П
формула ёрдакшда ҳисобланади. Демак, юқорида қўйил- 
ган масала ушбу кўринишда ёзилади:

ь
2ъ |  х  {() \ [х' (/)]2 с К — х  {а) — А\ х"{д)=Вш

а

Эйлер тенгламасининг биринчи интеграли қуйидагича:

= х  (/) / 1  +  IX' (0Г - х «)■{*’ (ОҒ
V 1 +[■*' (О)2

=  с.

Содда алмаштиришлардан сўнг:

Бу дифференциал тенгламанинг ечими;

л (/) =  с-сН ( у  +  г,).

^бу ерда сН/ =  — -̂----гиперболик косинус. •

с ва с, ўзгармасларни х  {а) =  А ва х  {!?) =  В  шарт-
дан топамиз. Одатда х  (/) =»с-сЬ (7  +  0 ) функциянинг
графиги занжир низиқ дейилади. Демак, минимал сйрт 
ҳақидаги маеаланинг ечнми фақатгина занжир чизиқ бў- 
лиши мумкин.

М А Ш Қ  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1 . Геодезик чизиқ ҳақидаги масала (хусусий ҳоли) 
г  =  х 2 +  у2 сиртда жойлашган ва (0, 0, 0) нуқта билан 
( 1, 0, 1) нуқтани бирлаштирувчи энг қисқа силлиқ чизиқ- 
ни топинг.

2. Қуйидаги масалани ечинг: 
ь
Г 1 сК— ►шш: х  {а) =  А\ х  {Ь) =  В.
£ 1х' </)]* к {
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3. Ушбу экстремал масала а — параметрнинг .қайси қий- 
матларида ягона ечнмга эга:
1 _________________

х  (/) (1 (/)]2) сН—».ш т; л: (—1) =  х  (1) — а  г 0.
/

4. Узунлиги / га тенг бўлган бир жинсли электр сн- 
ми вертикал текислнкнинг М ва N  нуқталарида маҳкам- 
ланган. Шу симнинг оғирлик кучи таъсирида олган фор- 
масини топинг.

К ў р с а т м а . Агар сим формасининг тенгламасини л  (/) 
ва М (а, А)\ N  (Ь, В) деб олсак, симнннг потендиал 
энергняси '

ь ь
V (х (/)) =  |/н£Л (0 с1з = т§ |л  (0 /  \ л-[х' (1)\* сИ

а (I

формула бўйича ҳисобланади. Сим мувозанатда бўлгани 
учун унинг потенциал энергияси минимал қийматни қабул 
қилади. Демак, ушбу вариацион масалани ечиш керак: 
ь ь

\ х  (I) /  1 4- [х- (/)'[» Ш-+тт;  1 +  1х' {/)]* а> =  /,
а а

х  (а) =  Л, х  (Ь) = В ва х  (/) =  С‘ \а9 Ь].
5. Ушб.у масала:

ь
В (х (/)) =  | /  (/, л  (/), л ' (/) ) Л ф в  (х (а), х  (Ь)) —у пип

а

Больца масаласи дейиладн. Еернлган / ( / ,  х , у) ва 
<? (х , у) функциялар С1 синфга тегишли бўлса, Больца 
масаласи учун минимумнинг зарурий шартини'топинг.

ь
6. |  /  (/, л (/), х '  (/), х" (/)) л (а) =  /10;

х' (а) = А и л  (Ь) = В0; х' (Ь) = ВХ
масала учун экстремумшшг зарурий шартини топинг.

1
7. С(л (/) /  [х' (/)]3) ( //-^ г п 1п; л  (0) =  0; л  (1) == 1

вариацион масалани ечинг. 
396
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0л*
8. ]*(/ [х' (/)р  — л: (0) Л - ^ ш ш ; *  ( I) =  0; х  {2) =  1

1
вариацнон масалани ечинг.

2 '
9. ] * ' (/)-[1 +  Р х'  (01 Ш1п, л' (1) =  3; *  (2) =  1

1
вариацион масалани ечинг.

1 ■
10. ] аг'(0  й ( —>т\п; х  (0 )= 0 ;  х  (1) =  1

о
вариациои масалани ечинг.
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/?  —  ҳ ақ иқ и й  с о н л а р  

т ў п л а м и
С  —  к о м п л е к с  с о н л а р  

т ў п л а м и
\у —  у м у м и й л и к  к в а н т о р н

3  —  м а в ж у д л и к  к в а н т о р и  
а £ А — а  э л е м е н т  4 т ў п л а м г а  

т е г и ш л и
а ^ А  —  а  э л е м е н т  А  т ў п л а м -  

га т е г и ш л и  э м а с
—  В  т ў п л а м  А  т ў п л а м -  
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с и )
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