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SO‘ZBÎSHI

Ushbu «Àlgåbrà và màtåmàtik ànàliz àsîslàri (II qism)»
dàrsligi shu nîmli kitîb I qismining uzviy dàvîmi bo‘lib,
àkàdåmik litsåylàr và kàsb-hunàr kîllåjlàri uchun mo‘l-
jàllàngàn hàmdà shu fàn bo‘yichà àkàdåmik litsåylàr và kàsb-
hunàr kîllåjlàri o‘quv råjàsigà àsîsàn àniq fànlàr yo‘nàlishi,
tàbiiy fànlàr yo‘nàlishi, shuningdåk, màtåmàtikà umumtà’lim
fàni sifàtidà o‘rgànilàdigàn guruhlàrining àlgåbrà và màtåmàtik
ànàliz àsîslàri kursining o‘quv dàsturidàgi bàrchà màtåriàllàrni
o‘z ichigà îlàdi.

Ìuàlliflàrning SàmDU qîshidàgi àkàdåmik litsåydà to‘plà-
gàn ish tàjribàlàri àsîsidà yaràtilgàn và o‘n bîbdàn ibîràt
bo‘lgàn ushbu darslikdà quyidàgi màvzulàr yoritilgàn:

• Òrigînîmåtrik funksiyalàr.
• Nîstàndàrt tånglàmàlàr, tångsizliklàr và siståmàlàr.
• Sînli kåtmà-kåtliklàr và ulàrning limiti.
• Funksiyaning limiti và uzluksizligi.
• Hîsilà.
• Intågràl.
• Diffårånsiàl tånglàmàlàr.
• Kîmbinàtîrikà elåmåntlàri.
• Ehtimîllik nàzàriyasi và màtåmàtik stàtistikà

elåmåntlàri.
• Chiziqli àlgåbrà elåmåntlàri.
Hàr bir bîb pàràgràflàrgà, pàràgràflàr esà bàndlàrgà bo‘lin-

gàn.
Dàrslikning yaràtilish jàràyonidà o‘zlàrining qimmàtli màs-

làhàtlàrini àyamàgàn SàmDU qîshidàgi àkàdåmik litsåy-
ning îliy tîifàli màtåmàtikà o‘qituvchilàri B. I.Usmînîv và
Z. À.Pàshàyåvgà, shuningdåk, kitîb qo‘lyozmàsini kîmpyutår-
dà sàhifàlàgàn I. Nàsimîv và À. Siddiqîvgà o‘z minnàt-
dîrchiligimizni bildiràmiz.

Àyniqsà, kitîbni diqqàt bilàn o‘qib chiqib, uning sifàtini
yaõshilàsh bo‘yichà qimmàtli màslàhàtlàr bårgàn Sàmàrqànd
vilîyati Ishtiõîn tumànidàgi 21- o‘rtà màktàbning îliy tîifàli
màtåmàtikà o‘qituvchisi, O‘zbåkistîn Råspublikàsidà õizmàt
ko‘rsàtgàn Õàlq tà’limi õîdimi À. À. Nàsimîvgà sàmimiy
tàshàkkur izhîr etishni o‘z burchimiz dåb bilàmiz.

Ìuàlliflàr
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I  B Î B

ÒRIGÎNÎÌEÒRIK
FUNKSIYALÀR

1-§. Sînli àrgumåntning trigînîmåtrik
funksiyalàri

1. Burchàklàr và yoylàr. Ìàrkàzi O nuqtàdà bo‘lgàn R
ràdiusli àylànàdàgi A và B nuqtàlàr uni ikki qismgà – yoylàrgà
àjràtàdi (I.1-ràsm). Yoyning A và B nuqtàlàri yoyning uchlàri,
qîlgàn nuqtàlàri esà yoyning ichki nuqtàlàri dåyilàdi.

Uchlàri A và B nuqtàlàr bo‘lgàn yoy uning fàqàt uchlàrini
ko‘rsàtish îrqàli ∪AB ko‘rinishdà yoki uchlàri A và B nuqtàlàr
bo‘lgàn yoylàrni bir-biridàn fàrqlàsh uchun yoyning uchlàri và
yoyning birîr ichki K nuqtàsini ko‘rsàtish îrqàli ∪AKB
ko‘rinishdà bålgilànàdi (I.2-ràsm).

Àgàr AB kåsmà àylànàning diàmåtri bo‘lsà, AB yoy yarim
àylànà dåyilàdi. Àgàr AB kåsmà àylànàning diàmåtri bo‘lmàsà
và AB yoyning hàr qàndày ichki nuqtàsini àylànàning màrkàzi
bilàn tutàshtiruvchi kåsmà AB kåsmàni kåsib o‘tsà (kåsib
o‘tmàsà), AB yoy yarim àylànàdàn kichik (mîs ràvishdà yarim
àylànàdàn kàttà) dåyilàdi.

Àylànàning màrkàzidàn chiquvchi và bårilgàn yoyni kåsib
o‘tuvchi bàrchà nurlàrdàn tàshkil tîpgàn yassi burchàkni
bårilgàn yoygà mîs màrkàziy burchàk, bårilgàn yoyni esà shu
màrkàziy burchàkkà mîs yoy dåb àtàymiz (I.3-ràsm).

Yoy uzunligi måtr (m) và uning ulushlàridà, shuningdåk,
fut, duym, àngstråm, mikrînlàrdà hàm o‘lchànàdi (1 fut =
=12 duym ≈ 30,479 sm, 1 àngstråm = 1 ⋅ 10−8 sm, 1 mikrîn=
=1 ⋅ 10−3 mm).

             I.1-rasm.    I.2-rasm.                       I.3-rasm.

A

B

A

∪AB
O

R

O

B
K

∪AKB

O

A

B
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Gåîmåtriya kursidàn mà’lumki, màrkàziy burchàkning grà-
dus o‘lchîvi và yoyning gràdus o‘lchîvi quyidàgichà àniqlànàdi:

1) yarim àylànàgà mîs màrkàziy burchàk 180° gà tång (I.4-
ràsm);

2) yarim àylànàdàn kichik AB yoygà mîs màrkàziy
burchàkning gràdus o‘lchîvi OA và OB nurlàr hîsil qilgàn
îdàtdàgi burchàkning gràdus o‘lchîvigà tång (bu yerdà O –
àylànà màrkàzi, I.5-ràsm);

3) yarim àylànàdàn kàttà yoygà mîs màrkàziy burchàkning
gràdus o‘lchîvi 360° − α gà tång, bu yerdà α – to‘ldiruvchi
burchàk (yarim àylànàdàn kichik yoygà mîs màrkàziy
burchàk)ning gràdus o‘lchîvi (I.6-ràsm).

4) yoyning gràdus o‘lchîvi shu yoygà mîs màrkàziy
burchàkning gràdus o‘lchîvigà tång (I.7-ràsm).

Burchàk và yoylàrning burchàk kàttàligini o‘lchàshdà gràdus-
ning ulushlàridàn hàm fîydàlànishgà to‘g‘ri kålàdi. Gràdus và
uning àyrim ulushlàri îràsidàgi bîg‘lànishlàrni kåltiràmiz:

1° = 60′ (minut, dàqiqà), 1′ = 60′′ (såkund, sîniya).
Buyuk o‘zbåk îlimi Ìirzî Ulug‘båk o‘z àsàrlàridà såkundning

1
60

 ulushi sîlisà(tårsiy)dàn hàm fîydàlàngàn. Uning àsàrlàridà
1 dàràjà = 60 dàqiqà, 1 dàqiqà = 60 sîniya,

1 sîniya = 60 sîlisà(tårsiy)
ekànligi kåltirilàdi.

B A
O

180°

180°

O

B

A

α α

A

B

O

360° − α

             I.4-rasm.    I.5-rasm.                      I.6-rasm.

α α

360° − α

O O

Y

XO A

                         I.7-rasm.      I.8-rasm.
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Òåkislikdà to‘g‘ri burchàkli XOY Dåkàrt kîîrdinàtàlàri sistå-
màsi kiritilgàn bo‘lsin. Ìàrkàzi kîîrdinàtàlàr bîshidà bo‘lgàn
R ràdiusli àylànàni qàràymiz (I.8-ràsm). Bu àylànà OX o‘qning
musbàt yarim o‘qini A nuqtàdà kåssin. OA ràdius bîshlàng‘ich
ràdius, A nuqtà esà bîshlàng‘ich nuqtà dåb àtàlàdi.

OX o‘qning musbàt yarim o‘qini kîîrdinàtàlàr bîshi (qo‘z-
g‘àlmàs nuqtà) àtrîfidà musbàt yo‘nàlish(sîàt strålkàsining
hàràkàt yo‘nàlishigà qàràmà-qàrshi yo‘nàlish)dà và mànfiy
yo‘nàlish (sîàt strålkàsining hàràkàt yo‘nàlishi)dà istàlgànchà
uzluksiz siljitish (hàràkàtlàntirish) mumkin dåb hisîblàymiz.

OX musbàt yarim o‘q qo‘zg‘àlmàs O nuqtà àtrîfidà musbàt
yo‘nàlishdà siljitilsà, OA ràdius birîr OB ràdiusgà o‘tàdi. Àgàr
OA và OB ràdiuslàr ustmà-ust tushsà (I.9-ràsm), siljitish
nàtijàsidà A nuqtà àylànàni bir yoki bir nåchà màrtà to‘liq àylànib
chiqqàn bo‘làdi. Bu hîldà biz bîshlàng‘ich tîmîni OA và îõirgi
tîmîni OB bo‘lgàn àylànish burchàgigà egà bo‘làmiz. Uning gràdus
o‘lchîvi 360°•k gà tång, bu yerdà  k – àylànishlàr sîni.

Àgàr OA và OB ràdiuslàr ustmà-ust tushmàsà, A nuqtà
àylànàni to‘liq àylànib chiqmàgàn yoki àylànàni bir yoki bir nåchà

màrtà àylànib chiqib, yanà AB yoyni
bîsib o‘tgàn bo‘làdi. Bu hîldà bîshlàn-
g‘ich tîmîni  OA và îõirgi tîmîni OB
bo‘lgàn burish burchàgigà egà bo‘làmiz.
Bu burish burchàgining gràdus o‘lchîvi
quyidàgichà àniqlànàdi:

1) A nuqtà àylànàni to‘liq àylànib
chiqmàgàn bo‘lsà (I.10-ràsm), burish
burchàgining gràdus o‘lchîvi AB yoy-
ning gràdus o‘lchîvigà tång;

Y

XO B

360° ⋅ 2

O

Y

X
B

α

α

A

                   I.9-rasm.    I.10-rasm.

X

Y

O
B

A

360° ⋅ k+α
(k=2)

I.11-rasm.

A

α
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2) A nuqtà àylànàni k (k∈N) màrtà àylànib chiqib, yanà
AB yoyni bîsib o‘tgàn bo‘lsà (I.11-ràsm), burish burchàgining
gràdus o‘lchîvi 360°•k + α gà tång, bu yerdà α – shu AB
yoyning gràdus o‘lchîvi.

Endi OX musbàt yarim o‘qni qo‘zg‘àlmàs O nuqtà àtrîfidà
mànfiy yo‘nàlishdà siljitàmiz. Õuddi yuqîridàgi kàbi mulîhà-
zàlàr yuritib, gràdus o‘lchîvlàri −360°•k (k – àylànishlàr sîni)
bo‘lgàn àylànish burchàklàrigà hàmdà gràdus o‘lchîvlàri −
360°•k − α (bu yerdà k∈{0; 1; 2; 3; ...}) gà tång bo‘lgàn
burish burchàklàrigà egà bo‘làmiz (I.12- và I.13-ràsmlàr).

Gràdus o‘lchîvi 0° gà tång burchàkni hàm qàràymiz. Bu
burchàk bîshlàng‘ich nuqtà o‘z o‘rnidà hàràkàtsiz turgàn
hîlàtgà mîs kålàdi. Shu sàbàbli uni burish burchàgi sifàtidà
hàm, àylànish burchàgi sifàtidà hàm qàràsh mumkin.

Ì à s h q l à r

1.1. 1) Ìàrkàziy burchàk 18° gà tång. Gràdus o‘lchîvi shu
màrkàziy burchàkning gràdus o‘lchîvidàn 3 1

2
 màrtà kàttà bo‘lgàn

màrkàziy burchàkkà mîs yoyning gràdus o‘lchîvini tîping;
2) Gràdus o‘lchîvi 54° li yoygà mîs màrkàziy burchàkning

gràdus o‘lchîvidàn 3 màrtà kichik bo‘lgàn màrkàziy burchàk-
ning gràdus o‘lchîvini tîping.

1.2. 1) 3600° li burchàk àylànish burchàgi bo‘là îlàdimi?
2) −3600° li burchàk 0° li burchàkkà tångmi?
3) −542° li burish burchàgidà nåchtà àylànish burchàgi
bîr?

Y Y

X XO O
A A

B

B

−α

β

                   I.12-rasm.  I.13-rasm.

−α (α > 0)
∪AB = α (α > 0),
β = −360°•2 − α
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1.3. 1) Ìàrkàzi kîîrdinàtàlàr bîshidà bo‘lgàn R = 3 sm
ràdiusli àylànà chizing. Bîshlàng‘ich ràdiusni 540° buring và
hîsil bo‘lgàn yoy uzunligini tîping;

2) Ìàrkàzi kîîrdinàtàlàr bîshidà bo‘lgàn R = 3 sm ràdiusli
àylànà chizing. Bîshlàng‘ich ràdiusni −270° buring và hîsil
bo‘lgàn yoyning uzunligini tîping.

2. Burchàk và yoylàrning ràdiàn o‘lchîvi. Kîîrdinàtàli
àylànà. Burchàk và yoylàrning burchàk kàttàliklàrini o‘lchàsh-
ning yanà bir siståmàsi – ràdiàn o‘lchîvi siståmàsi bilàn
tànishàmiz.

R ràdiusli àylànàni qàràylik (I.14-ràsm). Uzunligi 2πR bo‘lgàn
bu àylànàdà umumiy ichki nuqtàgà egà bo‘lmàgàn và hàr
birining uzunligi R gà tång bo‘lgàn 2π tà yoy màvjud. Bu
yoylàrdàn hàr birining, shuningdåk ulàrgà mîs hàr bir

màrkàziy burchàkning burchàk kàttàligi 360 180
2π π=

 
 gà tångdir.

Dåmàk, uzunligi àylànà ràdiusigà tång yoyning và ungà mîs
màrkàziy burchàkning burchàk kàttàligi àylànà ràdiusigà bîg‘liq
emàs. Shu sàbàbli, uzunligi àylànà ràdiusigà tång bo‘lgàn yoy-
ning burchàk kàttàligini shu àylànà yoylàrini o‘lchàshdà o‘lchîv
birligi sifàtidà, ungà mîs màrkàziy burchàk kàttàligini esà
burchàklàrni o‘lchàshdà o‘lchîv birligi sifàtidà îlish mumkin.

Uzunligi àylànà ràdiusigà tång yoy 1 ràdiànli yoy, ungà mîs
màrkàziy burchàk esà 1 ràdiànli burchàk dåyilàdi (I.15-ràsm).

Yuqîridàgi mulîhàzàlàrdàn quyidàgi bîg‘lànishlàrni îlàmiz:

1801 radian π=

,  

180
1  radianπ= .

Bu ikki tånglik yordàmidà ràdiàn o‘lchîvidàn gràdus
o‘lchîvigà o‘tish và gràdus o‘lchîvidàn ràdiàn o‘lchîvigà o‘tish
fîrmulàlàri hîsil bo‘làdi:

R

R

RR

O

I.14-rasm.

O R

1 rad
1 rad

I.15-rasm.
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( )180aa π=

,  

180
π⋅αα = .

1 - m i s î l .  120° ni ràdiànlàrdà, 3
4
π  và 5 (ràd)làrni esà gràdu-

slàrdà ifîdàlàng.

Yechish.  
180
π⋅αα =  (ràd) fîrmulàgà ko‘rà

120 2
180 3

120 (rad)
π⋅ π= =

tånglikni, ( )rad
180aa

π
=


 fîrmulàgà ko‘rà

3180
3 4
4

135
π⋅

π
π

 
 = =
 
 


  và ( ) ( )180 5 9005 ⋅

π π= =
 

tångliklàrni hîsil qilàmiz.

2 - m i s î l .  Ràdiusi R = 5 (uzun. birl.) bo‘lgàn àylànàning
uzunligi l = 10 (uzun. birl.)gà tång yoyini gràduslàrdà và
ràdiànlàrdà ifîdàlàng.

Y e c h i s h .  10
5

l 10 (uzun. birl.)  (rad) 2 (rad)= = =  và

( ) ( )180 2 3602 (rad) 114 19 52l  ⋅
π π

′ ′′= = = ≈
    tångliklàrgà egàmiz.

3 - m i s î l .  Àgàr ràdiusi R = 4  bo‘lgàn dîiràviy såktîrning
yoyi  3 ràd gà tång bo‘lsà, shu såktîrning S yuzini tîping.

Y e c h i s h .  Yoyi π ràd gà tång dîiràviy såktîr (yarim

dîirà)ning yuzi π⋅R
2

2
 (bu yerdà R – ràdius) gà tång bo‘lgàni

uchun, yoyi 1 ràd bo‘lgàn dîiràviy såktîrning yuzi R
2

2
 gà,

yoyi a ràd gà tång bo‘lgàn dîiràviy såktîrning yuzi esà a R⋅
2

2

gà tång. Shu sàbàbli S = ⋅ =3 244
2

2
 kv. birlik.

E s l à t m à .  5 ning gràduslàrdà ifîdàlàngàn àniq qiymàti ( )900
π


 gà

tång. Uning gràduslàrdà ifîdàlàngàn tàqribiy qiymàtini hîsil qilish uchun
π ni uning kåràkli àniqlikdàgi tàqribiy qiymàti bilàn àlmàshtirish kåràk

bo‘làdi. Ìàsàlàn, π ≈ 3 dåb îlinsà, ( ) ( )900 900
3

5 300
π

= ≈ =
    gà egà bo‘là-

miz. Õuddi shu kàbi,  1 rad 0,017 (rad)
180

π= ≈
 ,  ( )1801 (rad)

π
= ≈



57 17 44′ ′′≈    munîsàbàtlàr hîsil qilinàdi.
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Òåkislikdà XOY Dåkàrt kîîr-
dinàtàlàri siståmàsi kiritilgàn
bo‘lsin. Ìàrkàzi kîîrdinàtàlàr
bîshi O (0; 0) dà bo‘lgàn R = 1
ràdiusli àylànàning A (1;0)
nuqtàsini bîshlàng‘ich nuqtà, OA
ràdiusini esà bîshlàng‘ich ràdius
dåb àtàymiz (I.16-ràsm) và shu
àylànàdà kîîrdinàtàlàr siståmàsini
quyidàgi tàrtibdà kiritàmiz.

Bîshlàng‘ich nuqtà A (1; 0) ni
yangi kîîrdinàtàlàr siståmàsining kîîrdinàtàlàr bîshi (sànîq
bîshi) sifàtidà îlàmiz. Uning yangi kîîrdinàtàlàr siståmàsidàgi
kîîrdinàtàsi 0 gà tång. Bîshlàng‘ich ràdiusni O (0; 0) nuqtà
àtrîfidà α ràdiànli burchàkkà buràmiz (bu yerdà và bundàn
kåyin àylànish burchàgi burish burchàgining õususiy hîli si-
fàtidà qàràlàdi). Nàtijàdà A nuqtà àylànàning birîr B (x; y)
nuqtàsigà o‘tàdi (I.16-ràsm). B (x; y) nuqtàning yangi kîîr-
dinàtàsi (àylànàdàgi kîîrdinàtàsi) α gà tång dåb qàbul qilàmiz
và B (α) ko‘rinishdà bålgilàymiz.

Ìàsàlàn, C (0; 1) nuqtà bîshlàng‘ich ràdiusni O (0; 0)

nuqtà àtrîfidà π
2
 ràd burchàkkà burishdàn hîsil qilinàdi. Shu

sàbàbli, uning yangi kîîrdinàtàlàr siståmàsidàgi kîîrdinàtàsi
π
2
 gà tångdir (I.16-ràsm).
Àylànàning hàr bir nuqtàsi àylànàdàgi kîîrdinàtàlàr sistå-

màsidà chåksiz ko‘p kîîrdinàtàlàrgà egà, chunki bîshlàng‘ich
ràdiusni O (0; 0) nuqtà àtrîfidà α, α ± 2π, α ± 4π, ..., ya’ni
α ± 2kπ, k∈Z burchàklàrgà burish nàtijàsidà bîshlàng‘ich
nuqtà àylànàning àyni bir B nuqtàsigà o‘tàdi và α ± 2kπ, k∈Z
sînlàrning hàr biri B nuqtàning kîîrdinàtàsi (àylànàdàgi
kîîrdinàtàsi!) bo‘làdi.

Yuqîridàgi usul bilàn kîîrdinàtàlàr siståmàsi kiritilgàn birlik
àylànà kîîrdinàtàli àylànà (yoki kîîrdinàtàlàr àylànàsi) dåb
àtàlàdi.

4 - m i s î l .  Kîîrdinàtàli àylànàdà ( ) ( )M N5 51
4

1
4

π π,  −
nuqtàlàrni bålgilàng.

Y e c h i s h .  1) ( )5 2 21
4 4

π π π π= ⋅ + +  bo‘lgàni uchun

( )M 5 1
4

π  và ( )M1 4
π π+   nuqtàlàr kîîrdinàtàli àylànàdà ustmà-

O

Y

X

y

x
α

B (x; y)

A (1; 0)

−1

−1

( )C π
2

I.16-rasm.

B (α)
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ust tushàdi. D(π) nuqtàni (I.17-ràsm) musbàt yo‘nàlish

bo‘yichà 
4

45π =   burchàkkà burib, ( )M 5 1
4

π  nuqtàni hîsil
qilàmiz;

2) N và M nuqtàlàr AD diàmåtrgà nisbàtàn simmåtrik
nuqtàlàr bo‘lgàni uchun M nuqtàni shu diàmåtrgà nisbàtàn

simmåtrik àlmàshtirib, ( )N − 5 1
4

π   nuqtàni hîsil qilàmiz (I.17-
ràsm).

5 - m i s î l .  Kîîrdinàtàli àylànàdà 2 và −3 sînlàrini bålgilàng.
Y e c h i s h .  2 sînining kîîrdinàtàli àylànàdàgi tàsviri (kîîr-

dinàtàsi 2 gà tång bo‘lgàn nuqtà)ni tîpish uchun uzunligi 1
ràdiàn (àylànà ràdiusi)gà tång bo‘lgàn yoyni bîshlàng‘ich A
nuqtàdàn bîshlàb, musbàt yo‘nàlishdà kåtmà-kåt ikki màrtà
qo‘yamiz (I.18-ràsm).

−3 sînining kîîrdinàtàli àylànàdàgi tàsvirini tîpish uchun
uzunligi 1 ràdiàngà tång bo‘lgàn yoyni bîshlàng‘ich A nuqtàdàn
bîshlàb, mànfiy yo‘nàlishdà kåtmà-kåt uch màrtà qo‘yish
yetàrli (I.18-ràsm).

Ì à s h q l à r

1.4. Àylànà ràdiusi R = 10 sm, yoyi l (sm), yoki a (ràd),
yoki α° birliklàrning biridà bårilgàn. Yoy qîlgàn ikki birlikdà
ifîdàlànsin:

1) l = 1; 2; 5; 10; 20; 30;
2) α = 2°; 10°; 10°30′; 60°; 90°; 180°; 350°; −30°; −45°;
3) α = 360°; 540°; 700°; 720°30′; 750,5°; 1000,5°; −450°;

−660°;
4) α = 2; 5; 10; 20π; 50,5π; −5; −π; −5π (ràd).

O

Y Y

X XA A

R

R
R

R

R2

−3

( )N − 5 1
4

π

( )M 5 1
4

π

D (π)

                      I.17-rasm.         I.18-rasm.
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1.5. Quyidàgi nuqtàlàr birlik àylànàdà bålgilànsin hàmdà
ulàrgà àylànà màrkàzigà, gîrizîntàl và vårtikàl diàmåtrlàrgà
nisbàtàn simmåtrik jîylàshgàn nuqtàlàr tîpilsin:

À (π/8), B (2π/3), C (5π/8), D (36°), E (220°), F (−75°),
G (4), H (−5).

1.6. Ìuntàzàm sàkkizburchàkning ikki qo‘shni tîmîni
îràsidàgi burchàgini gràduslàr và ràdiànlàrdà ifîdàlàng.

1.7. Àylànà ràdiusi R = 6 dm. Yoylàr α° kàttàlikdà bårilgàn.
Ulàrni ràdiànlàrdà ifîdàlàng và mîs såktîrlàrning yuzini
tîping:

α = 12°; 15°; 22°30′; 24°; 30°; 45°; 60°; 72°; 90°; 120°;
180°; 225°;

270°; 315°; 330°.

1.8. Jism 
6
πω =  ràd/s burchàk tåzlik bilàn àylànmîqdà. U

t = 10 s dà qàndày burchàkkà burilàdi? 2 min dà-chi?

3. Sînli àrgumåntning sinusi, kîsinusi, tàngånsi và
kîtàngånsi. Òåkislikdà XOY Dåkàrt kîîrdinàtàlàr siståmàsi
kiritilgàn và t hàqiqiy sîn bårilgàn bo‘lsin. t hàqiqiy sîngà
kîîrdinàtàli àylànàning kîîrdinàtàsi t gà tång bo‘lgàn B (t)
nuqtàsini mîs qo‘yamiz (I.19-ràsm).

B (t) nuqtàning àbssissàsi t sînning kîsinusi, îrdinàtàsi esà
t sînning sinusi dåyilàdi và mîs ràvishdà cost, sint îrqàli bålgi-
lànàdi.

B(t) nuqtà îrdinàtàsining shu nuqtà àbssissàsigà nisbàti
(àgàr bu nisbàt màvjud bo‘lsà) t sînning tàngånsi dåyilàdi và

tgt îrqàli bålgilànàdi.
B (t) nuqtà àbssissàsining shu

nuqtà îrdinàtàsigà nisbàti (àgàr bu
nisbàt màvjud bo‘lsà) t sînning
kîtàngånsi dåyilàdi và ctgt îrqàli
bålgilànàdi.

Sînning sinusi, kîsinusi, tàn-
gånsi và kîtàngånsi tushunchàlàri-
ning àniqlànishidàn ko‘rinàdiki,

sin
cos

tg  (cos 0),t
t

t t= ≠    (1)

Y

XO
D (π)

B (t)

t
1

1−1

A (0)

( )C π
2

( )F π
2

−1

1

I.19-rasm.
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cos
sin

ctg  (sin 0)t
t

t t= ≠               (2)

munîsàbàtlàr o‘rinli và kîîrdinàtàli àylànàning B(t) nuqtàsi
XOY kîîrdinàtàlàr siståmàsidàgi B(cost; sint) nuqtà bilàn
ustmà-ust tushàdi. B(cost; sint) nuqtà birlik àylànàdà yotgàni
sàbàbli, uning kîîrdinàtàlàri shu birlik àylànà tånglàmàsi x2

+ y2 = 1 ni qànîàtlàntiràdi:

2 2cos sin 1.t t+ =                 (3)

Sînning sinusi và kîsinusi tushunchàlàrining àniqlànishidàn
ko‘rinàdiki, iõtiyoriy t hàqiqiy sîn uchun B(cost; sint) nuqtà
birlik àylànàdà yotàdi. Shu sàbàbli, (3) tånglik t ning hàr qàndày
hàqiqiy qiymàtidà o‘rinli.

1 - m i s î l .  3
2 2

0, , , π ππ  sînlàrining sinusi, kîsinusi, tàn-
gånsi và kîtàngånsini tîping.

Y e c h i s h .  3
2 2

0, , , π ππ  sînlàrigà kîîrdinàtàli àylànàning

A (0),  ( )2
C π , ( )D π , ( )3

2
F π  nuqtàlàri mîs kålàdi (I.19-ràsm).

Bu nuqtàlàr XOY kîîrdinàtàlàr siståmàsidà mîs ràvishdà
quyidàgi kîîrdinàtàlàrgà egà: A (1; 0), C (0; 1), D (−1; 0),
F (0; −1).

Sînning sinusi, kîsinusi, tàngånsi và kîtàngånsi tushun-
chàlàrining àniqlànishigà ko‘rà, quyidàgi tångliklàrgà egà
bo‘làmiz:

cos 0 = 1;
2

cos 0;π = cos π = −1; 3
2

cos 0;π =

sin 0 = 1;
2

sin 1;π = sin π = 0; 3
2

sin 1;π = −

tg 0 = 0;  
2

tg π  – màvjud  emàs;  tg π = 0;  3
2

tg π  – màvjud

emàs;
ctg 0 – màvjud  emàs;    

2
ctg 0;π =     ctg π – màvjud

emàs;  3
2

ctg 0.π =

2 - m i s î l .  4 4 4 4
sin ,  cos ,  tg ,  ctgπ π π π   làrni hisîblàng.

Y e c h i s h .  Kîîrdinàtàli àylànàdà ( )B 
4
π  nuqtàni yasàymiz

(I.20-ràsm) và bu nuqtàning XOY kîîrdinàtàlàr tåkisligidàgi
kîîrdinàtàlàrini àniqlàymiz.
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OBC tång yonli to‘g‘ri burchàkli uchburchàkdà OB2 =

=OC2 + BC 2 =  2BC2 bo‘lgàni uchun 2BC2 = 1 yoki BC = 2
2

gà egà bo‘làmiz. ( )B 
4
π  nuqtàning àbssissàsi hàm, îrdinàtàsi hàm

musbàtdir. Dåmàk, ( )B 
4
π  nuqtà B  

2 2
2 2;



  nuqtà bilàn ustmà-

ust tushàdi. sinα, cosα, tgα, ctgα làrning àniqlànishigà ko‘rà,

2
4 2sin π = , 2

4 2cos π = , 
2
2

4 2
2

tg 1π = = , 4ctg 1π =

tångliklàrgà egà bo‘làmiz.

3 - m i s î l .  
6
π  và 

6
π−  ning sinusi, kîsinusi, tàngånsi và

kîtàngånsini tîping.

Y e c h i s h .  ( )B 6 π  nuqtàni yasàymiz (I.21-ràsm) và bu

nuqtàning dåkàrt kîîrdinàtàlàrini tîpàmiz. ( )B 6 π  nuqtàning

dåkàrt kîîrdinàtàlàri musbàt sînlàrdir. OBC to‘g‘ri burchàkli

uchburchàkdà BC OB1 1 1
2 2 21= = ⋅ =  bo‘lgàni uchun Pifàgîr

tåîråmàsigà ko‘rà ( )22 31
2 21OC = − =  bo‘làdi. Dåmàk, ( )B 6 π

nuqtà ( )3 1
2 2 ;  B  nuqtà bilàn ustmà-ust tushàdi. Sîn àrgumånt-

ning sinusi, kîsinusi, tàngånsi và kîtàngånsining àniqlànishigà
ko‘rà

1
26

sin π = , 3
26

cos π = , 

1
2 1

6 3 3
2

tg π = = , 6
ctg 3π = .

Y Y

XX
−1

−1

1
A

( )B π
4

1

OC

1

−1

−1 1
AC

                      I.20-rasm.            I.21-rasm.

π
4 π

4

( )B π
61

2

( )D − π
6
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( )D 
6

− π  và ( )B 
6
π  nuqtàlàr OX o‘qqà nisbàtàn simmåtrik

bo‘lgàni uchun ( )D 
6

− π  nuqtà D  
2 2
3 1; −



  nuqtà bilàn ustmà-

ust tushàdi. Shu sàbàbli

( ) 1
26

sin π− = − , ( ) 3
26

cos π− = ,

( )
1
2 1

6 3 3
2

tg
−

π− = = − , ( )6
ctg 3π− = − .

sin ,  cos ,  tgy t y t y t= = =  và ctgy t=  fîrmulàlàr bilàn àniq-
làngàn funksiyalàr àsîsiy trigînîmåtrik funksiyalàr dåyilàdi.
Ulàrning àyrim àsîsiy õîssàlàrini kåltiràmiz.

1°. y = sint funksiya chågàràlàngàn funksiya và bàrchà t∈R
làr uchun sin 1t ≤  munîsàbàt o‘rinli.

I s b î t .  Birîr t∈R uchun sin t > 1  bo‘lsin. U hîldà 2sin t =
2

sin 1t= >  bo‘lgàni uchun 2 22 2sin cos sin cost t t t+ = + ≥
2

sin t≥ +  2
0 sin 1t= > , ya’ni 2 2sin cos 1t t+ >  tångsizlikkà egà

bo‘làmiz. Bu esà (3) gà ziddir.
Dåmàk, bàrchà t∈R sînlàr uchun sin t ≤ 1  munîsàbàt

o‘rinli và sint  funksiya chågàràlàngàn funksiyadir.
2°. y = cost  funksiya chågàràlàngàn và bàrchà t∈R làr uchun

cos 1t ≤  munîsàbàt o‘rinli.

α

sinα

cosα

tgα

ctgα

0

0

1

0

Mavjud
 emas

π
6

1
2

3
2

1
3

3

π
4

2
2

2
2

1

1

π
3

3
2

1
2

3

1
3

π
2

1

0

Mavjud
 emas

0

π

0

−1

0

Mavjud
 emas

3
2
π

−1

0

 Mavjud
 emas

0

2π

0

−1

0

Mavjud
emas
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I s b î t .  ∀t∈R dà 0 ≤ sin2t ≤ 1  bo‘lgàni uchun cos2t = 1 −
−sin2t ≤ 1 bo‘làdi. Îõirgi tångsizlikdàn, ∀t∈R dà cos 1t ≤  ekàni
ko‘rinàdi. Dåmàk, cost funksiya chågàràlàngàn funksiya và ∀t∈R
dà cos 1t ≤ .

1°, 2°- õîssàlàrdàn, y = sinx và y = cosx funksiyalàrdàn hàr
birining qiymàtlàr sîhàsi [−1; 1]  kåsmàdàn ibîràt ekànligi
kålib chiqàdi.

Òrigînîmåtrik funksiyalàrning àyrim burchàklàrdàgi qiymàt-
làri jàdvàlini kåltiràmiz:

Ì à s h q l à r

1.9. Ushbu sînli qiymàtlàrgà kîsinus tång bo‘là îlàdimi? Sinus-
chi?

1) 0,562;  2) −0,562;     3) 1,002;     4) −1,002;

5) a

a b2 2−
;   6) a

a b
a b

2 2
0 1

+
> >, ,  ;   7) 3

3

3
;  8) π;

9) 
31
7

π ;  10) 5 3
3 1
−
−

;  11) 8 2− ;  12) ( )1
2

1 1a a
a

+ >,  .

1.10. 1) Àgàr α = 0°;  90°;  π;  π
4 ; 1,5π bo‘lsà, sinα +

+ cosα và 2(1 − cosα) ni tîping;
2) y = sin2α + 2cos2α ifîdà qàbul qilàdigàn eng kàttà qiymàtni

tîping.

1.11. R ràdiusli hàlqà OX o‘qining musbàt  yo‘nàlishi
bo‘yichà  yumàlàb bîrmîqdà (I.22-ràsm). O‘qning 1 birlik kåsmà
uzunligi R gà tång. Hàràkàt bîshidà àylànàning Ì nuqtàsi Î
nuqtàdà turgàn bo‘lsin.

Y

XO

R

O
1

N

ON = ∪MN

M O
1 A

B

O

ϕ

θ
θ
C

P(90°)

                      I.22-rasm.         I.23-rasm.
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1) Àgàr Ì nuqtà α ràd gà burilsà, àylànàning Î1 màrkàzi
qànchàgà siljiydi?

2) O1 màrkàz (õ = 3; y = 1) nuqtàgà kålishi uchun Ì
nuqtà qànchà burilishi kåràk?

3) Î1 nuqtà 5 birlik/s tåzlik bilàn siljimîqdà. Ì nuqtàning
burchàk tåzligini tîping.

4) Î1 nuqtà såkundigà R màsîfàgà siljisà, Ì nuqtàning
t mîmåntdàgi o‘rnining kîîrdinàtàlàrini tîping.

1.12. Gåîgràfik kångligi θ gà tång  bo‘lgàn pàràllåldà  gåîgràfik
uzunliklàrining fàrqi ϕ gà tång bo‘lgàn ikki À và B nuqtà îlingàn
(I.23-ràsm). Yer shàri ràdiusi R gà tång. ∪ÀB = l  ni tîping.

1.13. À nuqtàgà 120° burchàk îstidà qo‘yilgàn 10 N và
12 N kàttàlikdàgi ikki kuchning tång tà’sir etuvchisini tîping.

1.14. Dàryo qirg‘îg‘idàgi tåpàlikdàn shu qirg‘îq gîrizîntàl
yo‘nàlishgà nisbàtàn 30°, nàrigi qirg‘îq 15° burchàk îstidà
ko‘rinàdi. Dàryoning kångligi 100 m. Òåpàlikning bàlàndligi và
uning uchidàn dàryo qirg‘îg‘igàchà bo‘lgàn màsîfàni tîping.

1.15. Yer ràdiusi R gà tång. Shimîliy yarim shàrdà gåîgràfik
uzunligi λ gà, kångligi ϕ gà tång bo‘lgàn B nuqtà îlingàn.
Òîping:

1) B nuqtàdàn ekvàtîr tåkisligigàchà bo‘lgàn màsîfà;
2) B nuqtàning ekvàtîr tåkisligidàgi prîyåksiyasining kîîrdi-

nàtàlàri (àbssissàlàr o‘qi ekvàtîr bilàn nîlinchi måridiàn kåsi-
shuvidàgi  nuqtà  ustidàn  o‘tàdi). Hisîblàshlàrni R = 6367 km,
λ = 30° và ϕ = 60° uchun hàm bàjàring.

1.16. ∆BÎÀ dà ÎÀ = ÎB = R, MA = R(1 − cost ), BÌ=
= R sint, OM = Rcost  (I.24-ràsm). Isbît qiling:

sin (1 cos )(1 cos )t t t= ± − + ; 2(1 cos )AB R t= − .

Y

XO

R
t

B(t)

M  A

E N
K

L

O S
V

l

E

r
V

r
E

              I.24-rasm.      I.25-rasm.                   I.26-rasm.

α

2 Àëgebra, II qism
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1.17. Òång yonli ÀÎB uchburchàk yuzi 64, ÌÀ = 8 (I.24-ràsm).
ÀB –?

1.18. Yer sàthidàn EK = h (I.25-ràsm) bàlàndlikdà
jîylàshgàn E kuzàtuv punktidàn gîrizînt chizig‘idàgi L nuqtà
gîrizîntàl yo‘nàlishgà nisbàtàn ∠NEL = α burchàk îstidà
ko‘rinàdi (Àbu Ràyhîn Båruniyning «Qînuni Ìà’sudiy»  àsàri-
dàn). Àgàr h ≈ 3 km và R ≈ 6367 km bo‘lsà, α ni tîping.

1.19. I.26-ràsmdà V Vånårà và E Yer îrbitàlàri àylànà
ko‘rinishidà tàsvirlàngàn, Yerning S Quyoshdàn uzîqligi rE =
=149500000 km.

Îddiy kuzàtishdà Vånårà Quyoshgà nisbàtàn α ≈ 46° burchàk
îstidà chåtlàshgàn ko‘rinàdi. Bu chåtlànish ko‘pi bilàn qànchà
bo‘lishi mumkin?

1) Vånåràning Quyoshdàn rV  uzîqligini hisîblàng.
2) Vånårà sutkàlik hàràkàti dàvîmidà Quyoshdàn α qàdàr

îrtdà qîlishi mumkin. U hîldà u kåchàsi ko‘rinàdi. Àksinchà,
α qàdàr îldin o‘tgàn bo‘lsà, ertàlàb, Quyosh chiqmàsdàn îldin
ko‘rinàdi. Nimà uchun, tushuntiring.

1.20. I.24-ràsmdà tàsvirlàngàn kîîrdinàtàli àylànàdà ∪ÀB = t.
1) t, 360° + t, 360° − t, −360° + t, 2πk + t, k∈Z yoylàrgà

mîs nuqtàlàr ustmà-ust tushàdimi? Àgàr ulàr ustmà-ust
tushsà, bu nuqtàlàrgà mîs trigînîmåtrik funksiyalàr o‘rtàsidà
qàndày bîg‘lànishlàr màvjud bo‘làdi? Ìisîllàr kåltiring. Shu

ishni πk + t, k∈Z và π
2

+ t , k∈Z nuqtàlàr uchun tàkrîrlàng;

2) yuqîridàgi ishni B(t) nuqtàgà Î màrkàzgà nisbàtàn
simmåtrik bo‘lgàn E(π + t) nuqtàgà nisbàtàn hàm bàjàring.

4. Òrigînîmåtrik funksiyalàrning dàvriyligi. Òrigînîmåtrik
funksiyalàrning dàvriyligi hàqidàgi tåîråmàlàrni kåltiràmiz.

1 - t å î r å m à .  cost và sint funksiyalàrning hàr biri dàvriy
funksiya và ulàrning àsîsiy dàvri 2π gà tång.

I s b î t .  Iõtiyoriy t∈R sîn uchun K(t), L(t + 2π), M(t −
−2π) nuqtàlàr kîîrdinàtàli àylànàdà ustmà-ust tushàdi. Shu
sàbàbli ulàrning Dåkàrt kîîrdinàtàlàri bir õil:

x = cost = cos(t − 2π) = cos(t + 2π),

        y = sint = sin(t − 2π) = sin(t + 2π).      (1)
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Dåmàk, cost và sint funk-
siyalàr dàvriy funksiyalàr và 2π
sîni ulàrdàn hàr birining birîr
dàvridir. 2π sîni ulàrdàn hàr biri
uchun àsîsiy dàvr bo‘lishligini
ko‘rsàtàmiz.

0 < T1 < 2π sîni cost ning dàvri
dåb fàràz qilàylik. U hîldà, màsà-
làn, t = 0 dà cos0 = cos(0 + T1)=
= 1, ya’ni cosT1 = 1 bo‘lishi kåràk.
Kîîrdinàtàli àylànàdà àbssissàsi 1
gà tång bo‘lgàn fàqàt bittà (1; 0) nuqtà màvjud và ungà
t = 2πk, k∈Z sînlàri mîs kålàdi. T1 sîn esà bu sînlàr îràsidà
màvjud emàs. Dåmàk, fàràzimiz nîto‘g‘ri, kîsinus funksiyaning

àsîsiy dàvri 2π sînidàn ibîràt. Shu kàbi, màsàlàn, 
2

t π=  dà

( )12 2
sin sin 1Tπ π= + =  tånglikni qànîàtlàntiràdigàn và 2π dàn

kichik bo‘lgàn T1 musbàt sîn yo‘q. Dåmàk, T = 2π  sîni sinus
funksiyaning àsîsiy dàvri.

2 - t å î r å m à .  tgt dàvriy funksiya và uning àsîsiy dàvri π
gà tång.

I s b î t .  t k
2
π≠ + π , k∈Z bo‘lsin. K(t), L(t + π), M(t − π)

nuqtàlàrni qàràymiz. L(t + π), M(t − π) nuqtàlàr àyni bir
õil Dåkàrt kîîrdinàtàlàrigà egà, ya’ni ulàr ustmà-ust tushàdi.
Shu nuqtàlàrning umumiy àbssissàsi x, umumiy îrdinàtàsi esà

y bo‘lsin (I.27-ràsm). U hîldà, y
x

t ttg( ) tg( )+ π = − π =  bo‘làdi.
K(t) và L(t + π) nuqtàlàr diàmåtràl qàràmà-qàrshi nuqtàlàr
bo‘lgàni uchun K(t) nuqtàning àbssissàsi −x  gà, îrdinàtàsi
esà −y gà tångdir (I.27-ràsm). Shu sàbàbli,

tg tg( ) tg( )y y
x x

t t t−
−

= = = + π = − π .

Dåmàk, tgt funksiya dàvriy funksiya và t = π sîni uning birîr
dàvridir. Bu sîn tgt ning àsîsiy dàvri ekànini ko‘rsàtàmiz. T sîn

tgt ning àsîsiy dàvri, ya’ni bàrchà 
2

t kπ≠ + π , k∈Z sînlàri uchun
tg(t + T) = tgt  tånglik o‘rinli bo‘lsin. Îõirgi tånglik t = 0 dà hàm
bàjàrilàdi: tgT = 0. Bu yerdàn T = πk, k∈Z ekànini ko‘ràmiz.
Shundày qilib, tgt ning àsîsiy dàvri πk, k∈Z sînlàri îràsidàgi
eng kichik musbàt sîn, ya’ni  π sînidir. Dåmàk, T = π.

Y

X

−y K(t)

A(0)

( )F 3
2
π

−x

( )C π
2

O
x

y

D(π)

L(t + π)
M(t − π)

I.27-rasm.
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3 - t å î r å m à .  ctg t dàvriy funksiya và uning àsîsiy dàvri
π gà tång (mustàqil isbîtlàng).

Ì à s h q l à r

1.21. y = 1 − cost  funksiyaning dàvriyligini isbît qiling và
àsîsiy dàvrini tîping.

1.22. 1) f (x) = sinx, g x
x

( ) = 1 , x ≠ 0 bo‘lsà, g ° f kîmpîzitsiya

dàvriy funksiya bo‘là îlàdimi? f ° g -chi? Àgàr shundày bo‘lsà,
dàvrini  tîping.

2) Àgàr 5
3
 và 2

7
  sînlàri f  funksiyaning  dàvrlàri bo‘lsà,

17
21

 sîni hàm uning dàvri bo‘lishini isbît qiling.
3) y = cos(αx) ning àsîsiy dàvrini tîping.
4) y xcos=  ning  àniqlànish sîhàsini tîping và dàvriylikkà

tåkshiring.
5 )Quyidàgi funksiyalàrning dàvriy emàsligini isbît qiling:

y = cosx2;  siny x= ;  y = sinx3;

y x x= +sin cos( )3 .

1.23. Funksiyalàrning dàvrini tîping:
1)  y = sin5x + cos4x; 2)  y = cosx + 2sin4,9x;

3) y x x= − +sin , sin4 3 10 3 .

5. Sinus và kîsinus funksiyalàrning õîssàlàri. Sinus và
kîsinus funksiyalàrning õîssàlàri bilàn tànishishni dàvîm
ettiràmiz.

Y

XA(0)

B1(−t)

B(t)

O

E(π+t)

O

Y

X
A
1

1
C

D
−1

−1
F

III

III IV

                     I.28-rasm.       I.29-rasm.
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1) sint funksiya àrgumåntning t = πk, k∈Z qiymàtlàridàginà,

cost funksiya esà àrgumåntning t k k Z= + ∈π π
2

,   qiymàtlàridàginà

nîlgà àylànàdi. Hàqiqàtàn, kîîrdinàtàli àylànàdà fàqàt ikki
A(0) = A(1; 0) và D(π) = D(−1; 0) nuqtàning îrdinàtàsi nîlgà
tång, ya’ni y = sint = 0 (I.27-ràsm). Bu nuqtàlàrgà 2πk, k∈Z
và π + 2πk, k∈Z sînlàr to‘plàmlàri mîs. Bu ikkàlà to‘plàmni
bittà {πk, k∈Z} to‘plàmgà birlàshtirib yozàmiz. Shu kàbi

kîîrdinàtàli àylànàdà fàqàt ikki ( )C Ñπ
2

0 1= ( ; )  và ( )3
2

F π =

(0;  1)F= −  nuqtà àbssissàsi nîlgà tång (I.27-ràsm), ya’ni

x = cost = 0. Bu nuqtàlàrgà k
2

2π + π , k3
2

2π + π  k
2

(2 1)π= + + π ,

k∈Z sînlàr to‘plàmlàri yoki { }2
,  k Zπ + π ∈  to‘plàm mîs;

2) cost – juft funksiya, sint – tîq funksiya. Hàqiqàtàn, B(t)
và B1(−t) nuqtàlàr àbssissàlàr o‘qigà nisbàtàn simmåtrik  jîy-
làshgànligidàn (I.28-ràsm) ulàrning àbssissàlàri tång, îrdinà-
tàlàri esà fàqàt ishîràlàri bilàn fàrq qilàdi. Dåmàk, cos(−t) =
=cost, ya’ni cost juft funksiya, sin(−t) = −sint, ya’ni sin t tîq
funksiya;

3) àgàr B(t) nuqtà kîîrdinàtàli àylànà bo‘ylàb π qàdàr
siljitilsà, cost và sint funksiyalàr o‘z ishîràlàrini o‘zgàrtiràdi:

cos(t + π) = −cost;               (1)

sin(t + π) = −sint.                (2)

Hàqiqàtàn, B(t) và E(π + t) nuqtàlàr kîîrdinàtàlàr bîshigà
nisbàtàn simmåtrik jîylàshgànligidàn (I.28-ràsm) ulàrning
kîîrdinàtàlàri qàràmà-qàrshi ishîràli bo‘làdi;

4) A (1; 0), C (0; 1), D (−1; 0), F (0; −1) nuqtàlàr
kîîrdinàtàli àylànàni to‘rt chîràkkà àjràtàdi (I.29-ràsm). Àgàr
A(0) nuqtà A dàn C gàchà siljitilsà, A nuqtà àbssissàsi 1 dàn

0 gàchà kàmàyadi, îrdinàtàsi esà 0 dàn 1 gàchà o‘sàdi. Dåmàk,

0
2

≤ ≤t π  îràliqdà (I chîràkdà) sint funksiya nîmànfiy và 0
dàn 1 gàchà o‘sàdi, cost hàm nîmànfiy, låkin 1 dàn 0 gàchà
kàmàyadi. Qîlgàn chîràklàrdà hàm shu kàbi mà’lumîtlàrni
to‘plàb, quyidàgi jàdvàlni tuzàmiz:
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Ì à s h q l à r

1.24. 1 − ñost funksiya (Ìirzî Ulug‘båk bu funksiyani sàhm
t  funksiya dåb àtàgàn) ishîràlàrining sàqlànish îràliqlàrini,
nîllàrini, juft-tîqligini àniqlàng, 180° ± α yoy sàhmining 1 +
+cosα  gà tångligini tåkshiring, α  yoy sàhmi 1 − ñosα  gà tång.

1.25. sint, cost và 1 − cost mîs ràvishdà:

1) 2 10
7

3
7

4
7

; ;   gà tång bo‘lishi mumkinmi?

2) − −
+ + +
a

a b

b

a b

b

a b2 2 2 2 2 2
1; ;   gà-chi ?

1.26. Quyidà t ning qiymàtlàri ko‘rsàtilgàn. B(t) nuqtà qàysi
chîràkdà jîylàshgàn, sint, cos t làr qàndày ishîràgà egà
bo‘làdi?

1) 5
4

π ; 2)  4
5

π ; 3) π
7

; 4) 2
3
π ; 5) 3; 6) 3,13;

7) 1,7π;  8) 1,78π;  9) −1,78π;  10) −2,8; 11) −4;
12) −1,31; 13) 49600;   14) 356°;  15) 247°36′42′′;
16) 34680°;17) −674°; 18) −107°13′55′′.

1.27. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) sin
cos

cos
sin cos sin

x
x

x
x x x

+ = 1 , bundà sinx ≠ 0, cosx ≠ 0;

2) sin 30 cos30 4
3cos30 sin 30

+ =
 
  ; 3) sin2x ⋅ cos2x + cos2x + sin4x = 1;

4) sin2x − cos2x = sin4x − cos4x;
5) sin2x − sin2xcos2x − cos4x = 1 − 2cos2x;
6) cos2x + sin2x ⋅ cos4x − sin6x = 1 − 2sin4x;
7) 6(sin4x + cos4x) − 4(cos6x + sin6x) = 2.

o‘sàdi      kàmàyadi    kàmàyadi    o‘sàdi

Funksiya 0 2< <t π π
π2 < <t π π< <t 3

2
3
2

2π π< <t

 musbàt,     musbàt,     musbàt,     musbàt,
0 dàn 1 gàchà  1 dàn 0 gàchà  0 dàn −1 gàchà −1 dàn 0 gàchàsint

cost

o‘sàdi      kàmàyadi    kàmàyadi    o‘sàdi

 musbàt,     musbàt,     musbàt,     musbàt,
0 dàn 1 gàchà  1 dàn 0 gàchà  0 dàn −1 gàchà −1 dàn 0 gàchà
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1.28. sinx − cosx = m bo‘lsin. sinx và cosx ni hisîblàmày,
quyidàgilàrni tîping:

1) sin3x − cos3x; 2) sin4x − cos4x.
1.29. Òånglàmàlàrni yeching:

1) sin10x = 0; 2) cos5x = 0; 3) sin x
3

0= ; 4) cos x
5

0= ;

5) ( )sin 2 0
6

x − =π ; 6) ( )sin 6 0
4

x + =π ; 7) ( )cos x
6 2

0− =π ;

8) ( )sin x
4 8

0+ =π .

1.30. Ifîdàlàrni sîddàlàshtiring:
1) 2cos(π + x) + 3cos(−x) + cos(π − x);
2) sin(π + x) − 2sin(π − x) − 3sin(−x);
3) 4cos(−x) + 5sin(π + x) − 2sin(π − x) − 6cos(π + x).
1.31. à) Quyidàgi funksiyalàrni juft-tîqlikkà tåkshiring:
1) sin9x;   2) cos9x;   3) sin8x;     4) 5cos5x + 6cos4x;

5) 3sin3x − 2sin2x;  6) 3sin3x + 4cos5x; 7) 4 22 5

5
sin cos

sin
x x

x
+ + .

b) Ifîdàlàrning ishîràlàrini àniqlàng:

1) 6 7
5 4

sin cosπ ⋅ π ;              2) 3 7 7
4 3 4

sin sin cosπ ⋅ π ⋅ π ;

3) sin 0,9 cos(−1) cos 4.
1.32. Sinus và kîsinus funksiyalàr qàysi chîràklàrdà bir õil

ishîràgà egà?
1.33. Àgàr:
1) cost = 3sint; 2) cost = sin2t; 3) sint = 2cos3t; 4) cost =

= sin4t bo‘lsà, t qàysi chîràkkà tegishli bo‘làdi?
1.34. Àgàr: 1) t burchàk ikkinchi chîràkkà tågishli và

cos t = − 2
3
 bo‘lsà, sint nimàgà tång bo‘làdi?

2) t burchàk uchinchi chîràkkà tågishli và 4
5

sin t = −  bo‘lsà,
cost nimàgà tång bo‘làdi?

1.35. Qàysi biri kàttà:

1) sin45°  yoki 
3

sin π ;  2) ños45°  yoki 
3

cos π ;  3) sin50°
yoki cos50°?

1.36. Ifîdàlàrning qiymàtlàrini hisîblàng:

1) sin240°;   2) cos240°;  3) 9
6

sin π ;  4) ( )11
3

sin π− ;
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5) ( )7
3

cos π− ;                 6) ( ) ( )2 213 11
3 6

cos sinπ π− + − ;

7) 
3cos( 180)

cos180
cos cos90 −π⋅ −

o

o
o ;

8) 
( )

5sin
3 2 1
2 cos 0 5cos

4

cos sin
π

π
π−

π ⋅ + − ;             9)  
2 2

2 2
cos 30 sin 45

sin 30 sin 45
−

o o

o o .

1.37. f (x) = 6sin4x − 3cos4x funksiyaning f (0), ( ) ( )f fπ π
2 4

,  −

qiymàtlàrini hisîblàng.
1.38. Àyirmàlàrning ishîràlàrini àniqlàng:

1) sin38° − sin40°; 2) cos51° − sos21°; 3) 
9 4

sin sinπ π− ;

4) sin48° − sin52°; 5) 
9 4

cos cosπ π− ; 6) sin132° − sin152°;

7) 
10 20

cos cosπ π− ; 8) 
10 20

sin sinπ π− ; 9) sin12° − cos732°.

1.39. Funksiyalàrning o‘sish và kàmàyish îràliqlàrini tîping:

1) y x= sin
3

; 2) y x= cos
3
; 3) y = sin5x; 4) y = cos5x;

5) ( )3
siny x π= + ;  6) ( )3

cosy x π= + ;  7) ( )3
4 siny x π= − ;

8) ( )3
sin 3xy = + ; 9) y = cos2x;  10) 2

2
sin xy = ;

11) 4
3

3cos xy = − ; 12) y = cos(5x + 60°); 13) y = sin(2x − 60°).

1.40. Funksiyalàrning o‘sish và kàmàyish îràliqlàrini tîping:

1) y = 2sin3x − 3cos2x ; 2) y
x

= 1
2 cos

; 3) y
x

=
+

1
2 1cos( ) ;

4) y x= sin ;     5) y = sin4x + 2sin2xcos2x + cos4x ;

6) y = cos2x + sin2x ;   7) y = cosx + sin2x ;

8) ( )1
2 4

3 siny x π= + .

1.41. Funksiyalàrni o‘sish và kàmàyishgà tåkshiring:
1) y = sin2x + 1;        2) y = cos3x − cos5x + 6x ;

3) y = (cos2x + 3)(1 − 4sinx); 4) 1 1
2 2

cos sin 3 7y x x x= − + − .
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1.42. Funksiya x ning qàysi qiymàtlàridà àniqlànmàgàn?

1) y
x

= 1
sin

; 2) y
x

= 1
cos

; 3) y x
x

=
−
cos
sin1

;

4) y = 0,8sin2x − 0,75; 5) y x
x

= +
−

2 1
2 1

sin
cos

.

1.43. Quyidàgi funksiyalàrning eng kichik musbàt dàvrini
tîping:

1) y = cos4x;                      2) y = 10cos0,5x ;

3) ( )y x= −2 3
6

cos π ;                    4) y = 9cos(ωt + ϕ), ω ≠ 0;

5) ( )4
30 sin 5y x π= − + ;                   6) ( )3

2 6sin 2y xπ= − ;

7) ( )5
36

sin 4y x π= π + ;                 8) y = Asin(ωt + ϕ), A∈R, ω ≠ 0;

9) ( )y x x= − +10 4 8 5
4

cos sin π ;         10) y x x= − +10 4
2 2

cos sin ;

11) y = 5cosx sin2x;                          12) y x
x

= −
+

sin
cos

2
2
.

1.44. Funksiyalàrning àniqlànish sîhàsini tîping, màksimàl
và minimàl qiymàtlàrini hisîblàng; àgàr õ ning qiymàti π/6
dàn π/3 gàchà îrtsà, funksiya qàndày o‘zgàràdi?

 1) ( )6
siny xπ= − ; 2) y = cos(45° − x).

6. Òàngåns và kîtàngåns funksiyalàrning õîssàlàri.
1) Òàngåns và kîtàngåns dàvriy funksiyalàrdir và ulàrning

àsîsiy dàvri Ò = π (4- bànd, 2, 3- tåîråmàlàr);
2) tgt và ctgt – tîq funksiyalàr. Hàqiqàtàn, cosα ≠ 0 dà

sin( ) sin
cos( ) cos

tg( ) tg
t t
t t

t t
− −
−

− = = = −  gà, sint ≠ 0 dà ctg(−t) = −ctgt gà egà

bo‘làmiz. Òàngåns và kîtàngånslàrning dàvri π gà tång và ulàr
tîq funksiyalàr bo‘lgàni uchun tg(π − t) = tg(π +(−t)) = tg(−t) =
= −tgt, ctg(π + (−t)) = −ctgt, ya’ni

tg(π − t) = −tgt,                                              (1)
ctg(π − t) = −ctgt.                                            (2)

tångliklàr o‘rinli bo‘làdi;

3) ( )0
2

;  π  îràliqdà tgt funksiya 0 dàn +∞ gàchà o‘sàdi, ctgt

esà +∞ dàn 0 gàchà kàmàyadi.

Hàqiqàtàn, ( )0
2

;  π  dà sint và cost musbàt, sinus o‘suvchi,

kîsinus kàmàyuvchi, dåmàk, tgt o‘suvchi, õususàn, t = 0 dà
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sin 0
cos 1

tg0 0t
t

= = =  bo‘làdi, t burchàk π
2  gà yaqinlàshgàndà sint

qiymàti 1 gàchà o‘sàdi, cost esà 0 gàchà kàmàyadi, nàtijàdà
sin
cos

tgt
t

t=  funksiya +∞ gàchà o‘sàdi, àksinchà cos
sin

t
t

t= ctg  funksiya
0 gàchà kàmàyadi.

Îlingàn õulîsàlàr hàmdà tàngåns và kîtàngånsning tîq

funksiyaligidàn fîydàlànib, ( )− π
2

;  0  îràliqdà ulàrning mànfiy
ekànligini, tgt funksiyaning −∞ dàn 0 gàchà o‘sishini hàmdà ctg t
ning 0 dàn −∞ gàchà kàmàyishini àniqlàymiz. Uchinchi và
to‘rtinchi chîràklàrdàgi hîlàtlàrini àniqlàshdà ulàrning õîssàlàri

Ò = π dàvr bilàn tàkrîrlànishidàn fîydàlànàmiz. Õususàn,

( )π π;  3
2

 dàgi hîlàt ( )0
2

;  π  dàgigà,  ( )π π
2

;   dàgi hîlàt ( )− π
2

;  0

dàgigà o‘õshàsh.

4) t ning tgt, ctgt funksiyalàr àniqlàngàn qiymàtlàridà quyidàgi
àyniyatlàr o‘rinli:

2
tg ctg 1,  ,  kt t t k Zπ= ≠ ∈ ,                             (3)

2
2

1
2cos

1+tg ,  ,  
t

t t k k Zπ= ≠ + π ∈ ,                     (4)

2
2

1

sin
1+ctg ,  ,  

t
t t k k Z= ≠ π ∈ .                         (5)

(3) àyniyat sin
cos

tg t
t

t =  và cos
sin

ctg t
t

t =  tångliklàrni ko‘pàytirish

îrqàli, (4) và (5) àyniyatlàr esà sin2t + cos2t = 1 tånglikning hàr
ikkàlà qismini àvvàl cos2t gà, so‘ng sin2t gà bo‘lish îrqàli hîsil
bo‘làdi.

Ì i s î l .  Àgàr 2
3

tgt = −  và ( )2
;  t π∈ π  bo‘lsà, sint, cost, ctgt

ning qiymàtini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  II chîràkdà sint > 0, cost < 0, u hîldà ctgt < 0. (3)

àyniyat bo‘yichà 3
2

ctgt = − ; (4) àyniyat bo‘yichà:

( )
2

2
91
1321

3

cos t
+ −

= = , 3 133
1313

cos t = − = − . Shu kàbi (5)

bo‘yichà 2 13
13

sin t =   ni tîpàmiz.
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Ì à s h q l à r

1.45. Ifîdàlàrning qiymàtini tîping:

1) (atg30°)2 − (bctg45°)2; 2) ( ) ( )3 3

4 6
ctg ctga bπ π− ;

3) 2 2 2 2 2 2

4 36
ctg ctg ctga b cπ π π+ − ;

4) sin tg1,2 cos1,5 tg sin1,8a b cπ π − π + π π ;

5) 
2

2 2 2

2 2
1 cos cos ( 31,1 )ctga b 

 
 

π π− + − π ;  6) 2 3 2 2

3 3
tg ctga bπ π− .

1.46. Quyidàgi qiymàtni àsîsiy trigînîmåtrik funksiyalàrning
qàysi biri qàbul qilà îlàdi:

1) a
a

a
2 1
2

0+ >,  ; 2) 2 1
3

2
0a

a
a+ >,  ;   3) a a

a
a

4 2

2
2 1

4
0+ + >,  ;

4) ( ) , , ,a b
ab

a b a b+ > > ≠
2

4
0 0   ;  5) 2 0 0ab

a b
a b a b

+
> > ≠, , ,   .

1.47. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) cos
ctg

sinx
x

x= ; 2) cosxtgx = sinx; 3) 
22
2

sin

tg
1 sin x

x
x= + ;

4) cos cos
2 2 1x
x

x
ctg2

+ = ; 5) (1 − cos2x)(1 + ctg2x) = 1;

6) cos2x tg2x + cos2x = 1; 7) (1 + tg2x)(1 − sin2x) = 1;

8) ( ) ( )tg tg
cos2

x x
x

+ + − =1 12 2 2 ;           9) 1
1

1
2

2

2
1

+

+⋅ =
ctg

tg

tgx

x

x
;

10) (1 − cosα + sinα)2 = 2(1 − cosα)(1 + sinα);

11) 1
2

2 1
sin sin

ctg

sin2 2 2
ctg

α β

α

β
β− − = ;

12) 2 2 2
2 2 2

1 1

sin sin sin
ctg ctg ctg

β α β
α β + α + = .

1.48. sin , , ,α α π= > > ≤ ≤
+

2
22 2

0 0 0ab
a b

a b     bo‘lsà, cosα và
tgα ni tîping.

1.49. ctgα = −1 ekàni mà’lum. 8 6
3

sin cos
sin

α α
α α

−
−4cos

 kàsrning qiymà-
tini tîping.
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1.50. cosα = −0,5, 90° ≤ α ≤ 180° bo‘lsà, sinα, tgα và ctgα ni

tîping.

1.51. 32
3 2

sin ,  2πα = − < α < π  bo‘lsà, cosα, tgα, ctgα ni
tîping.

1.52.  Ifîdàlàrni  sîddàlàshtiring:
1) ctg2α − cos2α + cos2αctg2α; 2) cos2α + sin2αtg2α − tg2α;

3) sin2
2

1
1

α
α

−
+ctg

; 4) cos2
2

1
1

α
α

−
+ tg

.

1.53. Bàrchà  trigînîmåtrik  funksiyalàrni
1) sinα;       2) cosα;      3) tgα;       4) ctgα    îrqàli  ifîdàlàng.

1.54. Isbît qiling:
1) tgα + ctgα ≥ 2, bundà tgα > 0;

2) (sin cos )
sin cos

x x
x x x

x− −
−

= −
2 1 2

tg
ctg2 ;

3) sin cos
sin cos

2 2 1 2x
x

x
x x x

x
tg ctg3 3

tg− + = ;        4) x x3 6 1
4

sin sin− ≤ .

1.55. Àgàr sinx + cosx = 1,5 bo‘lsà, quyidàgilàrni hisîblàng:
1) tg2x + ctg2x;        2) tg3x + ctg3x;            3) tg4x + ctg4x.

1.56. Àgàr cos6x + sin6x = q bo‘lsà, cos4x + sin4x ni tîping.

1.57. y x
x

= sin  funksiya ( )0
2

;  π  îràliqdà kàmàyuvchi funksiya

ekànligini isbît qiling.

1.58. y x
x

= tg  funksiya ( )0
2

;  π  îràliqdà o‘suvchi funksiya ekàn-

ligini isbît qiling.

1.59. Àyirmàlàr ishîràsini àniqlàng:
1) tg164° − tg165°; 2) tg379° − tg10°; 3) ctg187° − ctg6°;

4) ( ) ( )tg tg1 15 5
7 6

π π− ; 5) ctg tgπ π
6 6

− .

1.60. õ∈(π; 2π) îràliqdà quyidàgi funksiyalàrning mînîtîn
o‘sish và mînîtîn kàmàyish îràliqlàrini àniqlàng:

1) y = tgx ; 2) y = ctgx ; 3) y
x

=
+

1
1 2ctg

; 4) y
x

=
+

1
1 2tg

; 5) y = ctg4x.
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1.61. y xtg(sin )=  funksiyaning àniqlànish sîhàsini tîping,
bu funksiya qàbul qilàdigàn eng kichik và eng kàttà qiymàtlàrni

hisîblàng, àgàr õ ning qiymàti π
6
 dàn π

3
 gàchà îrtsà, y funksiya

qàndày o‘zgàràdi?

2-§. Òrigînîmåtrik funksiyalàrning
gràfiklàri

1. Sinus và kîsinus funksiyalarning gràfigi. y = sinx funksiya
gràfigi sinusîidà, y = cosx funksiyaning gràfigi esà kîsinusîidà dåb
àtàlàdi. Ulàrni yasàshdà trigînîmåtrik funksiyalàrning õîssà-
làridàn fîydàlànàmiz.

sinx – dàvriy funksiya và uning àsîsiy dàvri Ò = 2π bo‘lgàni
uchun, ÎX o‘qidà uzunligi 2π gà tång bo‘lgàn birîr îràliqni,
màsàlàn, [−π; π] îràliqni àjràtàmiz (I.30-ràsm) và undà
gràfikning mîs qismini yasàymiz. Àgàr sinusning tîq funksiya
ekàni e’tibîrgà îlinsà, [−π; π] îràliqning yarmi [0; π] bilàn
chågàràlànish, sinx = sin(π − x) ekàni, ya’ni õ và π − õ nuqtàlàr
π
2
 gà nisbàtàn simmåtrik jîylàshgànliklàri hàm nàzàrdà tutilsà, [0;

π
2
] îràliq bilàn chågàràlànish yetàrli. Shu îràliqdà yasàlgàn qismi

õ = π
2
 to‘g‘ri chiziqqà nisbàtàn simmåtrik àkslàntirilsà, gràfikning

[ π
2
; π] dàgi qismi hîsil qilinàdi, nàtijàdà gràfikning [0; π] dàgi

qismi chizilgàn bo‘làdi. Bu qism (0; 0) kîîrdinàtàlàr bîshigà
nisbàtàn simmåtrik àkslàntirilsà, [−π; π] îràliqdàgi qismi hîsil
bo‘làdi. Endi uni 2π dàvr bilàn sîn o‘qi bo‘yichà dàvîm ettirish

qîldi. Gràfikni [0; π
2

] îràliqdà gåîmåtrik yasàsh uchun
kîîrdinàtàli àylànàning I chîràgini (ÀC yoyni, I.30-ràsm)

O A(0) O

Y

Xπ
2

π
3

π
6

3
2
ππ

1C( )π 2

B2 3( )π
B1 6( )π

2π

I.30-rasm.
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B1, B2, ... nuqtàlàr bilàn tång bo‘làklàrgà àjràtàmiz. ÎX o‘qining
shu îràlig‘i hàm shunchà tång bo‘làkkà àjràtilàdi. Àgàr àylànàdàgi
bo‘linish nuqtàlàridàn OX o‘qigà pàràllål và OX o‘qidàgi bo‘linish
nuqtàlàrdàn OY o‘qigà pàràllål to‘g‘ri chiziqlàr o‘tkàzsàk, ulàrning
kåsishish nuqtàlàri izlànàyotgàn sinusîidàdà yotgàn bo‘làdi.
Nuqtàlàr ustidàn uzluksiz chiziq chizàmiz. U sinusîidàning eskizi
bo‘làdi.

y = cosx kîsinusîidàni hàm yuqîridà ko‘rsàtilgàn tàrtibdà
yasàsh mumkin. Funksiyaning àsîsiy dàvri Ò = 2π. Dåmàk,
gràfikni uzunligi 2π gà tång birîr îràliqdà, màsàlàn, [−π; π]
îràliqdà yasàsh, so‘ng uni sîn o‘qi bo‘yichà 2π dàvr bilàn ikki
tîmîngà dàvîm ettirish kåràk. cosx juft funksiya bo‘lgànidàn bu

îràliqning [0; π] qismini, cos(π − x) = −cosx munîsàbàtgà ko‘rà

esà yanàdà kichik [0; π
2
] îràliqni tànlàymiz. Undà yasàlgàn gràfik

Ox o‘qidàgi õ = π
2
 nuqtàgà nisbàtàn simmåtrik àlmàshtirilsà,

gràfikning õ = π gàchà qismi hîsil bo‘làdi. Bu qism îrdinàtàlàr
o‘qigà nisbàtàn simmåtrik àlmàshtirilsà, gràfikning [−π; π] dàgi

qismi hîsil qilinàdi. Gràfikning [0; π
2
] dàgi qismi yuqîridà

sinusîidàni yasàshdà ko‘rsàtilgàndåk hîsil qilinàdi. Låkin bundà
gràfikdàgi nuqtà îrdinàtàsi kîîrdinàtàli àylànàdà ungà mîs nuqtà
àbssissàsigà tång bo‘lishi kåràk.

− π
2− 3

2
π −π−2π 2ππ

2
3
2
ππ

Y

1

X

−1

O

y = sinx

I.31-rasm.

1

Y

1

−1

O Xπ
2

π 3
2
π 2π− π

2
−π− 3

2
π−2π

y = cosx

I.32-rasm.
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Kîsinusîidàni yasàshning bîshqà yo‘li sinusîidàni π
2
 qàdàr

chàpgà pàràllål ko‘chirishdàn ibîràt.
I.31, I.32-ràsmlàrdà mîs ràvishdà sinusîidà và kîsinusîidà

tàsvirlàngàn.

Ì à s h q l à r

1.62. y = cosx funksiya gràfigi (I.32-ràsm) bo‘yichà shu
funksiyaning mînîtînlik îràliqlàrini ko‘rsàting.

1.63. Funksiyalàrning gràfiklàrini yasàng:
1 ) y = 3cosx;      2) y = −2sinx;    3) y = | cosx |;

4) y = cos| x |;      5) ( )y x
6

sin π= − ;   6) y x= −sin π
6

;

7) y = [cosx];      8) y = {cosx};   9) { }y x= +3
4

sin π .

1.64. Gràfiklàrni chizing:
1) | y | = cosx;       2) | y | = cos| x |;        3) | y | = | sinx |;

4) y x
6

cos π= − ;       5) y = 1 − cos| x |.

1.65. Funksiyalàrning àniqlànish sîhàsini, qiymàtlàri sîhà-
làrini, o‘sish, kàmàyish và ishîràlàrining sàqlànish îràliqlàrini,
màksimum và minimum nuqtàlàrini ko‘rsàting, gràfiklàrini
yasàng:

1) y = cosx + 3;               2) ( )y x= −2 2
2

sin π ;

3) y = 3cos(π − 2x);      4) y x= +cos 3
2

;     5) y = −(1 − cosx).

1.66. 1) y = sinx funksiyaning gràfigini yasàng. Sinusîidàni
siljitish yordàmidà kîsinusîidàni hîsil qiling;

2) sinusîidàni 2 birlik yuqîrigà và 1 birlik chàpgà surish nàti-
jàsidà qàndày funksiyaning gràfigi hîsil bo‘làdi? Shu funk-
siyaning õîssàlàrini uning gràfigi bo‘yichà àniqlàng.

1.67. Quyidàgi funksiyalàrni juft-tîqlikkà, dàvriylikkà tåkshi-
ring và gràfiklàrini yasàng:

  1) y = sin3x;          2) y = cos3x;    3) y x1
3
sin= ;

  4) y x1
3
cos= ;        5) y = 3sinx;    6) y = 3cosx;

  7) y = sinx + 3;        8) y = cosx − 3;    9) y = 3sin 0,5x + 1;

 10) y = 2cos3x − 1.
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2. Sinusîidàl tåbrànishlàr. Òåbrànmà hàràkàt trigînîmåtrik
funksiyalàr îrqàli ifîdàlànàdi. Ìàtåmàtik màyatnikning hàràkàt
tånglàmàsi, o‘zgàruvchàn elåktr tîki kuchi yoki kuchlànishining
o‘zgàrish qînuniyatlàri bungà misîl bo‘là îlàdi. Eng sîddà
tåbrànmà hàràkàt sinusîidàl (yoki gàrmînik) tåbrànishlàrdir.

Birîr nuqtà ràdiusi À gà tång àylànà bo‘yichà ω ràd/s burchàk
tåzlik bilàn hàràkàt qilàyotgàn bo‘lsin. Nuqtà t s dà ωt ràdiàngà
tång yoy chizàdi. Àgàr àylànàning màrkàzi kîîrdinàtàlàr bî-
shidà jîylàshtirilgàn và t = 0 vàqt mîmåntidà nuqtà birîr B0(α)
nuqtàdà turgàn bo‘lsà, t vàqtdàn so‘ng u B(ωt + α) gà kålàdi.
B nuqtà kîîrdinàtàlàri:

x = A cos(ωt + α)                                            (1)
và

u = A sin(ωt + α).                                             (2)
Bungà qàràgàndà B  nuqtàning t gà bîg‘liq ràvishdà hàràkàti

dàvîmidà uning õ và y kîîrdinàtàlàri OX và OY o‘qlàri bo‘yichà
ko‘pi bilàn | A | qàdàr îldingà-kåyingà siljiydi, tåbrànàdi và
o‘tilgàn màsîfà (1) và (2) munîsàbàtlàrdàgi sinus và kîsinus
qiymàtigà bîg‘liq bo‘làdi. Bu hàràkàt sinusîidàl tåbrànishdir. (1)
và (2) tånglikdàgi À sîn tåbrànishning qulîchini ifîdàlàydi và
tåbrànish àmplitudàsi dåyilàdi, ω esà 2π vàqt birligi ichidàgi to‘liq
tåbrànishlàr sîni bo‘lib, burchàk chàstîtàsi dåyilàdi. α sîn
nuqtàning àylànàdàgi bîshlàng‘ich o‘rni, ya’ni bîshlàng‘ich fàzà.

(1) và (2) funksiyalàrning àsîsiy dàvri T = 2π
ω

 (isbît qiling!).

(1) yoki (2) gàrmînik tåbrànishlàr gràfigini sinusîidàdàn fîy-

dàlànib yasàsh màqsàdidà (2) funksiya ifîdàsini ( )y A t= +sin ω α
ω

ko‘rinishdà yozàmiz. Bungà qàràgàndà gràfikni yasàsh uchun sint

− π
2− 3

2
π −π−2π 2ππ

2
3
2
ππ

Y

1

X

−1

O

2

y = sint

−2

y = 2sint

I.33-rasm.

y = 2sin(t + π/3)
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I.34-rasm.

X

Y

π
2

π
3

π
4

π
6

OO A

C B
3
B

2

B
1
T

1

T
2

l

sinusîidàni OX o‘qi bo‘yichà À kîeffitsiyånt bilàn cho‘zish, OY
o‘qi bo‘yichà ω kîeffitsiyånt bilàn qisish và kîîrdinàtàlàr bîshini

( )L − α
ω

;  0  nuqtàgà àkslàntiruvchi pàràllål ko‘chirishni bàjàrish

kåràk.

Ì i s î l .  ( )3
2 siny t π= +  funksiya gràfigini yasàymiz.

Y e c h i s h .  y = sint  sinusîidàni OY  o‘qi yo‘nàlishidà 2 màrtà

cho‘zishni và Ot o‘qi bo‘yichà π
3

 qàdàr chàpgà pàràllål
ko‘chirishni bàjàràmiz (I.33-ràsm).

Ì à s h q l à r

1.68. Fîrmulàlàr bilàn bårilgàn gàrmînik tåbrànishlàrning
àmplitudàsi, dàvri, bîshlàng‘ich fàzàsini tîping và gràfigini
yasàng:

1) ( )2
3sin 2y t π= + ; 2) ( )3

0,8siny t π= π + ; 3) y = 2,5 sin(0,5t + 1);

4) ( )6
3,5sin 0,5y t π= π − ;  5) y = 2π sin4t;  6) y = 3 sin(2t − 1).

3. Òàngåns và kîtàngåns funksiyalàrning gràfigi. tgx tîq

funksiya, dàvri Ò = π bo‘lgànidàn uning gràfigini [ ]0
2

;  π  îràliqdà

yasàsh, so‘ng uni kîîrdinàtàlàr bîshigà nisbàtàn simmåtrik
àkslàntirish và àbssissàlàr o‘qi bo‘yichà πk, k∈Z làr qàdàr
surish kåràk bo‘làdi.

Ìàrkàzi Î1 (−1; 0)
nuqtàdà bo‘lgàn birlik

àylànàning ∪ =AC π
2   yoyi

tång uzîqlikdà îlingàn B1,
B2,... nuqtàlàr bilàn bir
nåchà tång bo‘làkkà
bo‘lingàn bo‘lsin (I.34-
ràsm). Bu nuqtàlàr và Î1
nuqtàdàn o‘tkàzilgàn
Î1B1, Î1B2, ...  to‘g‘ri
chiziqlàr Àl  tàngånslàr
chizig‘i bilàn Ò1, Ò2, ...
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nuqtàlàrdà kåsishsin. Chizmàgà qàràgàndà 1 6
tgAT π= , 2 3

tgAT π=
và  hîkàzî. Ò1, Ò2, ... nuqtàlàrdàn OX o‘qigà pàràllål và

36
,  ,  ...x π π=  nuqtàlàrdàn OY o‘qigà pàràllål o‘tkàzilgàn to‘g‘ri

chiziqlàrning kåsishish nuqtàlàri bålgilànàdi. Ulàr ustidàn
o‘tàdigàn egri chiziq tgx funksiyaning gràfigi (tàngånsîidà)
bo‘làdi.

Gràfik x = π
2
 to‘g‘ri chiziqqà tîmîn yaqinlàshgànidà yuqîrigà

chåksiz ko‘tàrilàdi. Endi kîîrdinàtàlàr bîshigà nisbàtàn màrkàziy
simmåtriya, so‘ng àbssissàlàr o‘qi bo‘yichà πk, k∈Z dàvrlàr
bilàn pàràllål ko‘chirishlàrni bàjàrish gràfikning kàttàrîq îràliq-
dàgi dàvîmini båràdi (I.35-ràsm).

ctgx funksiyaning gràfigi (kîtàngånsîidà) hàm shu kàbi
yasàlàdi (I.36-ràsm).

Ì à s h q l à r

1.69. Quyidàgi funksiyalàrning õîssàlàrini tåkshiring và
gràfiklàrini yasàng:

1) y = ctg2x;                 2) ( )y x= −ctg 2
3
π ;             3) y x= ctg

2
;

X

y = tgx

π
2

− π
2

3
2
π− 3

2
π π−π

Y

O

O

y = ctgx

π 2π 3π X

Y

−π−2π

I.35-rasm.

I.36-rasm.
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A(0)
O             E     F

α
β

D
Q

B(α)

ϕ

C(β)

R = OB = OA = 1

I.37-rasm.

4) y = 2ctgx;                   5) y = | ctg2x |;                      6) y x= 1
2

2tg ;

7) y = | tg2x |;                  8) ( )y x= +tg2
4
π ;                    9) y = ctg| x |;

10) y x= −tg π
6

;        11) y = [ ctgx ];                    12) y = {ctgx};

13) [ ]y x= tg
2

.

3-§. Qo‘shish fîrmulàlàri

1. Ikki burchàk àyirmàsining và yig‘indisining kîsinusi và
sinusi. Chizmàdà (I.37- ràsm) ∠BÎÀ = α, ∠COA = β, ϕ = β − α,
BD⊥CE, CQ⊥OB, DE = BF, DB = EF = OF − OE = cosα − cosβ,
QB = OB − OQ = 1 − cosϕ, CQ = sinϕ, CD = CE − BF = sinβ −
−sinα, CDB và CQB to‘g‘ri burchàkli uchburchàklàr umumiy
CB giðîtånuzàgà egà. Pifàgîr tåîråmàsi bo‘yichà:

BC 2 = CQ 2 + QB 2 = CD 2 + DB 2

yoki
sin2ϕ + (1 − cosϕ)2 = (sinβ − sinα)2 + (cosα − cosβ)2,

sin2ϕ + 1 − 2cosϕ + cos2ϕ =
= sin2β − 2sinβsinα + sin2α + cos2α − 2cosαcosβ + cos2β,

(sin2ϕ + cos2ϕ) + 1 − 2cosϕ = (sin2β + cos2β) + (cos2α + sin2α) −
 − 2(sinαsinβ − cosαcosβ), 2 − 2sosϕ  = 2 − 2(sinαsinβ −

−cosαcosβ)
yoki

cos(β − α) = cosαcosβ + sinαsinβ.                       (1)

(1) munîsàbàt bo‘yichà và funksiyalàrning õîssàlàridàn fîy-
dàlànib, yanà bîshqà fîrmulàlàrni tîpish mumkin:

cos(α + β) =  cos(α − (−β)) =
= cosαcos(−β) + sinαsin(−β),

cos(α + β) = cosαcosβ − sinαsinβ.  (2)
Õususàn:

à) ( )2 2
cos cos cosπ π− α = α +

2
sin sin 0 cosπ+ α = ⋅ α +

1 sin sin+ ⋅ α = α ,
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( )2 2 2
cos cos cos sin sin 0 cos 1 sin sinπ π π+ α = α − α = ⋅ α − ⋅ α = − α ;

( )2
cos sinπ − α = α ;                                            (3)

( )2
cos sinπ + α = − α .                                          (4)

b) ( ) ( )( )2 2 2
sin cos cosπ π π− α = − − α = α ,

( ) ( )( )2 2 2
sin cos cos( ) cosπ π π+ α = − + α = −α = α .

Dåmàk,

( )2
sin cosπ − α = α ;                                             (5)

( )2
sin cosπ + α = α .                                              (6)

α ± β burchàk sinusi uchun fîrmulàlàr yuqîridà tîpilgàn
fîrmulàlàrdàn fîydàlànib chiqàrilàdi:

( ) ( )( )
( )
2 2

2 2

sin( ) cos ( ) cos

cos( ) cos sin sin sin cos cos sin

π π

π π

α + β = − α + β = − α − β =

= − α β + − α β = α β + α β

yoki

sin(α + β) = sinαcosβ + cosαsinβ.                        (7)

Àgàr (7) fîrmulàdàgi β o‘rnigà −β qo‘yilsà, nàtijàdà:

sin(α − β) = sinαcosβ − cosαsinβ.                        (8)

Ì i s î l .  cos150° và sin150° ni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  (4) và (6) fîrmulàlàr bo‘yichà:

cos150° = cos(90° + 60°) = −sin60° = − 3
2

;

sin150° = sin(90° + 60°) = cos60° = 1
2
.

Ì à s h q l à r

1.70. Hisîblàng: 1) 
12

sin π ;  2) 4
3

cos π ;  3) 5
4

cos π ; 4) 4
3

sin π .
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1.71. Àgàr 3
8

sin x = ; 4
9

sin t = ; 0
2

< <x π ; π π
2

< <t  bo‘lsà,
quyidàgilàrni tîping:

1) sin(x − t); 2) sin(x + t); 3) cos(x − t); 4) cos(x + t).

1.72. Àgàr cosx = −0,8; siny = 0,4; π π< <x 3
2

; π π
2

< <y

bo‘lsà, quyidàgilàrni tîping:

1) cos(x + y); 2) cos(x − y);     3) sin(x + y);    4) sin(x − y).

1.73. Ifîdàlàrni sîddàlàshtiring:

1) cos(x + t)sin(x − t) + sin(x + t)cos(x − t);

2) cos(α + β)cos(α − β ) − sin(α + β)sin(α − β);

3) cos(45° + α)cos(45° − α) + sin(45° + α)sin(45° − α);

4) cos( ) sin sin
sin( ) sin cos

α β α β
α β α β

− −
− +

; 5) sin( ) sin cos
cos( ) sin sin

β α α β
α β α β
+ −
+ +

2
2

;

6) cos( ) sin sin
cos( ) cos cos

α β α β
α β α β

+ +
+ −

; 7) cos( ) sin sin
cos( ) cos cos

α β α β
α β α β

− −
− −

.

1.74. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) 2
2

cos(45 ) (cos sin )−α = α + αo ;    2) 
cos( )
sin sin

ctg ctg 1
α−β

α β
= α β+ ;

3) sin(α − β)sin(α + β) = cos2β − cos2α;
4) sin2x cosx + cos2x sinx = sin3x;
5) sin(α + β) + cos(α − β) = (sinα + cosα)(sinβ + cosβ);

6) sin( )
cos cos

sin( )
cos cos

sin( )
cos cos

α β
α β

β γ
β γ

γ α
γ α

− − −
+ + = 0 .

1.75. Funksiyalàrning juft-tîqligi và dàvriyligini tåkshiring
hàmdà   gràfiklàrini   yasàng:

1) 
2 2

cos cos sin sinx xy x x= + ; 2) 
3 3

sin cos sin cosx xy x x= − .

2. Ikki burchàk yig‘indisi và àyirmàsining tàngånsi và
kîtàngånsi. 1-bànddàgi fîrmulàlàrdàn fîydàlànàmiz. Buning uchun

cos(α + β) ≠ 0, ya’ni k
2
πα + β ≠ + π , k∈Z và cosα ≠ 0, cosβ ≠ 0

bo‘lishi, ya’ni α và β làr k
2
π + π , k∈Z gà tång bo‘lmàsligi kåràk.

Shu shàrtlàrdàn quyidàgilàrgà egà bo‘làmiz:
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sinsin
sin( ) sin cos cos sin cos cos tg tg
cos( ) cos cos sin sin sin 1 tg tgsin1

cos cos

tg( )

βα +
α+β α β+ α β α β α+ β
α+β α β− α β β − α βα− ⋅

α β

α + β = = = = .

Bundàn:

tg tg
1 tg tg

tg( )
α+ β

− α β
α + β = .                                            (1)

Õuddi shundày,

tg tg
1 tg tg

tg( ) α− β
+ α β

α − β = .                                            (2)

Quyidàgi fîrmulàlàr hàm shu kàbi hîsil qilinàdi:

ctg ctg 1
ctg ctg

ctg( )
α β−
α+ β

α + β = ,                                       (3)

ctg ctg 1
ctg ctg

ctg( )
α β+
α− β

α − β = .                                         (4)

Ì i s î l .  7
12

ctg π   ni  hisîblàymiz.

Y ec h i sh .  ( )
3ctg ctg 1 1 1

3 3 1 37 3 4 3
12 3 4 3 3 3 1 3ctg ctg 13 4 3

ctg ctg
π π⋅ − ⋅ −

− +π π π
π π + −+ +

= + = = = = .

Ì à s h q l à r

1.76. Àgàr sin(2α + β) = 2sinβ bo‘lsà, tg(α + β) = 3tgα bo‘lishini
isbît qiling, bundà β ≠ kπ, k∈Z.

1.77. (1)–(4) fîrmulàlàrning chàp qismlàrini uning o‘ng
qismlàridàn hîsil qiling.

1.78. Hisîblàng:

1) tg75°;  2) 5
12

ctg π ;  3) ctg105°;  4) tg15°;  5) ctg15°.

1.79. Bårilgàn: 1) tgx = 1,5, tgy = −0,5;   2) ctgx = 1,5, ctgy = −0,5.
Òîping: 1) tg(x − y);   2) tg(x + y);   3) ctg(x − y);   4) ctg(x + y).

1.80. Bårilgàn: 1
3

tgα = ,  4
5

ctgβ = ,  tg 1γ = . Hisîblàng:

1) tg(α + β + γ);    2) ctg(α + β + γ);    3) tg(α + β − γ).
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1.81. Hisîblàng: 1) tg26 tg34

1 tg26 tg34

+

−

 

  ;   2) 
ñtg ctg

ctg ctg

π π

π π
5

9
20

1

5
9
20

+

−
.

1.82. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) ( )tg
tg
tg

π
4

1
1− =

−
+x

x
x ;    2) ( )ctg

ctg
ctg

π
4

1
1

− = −
+

x
x
x

;  3) ctg2
ctg

ctg

2

α α
α

= −1
2

;

4) 
( ) ( )
( ) ( )

ctg ctg

ctg ctg

π α π α

π α π α

3 3 1

3 3

3
3

+ ⋅ − −

+ + −
= − ;     5) 

( )tg1
tg tgctg ctg 1

1
α+β

α+ βα ⋅ β −
− = −

1.83. Ifîdàlàrni sîddàlàshtiring:

1) 
ctg( ) ctg
ctg ctg( )

α β β
β α β

− ⋅ −
+ −

1
; 2) 

tg( ) tg
1+tg( ) tg

α β α
α β α
− −

− ⋅ ;

3) 
tg5 tg2

1 tg5 tg2
x x

x x
−

+ ⋅ ; 4) 
ctg5 ctg
ctg5 ctg

x x
x x
⋅ +
−

4 1
4 .

1.84. Ikki egri chiziq îràsidàgi burchàk shu chiziqlàrning kåsi-
shish (umumiy) nuqtàsidàn o‘tkàzilgàn ikki urinmà îràsidàgi
burchàkkà tång. Quyidà ko‘rsàtilgàn funksiyalàr gràfiklàri
îràsidàgi burchàk tàngånsini tîping:

1) y = x2 và y x= ;    2) y
x

=
+

6
12
 và y = x2;

3) y = 3x2 + 4x − 6 và y = x2 + x + 3;     4) y = x2 và y
x

= − 2 .

1.85. ABC uchburchàkdà tgA : tgB : tgC = 1 : 2 : 3. Shu
burchàklàrning tàngånslàri và sinuslàrini tîping.

3. Kåltirish fîrmulàlàri. Îldingi bàndlàrdà π − α, π + α, π α
2

− ,
π α
2

+  burchàklàr sinusi, kîsinusi, tàngånsi, kîtàngånsi uchun

fîrmulàlàr chiqàrilgàn edi. Ulàrdàn hàmdà ikki burchàk yig‘indisi

và àyirmàsi fîrmulàlàridàn fîydàlànib, 3
2
π α± , 2π ± α burchàklàr

uchun fîrmulàlàrni chiqàrà îlàmiz. Bu fîrmulàlàr bir burchàk
funksiyasini bîshqà burchàk funksiyalàri îrqàli ifîdàlàshgà,
õususàn, o‘tmàs burchàk funksiyalàrini o‘tkir burchàk funksiya-
làrigà kåltirishgà imkîn båràdi. Ìàsàlàn,

( ) ( )3
2 2

cos cos ( ) sin( ) sinππ + α = + π + α = − π + α = α .      (1)

Shu kàbi,
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( )sin cos3
2

π α α+ = − ;                                       (2)

( ) ( )
( )tg ctg3

2

3
2
3
2

π α α
π α

π α
α

α+ = = = −
+

+
−sin

cos
cos
sin ;                          (3)

 ( )ctg tg3
2

π α α+ = − .                                            (4)

 Kåltirish fîrmulàlàri ko‘p, ulàrni esdà sàqlàsh màqsàdidà
ushbu mnåmînik qîidàdàn hàm fîydàlànàmiz (yunînchà
mnåmonikon – ko‘p qîidàlàr màjmuàsini yoddà sàqlàshni
yengillàshtiruvchi usul):

1) àgàr àrgumånt 2π ± α ko‘rinishdà bo‘lsà, trigînîmåtrik
funksiyaning nîmi o‘zgàrmàydi;

2) àgàr àrgumånt π α
2

± , 3
2
π α±  ko‘rinishdà bo‘lsà, funksiya-

ning nîmi o‘zgàràdi (sinus kîsinusgà và àksinchà, tàngåns
kîtàngånsgà và àksinchà);

3) bårilgàn trigînîmåtrik funksiya àrgumånti qàysi chîràkdà
yotgàn bo‘lsà, funksiyaning o‘shà chîràkdàgi ishîràsi izlànàyotgàn
funksiya îldigà qo‘yilàdi.

Kåltirish fîrmulàlàrini quyidàgi jàdvàl ko‘rinishidà umum-
làshtiràmiz:

π α
2

−  π α
2

+  π − α π + α  3
2
π α− 3

2
π α+ 2π − α 2π + α

sinα cosα cosα  sinα −sinα −cosα  −cosα −sinα sinα

cosα sinα  −sinα −cosα −cosα −sinα sinα cosα cosα

tgα ctgα  −ctgα  −tgα tgα ctgα −ctgα −tgα tgα

ctgα tgα  −tgα  −ctgα ctgα tgα −tgα −ctgα ctgα

Ì i s î l .  à) cos(15π + α); b) tg(π + α) ifîdàlàrni o‘tkir

burchàk trigînîmåtrik funksiya ko‘rinishigà kåltiràmiz, 0
2

< <α π .
Y e c h i s h .  a) cos( 7•2π + π + α) = cos(π + α). Bundà π + α

burchàk, dåmàk, 15π + α burchàk hàm, uchinchi chîràkkà
qàràshli. Bu chîràkdà kîsinusning ishîràsi mànfiy, hîsil
bo‘làdigàn funksiyaning nîmi kîsinusligichà qîlàdi. Dåmàk,
cos(15π + α) = − cosα;

b) uchinchi chîràkdà tàngåns musbàt. Nàtijàdà tg(π + α) = tgα
hîsil bo‘làdi.
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Ì à s h q l à r

1.86. Bir nåchà kåltirish fîrmulàsini gåîmåtrik usuldà isbît-
làng.

1.87. Ifîdàning qiymàtini tîping:
1 ) sin1080°; 2) cos1080°; 3) tg1080°;

4) ctg1080°; 5) 1080° li yoy sàhmini; 6) ( )5
6

sin 7 π ;

7) ( )49
6cos − π ;         8) ( )29

8tg − π ;                       9) ( )32
3

ctg − π .

1.88. Ifîdàlàrni sîddàlàshtiring:

1) ( ) ( ) ( ) ( )55 51 73 101
3 4 3 4sin cos sin cosπ π π π− − ;     2) 

tg tg

ctg ctg

−











− 











32
3

47
4

1 17
6

21
4

π π

π π
.

1.89. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) 
( ) ( )

( ) ( )
2

2

52 sin cos 16 1 tg ( )2
5 7 1 tg ( )cos( ) 2 cos cos
2 2

π+α π+β + π+α+β
π π − π−α+βα−β + +α +β

= ;

2) 
sin cos

(cos( ) sin )
(sin( ) cos( ))

9
2

11
2

2 4
1
2

5 9

π α π α

π α α
π α π α

+



 + +





+ +
⋅ + + − = − ;

3) 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

197sin 11 cos tg
2 2

19 15cos cos tg( 11 )
2 2

ctg
x x x

x x x
x

πππ− + −

π π− − − π
= − .

4. Ikkilàngàn và uchlàngàn àrgumåntning trigînîmåtrik
funksiyalàri. Àgàr α + β burchàk trigînîmåtrik funksiyalàri
fîrmulàlàridà α = β dåyilsà, 2α burchàk trigînîmåtrik funksiyalàri
fîrmulàlàri hîsil qilinàdi. Ulàr 2α àrgumånt funksiyasini α
àrgumånt funksiyasi îrqàli ifîdàlàshgà imkîn båràdi:

sin2α = 2sinαcosα;      (1)                cos2α = cos2α − sin2α;      (2)

2
2tg

1 tg
tg2 α

− α
α = ;                 (3)                            

2ctg 1
2ctg

ctg2 α−
αα = .          (4)

Àksinchà, α àrgumånt funksiyasini 2α funksiyasi îrqàli hàm
bårish mumkin. Chunînchi, 1 = sin2α + cos2α àyniyat và (2)
fîrmulà bo‘yichà 1 + cos2α = 2cos2α và 1 − cos2α = 2sin2α yoki
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cos2α = 2cos2α − 1                                       (5)
và

cos2α = 1 − 2sin2α                                         (6)
hosil qilinàdi. (5) và (6) fîrmulàlàrni quyidàgi ko‘rinishdà hàm
yozish mumkin:

2 1 cos2
2cos + αα = ;                                            (7)

2 1 cos2
2sin − αα = .                                              (8)

Àgàr cosα ≠ 0 bo‘lsà, (1) tånglikning o‘ng qismini sin2α +
+cos2α gà, ya’ni 1 gà, so‘ng suràt và màõràjni cos2α gà bo‘lsàk,
quyidàgini hîsil qilàmiz:

2

2 2 2 2

2

sin cos2
2 sin cos cos
sin cos sin cos

cos

sin2 a

a

α α⋅
α α

α+ α α+ α
α = = ,

bundàn:

2
2tg

1+tg
sin2 α

α
α = .                                                 (9)

Shu kàbi:

2

2
1 tg

1+tg
cos 0 äà cos2 − α

α
α ≠ α = .                       (10)

Shuningdåk, 1
tg2ctg2 αα =  và (3) fîrmulà bo‘yichà:

21 tg
2tg 2ctg2 , ,  ka k Z− α π

αα = ≠ ∈ .                   (11)

Uchlàngàn àrgumånt 3α ning trigînîmåtrik funksiyalàrini
yuqîridà tîpilgàn fîrmulàlàrdàn fîydàlànib tîpish mumkin.
Ìàsàlàn,

sin3α = sin(2α + α) = sin2αcosα + cos2αsinα =

 = 2sinαcos2α + (1 − 2sin2α)sinα = sinα(2(cos2α − sin2α) + 1) =

 = sinα(2(1 − 2sin2α) + 1) = sinα(3 − 4sin2α),

sin3α = sinα(3 − 4sin2α).                           (12)

Shu kàbi: cos3α = cosα(4cos2α − 3).
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Ì à s h q l à r

1.90. sinα = −0,83, π α π< < 3
2

 bo‘yichà sin2α, cos2α, tg2α ni

tîping.
1.91. cosα = −0,4, sinα < 0 bo‘yichà sin2α, cos2α, tg2α ni

tîping.

1.92. tgα = −3 bo‘yichà ctg2α ni tîping.

1.93. Àgàr 0 < <α π
2
 bo‘lsà, sin2α < 2sinα bo‘lishini isbît qiling.

1.94. ctgα = −1,2, π α π
2

< <  bo‘yichà sin3α, cos3α, cos4α, tg4α
ni tîping.

1.95. Àgàr tgα = 0,3, tgβ = 0,4 bo‘lsà, tg(2α − β) ni tîping.
1.96. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) ( )
2cos 2 1 cos 1

25cos 2
2

ctgt t

t
t

π
+ −

+
= − ; 2) 2 2 4

2 2
sin sin

sin
t t

t t
t−

+
=

sin4
tg2 ;

3) sin
cos

2 2
2 2t t

t
t

+ =tg
tg2

; 4) 1 2 22− = −cos t

t
t t

1
2
sin4

tg2 ctg ;

5) cos
sin

t t
t

t
+ = +ctg

ctg
1 2 ; 6) ( ) ( )

2 1

4 4

2

2
1cos

sin

t

t t

−

− −
=

2ctg π π ;

7) 1 + = +
cos

sin
t

t t
t
tg

tg
; 8) ( )

2 4 1 2

2
2

2

8
sin ( )

sin
t t

t
t

−

+
=tg

1+ctg2 π ;

9) cos cos cos
sin sin sin

2 5 3 4
2 5 3 4

3t t t
t t t

t+ +
+ +

= ctg ;      10) tg55°tg65°tg75° = tg85°.

1.97. Ifîdàlàrni sîddàlàshtiring:

1) 2 3 4 5 6 7
15 15 15 15 15 15 15

cos cos cos cos cos cos cosπ π π π π π π ;

2) ( ) ( )2 2 2 25 11
2 2

sin cos sin (5 )sin cos (5 )cosπ πα − α − π−α α − π−α + α ;

3) ( ) ( )
2 sin(17 )13

2 15sin tg sin( )
2

2ctg 2 π−απ
π +α + α −α

− α + ;

4) 2 2
3 32 2
cos sin

sin sin cos
α α

α α α
−

− +
; 5) sin cos sin cos

cos

4 4

2
2 2 2 2 2

2 2 1
t t t t

t
+ −

−
;
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6) 1 + 2cos2α + 2cos4α + 2cos6α;

7) ( ) ( )7 172 2
2 2

cos tg(5 ) sinπ π− α + απ − α + ;    8) 
( )(1 tg2 ) cos 2
4

1 tg2

π+ α + α

− α
.

5. Yarim àrgumåntning trigînîmåtrik funksiyalàri. Bu fîrmu-

làlàr îldingi bànddà bårilgàn (4)–(11) fîrmulàlàrdàgi α o‘rnigà α
2

ni qo‘yish îrqàli hîsil qilinàdi. Jumlàdàn,(7),(8) fîrmulàlàr bo‘-

yichà 2 1 cos
2 2

cos ,α + α=  2 1 cos
2 2

sin α − α=   yoki

1 cos
2 2

cos α + α= ;                                             (1)

1 cos
2 2

sin α − α= .                                               (2)

Àgàr (2) tånglik (1) gà hàdmà-hàd bo‘linsà:

1 cos
2 1 cos

tg α − α
+ α

=                                                (3)

tånglik hîsil bo‘làdi. 1
tg

ctg
α

α =  bo‘lgàni uchun

ctg α α
α2

1
1

= +
−
cos
cos

.                                               (4)

tånglik hàm o‘rinlidir.
(1)–(4) fîrmulàlàr trigînîmåtrik funksiyalàr qiymàtlàrining

mîdulini tîpishgà imkîn båràdi. Ulàrning ishîràlàri esà α
2

àrgumåntning qàysi chîràkkà tågishli ekànigà bîg‘liq.

Ì i s î l .  5
3 2

sin ,  πα = ≤ α ≤ π  ekàni mà’lum. 
2 2

sin ,  cos ,α α

2
tg α  ni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Shàrtdàn fîydàlànib π α π
4 2 2

≤ ≤  bo‘lishini àniq-
làymiz. Bu îràliqdà bàrchà trigînîmåtrik funksiyalàr musbàt.
Yuqîridà tîpilgàn fîrmulàlàrdàn fîydàlànàmiz. Îldin cosα ni
tîpàylik:

2 5 2
9 3

cos 1 sin 1α = − α = − − = − .

U hîldà:

( ) ( )2 21 1
3 31 5

2 2 2 2 266
cos ,  sin ,  tg 5

+ − − −
α α α= = = = = .
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Yarim àrgumåntning tàngånsi uchun yanà bir fîrmulà hîsil

qilish màqsàdidà tg α
α

α2
2

2

=
sin

cos
 tånglikning o‘ng qismidàgi kàsr

suràt và màõràjini 2sin α
2

 gà ko‘pàytiràmiz:

( )
tg α

α

α α

α

α
α

α2

2
2

2
2 2

2 1
2

2
2

1
2

= = =
⋅ −

⋅

−
sin

cos sin

cos

sin

cos
sin ,

tg α α
α2

1= −cos
sin

.                                                  (5)

Àgàr suràt và màõràj 2cos α
2

 gà ko‘pàytirilsà,

tg α α
α2 1

=
+
sin
cos

.                                    (6)

(5) và (6) fîrmulàlàr bo‘yichà:

ctg α α
α

α
α2 1

1= =
−

+sin
cos

cos
sin

.                                         (7)

M à s h q l à r

1.98. Bårilgàn: 1) α π=
6

; 2) 
4
πα = ; 3) cosα = −0,4, 

2
π < α < π ;

4) ctgα = 4, 3
2

π < α < π ;    5) sinα = 0,8; 450° < α < 540°.

Òîping:  
2 2 2

sin ;   cos ;   tgα α α .

1.99. sin15°, cos15°, sin18°, cos18°, sin12°, cos12° làr
hisîblànsin.

1.100. Ifîdàlàrni sîddàlàshtiring:

1) 1 6
2

−cos α ; 2) 1 10+ cos x ; 3) 2 2

2
cos cosα α− ;

4) 1 4
4

+cos
sin

α
α

; 5) 
( )
( )

sin

sin

7
2 1

5
2 1

π α

π α

− +

+ +
.

1.101. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) ( ) ( )2

2 4 2
1 cos 2 cosπ π α− + α = − ;
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2) ( ) ( )25
2 4 2

1 cos 2 sinπ π α+ + α = − ; 3) 
( )

( )
tg ctg

2 2

tg ctg
2 2

cos
α απ− −

α α+ π−
= − α ;

4) ( )tg ctg ctgπ αα α− + =
2 2

2 ;    5) 4 4 3 cos 4
4

sin cos + αα + α = ;

6) cos4α − sin4α = cos2α.

6. Òrigînîmåtrik funksiyalàrni yarim àrgumånt tàngånsi îrqàli

ifîdàlàsh. sinα và cosα ni 
2

tg α  îrqàli ifîdàlàshdà sin α =

2 2
2 sin cosα α= ⋅ , 2 2

2 2
cos cos sinα αα = −  và 2 2

2 2
sin cos 1α α+ =

fîrmulàlàrdàn fîydàlànàmiz. 
2 2

2 sin cos
2 2

cos sin
2 2

sin
α α⋅

α α+
α =  tånglikkà egà-

miz. Bu tånglikdàgi kàsrning suràt và màõràjini 2

2
cos 0α ≠  gà

bo‘lib,

2

2 tg
2

1 tg
2

sin
α

α+
α =                                                  (1)

tånglikni hîsil qilàmiz. Õuddi shu kàbi, 
2 2

2 2

cos sin
2 2

cos sin
2 2

cos
α α−

α α+
α =  tång-

lik yordàmidà quyidàgi tånglik hîsil qilinàdi:
2

2

1 tg
2

1 tg
2

cos
α−

α+
α = .                                                (2)

tgα và ctgα ni tg α
2

 îrqàli ifîdàlàsh uchun (1) ni (2) gà và
àksinchà, (2) ni (1) gà hàdmà-hàd bo‘lish yetàrli. Nàtijàdà
quyidàgi tångliklàrgà egà bo‘làmiz:

2

2 tg
2

1 tg
2

tg
α

α−
α = ,                                             (3)

21 tg
2

2 tg
2

ctg
α−

α
α = .                                                (4)

Ì i s î l .  Àgàr 2
2 3

tg α = −  bo‘lsà, 2 3+
−

cos α
α4 5sin

 ni hisîblàng.
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Y e c h i s h .  (1) và (2) fîrmulàlàrgà ko‘rà,

( )
( )2

2 42 1
3 912 5

13 4 132 11 93

sin ,    cos
⋅ − −

++ −

α = = − α = =
.

Bundàn  

152
2 3cos 13 41
4 5 sin 112604

13

+
+ α
− α +

= = .

Ì à s h q l à r

1.102. Ifîdàni sîddàlàshtiring:

1) 
tg

tg2

α α
α

⋅
+
cos 2

1
; 2) cos2 tg

tg

2

2

α α α
α

− ⋅
+
cos 2

1
.

1.103. 1
2 2

tg x =  bo‘lsà, sinx, cosx, tgx, ctgx ni tîping.

1.104. 1
5

sin cosx x+ =  bo‘lsà, 
2

tg x  ni tîping.

1.105. Àyniyatni isbîtlàng:

1) 
1 tg

cos 2
1-sin 1 tg

2

α+
α
α α−

= ;  2) 
ctg 1

cos 2
1 sin ctg 1

2

α −
α

+ α α +
= ;

3) 

2
tg 1

1 sin2
1 sintg 1

2

α +
+ α

α − α−

 
  =
 
 

;  4) 1 sin cos
1 sin cos 2

ctg+ α+ α α
+ α− α

= ;

  5) ( )22
2 2

cos 1 tg 1 sinα α+ = + α ;          6) ( )22
2 2

sin ctg 1 1 sinα α − = − α .

7. Òrigînîmåtrik funksiyalàr yig‘indisini ko‘pàytmàgà và
ko‘pàytmàsini yig‘indigà àylàntirish. Ikki burchàk yig‘indisi và
àyirmàsi sinusi munîsàbàtlàrini hàdmà-hàd qo‘shàylik:

sin(  + ) = sin cos  + cos sin

sin(  – ) = sin cos  – cos sin  

α β α β α β

α β α β α β 
sin(  + ) + sin(  - ) = 2sin cos , α β α β α β

bundàn:
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( )1
2

sin cos sin( ) sin( )α β = α + β + α − β .                        (1)

Shu kàbi ikki burchàk kîsinusi yig‘indisi và àyirmàsi munîsà-
bàtlàrini hàdmà-hàd qo‘shsàk và àyirsàk, quyidàgi fîrmulàlàr
hîsil bo‘làdi:

( )1
2

cos cos cos( ) cos( )α β = α + β + α − β ,                   (2)

( )1
2

sin sin cos( ) cos( )α β = α − β − α + β .                       (3)

Òrigînîmåtrik funksiyalàr ko‘pàytmàsini yig‘indi yoki àyirmà
ko‘rinishigà kåltirish màqsàdidà α + β = u, α − β = v dåb îlàmiz.

Bulàrdàn 
2 2

,  u u+ −α = β =v v  làrni tîpib, (1) fîrmulàgà qo‘ysàk,
nàtijàdà:

2 2
sin sin 2 sin cosu uu + −+ = v vv .                               (4)

(4) fîrmulàdà v ni −v gà àlmàshtirsàk,

2 2
sin sin 2 sin cosu uu − +− = v vv .                                (5)

(2) và (3) fîrmulàlàr bo‘yichà quyidàgi tångliklàr hîsil
bo‘làdi:

2 2
cos cos 2 cos cosu uu + −+ = v vv ,                                (6)

2 2
cos cos 2 sin sinu uu + −− = − v vv .                                    (7)

1 - m i s î l .  cos45° + cos15° ni hisîblàymiz.
Y e c h i s h .  (6) fîrmulà bo‘yichà:

45 15 45 15
2 2

3 31
2 2 2

cos 45 cos15 2 cos cos

2 cos 60 cos30 2 .

+ −+ = =

= = ⋅ ⋅ =

o o o oo o

o o

Òàngåns và kîtàngånsgà tààlluqli fîrmulàlàrni chiqàràylik:
sin( )sin sin sin cos cos sin

cos cos cos cos cos cos
tg tg uu u u

u u u
u

+++ = + = = vv v v
v v v

v ,

bundàn
sin( )
cos cos 2

tg tg ,  ,  ,  u
u

u u k k Z
+ π+ = ≠ + π ∈v

v
v v .             (8)

Quyidàgi fîrmulàlàr hàm shu tàrtibdà kåltirib chiqàrilàdi:
sin( )
cos cos 2

tg tg ,  ,  ,  
u

u
u u k k Z

− π− = ≠ + π ∈v
v

v v ,             (9)
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ctg ctg    u u k k Z
u

u
+ = ≠ ∈+

v v
v
v

sin( )
sin sin

, , ,π ,              (10)

ctg ctg    u u k k Z
u

u
− = ≠ ∈−v v

v
v

sin( )
sin sin

, , ,π .               (11)

2 − m i s î l .  Àgàr u + v + w = π bo‘lsà, ctgu + ctgv − tgw =
= −ctgu ctgv tgw bo‘lishini isbît qilàmiz.

Y e c h i s h .
ctgu + ctg v − tgw = ctgu + ctgv − tg(π − (u + v)) = ctgu + ctgv + tg(u + v) =
sin( ) sin( ) sin( )(cos( ) sin sin ) sin( )cos cos
sin sin cos( ) sin sin cos( ) sin sin cos( )

u u u u u u u
u u u u u u

+ + + + + +
+ + += + = = =v v v v v v v

v v v v v v

ctg ctg tg( ) ctg ctg tg( ) ctg ctg tgu u u w u w= + = π − = −v v v v

Ì à s h q l à r

1.106. Òrigînîmåtrik funksiyalàr yig‘indisi ko‘rinishidà
yozing:

1) 2sin22°cos12°; 2) sinxsin(x − 1);

3) 4sin35°cos25°sin15°; 4) 8cos3°cos6°cos12°cos24°.

1.107. Hisîblàng:
1) cos80°cos40°cos20°;   2) tg35°tg55°.

3) 2cos80 cos20

sin10

−


 
;   4) cos20°cos40°cos80°;

5) cos9°cos27°cos63°cos81°;   6) sin20°sin40°sin60°sin80°.

1.108. Ko‘pàytmà yoki ko‘pàytmàlàr ko‘rinishidà tàsvirlàng:

1) cos43° + cos37°; 2) sin76° − sin26°;
3) sin57° − cos64°; 4) sin18° + cos15°;

5) 5 7
sin cosπ π− ; 6) cos6x + cos4x;

7) cos2α − cos2β; 8) cosα − cosβ;
9) ctg2α − ctg2β; 10) cosx + cos3x + cos5x + cos7x;
11) sinx + sin2x + sin3x + sin4x ;
12) sin20° + sin10° + sin30°;

13) 2
cos cos sin α+βα + β + ;       14) sin2x − cosx − sin5x;

15) ( ) ( )10 10
cos cos sinx x xπ π+ − − − ;

4 Àlgebra, II qism
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16) sin(5α + β) + sin(3α + β) + sin2α;

17) 2
ctg cos ctg cos ,  0 πα + α + α − α < α < ;

18) 1 − ctgα; 19) 1 + ctgα;
20) 1 − tgα; 21) 1 − sin(π − x) + cos(π − x);

22) ctgα + ctg2α − tg3α.

1.109. Àyniyatni isbît qiling:

1) 
sin( ) sin( )
sin( ) sin( )

ctg ctg
t s t s
t s t s

t s
+ − −
+ + −

= ;

2) 2
2

2(1 sin sin cos cos ) 4 cos t st s t s −+ + = .

3) (sin3t + sin5t)2 + (cos3t + cos5t)2 = 4cos2t;

4) tg20° + tg40° + tg80° − tg60° = 8cos50°;

5) 6 4 2 1
3

ctg 20 9ctg 20 11ctg 20− + =o o o ;

6) cos 9°cos 27°cos 63°cos 81° + cos 12°cos 24°cos 48°cos 96° = 0;

7) 

( 1)
sin sin

2 2

sin
2

sin sin 2 sin 3 ... sin

nn

n

+ αα

α
α + α + α + + α = ;

8) 

( 1)
sin cos

2 2

sin
2

cos cos 2 cos 3 ... cos

nn

n

+ αα

α
α + α + α + + α = ;

9) Àgàr sinα + sinβ = 2sin(α + β) và α β π+ ≠
2

k  bo‘lsà,

1
2 2 3

tg tg βα + =  bo‘làdi;

 10) Àgàr x
2

0 π≤ ≤  bo‘lsà, 
2

1 sin 1 sin 2 sin xx x+ − − =

bo‘làdi.
1.110. Yig‘indini hisîblàng:

1) cosα + 2cos2α + 3cos3α + ... + n cosnα;

2) 1 1 1
cos cos 2 cos 2 cos 3 cos 9 cos10

...
α α α α α α

+ + + ;

3) sinα − sin2α + sin3α − ... + (−1)n sin n α.
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8. Gàrmînik tåbrànishlàrni qo‘shish. 1) y = A sin(ωt + α)
gàrmînik tåbrànishni ikki gàrmînik tåbrànish yig‘indisi ko‘ri-
nishidà yozishdà sin(x + z) = sinxcosz + cosõsinz fîrmulàdàn
fîydàlànàmiz:

y = A sin(ωt + α) = A cosαsinωt + A sinαcosωt,
bungà C1 = À cosα, C2 = A sinα bålgilàsh kiritsàk:

y = Asin(ωt + α) = C1sinωt + C2cosωt,  
2 2
1 2A C C= + ;        (1)

2) ikkità gàrmînik tåbrànishning 1 2sin cosC t C tω + ω  yig‘in-

disini ( )1 2sin cos
C C
A A

A t tω + ω  ko‘rinishdà yozib îlàylik. ( )21C
A

+

( )22 1C
A

+ =   bo‘lgàni uchun 1 2cos ,  sin
C C
A A

= α = α  tångliklàr

o‘rinli bo‘làdigàn  α∈[0; 2π] sîn màvjuddir.

Bu yerdàn ikkità gàrmînik tåbrànishning 1 2sin cosC t C tω + ω
yig‘indisini 1 2sin cos sin( )C t C t A tω + ω = ω + α  ko‘rinishdà yozish
mumkinligi và gàrmînik tåbrànishlàrning yig‘indisi hàm gàrmînik
tåbrànish bo‘lishini ko‘ràmiz;

3) bir õil ω chàstîtàli ikki C1sinωt + C2 cosωt và a sinωt +
+b cosωt gàrmînik tåbrànish yig‘indisi (C1 + a)sinωt + (C2 +
+b)cosωt bo‘làdi, bundà ω − yig‘indining chàstîtàsi, À −

àmplitudàsi, 2 2
1 2( ) ( )A C a C b= + + + .

Yig‘indining àmplitudàsi và bîshlàng‘ich fàzàsini qo‘shiluvchi
tåbrànishlàr àmplitudàlàri và bîshlàng‘ich fàzàlàri îrqàli ifîdà-
làylik:

C1 = A1cosα1, C2 = A2cosα2, a = A2cosα2, b = A2sinα2 bo‘lsin. U
hîldà:

2 2 2 2
1 2 1 1 2 2

2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 1 21

2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 1 2 22 1 2

2 2
1 2 1 21 2

( ) ( ) ( cos cos )

( sin sin ) cos 2 cos cos

cos sin 2 sin sin sin

2 cos( )           (2)

A C a C b A A

A A A A A

A A A A A

A A A A

= + + + = α + α +

+ α + α = α + α α +

+ α + α + α α + α =

= + α − α +

Yig‘indi tåbrànishning α bîshlàng‘ich fàzàsi quyidàgi tånglik-
làrdàn biri bo‘yichà tîpilàdi:

( )1
1 1 2 2

1cos cos cos
C a

A A
A A

+
α = = α + α ,                 (3)
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( )sin sin sinα α α= = +
+C b

A A
A A2

1 1 2 2
1 ,                    (4)

1 1 2 2

1 1 2 2

sin sin
cos cos

tg
A A

A A

α + α
α + α

α = .                                          (5)

Hàr õil chàstîtàli gàrmînik tåbrànishlàrni qo‘shish màsàlàlàri
îliy màtåmàtikà kurslàridà qàràlàdi.

Ì i s î l . 5 sin 9 75 cos 9y x x= +  funksiyaning eng kàttà và
eng kichik qiymàtlàrini tîping.

Y e c h i s h . Funksiyani sin( )y A t= ω + α  ko‘rinishdà tàsvir-
làymiz:

( )

2 2

2 2 2 2

5 75

5 ( 75 ) 5 ( 75 )

31
2 2 3

5 ( 75) sin 9 cos 9

10 sin 9 cos 9 10 sin 9 .

y x x

x x x

+ +

π

 
 = + ⋅ + =
 
 

 = ⋅ + = + 
 

Bu yerdàn, ( )3
10 10 sin 9 10x π− ≤ + ≤  tångsizlikkà egà bo‘làmiz.

( )7
27

10y π = − , ( )54
10y π =  tångliklàr o‘rinli và bàrchà x∈R làrdà

10 ( ) 10y x− ≤ ≤   bo‘lgàni uchun y(x) funksiyaning eng kichik
qiymàti −10 gà, eng kàttà qiymàti esà 10 gà tång bo‘làdi.

Ì à s h q l à r

1.111. Ifîdàlàrni A sin(ωt + α) ko‘rinishgà kåltiring:

1) 3sin5t + 4cos5t;                   2) ( ) ( )6 6
11sin 3 23 cos 3t tπ π− + − ;

3) ( ) ( )3 3
12 sin 2 5cos 2t tπ π+ + + .

1.112. Quyidà bårilgàn funksiyalàrning eng kàttà và eng ki-
chik qiymàtlàrini tîping:

1) 60sin3x − 11cos3x;   2) −12sin4x + 5cos4x;

3) 2 sin 5 cosx x+ ;    4) ( ) ( )4 4
4 sin 3 3cos 3x xπ π− − − .

1.113. Gàrmînik tåbrànishlàr yig‘indisini tîping:

1) y = 4sin3t  và ( )3
5 sin 3y t π= − ;

2) ( )4
6 sin 2y t π= +  và ( )4

sin 2y t π= − ;
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3) ( )3
2 sin 5y t π= −    và

( )3
5 sin 5y t π= + ;

4) y = 3sin 6t  và ( )6
2 sin 6y t π= − .

1.114. O‘zgàruvchàn tîk tàrmî-
g‘idà I tîk kuchi và t vàqt îràsidàgi
bîg‘lànish I = Imsin(ωt + ϕ) îrqàli
bårilàdi, bundà Im – tîk kuchining
àmplitudàviy qiymàti, ω – tåb-
rànishning dîimiy chàstîtàsi, ϕ –
tîk kuchi bilàn kuchlànishning fàzàviy fàrqi. Àgàr Im = 3, ω = 600,
ϕ = 1,2 bo‘lsà, bîshlàng‘ich fàzàdàgi tîk kuchining màksimàl
qiymàtini và såkundigà dàvrlàr sînini tîping.

1.115. Bîshlàng‘ich t0 vàqt mîmåntidà R = |OM | ràdiusli
àylànàdàgi Ì nuqtà o‘zi turgàn qism àylànà bo‘ylàb ω burchàk
tåzlik bilàn hàràkàt qilmîqdà (I.38-ràsm). U t vàqtdà
ϕ = ∠ÌÎÌ1 burchàkkà burilgàn, ϕ = ωt và Ì1(x; y) nuqtàgà
yetgàn. Hàràkàt dàvîmidà OX o‘qidàgi x nuqtà MN diàmåtr
bo‘yichà, OY o‘qidàgi y nuqtà KL diàmåtr bo‘yichà bîrib-
qàytàdi và bu hàràkàt gàrmînik tåbrànish qînuniyati bo‘yichà
o‘tàdi.

1) Kîîrdinàtàlàri shàkli o‘zgàruvchàn to‘g‘ri burchàkli uch-
burchàk OxM1 ning kàtåtlàri ekànidàn fîydàlànib, x và y
nuqtàlàrning gàrmînik tåbrànishlàri tånglàmàlàrini tuzing;

2) bundày tånglàmàlàrni ϕ0 ≠ 0 và burilish burchàgi ϕ + ϕ0 gà
tång bo‘lgàn hîl uchun hàm tuzing;

3) R = 10 sm, ϕ0 = 0, ϕ = 30°; 60°; 90°; 180°; 270°; 450° dà
jism qànchàgà siljiydi?

4) ω = 2π/T và t = 10 s bo‘lsà, bir to‘liq tåbrànish uchun kåtà-
digàn Ò vàqtni hisîblàng, ϕ ning qiymàtlàrini 3- sàvîldàn îling.

4- §. Òrigînîmåtrik tånglàmàlàr

và tångsizliklàr

Nîmà’lum sîn fàqàt trigînîmåtrik funksiyalàrning àrgumånti
sifàtidà qàtnàshgàn tånglàmà (tångsizlik) trigînîmåtrik tånglàmà
(trigînîmåtrik tångsizlik) dåyilàdi.

Ì
X

N

Y
K

L

O ϕ
x

I.38-rasm.

Ì
1

y
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sinα = m, cosα = m, tgα = m, ctgα = m ko‘rinishdàgi
tånglàmàlàr eng sîddà trigînîmåtrik tånglàmàlàrdir. Bu
tånglàmàlàrdà tånglik bålgisi tångsizlik bålgisi bilàn àlmàshtirilsà,
eng soddà trigînîmåtrik tångsizliklàr hîsil bo‘làdi.

Îdàtdà trigînîmåtrik tånglàmàlàrni (tångsizliklàrni) yechish
bittà yoki bir nåchtà eng sîddà trigînîmåtrik tånglàmàlàrni
(tångsizliklàrni) yechishgà kåltirilàdi.

1. sinα = m ko‘rinishdàgi eng sîddà tånglàmà. Àrksinus. sinα = m
tånglàmàni yechish birlik àylànàdàgi shundày B(α) nuqtàni
tîpishdàn ibîràtki, uning y = sinα îrdinàtàsi m gà tång bo‘lishi
kåràk. Buning uchun gîrizîntàl diàmåtrgà pàràllål bo‘lgàn y = m
to‘g‘ri chiziq bilàn birlik àylànàning kåsishish nuqtàlàrini tîpish
kåràk. Uch hîl bo‘lishi mumkin:

à) àgàr |m| > 1 bo‘lsà, y = m to‘g‘ri chiziq àylànàni kåsmày,
undàn yuqîri yoki quyidàn o‘tàdi (I.39-à ràsm). Dåmàk, bu
hîldà tånglàmà yechimgà egà emàs;

b) àgàr |m| = 1 bo‘lsà, to‘g‘ri chiziq àylànàgà yo yuqîridàgi

( )1 2
B π  nuqtàdà yoki quyidàgi ( )2 2

B π−  nuqtàdà urinib o‘tàdi

(I.39-b ràsm). Bu hîldà tånglàmà yagînà ildizgà egà: 
2
πα =  yoki

2
πα = − . Àgàr funksiyaning Ò = 2π àsîsiy dàvri hàm e’tibîrgà

îlinsà, yechimni 
2

2 ,  k k Zπα = + π ∈  ( )2
2 ,  k k Zπα = − + π ∈

ko‘rinishdà yozish mumkin;
d) |m| < 1 bo‘lsà, y = m to‘g‘ri chiziq àylànàni  B1(α0) và

B2(π − α0) nuqtàlàrdà kåsàdi(1.39-d ràsm). Dåmàk, tånglà-
màning yechimi shu nuqtàlàrning kîîrdinàtàlàri bo‘lgàn bàrchà
sînlàr to‘plàmlàrining birlàshmàsi bo‘làdi:

Y

O       A      X

| m | > 1
Y

O       A      X

B
1

B
2

| m | = 1

Y

O       A      X

B
1

B
2

| m | < 1

α
0

π−α
0

              à)                                   b)                                 d)

I.39-rasm.

D
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{α0 + 2kπ, k∈Z}∪{π − α0 + 2kπ, k∈Z}.

Yechimni x = α0 + 2kπ, k∈Z; x = π − α0 + 2kπ, k∈Z
ko‘rinishdà hàm yozish mumkin.

Yechimning gåîmåtrik tàhlilidà y  = m to‘g‘ri chiziq bilàn
sinusîidàning kåsishish nuqtàsi hàqidà hàm gàpirilishi mumkin.

1 - m i s î l .  3
2

sin α =  tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  3
2

y =  (y < 1) to‘g‘ri chiziq kîîrdinàtàli àylànàni

( )1 3
B π  và ( )2

2
3

B π  nuqtàlàrdà kåsàdi (I.39-d ràsm). B1 nuqtà

bàrchà 
3

2 ,kπ + π  k Z∈  sînlàr to‘plàmigà, B2 nuqtà esà bàrchà

2
3

2 ,  k k Zπ + π ∈  ko‘rinishdàgi sînlàr to‘plàmigà mîs. Bàrchà

yechimlàr to‘plàmini 
3

2 ,  ;k k Zπα = + π ∈  2
3

2 ,  k k Zπα = + π ∈

yoki { }3
2 ,  k k Zπ + π ∈ ∪  { }2

3
2 ,  k k Zπ + π ∈  ko‘rinishdà yozish

mumkin.

2 - m i s î l .  à) sinα = 1; b) sinα = −1; d) sinα = 0
tånglàmàlàrni yechàmiz.

Y e c h i s h .  à) Kîîrdinàtàli àylànàdà fàqàt bittà ( )1 2
B π

nuqtàning îrdinàtàsi 1 gà tång (I.39-b ràsm). Y e c h i m :

α ππ= + ∈
2

2 k k Z,  ;

b) ( )2 22
(0;  1)B Bπ− = −  nuqtà bo‘yichà 

2
2 , k k Zπα = − + π ∈ ;

d) îrdinàtàsi 0 bo‘lgàn nuqtà ikkità: A(0) và D(π) (I.39-d
ràsm). À nuqtàgà 2kπ, k∈Z, D nuqtàgà esà π + 2kπ, k∈Z sînlàr
mîs kålàdi.

J à v î b :  α = 2kπ, k∈Z; α = π + 2kπ, k∈Z.
|m| ≤ 1 dà y = m to‘g‘ri chiziq và o‘ng yarim birlik àylànà yagînà

umumiy nuqtàgà egà bo‘làdi. Shu sàbàbli sinα = m (| m | ≤ 1)

tånglàmà  [ ]− π π
2 2
;   îràliqqà tågishli bo‘lgàn yagînà x0 yechimgà

egà. sinα = m tånglàmàni qànîàtlàntiruvchi 0 2 2
;  π π α ∈ −   sîni m

sînning àrksinusi dåyilàdi và arcsinm îrqàli bålgilànàdi. Òà’rifgà
ko‘rà
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sin(arcsinm) = m            (1)
và

2 2
arcsin mπ π− ≤ ≤                   (2)

bo‘làdi. Àksinchà, sinα = m và 
2
π− ≤

2
π≤ α ≤  bo‘lsà, α = arcsinm bo‘làdi.

3-misîl.  à) arcsin 3
2

; b) arcsin( )1
2

− ;

d) 3
2

arcsin  − 
 

 ifîdàlàrni hisîblày-

miz.

Y e c h i s h .  à) 3
2

sin x =  bo‘yichà 1 3
,x π=  2

2
3

x π= . Àrksinus-

ning tà’rifi bo‘yichà 2 2
xπ π− ≤ ≤  bo‘lishi kåràk. Bu shàrtgà 1 3

x π=

to‘g‘ri kålàdi. Dåmàk, 3
2 3

arcsin π= .

b) ( ) 1
26

sin ,π− = −  
2 26
π π π− ≤ − ≤   bo‘lgàni uchun arcsin ( )1

2
− =

6
π= −   bo‘làdi.

d) ( ) 3
3 2 2 3 2

sin ,  π π π π− = − − ≤ − ≤ .  Dåmàk, 3
2 3

arcsin π − = − 
 

.

I.40-ràsmdàn y = m và α = arcsinm sînlàri îràsidàgi bîg‘lànish
àyon bo‘làdi. Chizmàdà α = arcsinm và −α = arcsin(−m). Dåmàk,

arcsin(−m) = −arcsinm.                                      (3)

Shundày qilib, |m| ≤ 1 bo‘lgàn hîldà sinα = m tånglàmàning α
yechimi {arcsinm + 2kπ, k∈Z}∪{π − arcsinm + 2kπ, k∈Z}
to‘plàmlàr birlàshmàsi ko‘rinishidà yoki α = arcsinm + 2kπ, k∈Z;
α = π − arcsinm + 2kπ, k∈Z ko‘rinishdà yoki bu kåyingi ikki
fîrmulàni birlàshtirib,

α = (−1)k  arcsinm + kπ, k∈Z                          (4)

ko‘rinishdà yozish mumkin.

4 - m i s î l .  à) 1
7

sin α = ;   b) 1
9

sin α = −  tånglàmàlàrni
yechàmiz.

Y e c h i s h .  à) 1
7

sin α =  tånglàmà yechimini (4) fîrmulà

bo‘yichà 1
7

( 1) arcsin ,  k k k Zα = − + π ∈  ko‘rinishdà yozàmiz;

Y

XO

m

−m
−α

α

B
1
(arcsinm)

B
2
(arcsin(−m))

I.40-rasm.
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b) (3) munîsàbàtgà ko‘rà ( )1 1
9 9

arcsin arcsin− = .

Y e c h i m :  { } { }1 1
9 9

arcsin 2 , arcsin 2 , k k Z k k Z− + π ∈ ∪ π + + π ∈

yoki 1 1
9

( 1) arcsin ,  k k k Z+α = − + π ∈  ekànligi kålib chiqàdi.

Ì à s h q l à r

1.116. Òånglàmàlàrni yeching và gràfik yordàmidà tushun-
tiring:

1) sinx = −0,5; 2) sinx = −0,75; 3) sinx = 0,2; 4) 7
8

sin x = ;

5) 2
2

sin x = ; 6) 3 03
2

sin x + = ; 7) 5 sinx − 7 = 0; 8) 6 sinx − 2 = 0.

1.117. Òånglàmàlàrni yeching:
1) 4 sin2x − 1 = 0; 2)  −2 sin2x + sinx + 1 = 0;

3) 3 sin2x − 4sinx − 0,75 = 0; 4) 23 sin 2 sin 0x x− = .
1.118. Qiymàtini tîping:

1) 2
2

arcsin  − 
 

; 2) 2
2

arcsin  
 
 

; 3) arcsin0,5.

1.119. Hisîblàng:

1) arcsin(sin30°); 2) ( )12
arcsin sin π ;

3) arcsin(sin2); 4) arcsin(sin10).
1.120. arcsinα quyidàgi qiymàtlàrni qàbul qilà îlàdimi?

1) π
3
;  2) −3π;  3) − π

6
;  4) π

4
;  5) − π

4
;  6) 3 ;  7) −π;

8) 4 5 .

2. cosα = m ko‘rinishdàgi eng sîddà tånglàmà. Àrkkîsinus.
Kîîrdinàtàli àylànàdà îlingàn hàr qàysi B(α) nuqtàning

Y
| m | > 1

X1
A(0)

O−1

| m | = 1

−m

Y

X
A(0)

x = −1

O

x = 1
C

D(π)

Y

XO

B
2
(−α

0
)

| m | < 1

B
1
(α

0
)

A(0)D(π)

     à)                              b)                                    d)
I.41-rasm.

m
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àbssissàsi    õ = cosα gà tång. Shungà ko‘rà bårilgàn m bo‘yichà
cosα = m tånglàmàni yechish nuqtàning õ = m àbssissàsi bo‘yichà
ungà mîs α = α0 yoy kàttàligini tîpishdàn ibîràt. Uch hîlni
qàràymiz:

1 - h î l . |m| > 1 dà õ = m vårtikàl to‘g‘ri chiziq àylànàni
kåsmàydi (I.41-a ràsm). Bu hîldà tånglàmà yechimgà egà emàs.
Ìàsàlàn, cosα = 2,8 tånglàmà yechimgà egà emàs, chunki
m = 2,8 > 1.

2 - h î l .  Àgàr |m| = 1 bo‘lsà, to‘g‘ri chiziq àylànàni fàqàt bir
nuqtàdà, ya’ni yo À(1; 0) nuqtàdà, yoki D(−1; 0) nuqtàdà kåsàdi
(I.41-b ràsm). À nuqtàning àylànà bo‘yichà kîîrdinàtàsi α = 2πk,
k∈Z. Shungà ko‘rà cosα = 1 ning yechimi α = 2πk, k∈Z sînlàr
to‘plàmi bo‘làdi. D(−1; 0) = D(π + 2πk) ekàni e’tibîrgà îlinsà,
cosα = −1 ning yechimi α = π + 2πk sonlar to‘plami bo‘làdi.

3 - h î l .  |m| < 1 bo‘lsà, õ = m to‘g‘ri chiziq àylànàni ikki nuq-
tàdà kåsàdi (I.41-d ràsm). Ulàrdàn biri B1(α0) nuqtà 0 ≤ α0 ≤ π
yuqîri yarim àylànàdà jîylàshàdi. α0 sîn m sînning àrkkîsinusi
dåyilàdi và α0 = arccosm îrqàli bålgilànàdi. Òà’rifgà ko‘rà cosα =
=cos(arccosm) = m và 0 ≤ arccosm ≤ π bo‘làdi.

Shu kàbi B2(−α0) nuqtà uchun: cos(−α0) = cosα0 = m. Bundàn
−α0 = arccosm yoki α0 = −arccosm. Dåmàk, |m| < 1, k∈Z dà
cosα = m tånglàmàning yechimi {arccosm + 2πk, k∈Z}∪
∪{−arccosm + 2πk, k∈Z} sînlàrto‘plàmlàri birlàshmàsi bo‘làdi. Uni

{±arccosm + 2πk, k∈Z}                                  (1)
yoki

±arccosm + 2πk, k∈Z                                    (2)

ko‘rinishdà hàm yozish mumkin. I.42-ràsmdàn, ÎY  o‘qigà
nisbàtàn  simmåtrik  jîylàshgàn  B1(arccosm) = B1(α)  và
B2(arccos(−m)) = B2(π − α) nuqtàlàr bo‘yichà α = arccosm và
π − α = arccos(−m) bo‘lishini àniqlàymiz. Undàn:

arccos(−m) = π − arccosm                                   (3)
hîsil qilinàdi, bundà 0 ≤ α ≤ π.

1 - m i s î l .  3
2

cos α =  tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  ( ) 3
26 6

cos cosπ π= − =  bo‘làdi. Dåmàk, 3
2

x =

to‘g‘ri chiziq kîîrdinàtàli àylànàni ( ) ( )1 1
3
2 6

arccosB B π=  nuqtàdà
và àbssissàlàr o‘qigà nisbàtàn B1 gà simmåtrik jîylàshgàn
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( ) ( )2 2
3
2 6

arccosB B π− = −  nuqtàdà kå-

sàdi.  Yechim  B1  nuqtà  bo‘yichà
π π
6

2+ ∈k k Z,   sînlàr to‘plàmi và B2

nuqtà bo‘yichà k k Z
6

2 , π− + π ∈

sînlàr to‘plàmi birlàshmàsi bo‘làdi:

{ }3
2 6

cos ;  2 ,  k k Zπα = + π ∈ ∪

{ }6
2 ,  k k Zπ∪ − + π ∈  yoki

k k Z
6

2 , πα = ± + π ∈ .

2 - m i s î l .  ( )arccos − 1
2

 ni hisîblàng.

Y e c h i s h .  (3) fîrmulàgà ko‘rà, quyidàgini tîpàmiz:

( ) 21 1
2 2 3 3

arccos arccos π π− = π − = π − = .

3 - m i s î l .  3
7

cos x = −  tånglàmàni yeching.

Y e c h i s h . ( )3
7

arccos 2 ,  x k k Z= ± − + π ∈  gà egàmiz. (3) gà

ko‘rà ( )x k k Z3
7

arccos 2 ,  = ± π − + π ∈  bo‘làdi.

4 - m i s î l .  x 1
3

cos =   tånglàmàni  y = cosx  funksiya  gràfigi

yordàmidà yeching.
Y e c h i s h .  Àyni bir XOY kîîrdinàtàlàr siståmàsidà y = cosx

và  1
3

y =  funksiyalàr gràfiklàrini yasàymiz (I.43-ràsm).

Bu gràfiklàr chåksiz ko‘p nuqtàlàrdà kåsishàdi. y = cosx
funksiya dàvri 2π bo‘lgàn dàvriy funksiya bo‘lgàni uchun bårilgàn

Y

X

−1

1

O π
2

3
2
ππ

2
π−−π3

2
π− 1x 2x

cosy x=

I.43-rasm.

1
3

y =

Y

XO m−m

B
2
(π − α)

I.42-rasm.

B
1
(α)
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tånglàmàning [−π; π] kåsmàdàgi bàrchà yechimlàrini tîpish và
qîlgàn yechimlàrni shu yechimlàr îrqàli àniqlàsh mumkin.

[−π; π] îràliqdà y = cosx funksiya gràfigi 1
3

y =  funksiya gràfigi

bilàn ikkità kåsishish nuqtàsigà egà. Kåsishish nuqtàlàrining

1
1
3

arccos ,x = −  2
1
3

arccosx =  àbssissàlàri bårilgàn tånglàmàning

[−π; π] dàgi bàrchà yechimlàridir. Shu sàbàbli bàrchà yechimlàr

quyidàgichà àniqlànàdi: 1
3

arccos 2 ,  x k k Z= ± + π ∈ .

5 - m i s î l .   arccos(cos53°) ni tîping.
Y e c h i s h . arccos(cosm) = m, (0 ≤ m ≤ π) àyniyatdàn fîy-

dàlànàmiz. 53
180

53 π=o  và 53
180

0 π< < π  bo‘lgàni uchun bu àyniyatgà
ko‘rà

( )53 53
180 180

arccos(cos 53 ) arccos cos π π= =o .

Ì à s h q l à r

1.121. Òånglàmàni y = cosx funksiya gràfigi yordàmidà yeching:

1) cosx = 0;       2) cosx = 0,5; 3) 2
9

cos x = − ;

4) 2
2

cos x = − ;      5) cosx = 2,4;          6) 2 cos 3 0x + = .
1.122. Ifîdàning qiymàtini tîping:

1) ( )2
2

arccos − ; 2) arccos(−0,5); 3) arccos(cos30°);
4) arccos(cos(−30°)); 5) arccos(sin30°); 6) arccos(cos2);
7) arccos(cos(−2));  8) arccos(sin2)); 9) arccos(sin(−2));
10) arccos(cos88); 11) arccos(sin86).
1.123. Òångliklàrning to‘g‘riligini tåkshiring:
1) arccosx = −arcsinx; 2) −arccosx = π + arccosx.
1.124. Ifîdàning qiymàtini tîping:

1) 3 3
2 2

cos arccos arcsin − 
 

;    2) 31
2 2

sin arccos arcsin + 
 

.

1.125. Òånglàmàni yeching:

1) cos2x − 3 = 0;    2) 2
2

cos 2x  = − 
 

;    3) 6cos2x + 3 = 0;

4) 3cos2x − 5 = 0;    5) 2cos2x − 1 = 0;      6) 4cos2x − 1 = 0.
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1.126. Òånglàmàni yeching:
1) cos2x − 2cosx = 0; 2) 2cos2x − cosx = 0;
3) 2cos2x − cosx − 1 = 0; 4) 2cos2x − 3cosx + 1 = 0.
3. tgα = m và ctgα = m ko‘rinishdàgi eng sîddà tånglàmàlàr.

Àrktàngåns và àrkkîtàngåns. Kîîrdinàtàli àylànàning hàr bir
B(α) nuqtàsi Dåkàrt kîîrdinàtàlàr siståmàsidàgi birîr B (õ, y)
nuqtà bilàn ustmà-ust tushishini và õ = cosα, y = sinα ekànini
bilàmiz. Shungà ko‘rà, nîmà’lum α qàtnàshàyotgàn tgα = m yoki
sin
cos

mα
α

=  tånglàmàning bàrchà yechimlàrini kîîrdinàtàli àylànà

bilàn y
x

m= , ya’ni y = mx to‘g‘ri chiziqning kåsishish nuqtàlàri
yordàmidà àniqlàsh mumkin. m ning hàr qàndày qiymàtidà
y = mx to‘g‘ri chiziq àylànàni O (0; 0) nuqtàgà nisbàtàn sim-
måtrik bo‘lgàn B1 và B2 nuqtàlàrdà kåsàdi (I.44-ràsm). Ulàrdàn

biri 2 2
π π− < α <  o‘ng yarim àylànàdà yotàdi. Bu nuqtà B1(α0)

bo‘lsin. Ikkinchi nuqtà B2(α0 + π) bo‘làdi. Dåmàk, tgα = m tång-
làmàning bàrchà yechimlàri to‘plàmi α = α0 + 2kπ, k∈Z và α =
= (α0 + π) +2kπ, k∈Z sînlàr to‘plàmlàri birlàshmàsidàn ibîràt.
Bàrchà yechimlàr

α = α0 + kπ, k∈Z                                         (1)
fîrmulà bilàn àniqlànàdi.

m sînning àrktàngånsi dåb ( )2 2
;  π π−  îràliqdà yotàdigàn

shundày α sîngà àytilàdiki, uning uchun tgα = m bo‘làdi. m
sînning àrktàngånsi α = arctgm îrqàli bålgilànàdi. Òà’rifgà àsîsàn,
hàr qàndày m sîn uchun quyidàgi munîsàbàtlàr o‘rinli bo‘làdi:

tg(arctgm) = m, 2 2
arctgmπ π− < < .                            (2)

Àksinchà, tgα = m, 
2 2
π π− < α <

bo‘lsà, α = arctgm bo‘làdi.
Yuqîridàgi shàrtlàrdàn và tàn-

gåns tîq funksiyaligidàn tg(−α) =
= −tgα = −m bo‘lgàni uchun quyidàgi
tånglik o‘rinli bo‘làdi:

arctg(−m) = −arctgm         (3)

Àrkkîtàngåns tushunchàsi hàm
shu kàbi kiritilàdi.

Y

X

B
1
(α

0
)

D(π)

C(π/2)

O

D(−π/2)

A(0)

I.44-rasm.
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m sînning àrkkîtàngånsi dåb (0; π) îràliqdà yotàdigàn
shundày α sîngà àytilàdiki, uning uchun ctgα = m bo‘làdi. m
sînning àrkkîtàngånsi α = arcctgm îrqàli bålgilànàdi. Uning uchun
quyidàgi tånglik o‘rinli:

arcctg(−m) = π − arcctgm.                       (4)

1 - m i s î l .  à) tg 3x = − ;  b) ctg 3x = −   tånglàmàlàrni

yechàmiz.

Y e c h i s h .  à) ( )3
tg 3π− = − , dåmàk, 3

,  x k k Zπ= − + π ∈ .

b) 5
6

ctg 3π = − , dåmàk, 5
6

,  x k k Zπ= + π ∈ .

2 - m i s î l .  à) ( )arctg 3− ; b) ( )arcctg 3−  sînlàrni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  à) (3) fîrmulà bo‘yichà ( )arctg 3− =

3
arctg 3 π= − = − ;

b) (4) fîrmulà bo‘yichà ( ) 5
6 6

arcctg 3 π π− = π − = .

M à s h q l à r

1.127. Òånglàmàni yeching (gràfikdàn hàm fîydàlàning):

1) 3
2

tgx = − ;     2) ctg 3x = − ;     3) ctgx = 0,2.
1.128. Ifîdàning qiymàtini tîping:

1) 
3
2

arcctg  − 
 

;    2) arcctg1;    3) arctg(−1);    4) arctg0;

5) arcctg0.

1.129. Hisîblàng:

1) 3
2

tg arcsin 
 
 

;                         2) ctg(arcsin0,5);

3) tg(arccos0,5);                         4) ctg(arctg(−1));

5) ( )( )2
3

tg arcctg − ;                          6) ( )sin arcctg( 3) ;

7) 
3
3

cos arctg  −    
;                      8) cos(arcctg(−0,8)).

1.130. 
2

arcctg arctgx xπ= −  tånglikning to‘g‘riligini tåkshiring.
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1.131. Hisîblàng:

1) 3 3
2 2

sin arctg arcctg − 
 

; 2) 2
2

tg arcsin arctg 3 − 
 

.

1.132. arctgx quyidàgi qiymàtlàrni qàbul qilà îlàdimi? arcctgx-chi:
1) 0; 2) −0,01; 3) −π; 4) π/2;

5) 3π/2; 6) 2 ; 7) −1; 8) π?

4. Òånglàmàlàrni yechishning àsîsiy usullàri. Òrigînîmåtrik
tånglàmà nîmà’lum àrgumåntning trigînîmåtrik funksiyalàrigà
nisbàtàn

R(z) = a0z
n + a1z

n−1 + ... + an−1z + an = 0                  (1)

ko‘rinishdàgi àlgåbràik tånglàmàgà kåltirilishi mumkin, bundà z
îrqàli sinλx, cosλx, tgλx, ctgλx funksiyalàrdàn biri ifîdàlàngàn.
Àlgåbràik tånglàmà kàbi (1) trigînîmåtrik tånglàmàlàrni yechish-
dà yangi nîmà’lum kiritish, ko‘pàytuvchilàrgà àjràtish và hîkàzî
usullàr qo‘llànilàdi. Jàràyon eng sîddà trigînîmåtrik tånglà-
màlàrdàn birini yechishgàchà bîràdi. Òrigînîmåtrik tånglàmàlàrni
yechishdà àsîsàn quyidàgi hîllàr uchràydi:

1) R(f (x)) = 0 tånglàmàdà R trigînîmåtrik funksiya bålgisi
îstidà õ gà bîg‘liq bo‘lgàn f (x) ifîdà turibdi. f (x) = z àlmàshtirish
îrqàli tånglàmà eng sîddà R(z) = 0 trigînîmåtrik tånglàmàlàrdàn
birigà kåltirilishi mumkin. Uning z = zi ildizlàri birmà-bir f (x) = z
gà qo‘yilàdi và õ ning qiymàtlàri tîpilàdi.

1 - m i s î l .  ( ) 3
8 2

sin 10x π+ =  tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  Ìisîlimizdà 8
( ) 10f x x π= + . Òånglàmàgà

8
10x zπ+ =  àlmàshtirish  kiritsàk, 3

2
sin z =  tånglàmà hîsil

bo‘làdi. Uning yechimi: 3
( 1) ,  kz k k Zπ= − + π ∈ . Bu 8

10x zπ+ =  gà

qo‘yilàdi và jàvîb tîpilàdi:

( )1
10 8 3

( 1) , kx k k Zπ π= − + − + π ∈ .

2 - m i s î l .  ( )2 3
36

tg 6x x π+ + =   tånglàmàni  yechàmiz.

Y e c h i s h .  2
6

6z x x π= + +  àlmàshtirish kiritàmiz. Òånglàmà

3
3

tgz =  ko‘rinishgà kålàdi. Undàn 
6

,  z k k Zπ= + π ∈  ni tîpàmiz.
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U hîldà 2
6 6

6 ,  x x k k Zπ π+ + = + π ∈  yoki x2 + 6x − kπ = 0, k∈Z.

Kvàdràt tånglàmàning ildizlàri 3 9 ,  x k k Z= − ± + π ∈ , bundà

9 + kπ ≥ 0 yoki 9 2,86...k
π

≥ − = − , ya’ni k = −2; −1; 0; 1;... .

J à v î b :  3 9 , , 2x k k Z k= − ± + π ∈ ≥ − .
2) sinx = sinα, cosx = cosα và tgx = tgα tånglàmàlàr. Bu

tånglàmàlàr mîs ràvishdà x = (−1)kα + kπ, k∈Z, x = ±α + 2nπ,
n∈Z, x = α + mπ, m∈Z  fîrmulàlàr yordàmidà yechilishi mum-
kin.

3 - m i s î l .  cos(5x − 45°) = cos(2x + 60°) tånglàmàni yeching.
Y e c h i s h .  5x − 45° = ±(2x + 60°) + 360°k, k∈Z tånglàmàlàrni

yechàmiz. 5x − 45° = +(2x + 60°) + 360°k, k∈Z tånglikdàn x = 35° +
+120°k, k∈Z yechimlàr guruhini, 5x − 45° = −(2x + 60°) + 360°k,

k∈Z tånglikdàn esà ( )1
7

15 360x k= − +o o , k∈Z  yechimlàr

guruhini tîpàmiz.

Shundày qilib, x = 35° + 120°k, k∈Z; ( )1
7

15 360x k= − +o o ,

k∈Z.

4 - m i s î l .  sinx2 = sin(6x − 5) tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  x2 = (−1)k(6x − 5) + kπ, k∈Z tånglàmà hîsil bo‘làdi.
Àgàr k juft bo‘lsà, ya’ni k = 2n, n∈Z dà x2 = 6x − 5 + 2nπ, n∈Z

kvàdràt tånglàmà kålib chiqàdi. Uning yechimi

1,2
23 9 (5 2 ),  ,  x n n Z n
π

 = ± − − π ∈ ≥ −  .

Àgàr k tîq bo‘lsà, ya’ni k = 2m + 1, m∈Z dà x2 = −6x + 5 + (2m +
+1)π, m∈Z ko‘rinishdà bo‘làdi và bundàn

1,2
14
2

3 9 (5 2( 1) ),  ,  x m m Z m +π
π

 = − ± + + + π ∈ ≥ −  .

3) f (R(x)) = 0 tånglàmàdà R trigînîmåtrik funksiya bîshqà
f funksiya bålgisi îstidà turàdi. R(x) = z àlmàshtirish màsàlàni
f (z) = 0 tånglàmàni yechishgà kåltiràdi. Bu tånglàmàning z1, z2, ...
ildizlàri bo‘yichà R(x) = z1, R(x) = z2, ... tånglàmàlàr màjmuàsini
hîsil qilàmiz. Uni yechish bilàn màsàlà hàl qilinàdi.

5 - m i s î l . sin2x + 3sinx + 1,25 = 0 tånglàmàni yechàmiz.
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Y e c h i s h . sinx = z àlmàshtirish nàtijàsidà z2 + 3z + 1,25 = 0
kvàdràt tånglàmà hîsil bo‘làdi. Uning ildizlàri z1 = −5, z2 = −1.
sinx = −5 tånglàmà yechimgà egà emàs. sinx = −1 tånglàmà x = −90°+
+ 360°k, k∈Z yechimlàrgà egà.

4) Bà’zàn bårilgàn tånglàmàni ko‘pàytuvchilàrgà àjràtish
usulidàn trigînîmåtrik funksiyalàr yig‘indisini ko‘pàytmà ko‘ri-
nishigà kåltirishdà fîydàlànilàdi.

6 - m i s î l .  2 cos 2 sin 2 2 2 sin 2 0x x x− − + =  tånglàmàni
yechàmiz.

Y e c h i s h .  sin2x = 2sinx cosx àlmàshtirish tånglàmàni 2 cos x −
4 sin cos 2 2 sin 2 0x x x− − + =  ko‘rinishgà kåltiràdi. Uning

chàp qismini ko‘pàytuvchilàrgà àjràtàmiz:

2 cos (1 2 sin ) 2 (1 2 sin ) 0,

(1 2 sin )(2 cos 2 ) 0,

x x x

x x

− + − =

− + =

bundàn:

2
2

sin 0,5,1 2 sin 0,

cos .2 cos 2 0,

xx

xx −

=− = ⇒ 
=+ = 

J à v î b :  { } { }( 1) 30 180 ,  135 360 ,  k k k Z k k Z− + ∈ ∪ ± + ∈o o o o
.

7 - m i s î l .  1
2

1 sin cosx x+ =  tånglàmàni yeching.

Y e c h i s h .  Bu tånglàmà 21
2

cos 0,

1 sin cos

x

x x

≥
 + =

 yoki

( )1
2

cos 0,

sin sin 0

x

x x

≥
 + =

 tånglàmàlàr siståmàsigà tång kuchlidir (VI

bîb, 7-§; 1-bànd). ( )1
2

1
2

cos 0,

cos 0, sin 0;

cos 0,sin sin 0,

sin

x

x x

xx x

x

 ≥
≥ =  ⇒  ≥+ =    = −

 bo‘lgàni

uchun bårilgàn tånglàmàning bàrchà yechimlàri x = 2kπ, k∈Z

và 
6

2 ,  x k k Zπ= − + π ∈  fîrmulàlàr bilàn àniqlànàdi.

5 Àlgebra, II qism
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J à v î b :  { } { }2 2
6

k k Z k k Zπ ππ, ,  ∈ ∪ − + ∈ .

Ì à s h q l à r

1.133. Òånglàmàni yeching:

1) 3
2

sin10x = − ;                                           2) 3
2

cos10x = ;

3) tg10 3x = ;                                           4) 3
3

ctg10x = ;

5) sin(6x − 60o) = −1;                                      6) cos(4x + 30°) = 0;

7) tg(5x − 45°) = 0;                                           8) 2 3 3
4

sin
x

= ;

9) 2 1
4

cos (2 45 )x − =o ;                                10) 2
4

tg 6 3x 
 
 

π− = ;

11) 2
6

sin 7 3x 
 
 

π− = ;                                    12) ( )2 1
3 4

cos 4x π+ = − ;

13) 2
3

tg 5 1x 
 
 

π− = − ;                                  14) sin(4x2) = 0,5;

15) cos26x2 = 0,25;                                          16) tg 5 1
x

= − .

1.134. Òånglàmàni yeching:
1) sin4x cos3x tg8x = 0;                   2) cos4x = −cos5x;

3) 
3

tg5 tg xx = − ;                                   4) sin11x = −sin15x;

5) cos4x = cosx;                   6) tg3x = −ctg5x;

7) 
3 4

sin cosx x= ;                    8) ( )tg ctg( )5 2
6

π π− = − +x x ;

9) 4
6

sin sinx
x

= ;                                     10) ( )2 3
4

sin cosx xπ− = − ;

11) 3ctg7 ctg
x

= − ;                                12) ctg tg2x x= ;

13) cos22x + 3cos2x + 2 = 0;          14) tg25x − 3tg5x − 4 = 0;

15) sinx2 = −sin3x2;                           16) sin2x + sin22x + 2 = 0;

17) 3 32(cos sin ) sin 2x x x+ = .

5. Õususiy usullàr. 1) Àgàr tånglàmà tàrkibidà hàr õil trigînî-
måtrik funksiyalàr qàtnàshsà, ulàrni bir ismli funksiyagà kålti-
rish, so‘ngrà àlmàshtirishlàrni bàjàrish kåràk.
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1 - m i s î l .  3sin2x + 4sinx + 2cos2x − 7 = 0 tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  cos2x = 1 − sin2x àlmàshtirish bårilgàn tånglà-
màni 3sin2x + 4sinx + 2 − 2sin2x − 7 = 0 yoki sin2x + 4sinx − 5 = 0
ko‘rinishgà kåltiràdi. Îõirgi tånglàmàdàn sinx = z àlmàshtirish
bàjàrsàk, z2 + 4z − 5 = 0 kvàdràt tånglàmà hîsil bo‘làdi. Bu kvàdràt
tånglàmà z1 = −5, z2 = 1 ildizlàrgà egà. z = sinx ekànligini e’tibîrgà
îlsàk, sinx = −5 và sinx =1 tånglàmàlàr hîsil bo‘làdi. Ulàrning

birinchisi yechimgà egà emàs, ikkinchisi esà 2
2 ,  x k k Zπ= + π ∈

yechimlàrgà egà.
2) Chàp qismi sinx và cosx gà nisbàtàn ratsiînàl funksiya

bo‘lgàn R(sinx, cosx) = 0 tånglàmà. Îldingi bàndlàrdà ko‘rsàtib
o‘tilgànidåk, u và v gà nisbàtàn ratsiînàl funksiya dåb, qiymàtlàri
u và v làrni qo‘shish, ko‘pàytirish và bo‘lish îrqàli hîsil bo‘là-
digàn funksiyagà àytilàdi. R(sinx, cosx) = 0 tånglàmàdà:

à) àgàr sinx (yoki cosx) fàqàt juft dàràjà bilàn qàtnàshàyotgàn
bo‘lsà, cosx = u (mîs ràvishdà sinx = u) àlmàshtirish bàjàrilàdi;

b) àgàr bir vàqtdà sinx ifîdà −sinx gà, cosx esà −cosx gà
àlmàshtirilgàndà R(sinx; cosx) funksiya o‘zgàrmàsà, ya’ni R(sinx;
cosx) = R(−sinx; −cosx) bo‘lsà, tgu = z àlmàshtirish bàjàrilàdi.

2 - m i s î l .  cos4x + 3sinx − sin4x − 2 = 0 tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  cosx funksiya fàqàt juft dàràjà bilàn qàtnàshmîqdà.
cos4x = (1 − sin2x)2 = 1 − 2sin2x + sin4x bo‘lgànidàn tånglàmà fàqàt
sinusgà bîg‘liq: 2sin2x − 3sinx + 1 = 0; endi bu tånglàmà sinx = u
àlmàshtirish bilàn 2u2 − 3u + 1 = 0 ko‘rinishgà kålàdi. Buning

ildizlàri: 1
1
2

u = , u2 = 1. Shu tàriqà màsàlà 1
2

sin x =  và sinx = 1 eng
sîddà trigînîmåtrik tånglàmàlàrni yechishgà kålàdi. Bu tånglà-
màlàr bårilgàn tånglàmàning bàrchà yechimlàrini båràdi:

26
( 1) ,  ;  2 ,  .kx k k Z x k k Zπ π= − + π ∈ = + π ∈

3 - m i s î l .  sin2x + 2sin2x + 5cos2x − 4 = 0 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  Òånglàmàni sin2x + 4sinx cosx + 5cos2x − 4 = 0

ko‘rinishdà yozib îlàylik. Bu tånglàmàni õ ning cosx ni nîlgà
àylàntiràdigàn håch qàndày qiymàti qànîàtlàntirmàydi, chunki
cosx = 0 bo‘lgàndà sin2x =1 bo‘lib, tånglàmàdàn −3 = 0 nîto‘g‘ri
tånglik hîsil bo‘làdi. Bundàn tàshqàri, sinx và cosx îldidàgi
ishîràlàr bir vàqtdà o‘zgàrtirilgàndà, tånglikning chàp qismi
o‘zgàrmàydi. Dåmàk, tgx = u àlmàshtirishni bàjàrish mumkin.
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Òånglàmàning ikkàlà qismini cos2x gà bo‘làmiz:

2
2
4

cos
tg 4tg 5 0

x
x x+ + − = .

2
2
1

cos
1 tg

x
x= +  bo‘lgàni uchun

3tg2x − 4tgx − 1 = 0
tånglàmà hîsil bo‘làdi. Bu tånglàmàdà tgx = t àlmàshtirish
bàjàrsàk, 3t 2 − 4t − 1 = 0 tånglàmàgà egà bo‘làmiz. Bu kvàdràt

tånglàmà 2 7
3

±  ildizlàrgà egà. Òîpilgàn ildizlàr yordàmidà bårilgàn

tånglàmàning bàrchà ildizlàrini àniqlàymiz:

2 7 2 7
3 3

arctg ,  ;  arctg ,  .x k k Z x k k Z− += + π ∈ = + π ∈

3) R(sinx; cosx) = 0 tånglàmàning chàp qismi sinus và
kîsinusgà nisbàtàn bir jinsli funksiya, ya’ni, àgàr sinx và cosx bir
vàqtdà birîr λ gà ko‘pàytirilsà, tånglàmàning chàp qismi λn gà
ko‘pàytirilgàn bo‘làdi: R(λsinx; λcosx) = λnR(sinx; cosx), bundà
n – funksiyaning bir jinslilik dàràjàsi, o‘zgàrmàs miqdîr. Bu
hîldà tånglikning ikkàlà qismi cosnx gà bo‘linàdi và tgx = u
àlmàshtirish bàjàrilàdi. Àgàr tånglikning bàrchà hàdlàri cosmx
gà bo‘linàdigàn bo‘lsà, u hîldà cosmx qàvsdàn tàshqàri chiqàrilsà,
bårilgàn tånglàmà ikki tånglàmàgà àjràlàdi.

4 - m i s î l .  9cos6x − 4sin3xcos3x = 0 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  Òånglàmàning bàrchà hàdlàri cos3x gà bo‘linàdi.

cos3x ni qàvsdàn tàshqàrigà chiqàràmiz:
3

3 3 3
3 3

cos 0,
cos (9 cos 4 sin ) 0

9 cos 4 sin 0.

x
x x x

x x

 =
− = ⇒ 

 − =
cosx = 0 tånglàmà izlànàyotgàn yechimning bir turkumini

båràdi: 
2

,  x k k Zπ= + π ∈ . Ikkinchi tånglàmà cosx và sinx gà
nisbàtàn bir jinsli. Uning ikkàlà qismini cos3x gà bo‘làmiz (cosx ≠

≠0, ya’ni 
2

,  x k k Zπ≠ ± + π ∈  hîl qàràlyapti). Nàtijàdà: 9 − 4tg3x =
=0 tånglàmàgà egà bo‘làmiz. Bu tånglàmà yechimning yanà bir

turkumini båràdi: 3 9
4

arctg ,  x k k Z= + π ∈ .

 Bà’zàn îddiy àlmàshtirishlàr tånglàmàni ungà tång kuchli bir
jinsli tånglàmàgà kåltirishi mumkin. Ìàsàlàn, cos2x − 6sinx cosx = 4
ning o‘ng qismini sin2x + cos2x gà (ya’ni 1 gà) ko‘pàytirish
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tånglàmàni cos2x − 6sinxcosx = 4(cos2x + sin2x) yoki 3cos2x+
+6sinx cosx + 4sin2x = 0 bir  jinsli  tånglàmàgà  àylàntiràdi.
3- misîldà hàm shundày yo‘l tutish mumkin edi.

4) Àgàr trigînîmåtrik tånglàmàdà õ dàn bîshqà yanà 2õ, 3õ
và hîkàzî àrgumåntning ko‘p kàrràli trigînîmåtrik funksiyalàri
hàm qàtnàshàyotgàn bo‘lsà, ulàr ikkilàngàn, uchlàngàn àrgu-
månt trigînîmåtrik funksiyalàri yordàmidà fàqàt bir àrgumåntgà
bîg‘liq trigînîmåtrik funksiya îrqàli ifîdàlànishi mumkin.

5 - m i s î l .  sin3xsinx − sin22x + sinx − 0,25 = 0 tånglàmàni
yechàmiz.

Y e c h i s h .  sin2ϕ = 2sinϕ cosϕ, sin3ϕ = 3sinϕ − 4sin3ϕ, cos2ϕ =
= 1 − sin2ϕ fîrmulàlàrdàn fîydàlànib, tånglàmàni ushbu ko‘ri-
nishgà kåltiràmiz:

3sin2x − 4sin4x − 4sin2x•(1 − sin2x) + sinx − 0,25 = 0

yoki iõchàmlàshtirishlàrdàn so‘ng:  sin2x − sinx + 0,25 = 0.
Y e c h i m i :  x = (−1)k•30° + 180°k, k∈Z.
6 - m i s î l .  cos3t sin6t − cos4t sin5t = 0 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  Kàrràli àrgumånt trigînîmåtrik funksiyalàri fîrmu-

làlàridàn fîydàlànsàk, ifîdà ànchà muràkkàb ko‘rinishgà kålàdi.
Bu o‘rindà ko‘pàytmàni yig‘indigà àylàntirish fîrmulàlàridàn
kålib chiqàdigàn quyidàgi tångliklàrdàn fîydàlànish qulày:

1 1
2 2
1 1
2 2

cos 3 sin 6 sin 9 sin 3 ,

cos 4 sin 5 sin 9 sin .

t t t t

t t t t

= +

= +

Bu ifîdàlàr bårilgàn tånglàmàgà tàtbiq etilsà và shàkl àlmàsh-
tirishlàr bàjàrilsà, sin3t − sint = 0 yoki 2sint cos2t = 0 tånglàmà

hîsil bo‘làdi. Uning yechimlàri 4 2
;  ,  kt k t k Zπ π= π = + ∈  sîn-

làrdàn ibîràt. Bu sînlàr bårilgàn tånglàmàning bàrchà yechim-
làridir.

5) a sinx + b cosx = c ko‘rinishdàgi tånglàmàlàrni yechishning
eng qulày usuli yordàmchi burchàk kiritish usulidir.

Àgàr c = 0 bo‘lsà, yechish usuli bizgà tànish bo‘lgàn bir jinsli
tånglàmà hîsil bo‘làdi.

c ≠ 0, a2 + b2 ≠ 0 bo‘lsin. Òånglàmàning ikkàlà tîmînini hàm
2 2a b+   gà  bo‘làmiz:

2 2 2 2 2 2
cos sina b c

a b a b a b
x x

+ + +
+ = .
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2 2

2 2 2 2
1a b

a b a b+ +

   
+ =   

   
 bo‘lgàni uchun 

2 2
sina

a b+
= ϕ

và 
2 2

cosb

a b+
= ϕ   tångliklàr o‘rinli bo‘làdigàn ϕ sîn màvjuddir.

Bu yerdà,

2 2
cos sin sin cos c

a b
x x

+
ϕ + ϕ =   yoki  

2 2
sin( ) c

a b
x

+
+ ϕ =

tånglàmà hîsil bo‘làdi. Hîsil bo‘lgàn bu tånglàmà 
2 2

1c

a b+
≤  bo‘l-

gàndàginà yechimgà egà: 
2 2

( 1) arcsin ,  n c

a b
x n n Z

+
= −ϕ + − + π ∈ .

7 - m i s î l .  3 cos sin 2x x+ =  tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  Òånglàmàning ikkàlà tîmînini 2 2( 3) 1 2+ =

gà bo‘lsàk, 3 1
2 2

cos sin 1x x+ =  hîsil bo‘làdi. 3
2 3

sin ,π=

1
2 3

cos π=   bo‘lgànligi uchun

 ( )3 3 3
sin cos cos sin 1 sin 1x x xπ π π+ = ⇒ + = ⇒

3 2 6
2 2 ,  x k x k k Zπ π π⇒ + = + π ⇒ = + π ∈ .

8 - m i s î l .  2sinx + 3cosx = 4  tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  
2 2

4

2 3
1

+
>  bo‘lgàni uchun tånglàmà yechimgà egà

emàs.

6) Bà’zi trigînîmåtrik tånglàmàlàr chàp yoki o‘ng tîmînini
bàhîlàsh yo‘li bilàn îsîn yechilàdi.

9 - m i s î l .  cos2x + cos3x + cos4x = 3 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  Òånglàmàning chàp tîmînidàgi yig‘indi cos2x = 1,

cos3x = 1, cos4x = 1 tångliklàr bir vàqtdà bàjàrilgàndàginà 3 gà
tång bo‘làdi. Bu tångliklàr bir vàqtdà bàjàrilà îlmàydi. Dåmàk,
tånglàmà yechimgà egà emàs.

1 0 - m i s î l .  1 − cos23x + sin22x = 0 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  Òånglàmàni quyidàgichà yozib îlàmiz: sin22x +

+ sin23x = 0. Bundàn, sin22x = sin23x = 0  siståmà hîsil bo‘làdi.
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sin2x = 0 tånglàmà  
2

,  x k x nπ= π = + π  ildizlàrgà egà. 
2

,x nπ= + π

n Z∈  sînlàri sin23x = 0 tånglàmàni qànîàtlàntirmàydi. x = πk ildiz

esà sin23x = 0 tånglàmàni qànîàtlàntiràdi. Dåmàk, bårilgàn
tånglàmà x = πk, k∈Z ildizlàrgà egà.

7) P(sinx ± cosx, sinxcosx) = 0 ko‘rinishdàgi tånglàmàlàr (bu
yerdà P bilàn sinx ± cosx gà nisbàtàn ratsiînàl funksiya
bålgilàngàn). Bu kàbi tånglàmàlàr sinx ± cosx = t àlmàshtirish
yo‘li bilàn yechilàdi.

1 1 - m i s î l .  sinx + cosx = 1 − 2sinx cosx tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  sinx + cosx = t àlmàshtirish kiritsàk, sin2x +

+2sinxcosx +  cos2x = t 2 yoki 2sinx cosx = t 2 − 1 bo‘làdi và tånglàmà
t = 1 − (t 2 − 1) ko‘rinishgà kålàdi. Bu tånglàmàning t1 = 1; t2 = −2
ildizlàri yordàmidà sinx + cosx = 1; cosx + sinx = −2  tånglàmàlàrni
hîsil qilàmiz.

sinx + cosx = 1 tånglàmà 
4 4

( 1) ,  kx k k Zπ π= − − + π ∈  ildizlàrgà
egà.

cosx + sinx = −2 tånglàmà esà yechimgà egà emàs. Dåmàk,

bårilgàn tånglàmà 
4 4

( 1) ,  kx k k Zπ π= − − + π ∈  ildizlàrgà egà.

Ì à s h q l à r

1.135. Òånglàmàni yeching:
1) 2sin2x + cos2x − 2 = 0; 2) 2sin2x + cosx = 0;
3) sinxcosx = 0; 4) sin2x + sinx − cos2x + 1 = 0;

5) 3
4

sin cosx x = ; 6) cos22x + sin2x = 2.

1.136. Bir jinsli và ungà kåltiriladigan tånglàmàni yeching:
1) sin2x − 2sinxcosx + cos2x = 0;

2) 7cos2x − 3sin2x = 0;

3) cos22x − 10sin2xcos2x + 21sin22x = 0;

4) 8sin2x − cos2x = 0;

5) cos2x − 2cos2x − 4sin2x = 0;

6) sin23x + 7cos23x = 6sin3xcos3x;

7) cos6x + cos4x sin2x = cos3x sin3x + cos2x sin4x;

8) 2sin4x − 6sin3x cosx − 23cos2x sin2x = 0;
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9) 10 3 5 02

2
cos sinx x− − = ;                  11) 6 6 1

4
sin cosx x+ = ;

10) cos4x − sin4x = 2sin2x;                    12) sin8x + cos8x = cos22x.

1.137. O‘rnigà qo‘yish usulidàn fîydàlànib yeching:

1) cos2x + 1 = 2cosx;

2) 3cos2x sinx + 1 = 3cos2x + sinx;

3) 6cos3x + 6sin2x − 3cosx − 3 = 0;

4) 5sin2x cosx + 6cos2x − 10cosx + 6 = 0;

5) 1 + sin22x = (1 − cos2x)2.

1.138. Òånglàmàlàrni yeching:

1) cos2x + cosx = 0;                                  2) cos3x = 2cos2x − 1;

3) 2cos2x = 4sinxcosx − 1;                     4) cos2x − 3sinxcosx = −1;

5) ( ) ( )2 21 1
sin cos

sin cos 1
x x

x x− + − = ;

6) ( )2
2 cos 1 0xπ + + = ;

7) (cos5x + cos7x)2 = (sin5x + sin7x)2;

8) sin24x − cos2x = 2sin4x cos4x;

9) sin32x − 5sin22x + 4 = 0.
1.139. Òånglàmàni sinx + cosx = t àlmàshtirish yordàmidà

yeching:

1) 2(sinx + cosx) + sin2x + 1 = 0;    2) sin 2
2

sin cos 1 xx x+ = + ;
3) sin42x + cos42x = sin2xcos2x.

1.140. Òånglàmàni bàhîlàsh usuli bilàn yeching:

1) 2sin8x + 3cos8x = 5;             2) (cos2x − cos4x)2 = 4 + cos23x;

3) sin3x + cos2x + 2 = 0.

1.141. Òånglàmàni yordàmchi burchàk kiritish usuli bilàn
yeching:

1) 12cosx − 5sinx = −13; 2) sin cos 2x x+ = ;

3) 3 sin cos 1x x− = .

6. Univårsàl àlmàshtirish. 3-§ ning 4-bàndidàgi (9) và (10)
fîrmulàlàrdàn fîydàlànib, x ≠ (2k + 1)π, k∈Z qiymàtlàr uchun
quyidàgi munîsàbàtlàrni hîsil qilàmiz:
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2

2 tg
2

1 tg
2

sin
x

x
x

+
= ;                                               (1)

2

2

1 tg
2

1 tg
2

cos
x

x
x

−

+
= .                                                (2)

Àgàr R(sinx;cosx) = 0 tånglàmàdà (1) và (2) àlmàshtirishlàr

bàjàrilib, x z
2

tg =  o‘rnigà qo‘yish tàtbiq etilsà, chàp tîmîni z gà

nisbàtàn ratsiînàl funksiya bo‘lgàn tånglàmà hîsil bo‘làdi:

2

2 2
2 1

1 1
;  0z z

z z
R −

+ +

  = 
 

.                                        (3)

(3) tånglàmà ildizlàrini (àgàr bu ildizlàr màvjud bo‘lsà)

birmà-bir 2
tg x z=  gà qo‘yib, õ ning izlànàyotgàn qiymàtlàri

tîpilàdi. tgα ifîdà k k Z
2

,  πα = + π ∈  qiymàtlàrdà àniqlànmàgànligi

sàbàbli õ ning x = (2k + 1)π, k∈Z qiymàtlàri àlîhidà tåkshirilàdi.

Ì i s î l .  3sint − cost = 3 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  (1) và (2) fîrmulàlàrdàn fîydàlànib, sint và cost

ni  
2

tg t  îrqàli ifîdàlàymiz, so‘ng 2
tg t z=  àlmàshtirishni kiritàmiz.

Nàtijàdà, 
2

2 2
6 2 4

1 1

z z

z z

+

+ +
=  ratsiînàl tånglàmà hîsil bo‘làdi. Uning

ildizlàri z1 = 1, z2 = 2. Ulàrni kåtmà-kåt 2
tg t z=  gà qo‘yamiz.

2
tg 1t =  tånglàmàdàn t k k Z

2
2 ,π= + π ∈  ni, 

2
tg 2t =  tånglà-

màdàn esà t = 2arctg2 + 2πk, k∈Z ni hîsil qilàmiz.

Ì à s h q l à r

1.142. asinx + bcosx = c tånglàmàni yeching. Òånglàmà à, b, c
làrgà nisbàtàn qàndày shàrtlàrdà yechimgà egà bo‘làdi?

1.143. Òånglàmàlàrni yeching:

1) 4sinx − 7cosx = 7; 2) 1
1

1
2

−
+

=cos
sin

x
x

;

www.ziyouz.com kutubxonasi



74

3) 3 cos sin 1x x− = ;            4) ( ) ( )3 3
2 sin sin 2x xπ π+ − − = ;

5) cosx − cos(π − 2x) − 2 = 0; 6) 2 sin 6 2(1 cos 4 )x x= − ;

7) ( ) ( )x x
4 4

ctg 2 ctg 2 0π π+ − − = ;      8) 1
8

sin cos sin 2x x x = ;

9) sin(x + 20°) + sin(2x + 40°) + sin(3x + 60°) = 0;

10) 2 23 cos ( 3 1) sin cos sin 0x x x x+ − − = ;

11) 3 cos sin 0x x+ = ;

12) 3 2(2 sin cos 2 ) 3 2(2 sin cos 2 ) 2x x x x+ − + − + = ;

1.144. Gràfik yordàmidà tàqribiy yeching:
1) sinx = x − 0,5; 2) sinx = x + 1; 3) x = 1 + 0,5sinx.

7. Òrigînîmåtrik tånglàmàlàr siståmàsi. Òrigînîmåtrik tånglà-
màlàr siståmàsini yechishdà yuqîridà ko‘rilgàn tånglàmàlàrni
yechish usullàridàn và trigînîmåtrik fîrmulàlàrdàn fîydàlànilàdi.

Quyidà tånglàmàlàr siståmàsini yechishning o‘zigà õîs
õususiyatlàri bilàn tànishàmiz.

1 - m i s î l .  
5 sin sin ,

3 cos 2 cos

x y

x y

=
 = −

 tånglàmàlàr siståmàsini yechà-

miz.

Y e c h i s h .  Bårilgàn siståmàni 
5 sin sin ,

2 3cos cos

x y

x y

=
 − =

  ko‘rinishdà

yozib îlàmiz. Bu siståmàning kvàdràtgà ko‘tàrilgàn tånglàmàlàrini
hàdmà-hàd qo‘shsàk,

25sin2x + 4 − 12cosx + 9cos2x = 1
yoki

16cos2x + 12cosx − 28 = 0

tånglàmà hîsil bo‘làdi. Hîsil bo‘lgàn bu tånglàmàni cosx gà

nisbàtàn yechib, cosx = 1, 7
4

cos x = −  tånglàmàlàrgà egà bo‘làmiz.

7
4

cos x = −  tånglàmà yechimgà egà emàs. Dåmàk, cosx = 1 bo‘lishi

zàrur. cosx = 1, ya’ni x = 2πn, n∈Z dà sinx = 0 bo‘lgàni uchun
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5 0 sin ,

2 3 1 cos

y

y

⋅ =
 − ⋅ =

siståmàgà egà bo‘làmiz. Bu siståmàdàn, y =

= (2k + 1) π,  k∈Z ekànligi tîpilàdi.
J à v î b :  x = 2πn, n∈Z, y = (2k + 1)π, k∈Z.

2 - m i s î l .  
4
3

3

sin sin ,x y

x y π

 + =


+ =

  tånglàmàlàr siståmàsini yechà-

miz.

Y e c h i s h :

4 4
3 2 2 3

3 3

sin sin , 2 sin cos ,x y x yx y

x y x y

+ −

π π

 + = = ⇒ ⇒ 
+ =  + = 

4 4
2 3 2 36

33

2 sin cos , cos ,

.

x y x y

x yx y

− −π

ππ

 = = ⇒ ⇒ 
  + =+ = 

2
cos 1x y− ≤  shàrt bàjàrilmàgànligi uchun siståmà yechimgà egà

emàs.

Ì à s h q l à r

1.145. Òrigînîmåtrik tånglàmàlàr siståmàsini yeching:

1) 
3

sin sin 1,

;

x y

x y π

+ =
 + =

2) 
4 sin cos 1,

3tg tg 0;

x y

x y

=


− =

3) 
4 cos cos 3,

4 sin sin 1;

x y

x y

=


= −
4) 2

3

cos cos 1,6,

.

x y

x y π

+ = −
 + =

8. Òrigînîmåtrik tångsizliklàrni isbîtlàsh. Òrigînîmåtrik tång-
sizliklàrni isbîtlàsh màsàlàsi bà’zàn àlgåbràik tångsizliklàrni
isbîtlàsh màsàlàsigà kåltirilàdi.

1 - m i s î l .  4cosx − 3sinx ≤ 5 tångsizlikni isbît qilàmiz.

Y e c h i s h .  2
tg x z= , x ≠ π + 2πk, k∈Z univårsàl o‘rnigà

qo‘yish tångsizlikni quyidàgi ko‘rinishgà kåltiràdi:
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2

2
2 2

4(1 ) 6

1 1
5 9

z z

z z
z−

+ +
− ≤ ⇒ + .

          26 1 0 (3 1) 0z z+ + ≥ ⇒ + ≥      (1)

(1) tångsizlik z ning hàr qàndày
qiymàtidà o‘rinli. Dåmàk, bårilgàn
tångsizlik bàrchà õ ≠ π + 2πk, k∈Z
làrdà bàjàrilàdi. Òåkshirish tångsiz-
likning x = π + 2πk, k∈Z uchun hàm
o‘rinli ekànini ko‘rsàtàdi.

2 - m i s î l .  ÀBC uchburchàkdà
2 2 2

2 2 2
tg tg tg 1A B C+ + ≥    tångsizlikning  bàjàrilishini  isbît

qilàmiz.
I s b î t .  ABC uchburchàkning A, B và C burchàklàri uchun

( ) ( ) ( )2 2 2

2 2 2 2 2 2
tg tg tg tg tg tg 0A B A C B C− + − + − ≥

yoki
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
tg tg tg tg tg tg tg tg tgA B C A B A C B C+ + ≥ + +

munîsàbàt o‘rinli ekànligi ràvshàn. Bu yerdà gåîmåtriya kursidà
mà’lum bo‘lgàn

2 2 2 2
tg tg ,   tg tgp c p bA B A C

p p
− −= =  và 

2 2
tg tg p aB C

p
−=

tångliklàrdàn fîydàlànsàk (bu yerdà a, b, c – uchburchàkning
mîs ràvishdà  A, B, C burchàklàri qàrshisidàgi tîmînlàr,

2
a b cp + += ), isbîtlànishi kåràk bo‘lgàn tångsizlikni hîsil qilàmiz.

3 - m i s î l .  0 < α < π bo‘lsin. U hîldà sinα < α < tgα bo‘lishini
isbît qilàmiz.

I s b î t .  Birlik àylànàdà (I.45-ràsm) B1ÎB và ÎEE1
uchburchàklàrni yasàymiz, ∪B1ÀB = 2α, ∪ÀB = α bo‘lsin. 1-§
ning 1-bàndidà kåltirilgàn mulîhàzàlàrgà ko‘rà BL < ∪AB < AE
bo‘làdi. Bundàn

sinα < α < tgα                                     (1)
bo‘làdi.

Y

XO
A

B
1

L

B
E

I.45-rasm.

E
1
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Ì à s h q l à r

1.146. Òångsizlikni isbîtlàng:
1) ctg2α < 0,5ctgα, 0 < α < π;
2) sin3α − sin6α ≤ 0,25;

3) − ≤ ≤
+

3 33
2

sin
cos

α
α

;

4) A B C 1
8

cos cos cos ,≤  À + B + C = 180°;

5) cos(cosx) > 0, bundà x∈R;
6) cosx − sinx − cos2x > 0;

7) x x5 2 sin 6 sin 1− ≥ − ;
8) àniqlànish sîhàsidàn îlingàn iõtiyoriy õ dà |tgx + ctgx| ≥ 2;
9) |3sinx − 4cosx | ≤ 5;
10) α và β o‘tkir burchàklàr uchun sin(α + β) < 2sinα + sinβ;
11) àgàr α và β o‘tkir burchàklàr uchun sin(α + β) = 2sinα

o‘rinli bo‘lsà, u hîldà α < β;
12) α ning bàrchà qiymàtlàridà sinαcosα ≤ 0,5 bo‘làdi;

13) 2 2
1 1

sin cos
4

α α
+ ≥ ; 14) 4 4

1 1
sin cos

8
α α

+ ≥ .

9. Eng sîddà trigînîmåtrik tångsizliklàrni yechish. sinx > m,
cosx > m, tgx > m, ctgx > m kàbi ko‘rinishdàgi tångsizliklàrni
yechishdà kîîrdinàtàli àylànàdàn yoki trigînîmåtrik funksiya-
làrning gràfiklàridàn fîydàlànàmiz.

1 - m i s î l .  à) sinα > 0;  b) sinα > m, 1 ≤ m < 1;  â) sinα < m
tångsizliklàrni yechàmiz.

Y e c h i s h .  à) sinα > 0 ning yechimlàr to‘plàmi sinu-
sîidàning àbssissàlàr o‘qidàn yuqîridà jîylàshgàn bo‘làklàri bilàn
àniqlànàdi (I.46-à ràsm). Bu bo‘làklàrdàn biri àbssissàlàr o‘qining
(0; π) îràlig‘igà, qîlgànlàri undàn 2πk, k∈Z uzîqliklàrdà
jîylàshgàn îràliqlàrgà mîs kålàdi. Dåmàk, 2πk < α < (2k + 1)π,
k∈Z ko‘rinishdàgi îràliqlàrdà yotuvchi α sînlàrginà yechim
bo‘làdi.

b) sinα > m tångsizlikni yechàmiz, bundà −1 ≤ m < 1. Birlik
àylànàning îrdinàtàlàri m dàn kàttà bo‘lgàn nuqtàlàri y = m to‘g‘ri
chiziqdàn yuqîridà jîylàshàdi. Ulàr MBN yoyni hîsil qilàdi
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(I.46-b ràsm). Bu yoygà Ì(α0) và N(π − α0) nuqtàlàr kirmàydi.
Shundày qilib, sinα > m tångsizlikning yechimi (α0; π − α0)
intårvàl yordàmidà àniqlànàdi. α0 = arcsinm và y = sinx funksiya
dàvriy funksiya bo‘lgàni uchun bårilgàn tångsizlikning bàrchà
yechimlàr to‘plàmini

 (arcsin 2 ;  arcsin 2 )
k Z

m k m k
∈

+ π π − + π
yoki

arcsinm + 2kπ < α < π − arcsinm + 2kπ, k∈Z
ko‘rinishdà yozàmiz.

sinα > m tångsizlik m ≥ 1 dà bàjàrilmàydi, m < −1 dà esà bàrchà
α làrdà bàjàrilàdi.

d) sinα < m tångsizlikni yechish α = −z o‘rnigà qo‘yish îrqàli
yuqîridà qàràlgàn hîlgà kålàdi: sinz > −m. Uning bàrchà yechimlàrini
yozàmiz:

arcsin(−m) + 2πk < z < π − arcsin(−m) + 2πk, k∈Z.
arcsin(−m) = −arcsinm và z = −α bo‘lgàni uchun bårilgàn

tångsizlikning bàrchà yechimlàri quyidàgichà bo‘làdi:
−π − arcsinm + 2kπ < α < arcsinm + 2kπ, k∈Z.

2 - m i s î l .  à) cosα > m;  b) cosα < m tångsizliklàrni
yechàmiz.

Y e c h i s h .  à) m ≥ 1 dà tångsizlik yechimgà egà emàs,
m < −1 dà esà α ning bàrchà qiymàtlàri tångsizlikni qànîàtlàntiràdi.
Biz  −1 ≤ m  < 1 bo‘lgàn hîlni qàràymiz. I.41-d ràsmgà qàràlgàndà
m < cosα ≤ 1 gà B2ÀB1 yoy mîs kålàdi, bundà B1(α0) và B2(−α0)
làr õ = m to‘g‘ri chiziq bilàn kîîrdinàtàli àylànàning kåsishish
nuqtàlàri, À(0) –hisîb bîshi nuqtàsi. Dåmàk, cosα > m tång-
sizlikning yechimi −α0< α < α0 yoki −arccosm < α < arccosm, yoki
funksiya dàvri e’tibîrgà îlinsà, −arccosm + 2πk < α < arccosm +
+2πk, k∈Z bo‘làdi.

                                 à)                                      b)

I.46-rasm.

Y

O X
2
π π 3

2
π 2π 5

2
π 3π

1

−1

siny x=

Y

A X

M

B

OC

N

0α

0π − α
y m=
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b) cosα < m tångsizligini yechish
α = π − z àlmàshtirish îrqàli yuqîridà
qàràlgàn  tångsizlikkà  kåltirilàdi:
cosz > −m. Bundàn −arccos(−m) + 2kπ <
< z<arccos(−m) + 2kπ, k∈Z ni tîpàmiz.
z = π − α và arccos(−m) = π − arccosm
bo‘lgàni uchun

arccosm + 2kπ < α < 2(k + 1)π −
−arccosm, k∈Z

bo‘làdi.
3 - m i s î l .  tgα < m và tgα > m tångsizliklàr yechimini tîpàmiz.
Y e c h i s h .  arctgm tà’rifidàn fîydàlànàmiz (I.47-ràsm).

B1(α0) nuqtà EÀC yarim àylànàni EÀB1 và B1C yoylàrgà

àjràtàdi, bundà ( )2
E π−  và ( )2

C π . Undàn E, B1, C nuqtàlàr

chiqàrilàdi. EÀB1 yoydà tgα < m, B1C yoydà esà tgα > m tångsizlik
bàjàrilàdi. Dåmàk, tgα < m tångsizlikning yechimi

2
arctg ,  ,k m k k Zπ− + π < α < + π ∈

tgα > m tångsizlik yechimi esà

2
arctg ,  m k k k Zπ+ π < α < + π ∈

bo‘làdi.
Shu kàbi ctgα < m, ctgα > m tångsizliklàr yechimi mîs

ràvishdà arcctgm + kπ < α < π + kπ, k∈Z và kπ < α < arcctgm + kπ,
k∈Z bo‘làdi.

Y

A X

B
2

E

O

C

D

y mx=

B
1

I.47-rasm.

Y

X

A
0

A
1

A
2

A
3

A
4 y = 1

O

ctgy x=

4
π π 2π 3π−π−2π

I.48-rasm.
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4 - m i s î l .  ctgx ≤ 1 tångsizlikni yechàmiz.
Y e c h i s h .  y = 1 to‘g‘ri chiziq y = ctgx kîtàngånsîidàni chåksiz

ko‘p À0, À1, À2, ... nuqtàlàrdà kåsàdi (I.48-ràsm). Hîsil bo‘làdigàn

îràliqlàrdàn biri 
4
;  π π  . Kîtàngånsning dàvrini hàm e’tibîrgà

îlib, yechimni 
4

,  k x k k Zπ + π < < π + π ∈  ko‘rinishdà yozàmiz.

Ì à s h q l à r

1.147. Òångsizlikni yeching:

1) sinx < 0,5, bundà 
2 2
;  x π π ∈ −  ; 2) sinx ≤ 1;

3) [ ]3
2

sin ,  ;  x x< ∈ −π π ;  4) [ ]3
2

sin ,  0;  2x x≥ − ∈ π ;

5) [ ]2
2

sin ,  ;  x x> ∈ −π π ;  6) [ ]2
2

sin ,  0;  2x x≤ − ∈ π ;

7) [ ]2
2

sin ,  0;  2x x> − ∈ π .

1.148. Òångsizlikni yeching:

1) 1
2

cos x ≤ , [ ]0;  2x ∈ π ;  2) [ ]1
2

cos ,  0;  2x x> ∈ π ;

3) [ ]3
2

cos ,  ;  x x≥ ∈ −π π ;  4) [ ]3
2

cos ,  ;  x x< ∈ −π π ;

5) 3
2 2 2

cos ,  ;  x x π π ≥ ∈ −  ;  6) [ ]2
2

cos ,  0;  x x< ∈ π ;

7) [ ]2
2

cos ,  0;  2x x≤ − ∈ π ;  8) [ ]3
2

cos ,  ;  x x≤ − ∈ −π π .

1.149. Òångsizlikni yeching:

1) tg 3x < , ( )2 2
;  x π π∈ − ;  2) ( )2 2

tg 3,  ;  x x π π≥ ∈ − ;

3) [ ]tg 1, 0; x x< ∈ π ;  4) ( )3
3 2 2

tg ,  ;  x x π π≥ ∈ − ;

5) ( )2 2
ctg 1,  ;  x x π π< ∈ − ;  6) [ ]ctg 1, 0; x x≥ − ∈ π ;

7) tgx < 2; 8) tg2x > 2; 9) ctgx < −1.

1.150. Òångsizlikni yeching:

1) 3 cos 2 1 0x + > , [ ]0;  x ∈ π ;

2)
2 2

3 sin 2 1 0,  ;  x x π π + ≥ ∈ −  ;
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3) [ ]2 2
2 2

cos ,  0;  2x x− < < ∈ π ;

4) [ ]2
2

0 sin ,  ;  x x< < ∈ −π π ;

5) 2 1
4 2 2

sin ,  ;  x x π π > ∈ −  ;

6) [ ]24 sin 1 0,  0;  2x x− ≤ ∈ π .

1.151. Òångsizlikni yeching:

1) sin 0,80x > − , 
3

2 2
;  x π π ∈   ;

2) 
2 2

sin 0,80,  ;  x x π π ≤ − ∈ −  ;

3) [ ]cos 0,6,  0;  x x≥ ∈ π ;

4) [ ]cos 0,7,  ;  2x x< ∈ π π .

10. Òrigînîmåtrik tångsizliklàrni intårvàllàr usuli bilàn yechish.
f (t) > 0 yoki f (t) < 0 trigînîmåtrik tångsizliklàrni yechishdà
intårvàllàr usulidàn fîydàlànàmiz. Shu màqsàddà îldin f (t)
funksiyaning Ò0 àsîsiy dàvri, f (t) = 0 tånglàmàning [0; Ò0)
îràliqdà yotgàn ildizlàri và uzilish nuqtàlàri tîpilàdi. Ulàr [0; Ò0)
îràliqni bir nåchà intårvàlgà àjràtàdi. Sinàsh nuqtàlàri usuli
qo‘llànilib, funksiyaning intårvàllàrdàgi ishîràlàri àniqlànàdi.
Funksiyaning õîssàlàridàn, jumlàdàn, juft-tîqligidàn fîydà-
lànish ishni îsînlàshtiràdi.

1 - m i s î l .  f (α) = cos2α − cos3α < 0 tångsizlikni yechàmiz.
Y e c h i s h .  1) cos2α ning dàvri: cos(2α + 2π) = cos2(α + T1),

bundàn 2α + 2π = 2(α + Ò1), Ò1 = π; shu kàbi cos3α ning dàvri

2
2
3

T π= . Bu sînlàrning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi , ya’ni
Ò0 = 2π sîni  f (x) funksiyaning àsîsiy dàvri bo‘làdi;

2) f (α) = 0 tånglàmà ildizlàri 2α = ±3α + 2πk, k∈Z munîsàbàt
bo‘yichà àniqlànàdi. Bizgà ulàr ichidàn (0; T0) îràliqdà yotgànlàrini
àniqlàsh yetàrli, qîlgànlàri Ò0 dàvr bilàn tàkrîrlànàdi. Îràliqning
α = 0 chàp uchidà f (0) = 0, ya’ni f (x) < 0 tångsizlik bàjàrilmàydi.
Dåmàk, îràliqning chàp uchi îchiq qîlàdi. Îràliqning ichidà yotgàn
ildizlàrni tîpàmiz. Shu màqsàddà munîsàbàtdàgi k gà kåtmà-kåt 0,
1, 2, ... qiymàtlàr bårish và α ning qiymàtlàri ichidàn (0; 2π)

intårvàldà yotgànlàrini àjràtish kåràk. Ulàr: 2 4 6 8
5 5 5 5

,  ,  ,  π π π π .
6 Àlgebra, II qism
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3) f  funksiya sîn o‘qidà uzluksiz;

4) (0; 2π) îràliq ( 2 2 4 4 6 6 8
5 5 5 5 5 5 5

0; ,  ;  , ;  ,  ;  ,π π π π π π π           

)8
5

;  2π π   intårvàllàrgà àjràlàdi;

5) ( ]0 2
5

;  π  îràliqdàn sinàsh nuqtàsi sifàtidà π
3
 ni îlàylik. Undà

( ) 2 3 1
3 3 3 2

cos cos 1 0f π π π= − = − + > . Dåmàk, bu îràliqdà bårilgàn

tångsizlik bàjàrilmàydi. Òåkshirish tångsizlik 2 4 6 8
5 5 5 5

;  , ;  π π π π     
îràliqlàrdà bàjàrilishini ko‘rsàtàdi. Yechim ushbu îràliqlàr bir-
làshmàsidàn ibîràt:

( ) ( )2 4 6 8
5 5 5 5

2 ;  2 2 ;  2 ,  k k k k k Zπ π π π+ π + π ∪ + π + π ∈ .

2 - m i s î l .  
3

( ) t tg 0f g αα = α − >  tångsizligini yechàmiz.

Y e c h i s h .  1) tgα ning dàvri Ò1 = π, 
3

tg α  ning dàvri Ò2 = 3π.

Ò1 và Ò2 ning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi, ya’ni f  ning
àsîsiy dàvri Ò0 = 3π. Òångsizlikning [0; 3π] îràliqdàgi yechimini
tîpish yetàrli. Qîlgànlàri sîn o‘qidà 3π dàvr bilàn tàkrîrlànàdi;

2) 
3

tg tg 0αα − =  tånglàmàning ildizlàri: 3 ,k k Zα = π ∈ .

Ulàrdàn [0; 3π] îràliqdà yotgàni 0 và 3π;

3) f  funksiya cosα = 0 và 
3

cos 0α =  dà, ya’ni 
2

,kπα = + π

k Z∈  nuqtàlàrdà uzilishgà egà. Shu jumlàdàn 3 5
2 2 2
,  ,  π π π

nuqtàlàr qàràlàyotgàn [0; 3π] îràliqdà jîylàshgàn;

4) tîpilgàn nuqtàlàr [0; 3π] îràliqni 3
2 2 2

0;  , ;  ,π π π   
   

3 5
2 2

;  ,π π 
    5

2
;  3π π   qismlàrgà àjràtàdi;

5) sinàsh nuqtàlàri yordàmidà bårilgàn tångsizlik yechimi
ushbu intårvàllàrdàn tuzilgànligini àniqlàymiz:

( ) ( )3 5
2 2 2

3 ;  3 ,  3 ;  3 ,  k k k k k Zπ π ππ + π + π + π ∈ .
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f – tîq funksiya. Shungà ko‘rà hisîblàshlàrni [0; 3π] dà emàs,

bàlki 3 3
2 2

;  π π −   dà bàjàrish mà’qul. Hàqiqàtàn, f (α) > 0 tångsizlik

2
0;  π 

   dà bàjàrilsà, 
2
;  0π − 

 dà f (α) < 0 tångsizlik  bàjàrilàdi.

Y e c h i s h :  ( ) ( )3
2 2 2

3 ; 3 ,  3 ;  3 ;  ,  k k k k k Zπ π π− + π − + π π + π ∈ .

Ì à s h q l à r

1.152. Òångsizliklàrni yeching:
  1) sin3x < −cos3x;      2) sin3x < cos3x;       3) sin3x cos3x > 0;
  4) cos3xtg3x > 0;       5) sin2x + tg2x < 0;    6) tg2 3x > ;

  7) 2
3( 2)

ctg 1x
x
π
−

< ;                     8) cosxcos3x < cos2xcos4x;

  9) 4 4 1
2

sin cosx x− < ;          10) (1 − ctgx)sin2x > 1;
11) 3sin2x − 1 > sinx + cosx.

11. Òrigînîmåtrik funksiya qiymàtini tàqribiy hisîblàsh.

2
0 x π< <  dà sinx < x < tgx bo‘lishini bilàmiz. Ikkinchi tîmîndàn

1 cos
2 2

sin x x−=  ekànligidàn ( )22
2 2

cos 1 2 sin 1 2x xx = − > − ⋅ =

2

2
1 x= −  ni îlàmiz. Bu tångsizlik và sin

cos
tg x

x
x =  munîsàbàtdàn

fîydàlànib, iõchàmlàshtirishlàrdàn so‘ng ushbu qo‘sh tångsizlik
hîsil bo‘làdi:

3

2
sin tgxx x x x− < < < .                                         (1)

1 - m i s î l .  sin0,05 qiymàtini 0,01 gàchà àniqlikdà tîpàmiz.
Y e c h i s h .  (1) bo‘yichà:

0,000125
2

0,05 sin 0,05 0,05;  0,0499 sin 0,05 0,05− < < < < ,

bundàn 0,05 0,0499
2

sin 0,05 0,050.x +≈ =

Yuqîri àniqlik tàlàb qilingàn hîllàrdà ushbu fîrmulàlàrdàn
fîydàlànish mumkin (isbîti îliy màtåmàtikà kursidà o‘rgànilàdi):

3 5

3! 5 !
sin ...;x xx x= − − −                                      (2)

www.ziyouz.com kutubxonasi



84

2 4

2 ! 4 !
cos 1 ....x xx = − − −                                       (3)

2 - m i s î l .  à) sin0,15; b) cos0,15 ni 10−4 gàchà àniqlikdà
tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Òàlàb etilàyotgàn àniqlikkà erishish uchun (2) và
(3) fîrmulàlàrni qàndày dàràjàli hàdgàchà îlishni bilish kåràk:

3 40,15 0,15
3 ! 4 !

0, 00056 0, 0001,  0, 000021 0, 001.= > = <

Dåmàk, (2) fîrmulà båshinchi dàràjàli hàdgàchà, (3)
fîrmulà esà to‘rtinchi dàràjàli hàdgàchà îlinishi yetàrli.
Hisîblàshlàrgà o‘tàmiz:

à) sin , , , ;
,

!
,

!
0 15 0 15 0 14948

0 15
3

0 15
5

3 5

≈ − − ≈

b) cos , , .,
!

,
!

015 1 0 988760 15
2

0 15
4

2 4

≈ − − ≈

Ì à s h q l à r

1.153. Ifîdàning qiymàtini 0,0001 gàchà àniqlikdà tîping:
1) sin0,24; 2) cos0,18; 3) tg0,15;
4) sin31°; 5) cos23°; 6) tg16°.

5-§. Òåskàri trigînîmåtrik funksiyalàr

1. Àrkfunksiyalàr và ulàrning àsîsiy õîssàlàri. Ushbu

y x x= − ≤ ≤sin ,  π π
2 2

                                            (1)

funksiyani qàràymiz.

x àrgumåntning qiymàtlàri − π
2

 dàn π
2
 gàchà o‘sib bîrgàndà y

ning qiymàtlàri −1 dàn 1 gàchà o‘sib bîrishi và [−1; 1] kåsmàni
to‘ldirishi bizgà mà’lum (I.31-ràsm). Bu yerdàn, y ning [−1; 1]

kåsmàdàgi hàr bir qiymàtigà sin ,x y x= − ≤ ≤ π π
2 2

 shàrtlàrni
qànîàtlàntiruvchi birginà x sînni, ya’ni x = arcsin y sînni mîs
qo‘yish mumkinligi kålib chiqàdi.

Hàr bir y∈[−1; 1] sîngà uning àrksinusini mîs qo‘yib,
quyidàgi funksiyagà egà bo‘làmiz:
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x = arcsiny,  −1 ≤ y ≤ 1.                                      (2)

x và y o‘zgàruvchilàrning (1) shàrtni qànîàtlàntiruvchi hàr
qàndày qiymàtlàri jufti (2) shàrtni hàm qànîàtlàntiràdi và
àksinchà, shu juftlik uchun (2) shàrt bàjàrilsà, u hîldà x và y
uchun (1) shàrt hàm bàjàrilàdi (isbîtlàng). Dåmàk, (1) và (2)
funksiyalàr o‘zàrî tåskàri funksiyalàrdir.

Îdàtdà funksiyaning àrgumånti x bilàn, funksiyaning o‘zi esà
y bilàn bålgilàngàni uchun (2) dà x ni y bilàn, y ni esà x bilàn
àlmàshtirib, quyidàgi funksiyagà egà bo‘làmiz:

y = arcsinx,  −1 ≤ x ≤ 1.                               (3)

y = arcsinx funksiya y = sinx, [ ]x ∈ − π π
2 2

;   funksiyagà tåskàri

funksiya bo‘lgàni uchun uning àyrim õîssàlàrini y = sinx,

[ ]x ∈ − π π
2 2

;   funksiyaning  õîssàlàridàn  hîsil  qilish  mumkin.

1°. y = arcsinx funksiyaning àniqlànish sîhàsi [−1; 1] kåsmàdàn
ibîràt, chunki y = sinx funksiyaning qiymàtlàri sîhàsi [−1; 1]
kåsmàdàn ibîràt.

2°. y = arcsinx funksiyaning qiymàtlàri sîhàsi [ ]− π π
2 2
;   kåsmà-

dàn ibîràt, chunki y = sinx, − ≤ ≤π π
2 2

x  funksiyaning àniqlànish

sîhàsi [ ]− π π
2 2
;   kåsmàdàn ibîràt.

E s l à t m à . y = sinx funksiya (−∞; +∞) îràliqdà tåskàrilànuvchi emàs,
chunki hàr qàndày y∈[−1; 1] sîngà sinx = y shàrtni qànîàtlàntiruvchi
chåksiz ko‘p x∈(−∞; +∞) sînlàr mîs kålàdi. y = sinx funksiyaning
tåskàrilànuvchi bo‘lishligini tà’minlàsh uchun uning àniqlànish sîhàsi

sun’iy ràvishdà tîràytirilàdi và àniqlànish sîhàsi sifàtidà [ ]− π π
2 2

;   kåsmà

îlinàdi.

3°. y = arcsinx funksiya [−1; 1] kåsmàdà o‘sàdi, chunki y = sinx

funksiya [ ]− π π
2 2
;   kåsmàdà o‘suvchi funksiyadir.

4°. y = arcsinx funksiya tîq funksiya, ya’ni arcsin(−x) = −arcsinx
tånglik bàrchà x∈[−1; 1] làr uchun o‘rinli (qàràng, 4- § ning
1-bàndi).

5°. y = arcsinx funksiya dàvriy funksiya emàs.
Hàqiqàtàn hàm, y = arcsinx funksiya dàvriy funksiya và T ≠ 0

sîn y = arcsinx funksiyaning birîr dàvri, ya’ni bàrchà x∈[−1; 1]
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làr uchun arcsin(x + T) = arcsinx tånglik bàjàrilàdi dåb fàràz
qilàylik. U hîldà bu tånglikdàn x = 0∈[−1; 1] dà arcsinT = 0 gà egà
bo‘làmiz. Dåmàk, T = 0. Bu esà T ≠ 0 ekànligigà zid. Shundày qilib,
y = arcsinx funksiya dàvriy funksiya emàs.

y = arcsinx funksiya y = sinx, 
2 2

xπ π− ≤ ≤  funksiyagà tåskàri

funksiya bo‘lgàni uchun, uning gràfigini y = sinx, 2 2
xπ π− ≤ ≤

funksiya gràfigini y = x to‘g‘ri chiziqqà nisbàtàn simmåtrik àlmàsh-
tirish bilàn hîsil qilish mumkin (I.49-à ràsm).

Ò à r i õ i y  m à ’ l u m î t

Ìirzî Ulug‘båk o‘zining «Zij» àsàridà sinusni jàyb, 1 − cosx ni
sàhm (x), àrksinusni esà jàybi mà’kus (tåskàri sinus) dåb àtàgàn.
Bu funksiyalàrni dîiràviy sågmåntdà tàsvirlàgàn (I.49-b ràsm,
hîzirgi yozuvlàr bizniki) và ulàrning àyrim õîssàlàridàn
fîydàlàngàn.

y = cosx, 0 ≤ x ≤ π funksiya tåskàrilànuvchi và ungà tåskàri
funksiya y = arccosx, −1 ≤ x ≤ 1 funksiyadàn ibîràt ekànligi õuddi
yuqîridàgi kàbi mulîhàzàlàr yuritib hîsil qilinàdi.

y = arccosx funksiyaning àsîsiy õîssàlàrini kåltiràmiz:
1°. y = arccosx funksiyaning àniqlànish sîhàsi [−1; 1] kåsmàdàn

ibîràt.
2°. y = arccosx funksiyaning qiymàtlàri sîhàsi [0; π] kåsmàdàn

ibîràt.
3°. y = arccosx funksiya [−1; 1] kåsmàdà kàmàyadi.
4°. y = arccosx funksiya juft funksiya hàm emàs, tîq funksiya

hàm emàs (4-§, 2-bànd.).

Y

X−1 1

1

O− π
2

−1

π
2

− π
2

y x=
π
2

y x= sin

A

B
y x= arcsin

jayb

vatar

jaybi ma’kus

sahm

à) b) I.49-rasm.
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5°. y = arccosx funksiya dàvriy emàs.

y = arccosx funksiyaning gràfigi
y = cosx, 0 ≤ x ≤ π funksiya gràfigini
y = x to‘g‘ri chiziqqà nisbàtàn simmåtrik
àlmàshtirish bilàn hîsil qilinàdi (I.50-
ràsm).

y = arcsinx và y = arccosx funk-
siyalàrning àsîsiy õîssàlàrini jàdvàldà
kåltiràmiz:

  Õîssàlàr                                   Funksiya

y = arcsinx y = arccosx

Àniqlànish sîhàsi [−1; 1] [−1; 1]

Qiymàtlàr sîhàsi [ ]− π π
2 2

;  [0; π]

Ìînîtînligi [−1; 1] îràliqdà [−1; 1] îràliqdà
o‘suvchi kàmàyuvchi

Juft-tîqligi tîq funksiya juft emàs, tîq emàs

Dàvriyligi dàvriy emàs dàvriy emàs

y = arctgx, x∈R funksiya y = tgx, − < <π π
2 2

x  funksiyagà,
y = arcctgx, x∈R funksiya esà y = ctgx, 0 < x < π funksiyagà tåskàri
funksiyadir. Ulàrning àsîsiy õîssàlàrini jàdvàl ko‘rinishidà kåltiràmiz:

 Õîssàlàr                                  Funksiya

y = arctgx y = arcctgx

Àniqlànish sîhàsi (−∞; +∞) (−∞; +∞)

Qiymàtlàr sîhàsi ( )− π π
2 2

;  (0; π)

Ìînîtînligi
(−∞; +∞) îràliqdà (−∞; +∞) îràliqdà

o‘suvchi kàmàyuvchi

Juft-tîqligi tîq funksiya juft emàs, tîq emàs

Dàvriyligi dàvriy emàs dàvriy emàs

Y

X−1 1O

π
2

π

arccosy x=

I.50-rasm.
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y = arctgx  và  y = arcctgx  funksiyalàrning  gràfiklàri  mîs
ràvishdà I.51-ràsm và I.52-ràsmlàrdà tàsvirlàngàn.

y = arcsinx, y = arccosx, y = arctgx và y = arcctgx funksiyalàr
tåskàri trigînîmåtrik funksiyalàr dåb àtàlàdi. Bîshqà funksiyalàr
kàbi, bu funksiyalàrning hàm bà’zi nuqtàlàrdàgi àniq qiymàt-

làrini, màsàlàn, 
2

arcsin1 π= , arccos1 = 0, 2
2 4

arctg π= ,

6
arcctg 3 π=  ekànligini ko‘rsàtish mumkin. Umumiy hîldà esà
turli hisîblàsh vîsitàlàri (gràfiklàr, jàdvàllàr, kàlkulatîrlàr và
h.k.) yordàmidà bu funksiyalàrning tàqribiy qiymàtlàri kåràkli
àniqlikdà hisîblànàdi.

1 - m i s î l .  Kàlkulatîr yordàmidà arcsin0,5773 ≈ 0,615,
arccos0,5773 ≈ 0,836  ekànligini tîpish mumkin.

2 - m i s î l .  y = arcsin(x2 + 1) funksiyaning  àniqlànish sîhà-
sini và qiymàtlàri sîhàsini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  y = arcsinx funksiyaning àniqlànish sîhàsi [−1; 1]
kåsmàdàn ibîràt. Shu sàbàbli, y = arcsin(x 2 + 1) funksiya x ning
−1 ≤ x 2 + 1 ≤ 1 shàrt bàjàrilàdigàn bàrchà qiymàtlàridàginà
àniqlàngàndir. −1 ≤ x2 + 1 ≤ 1 tångsizlik x = 0 bo‘lgàndà và fàqàt
shu hîldà bàjàrilàdi.

x = 0 bo‘lgàndà, 2
2

(0) arcsin(0 1) arcsin1y π= + = = . Shundày

qilib, bårilgàn funksiyaning àniqlànish sîhàsi {0} to‘plàmdàn,

qiymàtlàr sîhàsi esà { }π
2

 to‘plàmdàn ibîràt.

3 - m i s î l .  
2arccos( 1)x

x
y

+=  funksiyaning àniqlànish sîhàsi và

qiymàtlàri sîhàsini tîpàmiz.
Y e c h i s h .  Bu funksiya x ning x ≠ 0 và −1 ≤ x2 + 1 ≤ 1

shàrtlàrni qànîàtlàntiràdigàn bàrchà qiymàtlàridàginà àniqlàngàn.

                 I.51-rasm.  I.52-rasm.

Y

X

π
2

O

arctgy x=

− π
2

Y

X

π
2

O

arcctgy x=

π
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x ning x ≠ 0,  −1 ≤ x2 + 1 ≤ 1 shàrtlàr bir vàqtdà o‘rinli bo‘làdigàn
qiymàti màvjud emàs. Shundày qilib, bårilgàn funksiyaning
àniqlànish sîhàsi, shuningdåk, qiymàtlàr sîhàsi hàm bo‘sh
to‘plàmdir.

4 - m i s î l .  y = arcsinx, − ≤ <1
2

0x  funksiyaning àniqlànish
sîhàsini và qiymàtlàr sîhàsini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Funksiyaning bårilishidàn ko‘rinàdiki, uning

àniqlànish sîhàsi ( ]− 1
2

0;   îràliqdàn, qiymàtlàr sîhàsi esà y =

=arcsinx funksiya [−1; 1] kåsmàdà o‘suvchi và ( )y − = −1
2 6

π , y(0) =

=0 bo‘lgàni uchun [ )− π
6

0;  îràliqdàn ibîràt bo‘làdi.

Ì à s h q l à r

1.154. à) Quyidàgi funksiyaning àniqlànish sîhàsini tîping:

1) y = arcsin(x + 1);    2) 1 4
3

arccos xy += ;    3) 5
7

arccos xy −= .

b) y = arcctg2x − 3 funksiya sîn o‘qi bo‘yichà chågàràlàn-
gànmi?

d) y = 1 − cosx (sàhm)gà tåskàri funksiyani tà’riflàng, ifîdàsini
yozing, àniqlànish và o‘zgàrish sîhàlàrini tîping, mînîtînlikkà
tåkshiring, gràfigini yasàng.

1.155. Jàdvàldàgi bo‘sh kàtàklàrni to‘ldiring (hisîblàshlàrni
EHÌ yoki mikrîkàlkulatîrdàn fîydàlànib bàjàring):

x 0,7

arcsinx 0,85 (ràd)

arccosx 0,9 (ràd)

arctgx −π/6 (ràd)

arcctgx 0,3

2. Àrkfunksiyalàr qàtnàshgàn àyrim àyniyatlàr. Òåskàri trigî-
nîmåtrik  funksiyalàrgà  bårilgàn  tà’riflàrgà  ko‘rà,  màsàlàn,

y =sinx, x
2 2
π π− ≤ ≤  và x = arcsiny,  −1 ≤ y ≤ 1  bir mà’nîli munî-

sàbàtlàrdir. Àgàr y = sinx tånglikdà x o‘rnigà arcsiny qo‘yilsà,
ushbu àyniyat hîsil bo‘làdi:

sin(arcsiny) = y,  −1 ≤ y ≤ 1.                           (1)
Shu tàriqà quyidàgi àyniyatlàrni hàm îlish mumkin:
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cos(arccosy) = y,  −1 ≤ y ≤ 1,                               (2)

tg(arctgy) = y,  −∞ < y < +∞,                                 (3)

ctg(arcctgy) = y,  −∞ < y < +∞.                                (4)
Àgàr õ = arcsiny tånglikdà y o‘rnigà sinx qo‘yilsà:

arcsin(sinx) = x, − ≤ ≤π π
2 2

x .                      (5)

Shu kàbi:
arccos(cosx) = x,  0 ≤ x ≤ π,                                     (6)

arctg(tgx) = x,  − < <π π
2 2

x ,                                      (7)

arcctg(ctgx) = x, 0 < x < π.                               (8)

1 - m i s î l .  
2

arcsin arccosx x π+ =  (bu yerdà, | x | ≤ 1)

àyniyatni isbît qilàmiz.

I s b î t .  | x | ≤ 1 bo‘lsin. U hîldà arcsinx và 
2

arccos xπ − ifîdàlàr

mà’nîgà egà. arcsinx, π
2

− arccos x  sînlàrining hàr biri y =

=sinx funksiyaning o‘sish îràliqlàridàn birigà, õususàn, [ ]− π π
2 2
;  

îràliqqà tågishli và sin(arcsinx) = x, ( )2
sin arccos x xπ − =

tångliklàr o‘rinli. Shu sàbàbli 
2

arcsin arccosx xπ= − .

2 - m i s î l .  arcsin(sinx) ifîdàni hisîblàymiz.
Y e c h i s h .  Hàr qàndày x∈R sîn uchun sinx∈[−1; 1] bo‘lgàni

sàbàbli arcsin(sinx) ifîdà bàrchà x∈R sînlàr uchun mà’nîgà egà

và arcsina ning tà’rifigà ko‘rà, arcsin(sinx)∈ [ ]− π π
2 2
;  .

arcsin(sinx) = y bo‘lsin. U hîldà siny = sinx, y∈
2 2
;  π π − 

shàrtlàr bàjàrilàdi. siny = sinx bo‘lgàni uchun, x = (−1)ky + kπ

yoki 
1( 1)( )

( 1) ( 1)
( 1) ( )k

k k

k xx ky k x−− π−− π

− −
= = = − π −  (bu yerdà k∈Z )

bo‘làdi. Bu yerdàn ko‘rinàdiki, y ≤ π
2
 bo‘lishi uchun 

2
k x ππ − ≤

bo‘lishi yetàrlidir.
Shundày qilib, arcsin(sinx) = (−1)1−k(k − π), bu yerdà k sîn

2
k x ππ − ≤  tångsizlikni qànîàtlàntiràdigàn butun sîn.
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Ì à s h q l à r

1.156. Àyniyatni isbîtlàng:

1) 2cos(arcsin ) 1x x= − ;

2) 
21

arccos arcctg , 1 1x

x
x x

−
= − < < ;

3) 
21

arcctg arccos x

x
x

+
= ;

4) 
21

arctg arcsin ,  x

x
x x

+
= − ∞ < < +∞ ;

5) ( )2
2

2 arcsin arcsin 2 1 ,  0x x x x π= − ≤ ≤ ;

6) 2 2
arctg(tg ) ,  x x k x kπ π= − π π − < < π + ;

7) 
2

1

1
cos(arctg )

x
x

+
= ; 8) 

2

1

1
sin(arctg )

x
x

−
= .

1.157. Ifîdàning qiymàtini tîping:

1) arctg(tg3);                              2) arcsin(sin4);

3) ( )3
arccos cos π ;                              4) ( )6

arcctg ctg π ;

5) ( )8
arccos sin π −  

;                             6) ( )30
7

arcsin cos π ;

7) ( )3
7

arctg ctg π ;

8) ( )3 1
2 2

2 arcsin 3arccos arcctg1  − + − −    
;

9) cos(2arccosx);                                 10) cos(3arccosx);

11) ( )( )5
24

cos arctg − ;                                12) arcsin(sin100);

13) sin(3 arcsinx).

3. Òåskàri trigînîmåtrik funksiyalàr qàtnàshgàn tånglàmàlàr
và tångsizliklàr. Òåskàri trigînîmåtrik funksiyalàr qàtnàshgàn
tånglàmàlàrni yechishdà tång àrgumåntlàrdà bir õil ismli trigînî-
måtrik funksiyalàrning qiymàtlàri hàm tång bo‘lishidàn, ya’ni
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trigînîmåtrik funksiyalàrning bir qiymàtlilik õîssàsidàn fîydà-
lànilàdi.

Ko‘pchilik hîllàrdà àrkfunksiyalàr ko‘rinishidà bårilgàn tång
àrgumåntlàrning bir õil ismli trigînîmåtrik funksiyalàrini
tånglàshtirib, bårilgàn tånglàmàgà nisbàtàn sîddàrîq tånglàmà
(màsàlàn, àlgåbràik tånglàmà) hîsil qilish mumkin bo‘làdi. Hîsil
qilingàn tånglàmà bårilgàn tånglàmàgà umumàn îlgàndà tång
kuchli emàs, chunki bir õil ismli trigînîmåtrik funksiya
qiymàtlàrining tångligidàn shu funksiya àrgumåntlàrining tångligi
kålib chiqmàydi.

1 - m i s î l .  3 4
5 5

arcsin arcsin arcsinx x x+ =   tånglàmàni yechà-
miz.

Y e c h i s h .  Òånglàmàning àniqlànish sîhàsi x ning 3
5

1,x ≤

4
5

1x ≤ , | x | ≤ 1 tångsizliklàr bir vàqtdà bàjàrilàdigàn qiymàt-

làri to‘plàmi {x: | x | ≤ 1} dàn ibîràt.
Bårilgàn tånglàmà chàp và o‘ng tîmînlàrining sinuslàrini

tånglàshtiràmiz:

( )3 4
5 5

sin arcsin arcsin sin(arcsin )x x x+ = .

Yig‘indining sinusi fîrmulàsidàn và sin(arcsinα) = α,

( ) 2cos arcsin 1α = − α   (bu yerdà | α | ≤ 1) àyniyatlàrdàn fîydà-

lànib,

2 293 16 4
5 25 5 25

1 1x x x x x⋅ − + ⋅ − = .

tånglàmàgà egà bo‘làmiz. Bu tånglàmà x1 = 0, x2,3 = ±1  ildizlàrgà
egà. Ulàrning hàr birini tånglàmàgà båvîsità qo‘yib ko‘rib, bu
ildizlàr tånglàmàni qànîàtlàntirishini ko‘ràmiz. Ìàsàlàn, x = 1
uchun

3 4 3 3
5 5 5 5 2

arcsin arcsin arcsin arccos π+ = + = .

2 - m i s î l .  (arcsinx)3 + (arccosx)3 = π3 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  a3 + b3 = (a + b)3 − 3ab(a + b) àyniyatdàn

fîydàlànib và 2
arcsin arccosx x π+ =  ekànligini nàzàrdà tutib,

quyidàgi tånglàmàgà egà bo‘làmiz:
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( )3 3
2 2

3 arcsin arccosx xπ π− ⋅ ⋅ ⋅ = π

yoki
27

12
arcsin arccosx x⋅ = − π .

( )2
arccos ,  y x y π= ≤  dåsàk, 

22 7
2 12

0y yπ π− − =  kvàdràt tång-

làmà hîsil bo‘làdi. Bu kvàdràt tånglàmàning ildizlàri àbsîlut

qiymàti jihàtidàn π
2
 dàn kàttà bo‘lgàni uchun bårilgàn tånglàmà

yechimgà egà emàs.
3 - m i s î l .  2arcsin2x − 5arcsinx + 2 = 0 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  arcsinx = z àlmàshtirish bårilgàn tånglàmàni

2z 2  − 5z + 2 = 0 kvàdràt tånglàmàgà kåltiràdi. Uning ildizlàri

z1 = 0,5, z2 = 2. Låkin z2 ildiz 
2 2

arcsin xπ π− ≤ ≤  bo‘lish shàrtini

qànîàtlàntirmàydi. z1 ildiz bo‘yichà 1
2

arcsin x =  tånglàmàni

tuzàmiz. Bu tånglàmàning yechimi x = sin0,5.
Endi àrkfunksiyalàr qàtnàshgàn tångsizliklàrgà dîir misîllàr

qàràymiz.
4 - m i s î l .  arctg2x − 4arctgx + 3 > 0 tångsizlikni yechàmiz.
Y e c h i s h .  arctgx = y dåb îlsàk, bårilgàn tångsizlik quyidàgi

ko‘rinishni îlàdi:
y 2 − 4y + 3 > 0.

Bu tångsizlik y < 1 yoki y > 3 bo‘lgàndà bàjàrilàdi. Eski
o‘zgàruvchigà qàytib, arctgx < 1 và arctgx > 3 tångsizliklàrgà egà
bo‘làmiz. arctgx < 1 tångsizlik x∈(−∞; tg1) yechimlàrgà, arctgx > 3
tångsizlik esà x∈(tg3; +∞) yechimlàrgà egà.

J à v î b :  (−∞; tg1)∪(tg3; +∞).

5 - m i s î l .  arcsinx > arccosx tångsizlikni yeching.
Y e c h i s h .  Òångsizlikning àniqlànish sîhàsi [−1; 1] kås-

màdàn ibîràt.
x < 0 bo‘lgàndà arcsinx < 0, arccosx > 0 bo‘lgàni uchun

bårilgàn tångsizlik mànfiy yechimlàrgà egà emàs. 0 ≤ x ≤ 1 bo‘lsin.

U hîldà 
2

arcsin 0; x π ∈    và 
2

arccos 0; x π ∈    bo‘làdi. 
2

0; π  

îràliqdà sinx funksiya o‘suvchi bo‘lgàni uchun, x∈[0; 1] bo‘l-
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gàndà bårilgàn tångsizlik sin(arcsinx) > sin(arccosx) tångsizlikkà

tång kuchlidir. Bu yerdàn 21x x> −  tångsizlikni hîsil qilàmiz.

21x x> −  tångsizlikni [0; 1] îràliqdà yechib, 2
2

;  1x  ∈   
 ni

îlàmiz.

Ì à s h q l à r

1.158. Òånglàmàni yeching:

1)
22 3 5

2 4
arcsin arcsin 0x xπ π− + = ;

2) 
22 2

3 12
arccos arccos 0x xπ π− + = ;

3) 
22 7

12 12
arctg arctg 0x xπ π− + = ;

4) ( )2 7
4 6

arcsin 5x x π− + = − ;

5) ( )2
4 2

arcsin 3x x π π− + = ;

6) 
2

arcsin arcsin 3x x π+ = ;

7) sin(2arcsinx)+ cos(2arcsinx)=1;

8) ( )1
5

sin arccos 1x = .

1.159. Òångsizlikni yeching:

1) 2
4 3

arcsin( 4)xπ π− ≤ − ≤ ;

2) 25
4

arctg 3 2arctg3 3x x≤ − ≤ ;

3) arccosx < arcsinx;      4) arctgx < arcctgx.

1.160. 1) Àgàr:

 5 5
2 2

tg ,  tgx x+ −α = β = , α + β = 45°

bo‘lsà, õ ni tîping;
2) ABC uchburchàkdà:

∠À = α, ∠B = β, ∠C = γ, α : β : γ = 1 : 2 : 3, BC = 2 3

bo‘lsà, uning pårimåtrini tîping.
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I  b î b  b o ‘y i c h à  t î p s h i r i q

1–6- tîpshiriqlàr hàmmà uchun, 7–8- tîpshiriqlàr vàriànt-
làr bo‘yichà bàjàrilàdi. Hisîblàshlàrdà EHÌ, mikrîkàlkulatîr
và jàdvàldàn fîydàlànish mà’qul.

Ò î p s h i r i q n i n g  m à z m u n i . Jism Î nuqtàdàn (I.53-
ràsm) gîrizîntgà nisbàtàn α burchàk îstidà v0 bîshlàng‘ich tåzlik
bilàn îtilgàn. Òàshqi kuchlàr tà’sir etmàgàndà u s = v0t to‘g‘ri
chiziqli tåkis hàràkàt qilgàn và t vàqtdàn so‘ng birîr B(õ, y′)
nuqtàgà kålgàn bo‘làr edi, nuqtà kîîrdinàtàlàri õ = v0t cosα, y ′ =
=v0 t sinα. Låkin jism Yerning tîrtish kuchi tà’siri îstidà hàràkàt

chizig‘idàn chåtgà chiqàdi và t vàqtdàn so‘ng 
2

2
gt

 qàdàr quyidà

jîylàshgàn À(õ, y) nuqtàgà kålàdi (hàvî qàrshiligi hisîbgà
îlinmàgàn hîldà):

õ = v0t cosα;                                              (1)

2

0 2
v sin gt

y t= α − .                                                2)

Qîlgàn vàqt mîmåntlàridà hàm hàràkàt shu tàrzdà dàvîm
etàdi.

(2) munîsàbàt bîsh hàd kîeffitsiyånti ishîràsi mànfiy, îzîd
hàdi nîlgà tång bo‘lgàn kvàdràt uchhàd. Dåmàk, jism pàràbîlik
tràyåktîriya bo‘yichà hàràkàt qilàdi.

Shu kàbi, v0 bîshlàng‘ich tåzlikning tàshkil etuvchilàri vx =
=v0cosα, vy = v0t sinα. Låkin gràvitatsiya tà’siri îstidà jismning  t
vàqt pàytidàgi v tåzligi

vx = v0cosα,                                              (3)

Y

XO M

α

x

C

A
L
y

By ′
v0t

2

2
gt−

I.53-rasm.
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vy = v0 sinα − gt                                          (4)

tàshkil etuvchilàrgà (kîîrdinàtà o‘qlàridàgi prîåksiyalàrgà) egà
bo‘làdi.

Ò î p i n g :
1) jismning t vàqt mîmåntidàgi v tåzligi;

2) jismning y = f (x) ko‘rinishdàgi hàràkàt tånglàmàsi;

3) qànchà vàqtdàn so‘ng jismning eng yuqîrigà (C nuqtà)
ko‘tàrilishi, t = tC ;

4) eng yuqîri qàndày bàlàndlikkàchà ko‘tàrilishi (yC);

5) jism bîrib tushàdigàn màsîfà (õÌ);

6) jism eng uzîqqà bîrib tushishi uchun u Î nuqtàdàn
gîrizîntgà nisbàtàn qàndày α burchàk îstidà îtilishi kåràkligi;

7) v0 = 10 km/s tåzlik và gîrizîntgà nisbàtàn α = 10° + 5°k,

0;  30k =  burchàk îstidà îtilgàn jism qàndày bàlàndlikkàchà
ko‘tàrilàdi và qàndày màsîfàgà bîrib tushàdi?

8) qàndày α burchàk îstidà îtilgàn jism s = 1 + 0,1k (km),

0;  30k =  uzîqlikkà bîrib tushàdi?

9) ikkinchi jism H = 0,5 + 0,05k (km) bàlàndlikdàgi L
nuqtàdàn o‘ng tîmîngà qàràb y = 1 + 0,05k (km/s) tåzlik bilàn
to‘g‘ri chiziqli tåkis hàràkàt qilib bîrmîqdà. O nuqtàdàgi birinchi
jism gîrizîntgà nisbàtàn qàndày burchàk îstidà îtilsà, u ikkinchi
jismgà bîrib tågàdi và bu qànchà vàqtdàn so‘ng sodir bo1adi?

k = 0 30; .

K o ‘ r s à t m à :  1) 2 2
x y= +v v v . (3) và (4) munîsàbàtlàrdàn

fîydàlànilsà, nàtijàdà 
2

2
0 0 2

2 sin gtg t = − ⋅ α − 
 

v v v ;

2) (1) munîsàbàt bo‘yichà 
0 cos

xt
α

=
v  ni tîpib, (2) gà

qo‘ysàk:

2
2 2
02 cos

tg gy x x
α

= α − ⋅
v

;
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3) hàràkàt bîshidà v = v0 bo‘lgàn tåzlik hàràkàt dàvîmidà
kàmàyib bîrib, C nuqtàdà nîlgà tång bo‘làdi: 0 = v0sinα − gt,

bundàn C g
t 0v sin α= ;

4) (2) pàràbîlà C uchining îrdinàtàsi ifîdàsidàn fîydàlànilsà,

 
2 2 2 2
0 0sin sin

2
4

2

C gg
y

α α

 ⋅ − 
 

= − =
v v

;

5) (1) munîsàbàt và tC qiymàtidàn fîydàlànilsà,

 ( (
22

0 0
0

sin 2sin
2 2 cosC g g

s OM x
αα

= = = ⋅ ⋅ α =
vv

v ;

6) îldingi sàvîl bo‘yichà tîpilgàn 
2
0 sin 2

g
s

α
=

v
 munîsàbàtgà

qàràgàndà s màsîfà sin2α = 1, ya’ni α = 45° dà eng kàttà
qiymàtgà erishàdi.

7 Àlgebra, II qism
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II  B Î B
NÎSTÀNDÀRT TÅNGLÀMÀLÀR,
TÅNGSIZLIKLÀR VÀ ULÀRNING

SISTÅMÀLÀRI

1-§. Nîstàndàrt tånglàmàlàr

Òàshqi ko‘rinishi îdàtdàgi tånglàmàlàrdàn kåskin fàrq qilàdigàn
tånglàmàlàr (màsàlàn, 2| x | = cosx, x2 + 4xcos(xy) + 4 = 0),
shuningdåk, tàshqi ko‘rinishi îdàtdàgi tånglàmàlàrgà o‘õshàydigàn,
låkin îdàtdàgi usullàr bilàn yechish mumkin bo‘lmàydigàn
tånglàmàlàr (màsàlàn, sin7x + cos2x = −2, sin4x − cos7x = 1 và
hîkàzî) hàm uchràydi. Bundày tånglàmàlàrni nîstàndàr
t tånglàmàlàr dåb àtàymiz.

Nîstàndàrt tånglàmàlàrni yechishning umumiy usuli màvjud
emàs. Shu sàbàbli bundày tånglàmàlàrni yechishdà funksiyalàr-
ning gràfiklàridàn, turli õîssàlàridàn, tångsizliklàrdàn và hîkà-
zîlàrdàn fîydàlànishgà to‘g‘ri kålàdi. Buni misîllàrdà qàràb
chiqàmiz.

1 - m i s î l . 2| x | = cosx  tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  x = 0 sîn tånglàmàning yechimi ekànini ko‘ràmiz

(II.1-ràsm).
Bàrchà x ≠ 0 sînlàr uchun 2| x | > 1 ≥ cosx  bo‘lgàni uchun

bårilgàn tånglàmà x = 0 dàn bîshqà yechimlàrgà egà emàs.
2 - m i s î l .  sinx = x 2 + x + 1 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  II.2-ràsmdà y = sinx và y = x2 + x + 1 funksiyalàrning

gràfiklàri tàsvirlàngàn.
x∈[−1; 0] bo‘lsà, sinx ≤ 0, x2 + x + 1 > 0 bo‘lgàni uchun

tånglàmàning [−1; 0] îràliqqà tågishli yechimi màvjud emàs.

II.1-rasm.

Y

XO

y = cosx

y = 2| x |

y = 1

y = −1

1

−1
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x∉[−1; 0] làr uchun sinx ≤ 1, x2 + x + 1 > 0 bo‘lgàni sababli
tånglàmà [−1; 0] dàn tàshqàridà hàm yechimgà egà emàs. Dåmàk,
bårilgàn tånglàmà yechimgà egà emàs.

E s l à t m à .  1-misîldàgi tånglàmàning (shuningdåk, 2-misîldàgi tång-
làmàning hàm) yechilishini bàyon etishdà gràfiklàrni chizish shàrt emàs
edi. Gràfiklàrni chizish esà tånglàmàni yechish usulini tîpish imkînini
bårdi. Quyidà kåltirilàdigàn misîllàrdà u yoki bu funksiyaning gràfigini
chizish kàttà qiyinchiliklàr tug‘diràdi. Shu sàbàbli, bu misîllàrning
yechilishini gràfik chizish bilàn bîg‘làsh màqsàdgà muvîfiq emàs.

3 - m i s î l .  
3

2 cos 3 3x xx −= +  tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  Bàrchà x∈R làr uchun

3
2 cos 2,   3 3 2x xx −≤ + ≥

tångsizliklàrgà egàmiz. Shu sàbàbli, bårilgàn tånglàmà 3
2 cos 2,

3 3 2x x

x

−

 =

 + =

tånglàmàlàr siståmàsigà tång kuchlidir. Bu siståmàning ikkinchi
tånglàmàsi x = 0 dàn ibîràt yagînà yechimgà egà. x = 0 sîn sis-
tåmàning birinchi tånglàmàsini hàm qànîàtlàntiràdi. Shuning
uchun, x = 0 siståmàning và bårilgàn tånglàmàning hàm yagînà
yechimi bo‘làdi.

4 - m i s î l .  2 2(sin cos ) cos 3 cos 2x x y y+ = +  tånglàmàni
yechàmiz.

Y

XO

y = 1

y = −1

1

−1

y = sinx

y = x2 + x + 1

II.2-ràsm.
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Y e c h i sh. ( )4
sin cos 2 sinx x xπ+ = +  bo‘lgàni uchun bårilgàn

tånglàmàni ( ) 2
4

2 sin cos 1 cosx y yπ + = +  ko‘rinishdà yozib îlish

mumkin. Îõirgi tånglàmà ( )( ) ( )( )2
2

4 4
cos sin 1 sin 0y x xπ π− + + − + =

yoki ( )( ) ( )2
2

4 4
cos sin cos 0y x xπ π− + + + =  tånglàmàgà tång

kuchlidir.  Hîsil  qilingàn  tånglàmà  ( )4
cos sin ,y xπ= +

( )4
cos 0xπ + =  tångliklàr o‘rinli bo‘lgàndàginà to‘g‘ri tånglikkà

àylànàdi, bîshqàchà qilib àytgàndà, u

( )
( )

4

4

cos sin ,

cos 0

y x

x

π

π

 = +

 + =


tånglàmàlàr siståmàsigà tång kuchlidir.

Siståmàning ikkinchi tånglàmàsi 1 4
2x mπ= + π  và 2

5
4

2x nπ= + π

(m, n∈Z ) yechimlàrgà egà. Birinchi tånglàmàdàn y1 = 2kπ, y2 =
=(2p +1)π làrni tîpàmiz (bu yerdà k, p∈Z).

Shundày qilib, bårilgàn tånglàmà 1 14
2 , 2x m y kπ= + π = π ,

(m, k∈Z) và 2 2
5
4

2 ,  (2 1)x n y pπ= + π = + π , (n, p∈Z) yechim-
làrgà egà.

5 - m i s î l .  sin7x + cos2x = −2 tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  Bàrchà x∈R làr uchun sin7x ≥ −1, cos2x ≥ −1

bo‘lgàni sababli bårilgàn tånglàmà 
sin 7 1,

cos 2 1

x

x

= −
 = −

 siståmàgà tång

kuchlidir. Birinchi tånglàmà 
2

14 7
,  kx k Zπ π= − + ∈  yechimlàr

guruhigà, ikkinchi tånglàmà esà 
2

,  x n n Zπ= + π ∈  yechimlàr

guruhigà egà. Hàr ikki guruhgà tågishli x làrginà siståmàning
yechimi bo‘là îlàdi. Ulàrni àniqlàymiz:
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2
14 7 2

 ( ,  )k n k n Zπ π π− + = + π ∈ .

Bundàn, k = 2 + 3,5n ekànligini tîpib, k∈Z ekànini e’tibîrgà
îlsàk, n = 2p (p∈Z) bo‘lishi kålib chiqàdi.

Dåmàk, 
2

2x pπ= + π  (p∈Z) sînlàrginà siståmàning, binîbàrin,

bårilgàn tånglàmàning hàm yechimlàri bo‘làdi.

6 - m i s î l .  2
22log ( 1) log 6 2 0x x x x+ − − + =  tånglàmàni

yechàmiz.
Y e c h i s h .  Òånglàmàning chàp tîmînini t = log2x gà nisbà-

tàn kvàdràt uchhàd sifàtidà qàràb, îdàtdàgi stàndàrt usuldà ko‘-
pàytuvchilàrgà àjràtàmiz:

(log2x + 2)(log2x + x − 3) = 0.

Bu tånglàmà log2x = −2 và log2x = 3 − x  tånglàmàlàrgà àjràlàdi.

Ulàrning birinchisi 1
4

x =  dàn ibîràt yagînà yechimgà egà. log2x =

= 3 − x  tånglàmà esà x = 2 dàn ibîràt yagînà yechimgà egà.
Hàqiqàtàn hàm, x > 2 bo‘lgàndà log2x > log22  = 1 > 3 − x tång-

sizlikkà, 0 < x < 2 bo‘lgàndà esà log2x < log22 = 1 < 3 − x tångsiz-
likkà egàmiz. x ≤ 0 dà esà tånglàmà mà’nîgà egà emàs.

Dåmàk, bårilgàn tånglàmà 1
4

x =  và x = 2 yechimlàrgà egà.

Ì à s h q l à r

Òånglàmàni yeching.

2.1. | |2 sinx x= . 2.2. | |
4

2 3 2 cosx x⋅ = .

2.3. 2sinx = 5x2 + 2x + 3. 2.4. | | 14 2 sin( ) 4x x−⋅ = π + .

2.5. cosx + cosy − cos(x + y) = 1,5.

2.6. 
2 2

2 2
2 2
1 1 1

2sin cos
sin cos 12 sin

x x
x x y   + + + = +   

   
.

2.7. tg4x + tg4y + 2ctg2x ⋅ ctg2y = 3 + sin2(x + y).

2.8. 8 − x ⋅ 2x + 23 − x − x = 0.

2.9. x•2x = x(3 − x) + 2(2x − 1).
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2.10. 2
2 2 2

1 1

cos 2 2
log cos

xy y y
xy

− +

 
+ = 

 
.

2.11. 
2

2
2 sin

sin 2
1,5x x x

x x x

− −

− −
+ = .

2.12. 4 15sin cos 1x x+ = .

2.13. 3 3sin cos 2x x+ = .

2.14. 22 cos 2 sin 3 cos 3x x x+ = − .

2.15. 25 sin 3 sin 2 cosx x x+ = + .

2-§. Nîstàndàrt tångsizliklàr

Îldingi bànddà nîstàndàrt tånglàmàlàr qàràldi. Nîstàndàrt
tånglàmàdà tånglik bålgisi tångsizlik bålgisi bilàn àlmàshtirilsà,
nîstàndàrt tångsizlik dåb àtàluvchi tångsizlik hîsil bo‘làdi.

Nîstàndàrt tånglàmàlàrni yechishning umumiy usuli màvjud
bo‘lmàgàni kàbi, nîstàndàrt tångsizliklàrni yechishning hàm
umumiy usuli màvjud emàs. Shu sàbàbli, nîstàndàrt tångsizliklàrni
yechishdà hàm shu tångsizlikkà õîs bo‘lgàn chuqur màntiqiy
fikr yuritishgà to‘g‘ri kålàdi.

Nîstàndàrt tångsizliklàrni yechishgà dîir àyrim misîllàr bilàn
tànishàylik.

1 - m i s î l .  2 2cos 1x y y x≥ + − −  tångsizlikni yechàmiz.
Y e c h i s h .  x = u, y = v   sînlàridàn tuzilgàn (u; v) juftlik

bårilgàn tångsizlikning yechimi bo‘lsin. U hîldà quyidàgi to‘g‘ri
sînli tångsizlikkà egà bo‘làmiz:

2 2cos 1u u≥ + − −v v                                          (1)

(1) tångsizlikdà ildiz îstidàgi ifîdà nîmànfiy sîndir, ya’ni
v − u2 − 1 ≥ 0 dir. Shu sàbàbli,

v ≥ u2 + 1,                                                (2)

v ≥ 1,                                                        (3)
tångsizliklàr to‘g‘ridir.
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2 1 0u− − ≥v  ekànligini e’tibîrgà îlib, (1) và (3) tångsizlik-
làrdàn

2 2 2cos 1 1u u≥ + − − ≥ ≥v v v

tångsizlikni hîsil qilàmiz. Birîq cosu ≤ 1. Shu sàbàbli quyidàgi
munîsàbàtlàr o‘rinlidir:

2 2 21 cos 1 1u u≥ ≥ + − − ≥ ≥v v v .                           (4)

Bu esà 2 2 21 cos 1 1u u= = + − − = =v v v  ekànligini ko‘rsàtàdi.
Îõirgi tånglikdàn, (3) tångsizlikni e’tibîrgà îlsàk, v = 1, u = 0

ekànligi kålib chiqàdi.
Yuqîridàgi mulîhàzàlàr, (0; 1) juftlikdàn bîshqà juftliklàr

bårilgàn tångsizlikning yechimi bo‘là îlmàsligini và (0; 1) juft-
likginà bårilgàn tångsizlikning yechimi bo‘lishi mumkinligini ko‘rsà-
tàdi.

(0; 1) juftlik, hàqiqàtàn hàm, bårilgàn tångsizlikning yechimi
bo‘lishligini ko‘rish qiyin emàs. Dåmàk, bårilgàn tångsizlik yagînà
yechimgà egà: x = 0, y = 1.

2 - m i s î l .  sinsin 2 2
x

xπ <  tångsizlikni yechàmiz.

Y e c h i s h .  Òångsizlikning àniqlànish sîhàsi R dàn ibîràt và
hàr qàndày x∈R sîn uchun quyidàgi tångsizliklàr o‘rinlidir:

sin 2 1,
x
π ≤                                                     (5)

sin2 1x ≥ .                                                       (6)

Bu tångsizliklàrdàn, bàrchà x∈R uchun sinsin 2 2
x

xπ ≤  tångsizlik
bàjàrilishi kålib chiqàdi. Îõirgi tångsizlikning bàrchà yechimlàri

to‘plàmi R dàn sinsin 2 2
x

xπ =  tånglàmàning bàrchà yechimlàri
chiqàrib tàshlànsà, bårilgàn tångsizlikning yechimlàri to‘plàmi hîsil
bo‘làdi.

(5) và (6) munîsàbàtlàrdàn ko‘rinàdiki, sinsin 2 2
x

xπ =  tång-

làmà quyidàgi siståmàgà tång kuchli:
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sin

sin 2 1,

2 1.

x

x

π

 =
 =

                                                    (7)

(7) siståmàning birinchi tånglàmàsi ( )2 2
log 2 ,x kπ= π + π

0,  1,  2,  ...k =  yechimlàrgà, ikkinchi tånglàmàsi esà x = πn, n = 0,
±1, ±2, ... yechimlàrgà egà. (7) siståmàning yechimlàrini tîpish
uchun

( )2 2
log 2 ,  ( 0,  1,  2,...;  0;  1;  2;  ...)k n k nππ + π = π = = ± ±

yoki

2
2 2 ,  ( 0,  1,  2,...;  0;  1;  2;  ...)nk k nπ + π = = = ± ±

tånglàmàni qàràymiz. Îõirgi tånglikning chàp tîmîni irràtsiînàl
sîn, o‘ng tîmîni esà ràtsiînàl sîndir. Shuning uchun bu tånglàmà

và (7) siståmà yechimgà egà emàs. Dåmàk, sinsin 2 2
x

xπ =
tånglàmà yechimgà egà emàs. Bu yerdàn, bårilgàn tångsizlik bàrchà
x∈R sînlàridà bàjàrilishi kålib chiqàdi.

3 - m i s î l .  2arcsin 1 1
x

x+ − >  tångsizlikni yechàmiz.

Y e c h i s h .  
2 1,

1 0
x

x

 ≤

 − ≥

 siståmàni yechib, tångsizlikning àniq-

lànish sîhàsi [2; +∞) dàn ibîràt ekànligini ko‘ràmiz.

Bàrchà x ≥ 2 làrdà 1 1x − ≥  và arcsin 2 0
x

>  tångsizliklàr to‘g‘ri
bo‘lishini ko‘rish qiyin emàs. Bu tångsizliklàrdàn ko‘rinàdiki,
bårilgàn tångsizlik o‘zining àniqlànish sîhàsidàgi bàrchà x làr
uchun, ya’ni bàrchà x∈[2; +∞) làr uchun o‘rinli bo‘làdi.

4 - m i s î l .  2 1
2

min{2 ,  1}x x x− − > −  tångsizlikni yechàmiz.

Y e c h i s h .  2min{2 ,  1}x x x− −  ni tîpib îlàmiz. Buning uchun,

2x − x2 ≥  x − 1 tångsizlikning yechimlàri to‘plàmi 
1 5 1 5

2 2
;  − + 

  
îràliqdàn ibîràt ekànligidàn fîydàlànàmiz.

1 5 1 5
2 2

;  x − + ∈   
 làrdà 2x − x2 ≥  x − 1 bo‘lgàni uchun
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2

1 5 1 5; 
2 2

min {2 ,  1} 1,
x

x x x x
− +∈ 

  

− − = −

2 2

1 5; 
2

min {2 ,  1} 2
x

x x x x x
 +∈ −∞ 
 

− − = −   và

2 2

1 5 ; 
2

min {2 ,  1} 2
x

x x x x x
 +∈ +∞
 

− − = −

munîsàbàtlàr o‘rinlidir (II. 3-ràsmgà qàràng).

2

2

2

1 5
2

1 5 1 5
2 2

1 5
2

2 ,   da,

min{2 ,  1} 1,   da,

2 ,   da

x R

x x x

x x x x x

x x x

∈

−

− +

+

 − ≤
− − = − ≤ ≤

 − ≥


munîsàbàtdàn fîydàlànsàk, bårilgàn tångsizlik quyidàgi màjmuà-
gà tång kuchli ekànligini ko‘ràmiz:

2

2

1
2

1 5
2

1
2

1 5 1 5
2 2

1
2

1 5
2

2 ,

;

1 ,

;

2 ,

.

x x

x

x

x

x x

x

−

− +

+

 − > −

 ≤
 − > − ≤ ≤


 − > − ≥

Bu màjmuàni yechib,
bårilgàn tångsizlikning bàr-
chà yechimlàrini tîpàmiz:
1
2

3
2

1< < +x .

Y

X

1

−1

y = x − 1

−2

−3

−1 O

2

1 5
2

−

1 5
2

+ 21

y = 2x − x2

II.3-rasm.

www.ziyouz.com kutubxonasi



106

Ì à s h q l à r

Òångsizlikni yeching:

2.16. ( ( 2 2 1 1y x x y− + ≥ + − + .

2.17. 2 2 1 1x y x y− − − − − ≥ − .

2.18. sin cos 1x x+ > .               2.19. 2 1 1x x+ − ≥ .

2.20. 2lg 1 0x x+ − ≥ .                     2.21. 2 2
2log ( 3) 1 2x x+ + − ≥ .

2.22. 2 1 3xx x+ ≤ − + .             2.23. 2 1 2xx x x+ + − ≥ + .

2.24. 12 x x− ≥ .                                   2.25. 12 lg 0x x x− − > .

2.26. 2
4

1 4 tg 1xx x π− + − + > .

2.27. lg sin 13x x< − π .

2.28. 2lg(| | 1)

lg(| | 1)
4 1

x

x
x

+
−

+ − > .

2.29. 2 2cos ( 1) lg(9 2 ) 1 2x x x+ ⋅ − − ≥ .

2.30. 2 2
2(4 3) log (cos 1) 1x x x− − π + ≥ .

2.31. 2 2cos( 3tg ) (tg tg ) 1x x x x+ + − ≤ − .

2.32. 3
2

sin(sin )x ≤ .

2.33. |cos |[sin cos ] 2 xx x+ ≤ .

2.34. 
2 1 |sin |4

3
sin {5 } 2 xx −≤ .

2.35. sin{ } sin({ } 1)x x< + .

2.36. 21 2 log 2xx x− + + ≥ . 2.37. 21 2 log 6xx x− + + < .

2.38. 1 3 2xx x− + ≥ + . 2.39. { } {2 }x x> .

2.40. { }2 1
2 2

max 2 ,  1xx x− − < − .
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3-§. Nîstàndàrt siståmàlàr

Nîstàndàrt siståmà dåyilgàndà qàndày siståmàlàr nàzàrdà
tutilishi quyidàgi misîllàrdàn îydinlàshàdi.

1 - m i s î l .  
1 22 4 1,

2 2

x

x

y

y

+ = +


≤
 siståmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  Siståmàdàgi tånglàmàdàn 2 1
2

2 2x y= +  tånglàmàni

hîsil qilib, siståmàdàgi tångsizlikdà 2x ni 2 1
2

2y +  bilàn
àlmàshtiràmiz:

2

2

1
2

1
2

2 2 ,

2 2 .

x y

y y

 = +


+ ≤

Bu siståmàdàgi tångsizlik ( )21
2

0y − ≤  tångsizlikkà tång kuchli

bo‘lgàni uchun 1
2

y =  dàn ibîràt yagînà yechimgà egàdir. 1
2

y =

qiymàtni siståmàdàgi tånglàmàgà qo‘yib, x = 0 ni tîpàmiz. Dåmàk,

bårilgàn siståmà ( )1
2

0;   dàn ibîràt yagînà yechimgà egà.

2 - m i s î l .  

2

2 2

2 12 0,

4 60,

x xy

x y

x Z

 − + =
 + ≤
 ∈

 siståmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  Àgàr (x; y) juftlik siståmàning yechimi bo‘lsà, u
hîldà (−x; −y) juftlik hàm siståmàning yechimi bo‘lishligini ko‘rish
qiyin emàs. Shu sàbàbli, x ≥ 0 hîlni qàràsh yetàrli.

Àgàr x = 0 bo‘lsà, siståmàdàgi tånglàmà nîto‘g‘ri tånglikkà
àylànàdi. Dåmàk, x > 0 bo‘lishi zàrur (x ≥ 0 bo‘lgàn hîl
qàràlmîqdà!).

Siståmàdàgi tånglàmàdàn y  ni tîpàylik: 
2 12 6
2 2

x x
x x

y += = + . O‘rtà

àrifmåtik và o‘rtà gåîmåtrik miqdîrlàr îràsidàgi munîsàbàtni
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ifîdàlîvchi 2  ( 0,  0)a b ab a b+ ≥ ≥ ≥  tångsizlikdàn fîydàlànib,

6
2

2 2 3x
x

y ≥ ⋅ =  yoki y 2 ≥ 12 ekànligini ko‘ràmiz. Bungà ko‘rà,

siståmàdàgi tångsizlikdàn, x 2 ≤ 60 − 4y 2 ≤ 60 − 4 ⋅ 12 = 12 ni,
ya’ni  x 2 ≤ 12 ni îlàmiz. x > 0, x∈Z ekànligini e’tibîrgà îlsàk, x = 1,
x = 2, x = 3 bo‘lishi zàrurligini ko‘ràmiz.

x = 1 bo‘lsin. U hîldà, tånglàmàdàn y = 12 ekànligini tîpàmiz.
Låkin (1; 12) juftlik uchun x 2 + 4y 2 ≤ 60 shàrt bàjàrilmàydi.
Dåmàk, x = 1 sîni siståmàning yechimini àniqlàmàydi.

x = 3 sîni siståmàning yechimini àniqlàmàsligi shungà o‘õshàsh
ko‘rsàtilàdi.

x = 2 bo‘lgàn hîlni qàràymiz. Òånglàmàdàn y = 9 ekànligi tîpilàdi.
(2; 9) juftlik siståmàdàgi qîlgàn shàrtlàrni hàm qànîàtlàntiràdi.
Dåmàk, (2; 9) – yechim.

Yuqîridàgi eslàtilgànigà àsîsàn, (−2; −9) juftlik hàm siståmà-
ning yechimi bo‘làdi.

Shundày qilib, siståmà (2; 9) và (−2; −9) dàn ibîràt ikkità
yechimgà egà.

3 - m i s î l .  
2 2 2

2 2

tg ctg 2 sin ,

sin cos 1

x x y

y z

 + =


+ =
  siståmàni   yechàmiz.

Y e c h i s h .  2 2 2tg ctg 2,  2 sin 2x x y+ ≥ ≤  bo‘lgàni uchun

siståmàdàgi birinchi tånglàmà 
2 2

2

tg ctg 2,

sin 1

x x

y

 + =


=
 siståmàgà tång

kuchlidir. Shu sàbàbli, bårilgàn siståmà quyidàgi siståmàgà tång
kuchli bo‘làdi:

2 2

2

2 2

tg ctg 2,

sin 1,

sin cos 1.

x x

y

y z

 + =
 =
 + =

Bu siståmàni quyidàgichà yozib îlish mumkin:
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2

2

2

tg 1,

sin 1,

cos 0.

x

y

z

 =
 =
 =

Îõirgi siståmàdàn 
4 2 2 2

,  ,  x k y l z mπ π π π= + = + π = + π  bo‘lishli-

gini tîpàmiz (bu yerdà k∈Z, l∈Z, m∈Z).

4 -m i sî l .  
6 3 2 2 2

3 3 2 21
2

2 ,

4 2 1 (2 )

y y x xy x y

xy y x x y

 + + = −


+ + ≥ + + −

                      (*)

siståmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  2( )f z z z= −  funksiyani qàràymiz. Bu funksiya

1
2
 gà tång eng kàttà qiymàtgà egà, ya’ni iõtiyoriy z hàqiqiy sîn

uchun 2 1
2

( )f z z z= − ≤  munîsàbàt o‘rinlidir.

(x*; y*) juftlik bårilgàn siståmàning yechimi bo‘lsin. U hîldà

6 3 2 2 2 1
2

( *) ( *) 2( *) ( *) ( *)y y x x* y* x y+ + = − ≤  gà egà bo‘làmiz.

Dåmàk, bårilgàn siståmàning hàr qàndày (x*; y*) yechimi
quyidàgi siståmàning hàm yechimi bo‘làdi:

6 3 2

3 2 2

1
2

1
2

( *) ( *) 2( *) ,

4 ( *) 2( *) 1 (2 ) .

y y x

x* y* y x x* y*

 + + ≤

 + + ≥ + + −

Bu siståmàning birinchi tångsizligidàn ikkinchi tångsizligini
àyirsàk,

6 2 3 2 21 1
2 2

( *) 2( *) 4 ( *) 2( *) 1 (2 )y x x* y x x* y*+ − − ≤ − − + −

tångsizlik và shàkl àlmàshtirishlàrdàn so‘ng

3 2 2(( *) 2 *) 1 1 (2 )y x x* y*− ≤ − + −

tångsizlikni hîsil qilàmiz. Bu tångsizlikning chàp tîmîni ≥ 0,
o‘ng tîmîni esà ≤ 0 ekànini ko‘rish qiyin emàs. Dåmàk, bu
tångsizlik
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3

2

( *) 2 * 0,

1 (2 ) 1

y x

x* y*

 − =


+ − =
siståmàgà tång kuchlidir. Îõirgi siståmà quyidàgi yechimlàrgà egà:

1 1 2 2 3 3
1 1
2 2

* * * * * *0,  0;  ,  1;  ,  1.x y x y x y= = = − = − = =

Dåmàk, (0; 0), ( ) ( )1 1
2 2
;  1 ,  ;  1− −  juftliklàrginà (*) sis-

tåmàning yechimi bo‘lishi mumkin. Bu juftliklàrni (*) siståmàgà

qo‘yib ko‘rish bilàn, ( )− −1
2

1;   juftlikginà (*) siståmàning yechimi

bo‘lishigà ishînch hîsil qilàmiz.

Ì à s h q l à r

Siståmàni yeching:

2.41. 

4 2

2
81

3 1,

3 .

x

x y

y+ = +


≤
2.42. 2

2,

2 4.

x y z

xy z

+ + =


− =

2.43. 2

4,

2 16.

x y z

xy z

+ + =


− =
2.44. 

2 2 4,

5 8.

y xy z

x y

 + − =


+ =

2.45. 
2 2 1,

1.

x yz

y z x

 − = −


+ − =
2.46. 

2 3
2 2

log ( ) log ( ) 1,

2.

u u

u

+ − − =


− =

v v

v

2.47. 
lg lg

lg 4 lg 3

3 4 ,

(4 ) (3 ) .

x y

x y

 =


=
2.48. 

4

cos cos sin( ),

| | | | .

x y x y

x y π

− = +
 + =

2.49. 

2

2 2

2 10 0,

90,

.

x xy

x y

x Z

 − + =
 + ≤
 ∈

2.50. 

2

2 2

2 9 0,

2 81,

.

x xy

x y

x Z

 − + =
 + ≤
 ∈
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III  B Î B

SÎNLI ÊEÒÌÀ-ÊEÒLIÊLÀR VÀ
ULÀRNING LIÌIÒI

1-§. Chåksiz sînli kåtmà-kåtliklàr

1. Êåtmà-kåtlik tushunchàsi. Hàr bir nàturàl sîn n (n∈N) gà
birîr qîidà bo‘yichà xn hàqiqiy sîn mîs qo‘yilgàn bo‘lsin. U hîldà

x1; x2; x3; . . . ; xn; ...                                         (1)

sînli kåtmà-kåtlik bårilgàn dåyilàdi và bu kåtmà-kåtlik {xn} ko‘ri-
nishdà bålgilànàdi.

x1, x2, xn sînlàr, mîs ràvishdà, (1) kåtmà-kåtlikning birinchi
hàdi, ikkinchi hàdi và n- hàdi dåyilàdi.

xn kåtmà-kåtlikning umumiy hàdi dåb àtàlàdi.
Êåtmà-kåtlikning àniqlànishidàn ko‘rinàdiki, kåtmà-kåtlik

nàturàl sînlàr to‘plàmidà bårilgàn y = f (n) funksiyadir. Shuning
uchun kåtmà-kåtlik nàturàl àrgumåntli funksiya dåb hàm yuriti-
làdi.

1 - m i s î l .  Umumiy hàdi 2
1

n
n

x =  bo‘yichà sînli kåtmà-kåtlik

tuzish uchun ungà tàrtib bilàn n = 1; 2; 3; ... qo‘yamiz. Nàtijàdà
quyidàgi kåtmà-kåtlik hîsil bo‘làdi:

2 2
1 1 1 1 1
4 9 16 ( 1)

1;  ;  ;  ;  ...;  ;  ;  ... .
n n+

2 - m i s î l .  Hàr bir tîq nàturàl sîngà 3 ni, hàr bir juft nàturàl
sîngà esà 5 ni mîs kåltiràmiz:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .

õn 3 5 3 5 3 5 3 5 . . .

Nàtijàdà 3; 5; 3; 5; 3; 5; 3; 5; ... chåksiz sînli kåtmà-kåtlikkà
egà bo‘làmiz. Uning umumiy hàdini bir nåchà fîrmulà bilàn,
màsàlàn, an = 4 + (−1)n yoki an = 4 + (−1)n + sinπn fîrmulà bilàn
bårish mumkin.

Chåksiz sînli kåtmà-kåtliklàr turli õil usullàrdà bårilishi
mumkin. Shu usullàrdàn àyrimlàrini kåltiràmiz.
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1. Êåtmà-kåtlikning umumiy hàd fîrmulàsi bilàn bårilishi. Bu
usuldà n-hàdning qiymàtini shu hàdning tàrtib nîmåri bilàn
bîg‘lîvchi fîrmulà bårilàdi (1-misîl). Umumiy hàd fîrmulàsi
yordàmidà kåtmà-kåtlikning istàlgàn hàdini tîpish mumkin, ya’ni
bu fîrmulà kåtmà-kåtlikni to‘là àniqlàydi.

2. Êåtmà-kåtlik o‘z hàdining tàrtib nîmåri bilàn shu hàdning
qiymàti îràsidàgi mîslikni so‘zlàr îrqàli ifîdàlàsh yordàmidà
bårilishi mumkin (2-misîl).

3. Êåtmà-kåtlikning råkurrånt usuldà bårilishi. Àgàr kåtmà-
kåtlikning dàstlàbki bittà yoki bir nåchtà hàdlàri bårilgàn bo‘lib,
kåyingi hàdlàrni shu bårilgàn hàdlàr yordàmidà tîpish imkînini
båruvchi fîrmulà (råkurrånt fîrmulà) ko‘rsàtilgàn bo‘lsà, kåtmà-
kåtlik råkurrånt usuldà bårilgàn dåyilàdi. (Råkurrånt so‘zi lîtin
tilidà qàytish dågàn mà’nîni båràdi.)

3 - m i s î l .  a1 = 3, an = 2n ⋅ an−1 − 4 (n ≥ 2) bo‘lsà, {an} kåtmà-
kåtlikning a2, a3, a4 hàdlàrini tîpàmiz.

Y e c h i s h . Bu yerdà {an} kåtmà - kåtlik råkurrånt usuldà
bårilgàn.  a1 = 3 bo‘lgàni uchun råkurrånt fîrmulà an = 2n ⋅ an−1 − 4
gà àsîsàn

a2 = 22 ⋅ a1 − 4 = 4 ⋅ 3 − 4 = 8,
a3 = 23 ⋅ a2 − 4 = 8 ⋅ 8 − 4 = 60,

a4 = 24 ⋅ a3 − 4 = 8 ⋅ 60 − 4 = 476
ekànligini tîpàmiz.

Êåtmà-kåtlik jàdvàl yoki gràfik ko‘rinishidà bårilishi hàm mumkin.
Êåtmà-kåtlikning gràfigi diskråt nuqtàlàr to‘plàmidàn ibîràt bo‘làdi
(lîtinchà – discretus – uzlukli, àlîhidà qismlàrdàn ibîràt).

Àgàr kåtmà-kåtlikning dàstlàbki bir nåchtà hàdlàri bårilgàn
bo‘lib, kåyingi hàdlàrni bårilgàn hàdlàr îrqàli ifîdàlàsh usuli
àytilmàgàn bo‘lsà, bu hàdlàrning bårilishi kåtmà-kåtlikning to‘liq
àniqlànishi uchun yetàrli bo‘lmàydi. Ìàsàlàn, 3; 5; 7; . . . kåtmà-
kåtlikni  2 dàn kàttà tîq sînlàr yoki 2 dan katta tub sînlàr kåtmà-
kåtligi sifàtidà, shuningdåk, xn = 2n + 1 + sinπn fîrmulà bilan
bårilgàn kåtmà-kåtlik sifàtidà hàm qàràsh mumkindir.

Dastlabki hadlariga ko‘ra ketma-ketlik uchun biror umumiy
had tanlash usullaridan birini keltiramiz.

4 - m i s î l .  Ushbu jàdvàl bilàn bårilgàn sînli kåtmà-kåtlikning
umumiy hàdini tîpàmiz:
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n 2 4 6 8

an −6 6 26 54

Jàdvàldà kåtmà-kåtlikning 2, 4, 6, 8- hàdlàri bårilgàn.
Y e c h i s h .  Bu hîldà jàdvàlni îddiy kuzàtishning o‘zi yetàrli

emàs.
Shuning uchun chåkli àyirmàlàr usuli, ya’ni ∆an = an+1  − an

dàn fîydàlànàmiz:

n 2 4 6 8

an −6 6 26 54

∆an 12 20 28

∆2an 8 8

Birinchi ∆an chåkli àyirmàlàr an ning kåtmà-kåt jîylàshgàn
qiymàtlàri àyirmàsidàn ibîràt: 6 − (−6) = 12, 26 − 6 = 20, 54 −
− 26 = 28.

Shu kàbi, ∆2an ikkinchi àyirmàlàr ∆an ning kåtmà-kåt jîy-
làshgàn qiymàtlàridàn ibîràt: 20 − 12 = 8, 28 − 20 = 8.

∆2an àyirmàlàr bir õil. Dåmàk, (an) kåtmà-kåtlik y = ax2 +
+ bx + c kvàdràt funksiya qiymàtlàridàn ibîràt. Fîrmulàdà a, b,
c – nîmà’lum. Ulàrni tîpish uchun jàdvàldàn iõtiyoriy (n, an)
juftlik bo‘yichà tånglàmàlàr siståmàsini tuzàmiz. Ìàsàlàn,
(2; −6), (4; 6), (6; 26) juftliklàr bo‘yichà:

2

2

2

6 2 2 ,

6 4 4 ,

26 6 6 ,

a b c

a b c

a b c

− = ⋅ + ⋅ +
 = ⋅ + ⋅ +
 = ⋅ + ⋅ +

bundàn a = 1, b = 0, c = −10.
Dåmàk, izlànàyotgàn umumiy hàd fîrmulàsi an = n2 − 10 dàn

ibîràt bo‘làdi.

Ì à s h q l à r

3.1. Umumiy hàdi fîrmulàsi bilàn bårilgàn kåtmà-kåtlikning
dàstlàbki bir nåchtà hàdlàrini tîping:

1) nx n32 1= + ;            2) n
nx 2 3= + ;

8 Algebra, II qism
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3) 2 1nx n= + ;            4) 2
sinn

nx π= ;

5) ( )2
ln sinnx n n π= + π + ;          6) 2cosnx n= ;

7) tg sin( )nx n n= + π ;              8) 2 21 sin cosnx n n= − π − π .

3.2. Råkurrånt fîrmulà bilàn bårilgàn kåtmà-kåtlikning dàstlàbki
5 tà hàdini tîping.

1) 1 11,  3 1,  ( 1)m ma a a m+= = − ≥ ;

2) 1 12,  ,  ( 1)n na a a n n+= = + ≥ ;

3) 1
1 1,  3 ,  ( 2)an

na a n−= − = ≥ ;

4) 1 2 1 1 12,  3,  ,( 2)n n n n na a a a a a a n+ − −= = = − + ≥ .

3.3. Êåtmà-kåtlikning bårilgàn dàstlàbki hàdlàrigà ko‘rà, uning
n-hàdi uchun mumkin bo‘lgàn birîr fîrmulà tànlàng:

1) 2 3 4
1 2 3 4
2 2 2 2
;  ;  ;  ;  ... ;        5) 91 4 16

3 9 27 81
;  ;  ;  ;  ...;

2) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 21 2 3 4
3 5 7 9

;  ;  ;  ;  ... ;      6) 5 5 17 13
20 156 6

1;  ;  ;  ;  ;  ... ;

3) 2 4 8
101 201 301

1; ;  ;  ;  ... ;        7) 1
2

2
5

3
10

4
17

; ; ; ;    ... ;

4) 1 1 1
2 2 3 3 4 4

1; ;  ;  ;  ... ;        8) 1 8 15 24
2 3 4 5

0; ;  ;  ;  ;  ... .

3.4. an = 3n + 5 ⋅ 2n kåtmà-kåtlik quyidàgi råkurrånt fîrmulà
yordàmidà bårilishi mumkinligini isbîtlàng:

a1 = 13; a2 = 29; an+2 = 5an+1 − 6an  (n ≥ 1).

3.5. a1 = 0, a2 = 1, an = an−2 + an−1 (n ≥ 3) råkurrånt fîrmulà
bilàn bårilgàn kåtmà-kåtlik Fibînàchchi kåtmà-kåtligi, uning hàdlàri
esà Fibînàchchi sînlàri dåyilàdi. Fibînàchchi kåtmà-kåtligining
dàstlàbki bir nåchtà hàdlàrini tîping. Fibînàchchi kåtmà-kåtligining
n-hàdi uchun fîrmulà tîping.

2. Chågàràlàngàn kåtmà-kåtliklàr. {xn} chåksiz kåtmà-kåtlik
bårilgàn bo‘lsin.

Àgàr {xn} kåtmà-kåtlik uchun shundày bir à hàqiqiy sîn tîpilib,
bàrchà n nàturàl sînlàr uchun õn ≥ a , (õn ≤ a) tångsizlik bàjàrilsà,
{xn} kåtmà-kåtlik quyidàn (yuqîridàn) chågàràlàngàn dåyilàdi.
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Àgàr {xn} kåtmà-kåtlik uchun ikkità a và b hàqiqiy sînlàr tîpilib,
bàrchà n nàturàl sînlàr uchun a ≤ xn ≤ b tångsizlik bàjàrilsà, {xn}
kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn kåtmà-kåtlik dåyilàdi.

Bundà a sîn {xn} kåtmà-kåtlikning quyi chågàràsi, b sîn esà
yuqîri chågàràsi dåyilàdi.

1 - m i s î l .  1
1n

n
n

x −
+

=  kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn kåtmà-kåtlik

ekànligini isbît qilàmiz.
I s b î t .  Bàrchà n nàturàl sînlàr uchun quyidàgi tångsizliklàr

to‘g‘ridir:
1
1 1

0n
n n n
n n

x − −
+ +

= ≥ = ;

1 1
1 1

1n
n n
n n

x − +
+ +

= ≤ = .

Dåmàk, 0 ≤ xn ≤ 1 tångsizlik bàrchà n nàturàl sînlàrdà o‘rinli.
Bu esà {xn} kåtmà-kåtlikning chågàràlàngànligini ko‘rsàtàdi.

Ò å î r å m à .  Àgàr {xn} kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn bo‘lsà, u
hîldà shundày Ì ≥ 0 sîn tîpilàdiki, bàrchà n nàturàl sînlàr uchun
| xn| ≤ M tångsizlik bàjàrilàdi và àksinchà, {xn} kåtmà-kåtlik uchun
shundày bir M ≥ 0 sîn tîpilib, bàrchà n nàturàl sînlàrdà | xn| ≤ M
tångsizlik bàjàrilsà, {xn} kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn bo‘làdi.

I s b î t .  {xn} kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn bo‘lsin. U hîldà
shundày a và b hàqiqiy sînlàr tîpilàdiki, bàrchà n nàturàl sînlàrdà
a ≤ xn ≤ b tångsizlik bàjàrilàdi. | a | và | b |  sînlàrning eng kàttàsini
M bilàn bålgilàymiz: M = max(| a |; | b |).

U hîldà a ≥ −| a | ≥ −Μ, b ≤ | b | ≤ M bo‘lgàni uchun bàrchà n
nàturàl sînlàrdà −M ≤ xn ≤ M yoki | xn | ≤ M  bo‘làdi.

Endi {xn} kåtmà-kåtlik uchun shundày bir M ≥ 0 sîn tîpilib,
bàrchà n nàturàl sînlàrdà | xn | ≤ M tångsizlik o‘rinli bo‘lsin. U
hîldà, −M ≤ xn ≤ M tångsizlikkà egà bo‘làmiz. à = −Ì, b = Ì dåb
îlsàk, {xn} kåtmà-kåtlikning chågàràlàngàn bo‘lishligini ko‘rà-
miz.

2 - m i s î l .  
2

2 1
( 1)nn

n

n
x

+
= − +  kåtmà-kåtlikning chågàràlàngàn

kåtmà-kåtlik ekànligini isbîtlàng.
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I s b î t .

 
2 2 2 2

2 2 2 21 1 1
( 1) ( 1) 1 1 1 1 2n n

n
n n n n

n n n n
x

+ + +
= − + ≤ − + = + ≤ + = + =

munîsàbàtlàrdàn ko‘rinàdiki, bàrchà n nàturàl sînlàrdà | xn | ≤ 2
tångsizlik o‘rinli. Dåmàk, isbîtlàngàn tåîråmàgà ko‘rà {xn} chågà-
ràlàngàn kåtmà-kåtlikdir.

Êåtmà-kåtliklàr îràsidà chågàràlàngànlik shàrti bàjàrilmàydigàn
kåtmà-kåtliklàr hàm màvjuddir. Ulàr chågàràlànmàgàn kåtmà-
kåtliklàr dåyilàdi. Quyidà biz chågàràlànmàgàn kåtmà-kåtlikning
qàt’iy màtåmàtik tà’rifini båràmiz.

Ò à ’ r i f .  Àgàr iõtiyoriy M > 0 sîn uchun, shundày bir N nàturàl
sîn tîpilib, | xN | > M tångsizlik bàjàrilsà, {xn} kåtmà-kåtlik chågàrà-
lànmàgàn kåtmà-kåtlik dåyilàdi.

3 - m i s î l .  xn = n2 kåtmà-kåtlik chågàràlànmàgàn kåtmà-kåtlik
ekànligini isbîtlàymiz.

I s b î t .  M iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. | xN | > M  tångsizlikni
nàturàl sîn n gà nisbàtàn yechàmiz:

| n2
 | > M ⇔ n2 > M ⇔ n M> ,  (n – nàturàl sîn).

Îõirgi tångsizlikdàn ko‘rinàdiki, tà’rifdà so‘z bîrgàn N nàturàl

sîn sifàtidà M  dàn kàttà bo‘lgàn hàr qàndày nàturàl sînni

îlish mumkin. Biz [ ]N M= + 1  nàturàl sînni îlàmiz. Bu sîn

uchun ( ) { }( ) ( )22 22 1Nx N M M M M M   = = + > + = =    ,

ya’ni | xN | > M bo‘làdi.
Dåmàk, {xn} kåtmà-kåtlik chågàràlànmàgàn kåtmà-kåtlikdir.
Àgàr kåtmà-kåtlikning hàdlàrini to‘g‘ri chiziqdàgi nuqtàlàr bilàn

tàsvirlàsàk, chågàràlàngàn kåtmà-kåtlikning hàmmà hàdlàri birîr

îràliqdà yotishini ko‘ràmiz. Ìàsàlàn, 1
n n

x =   kåtmà-kåtlik chågàrà-
làngàn và uning hàmmà hàdlàri [0; 1] îràliqdà yotàdi.

Chågàràlànmàgàn kåtmà-kåtliklàr uchun esà buning àksidir
ya’ni, hàr qàndày îràliqni îlmàylik, chågàràlànmàgàn kåtmà-
kåtlikning bu îràliqdà yotmàydigàn hàdlàri àlbàttà màvjud
bo‘làdi.
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Ì à s h q l à r

3.6. Êåtmà-kåtlikning chågàràlàngànligini isbîtlàng:

1) 
2

2
2 1

2
n

n

n
x −

+
= ; 3) 

2

1

1
n

n

n
x −

+
= ;

2) 
( 1)

3 1

n

n
n

n
x

+ −
−

= ; 4) 
2

( 1)

1

n

n
n

x
−

+
= .

3.7. Êåtmà-kåtlikning chågàràlànmàgànligini isbîtlàng.

1) ( 1)nna n= − ⋅ ;  2) 2
na n n= − ;  3) 1

n
n
n

a −= ;

4) ( 1)nna n n= + − ⋅ ; 5) 
2

sinn
na n π= ⋅ ; 6) 

2
2

cosn
na n π= .

3.8. {xn} và {yn} kåtmà-kåtliklàr chågàràlàngàn kåtmà-kåtliklàr
bo‘lsà, quyidàgi kåtmà-kåtlikni chågàràlàngàn yoki chågàràlàn-
màgànligi hàqidà nimà dåyish mumkin:

1) n nx y ;       2) n

n

x
y ;          3) n nx y+ ;             4) n nx y− ?

3.9. 1) Àgàr xn ≤ yn (n = 1, 2, 3, . . . ) bo‘lib, {yn} chågàràlàngàn
kåtmà-kåtlik bo‘lsà, {xn} kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn bo‘lishi
shàrtmi?

2) | xn | ≤ | yn | bo‘lsà-chi?

3.10. 1) 1
1 2 21,  2,  ,  ( 1)n

n
n

a

a
a a a n+

+= = = ≥  råkurrånt fîrmu-

làlàr bilàn bårilgàn kåtmà-kåtliklàrning chågàràlàngànligini
isbîtlàng;

2) à) yuqîridàn chågàràlàngàn, låkin quyidàn chågàrà-
lànmàgàn;

b) quyidàn chågàràlàngàn, låkin yuqîridàn chågàràlànmàgàn;
d) quyidàn hàm, yuqîridàn hàm chågàràlànmàgàn kåtmà-

kåtlik tuzing.

3) 1 1 1
2 3

1n n
a ...= + + + +  kåtmà-kåtlikning chågàràlànmàgànli-

gini isbîtlàng.

3. Ìînîtîn kåtmà-kåtliklàr. {xn} kåtmà-kåtlik bårilgàn bo‘lsin.
Àgàr kåtmà-kåtlikning ikkinchi hàdidàn bîshlàb, hàr bir hàdi
o‘zidàn îldingi hàddàn kàttà (kichik) bo‘lsà, ya’ni xn+1 > xn
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(xn+1 < xn) shàrt bàrchà nàturàl n sînlàr uchun bàjàrilsà, {xn}
kåtmà-kåtlik o‘suvchi (kàmàyuvchi) kåtmà-kåtlik dåyilàdi.

1 - m i s î l .  xn = 3n3 kåtmà-kåtlik o‘suvchi ekànini isbîtlàng.
I s b î t .  xn+1 − xn àyirmàni qàràymiz:

xn+1 − xn = 3(n + 1)3 − 3n3 = 3(n3 + 3n2 + 3n + 1) − 3n3 = 3(3n2 + 3n + 1).

Bu àyirmà n ning istàlgàn nàturàl qiymàtidà musbàtdir. Shu sàbàbli,
bàrchà n nàturàl sînlàrdà xn+1 > xn, ya’ni {xn} kåtmà-kåtlik
o‘suvchidir.

2 - m i s î l .  
2
1

n
n

x =   kåtmà-kåtlikning kàmàyuvchi ekànligini
isbîtlàng.

I s b î t .  Bu kåtmà-kåtlikning hàmmà hàdlàri bir õil ishîràli

bo‘lgàni uchun 1n

n

x

x
+  nisbàtni bàhîlàymiz:

2 21
2

2

1

( 1)
1 ( 1)

1n

n

x n n
x n

n

+ +

+
= = < .

xn > 0 bo‘lgàni uchun, bàrchà nàturàl n làrdà xn+1 < xn tångsizlikkà
egàmiz. Dåmàk, {xn} kàmàyuvchi kåtmà-kåtlikdir.

Àgàr {xn} kåtmà-kåtlikning ikkinchi hàdidàn bîshlàb, hàr
bir hàdi o‘zidàn îldingi hàddàn kichik (kàttà) bo‘lmàsà, ya’ni
xn+1 ≥ xn     (xn+1 ≤ xn) tångsizlik bàrchà  n nàturàl sînlàrdà bàjàrilsà,
{xn} kåtmà-kåtlik kàmàymàydigàn (o‘smàydigàn) kåtmà-kåtlik
dåyilàdi.

Ìàsàlàn, 1; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 4; 4; . . . kåtmà-kåtlik kàmày-

màydigàn, 1 1
2

1
2

1
2

1
3

1
3

1
3

1
4

1
4

1
4

; ; ; ; ; ; ; ; ; ;          ...  kåtmà-kåtlik esà

o‘smàydigàn kåtmà-kåtlikdir.
Hàr qàndày o‘suvchi kåtmà-kåtlik kàmàymàydigàn kåtmà-kåtlik

bo‘lishini, hàr qàndày kàmàyuvchi kåtmà-kåtlik esà o‘smàydigàn
kåtmà-kåtlik bo‘lishini eslàtib o‘tàmiz.

O‘smàydigàn kåtmà-kåtliklàr và kàmàymàydigàn kåtmà-
kåtliklàr (umumiy nîm bilàn) mînîtîn kåtmà-kåtliklàr dåb
àtàlàdi.

3 - m i s î l .  1
2 1n
n
n

x +
−

=  kåtmà-kåtlikni mînîtînlikkà tåkshi-
ràmiz.
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Y e c h i s h .  1 2
2 1 3

2 1 2 1 4 1
0n n

n n
n n n

x x+
+ +−
+ − −

− = = − <  tångsizlik n

ning bàrchà nàturàl qiymàtlàridà o‘rinli. Dåmàk, iõtiyoriy n nàturàl
sîn uchun xn+1 < xn tångsizlik to‘g‘ridir. Bu yerdàn, {xn} kåtmà-
kåtlikning mînîtînligi kålib chiqàdi.

4 - m i s î l .  n ≥ 2 bo‘lsà, ( ) 111
n

n n
x

+
= +  kåtmà-kåtlikni

mînîtînlikkà tåkshiràmiz.
Y e c h i s h .

( )

( )

1

2 2 2 4

11
1

11
1

1 1 1 1 1

1

1 1 1 1 1 1

n

n

n

n n n n

x n
x n

n

nn n n n

−

+

+
−

 
 = ⋅ + =  
 

       = − ⋅ + < − ⋅ + = − <       
       

tångsizlikdàn, {xn} kåtmà-kåtlikning kàmàyuvchi ekànligi kålib

chiqàdi (E s l à t m à :  
2 2

1 1 11 1 ... 1
n

n n n
n  + < + ⋅ + = + 

 
).

Dåmàk, {xn} kåtmà-kåtlik mînîtîn kåtmà-kåtlikdir.

5 - m i s î l .  
(2 1),  agar 2 1,  1,  2,  3,  ...;

2,  agar 2 ,  1,  2,  3,  ...n
k n k k

x
n k k

− − = − =
=  = =

kåtmà-kåtlikni mînîtînlikkà tåkshiring.

Y e c h i s h .  Êåtmà-kåtlikni, uning hàdlàrini ko‘rsàtish îrqàli
båràylik:

−1;  2;  −3;  2;  −4;  2;  ... .
Bu kåtmà-kåtlik mînîtîn kåtmà-kåtlik emàs, chunki juft

nîmårli hàr qàndày hàdi o‘zidàn îldingi hàddàn hàm, shuningdåk
o‘zidàn kåyingi hàddàn hàm kàttà.

Ì à s h q l à r

3.11. 1na n n= + −  kåtmà-kåtlik kàmàyuvchi ekànligini isbît-
làng.

3.12. Êåtmà-kåtlik mînîtîn ekànligini isbîtlàng:

1) 1
n

n
n

a −= ; 2) 2 1n
na = − .
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3.13. a, b, c và d sînlàr îràsidà qàndày munîsàbàt bàjàrilsà,

n
an b
cn d

a +
+

=  kåtmà-kåtlik:  1) o‘suvchi; 2) kàmàyuvchi bo‘làdi?

4. Prîgråssiyalàr. Êåtmà-kåtliklàrning muhim õususiy hîli
bo‘lgàn prîgråssiyalàrni qàràymiz. {õn} chåksiz sînli kåtmà-kåtlik
bårilgàn bo‘lsin.

Àgàr {õn} kåtmà-kåtlik uchun shundày o‘zgàrmàs d sîn tîpilib,
bàrchà n nàturàl sînlàr uchun õn+1 = õn + d tånglik o‘rinli bo‘lsà,
{õn} kåtmà-kåtlik àrifmåtik prîgråssiya dåyilàdi.

Àgàr {õn} kåtmà-kåtlik uchun shundày q ≠ 0 o‘zgàrmàs sîn
tîpilib, bàrchà n nàturàl sînlàrdà õn+1 = õn ⋅ q tånglik bàjàrilsà
và õ1 ≠ 0 bo‘lsà, {xn} kåtmà-kåtlik gåîmåtrik prîgråssiya dåyilàdi.

d sîn àrifmåtik prîgråssiyaning àyirmàsi, q sîn esà gåîmåtrik
prîgråssiyaning màõràji dåyilàdi.

1 - m i s î l .  an = kn + m (bu yerdà k, m – o‘zgàrmàs hàqiqiy
sînlàr) kåtmà-kåtlikning àrifmåtik prîgråssiya, bn = cakn+m (bu
yerdà c ≠ 0, a > 0, k ≥ 0, m ≥ 0) kåtmà-kåtlikning esà gåîmåtrik
prîgråssiya bo‘lishligini isbîtlàng.

I s b î t .  n ning istàlgàn nàturàl qiymàtidà

1 ( ( 1) ) ( )n na a k n m kn m k+ − = + + − + =  và 
( 1)1 k n m kn
kn mn

b c a
b c a

a
+ ++
+

⋅

⋅
= = ,

ya’ni an+1 = an + k, bn+1 = bna
k tångliklàr o‘rinli. Dåmàk, {àn} kåtmà-

kåtlik àyirmàsi d = k bo‘lgàn àrifmåtik prîgråssiya, {bn} kåtmà-
kåtlik esà màõràji q = ak bo‘lgàn gåîmåtrik prîgråssiyadir.

1 - t å î r å m à . Àyirmàsi d gà tång bo‘lgàn {àn} àrifmåtik prîgrås-
siyaning umumiy hàdi uchun

an = a1 + (n − 1)d,                                          (1)

màõràji q gà tång bo‘lgàn {bn} gåîmåtrik prîgråssiyaning umumiy
hàdi uchun esà

bn = b1q
n−1                                                   (2)

tånglik o‘rinlidir.
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I s b î t .  Àrifmåtik và gåîmåtrik prîgråssiyalàrning tà’rifidàn
quyidàgilàrgà egà bo‘làmiz:

2 1 2 1

3 2 3 2

4 3 4 3

5 4 5 4

1 2 1 2

1 1

, ,

, ,

, ,

( 1) ta  , (3)  ( 1) ta  ,  (4)

..., ...,

, ,

, .
n n n n

n n n n

a a d b b q

a a d b b q

a a d b b q

n a a d n b b q

a a d b b q

a a d b b q

⋅

⋅

⋅

⋅

⋅− − − −

⋅− −

= + = 
 = + = 
 = + =
  − = + − = 
 
 
 = + =
 = + =  

(3) dàgi tångliklàrni hàdmà-hàd qo‘shib, (4) dàgi tångliklàrni
esà hàdmà-hàd ko‘pàytirib,
(a2 + a3 + a4 + a5 + ... + an−1) + an = a1 + (a2 + a3 + a4 + ... + an−2 +

+an−1) + (n −1)d
và

(b2 ⋅ b3 ⋅ ... ⋅ bn−1) ⋅ bn = b1 ⋅ (b2 ⋅ b3 ⋅  ...  ⋅ bn−1) ⋅ q
n−1

tångliklàrni hîsil qilàmiz. Bu tångliklàrdàn tåîråmàning tàsdig‘i
o‘rinli ekànligi kålib chiqàdi.

2 - m i s î l .  (an) kåtmà-kåtlik àyirmàsi d bo‘lgàn àrifmåtik
prîgråssiya, (bn) kåtmà-kåtlik esà màõràji q bo‘lgàn gåîmåtrik
prîgråssiya bo‘lsin. U hîldà iõtiyoriy n và k nàturàl sînlàr uchun,

an = ak + (n − k)d                                             (5)

bn = bk ⋅ q 
n−k                                                 (6)

tångliklàr o‘rinli bo‘lishini isbîtlàymiz.

I s b î t .  1-tåîråmàgà ko‘rà, an = a1 + (n − 1)d và ak = a1 +
+ (k − 1)d tångliklàr o‘rinli. Bu tångliklàrning ikkinchisidàn, a1 =
= ak −(k − 1)d  ni tîpib, birinchisigà qo‘ysàk và iõchàmlàshni
bàjàrsàk, isbîtlànishi kåràk bo‘lgàn (5) tånglik hîsil bo‘làdi.

(6) tånglik hàm shu tàrzdà isbîtlànàdi.

N à t i j à .  (an) àrifmåtik prîgråssiyaning àyirmàsi d uchun

,  ( )n ka a

n k
d n k

−
−

= ≠  tånglik, (bn) gåîmåtrik prîgråssiya màõràji q
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uchun esà  

,  agar 1,

| |
,  agar 2

n

k

nn k
k

b
b

b
b

n k

q
n k−

 = += 
 − ≥


  munîsàbàt  o‘rinli

(Ìustàqil isbîtlàng).

2 - t å î r å m à .  {an} kåtmà-kåtlik àyirmàsi d bo‘lgàn àrifmåtik
prîgråssiya, {bn} kåtmà-kåtlik esà màõràji q bo‘lgàn gåîmåtrik
prîgråssiya bo‘lsin. Àgàr m, n, p, k nàturàl sînlàr uchun m + n = p
+ k tånglik bàjàrilsà,

am + an = ap + ak,                                              (7)

bm ⋅ bn = bp ⋅ bk                                                  (8)

tångliklàr o‘rinli bo‘làdi.

I s b î t .  m, n, p, k nàturàl sînlàr uchun m + n = p + k bo‘lsin.
U hîldà, 1-tåîråmàgà ko‘rà

am + an = 2a1 + (m + n − 2)d = 2a1 + (p + k − 2)d = ap + ak
và

2 2 2 2
1 1

m n p k
m n p kb b b q b q b b+ − + −⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅

tångliklàrgà egà bo‘làmiz.
3 - m i s î l .  (an) àrifmåtik prîgråssiyadà a17 = 310, a23 = 418

bo‘lsà:
à) prîgråssiya àyirmàsi d ni; b) a41 ni; d) a9 + a31 ni; e)a20

ni; f) a5 ni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  à) 23 17 418 310 108
23 17 6 6

18
a a

d
− −
−

= = = = ;

b) a41 = a17 + (41 − 17)d = 310 + 24 ⋅ 18 = 742;

d) 9 + 31 = 17 + 23 bo‘lgàni uchun 2-tåîråmàgà ko‘rà

a9 + a31 = a17 + a23  = 728;

e) 20 + 20 = 17 + 23 bo‘lgàni uchun 2a20 = a17 + a23 = 728,
a20 = 364.

f) a5 = a17 + (5 − 17)d = 310 − 12 ⋅ 18 = 94.
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4 - m i s î l .  Bàrchà hàdlàri musbàt bo‘lgàn (bn) gåîmåtrik
prîgråssiyadà b6 = 320, b10 = 5120 bo‘lsà, quyidàgilàrni tîpàmiz:

à) gåîmåtrik prîgråssiya màõràji q ni; b) b13 ni; d) b4 ni;
e) b7b9 ni; f) b8 ni.

Y e c h i s h :  à) 10

6

410 6 4 5120
320

| | 16 2,
b

b
q −= = = =  0nb >

( 1,  2,  3,  ...)n =   bo‘lgàni uchun q > 0 và, dåmàk, q = 2;

b) b13 = b6 ⋅ q
13−6 = 320 ⋅ 27 = 320 ⋅ 128 = 40960;

d) 
4 6 2

4 6
320
4

320 2 80b b b − −= ⋅ = ⋅ = = ;

e) 7  + 9  = 6  + 10  bo‘lgàni  uchun  7 9 6 10b b b b⋅ = ⋅ =

320 5120 1638400= ⋅ = ;

f) 8 + 8 = 6 + 10 bo‘lgàni uchun 2
8 8 6 108 1638400b b b b b= ⋅ = ⋅ = ,

| b8 | = 1280.  b8 > 0 bo‘lgàni uchun b8 = 1280 gà egà bo‘làmiz.

Endi àrifmåtik prîgråssiya dàstlàbki n tà hàdlàrining yig‘in-
disi Sn = a1 + a2 + a3 + ... + an−2 + an−1 + an uchun fîrmulà hîsil
qilàmiz:

2Sn = (a1 + an) + (a2 + an−1) + (a3 + an−2) + ... + (an−2 + a3) +

 + (an−1 + a2) + (an + a1).

Bu tånglikning o‘ng tîmînidà n tà qo‘shiluvchi màvjud bo‘lib,
1 + n = 2 + (n − 1) = 3 + (n − 2) = ... = (n − 2) + 3 = (n − 1) + 2 = n + 1
tångliklàr o‘rinli. Shu sàbàbli 2-tåîråmàgà ko‘rà qo‘shiluvchilàrning
hàmmàsi  a1 + an gà tångdir.

12 ( )n nS a a n= +  tånglikkà egà bo‘ldik. Bundàn,

1
2

n
n

a a
S n

+
= ⋅

fîrmulà hîsil bo‘làdi.
5 - m i s î l .  (an) àrifmåtik prîgråssiyadà a20 = 364 bo‘lsà, S39 ni

tîping.

Y e c h i s h .  1 39 20 20
39 2 2

39 39 364 39 14196
a a a a

S
+ +

= ⋅ = ⋅ = ⋅ = .

Gåîmåtrik prîgråssiya dàstlàbki n tà hàdining yig‘indisi uchun
fîrmulà chiqàràmiz. (bn) gåîmåtrik prîgråssiya, q esà uning màõ-
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ràji bo‘lsin. (bn) gåîmåtrik prîgråssiya dàstlàbki n tà hàdining
yig‘indisini Sn bilàn bålgilàymiz.

Àgàr q = 1 bo‘lsà, Sn = nb1 bo‘làdi.
q ≠ 1 hîlni qàràymiz.

1 2 1 1 2 1( ... ) ( ... )n n n n n nS S q b b b b b b b b q− −− = + + + + − + + + + =

1 nb b q= −
tånglikdàn Sn ni tîpàmiz:

1
1

,  ( 1)n
n

b b q
q

S q
−
−

= ≠ .

6 - m i s î l .  (bn) gåîmåtrik prîgråssiyadà b1 = 3, q = 2 bo‘lsà,
S11 ni tîping.

Y e c h i s h .  11 1 10
11 1 3 2 3 1024 3072b b q −= ⋅ = ⋅ = ⋅ =  bo‘lgàni

uchun

11
3 3072 2 3 6144

1 2 1
6141S − ⋅ −

− −
= = = .

Ì à s h q l à r

3.14. (an) àrifmåtik prîgråssiyaning àyirmàsi d  bo‘lsin.
1) Àgàr d > 0 bo‘lsà, (an) ning o‘suvchi;
2) àgàr d < 0 bo‘lsà, (an) ning kàmàyuvchi;
3) àgàr d = 0 bo‘lsà, (an) ning o‘smàydigàn kåtmà-kåtlik

bo‘lishini isbîtlàng.

3.15. Àrifmåtik prîgråssiyaning 2- hàdidàn bîshlàb, hàr bir
hàdi o‘zidàn îldingi và kåyingi hàdlàrning o‘rtà àrifmåtigi bo‘lishini
isbîtlàng.

3.16. 1) Àyirmàsi nîldàn fàrqli bo‘lgàn àrifmåtik prîgråssiya-
ning chågàràlànmàgàn kåtmà-kåtlik ekànligini isbîtlàng.

2) 
12 ( 1)

2n
a n d

S n
+ −

= ⋅  fîrmulàni mustàqil isbîtlàng.

3.17. {bn} kåtmà-kåtlik màõràji q bo‘lgàn gåîmåtrik prîgråssiya
bo‘lsin. Quyidàgilàrni isbîtlàng:

1) q < 0 bo‘lsà, {bn} kåtmà-kåtlik mînîtîn bo‘lmàydi.

2) b1 > 0, q > 1 bo‘lsà, {bn} kåtmà-kåtlik o‘suvchi bo‘làdi.

3) b1 > 0, 0 < q < 1 bo‘lsà, {bn} kåtmà-kåtlik kàmàyuvchi bo‘làdi.

4) b1 < 0, q > 1 bo‘lsà, {bn} kåtmà-kåtlik kàmàyuvchi bo‘làdi.
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5) b1 < 0, 0 < q < 1 bo‘lsà, {bn} kåtmà-kåtlik o‘suvchi bo‘làdi.

6) 1
1
1

,  ( 1)
n

n
q
q

S b q
−
−

= ⋅ ≠ .

3.18. 1) (bn) gåîmåtrik prîgråssiyaning ikkinchi hàdidàn
bîshlàb, hàr bir hàdining kvàdràti qo‘shni hàdlàr ko‘pàytmàsigà
tångligini isbîtlàng:

2
1 1 ,  ( 2)n n nb b b n− += ⋅ ≥ .

 2) (àn) kåtmà-kåtlik àrifmåtik prîgråssiya ekànligini bilgàn hîldà
hàr qàysi sàtrdàgi bårilgàn uchtà mà’lumîtgà ko‘rà qîlgàn
nîmà’lum miqdîrlàr qiymàti tîpilsin:

N a1 d n an Sn N a1 d n an Sn

1 110 −10 11 7 0 0,5 5

2 4 −
1
4

13 8 −9 1
2

−75

3 5 26 105 9 −28 9 0

4 3
4

26 3 7
18

10 0,2 5,2 137,2

5 3 12 210 11 30 15 3
4

146 1
4

6 2 15 −10 12 0,3      50,3  2551,3

3) (bn) kåtmà-kåtlik gåîmåtrik prîgråssiya bo‘lsà, hàr qàysi
sàtrdàgi bårilgàn uchtà mà’lumîtgà ko‘rà qîlgàn nîmà’lum
miqdîrlàr qiymàti tîpilsin.

N b1 q n bn Sn

1 1 3 10

2 1
2

8 2

3 2 7 1458

4 3 567 847

5 1
2

1
128

127
128

6 1
3

1
3

1
6561

7 −2 19  262144

8 −3 4 30
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2-§. Êåtmà-kåtlikning limiti

Limit tushunchàsi màtåmàtik ànàliz fànining muhim tushun-
chàlàridàn biridir. Biz dàstlàb kåtmà-kåtlikning limiti tushunchàsi
bilàn tànishib chiqàmiz.

1. Êåtmà-kåtlikning qirqimi. Chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàr.
{xn} chåksiz kåtmà-kåtlik bårilgàn bo‘lsin. Uning dàstlàbki N−1 tà
hàdini tàshlàb yubîrishdàn hîsil bo‘làdigàn xN, xN+1, xN+2, ...
chåksiz sînli kåtmà-kåtlik {xn} kåtmà-kåtlikning N- qirqimi dåb

àtàlàdi và { }n n N
x ∞

=  ko‘rinishdà bålgilànàdi.

{xn} kåtmà-kåtlikning dàstlàbki bir nåchtà qirqimlàrini kål-
tiràylik:

{ }

{ }

{ }

1 2 3 4 5 1

2 3 4 5 2

3 4 5 3

,  ,  ,  ,  ,  ... (1 -qirqim, );

     ,  ,  ,  ,  ... (2 -qirqim, );

          ,  ,  ,  ... (3 -qirqim, ).

n n

n n

n n

x x x x x x

x x x x x

x x x x

∞
=

∞
=

∞
=

Àgàr bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàr uchun | xn| < ε tångsizlik

bàjàrilsà, { }n n N
x ∞

=  qirqim 0 ning ε - àtrîfidà yotàdi dåyilàdi.

1 - m i s î l .   1
n n

x =   kåtmà-kåtlik bårilgàn.  a = 0  sînning

ε = 0,01 - àtrîfi uchun {xn} kåtmà-kåtlikning shu àtrîfdà yotàdigàn
birîr qirqimi màvjud yoki màvjud emàsligini àniqlàymiz.

Y e c h i s h .  Bundày qirqimning màvjud yoki màvjud emàsligi
| xn| < 0,01 tångsizlikning birîr N nàturàl sîndàn bîshlàb, bàrchà
nàturàl sînlàr uchun bàjàrilishi yoki bàjàrilmàsligigà bîg‘liqdir.
Shu sàbàbli, | xn| < 0,01 tångsizlikni n nàturàl sîngà nisbàtàn
yechib îlishimiz tàbiiydir:

1 10,01,  0,01 0,01 100.n n n
x n< < ⇔ < ⇔ >

N = 101 sînini îlàmiz. U hîldà bàrchà n ≥ 101 nàturàl sînlàri

uchun, 1 1
101

0,01n n
x = ≤ <  bo‘làdi.
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Dåmàk, a = 0 sînning ε = 0,01 - àtrîfi uchun 1
n n

x =  kåtmà-
kåtlikning shu àtrîfdà yotàdigàn qirqimi màvjud. Bundày qirqim

sifàtidà, màsàlàn, { } 101n n
x

∞
=  qirqimni îlish mumkin. Bu qirqimdàn

kåyingi qirqimlàr hàm shu àtrîfdà yotishini eslàtib o‘tàmiz.
Ìà’lum bo‘lishichà, a = 0 sînning iõtiyoriy ε - àtrîfini îlmày-

lik, 1
n n

x =  kåtmà-kåtlikning shu àtrîfgà tågishli bo‘làdigàn birîr

qirqimi màvjud bo‘làdi, ya’ni iõtiyoriy ε > 0 sîn uchun shundày N
nàturàl sîn màvjudki, bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàr uchun | xn| < ε
tångsizlik bàjàrilàdi.

2 - m i s î l .  a = 0 sînning iõtiyoriy ε-àtrîfi uchun 1
n n

x =
kåtmà-kåtlikning shu àtrîfgà tågishli bo‘làdigàn birîr qirqimi
màvjudligini isbîtlàng.

Isbît. ε – iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. | xn| < ε  tångsizlikni n
nàturàl sîngà nisbàtàn yechib îlàylik:

1 1 1
n n

n ε< ε ⇔ < ε ⇔ > .

1
ε  dàn kàttà birîr nàturàl sîn N ni, màsàlàn, 1 1N ε

 = +   nàturàl

sînni îlàmiz. U hîldà bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàr uchun

{ }
1 1 1 1 1

11 1 11
n n N

x
   + +    εε ε ε   

= ≤ = < = = ε

bo‘làdi, ya’ni {xn} kåtmà-kåtlikning { }n n N
x ∞

=  qirqimi 0 sînining

ε - àtrîfidà yotàdi.
{xn} kåtmà-kåtlik bårilgàn bo‘lsin. Àgàr a = 0 nuqtàning iõtiyoriy

ε - àtrîfi uchun, {xn} kåtmà-kåtlikning shu àtrîfdà yotuvchi birîr

{ }n n N
x ∞

=  qirqimi màvjud bo‘lsà, {xn} kåtmà-kåtlik chåksiz kichik
kåtmà-kåtlik dåyilàdi.

{ }n n Nx ∞
=

x1    x3                            0              xN−1    x2

III.1-rasm.
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2-misîldàn, 1
n n

x =  kåtmà-kåtlikning chåksiz kichik kåtmà-
kåtlik ekànligi kålib chiqàdi.

Chåksiz kichik kåtmà-kåtlikning àniqlànishidàn ko‘rinàdiki,
àgàr {xn} kåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘lsà, u hîldà
0 ning hàr qàndày àtrîfini îlmàylik, bu àtrîfdà kåtmà-kåtlikning
birîr hàdidàn bîshlàb bàrchà hàdlàri yotàdi (III.1-ràsm).
Àtrîfdàn tàshqàridà esà ko‘pi bilàn chåkli sîndàgi hàdlàr qîlishi
mumkin.

Àgàr 0 nuqtà àtrîfining ràdiusini kàttàlàshtirib bîràvårsàk,
chåksiz kichik kåtmà-kåtlikning hàmmà hàdlàri nîlning birîr
àtrîfigà tushib qîlàdi. Bundàn, chåksiz kichik kåtmà-kåtlik chågàrà-
làngàn kåtmà-kåtlikdir, dågàn õulîsà kålib chiqàdi.

Ì à s h q l à r

3.19. Êåtmà-kåtlikning chåksiz kichik kåtmà-kåtlik ekànligini
isbîtlàng:

1) ( 1)n
n n

x
−= ; 2) 0nx = ; 3) 2

3 1

4
n

n

n
x +

−
= ;

4) 1
n n

x = ; 5) 
3

( 1)n
n

n
x

−= ; 6) 
3

4 1
n

n

n
x

+
= .   

3.20. Êåtmà-kåtlikning chåksiz kichik kåtmà-kåtlik emàsligini
isbîtlàng.

1) 1 1 1 1
2 3 4 5

1;  2; ;  2; ;  2; ;  2; ;  ... ; 2) 
2 1
2

n
n
+ 

 
 

;

3) 1nx n= + ; 4) 1nx n= − ; 5) 2 1nx n= − .

3.21. Êåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘làdimi:

1) 11n n
x = − ; 2) 1 ( 1)nnx = + − ;         3) 2 3

n
n

n
x

−
= ;

4) 13
13 17n n

x
−

= ; 5) 2( 1) 1
n n

n

n
x

− +
= ?

2. Chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàr hàqidàgi àsîsiy tåîråmàlàr.
Chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàrni gråk àlifbîsi hàrflàridàn fîydàlànib,
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αn, βn, γn, ... kàbi bålgilàsh qulàydir. Chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàr
hàqidàgi tåîråmàlàrni shu bålgilàshlàrdà bàyon etàmiz.

1 - t å î r å m à .  αn, βn kåtmà-kåtliklàr chåksiz kichik kåtmà-
kåtliklàr bo‘lsà, γn = αn + βn kåtmà-kåtlik hàm chåksiz kichik kåtmà-
kåtlik bo‘làdi.

I s b î t .  ε iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. 0 ning ε
2
-àtrîfini

qàràymiz. αn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘lgàni uchun shundày
N1 nàturàl sîn tîpilàdiki, uning αN1

 hàdidàn bîshlàb bàrchà hàdlàri

qàràlàyotgàn àtrîfdà yotàdi, ya’ni bàrchà n ≥ N1 làr uchun 2n
εα <

tångsizlik bàjàrilàdi. Õuddi shu kàbi βn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik
bo‘lgàni uchun shundày N2 nàturàl sîn tîpilàdiki, uning βN2

hàdidàn bîshlàb bàrchà hàdlàri qàràlàyotgàn àtrîfdà yotàdi, ya’ni

bàrchà n ≥ N2 nàturàl sînlàr uchun 
2n
εβ <  bo‘làdi.

N1 và N2 sînlàridàn kàttà bo‘lgàn iõtiyoriy N nàturàl sînni

îlib, { }n n N
∞

=α  và { }n n N
∞

=β  qirqimlàrni qàràylik. Ulàrning hàr biri

0 sînining qàràlàyotgàn ε
2
 - àtrîfidà yotàdi:

2
,  ( )n n Nεα < ≥ ;  

2
,  ( )n n Nεβ < ≥ .

Shu sàbàbli γn kåtmà-kåtlikning { }n n N
∞

=γ  qirqimi 0 sînining
ε - àtrîfidà yotàdi:

2 2
,n n n n n

ε εγ = α + β ≤ α + β < + = ε   (bu yerdà n ≥ N).

Dåmàk, iõtiyoriy ε > 0 sîn uchun shundày N nàturàl sîn
màvjudki, bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàrdà nγ < ε  tångsizlik o‘rinli,
ya’ni γn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik.

2 - t å î r å m à .  {xn} chågàràlàngàn kåtmà-kåtlik, αn esà chåksiz
kichik kåtmà-kåtlik bo‘lsà, γn = xn ⋅ αn kåtmà-kåtlik chåksiz kichik
kåtmà-kåtlik bo‘làdi.

I s b î t .  {xn} kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn kåtmà-kåtlik bo‘lgàni
uchun, shundày M > 0 sîn màvjudki, bàrchà n nàturàl sînlàr
uchun

nx M≤
tångsizlik bàjàrilàdi.
9 Algebra, II qism
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ε iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. 0 sînining ε
M

 - àtrîfini îlàmiz.

αn chåksiz kichik bo‘lgàni uchun, shundày N nàturàl sîn
màvjudki, uning αN hàdidàn bîshlàb bàrchà hàdlàri îlingàn àtrîfdà

yotàdi, ya’ni bàrchà n ≥ N dà n M
εα <  bo‘làdi.

{ }n n N
∞

=γ   qirqimni qàràymiz. n ≥ N làrdà

n n n n n M
x x M εγ = ⋅ α = ⋅ α < ⋅ = ε

bo‘lgàni uchun, bu qirqim 0 sînining ε - àtrîfidà yotàdi. Dåmàk,
γn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik.

3 - t å î r å m à .  Àgàr αn, βn kåtmà-kåtliklàr chåksiz kichik
kåtmà-kåtliklàr bo‘lsà, αn − βn kåtmà-kåtlik hàm chåksiz kichik
kåtmà-kåtlik bo‘làdi.

I s b î t .  xn = −1 chågàràlàngàn kåtmà-kåtlik, βn esà chåksiz
kichik kåtmà-kåtlik bo‘lgàni uchun {xn ⋅ βn} kåtmà-kåtlik chåksiz
kichik kåtmà-kåtlikdir (2-tåîråmà). Shu sàbàbli,

( 1)n n n n n n n nxγ = α − β = α + − ⋅ β = α + ⋅ β

kåtmà-kåtlik chåksiz kichikdir (1-tåîråmà).
Isbîtlàngàn tåîråmàlàrdàn quyidàgi nàtijàlàr kålib chiqàdi.
1 - n à t i j à .  Chåkli sîndàgi chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàrning

àlgåbràik yig‘indisi hàm chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘làdi
(Isbîtlàng).

2 - n à t i j à .  Chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàrning ko‘pàytmàsi hàm
chåksiz kichik kåtmà-kåtlikdir.

3 - n à t i j à .  αn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘lsà, c ⋅ αn (c =

=const) và  k
nα   (k – nàturàl sîn) kåtmà-kåtliklàr hàm chåksiz

kichik kåtmà-kåtlik bo‘làdi.

Ì à s h q l à r

3.22. Chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘làdigàn bir nåchtà kåtmà-
kåtlik tuzing.

3.23. Êåtmà-kåtlikning chåksiz kichik kåtmà-kåtlik ekànligini
isbîtlàng:
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1) 
2

2

3 2

15 618
n

n n

n n

x
−

+ +
= ; 2) 

2

2
2 1

3 1 6 1
n

n n
n n

x −
+ +

= − ;

3) 3
3 5

1n n
x

+
= − ; 4) 

( )
3

( 1) sin
2

n

n

n

n
x

π−
= .

3.24. 2 1
4 3n
n
n

x +
−

=  kåtmà-kåtlikni o‘zgàrmàs sîn bilàn chåksiz

kichik kåtmà-kåtlikning yig‘indisi ko‘rinishidà tàsvirlàng.

3. Chåksiz kàttà kåtmà-kåtliklàr. {xn} kåtmà-kåtlik bårilgàn
bo‘lsin. Àgàr iõtiyoriy E > 0 sîn uchun, ungà bîg‘liq bo‘lgàn
shundày bir  N = N(E) nàturàl sîn tîpilib, bàrchà n ≥ N nàturàl
sînlàrdà | xn| ≥ E tångsizlik bàjàrilsà, {xn} kåtmà-kåtlik chåksiz kàttà

kåtmà-kåtlik dåyilàdi.

1 - m i s î l .  xn = n2 kåtmà-kåtlik chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik
bo‘lishligini isbîtlàymiz.

I s b î t .  E iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. 2 2
nx n n E= = ≥  tång-

sizlikni nàturàl sîn n gà nisbàtàn yechib, n E≥  ni îlàmiz.

[ ]N E= +1  sînni qàràylik. U hîldà bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàr
uchun

( ) { }( ) ( )22 22 2 1 ,nx n N E E E E E   = ≥ = + > + = =   

ya’ni nx E>  tångsizlik bàjàrilàdi. Dåmàk, xn = n2 kåtmà-kåtlik
chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik.

Chåksiz kàttà kåtmà-kåtlikning àniqlànishidàn ko‘rinàdiki, àgàr
{xn} chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik bo‘lsà, u hîldà nîlning hàr qàndày
àtrîfini îlmàylik, {xn} kåtmà-kåtlikning birîr xN hàdidàn bîshlàb
bàrchà hàdlàri shu àtrîfdàn tàshqàridà yotàdi.

Chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik bilàn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik
îràsidàgi munîsàbàtni ifîdàlîvchi tåîråmàni isbîtlàymiz.

Ò å î r å m à .  à) Àgàr {xn} kåtmà-kåtlik chåksiz kàttà kåtmà-

kåtlik bo‘lib, xn ≠ 0 (n = 1, 2, 3, ...) bo‘lsà, 1
n

nx
y =  kåtmà-kåtlik

chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘làdi.
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b) {yn} kåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘lib, yn ≠ 0

(n = 1, 2, 3, ...) bo‘lsà, 1
n

ny
x =  kåtmà-kåtlik chåksiz kàttà kåtmà-

kåtlik bo‘làdi.

I s b î t .  à) ε – iõtiyoriy musbàt sîn, {xn} esà chåksiz kàttà

kåtmà-kåtlik bo‘lsin. Nîlning 1ε -àtrîfini îlàmiz. {xn} kåtmà-kåtlik

chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik bo‘lgàni uchun shundày ( )N N= 1
ε

nàturàl sîn tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàr uchun

1 1
n

ny
x

ε
= > , ya’ni ny < ε  tångsizlik bàjàrilàdi.

Dåmàk, iõtiyoriy ε > 0 sîn uchun shundày N nàturàl sîn

tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N làr uchun ny < ε  bo‘làdi. Bu esà {yn}

ning chåksiz kichikligini bildiràdi.

b) E – iõtiyoriy musbàt sîn, {yn} esà chåksiz kichik kåtmà-
kåtlik bo‘lsin. {yn} kåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘lgàni

uchun 1 0
E

>  sîngà bîg‘liq bo‘lgàn shundày ( )N N
E

= 1  nàturàl

sîn tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàrdà 1 1
n

n Ex
y = <  yoki

x En >   tångsizlik bàjàrilàdi. Bu esà {xn} kåtmà-kåtlikning chåksiz
kàttà kåtmà-kåtlik ekànini bildiràdi.

2 - m i s î l .  1 0n
n

x
α

= >  (bu yerdà α > 0) kåtmà-kåtlik chåksiz

kichik kåtmà-kåtlik ekànligini isbîtlàymiz.

Isbît. yn = nα (α > 0) kåtmà-kåtlikning chåksiz kàttà kåtmà-
kåtlik ekànligini isbîtlàymiz. E iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin.

ny n Eα= ≥  tångsizlikdàn n E≥
1
α  ni tîpàmiz. 

1

1N E α
 

= + 
  

 dåb

îlsàk, bàrchà n ≥ N làrdà

1 1 1 1

1ny n N E E E E E

α α α
α α α α α α

                = ≥ = + > + = =                         
tångsizlik bàjàrilàdi. Dåmàk, {yn} chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik. U
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hîldà isbîtlàngàn tåîråmàgà ko‘rà 1
n

n
x

α
=   kåtmà-kåtlik chåksiz

kichik kåtmà-kåtlikdir.
Chåksiz kàttà kåtmà-kåtlikning àniqlànishidàn uning

chågàràlànmàgànligi kålib chiqàdi. Chågàràlànmàgàn kåtmà-kåtlik
chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik bo‘lishi shàrt emàs. Ìàsàlàn, 1, 0, 2,
0, 3, 0, 4, 0, 5, 0, 6, 0, 7, ... kåtmà-kåtlik chågàràlànmàgàn
kåtmà-kåtlik bo‘lib, u chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik bo‘là îlmàydi.

{xn} kåtmà-kåtlikning chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik ekànligini
xn→ ∞ ko‘rinishidà bålgilàymiz.

Àgàr {xn} chåksiz kàttà kåtmà-kåtlikning birîr hàdidàn bîshlàb
bàrchà hàdlàri musbàt (mànfiy) bo‘lsà, buni xn→ +∞ (mîs ràvishdà
xn→ −∞) ko‘rinishdà bålgilàymiz.

1-misîldà và 2-misîldà qàràlgàn {xn} kåtmà-kåtliklàr uchun
xn→ +∞ munîsàbàt bàjàrilàdi. xn = −n kåtmà-kåtlik uchun esà
xn→ −∞ munîsàbàtgà egà bo‘làmiz.

zn = (−1)n ⋅ n kåtmà-kåtlik uchun zn→∞ bo‘lib, zn→ +∞,
zn→ −∞ làrning håch biri o‘rinli emàs.

Ì à s h q l à r

3.25. Êåtmà-kåtlikning chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik ekànligini
isbîtlàng:

1) xn = n2 + 1; 2) xn = n − 1;

3) xn = 3n − 4; 4) 
2 1

1n
n
n

x +
−

= .

3.26. Êåtmà-kåtlik +∞, −∞ và ∞ làrdàn qàysi birigà intilàdi:

1) xn = 1 − n2; 2) xn = n2 + 3n + 1;

3) xn = (−1)n n3; 4) 1
n n

x =  ?

4. Êåtmà-kåtlikning limiti. {xn} kåtmà-kåtlik và a hàqiqiy sîn
bårilgàn bo‘lsin. Àgàr αn = xn − a kåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-
kåtlik bo‘lsà, a sîn {xn} kåtmà-kåtlikning limiti dåyilàdi và

lim n
n

x a
→∞

=  ko‘rinishidà bålgilànàdi.

1 - m i s î l .  2 1lim 2
n

n
n→∞

+ =  ekànligini isbîtlàymiz.
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I s b î t .  2 1 12n
n
n n
+α = − =  kåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-

kåtlikdir (qàràng, 1-bànd). Òà’rifgà ko‘rà 
2 1lim 2

n

n
n→∞

+ = .

1 - t å î r å m à .  Àgàr lim n
n

x a
→∞

=  bo‘lsà, u hîldà {xn} kåtmà-

kåtlik a sîn bilàn chåksiz kichik kåtmà-kåtlikning yig‘indisi
ko‘rinishidà tàsvirlànàdi và àksinchà, àgàr xn kåtmà-kåtlikni a
sîni bilàn chåksiz kåtmà-kåtlikning yig‘indisi ko‘rinishidà tàsvirlàsh
mumkin bo‘lsà, u hîldà lim n

n
x a

→∞
=  bo‘làdi.

I s b î t .  lim n
n

x a
→∞

=  bo‘lsin. U hîldà αn = xn − a kåtmà-kåtlik

chåksiz kichik kåtmà-kåtlikdir. αn = xn − a tånglikdàn xn = a + αn

tånglikni hîsil qilàmiz. Dåmàk, àgàr lim n
n

x a
→∞

=  bo‘lsà, {xn}

kåtmà-kåtlikni a sîn bilàn chåksiz kichik kåtmà-kåtlikning yig‘indisi
ko‘rinishidà tàsvirlàsh mumkin.

Endi xn = a + αn bo‘lsin, bu yerdà αn – chåksiz kichik kåtmà-
kåtlik. U hîldà αn = xn − a tånglikkà egà bo‘làmiz. Êåtmà-kåtlik

limitining tà’rifigà ko‘rà lim n
n

x a
→∞

=  tånglik o‘rinlidir.

1 - n à t i j à .  αn kåtmà-kåtlik chåksiz kichik bo‘lsà, lim 0n
n→∞

α =
bo‘làdi.

2 - n à t i j à .  O‘zgàrmàs kåtmà-kåtlikning limiti o‘zigà tång:
lim
n

a a
→∞

= .

I s b î t .  a = a + 0 bo‘lgàni uchun 1-tåîråmàgà ko‘rà, lim
n

a a
→∞

= .

2 - m i s î l .  2 1 2
3 3

lim
n

n
n→∞

+ =  ekànini isbîtlàng.

I s b î t .  2 1
3

2
3

1
3

n
n n
+ = +  tånglikkà egàmiz. 1 1

3n n
α = ⋅  kåtmà-kåtlik

o‘zgàrmàs sîn bilàn chåksiz kichik kåtmà-kåtlikning ko‘pàytmàsi
sifàtidà chåksiz kichik kåtmà-kåtlikdir. Shu sàbàbli isbîtlàngàn 1-

tåîråmàgà ko‘rà 2 1 2
3 3

lim
n

n
n→∞

+ =  tånglik o‘rinlidir.

2 - t å î r å m à .  Àgàr {xn} kåtmà-kåtlik limitgà egà bo‘lsà, bu
limit yagînàdir.
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I s b î t .  lim n
n

x a
→∞

= , lim n
n

x b
→∞

=  bo‘lsin. 1-tåîråmàgà ko‘rà

xn = a + αn (αn – chåksiz kichik kåtmà-kåtlik), xn = b + βn (βn –
chåksiz kichik kåtmà-kåtlik) tångliklàr o‘rinli.

Bulàrdàn, 0 = xn − xn = a − b + (αn − βn) tånglikkà egà
bo‘làmiz. αn − βn kåtmà-kåtlik chåksiz kichikdir. 1-tåîråmàgà ko‘rà

îõirgi tånglikdàn lim 0
n

a b
→∞

= −  munîsàbàtni hîsil qilàmiz. 2-nàtijàgà

ko‘rà a − b = 0, ya’ni a = b.

3 - t å î r å m à .  Àgàr kåtmà-kåtlik limitgà egà bo‘lsà, u hîldà u
chågàràlàngàn kåtmà-kåtlik bo‘làdi.

I s b î t .  lim n
n

x a
→∞

=  bo‘lsin. U hîldà ε = 1 sîn uchun shundày

N nàturàl sîn tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N làr uchun nx a− ≤

1nx a≤ − <   yoki 1nx a< +   tångsizlik bàjàrilàdi.

1 2 1,  ,  ..., nx x x −  sînlàrning eng kàttàsini m bilàn, 1 a+  và
m sînlàrning eng kàttàsini esà M bilàn bålgilàymiz. U hîldà
quyidàgilàrgà egà bo‘làmiz:

1

2

1

,

,

...

,

1   ( ).

n

n

x m M

x m M

x m M

x a M n N

−

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

< + ≤ ≥

 Dåmàk, bàrchà n nàturàl sînlàr uchun nx M< tångsizlik
bàjàrilàdi, ya’ni {xn} chågàràlàngàn kåtmà-kåtlikdir.

αn = xn − a kåtmà-kåtlikning chåksiz kichik bo‘lishligi tà’rifini
yozib, kåtmà-kåtlik limiti tà’rifining bîshqàchà ko‘rinishigà kålàmiz:

Àgàr iõtiyoriy ε > 0 sîn uchun, shundày bir N = N(E) nàturàl
sîn tîpilib, bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàrdà nx a− < ε  tångsizlik
bàjàrilsà, a sîn {xn} kåtmà-kåtlikning limiti dåyilàdi.

III.2-rasm.

, ( )nx n N≥

x1    x3        a−ε       a       a+ε            xN−1
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nx a− < ε  tångsizlikni a − ε < xn < a + ε ko‘rinishdà yozib

îlish mumkin. Bu yerdàn ko‘rinàdiki, àgàr lim n
n

x a
→∞

=  bo‘lsà, a

ning iõtiyoriy ε-àtrîfini îlmàylik, {xn} kåtmà-kåtlikning birîr xN

hàdidàn bîshlàb bàrchà hàdlàri shu àtrîfdà yotàdi (III.2-ràsm).

Ì à s h q l à r

3.27. Êåtmà-kåtlikni o‘zgàrmàs sîn bilàn chåksiz kichik kåtmà-
kåtlikning yig‘indisi shàklidà tàsvirlàng và limitini tîping:

1) 2 5
2n

n
n

x +
+

= ; 2) 
2

3n
n n

n
x −= ;

3) 
2

2
3 4

1
n

n

n
x −

−
= ; 4) 

4 2

2 3
2 1

( 1)( 1)
n

n n

n n
x + +

+ −
= .

3.28. Isbîtlàng:

1) 
2

2
2 1

24 1
lim n n
n n

+
→∞ +

= ; 2) 3 1 3
4 2 4

lim n
nn

−
+→∞

= ;

3) 
2

2
1

1
lim 1n
n n

−
→∞ +

= ; 4) 1
2 1 2

lim n
nn +→∞

= ;

5) 2
1

lim 2n
nn +→∞

= ; 6) 1 ( 1)lim 0
n

nn

− −

→∞
= ;

7) 
sinlim 0n

nn→∞
= ; 8) 

2

2
1
22 3

lim n n
n n

−
→∞ +

= − .

5. Limitlàr hàqidà àsîsiy tåîråmàlàr. Îldingi bàndlàrdà kåtmà-
kåtlikning limitini hisîblàsh hàqidàgi màsàlà îchiq qîlgàn edi. Endi
shu màsàlàgà qàytàmiz.

1 - t å î r å m à .  Àgàr lim n
n

x a
→∞

= , lim n
n

y b
→∞

=  bo‘lsà, u hîldà

{xn + yn} kåtmà-kåtlik hàm limitgà egà và lim ( )n n
n

x y
→∞

+ =

lim limn n
n n

a b x y
→∞ →∞

= + = +   tånglik o‘rinli.

I s b î t .  lim n
n

x a
→∞

= , lim n
n

y b
→∞

=  bo‘lgàni uchun αn = xn − a và

βn = yn − b  kåtmà-kåtliklàr chåksiz kichik kåtmà-kåtlikdir. U hîldà
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chåksiz kichik  αn và βn kåtmà-kåtliklàrning yig‘indisi sifàtidà γn =
=(xn + yn) − (a + b) kåtmà-kåtlik hàm chåksiz kichik kåtmà-kåtlikdir.
Shu sàbàbli,

lim ( ) lim limn n n n
n n n

x y a b x y
→∞ →∞ →∞

+ = + = + .

2 - t å î r å m à .  Àgàr lim n
n

x a
→∞

= , lim n
n

y b
→∞

=  bo‘lsà, u hîldà

{xnyn} kåtmà-kåtlik limitgà egà và lim ( )n n
n

x y ab
→∞

= =

lim limn n
n n

x y
→∞ →∞

= ⋅  tånglik bàjàrilàdi.

I s b î t .  lim n
n

x a
→∞

= , lim n
n

y b
→∞

=  bo‘lgàni uchun αn = xn − a và

βn = yn − b kåtmà-kåtliklàr chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàrdir. Shu
sàbàbli chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàr yig‘indisi bo‘lgàn xnyn − ab=
= aβn + bαn + αnβn kåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-kåtlikdir.

Dåmàk,

lim ( ) lim limn n n n
n n n

x y ab x y
→∞ →∞ →∞

= = ⋅  .

3 - t å î r å m à .  Àgàr lim n
n

x a
→∞

= , lim n
n

y b
→∞

=  bo‘lib, b ≠ 0

bo‘lsà, u hîldà { }n

n

x
y

 kåtmà-kåtlik n ning birîr qiymàtidàn bîshlàb

mà’nîgà egà và lim n

n

x a
y bn→∞

=  bo‘làdi.

Bu tåîråmàning isbîti îldingi tåîråmàlàrning isbîtigà qàràgàndà
qiyinrîq bo‘lgàni uchun uni kåltirmàymiz, låkin limitlàrni
hisîblàsh jàràyonidà undàn kång fîydàlànàmiz.

Êåltirilgàn tåîråmàlàrdàn quyidàgi nàtijàlàr kålib chiqàdi.

1 - n à t i j à .  lim ( ) lim limn n n n
n n n

x y x y
→∞ →∞ →∞

− = − .

2 - n à t i j à .  lim ( ) lim ,  ( const)n n
n n

cx c x c
→∞ →∞

= ⋅ = .

3 - n à t i j à .  ( )lim ( ) lim
k

k
n n

n n
x x

→∞ →∞
= , (k – nàturàl sîn).

4 - t å î r å m à .  Àgàr xn ≤ yn ≤ zn bo‘lib, lim limn n
n n

x z a
→∞ →∞

= =

bo‘lsà, lim n
n

y a
→∞

=  bo‘làdi.
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I s b î t .  lim n
n

y a
→∞

=  và lim n
n

z a
→∞

=  bo‘lgàni uchun xn = a + αn,

zn = a +βn tångliklàr bàjàrilàdi, bu yerdà αn, βn – chåksiz kichik
kåtmà-kåtliklàrdir. Shu sàbàbli, a + αn ≤ yn ≤ a + βn yoki αn ≤ yn −
−a ≤ βn tångsizlik o‘rinlidir.

ε iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. αn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik
bo‘lgàni uchun shundày N1 nàturàl sîn tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N1

nàturàl sînlàr uchun αn > −ε tångsizlik bàjàrilàdi.
βn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘lgàni uchun shundày N2

nàturàl sîn tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N2 nàturàl sînlàr uchun βn < ε
tångsizlik bàjàrilàdi.

N1 và N2 nàturàl sînlàrdàn kàttà bo‘lgàn N nàturàl sîn îlàylik.
U hîldà bàrchà n ≥ N làr uchun αn > −ε, βn < ε tångsizliklàr bir
vàqtdà bàjàrilàdi. Àynàn shu n ≥ N làr uchun −ε < αn ≤ yn − a ≤
≤ βn < ε tångsizlikkà egà bo‘làmiz. Dåmàk, iõtiyoriy ε > 0 sîn
uchun, shundày N nàturàl sîn tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N làr uchun
−ε < yn − a < ε yoki bàribir ny a− < ε  tångsizlik bàjàrilàdi. Bu esà
lim n
n

y a
→∞

=  ekànligini tàsdiqlàydi.

1 - m i s î l .  
2

2
2 3 1

3 5 4
lim n n
n n n

+ −
→∞ − +

 ni hisîblàng.

Y e c h i s h .  Êåltirilgàn tåîråmàlàrdàn và nàtijàlàrdàn fîydàlànà-
miz:

22 2

2
2 2

3 13 1 lim 22
2 3 1

5 43 5 4 5 43 lim 3

lim lim
nn n nn n n

n nn n
n n nn n

 
+ −+ −   →∞ + −

 →∞ →∞− + − + − +  →∞ 

= = =

2 2

2 2

3 1 1 1lim 2 lim lim 2 3 lim lim
2 3 0 0 2

5 4 1 1 3 5 0 4 0 3lim 3 lim lim 3 5 lim 4 lim
.

n nn n n n nn n

n nn n n n nn n

+ − + −
→∞ →∞ →∞ →∞ →∞ + ⋅ −

− ⋅ + ⋅− + − +
→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

= = = =

2 - m i s î l .  lim ( 1 )
n

n n
→∞

+ −  ni  hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  
( 1 )( 1 )

1
lim ( 1 ) lim

n n n n

n n n n
n n

+ − + +

→∞ →∞ + +
+ − = =
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1
1

lim n n
n n n

+ −
→∞ + +

= =

1 1lim
1
1 1 11 1 lim 1 lim 1

lim lim

n

nn n

n nn n
n nn →∞

→∞

→∞ →∞+ + + + + +
→∞

= = =

0
1 0 1

0.
+ +

= =

3 - m i s î l .   
6 5 2lim ( 2 3 1)

n
n n n

→∞
+ + + =

                            
6

4 6
2 3 1lim 1
nn n n

n
→∞

  = + + + = +∞    
.

4 - m i s î l. lim 0,  (| | 1)n

n
q q

→∞
= <  ekànini isbîtlàymiz.

I s b î t .  1
1

q
+α

=  bo‘lsin, bu yerdà α > 0. 0,  ,n
n nx y q= =

1
1

 n n
z

+ α
=  kåtmà-kåtliklàrni qàràymiz. Ulàr  uchun xn ≤ yn ≤ zn

tångsizlik o‘rinlidir. Hàqiqàtàn hàm,

1 1 1
1 (musbat qo‘sh.) 1(1 )

0 n
nn n n

q z
+ α+ + α+α

< = = < = .

lim lim 0n n
n n

x z
→∞ →∞

= =  bo‘lgàni uchun lim | | 0n

n
q

→∞
= .

Dåmàk, iõtiyoriy ε > 0 sîn uchun shundày N = N(ε) nàturàl

sîn tîpilàdiki, n nq q= < ε  tångsizlik bàjàrilàdi. Bu esà lim 0n

n
q

→∞
=

ekànligini bildiràdi.

Ì à s h q l à r

3.29. {an} và {bn} kåtmà-kåtliklàr uchun | an| ≤ | bn| (n = 1,2,3,...)

và lim 0n
n

b
→∞

=  bo‘lsin. U hîldà lim 0n
n

a
→∞

=  bo‘lishini isbîtlàng.

3.30. Limitni hisîblàng:

1) 2 1
1

lim n
nn

+
+→∞

; 2) 
3 2

4 3
3 2

3 5 8
lim n n
n n n

− +
→∞ − +

;

3) 5 2lim ( 21 3 4)
n

n n n
→∞

− + − ; 4) 
3

22 2 1
lim n n
n n n

+
→∞ − +

;
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5) 2 2lim ( 1 1)
n

n n
→∞

+ − − ; 6) 
2

3 2
3 4

5
lim n
n n n

−
→∞ +

;

7) 2 2
3 1

9 10 8
lim n
n n n

+
→∞ − −

; 8) 
2

2

5

5
lim n

n n

−
→∞ −

.

3.31. Êåtmà-kåtlikning limitini tîping:

1) 
2

2
1 ...

1 ...
,  ( 1,  1)

n
n n

a a a

b b b
x a b+ + + +

+ + + +
= < < ;

2) 2

1 3 5 ... (2 1)

2 1
n

n n

n n
y

+ + + + −

+ +
= ;

3) 3 5n n n
nz = + ; 4) 3 2

3 2

n n
n n n

z +

−
= ;

5) 1

1
n

n

n
x +

+
= ; 6) 2

1 2 3 ...
n

n

n
y + + + += ;

7) 
3 3

1n
n n
n

x +
+

= ; 8) 1 2n n
ny = + .

3.32. Limitlàrni tîping.

1) ( )1 1 1
1 2 2 3 ( 1)

lim ...
n nn ⋅ ⋅ −→∞

+ + + ; 2) 

1

1
2 1

2 1

lim
n

n
n

−
→∞

+

;

3) 3 3lim ( 2 )
n

n n
→∞

+ − ;                       4) 
4 32lim ( 3 3)

n
n n n

→∞
+ − − .

6. Ìînîtîn kåtmà-kåtlikning limiti hàqidàgi tåîråmà. Ìàtåmà-
tik ànàlizning muhim tåîråmàlàridàn birini kåltiràmiz.

V å y å r s h t r à s s  t å î r å m à s i .  Àgàr kàmàymàydigàn
(o‘smàydigàn) {xn} kåtmà-kåtlik yuqîridàn (quyidàn) chågàràlàngàn
bo‘lsà, u hîldà bu kåtmà-kåtlik limitgà egà bo‘làdi.

Bu tåîråmà îliy màtåmàtikà kursidà isbîtlànàdi. Biz bu tåîrå-
màning tàtbiqigà dîir àyrim misîllàr qàràsh bilàn chågàràlà-
nàmiz.
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1 - m i s î l .  ( )11
n

n n
y = +  kåtmà-kåtlikning limiti màvjudligini

ko‘rsàtàmiz. Shu màqsàddà ( ) 111
n

n n
x

+
= +  kåtmà-kåtlikni qàrày-

miz. xn kåtmà-kåtlik quyidàn chågàràlàngàn kåtmà-kåtlikdir:
xn > 0. Uning o‘smàydigàn kåtmà-kåtlik ekànligi 1-§, 3-bànd,
4-misîldà ko‘rsàtilgàn.

Våyårshtràss tåîråmàsigà ko‘rà {xn} kåtmà-kåtlik limitgà egà:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1
11 lim 11

1 1
1 11 lim 1

lim 1 lim lim 1

nn
n n

n

nn n
n nn n

n nn

+
+

→∞

++
→∞

→∞ →∞ + +
→∞

+ = = = +

tånglikdàn, ( )1lim 1
n

nn→∞
+  limitning hàm màvjudligi kålib chiqàdi.

Bu limit e hàrfi îrqàli bålgilànàdi:

( )1lim 1 ,  ( 2,71828)
n

nn
e e

→∞
+ = ≈ ,                         (1)

(e = 2,7182818284...).
å sîn irràtsiînàl sîn ekànligi, shuningdåk, uning håch bir

butun kîeffitsiyåntli àlgåbràik tånglàmàning ildizi bo‘là îlmàsligi,
ya’ni trànssåntdånt sîn ekànligi isbîtlàngàn. (1) limit ko‘pginà
màtåmàtik tàdqiqîtlàrning àsîsidà yotuvchi àjîyib limitlàrning
biridir. e sîn màtåmàtikàdà àlîhidà àhàmiyatgà egàdir. Bungà siz
îliy màtåmàtikà bilàn shug‘ullàngàningizdà  ishînch hîsil qilàsiz.

2 - m i s î l .  Ìàmlàkàt àhîlisi yiligà 2 % o‘sàdi. 100 yildà màmlà-
kàt àhîlisi nåchà màrtà îrtàdi?

Y e c h i s h .  À bilàn màmlàkàt àhîlisining dàstlàbki sînini bålgi-

làsàk, bir yildàn kåyin àhîli sîni ( ) ( )1
100 50

2 1AA A+ ⋅ = + ⋅  gà tång

bo‘làdi. Ikki yildàn kåyin àhîli sîni ( )21
50

1A ⋅ +  gà, yuz yildàn

kåyin esà ( )1001
50

1A ⋅ +  gà tång bo‘làdi, ya’ni yuz yildàn kåyin

àhîli sîni ( ) ( )
2100 501 1

50 50
1 1A  ⋅ + = + 

 
 màrtà îrtàdi.

( )1lim 1
n

nn
e

→∞
+ =  ekànligini e’tibîrgà îlib, ( )501

50
1 e+ ≈  dåb

hisîblàshimiz mumkin. Dåmàk, màmlàkàt àhîlisi sîni yuz yildàn
kåyin tàõminàn e2 ≈ 7,89 màrtà îrtàdi.
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Ì à s h q l à r

3.33. 

 ta ildiz

2 2 2 ... 2n

n

a = + + + +
 kåtmà-kåtlikning limitini

tîping.
3.34. Råkurrånt usuldà bårilgàn kåtmà-kåtlikning limitgà egà

ekànligini isbîtlàng và limitini tîping:

1) 1 1
1 1
2 2
,  n

na
a a + −

= = ; 2) 1 1
1 2
2 3
,  n

na
a a + −

= = .

3.35. Êåtmà-kåtlik n - hàdining fîrmulàsini tîping và shu kåtmà-
kåtlikning limitini hisîblàng:

1) 1 1
1

2
3,  ,  ( 2)n

n
a

a a n+
+

= = ≥ ;

2) 1 2 1 2
5 3 1
2 2 2

1,  ,  ,  ( 3)n n na a a a a n− −= = = − ≥ .
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IV  B Î B

FUNÊSIYANING LIÌIÒI VÀ
UZLUÊSIZLIGI

1-§. Funksiyaning limiti

1. Funksiyaning nuqtàdàgi bir tîmînlàmà limiti.

2( 1) 0,5,  agar 1 bo‘lsa,
( )

3 ,  agar 1 bo‘lsa, 

x x
y f x

x x

 − + ≤= = 
− >

 funksiya bårilgàn

bo‘lsin. Bu funksiyaning qiymàtlàr jàdvàlini tuzàmiz và uning
gràfigini (IV.1-ràsm) yasàymiz:

x 0 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 1,2 1,3 1,5 2 3

y 1,5 0,75 0,66 0,59 0,54 0,51 0,5 1,9 1,8 1,7 1,5 1 0

Jàdvàl và gràfikni kuzàtib, x àrgumånt 1 sînigà chàpdàn yaqin-
làshgàndà funksiyaning qiymàtlàri 0,5 sînidàn, o‘ng tîmîndàn
yaqinlàshgàndà esà 2 sînidàn istàlgànchà kàm fàrq qilàdi dåb
tàsdiqlàsh mumkin.

0,5 soni bårilgan y = f (x) funksiyaning x = 1 nuqtàdàgi chàp
limiti, 2 sîni esà bårilgàn y = f (x) funksiyaning x = 1 nuqtàdàgi
o‘ng limiti dåyilàdi.

Funksiya chàp và o‘ng limitlàrining qàt’iy màtåmàtik tà’rifini
båràmiz. Dàstlàb, chàp limit tà’rifini kåltiràylik.

y = f (x) funksiya và x = a nuqtà bårilgàn bo‘lsin. Àgàr iõtiyoriy
ε > 0 sîn uchun a dàn kichik bo‘lgàn
shundày bir N hàqiqiy sîn tîpilib,
N và a sînlàr îràsidà yotuvchi bàr-
chà x làr uchun (N < x < a) | f (x) − b | <
<ε tångsizlik bàjàrilsà, b∈R sîn y=
= f (x) funksiyaning x = à nuqtàdàgi
(yoki x→à dàgi) chàp limiti dåyilàdi.

Funksiyaning x→à dàgi chàp li-

miti 
0

lim ( )
x a

f x b
→ −

=  ko‘rinishdà

Y

XO           1           2

y = f (x)

2

1,5

1

0,5

IV.1-rasm.
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bålgilànàdi. x→à − 0 bålgisi x ning a gà chàpdàn intilishini, ya’ni x
àrgumånt a gà a dàn kichik bo‘lib intilishini bildiràdi.

Yuqîridà kåltirilgàn misîldàn, 
1 0

lim ( ) 0,5
x

f x
→ −

=  ekànligi kålib
chiqàdi.

Funksiyaning x→à dàgi o‘ng limiti tushunchàsi hàm x→à dàgi
chàp limiti tushunchàsi kàbi tà’riflànàdi.

Àgàr ε > 0 sîn uchun a dàn kàttà bo‘lgàn shundày M hàqiqiy
sîn tîpilib, a và M sînlàr îràsidà yotuvchi bàrchà x làr (a < x <
< M) uchun | f (x) − b | < ε tångsizlik bàjàrilsà, b sîn y = f (x)
funksiyaning x = à nuqtàdàgi (yoki x→à dàgi) o‘ng limiti dåyilàdi

và 
0

lim ( )
x a

f x b
→ +

=  ko‘rinishdà bålgilànàdi.

Yuqîridà qàràlgàn misîldàn 
1 0

lim ( ) 2
x

f x
→ +

=   gà egà bo‘làmiz.

Funksiyaning x→à dàgi chàp limitining gåîmåtrik mà’nîsi
quyidàgichà:

hàr qàndày ε > 0 sîn uchun a dàn kichik shundày N sîn
tîpilàdiki, N và a sînlàri îràsidà yotuvchi bàrchà x làr uchun
funksiyaning gràfigi y = b − ε và y = b + ε to‘g‘ri chiziqlàr bilàn
chågàràlàngàn yo‘làkdà yotàdi (IV.2-a ràsm).

Àgàr f (x) funksiyaning x→à dàgi o‘ng limiti b sîngà tång
bo‘lsà, u hîldà uning gåîmåtrik mà’nîsi quyidàgichà bo‘làdi:

hàr qàndày ε > 0 sîn uchun a dàn kàttà shundày M sîn
tîpilàdiki, a và M sînlàr îràsidà jîylàshgàn bàrchà x làr uchun
funksiyaning gràfigi y = b − ε và y = b + ε to‘g‘ri chiziqlàr bilàn
chågàràlàngàn yo‘làkdà yotàdi (IV.2-b ràsm).

Y

XO       N                         a

b + ε

b − ε

b

y = f (x)

Y

XO        a             M

b + ε

b − ε

b

y = f (x)

                    à)                                                      b)

IV.2-rasm.
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Funksiyaning x = à nuqtàdàgi chàp và o‘ng limitlàri uning shu
nuqtàdàgi bir tîmînlàmà limitlàri dåyilàdi.

1 - m i s î l .  
2 0

lim ( 1) 3
x

x
→ −

+ =  ekànligini isbîtlàng.

I s b î t .  ε iõtiyoriy musbàt sîn và x < 2 bo‘lsin. U holda
| f (x) − 3 | = | x + 1 − 3 | = | x − 2 | = 2 − x < ε bo‘lishi uchun 2 − ε <
< x < 2 bo‘lishi yetàrlidir. Dåmàk, tà’rifdàgi N sîn sifàtidà 2 − ε sînni
yoki 2 − ε dàn kàttà, låkin 2 dàn kichik bo‘lgàn hàr qàndày sînni

îlish mumkin. Bu esà 
2 0

lim ( 1) 3
x

x
→ −

+ =  ekànligini ko‘rsàtàdi (IV.3-

ràsm).

2 - m i s î l .  
1 0

lim 1
x

x
→ +

=  ekànligini isbîtlàymiz.

I s b î t .  ε iõtiyoriy musbàt sîn và x > 1 bo‘lsin. U hîldà

( ( 1 1 1
21 1

( ) 1 1 x x x
x x

f x x − − −
+ +

− = − = = <

tångsizlik bàjàrilàdi. Bu yerdàn ko‘rinàdiki, |  f (x) − 1 | < ε bo‘lishi

uchun x − <1
2

ε  và x > 1 bo‘lishi, ya’ni 1 < x < 2ε + 1 bo‘lishi
yetàrlidir. Dåmàk, tà’rifdàgi M sîn sifàtidà (1; 2ε + 1) îràliqdàgi
hàr qàndày sînni îlish mumkin. Bu esà 

1 0
lim 1

x
x

→ +
=  ekànligini

ko‘rsàtàdi (IV.4-ràsm).

3 - m i s î l .  
2 3,  agar 1 bo‘lsa,

( )
3 5,  agar 1 bo‘lsa

x x
f x

x x

− + ≤
= 

− >
 funksiyaning

x→1 dàgi  bir  tîmînlàmà  limitlàrini  tîpàmiz.

3 + ε

3 − ε
3

Y

−1   O               2−ε N 2

y = x + 1

1

Y

X X

1 + ε

1 − ε
1

O           1   M  2ε + 1

y x=

                   IV.3-rasm.                                        IV.4-rasm.

10 Àlgebra, II qism
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Y e c h i s h .   x ≤ 1  bo‘lsin.  U  hîldà,

f (x) = −2x + 3.  Dåmàk, 
1 0

lim ( )
x

f x
→ −

=

1 0
lim ( 2 3)

x
x

→ −
= − +  2 1 3 1= − ⋅ + = .

Àgàr x > 1 bo‘lsà, f (x) = 3x − 5 bo‘lib,

1 0 1 0
lim ( ) lim (3 5) 3 1 5 2

x x
f x x

→ + → +
= − = ⋅ − = −

(IV.5-ràsm).

IV.6- rasmda y
x

= 1  funksiyaning gràfigi

tàsvirlàngàn. Gràfikni kuzàtib, x àrgumånt
0 sînigà chàpdàn (o‘ngdàn) yaqinlàsh-

gàndà funksiya qiymàtlàri −∞ gà (mîs ràvishdà +∞ gà) yaqinlà-

shàdi dåb tàsdiqlàsh mumkin: 1 1
0 0 0 0

lim ,  lim
x xx x→ − → −

= −∞ = +∞ .

Chåksiz chàp limit và chåksiz o‘ng limit tushunchàlàrining
qàt’iy màtåmàtik tà’rifini kåltiràmiz.

Àgàr iõtiyoriy E < 0 (E > 0) hàqiqiy sîn uchun shundày N < a
hàqiqiy sîn tîpilib, bàrchà x∈(N; a) làr uchun  f (x) < E (mîs
ràvishdà, f (x) > E) tångsizlik bàjàrilsà, f (x) funksiyaning a nuqtàdàgi
chàp limiti −∞ (mîs ràvishdà +∞) gà tång dåyilàdi và

0
lim ( )

x a
f x

→ −
= −∞  (mîs ràvishdà 

0
lim ( )

x a
f x

→ −
= +∞ ) ko‘rinishdà

bålgilànàdi.
Àgàr iõtiyoriy E < 0 (E > 0) hàqiqiy sîn uchun, shundày M < a

hàqiqiy sîn tîpilib, bàrchà x∈(a; M) làr uchun f (x) < E (mîs
ràvishdà f (x) > E) tångsizlik bàjàrilsà,
f (x) funksiya ning a nuqtàdàgi o‘ng
limiti −∞ (mîs ràvishdà +∞) gà tång

dåyilàdi và
0

lim ( )
x a

f x
→ +

= −∞  (mîs

ràvishdà, 
0

lim ( )
x a

f x
→ +

= +∞ ) ko‘ri-

nishdà bålgilànàdi.

4 - m i s î l .  1
0 0

lim
xx→ −

= −∞  tånglikni

isbîtlàng.

Y

X O        1                    3

  3

  2

  1

−2

IV.5-rasm.

Y

XO

E

N

1
E

y
x

= 1

IV.6-rasm.
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I s b î t .  E iõtiyoriy mànfiy sîn và x < 0 bo‘lsin. U hîldà
1( )
x

f x E= <  tångsizlik 1 0
E

x< <  tångsizlikkà tång kuchlidir. Bu

yerdàn ko‘rinàdiki, tà’rifdà so‘z bîrgàn N sîn sifàtidà ( )1 ;  0
E

îràliqdàgi hàr qàndày sînni îlish mumkin.

5 - m i s î l .  1
0 0

lim
xx→ +

= +∞  tånglikni isbîtlàng.

I s b î t .  E iõtiyoriy musbàt sîn và x > 0 bo‘lsin. U hîldà

1( )
x

f x E= >  tångsizlik 10
E

x< <  tångsizlikkà tång kuchlidir. Bu

yerdàn ko‘rinàdiki, tà’rifdà so‘z bîrgàn M sîn sifàtidà ( )10;  
E

îràliqdàgi hàr qàndày sînni îlish mumkin.

Hàqiqàtàn hàm, M∈ ( )10;  
E  bo‘lsin. U hîldà, bàrchà

x∈(0; M) làr uchun 1 1 1
1

( )
x M

E

f x E= > > =  tångsizlik bàjàrilàdi.

Dåmàk, 1
0 0

lim
xx→ +

= +∞ .

Ì à s h q l à r

4.1. 
0

lim ( )
x a

f x b
→ +

=  ekànligini isbîtlàng, bundà:

1) f (x) = 4x − 2, a = 1, b = 2;   2) 2( ) ,  0,  0f x x a b= = = ;

3) ( ) ,  9,  3f x x a b= = = ;   4) f (x) = x2 − 1, a = 1, b = 0.

4.2. 
0

lim ( )
x a

f x b
→ −

=  ekànligini isbîtlàng, bundà:

1) 
2 1,  agar  bo‘lsa,

( )    2,  3;
1,  agar  bo‘lsa, 

x x a
f x a b

x x a

 − >= = =
+ <

2) 
2 1,  agar  bo‘lsa,

( )    2,  1.
1,  agar  bo‘lsa, 

x x a
f x a b

x x a

 − ≤= = =
+ >

4.3. f (x) funksiyaning x = a nuqtàdàgi bir tîmînlàmà limitlàrini
tîping:

1) 
,  agar  bo‘lsa,

( )  4;
4,  agar  bo‘lsa, 

x x a
f x a

x x a

 >= =
+ ≤
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2) 
2

cos ,  agar  bo‘lsa,
( )    .

sin ,  agar  bo‘lsa, 

x x a
f x a

x x a
π>

= = ≤

2. Funksiyaning nuqtàdàgi limiti. f (x) = x − 2 funksiyaning x = 2
nuqtàdàgi bir tîmînlàmà limitini hisîblàymiz:

2 0 2 0
lim ( ) lim ( 2) 2 2 0;

x x
f x x

→ − → −
= − = − =

2 0 2 0
lim ( ) lim ( 2) 2 2 0.

x x
f x x

→ + → +
= − = − =

Bu yerdà 
2 0 2 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
→ − → +

=  ekànini ko‘ràmiz.

Àgàr 
0 0

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x b
→ − → +

= =  bo‘lsà, b sîn f (x) funk-

siyaning x→a dàgi limiti dåyilàdi và lim ( )
x a

f x b
→

=  ko‘rinishdà

bålgilànàdi.

Shundày qilib, àgàr iõtiyoriy ε > 0 sîn uchun shundày M và
N sînlàr tîpilib (bundà N < a < M), (N; M) îràliqdà yotuvchi
bàrchà x làr uchun (a nuqtà bundàn mustàsnî bo‘lishi mumkin)
| f (x) − b | < ε tångsizlik bàjàrilsà, b∈R sîn y = f (x) funksiyaning
x→a dàgi limiti dåyilàdi.

1 - m i s î l .  2

0
lim ( 2) 2
x

x
→

+ = ekànini isbîtlàng.

I s bî t .  2 2

0 0
lim ( 2) 0 2 2

x
x

→ −
+ = + =  và 2 2

0 0
lim ( 2) 0 2 2

x
x

→ +
+ = + =

bo‘lgàni uchun 2

0
lim ( 2) 2
x

x
→

+ = .

2 - m i s î l .  
4

lim 2
x

x
→

=  ekànligini isbîtlàng.

I s b î t .  ε iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. x ≥ 0 bo‘lgàni uchun,

4 44
22 2

( ) 2 2 4
x xx

x x
f x x x

− −−
+ +

− = − = ≤ ≤ < −

tångsizlik o‘rinli. Dåmàk, | f (x) − 2| < ε bo‘lishi uchun | x − 4| < ε và
x ≥ 0 bo‘lishi, ya’ni 4 − ε < x < 4 + ε, x ≥ 0 bo‘lishi yåtàrli. Bu
yerdàn ko‘rinàdiki, tà’rifdàgi N sîn sifàtidà (4 − ε; 4) îràliqdàgi
hàr qàndày musbàt sînni, M sîn sifàtidà esà (4; 4 + ε) îràliq-
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dàgi hàr qàndày sînni îlish mumkin. Bu esà 
4

lim 2
x

x
→

=  ekànligini
bildiràdi (IV.7-ràsm).

à nuqtàni o‘z ichigà îlgàn hàr qàndày îchiq îràliqni uning
àtrîfi dåb àtàymiz. (a − δ; a + δ) îràliq (bu yerdà δ > 0) a nuqtàning
δ - àtrîfi, δ > 0 sîn esà àtrîfning ràdiusi dåb àtàlàdi.

Àgàr b sîn y = f (x) funksiyaning x→a dàgi limiti bo‘lsà, u
hîldà | f (x) − b | < ε tångsizlik a nuqtà birîr àtrîfining bàrchà
nuqtàlàri uchun (a nuqtà bundàn mustàsnî bo‘lishi mumkin)

bàjàrilishini ko‘rish qiyin emàs. lim ( )
x a

f x b
→

=  ning gåîmåtrik

mà’nîsi IV.8-ràsmdàn ko‘rinib turibdi:
3 - m i s î l .  [0; 4] kåsmàdà quyidàgichà àniqlàngàn y = f (x)

funksiyani qàràymiz:

1,  agar 0 3 bo‘lsa,
( )

3 ,  agar 3 4 bo‘lsa.

x x
f x

x x

− ≤ ≤
=  − < ≤

Bu funksiyaning gràfigi IV.9-ràsmdà tàsvirlàngàn.

3 0 3 0

3 0

lim ( ) lim ( 1) 3 1 2,

lim (3 ) 3 0 3
x x

x

f x x

x
→ − → −

→ +

= − = − =

− = − =

tångliklàrdàn ko‘rinàdiki, 
3

lim ( )
x

f x
→

limit màvjud emàs.

Endi funksiyaning nuqtàdàgi
chåksiz limitini qàràymiz. Àgàr
y = f (x) funksiyaning x = a nuq-

4 + ε

4 − ε

4

Y

O      N   4   M

y = f (x)

X

Y

XO       N     a    M

y = f (x)

b + ε

b − ε

b

                   IV.7- rasm.                                         IV.8- rasm.

Y

XO            1                    3          4

−1

IV.9- rasm.
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tàdàgi chàp limiti hàm, o‘ng limiti hàm +∞ (−∞) gà tång bo‘lsà,
f (x)  funksiyaning x = a nuqtàdàgi limiti +∞ (mîs ràvishdà −∞) gà

tång dåyilàdi và lim ( )
x a

f x
→

= +∞  (mîs ràvishdà lim ( )
x a

f x
→

= −∞ )

ko‘rinishdà bålgilànàdi (IV.10-ràsm).

Àgàr lim ( )
x a

f x
→

= +∞  bo‘lsà, iõtiyoriy E > 0 sîn uchun shundày

(N; a) và (a; M) intårvàllàr tîpilàdiki, bu intårvàllàrdàgi bàrchà x
làr uchun f (x) > E tångsizlik bàjàrilàdi.

Àgàr lim ( )
x a

f x
→

= −∞  bo‘lsà, iõtiyoriy E < 0 sîn uchun shundày

(N; a) và (a; M) intårvàllàr tîpilàdiki, bu intårvàldàgi bàrchà x
làr uchun   f (x) < E tångsizlik bàjàrilàdi.

4 - m i s î l .  1

0
lim

xx→
= +∞  ekànligini isbîtlàng.

I s b î t .  E iõtiyoriy musbàt sîn và x ≠ 0 bo‘lsin. U hîldà

1( )
x

f x E= >  tångsizlik 

1

1

0,

0

E

E

x

x

− < <


< <

 tångsizliklàr siståmàsigà

tång kuchlidir. Bu yerdàn ko‘rinàdiki, tà’rifdà so‘z bîrgàn N sîn

sifàtidà ( )1 ;  0
E

−  îràliqdàgi, M sîn sifàtidà esà ( )10;  
E

 îràliqdàgi

hàr qàndày sînni îlish mumkin. U hîldà (N; M) îràliqdàgi
bàrchà x ≠ 0 sînlàr uchun f (x) > E tångsizlik bàjàrilàdi. Dåmàk,

1
0

lim
xx→

= +∞.

Y

XO a
lim ( )
x a

f x
→

= +∞

Y

XO
a

( )f a

                            à)                                            b)

IV.10- rasm.

lim ( )
x a

f x
→

= −∞
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Àgàr lim ( )
x a

f x
→

= +∞  yoki lim ( )
x a

f x
→

= −∞  bo‘lsà, f (x)

funksiya x = a nuqtàdà (x→a dà) àniq ishîràli chåksiz limitgà egà
dåyilàdi.

Àgàr f (x) funksiyaning x = a nuqtàdàgi bir tîmînlàmà limit-
làrining biri +∞ gà, ikkinchisi esà −∞ gà tång bo‘lsà, f (x) funksiya
x = a nuqtàdà àniqmàs ishîràli chåksiz limitgà egà dåyilàdi.

1
x

y =  funksiya x = 0 nuqtàdà àniq ishîràli chåksiz limitgà

(4-misîl) egà, y
x

= 1   funksiya esà x = 0 nuqtàdà àniqmàs ishîràli
chåksiz limitgà egà (1-bànd, 4–5-misîllàr).

x = à nuqtàdà àniq ishîràli yoki àniqmàs ishîràli chåksiz li-
mitgà egà bo‘lgàn f (x) funksiya shu nuqtàdà chåksiz kàttà funksiya

dåyilàdi và lim ( )
x a

f x
→

= ∞  ko‘rinishdà bålgilànàdi.

1
x

y = , 1
x

y =  funksiyalàrning hàr biri x = 0 nuqtàdà chåksiz

kàttà funksiyalàrdir 1 1lim ,  lim
xxx a x a→ →

 = +∞ = ∞ 
 

.

5 - m i s î l .  1

1,  agar 0 bo‘lsa,
( )

,  agar 0 bo‘lsa
x

x
f x

x

≤=  >
 funksiyaning grà-

figi IV.11-ràsmdà tàsvirlàngàn. 
0 0 0 0

lim ( ) lim 1 1
x x

f x
→ − → −

= =  và

0 0
lim ( )

x
f x

→ +
= 1

0 0
lim

xx→ +
= +∞  tångliklàrgà egàmiz. Bu yerdàn

ko‘rinàdiki, f (x) funksiya x = 0 nuqtàdà chåksiz kàttà funksiya
hàm emàs, shuningdåk chåkli limitgà hàm egà emàs.

Àgàr lim ( ) 0
x a

f x
→

=  bo‘lsà, f (x) funksiya x = a nuqtàdà chåksiz

kichik funksiya dåyilàdi. Ìàsàlàn, 4y x= − , 2y x= −   funk-
siyalàrning hàr biri x = 4 nuqtàdà chåksiz kichikdir.

Chåksiz kichik và chåksiz kàttà funk-
siyalàr îràsidàgi munîsàbàtni ifîdàlîvchi
tåîråmàni isbîtsiz kåltiràmiz.

Ò å î r å m à .  Àgàr f (x) funksiya x = a
nuqtàdà chåksiz kàttà (chåksiz kichik)

funksiya bo‘lsà, 1
( )f x

 funksiya x = a

nuqtàdà chåksiz kichik (chåksiz kàttà)
funksiya bo‘làdi.

 −1 O      1    2   3    4          X
 −1

4

3

2
y = 1

y
x

= 1

Y

IV.11-rasm.
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1 - e s l à t m à .  Funksiyaning õ→à dàgi (yoki õ→à  − 0, yoki õ→à + 0
dàgi) limitining tà’rifidà õ ≠ à qiymàtlàr qàràldi, à nuqtàning o‘zidà
funksiya àniqlànmàgàn bo‘lishi hàm mumkin.

2 - e s l à t m à .  Funksiyaning õ→à dàgi (yoki õ→à − 0 dàgi, yoki
õ→à + 0 dàgi) limitining tà’rifidà tà’kidlànàyotgàn Ì và N sînlàr ε và
à gà bîg‘liqdir.

Ì à s h q l à r

4.4. Òånglikni isbîtlàng:

1) 
0

lim (3 5) 5
x

x
→

+ = ;     2) 3

8
lim 2
x

x
→

= ;    3) 
2

1
2

0,25
0,5

lim 1
x

x
x

→

−
−

= ;

4) 
4

4
2

lim 4
x

x
x→

−
−

= ;    5) 22

2 1
55 6

lim
x

x

x x→

−

− +
= ;     6) 

1

1lim 1
x x→

= .

4.5. Limitlàrni hisîblàng:

1) 
2

lim (4 5)
x

x
→

− ;     2) 2

3
lim 7
x

x
→

+ ;          3) 2

8
lim 36
x

x
→

+ ;

4) 3

9
lim( 5)
x

x
→

− ;           5) 
2

3

9
3

lim
x

x
x→

−
− ;                6) 

0

1
2 1

lim
x x→ + .

 3. Funksiyaning nuqtàdàgi limiti hàqidàgi àsîsiy tåîråmàlàr.

Îldingi bàndlàrdà funksiyaning nuqtàdàgi limiti tushunchàsini
qàràdik. Bu bànddà funksiyaning nuqtàdàgi limiti hàqidàgi àsîsiy
tåîråmàlàrni kåltiràmiz và limitni hisîblàsh màsàlàsi bilàn
shug‘ullànàmiz.

1 - t å î r å m à .  f (x) funksiya x→a dà ko‘pi bilàn bittà limitgà
egà bo‘lishi mumkin.

2 - t å î r å m à .  Àgàr lim ( )
x a

f x b
→

=  (b∈R) bo‘lsà, x = a

nuqtàning birîr àtrîfidà  f (x) funksiya chågàràlàngàn bo‘làdi.

3 - t å î r å m à .  Àgàr lim ( )
x a

f x b
→

=  bo‘lib, b ≠ 0 bo‘lsà, x = a

nuqtàning shundày bir àtrîfi tîpilàdiki, bu àtrîfdàgi bàrchà x làr
uchun (x = a bundàn mustàsnî bo‘lishi mumkin) f (x) ning ishîràsi
b ning ishîràsi bilàn bir õil bo‘làdi.
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4 - t å î r å m à .  Àgàr lim ( )
x a

f x b
→

=  bo‘lib, x = a nuqtàning birîr

àtrîfidàgi bàrchà  x ≠ a làr uchun f (x) ≥ 0 (f (x) ≤ 0) bo‘lsà, b ≥ 0
(mîs ràvishdà, b ≤ 0) bo‘làdi.

5 - t å î r å m à .  Àgàr x = a nuqtàning birîr àtrîfidàgi bàrchà

x ≠ a làrdà ϕ(x) ≤ f (x) ≤ g(x) bo‘lib, lim ( ) lim ( )
x a x a

x g x b
→ →

ϕ = =  bo‘lsà,

lim ( )
x a

f x b
→

=  bo‘làdi.

6 - t å î r å m à .  O‘zgàrmàsning limiti o‘zigà tång:  lim
x a

c c
→

= .

7 - t å î r å m à .  O‘zgàrmàs ko‘pàytuvchini limit bålgisidàn

tàshqàrigà chiqàrish mumkin: lim ( ( )) lim ( )
x a x a

k f x k f x
→ →

⋅ = ⋅ .

8 - t å î r å m à .  Àgàr  f (x), g (x) funksiyalàr x→a dà chåkli
limitgà egà bo‘lsà, f (x) ± g (x), f (x)⋅g (x) funksiyalàr hàm x→a
dà chåkli limitgà egà và

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ),

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

x a x a x a

f x g x f x g x

f x g x f x g x
→ → →

→ → →

± = ±

⋅ = ⋅

tångliklàr o‘rinlidir.

9 - t å î r å m à .  Àgàr f (x), g(x) funksiyalàr x→a dà chåkli

limitgà egà và lim ( ) 0
x a

g x
→

≠  bo‘lsà, 
lim ( )

( )
( ) lim ( )

lim x a

x a
x a

f x
f x
g x g x

→

→
→

=  tånglik

o‘rinli bo‘làdi.

Bu tåîråmàlàrning isbîti îliy màtåmàtikà kursidà qàràlàdi.Biz
shu tåîråmàlàrning tàtbiqi yordàmidà limitlàrni hisîblàymiz.

1 - m i s î l .  2

3
lim( 4 5)
x

x x
→

+ −  limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  Yuqîridàgi tåîråmàlàrgà àsîsàn

2 2

3 3 3 3

3 3 3

lim( 4 5) lim lim(4 ) lim 5

lim lim 4 lim 5 3 3 4 3 5 16.
x x x x

x x x

x x x x

x x x
→ → → →

→ → →

+ − = + − =

= ⋅ + − = ⋅ + ⋅ − =

2 - m i s î l. 
5

7 5
10 2

lim
x

x
x→

−
+

 limitni hisîblàymiz.
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Y e c h i s h .  
5

lim (10 2 ) 10 2 5 20 0
x

x
→

+ = + ⋅ = ≠  bo‘lgàni uchun

9-tåîråmàni båvîsità qo‘llàsh mumkin:

lim (7 5)
57 5 7 5 5 30

10 2 lim (10 2 ) 10 2 5 205
5

lim 1,5
x

xx
x xx

x

−
→− ⋅ −

+ + + ⋅→
→

= = = = .

3 - m i s î l .  
2 4

22
lim x

xx

−
−→

 limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  2

2 2
lim ( 2) 0,  lim 4 0
x x

x x
→ →

− = − =  bo‘lgàni uchun

9-tåîråmàni båvîsità qo‘llàsh mumkin emàs (bu hîldà 0
0

ko‘rinishdàgi àniqmàslikkà egà bo‘làmiz). x→2 bo‘lgàni uchun
x ≠ 2 dåb hisîblàsh mumkin. Shu sàbàbli:

2 ( 2)( 2)4
2 22 2 2

lim lim lim ( 2) 4x xx
x xx x x

x+ −−
− −→ → →

= = + = .

4 - m i s î l .  
3 2

3
3 9 2

2 6
lim x x x

x x x

+ − +

→ − −
 limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  Båvîsità limitgà o‘tish nàtijàsidà 0
0
 ko‘rinishdàgi

àniqmàslik hîsil bo‘làdi. x ≠ 2 làr uchun

23 2 2

3 2 2

( 2)( 5 1)3 9 2 5 1

6 ( 2)( 2 3) 2 3

x x xx x x x x

x x x x x x x

− + ++ − + + +

− − − + + + +
= =

tånglik o‘rinli bo‘lgàni sàbàbli

3 2 2 2

3 2 2
3 9 2 5 1 2 5 2 1 4

112 26 2 3 2 2 2 3
lim lim 1x x x x x
x xx x x x

+ − + + + + ⋅ +
→ →− − + + + ⋅ +

= = = .

5 - m i s î l .  
0 1 1

lim
x

x
x→ + −

 limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  Båvîsità limitgà o‘tsàk, 0
0
 ko‘rinishdàgi àniqmàs-

likkà egà bo‘làmiz. Àniqmàslikni îchish uchun kàsrning suràt và

màõràjini 1 1 0x+ + ≠  gà (màõràjining qo‘shmàsigà) ko‘pàytirib
îlàmiz:

( 1 1) ( 1 1)

1 1 ( 1 1)( 1 1)0 0 0
lim lim lim

x x x xx
xx x xx x x

+ + + +

+ − + − + +→ → →
= = =

0
lim( 1 1) 2
x

x
→

= + + = .
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6 - m i s î l .  3
2 2

1 26 3
lim x

x x

−
→ + −

 limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  Bu yerdà hàm 0
0
 ko‘rinishdàgi àniqmàslikni îchish

kåràk. 26 + x = t 3 dåb îlàmiz (o‘rnigà qo‘yish usuli). x→1 dà
3 26 3t x= + →  bo‘lgàni uchun

3 2

3

2( 26) 2 2( 3)( 3 9)2 2
3 31 3 326 3

lim lim lim 54
t t t tx

t tx t tx

− − − + +−
− −→ → →+ −

= = = .

1 0 - t å î r å m à .  Àgàr lim ( ) 0
x a

g x
→

=  và lim ( ) 0
x a

f x b
→

= ≠

(b∈R) bo‘lib, x = a nuqtàning birîr àtrîfidà (x = a nuqtàning o‘zi

bundàn mustàsnî bo‘lishi mumkin) g(x) ≠ 0 bo‘lsà, 
( )
( )

lim f x
g xx a→

= ∞

bo‘làdi.

I s b î t .  
lim ( )

( ) 0
( ) lim ( )

lim 0
g x

g x x a
f x f x bx a

x a

→
→

→

= = =  bo‘lgàni uchun 2-bànd-

dàgi tåîråmàgà ko‘rà, 
( )
( )

lim
f x
g xx a→

= ∞  bo‘làdi.

7 - m i s î l .  3
3 4

2 1 1
lim x

x x

+
→ − −

  limitni  hisîblàng.

Y e c h i s h .  3

2 2
lim ( 1 1) 0,  lim (3 4) 10
x x

x x
→ →

− − = + =   bo‘lgàni

uchun 10- tåîråmàgà ko‘rà, 3
3 4

2 1 1
lim x

x x

+
→ − −

= ∞  bo‘làdi. Hisîblàshni

quyidàgichà ràsmiylàshtirish mumkin:

3 3
3 4 3 2 4 10

02 1 1 2 1 1
lim x

x x

+ ⋅ +
→ − − − −

= = = ∞ .

Ì à s h q l à r

4.6. Limitlàrni hisîblàng:

1) 2

2
lim (4 3 5)
x

x x
→

− + ;           2) 
2 3

42
lim x

xx

+
−→

;            3) 
2 4

22
lim x

xx

−
−→

;

www.ziyouz.com kutubxonasi



156

4) 
2

22

5 6

4
lim
x

x x

x→

− +

−
; 5) 

3

1 2
3

lim
x

x
x→

+ −
− ;       6) 33

3 2 3

3 2
lim
x

x x

x→

+ − −

+ −
.

4.7. Òångliklàr to‘g‘rimi:

1) 
2

32

4

14
lim 0
x

x

x→

−

−
= ;      2) 

4 3 2

22

5 6 4
73 10

lim
x

x x x

x x→−

+ +

− −
= − ;

3) 
0

(1 )(1 2 )(1 3 )lim 5
x

x x x
x→

+ + + = − ;      4) 21

1 1
41

lim
x

x

x→

−

−
= ;

5) 22

3 2 1
84

lim
x

x x

x→

− −

−
= ;      6) 

4

1 2 4
32

lim
x

x

x→

+
−

= ;

7) 
38

1 3

2
lim 2
x

x

x→−

− −

+
= − ;      8) 

3

9

1 2 1
9 12

lim
x

x
x→

− −
−

= ;

9) 
4

16

2 1
94

lim
x

x

x→

−
−

= ;     10) 3 30

1 1 9
21 1

lim
x

x x

x x→

+ − −

+ − −
= ;

11) 
12 4

2 1 3 3 11

4 1 3 1

1
lim 3 3
x

x x x

x x x x x

−

− −→

− + −

− − −

  − + ⋅ =  
   

;

12) 
1 13

32

2 24 1
2 228

lim
x

x xx x
x xx

− −

→

+−
− −−

    − − =        
.

4. Funksiyaning chåksizlikdàgi limiti. Biz nàturàl àrgumåntli
funksiya (sînli kåtmà-kåtlik)ning limiti tushunchàsi bilàn tànishmiz.
Bu limitni nàturàl àrgumåntli funksiyaning +∞ dàgi limiti sifàtidà
tàlqin etish mumkin.

Bu bànddà uzluksiz àrgumåntli y = f (x) funksiyaning +∞ dàgi,
−∞ dàgi và ∞ dàgi limiti tushunchàsi bilàn tànishàmiz.

Dàstlàb, funksiyaning chåksizlikdàgi chåkli limiti tushunchàsini
qàràylik.

(T; +∞) îràliqdà àniqlàngàn (bu yerdà T – birîr hàqiqiy sîn)
y = f (x) funksiya và A∈R sîn bårilgàn bo‘lsin. Àgàr ∀ε > 0 sîn
uchun, shundày M∈(T; +∞) sîn màvjud bo‘lib, ∀x∈(M; +∞)
sînlàr uchun | f (x) − A | < ε tångsizlik bàjàrilsà, A sîn f (x)
funksiyaning +∞ dàgi limiti dåyilàdi và
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lim ( )
x

f x A
→+∞

=                                                    (1)

ko‘rinishdà bålgilànàdi.
| f (x) − A | < ε tångsizlik A − ε < f (x) < A + ε  tångsizlikkà tång

kuchli bo‘lgàni uchun (1) tånglikning o‘rinli bo‘lishi gåîmåtrik
jihàtdàn quyidàgini ànglàtàdi:

àgàr lim ( )
x

f x A
→+∞

=  bo‘lsà, ∀ε > 0 sîn uchun shundày M

sîn tîpilàdiki, y = f (x) funksiyaning (M; +∞) îràliqdàgi gràfigi
y = A − ε và y = A + ε to‘g‘ri chiziqlàr bilàn chågàràlàngàn yo‘làkdà
yotàdi (IV.12-ràsm).

1 - m i s î l .  1lim 0
x x→+∞

=  tånglikni isbîtlàymiz.

I s b î t .  y
x

= 1  funksiya (0; +∞) îràliqdà àniqlàngàn funksiyadir.

Uning +∞ dàgi limiti 0 gà tångligini isbîtlàymiz. ε iõtiyoriy musbàt

sîn bo‘lsin. | f (x) − A | < ε tångsizlikni tuzàmiz: 1 0
x

− < ε  yoki
1
x

< ε . x > 0 ekànligini e’tibîrgà îlib, îõirgi tångsizlikdàn 1x
ε

>  ni

hîsil qilàmiz. Bundàn, tà’rifdàgi M sîn sifàtidà 1ε  dàn kàttà bo‘lgàn

hàr qàndày sîn îlish mumkinligi ko‘rinàdi. Dåmàk, 1lim 0
x x→+∞

=

tånglik o‘rinlidir.
Endi y = f (x) funksiya bårilgàn bo‘lib, y = f (−x) funksiyaning

x→+∞ dàgi limiti hàqidà gàpirish mumkin bo‘lsin.

Àgàr lim ( )
x

f x A
→+∞

− =  bo‘lsà (bu yerdà A∈R), A sîn f (x)

funksiyaning x→−∞ dàgi limiti dåyilàdi và lim ( )
x

f x A
→−∞

=
ko‘rinishdà bålgilànàdi.

A + ε

Y

 T                 O            M

y = f (x)

X

A

A − ε

IV.12-rasm.
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2 - m i s î l .  ( )1lim 0
x x→−∞

− =  tånglikni isbîtlàymiz.

I s b î t .  1 1( ) ,   ( )
x x

f x f x= − − =   funksiyalàrni  qàràymiz.

f (−x) funksiyaning x→+∞ dàgi limiti màvjud và 0 sînigà tång

(1-misîl) bo‘lgàni uchun lim ( ) 0
x

f x
→−∞

=  tånglik o‘rinlidir.

Àgàr lim ( )
x

f x A
→−∞

=  và lim ( )
x

f x A
→+∞

=  tångliklàr bir vàqtdà

o‘rinli bo‘lsà (bu yerdà A∈R), A sîn y = f (x) funksiyaning x→∞

dàgi limiti dåyilàdi và lim ( )
x

f x A
→∞

=  ko‘rinishdà bålgilànàdi.

3 - m i s î l .  1lim 0
x x→∞

=  ekànligini isbîtlàymiz.

I s b î t .  1 1lim 0,  lim 0
x xx x→+∞ →−∞

= =  bo‘lgàni uchun (1- và 2-

misîllàr), 1lim 0
x x→∞

=   tånglik o‘rinlidir.

( )1 1lim 0 lim 0
x xx x→+∞ →−∞

= =  ekànligi, gåîmåtrik jihàtdàn, x ning

yetàrlichà kàttà musbàt qiymàtlàridà (yåtàrlichà kichik mànfiy qiy-

màtlàridà) 1
x

y =  funksiyaning gràfigi y = 0 to‘g‘ri chiziqqà yetàr-

lichà yaqinlàshib kålishini, 1lim 0
x x→∞

=  ekànligi esà x ning mîduli

yetàrlichà kàttà bo‘lgàn qiymàtlàridà 1
x

y =  funksiyaning gràfigi

y = 0 to‘g‘ri chiziqqà yetàrlichà yaqin bo‘lishini bildiràdi (IV.13-
ràsm).

Àgàr lim ( ) 0
x

f x
→+∞

=  bo‘lsà, f (x) funksiya x→+∞ dà chåksiz

kichik funksiya dåyilàdi.

1-misîldà 1
x

y =  funksiyaning x→+∞

dà chåksiz kichik ekànligi isbîtlàndi.
Funksiyaning x→+∞ dà, shuning-

dåk, x→∞ dà chåksiz kichik funksiya
bo‘lishligi yuqîridàgigà o‘õshàsh tà’rif-
lànàdi.

Funksiyaning nuqtàdàgi limitining
õîssàlàri bu bànddà qàràlgàn limitlàr
uchun hàm o‘z kuchini sàqlàydi.

Y

XO−∞                                      +∞

IV.13-rasm.
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4 - m i s î l .  
2

2
6 1

0,9
lim

x

x x

x→+∞

+ −

−
 limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  Bu limitni sînli kåtmà-kåtlikning limitini hisîblàsh-
dà tutilgàn yo‘ldàn fîydàlànib hisîblàymiz:

2 2

2

2

1 16
6 1 6 0 0

0,9 1 00,9 1
lim lim 6

x x

xx x x

x
x

→+∞ →+∞

+ −
+ − + −

−− −
= = = .

Endi funksiyaning chåksizlikdàgi chåksiz limiti tushunchàsini
qàràymiz.

f (x) funksiya birîr (T; +∞) îràliqdà (bu yerdà T∈R)

àniqlàngàn funksiya và 1
( )

lim 0
x f x→+∞

=  bo‘lsin. U hîldà, f (x)

funksiyaning x→+∞ dàgi limiti ∞ gà tång dåyilàdi và

lim ( )
x

f x
→+∞

= ∞  ko‘rinishdà bålgilànàdi.

5 - m i s î l .  2lim ( 5)
x

x
→+∞

+ = ∞  ekànligini isbîtlàymiz.

I s b î t .  
2

2
2

1

1 0
5 1 05 1

lim lim 0
x x

x

x
x

→+∞ →+∞ ++ +
= = =  bo‘lgàni uchun yuqî-

ridàgi tà’rifgà ko‘rà 2lim ( 5)
x

x
→+∞

+ = ∞  bo‘làdi.

Àgàr lim ( )
x

f x
→+∞

= ∞  bo‘lib, f (x) funksiya birîr (M; +∞)

îràliqdàgi bàrchà x làrdà fàqàt musbàt (fàqàt mànfiy) qiymàtlàr

qàbul qilsà, lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞  (mîs ràvishdà lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ )

dåyilàdi.

6 - m i s î l .  2lim (5 )
x

x
→+∞

− = −∞  ekànligini isbîtlàymiz.

I s b î t .  2lim (5 )
x

x
→+∞

− = ∞  ekànligi 5-misîldàgidåk ko‘rsàtilàdi.

(3; +∞) îràliqdàgi bàrchà x sînlàr uchun, 5 − x2 < 0  ekànligini

ko‘rish qiyin emàs. Dåmàk, 2lim (5 )
x

x
→+∞

− = −∞ .

Àgàr lim ( )
x

f x
→+∞

= ∞  tånglik bàjàrilsà, f (x) funksiya x→+∞ dà

chåksiz kàttà funksiya dåyilàdi. Ìàsàlàn, y = x2 + 5 và y = 5 − x2
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funksiyalàrning hàr biri x→+∞ dà chåksiz kàttà funksiyalàrdir
(5- và 6-misîllàr).

x→−∞ và  x→∞ dàgi chåksiz limit và chåksiz kàttà funksiya
tushunchàlàri yuqîridàgigà o‘õshàsh àniqlànàdi.

Ì à s h q l à r

4.8. Limitlàrni hisîblàng:

1) 2

(2 3)(3 5)(4 6)

3 1
lim
x

x x x

x x→∞

− + −

+ −
; 2) 3 3 10

lim
x

x

x→∞ +
;

3) 
2

2

( 1)

1
lim
x

x

x→∞

+

+
; 4) 

2 5 1
3 7

lim
x

x x
x→∞

− +
+ ;

5) 2
1000

1
lim
x

x

x→∞ −
; 6) 

2

3
2 3

8 5
lim
x

x x

x x→∞

− +

− +
;

7) 
3 2

5

(2 3) (3 2)

5
lim
x

x x

x→∞

+ −

+
; 8) 

2

10
lim
x

x
x x→∞ +

;

9) 
2

4

2 3 4

1
lim
x

x x

x→∞

− −

+
; 10) 

3 2 1
1

lim
x

x
x→∞

+
+

;

11) 3
2 3lim

x

x

x x→∞

+

+
; 12) lim

x

x

x x x→∞ + +
.

5. Funksiya gràfigining àsimptîtàsi. y = f (x) funksiya và uning
gràfigi Γ bårilgàn bo‘lsin. Àgàr Γ chiziqning shundày bir
M(x0; f (x0)) nuqtàsi và shundày bir l to‘g‘ri chiziq màvjud bo‘lib,
M nuqtàdàn bîshlàb hisîblàngàndà, Γ chiziqning và l to‘g‘ri
chiziqning mîs nuqtàlàri îràsidàgi màsîfà x→a (x→a + 0,
x→a − 0, x→+∞,   x→−∞) dà chåksiz kichràysà, l to‘g‘ri chiziq
Γ gràfikning àsimptîtàsi dåyilàdi.

Funksiya gràfigining vårtikàl, gîrizîntàl và îg‘mà àsimptîtàlàri
màvjud bo‘lishi mumkin. Ulàrni àlîhidà-àlîhidà qàràb chiqàmiz.

Àgàr 
0

lim ( )
x a

f x
→ +

 yoki 
0

lim ( )
x a

f x
→ −

 limitlàrning àqàlli birîrtàsi

+∞ yoki −∞ gà tång bo‘lsà, x = a to‘g‘ri chiziq f funksiya gràfigining
vårtikàl àsimptîtàsi dåyilàdi.
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1 - m i s î l .  y = log2(x + 3) funksiya x = −3 vårtikàl àsimptîtàgà

egà, chunki 2
3 0

lim log ( 3)
x

x
→− +

+ = −∞  (IV.14-ràsm).

2 - m i s î l .  x = −1 to‘g‘ri chiziq y
x

=
+
1
1

 funksiya gràfigining

vårtikàl àsimptîtàsidir, chunki 
1

1
1

lim
x x→− +

= +∞  (IV. 15-ràsm).

Àgàr lim ( ) ,  lim ( )
x x

f x b f x b
→−∞ →+∞

= =   shàrtlàrning àqàlli birîr-

tàsi bàjàrilsà, y = b to‘g‘ri chiziq y = f (x) funksiya gràfigining
gîrizîntàl àsimptîtàsi dåyilàdi.

3 - m i s î l .  1
1

lim 0
x x→+∞ +

=  bo‘lgàni uchun y = 0 to‘g‘ri chiziq

1
1x

y
+

=  funksiya gràfigining x→+∞ dàgi gîrizîntàl àsimptîtàsi

bo‘làdi. Bu to‘g‘ri chiziq shu funksiya gràfigining x→−∞ dàgi
gîrizîntàl àsimptîtàsi hàmdir (IV. 15-ràsm).

4 - m i s î l .  lim (2 3 ) 2x

x →−∞
+ =  bo‘lgàni uchun x = 2 to‘g‘ri chiziq

y = 2 + 3x  funksiya gràfigining gîrizîntàl àsimptîtàsidir (IV.16-
ràsm).

Àgàr lim [ ( ) ( )] 0,  lim [ ( ) ( )] 0
x x

f x kx b f x kx b
→+∞ →−∞

− + = − + =

tångliklàrning àqàlli birîrtàsi bàjàrilsà, y = kx + b to‘g‘ri chiziq
f (x) funksiya gràfigining îg‘mà àsimptîtàsi dåyilàdi, bundà k ≠ 0.

5 - m i s î l .  1 1
x

y x= + −  funksiya y = x − 1 îg‘mà àsimptîtàgà
egà (IV.17-ràsm).

y = log2(x + 3)

 log23

4

3

2

1

−

−1

−2

−3

−4

x = −3

−4 −3     −2 −1 O     1    2    3    4     X

Y

IV.14-rasm.

4

3

2

1

−1
−4    −3   −2  −1    O       1      2    X

Y

x = −1

IV.15-rasm.

1
1x

y
+

=

11 Àlgebra, II qism
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Àgàr 
( )lim ,  ( 0)

x

f x
x

k k
→+∞

= ≠  và lim ( ( ) )
x

f x kx b
→+∞

− =  chekli

limitlar mavjud bo‘lsa, y kx b= +  to‘gri chiziq f (x) funksiya

grafigining x→+∞  dagi og‘ma asipmtotasi bo‘lishligi, shuningdek,

( )lim
x

f x
x

k
→−∞

= và lim ( ( ) )
x

f x kx b
→−∞

− =  chekli limitlar mavjud

bo‘lsa, y kx b= +  to‘g‘ri chiziq f (x) funksiya grafigining x→−∞
dagi îg‘ma àsimptotasi bo‘lishligi oliy matematika kursida isbotlanadi.

Biz funksiyaning îg‘ma àsimptotasini izlashda shu tasdiqlardan
foydalanamiz.

6 - m i s o l .  
4

3
1

6
( ) x

x
f x −

+
=  funksiya grafigining og‘ma asimpto-

tasini topamiz.
Y e c h i s h .

4

3

( ) 1

( 6)
lim lim 1,

x x

f x x
x x x

k
→+∞ →+∞

−

+
= = =  lim ( ( ) 1 )

x
b f x x

→+∞
= − ⋅ =

4

3
1

6
lim 0

x

x

x
x

→+∞

−

+

 = − = 
 

  bo‘lgani uchun y = x to‘g‘ri chiziq f (x)

funksiya grafigining x→+∞ dagi îg‘ma asimptotasi bo‘ladi. y = x
to‘g‘ri chiziq shu funksiya grafigining x→−∞ dagi îg‘ma asimptotasi
bo‘lishligini ham ko‘rsatish mumkin.

Kasr-ratsional funksiya grafigining asimptotasini topishning yana
bir usulini keltiramiz.

4

3

2

1

−1
−3   −2   −1  O       1      2    X

Y

y x= +2 3
y = 2

Y

−5  −4  −3  −2 −1 O     1   2   3   4   5   X

y x
x

= + −1 1

y x= − 1

5

4

3

2
1

−1
−2

−3

−4

−5

               IV.16-rasm.                                       IV.17-rasm.
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4

3
1

6
( ) x

x
f x −

+
=  funksiya berilgan bo‘lsin. Suratdagi ko‘phadni

maxrajdagi ko‘phadga bo‘lib, 
4

3 3
1 6 1

6 6

x x

x x
x− +

+ +
= −  ekanligini ko‘ramiz.

x→±∞ dà 3
6 1

6
0x

x

+

+
→  bo‘lgani uchun 

4

3
1

6
0x

x
x−

+
− →  bo‘ladi. Bu esa

y = x to‘g‘ri chiziq 
4

3
1

6

x

x
y +

+
=  funksiyaning asimptotasi bo‘lishini

bildiradi (6-misol bilan solishtiring).

Ì a s h q l a r

4.9. 
4

4
1

1
( ) x

x
f x −

+
=  funksiya grafigining gorizontal asimptotalarini

toping.

4.10. 
4

3
1

6
( ) x

x
f x −

+
=  funksiya grafigining vertikal asimptotalarini

toping.
4.11. ( ) cos

x
f x x π= ⋅  funksiya grafigining og‘ma asimptotalarini

toping.
4.12. Funksiya grafigining asimtotalarini toping:

1) 2
1

( 2)x
y

−
= ; 2) 

2

2 9

x

x
y

+
= ;

3) 2 4y x= − ; 4) 
2

1

9

x

x
y +

+
= ;

5) 
2

2

1

1

x

x
y +

−
= ; 6) sin x

x
y = ;

7) arctgy x x= ; 8) ( )12 sin
x

y x= + ;

9) 1arcsin
x

y = ; 10) 1arccos
x

y = .

2-§. Funksiyaning uzluksizligi

1. Funksiyaning nuqtàdà uzluksizligi và uzilishi. Funksiyaning
nuqtàdàgi limiti tushunchàsini o‘rgàngànimizdà, funksiya
qàràlàyotgàn nuqtàdà àniqlànmàgàn bo‘lishi hàm mumkinligi àytildi.

Endi y = f (x) funksiya x = a nuqtàning fàqàt o‘zidàginà emàs,
bàlki uning birîr àtrîfidà hàm àniqlàngàn bo‘lsin.

Àgàr lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

=  tånglik bàjàrilsà, y = f (x) funksiya x = a

nuqtàdà uzluksiz dåyilàdi.
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1 - m i s î l .   f (x) = 2x + 1  funksiyani
x = 1 nuqtàdà uzluksizlikkà tåkshiràmiz.

Y e c h i s h .  Bàrchà hàqiqiy sînlàr to‘p-
làmidà àniqlàngàn bu funksiyaning gràfigi
IV.18-ràsmdà tàsvirlàngàn.

f (1) = 2 ⋅ 1 + 1 = 3  và  
1

lim ( )
x

f x
→

=

1
lim(2 1) 2 1 1 3
x

x
→

= + = ⋅ + =  bo‘lgàni uchun

1
lim ( ) (1)
x

f x f
→

=  tånglik o‘rinlidir. Dåmàk,

bårilgàn funksiya x = 1 nuqtàdà uzluksizdir.

2 - m i s î l .  
2 1

1
,  agar 1 bo‘lsa,

( )
4,  agar 1 bo‘lsa,

x
x

x
x

x

−
−

 ≠ϕ = 
 =

  funksiyani x = 1

nuqtàdà uzluksizlikkà tåkshiràmiz.

Y e c h i s h .  ϕ(1) = 4 và 
2

1 1

1
1

lim lim( 1)
x x

x
x

x
→ →

−
−

= + = 1 1 2+ =

munîsàbàtlàrdàn 
1

lim ( ) (1)
x

x
→

ϕ ≠ ϕ  ekànligini ko‘ràmiz. Dåmàk,

bårilgàn ϕ(x) funksiya x = 1 nuqtàdà uzluksiz emàs (IV.19-rasm).
x = a nuqtàdà uzluksiz bo‘lgàn funksiyalàrning uzluksizlik tà’ri-

fidàn và funksiyaning nuqtàdàgi limitining mîs õîssàlàridàn kålib
chiqàdigàn àsîsiy õîssàlàrini kåltiràmiz:

1°. Àgàr y = f (x) và y = g(x) funksiyalàr x = a nuqtàdà uzluksiz

bo‘lsà, f (x) ± g (x), f (x) ⋅ g (x) và f x
g x
( )
( )

 (g (a) ≠ 0) funksiyalàr

hàm x = a nuqtàdà uzluksiz bo‘làdi.

2°. Àgàr f (x) funksiya x = a nuqtàdà uzluksiz bo‘lsà, u hîldà
x = a nuqtàning shundày bir δ-àtrîfi tîpilàdiki, f (x) funksiya bu
àtrîfdà chågàràlàngàn bo‘làdi và àgàr f (a) ≠ 0 bo‘lsà, bu àtrîfdà
f (x) ning ishîràsi f (a) ishîràsi bilàn bir õil bo‘làdi (IV.20-ràsm).

Endi funksiyaning nuqtàdà chàpdàn và o‘ngdàn uzluksizligi
tushunchàlàrini tà’riflàymiz.

Àgàr ( )0 0
lim ( ) ( ) lim ( ) ( )

x a x a
f x f a f x f a

→ − → +
= =  tånglik bàjàrilsà,

y = f (x) funksiya x = a nuqtàdà chàpdàn (o‘ngdàn) uzluksiz dåyilàdi.

3

1

−1

Y y f x= ( )

IV.18-rasm.

 −1      O           1          X
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3 - m i s î l .  
2 ,  agar 0 bo‘lsa,

3,  agar 0 bo‘lsa

x x
y

x

 ≥= 
<

 funksiyani và x = 0

nuqtàni qàràymiz. Bu funksiya x = 0 nuqtàdà àniqlàngàn và bu
nuqtàdà f (0) = 02 = 0 gà tång qiymàt qàbul qilàdi.

0 0 0 0
lim ( ) lim 3 3

x x
f x

→ − → −
= =  và 2 2

0 0 0 0
lim ( ) lim 0 0

x x
f x x

→ + → +
= = =

tångliklàrdàn ko‘rinàdiki, 
0 0 0 0

lim ( ) (0),  lim ( ) (0)
x x

f x f f x f
→ − → +

≠ =

munîsàbàtlàr bàjàrilàdi. Dåmàk, qàràlàyotgàn funksiya x = 0
nuqtàdà o‘ngdàn uzluksiz, låkin chàpdàn uzluksiz emàs (IV.21-
ràsm).

x = a nuqtàdà chàpdàn hàm, o‘ngdàn hàm uzluksiz bo‘lgàn
funksiya shu nuqtàdà uzluksiz bo‘làdi và,
àksinchà, x = a nuqtàdà uzluksiz bo‘lgàn
funksiya shu nuqtàdà chàpdàn hàm, o‘ng-
dàn hàm uzluksiz bo‘làdi (isbîtlàng). Bu
yerdàn, 3-misîldàgi y(x) funksiyaning
x = 0 nuqtàdà uzluksiz emàsligi kålib
chiqàdi.

Àgàr lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

=  tånglik mà’nîgà

egà bo‘lmàsà yoki bàjàrilmàsà, f (x) funksiya
x = a nuqtàdà uzilishgà egà (uzluksiz emàs)
dåyilàdi và x = a nuqtà funksiyaning uzilish
nuqtàsi dåb àtàlàdi.

Y

−1  O       1      2     X

2y x=3y =
4

2

1

−1

IV.21-rasm.

( )f a

Y

( )y x= ϕ

 −1      O           1           X

4

2

1

        IV.19-rasm.                                              IV.20-rasm.

Y

           O    a − δ  a   a + δ                     X

y M=

y m=

m ≤ f (x) ≤ M,  x∈(a − δ; a + δ)
f (x) > 0,  x∈(a − δ; a + δ)

( )y f x=

www.ziyouz.com kutubxonasi



166

2-misîldàgi ϕ(x) funksiya x = 1 nuqtàdà, 3-misîldàgi y(x)
funksiya esà x = 0 nuqtàdà uzilishgà egàdir.

Àgàr f (x) funksiya o‘zining uzilish nuqtàsi x = a dà chåkli bir
tîmînli limitlàrgà egà bo‘lsà, x = a nuqtà f (x) funksiyaning birinchi
tur uzilish nuqtàsi dåyilàdi. Birinchi tur uzilish nuqtàsi x = a dàgi

chåkli bir tîmînli limitlàr tång, ya’ni 
0 0

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
→ + → −

=

bo‘lsà, x = a nuqtà tuzàtib (yo‘qîtib) bo‘làdigàn uzilish nuqtàsi dåyilàdi.

2-misîldàgi ϕ(x) funksiya x = 1 nuqtàdà tuzàtib bo‘làdigàn
uzilishgà egà. Funksiyaning x = 1 nuqtàdàgi qiymàti sifàtidà 4 ni

emàs, bàlki 
1 1 0 1 0

lim ( ) lim ( ) lim ( ) 2
x x x

x x x
→ → − → +

ϕ = ϕ = ϕ =  ni îlsàk, ϕ(x)

funksiya x = 1 nuqtàdà uzluksiz bo‘lib qîlàdi (IV.19-ràsm).

Àgàr x = a nuqtàdà f (x) funksiya birinchi tur uzilishgà egà

bo‘lib, 
0 0

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
→ − → +

≠  munîsàbàt bàjàrilsà, f (x)

funksiya  x = a  nuqtàdà  «sàkràshgà»  egà  dåyilàdi và

0 0
lim ( ) lim ( )

x a x a
f x f x

→ + → −
−  àyirmà funksiyaning x = a nuqtàdàgi

sàkràshi dåyilàdi.

3-misîldàgi y(x) funksiya x = 0 nuqtàdà birinchi tur

uzilishgà egà và 
0 0

lim ( ) 3,
x

y x
→ −

=
0 0

lim ( ) 0
x

y x
→ +

=  munîsàbàtlàr

o‘rinli. 
0 0 0 0

lim ( ) lim ( )
x x

y x y x
→ − → +

≠  bo‘lgàni uchun y(x) funksiya

nuqtàdà x = 0 nuqtàdà sàkràshgà egà và bu sàkràsh 0 − 3 = −3 gà
tång (sàkràsh pàstgà qàràb sîdir bo‘ldi!) (IV.21-ràsm).

Àgàr y = f (x) funksiya x = a nuqtàdà uzilishgà egà bo‘lsà và
x = a nuqtà funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtàsi bo‘lmàsà,
x = a nuqtà funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtàsi dåyilàdi.

4 - m i s î l .   1

1,   agar 0 bo‘lsa,
( )

,  agar 0 bo‘lsa 
x

x
f x

x

≤=  >
  funksiya  x = 0

nuqtàdà ikkinchi tur tuzilishgà egà, chunki 
0 0

lim ( ) 1,
x

f x
→ −

=

0 0
lim ( )

x
f x

→ +
= +∞   (1-§, 2- bànd, 5-misîl) bo‘lgàni uchun bårilgàn

funksiya x = 0 nuqtàdà uzilishgà egà và bu uzilish birinchi tur
uzilish emàs (IV.11-ràsm).
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Ì à s h q l à r

4.13. Funksiyani õ = 0 nuqtàdà uzluksizlikkà tåkshiring:

1) 3y x= ; 2) 
2

1 ,  0,

,  0;

x x
y

x x

+ >= 
≤

3) 

2 1,  0,

1,  0,

3,  0;

x x

y x x

x

− + <


= + >
 =

4) 
,  0,

2,  0;

x x
y

x x

− ≥
= 

+ <

5) 
1 ,  0,

2,  0;
x

x
y

x

 ≠= 
=

6) 
2 2 ,  0,

3 ,  0.

x x x
y

x x

 − >= 
− ≤

4.14. y = f (x) funksiyalàr bårilgàn:

1) 1
4 12x + ; 2) 2

1

9x −
; 3) 

2

2 6 9

x

x x− +
;

4) 2
3

2 8

x

x x

+

+ −
; 5) 

2 2 8
3

x x
x
+ −

+
.

Funksiyalàrning uzilish nuqtàlàrini tîping.

4.15. IV.22-ràsmdà tàsvirlàngàn gràfik bo‘yichà, gràfigi
tàsvirlàngàn funksiyaning (à; b) îràliqqà tågishli bo‘lgàn uzilish
nuqtàlàrini tîping.

IV.22- rasm.

Y

O     a            b        X

Y

O   a                b      X

Y

O     a            b       X

Y

a  O       b               X

a) b)

d) e)

www.ziyouz.com kutubxonasi



168

4.16. Funksiyaning uzilish nuqtàlàrini ko‘rsàting (isbîtini
kåltirish shàrt emàs):

1) 1
x

y = ;  2) tgy x= ;    3) 2
1

1x
y

−
= ;  4) 2

1

1

x

x
y −

−
= ;

5) [ ]y x= ; 6) tg ctgy x x= + ; 7) { }y x= ; 8) tg2y x= .

4.17. Butun sîn to‘g‘ri chizig‘idà àniqlàngàn và
1) 0; 1 và 2; 2)  −1; 0 và 3;

3) ,  n n Zπ ∈ ; 4) 
2

2 ,  n n Zπ + π ∈

nuqtàlàrdàn fàrqli bo‘lgàn bàrchà nuqtàlàrdà uzluksiz bo‘lgàn
funksiya quring.

4.18. Funksiyaning uzilish nuqtàlàrini và uzilish turlàrini
àniqlàng:

1) 
2 4,  agar 2  bo‘lsa,

( )
6 2 ,  agar 2 bo‘lsa; 

x x
f x

x x

 − ≤= 
− >

2) 
29 ,  agar 1 bo‘lsa,

( )
2 3,  agar 1 bo‘lsa; 

x x
f x

x x

 − ≤= 
+ >

3) 2

4,   agar 1 bo‘lsa,

( ) 2,  agar 1 1 bo‘lsa,

2 ,      agar 1 bo‘lsa;

x x

f x x x

x x

+ < −


= + − ≤ <
 ≥

4) 2
1

( ) x
x

f x
−

= ; 5) 3
2 3

( ) x
x

f x
−

= .

4.19. y = f (x) funksiya bårilgàn. Funksiyaning uzilish nuqtàlà-
ridàgi bir tîmînli limitlàrni, sàkràshlàrni và  [−4; 4] kåsmàdàgi
gràfigini yasàng:

1) 
2

4 5,    agar 1 bo‘lsa,
( )

4 ,  agar 1 bo‘lsa; 

x x
f x

x x x

+ ≤ −= 
− > −

2) 
2 2,  agar 2  bo‘lsa,

( )
1,    agar 2 bo‘lsa; 

x x
f x

x x

 + ≤= 
+ >

3) 2

,            agar 0 bo‘lsa,

( ) ( 1) ,  agar 0 2 bo‘lsa,

3,         agar 2 bo‘lsa;

x x

f x x x x

x x

− ≤


= − − < <
 − ≥
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4) 

2 ,  agar 0 bo‘lsa,

( ) ,   agar 0 4 bo‘lsa,

1,    agar 4 bo‘lsa.

x x

f x x x

x

− ≤


= < <
 ≥

4.20. Àgàr:

1) 2 5
0( ) ( 1) ,  0f x x x= + = ; 2) 

2
0

4 5
5

( ) ,  5x x
x

f x x+ −
+

= = − ;

3) 0
3 2 2

39 6
( ) ,  x

x
f x x−

−
= = ; 4) 0

1
1

( ) ,  1x
x

f x x−
−

= =

bo‘lsà, A ning qàndày qiymàtidà

0

0

( ),  agar  bo‘lsa,
( )

,      agar  bo‘lsa 

f x x x
F x

A x x

≠
=  =

funksiya x = x0 nuqtàdà uzluksiz bo‘làdi?

2. Funksiyaning îràliqdà uzluksizligi. Àgàr y = f (x) funksiya Õ
îràliqdàgi bàrchà nuqtàlàrdà uzluksiz bo‘lsà, f (x) funksiya shu
îràliqdà uzluksiz dåyilàdi.

1 - m i s î l .  y = x 2 + x + 1  funksiya X = (−∞; +∞)  îràliqdà
uzluksizmi?

Y e c h i s h .  (−∞; +∞) îràliqdàgi bàrchà x = a nuqtà uchun

2 2lim ( ) lim ( 1) 1 ( )
x a x a

y x x x a a f a
→ →

= + + = + + =

tånglik o‘rinli bo‘lgàni sàbàbli, y(x) funksiya X = (−∞; +∞) îràliqdà
uzluksizdir.

2 - m i s î l .  1
3x

y
−

=  funksiya x = (0; 5) îràliqdà uzluksizmi?

Y e c h i s h .  Bårilgàn funksiya x = 3∈(0; 5) nuqtàdà àniq-
lànmàgàn. Shu sàbàbli, u x = 3 nuqtàdà uzilishgà egà. Dåmàk,
bårilgàn funksiya  x = (0; 5) îràliqdà uzluksiz emàs.

Êåsmàdà uzluksiz bo‘lgàn funksiya bir qàtîr àjîyib õîssàlàrgà
egà. Shu sàbàbli X = [a; b] bo‘lgàn hîlgà àlîhidà to‘õtàlàmiz.

Àgàr y = f (x) funksiya bàrchà x∈(a; b) nuqtàlàrdà uzluksiz
bo‘lsà và x = a nuqtàdà o‘ngdàn, x = b nuqtàdà esà chàpdàn uzluksiz
bo‘lsà, f (x)  funksiya [a; b] kåsmàdà uzluksiz dåyilàdi.

Endi kåsmàdà uzluksiz bo‘lgàn funksiyaning õîssàlàrini ifîdà-
lîvchi tåîråmàlàrni và ulàrning gåîmåtrik tàlqinini kåltiràmiz.
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1 - t å î r å m à .  Àgàr  f (x) funksiya [a; b] kåsmàdà uzluksiz
bo‘lsà, bu funksiya [a; b] îràliqdà chågàràlàngàn bo‘làdi, ya’ni
shundày o‘zgàrmàs Ì > 0 sîn tîpilàdiki, bàrchà x∈[a; b] làr uchun

 f x M( ) ≤

tångsizlik bàjàrilàdi (IV.23-ràsm).
y = f (x) funksiyaning [a; b] kåsmàdàgi gràfigi [−M; M] yo‘làkdà

jîylàshgàn.
2 - t å î r å m à .  [a; b] kåsmàdà uzluksiz bo‘lgàn f (x) funksiya

shu îràliqdà o‘zining eng kàttà và eng kichik qiymàtlàrigà egà
bo‘làdi  (IV.24-ràsmgà qàràng:  f (c) = α – eng  kichik  qiymàt,
 f (d) = β – eng kàttà qiymàt).

3 - t å î r å m à .  [a; b] kåsmàdà uzluksiz f (x) funksiya uchun
f (a) ⋅ f (b) < 0 bo‘lsà,  funksiya nîlgà tång qiymàt qàbul qilàdigàn,
ya’ni  f (c) = 0 bo‘làdigàn kàmidà bittà c∈(a; b) nuqtà màvjud bo‘làdi
(IV.25-ràsm).

4 - t å î r å m à .  f (x) funksiya [a; b] kåsmàdà uzluksiz và min
{f (a), f (b)} = A, max{f (a),  f (b)} = B bo‘lsà, f (x) funksiya À và B
îràsidàgi hàr qàndày C qiymàtni qàbul qilàdi (IV.26-ràsm).

Y

M

−M

O        a               b        X
α

Y

O        a              d       b   X

f (d) = β

y = f (x)

y = f (x)

β

                    IV.23-ràsm.                                         IV.24-rasm.

f (c) = α

Y

c

O      a     c                            X

b

f (c) = 0

Y

O           a  c1      c2    c3    b         X

A

C
B y = f (x)

                   IV.25-rasm.                                         IV.26-rasm.

f (c1) = C,  f (c2) = C,  f (c3) = C
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5 - t å î r å m à .  Àgàr f (x) funksiya [a; b] kåsmàdà uzluksiz và
(a; b) intårvàldà nîlgà àylànmàsà, u shu îràliqning bàrchà ichki
nuqtàlàridà bir õil ishîràli bo‘làdi (IV.27-ràsm).

y = c (c = const), y = xn, y = ax (a > 0, a ≠ 0), y = logax (a > 0,
a ≠ 0), y = sinx, y = cosx, y = tgx, y = ctgx, y = arcsinx, y = arccosx,
y = arctgx và y = arcctgx funksiyalàr eng sîddà elåmåntàr funksiya-
làr, ulàr ustidà chåkli màrtà àrifmåtik àmàllàr, shuningdåk
funksiyadàn funksiya îlish (funksiyalàr supårpîzitsiyasi) àmàllà-
rini bàjàrishdàn hîsil bo‘lgàn funksiyalàr esà elåmåntàr funksiya-
làr dåb àtàlishini eslàtib o‘tàmiz.

Ìàsàlàn, y = sin(ln2x + cosx − x2 + arctg(cosx2) + 1) funksiya
elåmåntàr funksiya, 1-bànddà kåltirilgàn 2-misîldàgi funksiya esà
elåmåntàr funksiya emàs.

Îliy màtåmàtikà kursidà quyidàgi tåîråmà isbîtlànàdi.
Ò å î r å m à . Bàrchà elåmåntàr funksiyalàr o‘zining àniqlànish

sîhàsidà uzluksizdir.

3 - m i s î l .  y
x x

=
− +
1
5 62

 funksiya uzluksiz bo‘làdigàn bàrchà

nuqtàlàr to‘plàmini tîpàmiz.
Y e c h i s h .  Bårilgàn funksiya elåmåntàr funksiya và uning

àniqlànish sîhàsi (−∞; 2)∪(2; 3)∪(3; +∞) to‘plàmdàn ibîràt.
Yuqîridà kåltirilgàn tåîråmàgà ko‘rà bu to‘plàm izlàngàn
to‘plàmdir.

4 - m i s î l .  
1

(1 )xy x= +  funksiya uzluksiz bo‘làdigàn bàrchà
nuqtàlàr to‘plàmini tîping.

Y e c h i s h .  Bu funksiya dàràjàli-ko‘rsàtkichli y = u(x)v(x)

funksiyaning õususiy hîli bo‘lib, dàràjàli-ko‘rsàtkichli funksiya

tà’rifigà ko‘rà 

11 1 ln(1 )ln(1 )(1 )
xxxx xy x e e

++= + = =  tånglik o‘rin-

Y

O  a                         b  X

y = f (x)

Y

y = f (x)

O                               X

a             b

f (x) > 0, x∈(a, b) f (x) < 0, x∈(a, b)

IV.27-rasm.

a) b)
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lidir. Bundàn qàràlàyotgàn funksiya elåmåntàr funksiya ekànligi
và uning àniqlànish sîhàsi (−1; 0)∪(0; +∞) to‘plàmdàn
ibîràtligini ko‘ràmiz.

Yuqîridà kåltirilgàn tåîråmàgà ko‘rà, (−1; 0)∪(0; +∞) to‘plàm
izlàngàn to‘plàmdir.

Ì à s h q l à r

4.21. Funksiyalàrning uzluksizlik îràliqlàrini tîping:

1) 
( 1)( 3)

x
x x

y
− −

= ; 2) 2
1

2 3x x
y

+ −
= ;

3) 
2

3 2
2 8

12

x x

x x x
y + −

− −
= ; 4) 1 1

3 4x x
y

+ −
= − ;

5) 
2 ,  0,

( )
1,  0;

x x
f x

x x

− <= 
− >

; 6) 

1 ,  2,  0,

( ) 0,  0,

, 2.

x
x x

f x x

x x

 ≤ ≠
= =
 >

4.22. f (x) funksiyaning x = k, l, m, n dàgi qiymàtlàrini
hisîblàng, ishîràlàrining sàqlànish và nîllàri màvjud bo‘lgàn
intårvàllàrini àniqlàng, [a; b]  îràliqdàgi nîlini ε gàchà àniqlikdà
tîping («kåsmàni tång ikkigà bo‘lish» và àl-Êîshiy usullàrini tàtbiq
eting, mikrîkàlkulatîr yoki EHÌ dàn fîydàlàning):

1) f (x) = x 3 − 6x + 5, k = −3, l = −2, m = 1,5, n = 2, a = l,
b = m, ε = 0,001;

2) f (x) = x 3 − 4x − 3, k = −1,5, l = −1,2, m = 0, n = 4, a = −1,5,
b = −1,2,  ε = 0,001;

3) f (x) = x 3 − 3x + 2 = 0, k = −3, l = −1, m = 2, n = 3, a = −3,
b = 0, ε = 0,01.

4.23. 4 2 0
x

x x+ − =  tånglàmà [0,5; 1,5] kåsmàdà ildizgà egà

ekànini isbît qiling và shu ildizni 0,01 gàchà àniqlik bilàn tîping.

4.24. Òångsizlikni yeching:
1) (x + 5)(x − 4) > 0; 2) (x + 4)(x − 3) < 0;

3) (x + 2)(x + 4)(x + 5) ≥ 0; 4) (x 2 − 1)(x + 6) < 0.
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4.25. Òångsizlikni yeching:
1) (x − 1)7(x + 2)(x + 4)10 > 0; 2) x 3 − 4x 2 − x + 4 > 0.

4.26. Òångsizlikni yeching:

1) 
3

4 2
27

( 16)( 25)
0x

x x

+

− −
> ; 2) 

2

3 2
9

2 4
0x

x x x

−

− +
≥ .

3. Àjîyib limitlàr. Êo‘pchilik hîllàrdà limitlàrni hisîblàsh màsàlàsi

0

sinlim 1
x

x
x→

= ,                                                    (1)

1

0
lim (1 )x
x

x e
→

+ =                                                   (2)

fîrmulàlàr yordàmidà hàl etilishi mumkin. Ulàrdàn birini,

màsàlàn, (1) tånglikni isbîtlàsh bilàn chåklànàmiz. 
sin( ) sinx x

x x
−

−
=

tånglik bàrchà x ≠ 0 sînlàri uchun o‘rinli bo‘lgàni sàbàbli, (1)
tånglikni x→0 + 0 bo‘lgàn hîl uchun isbîtlàsh yetàrlidir.

x→0 + 0 bo‘lsin. U hîldà ( )2
0;  x π∈  và sinx > 0 dåb hisîblàsh

mumkin.
Birlik àylànàning 2x ràdiànli MN yoyini qàràymiz (IV.28-

ràsm). U hîldà 2 M N x=


 và MN x MK x= =2 2 2sin , tg  tångliklàr

o‘rinli bo‘làdi, chunki M nuqtàning îrdinàtàsi sinx gà, MK uzunlik
esà tgx gà tångdir.

2 MN M N MK< <


 yoki 2sinx < 2x < 2tgx, ya’ni sinx < x < tgx
ekànligini ko‘ràmiz. Bu tångsizlikning hàmmà hàdlàrini sinx > 0

gà bo‘lib, 1
sin cos

1 x
x x

< <  và dåmàk,

sincos 1x
x

x < <                (3)

tångsizlikkà egà bo‘làmiz.
y = cosx funksiya uzluksiz bo‘l-

gàni  uchun  
0

lim cos
x

x
→

=  cos 0 1=

tånglik o‘rinli bo‘làdi.
1-§, 3-bànd, 5-tåîråmàgà ko‘rà,

(3) tångsizlikdàn 
0

sinlim 1
x

x
x→

=
ekànligi kålib chiqàdi.

Y

O                   K      X

1

M

N

x

x

tgx

IV.28-rasm.
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1 - m i s î l .  
0

sinlim
x

kx
mx→

 limitni hisîblàymiz (k ≠ 0, m ≠ 0).

Y e c h i s h .  kx = t dåb îlàmiz. x→0 dà t→0 và, àksinchà, t→0
dà  x→0 ekànini ko‘rish qiyin emàs. U hîldà (1) tånglikkà ko‘rà

0 0 0 0

sin 1 sin sin sinlim lim lim lim 1
x x x x

kx k kx k kx k t k k
mx m kx m kx m t m m→ → → →

= = = = ⋅ =

bo‘làdi.

2 - m i s î l .  
0

sin
sin

lim
x

kx
mx→

 limitni hisîblàymiz (k ≠ 0, m ≠ 0).

Y e c h i s h .  sin sin sin 1
sin sin sin

kx m kx kx m kx
mx k mx mx k mx mx

kx

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  bo‘lgàni

uchun 1-misîlgà ko‘rà

0 0 0 0

sin sin 1 sin 1
sin sin sin

lim lim lim lim
x x x x

kx m kx m kx
mx k mx mx k mx mx

kx kx
→ → → →

 
 = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =
 
 

1m k k
k m m m

k

= ⋅ ⋅ =

bo‘làdi.

3 - m i s î l .  20

cos 5 cos 9lim
x

x x

x→

−   limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  2 2
cos 5 cos 9 2 sin 7 sin 2 sin 7 sin 22x x x x x x

x xx x

− = = ⋅ ⋅

bo‘lgàni uchun 
20 0 0

cos5 cos 9 sin 7 sin 2lim 2 lim lim
x x x

x x x x
x xx→ → →

− = ⋅ ⋅ =

7 2
1 1

2 28= ⋅ ⋅ =   tånglikkà egàmiz.

(1) tånglik birinchi àjîyib limit, (2) tånglik ikkinchi àjîyib limit
dåb yuritilàdi.

4 - m i s î l .  
0

1lim ,  ( 0,  1)
x

x

a
x

a a
→

− > ≠  limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  y = ax − 1 tånglik yordàmidà yangi o‘zgàruvchi
kiritàmiz. U hîldà, x = loga(1 + y) bo‘lgàni uchun

1
log (1 )

x

a

ya
x y
−

+
=    yoki   

1
1 1

1 log (1 )
log (1 )

x

a y
a

ya
x y

y y

−

+
+

= =

tånglik o‘rinli bo‘làdi.
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x→0 dà y→0 ekànini và, àksinchà, y→0 dà x→0 ekànini
ko‘rish qiyin emàs.

1

log (1 )y
a y+  uzluksiz funksiya bo‘lgàni uchun (2) tånglikkà

ko‘rà 

1 1

0 0

1
ln

lim log (1 ) log lim (1 ) logy y
a a a

y y a
y y e

 
 
 
 → → 
 

+ = + = =  tång-

likkà egàmiz. U hîldà

1 10 0

0

1 1 1

log (1 ) lim log (1 )

lim lim ln
x

x y
y y

a a
y

a
x

y y

a
→ →

→

−

+ +

= = =
.

4-misîlni yechish jàràyonidà 
0

log (1 ) 1
ln

lim a

y

y

y a→

+
=  tånglik hàm

isbîtlàngànligini eslàtib o‘tàmiz.

Ì à s h q l à r

4.27. Hisîblàng:

1) 
0

sin 3
3

lim
x

x
x→

;                        2) 
0

sin 6
4

lim
x

x
x→

;

3) 
0

tg4
3

lim
x

x
x→

;                                   4) 
0

sin 5
sin 6

lim
x

x
x→
;

5) 
0

tg8
tg7

lim
x

x
x→

;                        6) 
0

lim ctg6
x

x x
→

.

4.28. Limitlàrni hisîblàng:

1) 
0

sin13
13

lim
x

x
x→

;                        2) 
0

sin 3
sin 6

lim
x

x
x→
;

3) 
0

sin16
12

lim
x

x
x→

;                                 4) 
0

tg5
tg6

lim
x

x
x→

;

5) 
0

tg8
7

lim
x

x
x→

;                        6) 
0

lim ctg3
x

x x
→

.

4.29. Limitlàrni hisîblàng:

1) 
0

tg3
sin 3

lim
x

x
x→

;                        2) 
0

sin 4
2 cos 3

lim
x

x
x x→

;
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3) 20

tg3

sin 2
lim
x

x x

x→
;                       4) 20

sin 5 tg3
lim
x

x x

x→
;

5) 
0

3 cos 5
sin3

lim
x

x x
x→

;                       6) 20

2 tg4

sin 6
lim
x

x x

x→
;

7) 20

1 cos

5
lim
x

x

x→

−
;                        8) 

0

arcsin 3
5

lim
x

x
x→

;

9) 
0

1 cos 2lim
x

x
x→

−
;                        10) 

0

5
arctg

lim
x

x
x→

;

11) 
3

20

cos coslim
x

x x

x→

− ;                  12) 
2

0

ctg
sin3

lim
x

x x
x→

;

13) 
0

1 cos 6
1 cos 2

lim
x

x
x→

−
− ;                       14) 

0

1 cos 4
2 tg2

lim
x

x
x x→

−
⋅ ;

15) 
0

lim 5 ctg3
x

x x
→

⋅ ;                      16) 20

sin 6 tg2
lim
x

x x

x→
;

17) 
1 2

lim(1 )tg
x

xx
→

π− ;                    18) 
( )

( )4

sin
4
3sin
4

lim
x

x

xπ→

π−

π+
;

19) lim sin 2 ctg
x

x x
→π

;                     20) 
( )

2

sin
2

2

lim
x

x

xπ→

π −

π−
.

4.30. Limitlàrni hisîblàng:

1) 
1

0
lim(1 3 )x
x

x
→

+ ; 2) 
18

0
lim(1 7 ) x

x
x

−

→
+ ;

3) 
0

ln(1 4 )lim
x

x
x→

+
; 4) 

0

ln(1 9 )
7

lim
x

x
x→

+
.
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V  B Î B

HÎSILÀ

1-§. Funksiyaning hîsilàsi và
diffårånsiàli

1. Funksiya îrttirmàsi. Biz funksiyalàr qiymàtlàri jàdvàllàrini
tuzish jàràyonidà funksiyaning ∆f (x) = f (xi+1) − f (xi) chåkli
àyirmàsi bilàn tànishgànmiz. Undà funksiya àrgumåntning diskråt
qiymàtlàridà qàràldi, funksiya o‘zining bir f (x0) qiymàtidàn ikkinchi
f (x0 + ∆x) qiymàtigà sàkràb o‘tgàndåk bo‘làdi, bundà ∆õ = h –
jàdvàl qàdàmi. Endi biz àrgumåntning uzluksiz o‘zgàrishigà bîg‘liq
màsàlàlàrgà o‘tàmiz.

Òo‘g‘ri chiziqli hàràkàt qilàyotgàn nuqtàning õ vàqt mîmåntidàgi
kîîrdinàtàsi (o‘tilgàn màsîfà) f (x) bo‘lsin. Nuqtà ∆õ = b − a vàqt
îràlig‘idà  | ∆f (a)| = | f (b) − f (a)|  qàdàr ko‘chàdi. Àgàr bundà
∆f > 0 bo‘lsà, ko‘chish musbàt yo‘nàlishdà, ∆f < 0 bo‘lsà, ko‘chish
mànfiy yo‘nàlishdà bàjàrilgàn bo‘làdi.

õ0 = à dàn õ gà ko‘chishdàgi ∆õ = h = x − a àyirmà àrgumåntning
à nuqtàdàgi îrttirmàsi, ∆f (a) = f (x) − f (a) àyirmà funksiyaning
shu nuqtàdàgi îrttirmàsi dåyilàdi.

1 - m i s î l .  Àrgumåntning bîshlàng‘ich qiymàti à = 5,
îrttirmàsi h = 0,1. f (x) = x2 funksiya îrttirmàsini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Àrgumånt à = 5 dàn h = 0,1 gà îrtgàn: a + h = 5,1.
U hîldà ∆f (5) = f (5,1) − f (5) = 5,12 − 52 = 1,01.

2 - m i s î l .  Àrgumånt îrttirmàsi h gà tång. f (x) = kx + l chiziqli
funksiya îrttirmàsini tîpàmiz.

Y e c h i s h . f (a + h) = k(a + h) + l;

∆f (a) = f (a + h) − f (a) = k(a + h) + l − ka − l = kh.

3 - m i s î l .  Êubning tîmîni à gà tång. Àgàr tîmînlàr h qàdàr
îrttirilsà, uning hàjmi qàndày o‘zgàràdi?

Y e c h i s h .  Òîmînlàr h gà îrttirilgàndàn so‘ng uning hàjmi
(à + h)3 gà tång bo‘làdi. Nàtijàdà kubning hàjmi

12 Àlgebra, II qism
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∆V = (a + h)3 − a3 = 3a2h + 3ah2 + h3

gà îrtàdi.

Ì à s h q l à r

5.1. õ = à dàn õ = b gà o‘tishdà f funksiya qàbul qilàdigàn
îrttirmàning fizik, gåîmåtrik mà’nîsini tushuntiring, bårilgàn sînli
mà’lumît bo‘yichà îrttirmàni tîping:

1) f (x) – o‘tkàzgichning ko‘ndàlàng kåsimidàn õ vàqtdà
o‘tàdigàn elåktr miqdîri (a = 4 s, b = 7 s, f (x) = 5x Êl, Êulîn);

2) f (x) – to‘g‘ri chiziqli hàràkàt qilàyotgàn jismning õ vàqt
ichidà o‘tgàn yo‘li (à = 0, b = 2 s, f (x) = x2 + 18x m);

3) f (x) – bir jinsli bo‘lmàgàn stårjånning bir uchidàn bîshlàb
õ uzunlikdàgi qismining màssàsi (a = 0, b = 0,35 m, f (x) = 2x2 +
+ 3x kg).

5.2. Êubning qirràsi 1 sm (5 sm; 10 sm). Àgàr qirrà 1 sm gà,
0,5 sm gà, 0,2 sm gà îrttirilsà, kubning hàjmi qànchàgà îrtàdi ?

5.3. [a; b] kåsmàdà ∆f (x) îrttirmà và ∆õ îrttirmàning ishîràlàri
bir õil. Shu kåsmàdà funksiya o‘suvchimi (kàmàyuvchimi)?
Ishîràlàr hàr õil bo‘lsà-chi?

5.4. Funksiyaning à nuqtàdàgi îrttirmàsini tîping:
1) f (x) = 2x 2 − x, a = 4, h = 0,1;
2) f (x) = −4 + 3x + x 2, a = −2, h = 0,01;
3) f (x) = x − 2x 3, a = 1, h = −0,2.
5.5. Funksiya àrgumånti h îrttirmàni qàbul qilib, õ = b qiymàtgà

erishgàn. f funksiya îrttirmàsini tîping, bundà:
1) f x x( ) = − 1 , h = 1,65, b = 9,41;
2) f x x( ) = + 1 , h = 2,65, b = 7,41.

5.6. Dîirà ràdiusi R = 6 sm, u h sm gà uzàytirilsà, dîiràning
yuzi qànchàgà o‘zgàràdi? Bundà: 1) h = 0,3 sm; 2) h = −0,3 sm.
Chizmàdà tàsvirlàng.

2. Funksiya hîsilàsi. y = x2 funksiya gràfigining (1; 1) nuqtà
yaqinidàgi hîlàtini kuzàtàylik. V.1-à ràsmdà pàràbîlàning h = 2
uzunlikdàgi [0; 2] kåsmà ustidàgi qismi tàsvirlàngàn. Chiziq o‘z
egriligi bilàn shu nuqtàdàn o‘tuvchi y = kx + l urinuvchi to‘g‘ri
chiziqdàn kåskin fàrq qilàdi. Shu nuqtà àtrîfini kàttàrîq tàsvirlàylik
(V.1-b ràsm). Pàràbîlàning nisbàtàn kichik h = 0,2 uzunlikkà egà
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bo‘lgàn [0,9; 1,1] kåsmàdàgi qismi unchà egri emàs. ∆õ = h ning
yanàdà kichik qiymàtlàridà pàràbîlà và to‘g‘ri chiziq kåsmàlàri
dåyarli ustmà-ust tushàdi, ya’ni pàràbîlà (1; 1) nuqtà yaqinidà
«chiziqli kichik» hîlàtidà bo‘làdi. U bîshqà nuqtàlàr yaqinidà hàm
shundày «chiziqli kichik» õîssàsigà egà bo‘làdi. Fizikà nuqtàyi
nàzàridàn «chiziqli kichiklik» õîssàsi mîs fizik jàràyon dåyarli tåkis,
dåyarli dîimiy tåzlik bilàn ro‘y båràyotgànini ànglàtàdi.
Ìàtåmàtikàdà «chiziqli kichik hîlàtdàgi funksiya» tushunchàsi
diffårånsiàllànuvchi nîmi bilàn àtàlàdi (lît.: differentia – àyirmà).
Hîlàtni màtåmàtik jihàtdàn tushuntiràmiz.

Àgàr õ = à dàn õ = à + h gà o‘tishdà f funksiya îrttirmàsini

∆f = f (a + h) − f (a) = (k + α)h                          (1)

ko‘rinishdà bårish mumkin bo‘lsà, f  funksiya õ = à dà diffårånsiàl-
lànuvchi funksiya dåyilàdi, bundà k – sîn, α(õ) funksiya

∆õ = h→0 dà chåksiz kichik, 
0

lim ( ) 0
h

x
→

α = .

Ìàsàlàn, f (x) = kx + l chiziqli funksiya îrttirmàsi

∆f = f (a + h) − f (a) = k(a + h) + l − ka − l = kh,

ya’ni α(õ) = 0 bo‘lishini ko‘ràmiz. Dåmàk, chiziqli funksiya õ ning
bàrchà qiymàtlàridà diffårånsiàllànàdi.

Bîshqà diffårånsiàllànuvchi funksiyalàr uchun ∆õ và ∆f
îrttirmàlàrning fàqàt tàqribiy prîpîrsiînàlligi o‘rinli bo‘làdi:

f (a + h) − f (a) ≈ kh,

bundàgi chåtlànish α(õ) gà tång.

Y

y = x2

y = kx + l

4

2

O−2                           2     X

(1,1; 1,1)

(1; 1)

(0,9; 0,9)

a) b)

V.1-rasm.
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1 - m i s î l .  õ2 funksiya õ ning istàlgàn qiymàtidà diffårånsiàl-
lànàdi. Hàqiqàtàn, funksiya õ dàn õ + h gà o‘tishdà

∆f = (x + h)2 − x2 = (2x + h)h

îrttirmàgà egà, undàgi 2x tà’rif bo‘yichà k ni, h esà α funksiyani

ifîdàlàydi, 
0

lim 0
h

h
→

= .

(1) tånglikdàn: 
( ) ( )f x h f x

h
k

+ − = + α , bundà h = (õ + h) − x =

 = ∆x, 
0

lim ( ) 0
h

x
→

α = . Bulàrgà ko‘rà:

0

( ) ( )lim
h

f x h f x
h

k
→

+ − =                                          (2)

và

( )0 0

( ) ( )lim ( ) lim 0
h h

f x h f x
h

x k
→ →

+ −α = = = .

Àksinchà, bu limitli ifîdàdàn (1) tånglikni hîsil qilish mumkin.
Shu tàriqà ushbu tåîråmà isbît qilinàdi.

Ò å î r å m à .  
0

( ) ( )lim
h

f x h f x
h

k
→

+ −=  limit màvjud bo‘lgàndàginà

f (x) funksiya diffårånsiàllànàdi và uning îrttirmàsi

∆f = f (x + h) − f (x) =  = (k + α)h

bo‘làdi, bundà 
0

lim ( ) 0
h

x
→

α = .

 ∆f = (k + α)h tånglik funksiyaning diffårånsiàllànishini õàràk-
tårlàydi. Ìàsàlàn, v dîimiy tåzlik bilàn to‘g‘ri chiziqli tåkis hàrà-
kàt qilàyotgàn jism t vàqtdà s = vt + s0 màsîfàni bîsib o‘tsin,
bundà s0 – hàràkàt bîshlàngunchà o‘tilgàn màsîfà, s bîg‘lànish
y = kx + l funksiyaning o‘zi, k = v, x = t, l = s0 , y = s. Ìåõànikà
nuqtàyi nàzàridàn k sîn hàràkàt tåzligi, gåîmåtrik jihàtdàn to‘g‘ri
chiziqning burchàk kîeffitsiyånti miqdîrini ifîdàlàydi. k ning qiymàti
õ gà bîg‘liq. Dåmàk, k sîn birîr funksiyaning õususiy qiymàtidàn
ibîràt. Bu funksiya f (x) funksiyaning hîsilàsi dåb àtàlàdi và f ′(x)
îrqàli bålgilànàdi.

f ′(x) ning õ nuqtàdàgi qiymàti ushbu fîrmulà bo‘yichà tîpilàdi:

0 0

( ) ( )( ) lim lim
h h

f x h f x f
h h

f x
→ →

+ − ∆′ = = ,                     (3)

bundà ∆õ = h – àrgumånt îrttirmàsi.
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Shundày qilib, funksiya îrttirmàsi f (x + h) − f (x) = (k + α)h
ko‘rinishdà bårilgàn bo‘lsà, k sîn hîsilàning qiymàtini båràdi.

Jism t = t0 bîshlàng‘ich vàqt mîmåntidà f (t0) kîîrdinàtàli
nuqtàdà, t = t0 + ∆t mîmåntdà f (t0 + ∆t) kîîrdinàtàli nuqtàdà
bo‘lsin. [t0; t0 + ∆t] vàqt îràlig‘idà ∆f = f (t0 + ∆t) − f (t0) màsîfàni

o‘rtàchà o‘rt ( ) f
t

t ∆
∆

=v  tåzlik bilàn o‘tàdi, bundà ∆t = (t0 + ∆t) − t0 –

o‘tgàn vàqt. O‘rtàchà tåzlikning ∆t→0 dàgi limiti, ya’ni f ′(t0)
hîsilà to‘g‘ri chiziqli hàràkàtning t0 mîmåntdàgi îniy (bir làhzàdàgi)
tåzligini ifîdàlàydi:

oniy 0 0
0

( ) lim ( )
t

f
t

t f t
∆ →

∆
∆

′= =v .

Bir jinsli stårjånning õ uzunlikdàgi qismining màssàsi f (x) =
=kx, bundà k sîn – stårjånning chiziqli zichligi. Àgàr stårjån bir
jinsli bo‘lmàsà, uning h uzunlikdàgi ÀB qismining màssàsi f (x0 +
+ h) − f (x0) bo‘làdi, bundà õ0 qiymàt stårjånning À bîshlàng‘ich
uchining kîîrdinàtàsi. ÀB qismning o‘rtàchà zichligi:

0 0
o‘rt 0

( ) ( )
( ) ( )

f x h f x

h
k t f x

+ − ′= = + α ,

bundà x0 nuqtàdàgi chiziqli zichlik 0 o`rt 0
0

( ) lim ( ) ( )
h

k x k t f x
→

′= =

bo‘làdi.
Hàr qàndày l dîimiy sînning hîsilàsi nîlgà tång. Chunki,

l = 0 ⋅ x + l yozuvi bo‘yichà k = l ′ = 0 ni îlàmiz. Dåmàk, (kx + l)′ = k.
Låkin (õ2)′ = 2õ bo‘làdi. Chunki f (x + h) − f (x) = (x + h)2 − x2 = (2x +
+h)h bo‘lgànidàn, (k + α)h yozuv bo‘yichà k = 2x îlinàdi.

[a; b] yopiq kåsmàning à nuqtàsidà f funksiyaning o‘ng tîmînli,
b nuqtàsidà esà chàp tîmînli diffårånsiàllànish i hàqidà so‘z bîrishi
mumkin:

0 0

( ) ( ) ( ) ( )( 0) lim ,  ( 0) lim
h h

f a h f a f b h f b
h h

f a f b
→+ →−

+ − − −′ ′+ = − = .

2 - m i s î l .  (3) fîrmulàdàn fîydàlànib, ( ) a
x

f x =  funksiya

hîsilàsini tîpàmiz, bundà à – birîr dîimiy sîn, ∆õ = h, ∆y = f (x +
+∆x) − f (x), x ≠ 0.
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Y e c h i s h .
( ) ( )

a a ax ax a x a x
x x x x x x x x x

y − − ⋅∆ ⋅∆
+∆ +∆ +∆

∆ = − = = − , u hîldà:

( ) ( ) 20 ( )
lim
x

a a a
x x x x x∆ → +∆

′
= − = − .

3 - m i s î l .  1) y = õ; 2) y = x2; 3) y = ax2 + bx + c; 4) y = x3

funksiyalàrning hîsilàlàrini tîpàmiz.
Y e c h i s h .  1) y = õ = 1 ⋅ õ + 0, bundàn k = y ′ = 1, ya’ni õ ′ = 1

bo‘lishini àniqlàymiz. Bu misîldà (3) kàbi limit fîrmulàlàrdàn
fîydàlànishgà hîjàt bo‘lmàdi;

2) (1) fîrmulà bo‘yichà:

∆y = (x + ∆x)2 − x2 = x2 + 2x ⋅ ∆x + (∆x)2 − (∆x)2 = (2x + ∆x) ⋅ ∆x.

Îrttirmà ∆y = (k + α) ⋅ ∆x ko‘rinishdà tàsvirlàndi. Undà

0
lim 0
x→

α = , k = 2x. Dåmàk, (õ2)′ = 2õ;

3) funksiya îrttirmàsi:

∆y = a(x + ∆x)2 + b(x + ∆x) + c − (ax2 + bx + c) =

= 2ax ⋅ ∆x + a(∆x)2 + b ⋅ ∆x.

Funksiya îrttirmàsining àrgumånt îrttirmàsigà nisbàti:

(2 ) 2ax a x b xy
x x

ax a x b
+ ⋅∆ + ⋅∆∆

∆ ∆
= = + ⋅ ∆ + ;

tîpilgàn nisbàtning ∆x→0 dàgi limiti:

0
lim (2 ) 2
x

y ax a x b ax b
∆ →

′ = + ⋅ ∆ + = + .

Dåmàk, (ax2 + bx + c)′ = 2ax + b;
4) ∆(x 3) = (x + ∆x)3 − x 3 = (3x2 + 3x ⋅ ∆x + (∆x)2) ⋅ ∆x,

2 2 2

0 0
lim lim (3 3 ( ) ) 3
x x

y
x

y x x x x x
∆ → ∆ →

∆
∆

′ = = + ⋅ ∆ + ∆ = .

Ì à s h q l à r

5.7. Funksiyalàrning diffårånsiàllànishini isbît qiling:

1) ,  0x x > ; 2) 1 ,  0
x

x− ≠ ; 3) 1
5
,  5

x
x

−
≠ ;

4) 1 ,  0
x

x− > ; 5) 2
1 ,  0
x

x− ≠ ; 6) 4x .

www.ziyouz.com kutubxonasi



183

5.8. 5.4-màshqdà kåltirilgàn funksiyalàr hîsilàlàrini tîping.
5.9. Funksiyalàrning hîsilàlàrini tîping:

1) 4
9

1x − ; 2) 25 7x− ; 3) 7x ;

4) 2 7x+ ; 5) 3 3x + ; 6) 25x ;

7) 
2

6
x− ; 8) 3 7x− + ; 9) x ;

10) 1x + ; 11) 2 2( 1)x x− + .

5.10. f (x) funksiya f ′(x) hîsilàsining õ = à nuqtàdàgi qiymàtini
tîping:

1) 24 5 ,  1x a− = ;

2) 3 8
3

4 6 ,  x a+ = ;

3) 3,  1, 3, 0,5x a a a= − = = − .

5.11. 3 23
5

( ) 10 2,  (0) ?  ( 1) ?  (1) ?f x x x x f f f′ ′ ′= − + − = − = =

5.12. x, x2, x 3, 1
x
, x  funksiyalàr hîsilàlàrini kuzàting, ulàr-

ning tuzilishidà qàndày umumiylik bîr ?

5.13. 3y x=   funksiya hîsilàsini tîping.
5.14. Jismning àylànmà hàràkàtidà ω burchàk tåzligi và v chiziqli

tåzligi îràsidàgi bîg‘lànish ω = v
R

 munîsàbàt îrqàli ifîdàlànàdi, R –

àylànà ràdiusi. Îniy burchàk tåzlik tushunchàsini tà’riflàng và uning
ifîdàsini hîsilà îrqàli båring.

5.15. Qàttiq jismning issiqlikdàn chiziqli kångàyishi lt − l0 =
= al0(t − t0), bîg‘lànish îrqàli ifîdàlànàdi, bundà l0 và lt jismning
t0 và t  tåmpåràturàlàrdàgi uzunligi, à – jismning issiqlikdàn chiziqli
kångàyish kîeffitsiyånti (jism mîddàsining tàbiàtigà và turigà bîg‘liq
kàttàlik). Îniy chiziqli kångàyish tushunchàsini tà’riflàng và uning
ifîdàsini hîsilà îrqàli båring.

5.16. h0 bàlàndlikdàn v0 bîshlàng‘ich tåzlik bilàn yuqîrigà tik

îtilgàn jism 
2

0 0 2
( ) gt

h t h t= + −v  qînun bo‘yichà hàràkàt qil-

mîqdà. Àgàr h0 = 5 m, v0 = 2,5 m/s, g ≈ 10 m/s2 bo‘lsà, jismning
tåzligi uning v0 tåzligidàn 5 màrtà kichik bo‘lgàn vàqt mîmåntidàgi
bàlàndligini tîping.

5.17. t = 0 mîmåntdàn bîshlàb o‘tkàzgich îrqàli o‘tgàn elåktr
miqdîri q(t) = 2,5t 2 − 3t fîrmulà bo‘yichà hisîblànàdi. Iõtiyoriy

www.ziyouz.com kutubxonasi



184

vàqt mîmåntidàgi tîk kuchini hisîblàsh uchun fîrmulà chiqàring và
5-såkund îõiridàgi tîk kuchini hisîblàng.

3. Funksiya diffårånsiàli. Àgàr y = f (x) funksiya îrttirmàsi uchun
tuzilgàn ∆y  = f (x + ∆x) − f (x) = (k + α) ⋅ ∆x fîrmulàgà k = f ′(x) qiymàt

qo‘yilsà, so‘ng 
0

lim 0
x∆ →

α =  bo‘lgàni uchun f (x + ∆x) − f (x) ≈
≈ f ′(x) ⋅ ∆x yoki

f (x + ∆x) ≈ f (x) + f ′(x) ⋅ ∆x                             (1)

tàqribiy fîrmulàgà egà bo‘làmiz. Bu munîsàbàtdàgi f ′(x) ⋅ ∆x
qo‘shiluvchi y = f (x) funksiyaning bårilgàn õ qiymàtdàgi
diffårånsiàli dåyilàdi và dy yoki d f (x) îrqàli bålgilànàdi, ya’ni

dy = f ′(x) ⋅ ∆x.                                            (2)

õ erkli o‘zgàruvchining dx diffårånsiàlini tîpàylik. õ ′ = 1 và y = õ
bo‘lishini nàzàrdà tutib, (2) munîsàbàt bo‘yichà dx = f ′(x) ⋅ ∆x =
= x ′ ⋅ ∆x = 1 ⋅ ∆x = ∆x, ya’ni dx = ∆x ni îlàmiz. (2) munîsàbàt

df (õ) = f ′(x)dx                                             (3)

ko‘rinishgà kålàdi. Shu kàbi, (1) munîsàbàtgà muvîfiq f (x)
funksiyaning õ = à nuqtà yaqinidàgi qiymàti uning shu nuqtàdàgi
f (a) qiymàti bilàn f ′(a) ⋅ h diffårånsiàlining yig‘indisigà tång,
bundà ∆õ = h.

y = f (x) funksiya birîr îràliqdà uzluksiz và qàt’iy mînîtîn
bo‘lsin. U hîldà ungà tåskàri õ = ϕ(y) funksiya màvjud, ∆y =
= f (x + ∆x) − f (x) ≠ 0 dà ∆x = ϕ(y + ∆y) − ϕ(y) ≠ 0 và ∆x→0 dà

∆y→0, ∆y→0 dà ∆õ→0 bo‘làdi. Nàtijàdà: 
0

0

1

lim
lim
y

x

x
y y

x
∆ →

∆ →

∆
∆ ∆

∆

=   yoki

  1
( )

( )
f x

y
′

′ϕ =                                                    (4)
và

dx = dϕ(y) = ϕ′(y)dy                                         (5)

munîsàbàtlàrgà egà bo‘làmiz.
(1) fîrmulà tàqribiy hisîblàshlàrdà kång qo‘llànilàdi.
Ì i s î l .   y = õ 3  funksiyaning õ = 3,0184 dàgi  qiymàtini

ε = 0,005 gàchà àniqlikdà tîpàmiz.
Y e c h i s h .  3,0184 = 3 + 0,0184. Shungà ko‘rà, à = 3, h =

= 0,0184 dåb îlishimiz mumkin. f (3) = 33 = 27, f ′(3) = 3x2 = 27.
(1) munîsàbàt bo‘yichà f (x + ∆x) = (3 + 0,0184)3 ≈ 27 +
+ 27 ⋅ 0,0184 = 27,4968. Vujudgà kålàdigàn õàtîlik:
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(x + ∆x)3 − (x 3 + 3x2 ⋅ ∆x) = 3x(∆x)2 + (∆x)3 = 3 ⋅ 3 ⋅ 0,01842 + 0,01843 =
= 0,01842 ⋅ 9,0184 < 0,022 ⋅ 9,02 = 0,003608 < 0,004 < ε.

Ì à s h q l à r

5.18. f (x) funksiyaning õ = à dàn õ = b gà o‘tishdàgi chåkli
àyirmàsi, îrttirmàsi, hîsilàsi, diffårånsiàli tushunchàlàrining
mà’nîsini fizik và gåîmåtrik misîllàr yordàmidà tushuntiring.

5.19. Diffårånsiàllàrni tîping:

1) ( )4
9

d x ;   2) d x ;   3) 2(5 )d x ;   4) 3( )d x ;   5) d kx l( )+ .

5.20. Òàqribiy hisîblàng:

1) 7 9, ;      2) 56 ; 3) 3 46 ; 4) 3 24,7 .

4. Funksiya gràfigigà urinuvchi to‘g‘ri chiziq. y = f (x) funksiya
gràfigidà yotgàn Ì(õ0; y0) và N(õ1; y1) nuqtàlàr ustidàn kåsuvchi
(à) to‘g‘ri chiziqni o‘tkàzàylik (V.2-ràsm). Uning tånglàmàsi:

0 0

1 0 1 0

y y x x

y y x x

− −
− −

=

yoki

1 0
0 0

1 0
( )

y y

x x
y x x y

−
−

= − + ,                                (1)

bo‘làdi, bundà ∆õ = õ1 − õ0 = h, dy = y1 − y0 = f (x0 + h) − f (x0), N
nuqtàni qo‘zg‘àlmàs Ì nuqtà tîmîn f (x) chiziq bo‘yichà siljitsàk,
(à) kåsuvchi Ì nuqtà àtrîfidà burilib hàràkàtlànàdi và Ì nuqtàdàn
o‘tuvchi (b) urinmàgà yaqinlàshàdi. Urinmà esà îg‘mà bo‘lsin, u
hîldà ∆õ = õ1 − õ0 îràliq qisqàràdi. Bungà qàràgàndà ∪NM→0
yoki ∆õ→0 dà (à) kåsuvchi (b) urinmà hîlàtidà bo‘làdi.

Nàtijàdà (à) to‘g‘ri chiziq kkås. burchàk kîeffitsiyåntining
NÌ→0 dàgi limiti (b) urinmàning kurin. = tgϕ burchàk kîef-

fitsiyåntigà tång bo‘làdi. 0 0
kes.

( ) ( )f x h f x
h

k
+ −

=  bo‘lgànidàn quyi-

dàgilàrgà egà bo‘làmiz:

0 0
urin. 0

0

( ) ( )
lim ( )
h

f x h f x

h
k f x

→

+ − ′= =
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và

y = f (x0) + f ′(x0)(x − x0).                           (2)

Bu mulîhàzàlàrdà urinmà îg‘mà, ya’ni ϕ ≠ 90° dåb îlindi. Urinmà
vårtikàl bo‘lgàn hîldà tgϕ àniqlànmàgàn bo‘làdi (tg90° = +∞).

Ì i s î l .  Àbssissàsi õ = −3 bo‘lgàn nuqtàdà y = 9 − õ2 egri chiziqqà
urinuvchi to‘g‘ri chiziq tånglàmàsini tuzàmiz.

Y e c h i s h .  (2) fîrmulàdàn fîydàlànàmiz. Bizdà f ′(x) = (9 −
 −x2)′  = −2x, k = f ′(−3) = −2 ⋅ (−3) = 6. U hîldà y = (9 − (−3)2) +
+ 6 ⋅ (õ − −(−3)) = 6õ + 18.

Ì à s h q l à r

5.21. Àbssissàsi õ0 = 1 bo‘lgàn nuqtàdà y = 2õ2 egri chiziqqà
urinuvchi to‘g‘ri chiziqning tånglàmàsini tuzing.

5.22. Îrdinàtàsi y0 = −2 bo‘lgàn nuqtàdà y = õ2 − 4õ + 1 egri
chiziqqà urinuvchi to‘g‘ri chiziqning tånglàmàsini tuzing.

5.23. y = −2õ + 6 to‘g‘ri chiziqqà pàràllål bo‘lgàn và y = õ2 − 6õ +
+5 pàràbîlàgà urinuvchi to‘g‘ri chiziqning tånglàmàsini tuzing.

5.24. B(2; −5) nuqtàdàn o‘tib, y = õ2 − 6õ + 5 pàràbîlàgà
urinuvchi to‘g‘ri chiziqlàr tånglàmàlàrini tuzing.

5. Diffårånsiàllànuvchi funksiyaning uzluksizligi. Îldingi
bîblàrdàn funksiyaning uzluksizligi hàqidà bir qàdàr mà’lumîtgà
egàmiz. f (x) funksiyaning õ = à nuqtàdà uzluksiz bo‘lishi uchun:

1) f (a) = b, undà b – àniq qiymàt; 2) lim ( )
x a

f x b
→

=  bo‘lishi

kåràk. Bu shàrtlàrdàn àqàlli biri bàjàrilmày qîlsà, funksiya õ = à

Y

O            x0                   x1      X

M

(a)
N

∆x = h

(b)

f (x)

ϕ

V.2-rasm.
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nuqtàdà uzilàdi. Ìàsàlàn, 1
1

( )
x

f x
−

=  funksiya õ = 2 nuqtàdà

uzluksiz. Chunki f (2) = 1, 
2

lim ( ) 1
x

f x
→

= . Låkin u õ = 1 dà uzilàdi:

1-shàrt bàjàrilmàydi (funksiya àniq qiymàtgà egà emàs). Uning
gràfigigà, màsàlàn, (1; 3) nuqtà kiritilishi bilàn tuzilàdigàn ushbu

1
1
,  agar 1 bo‘lsa,

( )
3,     agar 1 bo‘lsa
x

x
g x

x
−

 ≠= 
=

funksiya hàm uzilishgà egà: endi 1-shàrt bàjàrilàdi, 2-shàrt esà

bàjàrilmàydi: 
1

1
1

lim
x x→ −

= ∞  (chåksiz limit). Ìàsàlàni îydinlàshtirish

màqsàdidà ushbu tåîråmàdàn fîydàlànàmiz:

Ò å î r å m à .   Àgàr  f (x)  funksiya  õ = à  nuqtàdà  diffårånsiàllàn-
sà, u shu nuqtàdà uzluksizdir.

I s b î t .  à nuqtàdà f funksiya diffårånsiàllànsin: f (a + h) − f (a)=

=  (k + α)h. Låkin h→0 dà α→0 và 
0

lim( ) ( 0) 0 0
h

k h k
→

+ α = + ⋅ = .

Bundàn 
0

lim( ( ) ( )) 0
h

f a h f a
→

+ − =  yoki 
0

lim( ( )) ( )
h

f a h f a
→

+ = .

Bu esà f funksiyaning õ = à nuqtàdà uzluksizligini bildiràdi.
 Òåskàri fikr nîto‘g‘ri, funksiya birîr nuqtàdà uzluksiz bo‘lsà-

dà undà diffårånsiàllànmàsligi hàm mumkin. Ìàsàlàn, | x | funksiya
bàrchà nuqtàlàrdà uzluksiz, låkin õ = 0 dà diffårånsiàllànmàydi.

Hàqiqàtàn, funksiya ifîdàsini 
,  agar 0 bo‘lsa,

,  agar 0 bo‘lsa

x x
x

x x

≥
= 

− <
 ko‘ri-

nishdà yozàylik. Funksiyaning õ = 0 nuqtàdàgi o‘ng tîmînli và
chàp tîmînli limitlàri tång:

0 0 0 0
lim lim 0,  lim lim ( ) 0
x x x x

x x x x
→+ →+ →− →−

= = = − = .

Dåmàk, | x | funksiya õ = 0 nuqtàdà uzluksiz. Låkin u shu
nuqtàdà diffårånsiàllànàdimi? Iõtiyoriy õ = h dà y = | x | = | h |,

x = 0 dà y = | x | = 0, 
0 0 0

lim lim 1,  lim 1
h h h

h hh
h h h→+ →+ →−

= = = − , ya’ni hîsilà

qiymàtini bårishi kåràk bo‘lgàn o‘ng và chàp tîmînli limitlàr
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tång emàs. Dåmàk, õ = 0 nuqtàdà | x | funksiyaning hîsilàsi màvjud
emàs, funksiya bu nuqtàdà diffårånsiàllànmàydi, gràfigi o‘z
yo‘nàlishini o‘zgàrtiràdi.

Ì à s h q l à r

5.25. Quyidàgi funksiyalàrning õ = à nuqtàdà uzluksizligi, låkin
undà diffårånsiàllànmàsligini isbît qiling:

1) f (x) = | õ − 3 |, a = 3;                   2) f (x) = x + | x − 2 |, a = 2;

3) 3 2( ) ,  0f x x a= = .

5.26. Quyidàgi funksiyalàr õ = 0 nuqtàdà diffårånsiàllànàdimi?

1) 3
( )

x

x
f x = ; 2) f x x( ) = −2 ; 3) 4

( ) xf x = ;

4) 
2

4
( ) xf x = ; 5) 

2 ,  agar 0 bo‘lsa,
( )

,  agar 0 bo‘lsa.

x x
f x

x x

 ≤= 
>

5.27. Funksiyalàrning qàysi biri sînlàr o‘qidà uzluksiz?

1) 2( ) 4f x x= − ; 2) ( )
x

x
f x = − ;

3) 
2

2,  agar 0 bo‘lsa,
( )

2,  agar 0 bo‘lsa;

x x
f x

x x

− ≤= 
− >

4) 2

2,  agar 0 bo‘lsa,
( )

,  agar 0 bo‘lsa.

x x
f x

x x

− ≤= 
>

5.28. 
2 ,  agar 1 bo‘lsa,

( )
,  agar 1 bo‘lsa

x x
f x

ax b x

 ≤= 
+ >

 funksiya à và b ning

qàndày qiymàtlàridà õ = 1 nuqtàdà diffårånsiàllànàdi?

2-§. Funksiyani diffårånsiàllàsh qîidàlàri

1. Chiziqli kîmbinàtsiyalàrni diffårånsiàllàsh.  f  funksiyaning

birîr õ nuqtàdà diffårånsiàllànishi uchun ( )f x′ =
0

( ) ( )lim
h

f x h f x
h→

+ −

limitning àlbàttà màvjud bo‘lishi zàrur ekànligini bilàmiz. f ′(x)
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hîsilàni tîpish f (x) funksiyani diffårånsiàllàsh dåyilàdi. Funksiya
diffårånsiàli df (x) = f ′(x)dx ko‘pàytmàgà tångligini bilàmiz.
Diffårånsiàllàsh màsàlàsi f ′(x) hîsilàni tîpishgà kålàdi. Quyidà
biz diffårånsiàllàsh qîidàlàri bilàn tànishàr ekànmiz, undà
qàràlàyotgàn funksiya hîsilàgà egà dåb qàbul qilinàdi.

1 - t å î r å m à .  C dîimiy ko‘pàytuvchini hîsilà bålgisi îstidàn
chiqàrish mumkin:

(Cf (x))′ = Cf ′(x).                                              (1)

I s b î t .  ∆(Cf (x)) = Cf (x + h) − Cf (x) = C(f (x + h) − f (x)) =

= C ⋅ ∆f. Bundàn: 
0 0

lim lim
h h

C f f
h h

C Cf
→ →

⋅∆ ∆ ′= = .

2 - t å î r å m à .  f và g funksiyalàr diffårånsiàllànàdigàn
nuqtàlàrdà f + g funksiya hàm diffårånsiàllànàdi và

(f (x) + g(x))′ = f ′(x) + g ′(x)                               (2)
bo‘làdi.

I s b î t .  f (x) + g(x) funksiyaning [x; x + h] kåsmàdà qàbul
qilàdigàn îrttirmàsi:

∆(f (x) + g(x)) = (f (x + h) + g(x + h)) − (f (x) + g(x)) =
= (f (x + h) − f (x)) + (g(x + h) − g(x)) = ∆f (x) + ∆g(x),

bundàn ( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x f x g x
h h h

∆ + ∆ ∆= + . Òånglikning ikkàlà tîmî-

nidà h→0 dà limitgà o‘tsàk,

0 0 0

( ( ) ( )) ( ) ( )lim lim lim
h h h

f x g x f x g x
h h h→ → →

∆ + ∆ ∆= + ;

chàp tîmîndàgi limit (f (x) + g(x))′ gà, o‘ng tîmîndàgi limit
f ′(x) + g ′(x) gà tång. Dåmàk, (f (x) + g(x))′ = f ′(x) + g ′(x).

1 - m i s î l .  3 2 4
9

( ) 5 7f x x x x= − − + +  funksiyaning hîsilàsini

tîpàmiz.

Y e c h i s h .  ( )3 2 4
9

( ) ( ) ( 5 ) 7f x x x x ′′ ′ ′ ′= − + − + + ; (−x3)′ =

= −3x2,  (−5x2)′ = −5 ⋅ 2x = −10x, ( )4 4
9 9

x
′ = , 7′ = 0. Bundàn,

2 4
9

( ) 3 10f x x x′ = − − + .
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2 - m i s î l .  Àbssissàsi õ0 = 1 bo‘lgàn nuqtàdà f (x) = 2x 2 − 3x
funksiya gràfigigà urinuvchi to‘g‘ri chiziq tånglàmàsini tuzàmiz.

Y e c h i s h .  Bizdà f (1) = 2 ⋅ 12 − 3 ⋅ 1 = −1, f ′(x) = (2x2 − 3x)′ =
= 2 ⋅ 2x − 3 = 4x − 3, bundàn f ′(1) = 4 ⋅ 1 − 3 = 1. Bu qiymàtlàr
urinmàning y = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) tånglàmàsigà qo‘yilsà, y = −1 +
+ 1 ⋅ (õ − 1) = õ − 2 yoki y = õ − 2 hîsil qilinàdi.

3 - m i s î l .  Jismning erkin tushishdà o‘tàdigàn màsîfàsi 
2

2
gt

s =
fîrmulà bo‘yichà tîpilàdi. Òushishning t0 = 1 s; 2 s dàgi îniy tåzligini
tîpàmiz (g ≈ 10 m/s2).

Y e c h i s h .  Îniy tåzlik v(t0) = s′(t0) gà tång, bundà
2

2
2 2 2

( ) ( ) 2gt g gs t t t gt
′

 
′ ′= = = ⋅ = 

 
.

U hîldà v(1) = g ⋅ 1 ≈ 10 m/s, v(2) ≈ 10 ⋅ 2 = 20 m/s.

Ì à s h q l à r

5.29. f funksiya uchun [à − h; a + h] kåsmàdà tuzilgàn
( ) ( )f a h f a

h
+ − , 

( ) ( ) ( ) ( )
2

,  f a f a h f a h f a h
h h

− − + − −
 và f ′(a)

ifîdàlàrning qiymàtlàrini (mikrîkàlkulatîr yoki EHÌ yordàmidà)
hisîblàng, bundà uchinchi kàsr ifîdàning qiymàti, ya’ni birinchi
và ikkinchi kàsrlàrning o‘rtà àrifmåtigi f ′(a) uchun yaõshirîq
yaqinlàshish bo‘lishini tåkshirib ko‘ring (h = 0,1; 0,01; 0,001):

1) f (x) = x3 − 2x2 + 4, a = 3;  2) ( ) 3 6 ,  9f x x x a= − = .
5.30. Funksiyalàrning hîsilàlàrini tîping:

1) 3 4 5x x x− + − ;  2) 3 22 3 4x x− + + ;

3) 25 3 4x x+ − ;  4) 3
x

x+ .

5.31. x0 = 1 nuqtàdà y = 2õ 3 egri chiziqqà urinuvchi to‘g‘ri
chiziq tånglàmàsini tuzing và uning shu urinish nuqtàsidàn
àbssissàlàr o‘qi bilàn kåsishuvigàchà uzunligini tîping.

5.32. Àbssissàsi õ0 = 2 bo‘lgàn nuqtàdà y = 3õ 3 − 6õ 2 − 4 egri
chiziqqà o‘tkàzilgàn urinmàning tånglàmàsini tuzing.

5.33. Îrdinàtàsi y0 = −2 bo‘lgàn nuqtàdà 3 3 1
4 4

1 1y x x= − −

egri chiziqqà o‘tkàzilgàn urinuvchi to‘g‘ri chiziq tånglàmàsini tuzing.
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5.34. õ0 = −3 nuqtàdà y = õ 2 + 6õ + 5 pàràbîlàgà urinuvchi
to‘g‘ri chiziqning burchàk kîeffitsiyånti và ÎÕ o‘qi bilàn kåsishish
nuqtàsini tîping.

5.35. y = õ2 − 9 pàràbîlàgà uning àbssissàlàr o‘qi bilàn kåsishish
nuqtàlàridà urinuvchi to‘g‘ri chiziqlàrning burchàk kîeffitsiyåntlàri
và îrdinàtàlàr o‘qi bilàn kåsishish nuqtàlàrini tîping.

5.36. Jism h0 bàlàndlikdàn v0 bîshlàng‘ich tåzlik bilàn yuqîrigà
tik îtilgàn. Uning t vàqt mîmåntidàgi îniy tåzligini tîping.

5.37. 60 sm uzunlikdàgi bir jinsli yupqà ÀB stårjånning
màssàsi m = 4x 2 (g làrdà) qînun bo‘yichà tàqsimlàngàn.
Stårjånning À uchidàn õ0 = 20 sm và õ0 = 50 sm uzîqlikdà turgàn
nuqtàlàrdàgi chiziqli zichlikni tîping.

5.38. O‘tkàzgich îrqàli t = 0 vàqt mîmåntidàn bîshlàb o‘tàdigàn
elåktr miqdîri q(t) = 5t 3 − 1 fîrmulà bo‘yichà tîpilàdi. t vàqt
mîmåntidàgi tîk kuchining kàttàligini tîping.

5.39. Jism s(t) = 10t + t 2 qînun bo‘yichà to‘g‘ri chiziqli hàràkàt
qilmîqdà. Uning t = 2; 5; 7 (s) vàqt mîmåntidàgi îniy tåzligini
tîping.

5.40. y = 1 − 1,5õ − õ2 pàràbîlà bilàn ÎY o‘qining kåsishish
nuqtàsidà shu pàràbîlàgà urinuvchi to‘g‘ri chiziqning tånglàmàsini
tuzing.

5.41. Nuqtàning kîîrdinàtàlàr to‘g‘ri chizig‘i bo‘ylàb hàràkàt
qînuni õ = 2 + 10t − 0,3t 2 (m) tånglàmà bilàn ifîdàlànàdi.
Nuqtàning t0 = 6 (s) mîmåntdàgi tåzligini tîping. Hàràkàt qàchîn
to‘õtàydi?

5.42. Nuqtàning kîîrdinàtàlàr to‘g‘ri chizig‘i bo‘yichà hàràkàt
qînuni õ = t 3 − 6t 2 + 4(m) tånglàmà bilàn ifîdàlànàdi. Qàysi vàqt
mîmåntidà tåzlik 0 gà, 5 gà, 6 gà tång bo‘làdi?

2. Dàràjàli funksiyani và funksiyalàr ko‘pàytmàsini diffårån-
siàllàsh. Àgàr gåîmåtrik prîgråssiya hàdlàri yig‘indisi uchun ushbu

12 1
1

1 ... ,  1
nn x
x

x x x x
−−

−
+ + + + = ≠  tånglikkà 

b
a

x =  qo‘yilsà, nàti-

jàdà

2 1

2 1 1

1

( )1
1 ... ...

n

k n n nn

k n n

b

b b b b a b a
ba a a a a b a
a

−

− −

−
−

−−
+ + + + + + = = ,

 yoki
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1 2 1... ...
n nn n n k k n b a
b a

a a b a b b− − − − −
−

+ + + + + = ,

yoki

bn − an = (b − a)(an−1 + an−2b + ... + an−kbk−1 + ... + bn−1)         (1)

àyniyat hîsil bo‘làdi. Hisîblàshlàrdà undàn fîydàlànàmiz.

1 - t å î r å m à .  f (x) funksiya diffårånsiàllànàdigàn nuqtàlàrdà
uning f n(x), n∈N, dàràjàsi hàm diffårånsiàllànàdi và

(f n(x))′ = nf n−1(x) ⋅ f ′(x),                             (2)

d(f n(x)) = nf n−1(x) ⋅ f ′dx                               (3)

munîsàbàtlàr o‘rinli bo‘làdi.
I s b î t. ∆f n(x) = f n(x + h) − f n(x) bo‘lsin. (1) àyniyat bo‘yichà

∆f n(x) = (f (x + h) − f (x))[f n−1(x + h) + f (x) ⋅ f n−2(x + h) + ... +
 + f k−1(x)f n−k(x + h) + ... + f n−1(x)]

(ikkinchi qo‘shiluvchi n tà qo‘shiluvchidàn ibîràt) yoki

1

1 1

( ) ( ) ( )
( ) ...

( ) ( ) ... ( ) .

n
n

k n k n

f x f x h f x
h h

f x h

f x f x h f x

−

− − −

∆ + − = + + +
⋅ + + + 

Êåyingi tånglikdà h→0 bo‘lgàndà limitgà o‘tàmiz. Òåîråmà shàrti
bo‘yichà f (x) funksiya diffårånsiàllànuvchi, dåmàk, u uzluksiz

funksiya và shungà ko‘rà 
0

lim ( ) ( )
h

f x h f x
→

+ =  và 
0

( ) ( )lim
h

f x h f x
h→

+ − =

( )f x′= . Êvàdràt qàvslàr ichidàgi n tà qo‘shiluvchining hàr biri-
ning h→0 dàgi limiti f n−1(x) gà, jàmi yig‘indi nf n−1(x) gà tång.
Shu tàriqà (2) và (3) tångliklàr hîsil bo‘làdi. Òåîråmà isbîtlàndi.

Õususàn, f (x) = x n uchun:
(x n)′ = nx n−1 ⋅ x ′ = nx n−1 ⋅ 1 = nx n−1

và
d(x n) = nx n−1dx.                                             (4)

Êåyinrîq, (2) fîrmulà dàràjà ko‘rsàtkichning hàr qàndày
qiymàtidà o‘rinli ekàni isbîtlànàdi. Buning uchun dàràjà àsîsining
musbàt bo‘lishi, n butun sîn bo‘lgàndà esà àsîsning fàqàt nîldàn
fàrqli bo‘lishi tàlàb qilinàdi.

1 - m i s î l .  n = 1; 0; −m (bundà m∈N) và õ ≠ 0 uchun f (x) =
=x n  funksiya hîsilàsini tîpàmiz.
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Y e c h i s h .  1) n = 1  dà  (õ)′ = 1 ⋅ õ1−1 = 1 ⋅ õ0 = 1 ⋅ 1 = 1, ya’ni
õ ′ = 1;

2 ) n = 0 dà (x0)′ = 0 ⋅ x0−1 = 0, ya’ni (õ0)′ = 0;
3 ) n = −m, m∈N dà (x −m)′ = −mx −m−1 = −mx −(m+1).
2 - m i s î l .  (6õ2 − 5õ + 7)3 funksiyaning hîsilàsi và diffårån-

siàlini tîpàmiz.
Y e c h i s h .  Bizdà f (x) = 6x2 − 5x + 7, f ′(x) = 12x − 5, n = 3.

(2) và (3) fîrmulàlàr bo‘yichà:
((6x2 − 5x + 7)3)′ = 3(6x2 − 5x + 7)2 ⋅ (12x − 5)

và
d(6õ2 − 5õ + 7)3 = 3(6x2 − 5x + 7)2 ⋅ (12x − 5)dx.

3-misîl . 
5 4x , x > 0 funksiya hîsilàsini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  x 45  ifîdàni x
4
5  ko‘rinishdà yozàmiz. Dàràjà ko‘rsàt-

kichi nàturàl sîn emàs, låkin àsîs musbàt sîn. (2) fîrmulàdàn
fîydàlànàmiz:

( )
4 4 115 4 5 5 5

5
4 4 4
5 5 5 x

x x x x
− −′ ′

=   = = =
 
 

.

4 - m i s î l .  1
3 42 2( )x −

 funksiyaning hîsilàsini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  2 2 2
2 2
1

(3 4)
(3 4) , ( ) 3 4, ( ) 6 , 2,

x
x f x x f x x n−

−
′= − = − = =−

2 2 2 2 1
2 2 2 3
1 12

(3 4) (3 4)
((3 4) ) 2 (3 4) 6 x

x x
x x x− − −

− −

′ 
′= − = − ⋅ − ⋅ = − 

 
.

5 - m i s î l .  2 9x +  funksiya hîsilàsini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  f (x)  = x2 + 9, f ′(x) = 2x, 1
2

n = ;

1
2 2 2( 9 ) (( 9) )x x′ ′+ = + =  

1 12 2
2

1
2 9

( 9) 2 x

x
x x

−

+
⋅ + ⋅ = .

2 - t å î r å m à .  f  và g funksiyalàr diffårånsiàllànàdigàn õ nuqtàdà
ulàrning f g ko‘pàytmàsi hàm diffårånsiàllànàdi và bu ko‘pàytmàning
hîsilàsi và diffårånsiàli

  (f g)′ = f ′g + f g ′,                                           (4)

d(f g) = f dg + gdf                                              (5)

13 Àlgebra, II qism
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fîrmulàlàr bo‘yichà hisîblànàdi, bundà f = f (x), g = g (x).

I s b î t .  ∆(f g) = f (x + ∆x) ⋅ g(x + ∆x) − f (x)g (x) yoki f (x + ∆x) =
= f (x) + ∆f (x), g(x + ∆x) = g(x) + ∆g(x) bo‘lgàni uchun,

∆(f g) = (f + ∆f)(g + ∆g) − fg = fg + f ⋅ ∆g + g ⋅ ∆f + ∆f ⋅ ∆g − fg =
= f ⋅ ∆g + g ⋅ ∆f + ∆f ⋅ ∆g.

Shàrtgà ko‘rà f và g funksiyalàr õ nuqtàdà diffårånsiàllànuvchi
bo‘lgànidàn

( )
0 0

0 0 0 0

lim ,  lim ,

lim lim lim lim 0 0

x x

x x x x

gf
x x

g g
x x

f g

g x x g

∆ → ∆ →

∆ → ∆ → ∆ → ∆ →

∆∆
∆ ∆

∆ ∆
∆ ∆

′ ′= =

′∆ = ⋅ ∆ = ⋅ ∆ = ⋅ = .

U hîldà:

( )0 0 0

0 0 0

( )( ) lim lim lim

lim lim lim 0

x x x

x x x

fg g gf f
x x x x x

f f
x x

fg f g g f

g g fg gf f fg gf

∆ → ∆ → ∆ →

∆ → ∆ → ∆ →

∆ ∆ ∆∆ ∆
∆ ∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆
∆ ∆

′ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ ∆ = ⋅ +

′ ′ ′ ′ ′+ ⋅ + ⋅ ∆ = + + ⋅ = + .

Shu kàbi 
( ),  ,  ( )dg d fgdf

dx dx dx
g f fg′ ′ ′= = =  bo‘lgànidàn d(f g) =

= fdg + gdf bo‘làdi.
6 - m i s î l .  f  (x) = (x 3 + 6x − 3)(x 2 + 4x + 5) funksiya

diffårånsiàlini tîpàmiz.
Y e c h i s h .  (4) và (5) fîrmulàlàr bo‘yichà:

f ′(x) = (x 3 + 6x − 3)′(x2 + 4x + 5) + (x 3 + 6x − 3)(x2 + 4x + 5)′ =

= (3x 2 + 6)(x 2 + 4x + 5) + (x 3 + 6x − 3)(2x + 4) = 5x 4 + 16x 3 + 33x 2 +
+ 42x + 18,

df = (5x 4 + 16x 3 + 33x 2 + 42x + 18)dx.

Ì à s h q l à r

5.43. Funksiyalàrning hîsilàlàri và diffårånsiàllàrini tîping:
1) (x 3 − 5x + 1)(x 2 − 5x + 1);
2) (x 4 − 6x + 1)(x 3 + x 2 − 2);

3) 3( 1)( 4)x x− + ;                   4) 3( 2 2)x x x− + ;

5) (x2 − 4x + 2)3;      6) (8x − 3)12;         7) ( )143
x

x + .
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5.44. (uvw)′ hîsilà uchun fîrmulà chiqàring.

5.45. 3 1y x= −  egri chiziqning qàysi nuqtàsidà ungà o‘tkàzilgàn
urinmà àbssissàlàr o‘qi bilàn 45ô li burchàk tàshkil etàdi?

5.46. y = x 3 + x − 7 chiziqning qàysi nuqtàlàridà ungà o‘tkàzilgàn
urinmà y = 13õ − 4 to‘g‘ri chiziqqà pàràllål bo‘làdi?

5.47. 31
3

( ) 2 1f x x x= − +  funksiyaning f (a + h) qiymàtlàrini
tàqribiy hisîblàsh uchun fîrmulà tuzing, uning yordàmidà
quyidàgi mà’lumîtlàr bo‘yichà hisîblàshlàrni bàjàring và hisîblàsh
õàtîligini bàhîlàng:

1) a = 3, h = 0,01;      2) a = 4, h = 0,1.
3. Êàsrni diffårånsiàllàsh.
1 - t å î r å m à .  f (x) funksiya diffårånsiàllànàdigàn và nîldàn

fàrqli bo‘lgàn nuqtàlàrdà 1
( )f x

 funksiya hàm diffårånsiàllànàdi và

ushbu tånglik o‘rinli bo‘làdi:

( ) 2

( )1
( ) ( )

f x
f x f x

′ ′
= .                                                   (1)

I s b î t .  Îldin 1
f x( )  funksiyaning îrttirmàsini tîpàmiz:

( ) ( ) ( )1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f x h f x
f x f x h f x f x h f x

+ −
+ + ⋅

∆ = − = − .

Endi 

1
( )f x

x

 ∆ 
 

∆
 îrttirmàlàr nisbàtining h x= →∆ 0  dàgi limitigà

o‘tàmiz:

( ) 20 0

( ) ( )1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

lim lim ( )
h h

f x h f x
f x h f x h f x f x

f x
→ →

+ −
+ ⋅

′
′= − ⋅ = − ⋅ =

2

( )

( )

f x

f x

′
= − .

Òåîråmà isbît qilindi.
2 - t å î r å m à .  f và g funksiyalàr diffårånsiàllànàdigàn và g ≠ 0

bo‘lgàn nuqtàlàrdà f
g

 funksiya hàm diffårånsiàllànàdi và ulàr uchun

ushbu tånglik o‘rinli bo‘làdi:

( ) 2

gf fgf
g g

′ ′−′
= .                                                 (2)
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Isbît .  f
g

 funksiyaning diffårånsiàllànishi uning f  và 1
g

funksiyalàr ko‘pàytmàsidàn ibîràtligidàn kålib chiqàdi. (1) fîrmu-
làdàn fîydàlànàmiz:

( ) ( ) ( ) 2 2
1 1 1 fg gf fgf f

g g g g g g g
f f f

′ ′ ′′ −′ ′ ′
′= ⋅ = ⋅ + ⋅ = − = .

1 - m i s î l .  
3

4
5

3

x

x

−

+
 funksiyaning hîsilàsini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Bizdà f = x 3 − 5, g = x4 + 3, f ′ = 3x2, g ′ = 4x 3 và
(2) fîrmulà bo‘yichà:

4 2 3 3 6 3 23

4 4 2 4 2

( 3) 3 ( 5) 4 20 95

3 ( 3) ( 3)

x x x x x x xx

x x x

+ ⋅ − − ⋅ − + +−

+ + +

′  = = 
 

.

Ì à s h q l à r

5.48. Funksiyalàrning hîsilàsini tîping:

1) 
2

3
4

5

x x

x

+

+
; 2) 

3

4( 5)

x

x −
; 3) 

3
4

5

x

x

−

+
;

4) 
3 10

5

(1 )x

x

+
; 5) 

3 24 3 5 1
4 1

x x x
x

+ − +
−

.

5.49. Hîsilàlàrning ko‘rsàtilgàn nuqtàlàrdàgi qiymàtlàrini tîping:

1) 
22

2
( ) ,  (0),  (2);x

x
f x f f+ ′ ′=

2) 
2

3
5 7( ) ,  ( 1),  (0,2)x x

x
f x f f− − ′ ′= − .

5.50. Àbssissàsi 2 gà tång bo‘lgàn nuqtàdà 3
4 5

5

x

x
y −

+
=  funksiya

gràfigigà urinuvchi to‘g‘ri chiziqning tånglàmàsini tuzing.

4. Òrigînîmåtrik funksiyalàrni diffårånsiàllàsh.
1) f (x) = sinx funksiya hîsilàsini tîpàmiz:

( )

( )
2 2

sinsin( ) sin 2
2

2

( ) sin( ) sin 2 cos sin ,

2 cos ,

h h

h
x h x h

h h

f x x h x x

x
+ −

∆ = + − = +

= +
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 låkin kîsinus uzluksiz funksiya, shungà ko‘rà ( )
0 2

lim cos cos
h

hx x
→

+ = .

Ikkinchi tîmîndàn, 
0

sin
2

2

lim 1
h

h

h→
=   bo‘lishi îldingi bîblàrdà isbît

qilingàn edi. Shundày qilib,

0

sin( ) sin(sin ) lim cos
h

x h x
h

x x
→

+ −′ = =

yoki
(sinx)′ = cosx                                                  (1)

và sinus funksiya diffårånsiàli:

d (sinx) = cosxdx.                                            (2)

2) ( )2 2
cos( ) cos 2 sin sinh hx h x x+ − = − +  îrttirmàning h gà

nisbàtining h→0 dàgi limiti yuqîridàgi kàbi àlmàshtirishlàrdàn
so‘ng quyidàgini båràdi:

(cosx)′ = −sinx,                                                (3)
d(cosx) = −sinxdx.                                             (4)

3) bo‘linmà, sinus và kîsinusning hîsilàlàri fîrmulàlàridàn
fîydàlànsàk, quyidàgilàrni hîsil qilàmiz:

( ) 2

2 2

cos (sin ) sin (cos )sin
cos cos

cos cos sin sin 1

cos cos

(tg )

,

x x x xx
x x

x x x ( x)

x x

x
′ ′⋅ − ⋅

⋅ − ⋅ −

′′ = = =

= =

yoki

2
1

cos
(tg )

x
x ′ = ,                                                 (5)

2cos
(tg ) dx

x
d x = .                                                   (6)

4) Shu kàbi:

2
1

sin
(ctg )

x
x ′ = − ,                                             (7)

2sin
(ctg ) dx

x
d x = − .                                              (8)
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1 - m i s î l .  Sinusîidà và tàngånsîidà kîîrdinàtàlàr bîshidà
OX o‘qini qàndày burchàk îstidà kåsishini àniqlàymiz.

Y e c h i s h .  Î (0; 0) nuqtàdà sinusîidàgà urinuvchi y = kx
to‘g‘ri chiziqning k = tgα burchàk kîeffitsiyåntini tîpishimiz
kåràk, bundà α – izlànàyotgàn burchàk. k = (sinx)′ = cosx. Låkin
O (0; 0) nuqtàdà cos0 = 1. Dåmàk, k = tgα = 1, bundàn α = π/4.

Shu kàbi 2
1

cos
(tg )

x
k x ′= =  bo‘yichà õ = 0 dà k = 1, bu sàfàr

hàm bundàn α = π/4 bo‘lishi àniqlànàdi.

2 - m i s î l .  Àbssissàsi 0 6
x π=  bo‘lgàn nuqtàdà kîsinusîidàgà

urinuvchi to‘g‘ri chiziq tånglàmàsini tuzàmiz.
Y e c h i s h .  Urinmàning y − y0 = k(x − x0) tånglàmàsigà

0
3
26

cosy π= = , 0 0
1
2

(cos ) sink x x′= = − = −  qo‘yilsà,

( )3 1
2 2 6

y x π− = − −   hîsil bo‘làdi. Bu yerdàn 31
2 12 2

y x π= − + + .

3 - m i s î l .  ( )4
ctg 0,001π +  ning tàqribiy qiymàtini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  f (x0 + h) ≈ f (x0) + f ′(x0) ⋅ h fîrmulàdàn

fîydàlànàmiz. Bizdà f (x) = ctgx, 02
1

4sin
( ) ,  

x
f x x π′ = − = , h =

=0,001. Ìisîldà izlànàyotgàn qiymàtning qàndày àniqlikdà bo‘lishi
àytilmàgàn. Bu àniqlik 0,001 gàchà kàttàlikdà bo‘lsin, dåylik. U
hîldà

( ) 22

0,0011
4 4 sin 24

2

ctg 0,001 ctg 0,001 1 0,998.π π
π  

 
 

+ ≈ − ⋅ = − =

Àgàr burchàk gràduslàrdà bårilgàn bo‘lsà, fîrmulàlàrdàn fîydà-
lànishdà ràdiàn o‘lchîvigà o‘tilàdi. Ìàsàlàn,

( ) ( )90 906 6 6

3 1
2 2 90

cos28 cos(30 2 ) cos cos sin

0,8660 0,5 0,0349 0,883.

π π π π π

π

= − = − ≈ − ⋅ − =

= + ⋅ = + ⋅ ≈

o o o

Shu màqsàddà tàyyor jàdvàllàrdàn yoki mikrîkàlkulatîr và
EHÌning imkîniyatidàn hàm fîydàlànish mumkin.
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5. Ìuràkkàb funksiya hîsilàsi. Îldingi bàndlàrdà funksiyalàrni
diffårånsiàllàsh jàràyonidà biz hîsilàning tà’rifidàn fîydàlàndik.
Àgàr muràkkàb funksiyalàrni diffårånsiàllàsh zàrur bo‘lsà, màõsus
qîidàlàrdàn fîydàlànish qulàyrîq.

Ò å î r å m à .  f (x) funksiya õ nuqtàdà, g(t) funksiya t = f (x)
nuqtàdà diffårånsiàllànsin. U hîldà g(f (x)) muràkkàb funksiya
hàm õ nuqtàdà diffårånsiàllànàdi và ushbu tånglik o‘rinli bo‘làdi:

(g(f (x)))′=g ′(f (x)) ⋅ f ′(x).                                (1)

I s b î t .  t = f (x), t + v = f (x + h) bo‘lsin. g(t) funksiya îrttirmàsi:
∆(g(f (x))) = g(f (x + h)) − g(f (x)) = g(t + v) − g(t). Shàrt
bo‘yichà g funksiya t = f (x) nuqtàdà diffårånsiàllànàdi. Shungà
ko‘rà:

∆(g(f (x))) = (g ′(t) + α)v = (g ′(t) + α)(f (x + h) − f (x)),    (2)

bundà α miqdîr v→0 dà chåksiz kichràyadi. Biz v = 0 dà α = 0
dåb qàbul qilàmiz. (2) tånglikning ikkàlà qismini h gà bo‘lib, h→0
bo‘yichà limitgà o‘tàmiz. U hîldà v→0 bo‘lgànidàn α→0 bo‘làdi.
Nàtijàdà:

0 0 0

( ( ))lim lim( ( ) ) lim ( ) ( )
h h h

g f x f
h h

g t g t f x
→ → →

∆ ∆′ ′ ′= + α ⋅ = ⋅ =

( ( )) ( )g f x f x′ ′= ⋅ .

Isbît bo‘ldi.
1 - m i s î l .  Àgàr g(t) = t n, t = f (x) bo‘lsà, g ′(t) = (t n)′ =

= nt n−1 ⋅ t ′ = n(f (x))n−1 ⋅ f ′(x) bo‘làdi.
2 - m i s î l .  cos(x 3 − x 2 − 2) funksiyaning hîsilàsini tîpàmiz.
Y e c h i s h .  t = x 3 − x 2 − 2, g(t) = cost bo‘lsin. U hîldà: g ′(t) =

= − sint,  f ′(x) = 3x 2 − 2x. U hîldà: (cos(x 3 − x 2 − 2))′ = −sin(x 3 −
− x 2 − 2) ⋅ (3x 2 − 2x).

Ì à s h q l à r

5.51. Hîsilàlàri và diffårånsiàllàrini tîping:

1) 4cos x ; 2) 1
cos x

;               3) tg ctgx x+ ;

4) 3 3sin cosx x− ; 5) 3
1

cos x
;             6) 3 2( 4) cosx x− ;

7) 2 33 cos ( 5) sinx x x x+ + ;                      8) 1 cos
1 cos

x
x

+
−

;
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9) 1
1

+
−
sin
sin

x
x

; 10) 3 56 sin 4 tgx x+ .

5.52. Hîsilàning tà’rifidàn fîydàlànib isbît qiling:

1) 2
2

cos 2
(tg2 )

x
x ′ = ; 2) 2

1

sin
(ctg )

x
x ′ = − ;

3) (cos2x)′ = −2sin2x; 4)(sin3x)′ = 3cos3x.

5.53. Ifîdàlàrning tàqribiy qiymàtlàrini tîping:

1) ( )6
sin 0,02π + ;   2) ( )3

cos 0,001π + ;   3) ( )3
tg 0,001π + ;

4) ( )3
4

tg 0,02π − ;   5) ( )2
3

ctg 0,003π − ;  6) sin74o ;

7) cos31 30′o ;    8) ctg59 30′o .

5.54. x0 nuqtàdà f funksiya gràfigigà urinuvchi to‘g‘ri chiziq
tånglàmàsini tuzing:

1) 3
0

2
3

( ) sin ,  f x x x π= = ;     2) 0
2
3

( ) cos ,  f x x x x π= = ;

3) 3
0 3

( ) tg ,  f x x x π= = ;      4) 3
0

5
4

( ) ctg ,  f x x x π= = .

5.55. Funksiyaning hîsilàsini tîping:

1) ( )165 1x − ;           2) ( )3
sin 5x π+ ;

3) ( )3 2
6

sin 7x π− ;           4) 2
2
1

sin 3
3

x
x − ;

5) 24 sin 1x − ;           6) cos x ;

7) sin 2x ;           8) 3 3cos 7 sin 7x x+ ;

9) 3tg ctgx x− ;          10) 1sin
x

y = ;

11) sin(sin )y x= ;           12) 
2

tg xy = ;

13) 2sin 1y x= + ;          14) ( )11 tg
x

y x= + + ;

15) 2 1

1
cos x

x
y −

+
= .
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5.56. x0 nuqtàdà f funksiya gràfigigà urinuvchi to‘g‘ri chiziqning
tånglàmàsini tuzing:

1) 3
0 6

( ) cos ,  f x x x π= = ;        2) 2
0 3

( ) sin( 3 1),  f x x x x π= − + = ;

3) 33
0( ) tg( ),  f x x x= = π ;   4) ( )4

0 46
( ) ctg ,  f x x xπ π= − = .

5.57. f (a + h) ≈ f (a) + f ′(a) ⋅ h fîrmulàdàn fîydàlànib,
funksiyalàrning qiymàtini 0,001 gàchà àniqlikdà tîping:

1) ( )3
sin 0,003π − ;  2) ( )6

cos 0,002π + ;    3) ( )4
tg 0,003π + ;

4) sin61°;    5) cos30°30′;   6) tg59°30′.

5.58. Quyidàgi funksiyalàrni tåkshiring và gràfigini yasàng:

1) 1 1
3 5

( ) sin sin 3 sin 5f x x x x= + + ;

2) 1 1
3 5

( ) cos cos3 cos5f x x x x= + + .

5.59. Òåkislikdà îlingàn O và À nuqtàlàr îràsidàgi màsîfà
s gà tång. À nuqtàdàgi E yoritilgànlik eng kàttà bo‘lishi uchun
B làmpîchkà shu tåkislikdàn qàndày bàlàndlikdà ilinishi kåràk?

(ÎB – ?) À nuqtàdàgi yoritilgànlik 2

sin

r
E I

ϕ= ⋅  fîrmulà bo‘yichà

hisîblànàdi, bundà r = AB, ϕ = ∠BAO; àrgumånt sifàtidà ϕ
burchàkni îling; I – yorug‘lik kuchi (V.3-ràsm).

6. Òåskàri trigînîmåtrik funksiyalàrni diffårånsiàllàsh.
Àgàr y = ϕ(õ) và y = ψ(õ) funksiyalàr o‘zàrî tåskàri bo‘lsà,

ulàrning gràfiklàri u = õ bissåktrisàgà nisbàtàn simmåtrik jîylà-

A

B

Oϕ

Y

XO

l2

l1

y = ψ(x)

y = ϕ(x)

y = (x)

B(y0; x0)

A(x0; y0)

                   V.3-rasm.                                               V.4-rasm.
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shishini bilàmiz. Shungà ko‘rà, birîr À(õ0; y0) nuqtàdà ϕ gràfikkà
urinuvchi l1 to‘g‘ri chiziqqà y = x to‘g‘ri chiziqqà nisbàtàn simmåtrik
B(y0; õ0) nuqtàdà ψ gràfikkà urinuvchi l2 to‘g‘ri chiziq màvjud
(V.4-ràsm).

Dåmàk, õ0 nuqtàdà ϕ funksiyaning diffårånsiàllànishidàn y0
nuqtàdà ψ funksiyaning diffårånsiàllànishi kålib chiqàdi (qàt’iy
isbîti îliy màtåmàtikàdà bårilàdi). Õususàn, trigînîmåtrik
funksiyalàrning diffårånsiàllànishidàn tåskàri trigînîmåtrik
funksiyalàrning diffårånsiàllànishi kålib chiqàdi. Bundàn fîydà-
lànàmiz:

1) Àgàr y = arcsinx bo‘lsà, siny = x bo‘lishini bilàmiz, bundà

2 2
yπ π− < < . U hîldà (siny)′ = x ′ = 1 yoki muràkkàb funksiya hîsilàsi

fîrmulàsi bo‘yichà cosy ⋅ y ′ = 1 yoki 1
cos y

y ′ =  gà egà bo‘làmiz.

Låkin 2 2
yπ π− < <  dà cosy > 0, 2 2cos 1 sin 1y y x= − = − ,

nàtijàdà:

( (
2

1

1
(arcsin ) , 1

x
x x

−
′ = < ,                          (1)

21
(arcsin ) , 1dx

x
d x x

−
= < .                                  (2)

2) Shu kàbi quyidàgilàrni hîsil qilàmiz (undà | x | < 1):

2

1

1
(arccos ) ,

x
x

−
′ = −                                           (3)

21
(arccos ) dx

x
d x

−
= − .                                          (4)

3) y = arctgx bo‘yichà tgy = x, låkin 
2
1

cos
(tg ) 1

y
y y′ ′= ⋅ =  edi.

Bu tånglikkà 2
2 2

1 1

1 tg 1
cos

y x
y

+ +
= =  qo‘yilsà, nàtijàdà:

2
1

1
(arctg ) ,

x
x

+
′ =                                                 (5)

21
(arctg ) dx

x
d x

+
= .                                                 (6)

4) Shu kàbi:

2
1

1
(arcctg ) ,

x
x

+
′ = −                                              (7)
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21
(arcctg ) dx

x
d x

+
= − .                                              (8)

1 - m i s î l .  Quyidàgi funksiyalàrning hîsilàlàrini tîpàmiz:

à) 2x ⋅  arctg24x; b) x 3 ⋅ arcsin3x; d) 2
arcsin 2 x

.

Y e c h i s h .
à) (2õ ⋅ arctg24x)′ = 2x ′ ⋅ arctg24x + 2x ⋅ (arctg24x)′ =

= 2(arctg24x + x ⋅ 2arctg4x ⋅ 2
1

1 16 x+
⋅ (4x)′) = 2arctg4x ⋅ (arctg4x +

+ 2
8

1 16

x

x+
);

b) 3 3 3

2 3 2

2 2

1

1 9 1 9

( arcsin3 ) ( ) arcsin3 (arcsin3 )

3 arcsin3 (3 ) 3 arcsin3 ;x

x x

x x x x x x

x x x x x x
− −

′ ′ ′⋅ = + =

 
′= ⋅ + ⋅ ⋅ = +  

 

d) ( ) 1
2

2 2 2 2

12
2 2
2 1 4

2 1 (2 ) 2 1 4

arcsin arcsin

arcsin arcsin

2((arcsin 2 ) ) 2 (arcsin 2 )

(2 ) .

x x

x x x x

x x

x

−

− ⋅ −

′ ′ ′= = − ⋅ ⋅ =

′= − ⋅ ⋅ = −

2 - m i s î l .  0
1
3

x =  nuqtàdà y = arcctg3x funksiya gràfigigà uri-

nuvchi to‘g‘ri chiziq tånglàmàsini tuzàmiz.
Y e c h i s h .  Òånglàmàni y = y0 + k(x − x0) ko‘rinishdà izlàymiz.

Ìàsàlà shàrtigà ko‘rà ( )0 0
1 1
3 3 4
,  arcctg 3 arcctg1x y π= = ⋅ = = ,

(arcctg3 )k y x′ ′= =  2
3

1 9x+
= − , 

( )
0 2

3 3
211 9

3

( )y x
+ ⋅

′ = − = − . Urinmà:

( )3 1
4 2 3

y xπ= − − .

3 - m i s î l .  à) arcsin 0,48;   b) arctg 0,96 ifîdàlàr qiymàtlàrini
0,001 gàchà àniqlikdà tîpàmiz.

Y e c h i s h .  à) f (x + h) ≈ f (x) + f ′(x)h tàqribiy fîrmulàdàn
fîydàlànàmiz. Bizdà
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2

1

1 0,5

0,04
6 3

arcsin 0,48 arcsin(0,5 0,02) arcsin 0,5 ( 0,02)

0,5236 0,0231 0,5005 0,501;

−

π

= − ≈ + ⋅ − =

= − = − = ≈

b) 2
1

1 1
arctg0,96 arctg(1 0,04) arctg1 ( 0,04)

+
= − ≈ + ⋅ − =

4
0,02π= −  0,765.≈   | x | < 1 bo‘lgàndà arctgx và arcctx ni àniqrîq

hisîblàsh màqsàdidà quyidàgi tàqribiy tångliklàrdàn fîydàlànish
mumkin:

3 5 2 1

3 5 2 1
arctg ... ( 1) ...,  

nnx x x
n

x x n N
+

+
= − + + + − ⋅ ± ∈ .           (9)

2
arcctg arctgx xπ= − .                                         (9′)

4 - m i s î l .  arctg 0,3 qiymàtini 1 ⋅ 10−4 gàchà àniqlikdà tîpàmiz.
Y e c h i s h .  Shundày nàturàl n sînni tîpish kåràkki, undà
2 10,3

2 1
0,0001

n

n

+

+
<  bo‘lsin. n = 2 dà 

50,3
5

0,00048 0,0001= > , låkin

n = 3 dà 
70,3

7
0,00003 0,0001= < . Shuning uchun n = 3 dåb

îlinishi kifîya. U hîldà:
3 5 70,3 0,3 0,3

3 5 7
arctg0,3 0,3 0,2958≈ − + − ≈ .

Ì à s h q l à r

5.60. Funksiyalàrning hîsilàlàrini tîping:

1) 
2arcsin 3y x= ;                   2) 2arccosy x= ;

3) 3 4arctgy x= ;                   4) arcctg(ctg )y x= ;

5) arcsin arccosy x x= − ;                   6) 21
arccos x

x
y

+
= ;

7) 
2

arccos

1

x x

x
y − ⋅

−
= ;                   8) arcsin

arccos
x
x

y = ;

9) 2arcsin 1y x x x= + − ;                  10) sin arctgy x x x= ⋅ ⋅ ;
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11) arctgy x x= ⋅ ; 12) 2arcsin
x

y = ;

13) 1
1

arcsin x
x

y −
+

= .

5.61. 0,001 gàchà àniqlikdà hisîblàng:

1) arcsin( 0,47)− ; 2) arctg( 3 0,003)− ; 3) arccos 0,52 .

5.62. Funksiyalàrning gràfiklàrini yasàng:

1) 1
1

arcctg x
x

y −
+

= ; 2) 3
3 arctg xy x= − ; 3) arctgy x x= + .

7. Yuqîri tàrtibli hîsilàlàr. f ′(x) hîsilà õ ning funksiyasidàn
ibîràt. Uning (f ′(x))′ hîsilàsi (àlbàttà, u màvjud bo‘lsà) f  funksiya-
ning ikkinchi hîsilàsi yoki ikkinchi tàrtibli hîsilàsi dåyilàdi và f ′′(x)
îrqàli bålgilànàdi. Òà’rif bo‘yichà (f ′(x))′ = f ′′(x). Shu kàbi (f ′′)′ =
= f ′′′, (f ′′′)′ = f IV  và hîkàzî. Ìàsàlàn,  f (x) = x3  funksiya uchun
f ′ = 3x2, f ′′ = 3 ⋅ 2x, f ′′′ = 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 6, f IV = 6′ = 0.

Òo‘g‘ri chiziqli hàràkàt qilàyotgàn nuqtà t vàqt ichidà s màsîfàni

o‘tgàn và s
t

=v  tåzlikkà erishgàn bo‘lsin. Àgàr tåzlik (t; t + ∆t)

vàqt îràlig‘idà ∆v îrttirmà îlgàn bo‘lsà, 
t

∆
∆
v  nisbàt tåzlikning vàqt

birligi ichidà o‘rtàchà o‘zgàrishini ko‘rsàtàdi và o‘rtàchà tåzlànish

dåb àtàlàdi. t  mîmåntdàgi tåzlànish sifàtidà ( ) d
dt

t′ = vv  hîsilà qàbul

qilinàdi. Låkin v tåzlikning o‘zi ( ) ds
dt

s t′ =  birinchi tàrtibli hîsilà.

Dåmàk, tåzlànish s kàttàlikning ikkinchi tàrtibli hîsilàsi bo‘làdi:
a = s ′′(t). Shu kàbi (n − 1)- tàrtibli hîsilàdàn îlingàn hîsilà funk-
siyaning n- tàrtibli hîsilàsi bo‘làdi:

(f (n−1))′ = f (n).

Hîsilàning tàrtibini ko‘rsàtuvchi n  sînni dàràjà ko‘rsàtkichidàn
fàrq qilib, rim ràqàmlàridà yoki kichik qàvslàr ichigà îlib yozilàdi:

y′′, y′′′, yIV, yV, y(6), y(m) và hîkàzî.

f (x) = x m, m∈N funksiyadàn îlinàdigàn n- tàrtibli hîsilà

(xm)(n) = (mxm−1)(n−1) = (m(m − 1)xm−2)(n−2), umumàn,

(xm)(n) = m(m − 1)(m − 2)...(m − n + 1)xm−n, m ≥ n            (1)
ko‘rinishdà bo‘làdi.
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Õususàn, m = n bo‘lgàndà (xm)(n) = m(m − 1)(m − 2) ⋅ ... ... ⋅ 3 ×
× 2 ⋅ 1 = m ! gà egà bo‘làmiz. Ìàsàlàn, (x 4)IV = 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 4! = 24.
m < n dà (xm)(n) = 0 bo‘làdi. Hàqiqàtàn, (x 4)(V) = ((x4)IV)′ = (24)′ = 0.

1 - m i s î l .  (õ 3 + 3)6 ⋅ (õ2 − 5)3 funksiyaning n = 24- tàrtibli
hîsilàsini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Qàvslàr îchilib, iõchàmlàshtirishlàr bàjàrilsà, bîsh
hàdi õ24 bo‘lgàn, ya’ni m = 24-dàràjàli ko‘phàd hîsil bo‘làdi. m = n
bo‘lmîqdà. Shungà ko‘rà ((õ 3 + 3)6 ⋅ (õ2 − 5)3)(24) = (x 24 + A ⋅ x 23 +
+B ⋅ x 22 + ... + M)(24) =   ((1) fîrmulà) 24 ⋅ 23 ⋅ ... ⋅ (24 − 24 +
+1)õ24−24 + 0 + 0 +  ... + 0 = 24!, bundà À, B, ..., Ì –
iõchàmlàshtirishlàr nàtijàsidà hîsil bo‘làdigàn sînlàr.

Ì à s h q l à r

5.63. Hîsilàlàrni tîping:

1) ( )2 3 1x x ″+ − ;                    2) 2( 3 1)x x ′′′+ − ;

3) 5 2 (4 )(3 2 3)x x− + ;             4) 
3

3
4

6

x

x

+

+

″ 
 
 

;             5) x
x

3

2 1−






″
;

6) x
x 2 1+







″
;       7) x

2






″
; 8) 2 5 3 10 (45)(( 4) ( 1) )x x− ⋅ + ;

9) 2 5 3 10 (40)(( 4) ( 1) )x x− ⋅ + ;     10) 4 3 (7)( 2 )x x− ;

11) 
(48)

2
1

9 20x x

 
  + + 

.

5.64. 
( )n

a
x a

 
 
 + 

 uchun fîrmulà chiqàring.

5.65. So‘nmàs tåbrànmà hàràkàt 2sin t
T

s A π=  tånglàmà bilàn

ifîdàlànàdi, bundà Ò – tåbrànish dàvri, À – àmplitudàsi, s –
turg‘unlik hîlàtidàn îg‘ish. Hàràkàtning v = s ′ tåzligi và v ′ = s′′
tåzlànishini tîping.

8. Êo‘rsàtkichli, lîgàrifmik và dàràjàli funksiyalàrning hîsilàsi.
Dàstlàb y = ex funksiyaning hîsilàsini hisîblàymiz:

1( 1);  
hx h x x h xy e

h h
y e e e e e+ ⋅

∆ −∆ = − = − = .
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0

1lim 1
h

h

e
h→

− =  bo‘lgànligi uchun 
0

lim x

h

y
h

e
→

∆ = , ya’ni ( )x xe e′ = .

( )u xy e=  funksiya bårilgàn bo‘lsà, muràkkàb funksiyani diffå-
rånsiàllàsh qîidàsigà ko‘rà

( ) ( )( ) ( )u x u xe e u x′ ′= ⋅
bo‘làdi.

xy a=  funksiyani diffårånsiàllàsh uchun lnx x aa e=  munî-
sàbàtdàn fîydàlànàmiz:

ln ln( ) ( ) ( ln ) lnx x a x a xa e e x a a a′ ′= = ⋅ ⋅ = ⋅ .

Dåmàk, ( ) lnx xa a a′ = ⋅ .

1 - m i s î l .  3 3 3( ) (3 ) 3x x xe e x e′ ′= ⋅ = .

2 - m i s î l .  3xy =  hîsilàsini hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  3 ln 3xy ′ = ⋅ .
Umumàn,

( ) ( )( ) ( ) lnu x u xa a u x a′ ′= ⋅ ⋅ .

3 - m i s î l .  sin sin(3 ) 3 cos ln 3x x x′ = ⋅ ⋅ .

logay x=  lîgàrifmik funksiya yx a=  funksiyagà nisbàtàn tås-
kàri funksiya bo‘lgàni uchun tåskàri funksiyani diffårånsiàllàsh
qîidàsigà ko‘rà

1 1 1 1
lnlnyy

x x a xa a
y

′
′ = = = ⋅

bo‘làdi. Dåmàk, 1
ln

(log )a x a
x ′ = . Õususàn, 1(ln )

x
x ′ = .

Àgàr log ( )ay u x=  funksiyani diffårånsiàllàsh tàlàb etilsà,

1
( ) ln

(log ( )) ( )a u x a
u x u x′ ′= ⋅

bo‘làdi.

4 - m i s î l .  à) 3logy x= ;  b) 4log 5y x=  funksiyalàr hîsi-
làlàrini hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  à) 1
ln 3x

y ′ = ;  b) 1
ln 4x

y ′ = .
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Biz 1( ) ,  n nx nx n N−′ = ∈  ekànligini ko‘rgàn edik. Endi y x α= ,

α∈R  funksiyani diffårånsiàllàsh qîidàsini kåltiràmiz. y x α= =

ln xeα⋅=  bo‘lgànligi uchun
ln ln 11( ) ( ln )x x

x
y e e a x x xα α α α−′ ′ ′= = = ⋅ α ⋅ = α .

Dåmàk, 1( )x xα α−′ = α . Funksiya muràkkàb bo‘lgàn hîldà,
1( ( )) ) ( ( )) ( )u x u x u xα α−′ ′= α ⋅

bo‘làdi.

5 - m i s î l .  
3
45y x

−
= ⋅  funksiyaning hîsilàsini hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  ( )
3 71
4 43 15

4 4
5y x x

− − −
′ = ⋅ − ⋅ = − .

Ì à s h q l à r

5.66. Funksiyalàrning hîsilàsini tîping:

1) 2 xy = ; 2) 
4x
xy = ; 3) y x x= ⋅10 ;

4) cosxy e x= ; 5) cos
x
x

e
y = ; 6) 1 10

1 10

x

x
y −

+
= ;

7) 21

xe

x
y

+
= ; 8) sin(2 )xy = .

5.67. Funksiyalàrning hîsilàsini tîping:

1) 3logy x= ; 2) 2lny x= ;        3) lgy x x= ;

4) 
2

1
log
x

x
y −= ; 5) sin lny x x x= ;        6) 1

ln x
y = ;

7) 1 ln
1 ln

x
x

y −
+

= ; 8) ln siny x= .

5.68. Funksiyalàrning hîsilàsini tîping:

1) 
2( 4)

3
x
x

y
+
+

= ; 2) 
2

2(1 )

x

x
y

−
= ; 3) 1

1 2

x

x
y +

+
= ;

4) 
3

3
1 2

1 2

x

x
y −

+
= ; 5) 21y x= − ; 6) ( )1

mx
x

y
−

= ;

7) 3
2

1

1 x
y

+
= ; 8) 1

1
x
x

y +
−

= .
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3-§. Hîsilàning tàtbiqi

1. Funksiyaning ekstråmumlàrini àniqlàsh. Àgàr [à; b] kåsmàdà
f (x) funksiya o‘suvchi bo‘lsà (V.5-ràsm) shu kåsmàgà tågishli
iõtiyoriy õ = õ1 àbssissàli nuqtàdà f (x) gràfigigà o‘tkàzilgàn urinmà
ÎX o‘qining musbàt yo‘nàlishi bilàn ϕ o‘tkir burchàk tàshkil etàdi.
O‘tkir burchàk tàngånsi esà musbàt, tgϕ > 0, bundàn k = f ′(x1) > 0
ni àniqlàymiz.

Shu kàbi [d; e] dà f funksiya kàmàyuvchi bo‘lsà, ϕ o‘tmàs
burchàk và k = tgϕ = f ′(x) < 0 bo‘làdi.

f funksiya o‘suvchi, ya’ni õ1 < x1 + h bo‘lgàndà f (x1) < f (x1 + h)
bo‘lib, àrgumåntning ∆õ = (õ1 + h) − x1 = h îrttirmàsi và
funksiyaning ungà mîs ∆y = f (x1 + h) − f (x1) îrttirmàsi bir õil
ishîràli, funksiya kàmàyuvchi bo‘lgàndà esà qàràmà-qàrshi ishîràli
bo‘làdi.

1 - t å î r å m à .  Àgàr õ1 nuqtàdà f funksiyaning hîsilàsi f ′(x1) >
>0 bo‘lsà, shu nuqtà yaqinidà àrgumåntning ∆õ = h và funksiyaning
∆y = f (x0 + h) − f (x0) îrttirmàlàri bir õil ishîràli, f ′(x1) < 0
bo‘lgàndà bu îrttirmàlàr qàràmà-qàrshi ishîràli bo‘làdi.

I s b î t .  Shàrtgà ko‘rà õ0 nuqtàdà f ′ hîsilà màvjud. U hîldà
õ = õ0 dàn õ = õ0 + h gà o‘tishdàgi funksiya îrttirmàsini

∆f = f (x1 + h) − f (x1) = (f ′(x1) + α) ⋅ h

ko‘pàytmà ko‘rinishidà yozish mumkin. α funksiya h→0 dà chåksiz

kichik, 
0

lim 0
h→

α = . Shungà ko‘rà h→0 dà f ′ và f ′ + α làr õ1 nuqtà

14 Algebra, II qism

Y

O x0 a x1 b x2     x3  d   e  X

f ′ = 0

f ′> 0

f (x)
f  ′< 0

Y

O         a         b               c     d       X

A B

C

ϕ

f ′> 0 f ′< 0

f ′< 0

f ′< 0

f ′(b) = −∞
y ′(c − h)>0

y ′(c + h)

f ′> 0

f ′< 0

                   V.5-rasm.                                        V.6-rasm.

f ′ = 0

f ′ = 0
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yaqinidà bir õil ishîràgà egà bo‘làdi. Dåmàk, ikki hîl bo‘lishi
mumkin:

1) yo f ′ > 0, u hîldà ko‘pàytmàdàgi ∆f và h îrttirmàlàr bir õil
ishîràli;

2) yoki f ′ < 0, bu hîldà ∆f và h îrttirmàlàr hàr õil ishîràli. Isbît
bo‘ldi.

õ0 nuqtàning (V.5-ràsm) chàp yaqinidà f ′(x0 − h) < 0, o‘zidà
f ′(x0) = 0 (chunki (õ1, f (x1)) nuqtàdàn o‘tuvchi urinmà OX o‘qigà
pàràllål, ϕ = 0, tgϕ = 0), o‘ng yaqinidà f ′(x0 + h) > 0. Shu bilàn
birgà f ning x0 nuqtà àtrîfidàgi qiymàtlàri õ0 dàgi qiymàtidàn
kichik emàs, f (x0 + h) ≥ f (x0), ya’ni f (x) funksiya õ0 nuqtàdà
minimumgà erishàdi. Àksinchà, f (x3 ± h) ≤ f (x3), ya’ni funksiya õ3
nuqtàdà màksimumgà erishàdi. Ìàksimum và minimum nuqtàlàrini
birgàlikdà funksiyaning ekstråmum nuqtàlàri dåb àtàlàdi.

Shundày qilib, funksiyaning nuqtàdà ekstråmumgà (ekstråmàl
qiymàtgà) egà bo‘lishi uning shu nuqtàdà và uning àtrîfidà qàndày
qiymàt qàbul qilishigà bîg‘liq. Ekstråmum nuqtàsidà f ′ = 0 bo‘lib,
undà f gràfigigà urinmà OX o‘qigà pàràllål bo‘làdi. Låkin hîsilà
màvjud bo‘lmàgàn (funksiya diffårånsiàllànmàydigàn) nuqtàlàrdà
hàm funksiya ekstråmumgà egà bo‘lishi mumkin. V.6-ràsmdà À
màksimum nuqtàsidàn o‘tgàn urinmà OY o‘qigà pàràllål (ϕ = 90°),
f ′(x = a) = tg90° = ∞. Chizmàdàgi C màksimum nuqtàsidàn esà
bittàdàn îrtiq (chizmàdà ikkità) urinmà o‘tàyotgànligidàn bu hîldà
hàm hîsilà màvjud emàs.

2 - t å î r å m à .  f funksiyaning hîsilàsi õ0 ekstråmum nuqtàdà
yo nîlgà tång, yoki màvjud emàs.

I s b î t .  Òo‘rt hîl bo‘lishi mumkin: 1) f ′(x0) > 0; 2) f ′(x0) < 0;
3) f ′(x0) = 0; 4) f ′(x0) hîsilà màvjud emàs.

Àgàr f ′(x0) > 0 bo‘lsà, 1-tåîråmàgà muvîfiq õ0 nuqtà yaqinidà
∆f  và ∆õ îrttirmàlàr bir õil ishîràgà egà bo‘làdi:

[x0 − h; x0] kåsmàdà ∆õ = õ0 − (õ0 − h) = h > 0 và ∆f = f (x0) −
− f (x0 − h) > 0;

[x0; x0 + h] dà ∆õ = (õ0 + h) − x0 = h > 0, ∆f = f (x0 + h) − f (x0) > 0.
Bungà qàràgàndà [õ0 − h; x0 + h] kåsmàdà f (x0 − h) < f (x) <

< f (x0 + h) o‘rinli, ya’ni õ0 – ekstråmum nuqtàsi emàs.
Shu kàbi, àgàr f ′(x0) < 0 bo‘lsà, f funksiya õ0 nuqtàdà ekstrå-

mumgà egà bo‘lmàsligi isbîtlànàdi. Dåmàk, f ′(x) = 0 bo‘làdigàn
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yoki f ′(x) màvjud bo‘lmàgàn nuqtàlàr ekstråmum nuqtàlàri
bo‘lishi mumkin.

Bu tåîråmà ekstråmumlikkà «shubhàli» nuqtàlàrni àniqlàshgà
imkîn båràdi. Ulàr îràsidàn hàqiqàtàn hàm ekstråmum nuqtàlàri
àjràtib îlinishi kåràk. Ìàsàlàn, f (x) = (x − 2)3 funksiyaning hîsilàsi
f ′(x) = 3(x − 2)2 và o‘zi õ = 2 dà nîlgà àylànàdi. Låkin bu nuqtà
ekstråmum nuqtàsi emàs. Chunki õ = 2 dàn chàpdà (õ − 2)3 funksiya
mànfiy, o‘ngdà musbàt, ya’ni funksiya gràfigi bu nuqtàdà burilàdi.

V.6-ràsmdà funksiya B nuqtàdà bukilàdi, õ = d dà uzilàdi, uning
chàp và o‘ng tîmînlàridà hîsilà màvjud và turli ishîràlàrgà egà,
nuqtàning o‘zidà ekstråmumgà egà emàs. V.5-ràsmdà gàrchi õ2

nuqtàdà f ′ = 0 bo‘lsà-dà, bu nuqtàdà ekstråmum yo‘q, gràfik
bukilishgà egà.

1 - m i s î l .  y = õ3 − õ2 − õ funksiyaning màksimum và
minimumini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Ekstråmumgà „shubhàli“ nuqtàlàrni tîpàmiz.
Buning uchun y ′ = 0 tånglàmàni yechàmiz. y ′ = 3x 2 − 2x − 1 = 0

tånglàmàning ildizlàri − 1
3
 và 1. Funksiyaning 1

3
x = −  nuqtà

àtrîfidàgi hîlàtini tåkshiràmiz:

1
3

x < −  dà 1
3

x = −  dà 1
3

x > −  dà

y ′ > 0 y ′ = 0 y ′ < 0

Bu nuqtàdà y ′ ning ishîràsi «+» dàn «−» gà o‘zgàrmîqdà.

Dåmàk, funksiya 1
3

x = −  dà màksimumgà erishàdi, funksiyaning

bu qiymàtini tîpish uchun 1
3

x = −  ni funksiya ifîdàsigà qo‘yamiz:

( ) ( ) ( ) ( )3 21 1 1 1 5
3 3 3 3 27

f − = − − − − − = .

x = 1 nuqtà hàm shu kàbi tåkshirilàdi:

x < 1 dà x = 1 dà x > 1 dà

y ′ < 0 y ′ = 1 y ′ > 0
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Funksiya õ = 1 dà minimumgà erishàdi. Uni hisîblàymiz:

f (1) = 13 − 12 − 1 = −1. Shundày qilib, ( )1 5
3 27
;  −  – funksiyaning

màksimum nuqtàsi, (1; −1) – minimum nuqtàsi.

2 - m i s î l .  3 2x  funksiya ekstråmumgà egà bo‘lishi mumkin
bo‘lgàn nuqtàlàrni àniqlàymiz và ekstråmumlàrni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  
2 2 13 2 3 3

3
2 2
3 3

( ) ( )
x

y x x x D y
−′ 

′ ′ ′= =   = = ⇒ =
 
 

\ {0}R= .

Bàrchà õ ≠ 0 nuqtàlàrdà y ′ ≠ 0. Dåmàk, õ ≠ 0 dà hîsilà màvjud,
låkin u nîlgà tång emàs, funksiya ekstråmumgà erishmàydi.

õ = 0 dà esà hîsilàning tà’rifi bo‘yichà:

3 2

30 0 0

( ) (0) 1(0) lim lim lim
h h h

f h f h
h h h

f
→ → →

−′ = = = = ∞ .

Hîsilàning õ = 0 nuqtà àtrîfidàgi ishîràlàrini àniqlàymiz:
hîsilàning ishîràsi mànfiy, ∞ îrqàli musbàtgà o‘zgàrmîqdà. õ = 0
nuqtàdà funksiya hîsilàsi màvjud emàs, låkin undà funksiya

minimumgà erishàdi (V.7-ràsm). Uni tîpàmiz: 3 20 0y = = .
Shundày qilib, (0; 0) – minimum nuqtàsi, undà funksiya gràfigi
sinàdi.

 x < 0 dà  x = 0 dà     x > 0 dà

y ′ < 0 ∞         y ′ > 0

V.7-rasm.

Y

       a        O     b             X
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Ì à s h q l à r

5.69. Funksiyalàrni ekstråmumgà tåkshiring:

1) 3 2 6x x+ + ;       2) 3 2 3x x x+ − + ;

3) 
3 2

3 2
2 1x x x− − + ;       4) 2

4

4

x

x

−

+
;

5) 
2

21

x

x+
;        6) 3 2 ( 9)x x + ;

7) 1
1

x
x

+
−

;        8) 2 23 3( 2) ( 2)x x− + + ;

9) 2 ,  0,  0ax bx c a a+ + > < ;        10) ,  0,  0a
x

x a x+ > > .

2. Funksiyaning kåsmàdàgi eng kàttà và eng kichik qiymàtlàrini
tîpish. Bu turdàgi màsàlàlàr bilàn îldin hàm shug‘ullàngànmiz
(Êîshi tångsizligi và hîkàzî). Endi ulàrdà hîsilàning tàtbiqi bilàn
tànishàmiz. V.8-ràsmdà f (x) uzluksiz funksiyaning [à; b] kåsmàgà
mîs qiymàtlàri to‘plàmi [m; M] kåsmàdàn ibîràtligi tàsvirlàngàn.
Bu qiymàtlàrdàn eng kichigi ye.kich. = m gà, eng kàttàsi ye.kàt. = Ì
gà tång.Ulàr [à; b] kåsmàning uchlàrigà (màsàlàn, chizmàdà
õ = b gà), ekstråmum båràdigàn, ya’ni hîsilà nîlgà àylànàdigàn
nuqtàlàrgà (B, D minimum nuqtàlàrigà, E màksimum nuqtàsigà),
V.7-ràsmdà tàsvirlàngànidåk hîsilà chåksizlikkà àylànàdigàn
nuqtàlàrgà (Î nuqtà – minimum nuqtàsi, eng kichik qiymàt
nuqtàsi), V.9-ràsmdà tàsvirlàngàndåk õ = c uzilish nuqtàsigà to‘g‘ri
kålishi mumkin. Êåyingi hîldà funksiyaning eng kàttà qiymàti
f (c) = Ì, eng kichik qiymàti f (c) = 0.

Uzluksiz funksiyaning [à; b] kåsmàdàgi eng kàttà và eng kichik
qiymàtlàrini izlàsh tàrtibi quyidàgichà:

Y
M

m

O     a                                      b    X

A

B

C

D

E

F

G

H
Y

a        c  O        b             X

N M
y = f (x)

                        V.8-rasm.                                          V.9-rasm.
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a) funksiyaning kåsmà uchlàridàgi f (a) và f (b) qiymàtlàrini
tîpish;

b) hîsilà f ′ = 0 bo‘làdigàn nuqtàlàrdà funksiyaning qiymàtlàrini
tîpish;

d) hîsilà màvjud bo‘lmàgàn nuqtàlàrdàgi funksiyaning
qiymàtlàrini tîpish;

e) bu tîpilgàn bàrchà qiymàtlàrdàn eng kàttà và eng kichigini
àniqlàsh kåràk.

Bà’zàn quyidàgi hîllàrdàn fîydàlànish ishni yengillàshtiràdi:
1) agàr f (x) funksiya õ0 nuqtàdà o‘zining eng kàttà (eng

kichik) qiymàtini qàbul qilsà, f (x) + A, f (x) ⋅ B (bundà B > 0)
funksiyalàr hàm, shuningdåk, f (x) ≥  0 bo‘lgàndà (f (x))n, n∈N
hàm shu nuqtàdà o‘zining eng kàttà (eng kichik) qiymàtini qàbul
qilàdi. Fàqàt B < 0 bo‘lgàndà f (x) ⋅ B funksiya, àksinchà, eng kichik
(eng kàttà) qiymàtgà erishishi mumkin. Ìàsàlàn, y = õ 2 kàbi y =
= 3õ2 + 5, y = (õ 2)2, y = 3õ4 − 5 funksiyalàr hàm [−1; 2] kåsmàdà eng
kàttà qiymàtni õ = 2 dà, eng kichik qiymàtni õ = 0 dà qàbul qilàdi;

2) agàr f funksiya õ0 nuqtàdà eng kàttà (eng kichik) qiymàtni

qàbul qilgàn bo‘lsà, shu nuqtàdà −f và 1
f  funksiyalàr o‘zlàrining

eng kichik (mîs ràvishdà eng kàttà) qiymàtini qàbul qilàdi.

1 - m i s î l .  12 sînini shundày ikki qo‘shiluvchigà àjràtàylikki,
ulàrning ko‘pàytmàsi eng kàttà bo‘lsin.

Y e c h i s h .  Birinchi qo‘shiluvchi õ, ikkinchisi 12 − õ bo‘lsin.
Ìàsàlà y = õ(12 − õ) ning 0 ≤ õ ≤ 12 kåsmàdàgi eng kàttà qiymàtini
tîpishgà kålàdi. y ′ = 12 − 2õ = 0 bo‘yichà õ = 6 ni tîpàmiz.
Funksiyaning [0; 12] kåsmàning uchlàridàgi và õ = 6 dàgi
qiymàtlàrini tîpish, so‘ng ulàrdàn eng kàttàsini àniqlàsh kåràk:

f (0) = 0,  f (12) = 0,  f (6) = 36.
Dåmàk, 12 sîni 6 và 6 dàn ibîràt qo‘shiluvchilàrgà àjràtilsà,

ko‘pàytmà eng kàttà bo‘làdi.

2 - m i s î l .  Êåsimi to‘g‘ri to‘rtburchàk shàklidà bo‘lgàn stårjån-
ning bukilishgà qàrshiligi Q = kxy2

munîsàbàt bo‘yichà hisîblànàdi, bundà
k – prîpîrsiînàllik kîeffitsiyånti. Êåsim
qàndày bo‘lgàndà stårjån eng kàttà
qàrshilikkà egà bo‘làdi?

Y e c h i s h .  V.10-ràsmdàn

yd

x

V.10-rasm.
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y 2 = d 2 − x2, Q = kx(d 2 − x2), 0 ≤ x ≤ d

làrni àniqlàymiz. Q ′ = kd 2 − 3kx2 = 0 tånglàmàning ildizlàri: 
3

d−

và 
3

d . Ulàrdàn  
3

d  ildiz [0; d] kåsmàdà jîylàshgàn. Q = kx(d 2 −

−x 2) funksiyaning x1 = 0; 2
3

dx = ; 3x d=  làrdàgi qiymàtlàrini

tîpish và ulàrdàn qiymàti eng kàttàsini àniqlàsh kåràk. x1 = 0 và

=3x d dà Q = 0, x d=
3

 dà esà 
2

2

3 3

ddQ k  = ⋅ ⋅  
 

, bundàn

2

3

dy = . Shundày qilib, kåsimning bo‘yi và eni 7
5

2y
x

= ≈  nis-

bàtdà îlinishi kåràk.
3 - m i s î l .  x + z = C bo‘lsin, x, z – o‘zgàruvchi kàttàliklàr,

C – dîimiy sîn. x = z bo‘lsàginà, x z ko‘pàytmà eng kàttà bo‘lishini
isbît qilàmiz.

I s b î t .  1-misîl nàtijàlàridàn fîydàlànàmiz. y = x(C − x) yoki
y = Cõ − õ2 funksiyaning (−∞; +∞) intårvàldàgi eng kàttà qiymàtini
tîpishimiz kåràk. Funksiya intårvàlning uchlàridà −∞ gà àylànàdi.

Ekstråmum båràdigàn nuqtàlàrini àniqlàymiz: y ′ = C − 2x = 0,

bundàn 0 2
Cx = . Undà:

 x x < x0  x = x0  x > x0

y ′  −  0  +

2
Cx =  dà funksiya màksimumgà erishàdi. Bu 

2 2
C Cz C x C= − = − =

gà to‘g‘ri kålàdi. Dåmàk, funksiya x = z dà eng kàttà qiymàtgà egà
bo‘làdi.

4 - m i s î l .  y = õ 4(27 − õ 4) funksiyaning [−2; 2] dàgi eng
kàttà qiymàtini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  3-misîl õulîsàsidàn fîydàlànàmiz. Funksiya õ ning
iõtiyoriy qiymàtidà àniqlàngàn và juft ekànidàn uni [0; 2] kåsmàdà
qàràsh kifîya. Òîpilgàn nàtijà (simmåtriyagà ko‘rà) bàrchà [−2; 2]
kåsmàgà nisbàtàn umumlàshtirilàdi. Funksiya ifîdàsi õ ning hàr
qàndày qiymàtidà musbàt bo‘lgàn õ 4 và 32 − õ 4 ko‘pàytuvchilàr
ko‘pàytmàsidàn ibîràt, ulàrning yig‘indisi õ 4 + (32 − õ 4) = 32 –
o‘zgàrmàs. Dåmàk, x = 2 dà funksiya õ ning õ 4 = 32 − õ 4 tånglikni
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qànîàtlàntiruvchi qiymàtlàridà eng kàttà qiymàt-
gà erishàdi. Eng kàttà qiymàt  y = 24 ⋅ (32 − 24) =
=256.

5 - m i s î l .  Ràdiusi R bo‘lgàn dîirà ichigà
chizilgàn to‘g‘ri to‘rtburchàklàrdàn yuzi eng
kàttàsini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Chizmàdàn 2 24y R x= − ,

to‘rtburchàk yuzi 2 24S x R x= − , bundà õ
và 2 24R x−  ko‘pàytuvchilàr musbàt, dåmàk, S > 0. S và S 2

funksiyalàr o‘zlàrining eng kàttà qiymàtlàrini bittà õ nuqtàdà qàbul
qilàdi. Bu nuqtàni tîpàmiz (V.11-ràsm):

2 2 2 2 2 4

2 3

( ) ( 4 ) (4 )

8 4 0.

S x R x R x x

R x x

′ ′ ′= − = − =

= − =

Buning ildizlàri: 0, 2,R  2R− . Låkin 0∈[0; 2R], 2R ∈[0;
2R]. Endi S 2 = x2(4R2 − x2) funksiyaning 0; 2R ; 2R nuqtàlàrdàgi
qiymàtlàrini hisîblàymiz. õ = 0 và õ = 2R dà funksiya nîlgà àylànàdi.
S và S 2 funksiyalàr eng kàttà qiymàtni 2x R=  dà qàbul qilàdi.

Bu hîldà 2 24 ( 2 ) 2y R R R= − = , ya’ni õ = y bo‘lmîqdà.
Dåmàk, dîirà ichigà chizilàdigàn to‘g‘ri to‘rtburchàklàrdàn yuzi
eng kàttàsi kvàdràt bo‘làr ekàn.

Ì à s h q l à r

5.70. Funksiyalàrning eng kàttà và eng kichik qiymàtlàrini tîping:

1) 3x x+ , õ∈[0; 9]; 2) x5 − 6x4 + 9x3 + 1, õ∈[−3; 3];

3)  x3 + x2 − x + 2, õ∈[−1; 1];                   4) 2
1

x
x + , õ∈[0; 6].

5.71. 5.53-màshqdà kåltirilgàn trigînîmåtrik ifîdàli funksiya-
làrning eng kàttà và eng kichik qiymàtlàrini tîping.

5.72. Funksiyalàrning eng kichik qiymàtlàrini tîping:

1) 16
2
,  2

x
y x x

−
= + > ; 2) 180

1
5 ,  1

x
y x x

−
= + > ;

3) ( 1)( 4) ,  0x x
x

y x
+ += > ; 4) (2 5)(5 14) ,  0x x

x
y x

+ += > .

y

x

O

R

V.11-rasm.
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5.73. Êo‘ndàlàng kåsimi to‘g‘ri
to‘rtburchàk shàklidà kànàl qàzilmîqdà
(V.12-ràsm). Uning õ chuqurligi và y
kångligi 2õ + y = 3 (m) shàrt bo‘yichà
àniqlànàdi, bundà kåsim pårimåtri R
bårilgàn. õ và y ning qàndày qiymàtlàridà
kåsimning yuzi eng kàttà bo‘làdi?

5.74. Òo‘g‘ri to‘rtburchàkli pàràllålåpiðådning bàlàndligi àsîsi-
ning diàgînàligà tång và àsîsining yuzi 4 m2. Àsîsining tîmînlàri
và bàlàndligi qàndày uzunlikdà tànlànsà, pàràllålåpiðådning hàjmi
eng kichik bo‘làdi?

5.75. O‘tkàzgichning hàr kilîmåtr uzunligigà sàrf bo‘làdigàn

Q quvvàt 49 2
x

Q x= + +  fîrmulà bo‘yichà hisîblànàdi, õ – hàr
kilîmåtrgà to‘g‘ri kålàdigàn qàrshilik. õ ning qàndày qiymàtidà Q
eng kichik qiymàtgà egà bo‘làdi?

5.76. Elåktr elåmånti båràdigàn enårgiya 
2

2( )

E x

r x
W

+
=  fîrmulà

bo‘yichà hisîblànàdi, bundà E – dîimiy elåktr yurituvchi kuch,

r –  dîimiy ichki qàrshilik. õ ning qàndày qiymàtidà W enårgiya
eng kàttà qiymàtgà egà bo‘làdi?

5.77. Òîmîni à gà tång kvàdràt shàklidàgi tunukàning burchàk-
làridàn shundày bir õil kvàdràtchàlàr kåsib îlinishi kåràkki,
nàtijàdà chåkkàlàri bukilsà, hàjmi eng kàttà bo‘lgàn quti hîsil bo‘lsin
(V.13-a ràsm). Êvàdràtchàlàrning tîmîni qàndày bo‘lishi kåràk?

5.78. 2 16x x− + −  funksiyaning eng kàttà qiymàtini tîping.
5.79. Êo‘rsàtilgàn kåsmàdà f (x) funksiya qàbul qilàdigàn eng

kàttà qiymàtni tîping:

à) −7x4 + 100x 3, 2
7

0;  14 
  ; b) −x4 + 4x 3, [0; 4].

a

C

K L

A   N            M    B

V.13-rasm.

a) b)

x

y

V.12-rasm.
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5.80. f (x) = | x − 1| + | x − 2| + | x − 3| + | x − 4| funksiyaning eng
kichik qiymàtini tîping.

5.81. ÀBC uchburchàkdà (V.13-b ràsm) ÀB àsîsgà pàràllål
qilib shundày KL to‘g‘ri chiziq o‘tkàzingki, hîsil bo‘làdigàn KLMN
to‘g‘ri to‘rtburchàkning yuzi eng kàttà bo‘lsin.

5.82. Ràdiusi à gà tång bo‘lgàn yarim shàr àtrîfigà hàjmi eng
kichik bo‘làdigàn kînus chizing.

5.83. Bàlàndligi h gà, àsîsining ràdiusi r gà tång bo‘lgàn kînus
ichigà hàjmi eng kàttà bo‘lgàn silindr chizing.

5.84. Òrànspîrt õàràjàti f (v) = a + bv 3 fîrmulà bo‘yichà hisîb-
lànàdi, bundà à và b – o‘zgàrmàs sînlàr, v – trànspîrt hàràkàt
tåzligi, à – àmîrtizàtsiya õàràjàtlàri, bv 3 – yonilg‘i hàqi. Qàndày
tåzlik bilàn hàràkàt qilinsà, s màsîfàni o‘tishdàgi õàràjàt eng kàm
bo‘làdi?

3. Làgrànj tåîråmàsi. Funksiyaning o‘sishi và kàmàyishi.
(L à g r à n j  Jîzåf Lui, 1736–1813, frànsuz màtåmàtigi và
måõànigi). Biz îldingi bàndlàrdà funksiyaning nuqtàdàgi hîlàtini
tåkshirish bilàn shug‘ullàndik. Funksiyaning butun bir îràliqdàgi
hîlàtini o‘rgànishdà bir qàtîr tåîråmàlàrgà tàyanilàdi. Ulàrdàn
biri Làgrànj tåîråmàsi bo‘lib, u ko‘rsàtilgàn îràliqdà funksiya
îrttirmàsi bilàn hîsilàsi o‘rtàsidàgi bîg‘lànishgà bàg‘ishlànàdi.

 f (x) funksiya [à; b] kåsmàdà uzluksiz bo‘lsin. l to‘g‘ri chiziq
f funksiyagà uringàn hîldà À nuqtà tîmîn to‘õtîvsiz burilib bîrsin
(dåmàk, funksiya uzluksiz hîsilàgà egà, V.14-ràsm). U hîldà À và
B nuqtàlàr îràsidà shundày C  nuqtà tîpilàdiki, undà urinmà ÀB
vàtàrgà pàràllål bo‘lib qîlàdi. Bu hîldà urinmàning f ′(c) = tgϕ

burchàk kîeffitsiyånti vàtàrning f b f a
b a

( ) ( )−
−

 burchàk kîeffitsiyåntigà

Y

l

l

C

A

B

D

O             a   c         b                    X

ϕ

ϕ

f (x)

V.14-rasm.
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tång bo‘làdi, bundà a < c < b. Bundày õîssàgà egà bo‘lgàn C
nuqtàning màvjudligini Làgrànj tåîråmàsi tà’kidlàydi:

1 - t å î r å m à  (Làgrànj tåîråmàsi). f (x) funksiya [à, b] kåsmàdà
uzluksiz và uning ichki nuqtàlàridà diffårånsiàllànuvchi bo‘lsin.
U hîldà bu kåsmàdà shundày õ = c nuqtà tîpilàdiki, undà ushbu
tånglik o‘rinli bo‘làdi:

( ) ( )
( )

f b f a
b a

f c
−
−

′= .                                         (1)

1 - õ u l î s à .  Àgàr f (x) funksiya [a; b] kåsmàdà uzluksiz,
kåsmàning ichidà funksiya hîsilàsi nîlgà tång bo‘lsà, f (x) funksiya
[a; b] kåsmàdà o‘zgàrmàs funksiya bo‘làdi.

I s b î t .  Shàrt bo‘yichà f ′(c) = 0. U hîldà iõtiyoriy õ∈(a; b)
uchun:

f (x) − f (a) = f ′(c)(x − a) ⇒ f (x) − f (a) = 0 ⇔ f (x) = f (a) = const.

2 - õ u l î s à .  [à; b] kåsmàdà uzluksiz bo‘lgàn f (x) và g(x) funk-
siyalàr kåsmàning ichidà bir õil hîsilàgà egà bo‘lsà (ya’ni f ′(x) =
=g ′(x)), bu funksiyalàr o‘zgàrmàs qo‘shiluvchi bilànginà fàrq qilàdi.

Isbît. Istàlgàn õ∈(a; b) uchun
f (x) = f (a) + f ′(c)(x − a)  và  g(x) = g(a) + g ′(c)(x − a)

bo‘lsin. Shàrtgà ko‘rà f ′(c) = g ′(c). Shungà ko‘rà

f ′(c)(x − a) = g ′(c)(x − a) ⇒ f (x) − g(x) = f (a) − g(a) = A = const.

Dåmàk, f − g = A yoki f = g + A.
2 - t å î r å m à .  Àgàr f (x) funksiya Õ îràliqdà uzluksiz, hîsilàsi

esà shu îràliqdà musbàt (yoki mànfiy) bo‘lsà, funksiya îràliqning
ichki nuqtàlàridà o‘sàdi (mîs ràvishdà kàmàyadi).

I s b î t .  õ1 và õ2 nuqtàlàr X îràliqdàn îlingàn và x1 < x2 bo‘lsin.
Shàrtgà ko‘rà îràliq ichidà f ′ > 0, jumlàdàn c∈(x1; x2) nuqtàdà
f ′(c) > 0. Làgrànj tåîråmàsigà muvîfiq f (x2) − f (x1) = f ′(c)(x2 −
−x1), bundà f ′(c) ⋅ (x2 − x1) > 0. Bungà qàràgàndà f (x2) > f (x1),
ya’ni Õ îràliqdà f (x) funksiya o‘sàdi.

Õ dà f ′(x) < 0 bo‘lgàn hîl hàm shu kàbi qàràlàdi.

Òåîråmàning kuchàytir i lgàn ko‘rinishi: Àgàr f funksiya
Õ îràliqdà uzluksiz, hîsilàsi nîmànfiy (nîmusbàt) và fàqàt ichki
nuqtàlàrning chåkli to‘plàmidà nîlgà tång bo‘lsà, f funksiya shu
îràliqdà o‘sàdi (kàmàyadi).
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V.5-ràsmdà tàsvirlànishichà [õ0; x3] kåsmàning ichki õ2 nuqtàsi-
dàginà f ′ nîlgà tång (undà funksiya gràfigi bukilàdi), qîlgàn nuqtà-
làrdà funksiyaning hîsilàsi musbàt và funksiya o‘sàdi.

3 - t å î r å m à .  Àgàr f funksiya õ0 nuqtàdà uzluksiz, hîsilàsi shu
nuqtàning chàp yaqinidà musbàt (mîs ràvishdà mànfiy), o‘ng
yaqinidà mànfiy (musbàt) bo‘lsà, f funksiya õ0 nuqtàdà màksimumgà
(minimumgà) erishàdi.

I s b î t .  õ0 dàn chàpdà f ′ > 0 bo‘lsà, undà funksiya o‘sàdi, õ0
dàn o‘ngdà f ′ < 0 bo‘lsà, bu tîmîndà funksiya kàmàyadi. U hîldà
funksiya õ0  nuqtàning o‘zidà nuqtàning chàp và o‘ng yaqinidàgigà
nisbàtàn kàttàrîq qiymàtni qàbul qilàdi. Dåmàk, õ0 nuqtà –
funksiya màksimum nuqtàsining àbssissàsi.

Òåîråmàning funksiya minimumigà îid qismi hàm shu kàbi
isbîtlànàdi.

Ì à s h q l à r

5.85. Quyidàgi funksiyalàr và kåsmàlàr uchun Làgrànj tåîrå-
màsidà ko‘rsàtilgàn õ = c ning qiymàtini tîping:

1) x 3 + 2x − 1, [1; 2];   2) x 4 + 4x − 1, [−1; 1];

3) (x − 2)(x 2 + 9), [−2; 2];   4) (x 2 + 4)(x 2 + 9), [−4; 4].

5.86. f (x) = x2 − px − q funksiya và istàlgàn [à; b] kåsmà uchun

2
a bc +=  (5.85-màshqqà qàràng) tånglikning bàjàrilishini isbît qi-

ling.

Y Y

4

−6            −3 O    1       4       6    X
−2

y = f ′(x)

−5      −3       O    3      5      7    X

3
2

−2

y = g ′(x)

V.15-rasm.
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5.87. Funksiyalàrni o‘sish-kàmàyishgà tåkshiring và gràfiklàrini
sõåmàtik tàsvirlàng:

1) y = x 5 − 3x 3 − 5; 2) y = 2e x;

3) y = 5(x 5 − 15x 2 + 36x − 1.

5.88. 1) 5.69-màshqdà kåltirilgàn funksiyalàrni o‘sish và kàmà-
yishgà tåkshiring;

2) V.15-ràsmdà f ′(x) và g ′(x) hîsilà funksiyalàrning gràfiklàri
tàsvirlàngàn. f và g funksiyalàrning gràfiklàrini sõåmàtik tàsvirlàng:

3) y = x2 + 7 funksiyaning o‘zgàrishini tåkshiring.

4. Funksiya gràfigining qàvàriqligi. Biz quyi sinflàrdànîq
y = Àõ2 + Bõ + C kvàdràt funksiya gràfigi (pàràbîlà) À > 0 dà
qàvàriqligi bilàn pàstgà, À < 0 dà qàvàriqligi bilàn yuqîrigà
yo‘nàlgànligini bilàmiz. À sînning ishîràsi shu funksiyadàn îlingàn
y ′′ hîsilàning ishîràsi bilàn bir õil: y ′′ = (Àõ2 + Bõ + C)′′ = (2Ax +
+B)′ = 2A. Bu tà’kid hàr qàndày funksiya uchun o‘rinlidir (bundà
bîtiqlik qàvàriqlikkà nisbàtàn qàràmà-qàrshi yo‘nàlish dåb qàràlishi
kåràk).

1 - t å î r å m à .  Àgàr f (x) funksiya [a; b] kåsmàdà uzluksiz,
kåsmàning ichidà f ′′(x) > 0 (mîs ràvishdà f ′′ < 0) bo‘lsà, f funksiya
gràfigi shu kåsmàdà qàvàriqligi bilàn pàstgà (mîs ràvishdà yuqîrigà)
tîmîn yo‘nàlgàn bo‘làdi.

I s b î t .  (a; b) dà f ′′(x) > 0 bo‘lgàn hîlni qàràylik (V.16-à
ràsm). Iõtiyoriy c∈(à; b) nuqtàni tànlàb, Ì(c; f (c)) nuqtàdàn f
gràfigigà urinmà o‘tkàzàmiz. Urinmà to‘liq gràfikning îstigà
jîylànishini, ya’ni

yeg.chiz. − yurin. = f (x) − [f (c) + f ′(c)(x − c)] > 0

bo‘lishini isbît qilishimiz kåràk. x < c nuqtàni îlàylik (x < c hîli
hàm shu tàriqà qàràlàdi). [c; x] kåsmàgà nisbàtàn Làgrànj
tåîråmàsini qo‘llàymiz: f (x) − f (c) = f ′(c1)(x − c), bundà c < c1 < x.
U hîldà

yeg.chiz. − yurin. = [f (c) + f ′(c1)(x − c)] − [f (c) + f ′(c)(x − c)] =

= (f ′(c1) − f ′(c))(x − c).                               (1)

Shu kàbi f ′(x) funksiya và [c; c1] kåsmàgà nisbàtàn Làgrànj
tåîråmàsi qo‘llànilsà: f ′(c1) − f ′(c) = f ′′(c2)(c1 − c), bundà c < c2 <
<c1.  U hîldà (1) munîsàbàt quyidàgi ko‘rinishgà kålàdi:
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yeg.chiz. − yurin. = f ′′(c2)(c1 − c)(x − c), c < c2 < c1.

c1 và õ nuqtàlàr c nuqtàning bir tîmînidà yotgànligidàn
(c1 − c)(x − c) > 0, shàrt bo‘yichà esà f ′′ > 0. Dåmàk, kåyingi
tånglikdàn yeg.chiz. − yurin. > 0 bo‘lishi mà’lum bo‘làdi.

[a; b] kåsmà ichidà f ′′(x) < 0 bo‘lgàn hîl hàm shu kàbi qàràlàdi
(V.16-b ràsm).

2 - t å î r å m à .  Àgàr [à; b] kåsmàdà f (x) funksiya gràfigi
qàvàriqligi bilàn pàstgà (mîs ràvishdà yuqîrigà) tîmîn yo‘nàlgàn
bo‘lsà, [à; b] kåsmàning ichidà bu gràfik ÀB vàtàrning îstigà (mîs

ràvishdà ustigà) jîylàshàdi, bundà À(à;
f (b)), B(b; f (b)) (V.17-à, b ràsm).

I s b î t .  Funksiya gràfigi qàvàriqligi
bilàn pàstgà yo‘nàlgàn bo‘lsin (V.18-
ràsm). Bu hîldà gràfik uning iõtiyoriy
nuqtàsidàn o‘tkàzilgàn urinmàning
ustigà jîylàshàdi. Õususàn, À nuqtà
À ′ nuqtàdàn, B esà B ′ dàn yuqîridà,
C urinish nuqtàsi ÀB vàtàrdàn quyi-
dà jîylàshgàn bo‘làdi. Bu hîl ÀB

Y Y

f ′′ > 0
f (x)

M

  O      a           c    b            X

f ′′ < 0
M f (x)

  O             a     c       b         X

V.17-rasm.

Y Y

  O         a                b      X   O      a                b       X

A

B

A

B

V.16-rasm.

Y

A

C

B

À ′

B ′

  O      a                      c  b    X

V.18-rasm.
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yoyning bàrchà C nuqtàlàri uchun o‘rinli. Bu hîl ÀB yoyning
bàrchà C nuqtàlàri uchun o‘rinli bo‘lgànidàn yoy to‘làligichà ÀB
vàtàrning îstigà jîylàshàdi.

Gràfik qàvàriqligi bilàn yuqîrigà qàràgàn hîl hàm shu kàbi
isbîtlànàdi.

1 - m i s î l .   f (x) = õ6 funksiya gràfigi qàvàriqligi bilàn qàysi
tîmîngà yo‘nàlgànligini àniqlàymiz.

Y e c h i s h .  f ′′(x) = (õ 6)′′ = (6õ 5)′ = 30õ4. Bundà 30õ 4 ≥ 0 và
fàqàt õ = 0 dà nîlgà àylànàdi. Dåmàk, f (x) = õ6 funksiya gràfigi
bàrchà nuqtàlàrdà qàvàriqligi bilàn quyi tîmîngà yo‘nàlgàn.

2 - m i s î l .  f (x) = x 4 − 6x 2 + 5 funksiya gràfigi qàvàriqligi bilàn
yuqîrigà và quyigà tîmîn yo‘nàlàdigàn îràliqlàrni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  f ′(x) = 4x 3 − 12x, f ′′(x) = 12x2 − 12 = 12(x − 1)(x + 1).
Bu tånglik x = −1 và õ = 1 dà nîlgà àylànàdi. Intårvàllàr usuli bilàn f ′′(x)
ifîdà ishîràlàri sàqlànàdigàn îràliqlàrni àniqlàymiz (jàdvàlgà
qàràng).

(−∞; −1) (−1; 1) (1; +∞)

x − 1 − − +
x + 1 − + +

f ′′ + − +

(−∞; −1] và [1; +∞)  intårvàllàrdà f (x) funksiya gràfigi qàvàriqligi
bilàn quyigà, [−1; 1] dà esà yuqîrigà yo‘nàlgàn.

Ì à s h q l à r

5.89. Quyidàgi funksiyalàrning gràfiklàri qàvàriqligi bilàn
yuqîrigà và quyigà tîmîn yo‘nàlgàn îràliqlàrni tîping:

1) 3x 4 − 4x 3; 2) x 3 − 3x 2 + 8x + 1;

3) (x − 4)4; 4) 
4

3
2x

x

− .

5. Funksiya gràfigining bukilish nuqtàlàri. V.5-ràsmdà tàsvir-
lànishichà, f funksiya õ2 nuqtàdà f ′ = 0 hîsilàgà egà bo‘lsà-dà,
funksiya undà ekstråmumgà erishmàydi: gràfigi bukilib, urinmà-
ning bir tîmînidàn ikkinchi tîmînigà (chizmàdà urinmàning
îstidàn ustigà) o‘tàdi. Bundày nuqtàlàr f (x) egri chiziqning bukilish
nuqtàlàri dåyilàdi.
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1 - t å î r å m à .  Àgàr c nuqtàdà f funksiyaning ikkinchi tàrtibli
hîsilàsi uzluksiz và nîldàn fàrqli bo‘lsà, C(c; f (c)) nuqtàdà f
funksiya gràfigi bukilmàydi.

I s b î t .  Shàrt bo‘yichà f ′′(c) ≠ 0 edi. f ′′(c) > 0 bo‘lsin. f ′′
funksiya uzluksiz bo‘lgànligidàn c nuqtà yaqinidà hàm musbàt.
Bungà qàràgàndà f gràfik qàvàriqligi bilàn pàstgà yo‘nàlgàn bo‘lib,
C nuqtàdàn o‘tuvchi urinmàdàn yuqîridà jîylàshàdi, dåmàk, gràfik
urinmàni kåsib o‘tmàydi, bu nuqtàdà bukilmàydi.

f ′′(c) < 0 bo‘lgàn hîl hàm shu kàbi isbîtlànàdi.
Õ u l î s à .  f (x) funksiya gràfigi C(c; f (c)) nuqtàdà bukilishi

uchun yo c nuqtàdà f ′′ = 0 bo‘lishi, yoki c nuqtà f ′′ funksiya uchun
uzilish nuqtàsi bo‘lishi, yoki c nuqtàdà f ′′ hîsilà màvjud bo‘lmàsligi
kåràk.

Bàyon qilingàn õulîsà bukilish nuqtàsi bo‘lish uchun zàruriy
shàrtni båràdi, låkin bu yetàrlilik shàrti emàs. Ìàsàlàn, y = õ4

funksiyaning y ′′ = 12x2 ikkinchi tàrtibli hîsilàsi õ = 0 dà nîlgà
àylànàdi, låkin bu nuqtàdà gràfik bukilmàydi (V.19-ràsm).

2 - t å î r å m à .  f (x) funksiya c nuqtàdà diffårånsiàllànuvchi và
c nuqtàning h ràdiusli tåshilgàn àtrîfidà f ′′ hîsilàgà egà bo‘lsin.
Àgàr c nuqtàdàn o‘tishdà f ′′ hîsilà ishîràsi o‘zgàrsà, C(c; f (c))
nuqtà f funksiya gràfigining bukilish nuqtàsi bo‘làdi.

I s b î t .  c nuqtàdàn chàpdàn o‘nggà o‘tishdà f ′′ ishîràsi «−»
dàn «+» gà o‘zgàrsin. Bu hîldà f funksiya gràfigi [c − h; c] chàp
kåsmàdà qàvàriqligi bilàn yuqîrigà qàràgàn và c nuqtàdàn o‘tuvchi

urinmàdàn quyidà jîylàshgàn bo‘làdi,
[c; c + h] o‘ng kåsmàdà esà qàvàriqligi
bilàn quyigà qàràgàn bo‘lib, o‘shà urinmà-
ning ustigà jîylàshàdi. Dåmàk, c nuqtàdà f (x)
egri chiziq urinmàning îstki tîmînidàn ustki
tîmînigà o‘tàdi.

Shu kàbi c nuqtàdà f ′′ ishîràsi «+» dàn
«−» gà o‘zgàrsà, f egri chiziq urinmàning
ustki tîmînidàn îstki tîmînigà o‘tàdi.
Dåmàk, ikkàlà hîldà hàm c nuqtà funksiya
bukilish nuqtàsining àbssissàsi bo‘làdi.

Bukilish nuqtàlàri funksiya gràfigining
qàvàriq và bîtiq qismlàrini bir-biridàn àjràtib
turàdi.

Y

−2     O          2   X

10

5

y = x 
4

V.19-rasm.
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Ì i s î l .  f x x x( ) = − +1
2

4 212 6  funksiya gràfigi bukilishgà

egàligini tåkshiràmiz.

Y e c h i s h .  ′′ = − + ′′ = − ′ = − =f x x x x x x( ) ( ) ( )1
2

4 2 3 212 6 2 24 6 24 0 .

Òånglàmàning ildizlàri: x = −2, x = 2. Bu qiymàtlàrdà f (−2) = f (2) =
= −34. Gràfik (−2; − 34) và (2; − 34) nuqtàlàrdà bukilishi mumkin.
õ = −2 nuqtàning õ > −2 yaqinidà f ′′ = 6x2 − 24 > 0, x < −2 dà f ′′ > 0,
ya’ni   õ = −2 dà f ′′ ning ishîràsi o‘zgàrmîqdà. Dåmàk,
C1(−2; 34) – bukilish nuqtàsi. Shu kàbi C2(2; −34) hàm bukilish
nuqtàsi ekàni àniqlànàdi.

Ì à s h q l à r

5.90. 1) 5.89-màshqdà kåltirilgàn funksiyalàr gràfiklàrining
bukilish nuqtàlàrini tîping;

2) y = −x 1/3 funksiya gràfigining bukilish nuqtàsini tîping.

6. Funksiya  gràfiklàrini  yasàsh  tàrtibi. Funksiya  gràfigini
(õ; f (x)) nuqtàlàr bo‘yichà yasàshdàn îldin funksiya và uning
gràfigining õususiyatlàri o‘rgànilishi kåràk. Bundà quyidàgi
mà’lumîtlàr to‘plànàdi:

1) f (x) funksiyaning D(f ) àniqlànish sîhàsi, E(f ) qiymàtlàr
sîhàsi, uzluksizligi;

2) funksiyaning juft-tîqligi;
3) gràfigining OX o‘qi bilàn kåsishish nuqtàlàri (funksiyaning

nîllàri). Buning uchun f (x) = 0 tånglàmà yechilishi kåràk;
4) funksiyaning nîllàri và uzilish nuqtàlàri àbssissàlàr o‘qini

funksiya ishîràlàri sàqlànàdigàn îràliqlàrgà àjràtàdi. Bu îràliqlàrdà
funksiyaning ishîràlàri;

5) uzilish nuqtàlàri yaqinidà và chåksizlikdà funksiyaning hîlàti
và àsimptîtàlàri;

6) funksiyaning o‘sish và kàmàyish îràliqlàri;
7) màksimum và minimumi;
8) gràfigining qàvàriqligi, bukilish nuqtàlàri;
9) funksiya và uning hîsilàlàri qiymàtlàri jàdvàli tuzilàdi (bungà

îldin tîpilgàn và bîshqà kåràkli nuqtàlàr hàm kiritilishi mumkin);
10) funksiya gràfigining eskizini chizish và õulîsàlàr.
1 - m i s î l .  f (x) = x 3 + 6x 2 + 8x funksiyani tåkshiràmiz và

gràfigini yasàymiz.

15 Àlgebra, II qism

www.ziyouz.com kutubxonasi



226

Y e c h i s h .  1) Funksiya õ ning hàr qàndày qiymàtidà àniqlàn-
gàn, ya’ni D(f ) = (−∞; +∞);

2) f (−x) = (−x)3 + 6(−x)2 + 8(−x) = −x 3 + 6x 2 − 8x. Bungà
qàràgàndà f (−x) ≠ f (x) và f (−x) ≠ −f (−x), ya’ni qàràlàyotgàn
f (x) funksiya juft hàm emàs (ÎY o‘qigà nisbàtàn simmåtrik emàs),
tîq hàm emàs (kîîrdinàtàlàr bîshigà nisbàtàn simmåtrik emàs);

3) gràfikning àbssissàlàr o‘qini kåsish nuqtàlàrini tîpàmiz.
Buning uchun x 3 + 6x2 + 8x = 0 tånglàmàni yechàmiz. Uning
ildizlàri: 0; −4; −2. Êåsishish nuqtàlàri: A(−4; 0); B(−2; 0);
O(0; 0) (V.20, V.21-ràsmlàr);

4) f (x) funksiya sîn o‘qining bàrchà nuqtàlàridà uzluksiz.
Uning nîllàri sîn o‘qini to‘rttà ishîrà sàqlànàdigàn intårvàlgà
àjràtàdi (V.20-ràsm). Òàsvir bo‘yichà funksiya (−4; −2) dà
màksimumgà, (−2; 0) dà minimumgà egà bo‘lishi kåràk;

5) 3 2 3
2

3
2

6 8

6 8

lim ( 6 8 ) lim (1 )

lim lim (1 ) 1 .

x x

x x

x x

x x

x x x x

x

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

+ + = + + =

= ⋅ + + = +∞ ⋅ = +∞

Shu kàbi 3 2lim ( 6 8 ) .
x

x x x
→−∞

+ + = −∞  Dåmàk, àsimptîtàlàrgà

egà emàs, uzilish nuqtàlàri yo‘q;

6)–7) funksiyaning o‘sishi, kàmàyishi và ekstråmum nuqtàlàri:

 f ′(x) = (x 3 + 6x 2 + 8x)′ = 3x2 + 12x + 8 = 0.

Bu tånglàmàning ildizlàri 1,2
2
3

2 3x ≈ − +  yoki tàqribàn õ1 ≈
≈ −3,155 và õ2 ≈ −0,845. Funksiya õ1 nuqtàdà màksimumgà,

Y

        −4          −2          O      X

+                        +

 −                           −

2

         x1     −2       x2      O           X

−2

                   V.20-rasm.                                         V.21-rasm.
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õ2 nuqtàdà minimumgà erishàdi, bundà õ1∈(−4; −2), x2∈(−2; 0).
Ulàrdà funksiya qiymàtlàri f (x1) ≈ 2,996, f (x2) ≈ −3,079.

(−∞; x1] kåsmàdà f ′(x) ≥ 0. Dåmàk, undà funksiya o‘sàdi; [x1;
x2] dà f ′ ≤ 0, undà funksiya kàmàyadi;

[x2; +∞) dà f ′ ≥ 0, funksiya o‘sàdi;
8) f ′′(x) = (x 3 + 6x2 + 8x)′′ = (3x2 + 12x + 8)′ = 6x + 12. f ′′ = 0

tånglàmàning ildizi õ = −2. Gràfikning bukilishini tåkshiràmiz.
x < −2 dà f ′′ < 0, x > −2 dà esà f ′′ > 0, ya’ni õ = −2 dàn o‘tishdà
f ′′ hîsilà o‘z ishîràsini o‘zgàrtirmîqdà. Dåmàk, bu nuqtàdà
f (x) egri chiziq bukilàdi. Bu nuqtàdàn chàp tîmîndà gràfik
qàvàriqligi bilàn yuqîrigà, o‘ng tîmîndà esà qàvàriqligi bilàn pàstgà
qàràydi. Bukilish nuqtàsidàn o‘tuvchi urinuvchi to‘g‘ri chiziqning
burchàk kîeffitsiyånti k = f ′(−2) ≈ −1,301;

9) to‘plàngàn mà’lumîtlàrni quyidàgi jàdvàlgà jîylàshtiràmiz:

x (−∞; −4) −4 (−4; x1) x1 ≈ −3,15 (x1; −2) −2 (−2; x2)

f (x) − 0 + ≈ 2,9 + 0 −

f ′(x) + + + 0 − ≈ −1,301 −

f ′′(x) − − − − − 0 +

Funk- mànfiy, OX musbàt, màksi- musbàt, ÎÕ mànfiy,
siya o‘sàdi, o‘qini o‘sàdi, mum kàmàyadi, o‘qini kàmàyadi,

qàvàriqligi kåsàdi qàvàriqligi qàvàriqligi kåsàdi, qàvàriqligi
yuqîrigà yuqîrigà yuqîrigà bukilish pàstgà
yo‘nàlgàn yo‘nàlgàn yo‘nàlgàn nuqtàsi yo‘nàlgàn

dàvîmi

    x         x2 ≈ −0,845 (x2; 0) 0 (0; +∞)

f (x)             −3,079                              − 0 +

f ′(x)                     0                             + + +

f ′′(x)                    +                             + + +

Funksiya        minimum             mànfiy,    ÎÕ o‘qini    musbàt,

                                          o‘sàdi,   kåsàdi    o‘sàdi,
                                        qàvàriqligi      qàvàriqligi
                                  pàstgà yo‘nàlgàn          pàstgà yo‘nàlgàn

10) tåkshirish nàtijàlàri bo‘yichà funksiya gràfigini yasàymiz
(V.21-ràsm).

2 - m i s î l .  
3

2

( 1)

( 1)
( ) x

x
f x −

+
=   funksiya gràfigini yasàymiz.
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Y e c h i s h .  Funksiya ifîdàsini 2
3 1

( 1)
( ) 5 4 x

x
f x x +

+
= − +  sîddà

ifîdàlàr yig‘indisi ko‘rinishigà kåltiràmiz và tåkshirishni bàjàràmiz:

1) funksiya õ = −1 dàn tàshqàri hàmmà jîydà àniqlàngàn, õ = −1

dà 
1 1

lim ( ) ,  lim ( )
x x

f x f x
→− →+

= −∞ = −∞ , ya’ni bu nuqtàdà gràfik

chåksiz uzilishgà egà và õ = −1 to‘g‘ri chiziq – vårtikàl àsimptîtà.
Òàrmîqlàrning ikkàlàsi hàm quyi tîmîngà chåksiz yo‘nàlgàn
(V.22-ràsm);

2) funksiya tîq hàm emàs, juft hàm emàs (tåkshirib ko‘ring);
3) funksiya gràfigi ÎX o‘qini B(1; 0) nuqtàdà kåsib o‘tàdi;
4) x = −1 và õ = 1 nuqtàlàr ÎX o‘qini (−∞; −1), (−1; 1),

(1; +∞) intårvàllàrgà àjràtàdi. Funksiya (−∞; −1) và (−1; 1) dà mànfiy,
(1; +∞) dà musbàt;

5) îg‘mà àsimptîtàlàrini àniqlàymiz:

2 2

13
3 1

1( 1) (1 )
lim lim 0
x x

x x

x x
x

→∞ →∞

+
+

+ +
= = ,

2

2

3 15 4 13( ) ( 1) 5

( 1)
lim lim lim 1 4 1

x x x

xx
f x x x

x x x x
k

→+∞ →+∞ →∞

+− + ++

+

 
 = = = − + ⋅ =
 
 

,

2
3 1

( 1)
lim ( ( ) ) lim 5 4 5

x x

x

x
b f x kx

→+∞ →+∞

+

+

 
= − = − + ⋅ = − 

 
.

V.22-rasm.

Y

F
B

D X5−1

−5

−13
−14

A

C

Nuqtà x y y ′ y ′′

−1 −∞ uzilish

A −5 −13,5 +0− maksimum

B 1 0 +0+ −0+ bukilish

Ñ −7 −14,2

D 0 −1

E −0,5 −13,5

F 5 1,78

−∞ −∞
+∞ +∞
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Dåmàk, îg‘mà àsimptîtà í = õ − 5 to‘g‘ri chiziqdàn ibîràt;

6) 
2

3 4

( 1) ( 5) 1

( 1) ( 1)
;  24

x x x

x x
y y

− + −

+ +
′ ′′= = ⋅ . Ikkàlà hîsilà hàm õ = −1

nuqtàdàn bîshqà hàmmà jîydà àniqlàngàn. y ′ = 0 tånglàmà õ1 = −5
và    õ2 = 1 ildizlàrgà egà. Ulàrdà y1 = f (−5) = −13,5, y2 = f (1) = 0.
Birinchi  hîsilà (õ1; y1) nuqtà àtrîfidà và o‘zidà «+», 0, «−»
tàrtibdà ishîrà àlmàshtiràdi, (õ2; y2) àtrîfidà «+», 0, «−» gà, y ′′
esà «−», 0, «+» gà egà. Dåmàk, (−5; −13,5) nuqtà funksiyaning
màksimum nuqtàsi (chizmàdà À nuqtà), B(1; 0) – bukilish
nuqtàsi. B nuqtàdàn chàpdà gràfik qàvàriqligi bilàn yuqîrigà, o‘ngdà
esà quyi tîmîngà yo‘nàlgàn;

7) lim ( ( ) ( 5)) 0,  lim ( ( ) ( 5)) 0
x x

f x x f x x
→+∞ →−∞

− − > − − < . Dåmàk,

gràfikning o‘ng tàrmîg‘ining  2
3 1

( 1)
4 0x

x

+

+
⋅ >  bo‘lgàn, ya’ni 1

3
x > −

dàgi qismi và gràfikning chàp qismi shu àsimptîtàdàn quyidà

jîylàshàdi. O‘ng tàrmîq ( )1 1
3 3
;  5− −  nuqtàdà y = õ − 5 to‘g‘ri

chiziqni (àsimptîtàni) kåsib o‘tàdi và quyi tîmîngà chåksiz
yo‘nàlàdi: x→−1 dà y→−∞ ;

8) îlingàn nàtijàlàrni jàdvàlgà to‘ldiràmiz và gràfik eskizini
chizàmiz:

Ì à s h q l à r

5.91. Funksiyalàrni tåkshiring và gràfiklàrini yasàng:

1) ( ) ( )x x x− +1 12 ;     2) x
x x

2

2
4

1
−

−( )
;    3) x

x

2

2
4

1
−

−
;    4) x x

x

2 2 2
1

+ −
−

;

5) 4 23 − x ;  6) 4 33 − x ;   7) ( ) ( )x x− − +1 123 23 ;  8) 4

12x x −
;

9) x x x3 26 2 4− + − .

5.92. 5.69 và 5.89-màshqlàrdà kåltirilgàn funksiyalàrning
gràfiklàrini yasàng.

7. Hîsilà yordàmidà tångsizliklàrni isbîtlàsh. õ = à nuqtàdà
f (x) funksiya uzluksiz và f (a) = 0 bo‘lsin. Àgàr [à; ∞) kåsmàdà
f ′ > 0 bo‘lsà, shu kåsmàdà funksiya o‘suvchi và õ > a làrdà
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f (x) > f (a), ya’ni f (x) > 0 bo‘làdi. Àksinchà, f ′ < 0 bo‘lsà, funksiya
kàmàyadi và õ > a làrdà f (x) < f (a), ya’ni f (x) < 0 bo‘làdi. Bu
tà’kidlàr bizgà mà’lum. Ulàrdàn tångsizliklàrni isbîtlàshdà
fîydàlànàmiz.

1 - m i s î l .  x > 1 dà 1
2
x x+ >  tångsizlikning bàjàrilishini isbît

qilàmiz.

I s b î t .  1
2

( ) xf x x+= −  bo‘lsin. Bundàn: 1 1
2 2

( ) ;
x

f x′ = −

x = 1 dà f (1) = 0, (1; +∞) dà f ′ > 0. Dåmàk, x > 1 dà f (x) > f (1),
ya’ni f (x) > 0. U hîldà

x > 1 dà 1
2
x x+ >                                            (1)

bo‘lishi mà’lum bo‘làdi.
Bu misîlni biz Êîshi tångsizligidàn fîydàlànib, îsînrîq hàl

qilishimiz mumkin edi. Låkin hàr vàqt hàm shundày bo‘làvårmàydi.

2 - m i s î l .  Àgàr à > 0, x > 0, n > 1 bo‘lsà, (à + õ)n > an +
+ nan−1x tångsizlikning o‘rinli bo‘lishini isbît qilàmiz.

I s b î t .  f (x) = (a + x)n − (an + nan−1x) bo‘lsin. õ = 0 dà f (0) = 0.
Ikkinchi tîmîndàn, f ′(x) = n(a + x)n−1 − nan−1. Àgàr n > 1, x > 0,
a > 0 bo‘lsà, n(a + x)n−1 > nan−1, ya’ni f ′(x) > 0 bo‘làdi. Dåmàk,
(0; +∞) dà f (x) > 0 và

(à + õ)n > an + nan−1x                                            (2)
o‘rinli bo‘làr ekàn.

3 - m i s î l .  Àgàr a > 0, x > 0, n > 2 bo‘lsà,

1 2 2( 1)
1 2

( )n n n nn n
a x a na x a x− −−

⋅
+ > + +                  (3)

tångsizlikning o‘rinli bo‘lishini isbît qilàmiz.

I s b î t .  ( )1 2 2( 1)
1 2

( ) ( )n n n nn n
f x a x a na x a x− −−

⋅
= + − + +  bo‘lsin,

bundà f (0) = 0.
f ′(x) = n(a + x)n−1 − nan−1 − n(n − 1)an−2x =

= n((a + x)n−1 − an−1 − (n − 1)an−2x);
àgàr x > 0 và n > 2 bo‘lsà, f ′(x) > 0 bo‘làdi. Bungà qàràgàndà
(0; +∞) dà f (x) > 0, dåmàk, (3) tångsizlik iõtiyoriy a > 0 và
x > 0, n > 2 dà o‘rinli.

Endi ikkinchi tàrtibli hîsilàdàn fîydàlànib, muhim tångsizlik-
làrdàn yanà birini isbît qilàmiz.
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Àgàr [à; b] kåsmàdà f ′′(x) ≥ 0 bo‘lsà, hàr qàndày λ, 0 ≤ λ ≤ 1
sîn uchun

f (λb + (1 − λ)a) ≤ λf (b) + (1 − λ)f (a)                    (4)

tångsizlik và shu shàrtlàrdà f ′′(x) < 0 bo‘lsà,

f (λb + (1 − λ)a) ≥ λf (b) + (1 − λ)f (a)                    (5)

tångsizlik bàjàrilàdi.
I s b î t .  [à; b] kåsmàdà f ′′(x) ≥ 0 bo‘lsà (V.18-ràsm), f (x)

gràfikning shu kåsmàdàgi qismi ÀB vàtàrdàn quyidà jîylàshgàn
bo‘làdi. Shungà ko‘rà iõtiyoriy õ = c∈[à; b] nuqtàdà cC îrdinàtà
cC1 îrdinàtàdàn kàttà bo‘là îlmàydi: cC < cC1. Îrdinàtàlàrni f (x)
egri chiziq và ÀB vàtàr tånglàmàlàridàn fîydàlànib tîpàmiz. Àgàr

vatar ( ) ( ( ) ( ))x a
b a

y f a f a f a−
−

= + −  tånglàmàgà õ = c và c a
b a

−
−

= λ
àlmàshtirish kiritsàk, cC1 = f (a) + λ(f (b) − f (a)) = λ f (b) +
+ (1 − λ)f (a) ni hîsil qilàmiz, bundà 0 ≤ λ ≤ 1 bo‘làdi.

Shu kàbi cC = f (s) gà c a
b a

−
−

= λ  bo‘yichà c = λb + (1 − λ) tîpib

qo‘yilsà, cC = f (λb + (1 − λ)a) bo‘làdi. Àgàr tîpilgàn nàtijàlàr
cC ≤ cC1 gà qo‘yilsà, (4) tångsizlik hîsil qilinàdi.

f ′′ < 0 bo‘lgàn hîl hàm shundày isbîtlànàdi. 1
2

λ =  bo‘lgàn
õususiy hîl uchun (4) bo‘yichà

( ) ( ) ( )
2 2

f a f ba bf
++ ≤                                               (6)

gà hàm egà bo‘làmiz.

4 - m i s î l .  ( )5 5 5

2 2
a b a b+ +≤  ni isbît qilàmiz, bundà a ≥ 0, b > 0.

I s b î t .  Bizdà ( ) ( )5 2 1
2 2 2

( ) ,  ,
a b a

a b a b c a
b a b a

f c f
+ −

+ + −
− −

= = λ = = =

0f ′′ > . (6) munîsàbàtdàn fîydàlànàmiz. f (a) = a5, f (b) = b5

bo‘làyotgànidàn, bulàr (6) gà qo‘yilsà, bårilgàn tångsizlik hîsil
bo‘làdi.

Ì à s h q l à r

5.93. Òångsizliklàrni isbît qiling:

1) ( )4 4 4

2 2
,  0,  0a b a b a b+ +≤ ≥ ≥ ;
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2) ( )2 2 2

1 1
,  0,  0,  [0;  1]a b a b a b+λ +λ

+λ +λ
≤ ≥ ≥ ∀λ ∈ ;

3) 
4 4

4
1 1

,  0,  0,  [0;  1]a ba b a b+λ+λ
+λ +λ

≥ ≥ ≥ λ ∈ ;

4) ( )2 2
,  0,  0,  1

p p pa b a b a b p+ +≤ ≥ ≥ ≥ ;

5) 8 8 1
128

,  0,  0,  1a b a b a b+ ≥ ≥ ≥ + = .

8. Nyutîn binîmi. (lît. bi – ikki, yunînchà nomos – qism,
hàd). Isààk Nyutîn (1643–1727) – buyuk ingliz îlimi. Nyutîn
binîmi fîrmulàsi Nyutîn ijîdidàn ànchà îldin, õususàn,
sàmàrqàndlik îlimlàr G‘iyosiddin Jàmshid àl-Êîshiy, Àli bin
Ìuhàmmàd Qushchining àsàrlàridà uchràydi.

(à + õ) binîm o‘z-o‘zigà n màrtà ko‘pàytirilgàch, nàtijàdà

(a + x)n = T0 + T1x + T2x 
2 + T3x 

3 + ...  + Tnx 
n              (1)

ko‘phàd hîsil bo‘làdi. Òånglikning o‘ng qismini binîm yoyilmàsi
dåb àtàymiz. Nîmà’lum T0, T1, ... ,Tn làrni tîpàmiz. Shu màqsàddà
(1) tånglikkà õ = 0 ni qo‘yamiz, Ò0 = àn hîsil bo‘làdi. Ò1 ni tîpish
uchun (1) tånglikni diffårånsiàllàymiz:

((a + x)n)′ = n(a + x)n−1 ⋅ (a + x)′ = n(a + x)n−1,
(T0 + T1x + T2x 

2 + ... + Tnx 
n)′ = T1 + 2T2x + ... + nTnx 

n−1,
yoki

T1 + 2T2x + ... + nTnx 
n−1 = n(a + x)n−1                   (2)

(2) tånglikkà õ = 0 qo‘yilsà, 1
1 1

nnT a −=  hîsil bo‘làdi.

Ò2 ni tîpish uchun (2) tånglikni diffårånsiàllàymiz và hîsil
bo‘làdigàn

2Ò2 + 3 ⋅ 2 ⋅ Ò3õ + ... + n(n − 1) ⋅ Tnx
n−2 = n(n − 1)(a + x)n−2

tånglikkà õ = 0 ni qo‘yamiz. Nàtijàdà: 
2

2
( 1)
1 2

nn n
T a −−

⋅
= .

 Shu kàbi tàkrîr diffårånsiàllàshlàr và nàtijàlàrgà õ = 0 ni
qo‘yishlàrdàn so‘ng

3 4
3 4

( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)
1 2 3 1 2 3 4

,  n nn n n n n n n
T a T a− −− − − − −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = ,

umumàn, k-qàdàmdàn so‘ng

( 1)...( ( 1))
1 2 ...

n k
k

n n n k
k

T a −− − −
⋅ ⋅ ⋅

=
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ni tîpàmiz. àn−k ning îldidà turgàn kàsrni k
nC  îrqàli bålgilàylik, u

hîldà ifîdà
k n k

k nT C a −=                                                    (3)

ko‘rinishgà kålàdi. Cn
k  kàsr sîn (1) binîm yoyilmàsining (k + 1)-

hàdi kîeffitsiyånti, qisqàchà, binîmiàl kîeffitsiyånt dåyilàdi. (1)
munîsàbàtni quyidàgi ko‘rinishdà yozàmiz:

0 1 1( ) ... ...n n n k n k k n n
n n n na x C a C a x C a x C x− −+ = + + + + + ,    (4)

bundà 0 1n
n nC C= =  dåb qàbul qilinàdi. (4) fîrmulà Nyutîn binîmi

fîrmulàsidàn ibîràt. Àgàr 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ ... ⋅ n ko‘pàytmà n! (n-fàktîriàl)
îrqàli àlmàshtirilsà, k

nC  ni tîpish fîrmulàsi yanàdà iõchàm ko‘ri-
nishgà kålàdi:

( 1) ... ( 1)( )( 1) ... 3 21 ! !
12 ... ( )( 1) ... 21 !( )! !( )!

, k k
n n

n n n k n k n k n n
k n k n k k n k k n k

C C− ⋅ ⋅ − + − − − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − − − ⋅ ⋅ ⋅ − −

= = = . (5)

Hisîblàshlàrdà 0! = 1 dåb qàbul qilinàdi.
Binîmiàl kîeffitsiyåntlàrning àyrim õîssàlàri:
1) kîeffitsiyåntlàrning yuqîri indåkslàri 0 dàn n gàchà o‘zgàrib

bîràdi; yoyilmàdà jàmi n + 1 tà hàd bîr. Iõtiyoriy (k + 1)- hàdi
k n k k
nC a x−                                                      (6)

ko‘rinishgà egà;
2) àgàr (4) fîrmulàgà à = õ = 1 qo‘yilsà,

0 1 22n n
n n n nC C C ... C= + + + +                                     (7)

hîsil bo‘làdi, ya’ni n-dàràjàli binîm yoyilmàsidàgi kîeffitsiyåntlàr
yig‘indisi 2n gà tång;

3) àgàr (4) fîrmulàgà à = 1, õ = −1 qo‘yilsà:

0 1 2 30 ...n n n nC C C C= − + − − ,

ya’ni 0 2 4 1 3 5... ...n n n n n nC C C C C C+ + + = + + + . Bungà qàràgàndà tîq
o‘rindà turgàn binîmiàl kîeffitsiyåntlàr yig‘indisi juft o‘rindà
turgàn kîeffitsiyåntlàr yig‘indisigà tång;

4) àgàr (5) fîrmulàdà k o‘rnigà n − k qo‘yilsà,

k n k
n nC C −=                                                       (8)

fîrmulà hîsil bo‘làdi;
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5) 1
1 1

,

( 1) ! ( 1) !
( 1) !( 1 ( 1)) ! !( 1 ) !

( ) !
!( ) ! !( ) !

( 1) !

k k
n n

k
n

n n
k n k k n k

k n k n
k n k k n k

C C

n C

−
− −

− −
− − − − − −

+ −
− −

+ = + =

= − = =

Dåmàk,
1
1 1

k k k
nn nC C C−

− −+ = .                                            (9)

1 - m i s î l .  998 2
1000 1000

1000 999
1 2

499500C C ⋅
⋅

= = = .

2 - m i s î l .  (à + õ)6 binîm dàràjàsini yoyamiz.
Y e c h i s h .  Bizdà n = 6, binîmiàl kîeffitsiyåntlàr sîni yettità.

Ulàrni tîpàmiz:

0 1 2 3
6 6 6 6

4 2 5 1 6
6 6 6 6 6

6 6 5 6 5 4
1 1 2 1 2 3

1,  6,  15,  20,

15,  6,  1.

C C C C

C C C C C

⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

= = = = = = =

= = = = =

(4) fîrmulà bo‘yichà:

(a + x)6 = a 6 + 6a 5x + 15a 4x 2 + 20a 3x 3 + 15a 2x 4 + 6ax 5 + x 6.

3 - m i s î l .  (à − õ)6 binîm dàràjàsi yoyilmàsini tîpàmiz.
Y e c h i s h .  Ìàsàlà 1-misîldà õ o‘rnigà −õ ni qo‘yish bilàn hàl

qilinàdi:
(a − x)6 = a6 − 6a 5x + 15a 4x 2 − 20a 3x 3 + 15a2x 4 − 6ax 5 + x6.

Shu misîlni (à + õ) binîmni o‘z-o‘zigà îlti màrtà ko‘pàytirish,
so‘ng iõchàmlàshtirishlàrni bàjàrish îrqàli hàm yechgàn bo‘làrdik.
Låkin bu ish nisbàtàn mushkul ekàni tushunàrli.

4 - m i s î l .  2 5( )a x− +   binîm dàràjàsini yoyamiz.
Y e c h i s h .  n = 5. (4) munîsàbàtdà à o‘rnigà à−2 ni, õ o‘rnigà

x  ni qo‘yish kåràk. Binîmiàl kîeffitsiyåntlàr:
0 1 2 3 2
5 5 5 5 5

5 5 4
1 1 2

1,  5,  10,  10,C C C C C⋅
⋅

= = = = = = =

4 1
5 5 5,C C= =  5

5 1.C =
U hîldà:

2 5 2 5 2 4 2 3 2

2 2 3 2 4 5 10 8

6 4 2 2 2

( ) ( ) 5( ) 10( ) ( )

10( ) ( ) 5 ( ) ( ) 5

10 10 5 .

a x a a x a x

a x a x x a a x

a x a x x a x x x

− − − −

− − − −

− − −

+ = + ⋅ + +

+ + + = + +

+ + + +
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Ì à s h q l à r

5.94. Hisîblàng:

1) 1 2 1 3 4 1 5 1 2
, ,  ,  ,3 3 4 4 5 6 6 ,  ,  ,  ,   n

n nC C C C C C C C C − ;

2) 1 1 995 996
,1000 1000 1000 1000 ,  ,  C C C C .

5.95. 3 997
1000 1000C C=  bo‘lishini tåkshiring.

5.96. (4) fîrmulàdàn fîydàlànib, binîmlàrni yoying:
1) (a + x)4; 2) (3 − m)4; 3) (x − 1)5;

4) (x + 2)5; 5) (a − 36)4; 6) ( )61
3

2a + ;

7) ( )6
2a − ; 8) ( )m n−

3 ; 9) 

51 1
3 2x y

 
 + 
 
 

;

10) 
51

2
4x 

 
 

− ; 11) ( )6
5 6− ; 12) 7( 3 1)− .

5.97. 5.96- màshqdà kåltirilgàn binîmlàr yoyilmàlàridà
qànchàdàn hàd bîr?

5.98. (4) fîrmulàni màtåmàtik induksiya måtîdi yordàmidà isbît
qiling.

5.99. Hisîblàng:

1) 3 3 3
10 11 12C C C+ + ; 2) 0 3 1 2 2 1 3 0

10 8 10 8 10 8 10 8C C C C C C C C⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ;

3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 20 1 2 3 4
4 4 4 4 4C C C C C+ + + + .

9. Nyutîn binîmidàn tàqribiy hisîblàshlàrdà fîydàlànish.
Bu hàqdà qismàn ushbu dàrslikning 1-qismi, V bîbidà

mà’lumît bårilgàn edi. Endi hisîblàshlàrni bàjàrishdà îldingi
bàndlàrdà bårilgàn yangi mà’lumîtlàrdàn hàm fîydàlànàmiz.

õ2 sîn yetàrlichà kichik bo‘lgànidàn, u tàshlàngàn và (1 + õ)2 =
= 1 + 2õ + õ2 bo‘yichà (1 + õ)2 ≈ 1 + 2õ tàqribiy fîrmulà tuzilgàn
bo‘lsin. Vujudgà kålàdigàn chåtlànish (fîrmulà õàtîligi) ε = õ2

bo‘làdi. ε õàtîlik õ ning kàttàligigà bîg‘liq. Hisîblàshlàrdà bu
e’tibîrgà îlinishi kåràk. Ìàsàlàn, õ ning qàndày qiymàtlàridà ε
õàtîlik 0,005 dàn îrtmàsligini bilish tàlàb qilinsin. ε = õ 2 ≤ 0,005
tångsizlikni yechish kåràk bo‘làdi. Undàn | õ | ≤ 0,07 ni tîpàmiz.
Dåmàk, | õ | ning 0,07 dàn kichik qiymàtlàridà fîrmulà båràdigàn
õàtîlik 0,005 dàn îrtmàydi.
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Shu kàbi fîrmulà yordàmidà tîpilàdigàn tàqribiy sîn õàtîligi
ε ≤ 0,0005 chågàràsidà bo‘lishi uchun õ2 ≤ 0,0005, ya’ni | õ | ≤
≤ 0,022 bo‘lishi, àksinchà, binîmdà | õ | ≤ 0,022 bo‘lsà, (1 + õ)2 ≈
1 + 2õ tàqribiy fîrmulà bo‘yichà tîpilgàn nàtijàdàgi õàtîlik 0,0005
dàn îrtmàydi. Shu tàrtibdà àmàldà ko‘p ishlàtilàdigàn (1 + õ)3 ≈
≈ 1 + 3õ và bîshqà fîrmulàlàrni tuzib îlish mumkin (jàdvàlgà
qàràng; ichki kàtàklàrdà | õ | qiymàtlàri kåltirilgàn).

Fîrmulà ε = 0,005 ε = 0,0005 ε = 0,00005

(1 + x)2 ≈ 1 + 2x 0,07 0,022 0,007

(1 + x)3 ≈ 1 + 3x 0,04 0,012 0,004

1
1

1
+

≈ −
x

x 0,06 0,022 0,007

1 1 1
2+ ≈ +x x 0,19 0,062 0,020

1 13 1
3+ ≈ +x x 0,20 0,065 0,021

1 - m i s î l .  1,0383 ni hisîblàymiz.
Y e c h i s h .  (1 + õ)3 ≈ 1 + 3õ fîrmulà bo‘yichà:

1,0383 ≈ 1 + 3 ⋅ 0,038 = 0,114.

Bizdà õ = 0,038 < 0,04. Jàdvàldàn ε < 0,005 bo‘lishini o‘qib
îlàmiz. Dåmàk, 1,0383 ≈ 0,114, ε < 0,005.

2 - m i s î l .  1,00188 ni ε = 0,0001 gàchà àniqlikdà hisîblàymiz.
Y e c h i s h .  Nyutîn binîmi fîrmulàsidàn fîydàlànàylik:

8 8 2 88 7
1 2

1,0018 (1 0,0018) 1 8 0,0018 0,0018 ... 0,0018 .⋅
⋅

= + = + ⋅ + ⋅ + +

Yoyilmàdà shundày hàdni tîpishimiz kåràkki, u và undàn
kåyingi bàrchà hàdlàr birgàlikdà ε dàn kichik bo‘lsin. Ikkinchi
hàdning ε dàn kàttà ekàni uning yozuvidàn ko‘rinib turibdi.
Uchinchi hàd:

28 7
1 2

0,0018 28 0,00000324 0,000091 0,0001⋅
⋅

⋅ = ⋅ ≈ < .

Êåyingi hàdlàr yanàdà kichràyib bîràdi. Uchinchi và kåyingi
hàdlàrni tàshlàymiz. Nàtijàdà: 1,00188 ≈ 1 + 8 ⋅ 0,0018 = 1,0144.

Yuqîridà kåltirilgàn misîllàrdà nàturàl ko‘rsàtkichli binîm
fîrmulàlàridàn fîydàlànildi. Låkin bu fîrmulà istàlgàn hàqiqiy
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ko‘rsàtkichli dàràjà uchun bàjàrilàdi. Fàqàt |x| < |a| bo‘lishi shàrt.
Yoyilmàdà chåksiz ko‘p qo‘shiluvchilàrdàn ibîràt yig‘indi hîsil
bo‘lishi mumkin. Yoyilmàdà qànchà hàd qîldirilgàndà izlànàyotgàn
nàtijàdà zàrur àniqlikdà bo‘lishini bilish uchun qo‘shimchà tåk-
shirishlàr bàjàrilishi zàrur.

3 - m i s î l .  3 0,98  ni ε = 0,001 àniqlikdà hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  1 33 30,98 1 ( 0,02) (1 ( 0,02)) ,= + − = + − bundà

1
3

n = , a = 1, x = −0,02 bo‘lmîqdà. Nyutîn binîmi fîrmulàsi

bo‘yichà:

( ) ( ) ( )1 3 2

2

1 1 1 1 11 1 2
3 3 3 3 31

3 1 2 1 2 3
1 ( 0,02)) 1 ( 0,02) ( 0,02)

( 0,02) ... 1 0,07 0,004 0,000044 ....

⋅ − ⋅ − ⋅ −

⋅ ⋅ ⋅
+ − = + ⋅ − + ⋅ − + ⋅

⋅ − + = − − − −

Òàlàb etilàyotgàn àniqlikni îldingi ikki hàd tà’minlày îlàdi.

J à v î b :  3 0,98 0,993≈ .

Ì à s h q l à r

5.100. Yuqîridà kåltirilgàn jàdvàldàgi bàrchà fîrmulàlàrning
àniqligini tåkshiring.

5.101. x ning kichik qiymàtlàri uchun

2( 1)
2

(1 ) 1n n n
x nx x

−+ ≈ + + ⋅

fîrmulàning o‘rinli bo‘lishini tåkshiring.
5.102. 1) (1 + 0,05)6;  2) 1,0034;  3) 0,9957;  4) 1,00030,8;

5) 5 1,005  ni 0,001; 0,0005; 0,0001 gàchà àniqlikdà hisîblàng.

10. Òånglàmàlàrni tàqribiy yechish (Vàtàrlàr và urinmàlàr
usullàri). Biz tånglàmàlàrni tàqribiy yechishning ikki usuli – ildiz
yotgàn îràliqni kåtmà-kåt ikkigà bo‘lish và àl-Êîshiy usuli bilàn
tànishmiz. Ulàrdà [a; b] kåsmàdà qàràlàyotgàn f (x) funksiyaning
uzluksiz, mînîtîn bo‘lishi và f (a) ⋅f (b) < 0 tångsizlikning bàjàri-
lishi tàlàb etilàdi, chunki shu hîldàginà [à; b] dà yagînà ildiz
màvjud bo‘làdi. Shu shàrtlàrning bàjàrilishi tàlàb qilinàdigàn yanà
ikki muhim usul bilàn tànishàmiz.
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1) V à t à r l à r  u s u l i .  f (x) = 0
tånglàmàning shu îràliqdà yotgàn
x* ildizini ε àniqlikdà tîpish kåràk
bo‘lsin. À(à; f (a)) và B(b; f (b))
nuqtàlàrdàn o‘tkàzilgàn ÀB vàtàr ÎX
o‘qini õ1 nuqtàdà kåssin, y1 = 0
(V.23-ràsm).

à nuqtàdà f (a) ⋅ f ′′(a) < 0
bo‘lsà, õ0 = à và õ1 nuqtàlàr izlànàyotgàn õ* ildizgà bîshlàng‘ich
và birinchi yaqinlàshish bo‘làdi (àks hîldà, f (b) ⋅ f ′′(b) < 0 bo‘lsà,
õ0 = b, x1 làr yaqinlàshish bo‘làdi). Àgàr ε ≤ |õ1 − õ0| bo‘lsà,
màsàlà hàl qilindi và õ* ≈ x1 dåb qàbul qilinàdi. Àks hîldà shu
kàbi hisîblàshlàr [õ1; b] kåsmà và À1B vàtàrgà nisbàtàn
tàkrîrlànàdi và hîkàzî. õ1 yaqinlàshishni àniqlàsh uchun ÀB

vàtàrning 
( ) ( )

( ) ( )
f b f a

b a
y f a x a

−
−

= + ⋅ −  tånglàmàsigà õ = õ1, y = 0
qo‘yilib, õ1 tîpilàdi:

1 ( ) ( )
( )b a

f b f a
x a f a−

−
= − ⋅ .                                  (1)

Shu kàbi, õ2 yaqinlàshishni tîpishdà (1) dàgi à o‘rnigà õ1
qo‘yilàdi:

1
2 1 1

1( ) ( )
( )

b x

f b f x
x x f x

−
−

= − ⋅

và hîkàzî, hàr qàysi õk yaqinlàshish îldin tîpilgàn õk−1 bo‘yichà
àniqlànàdi:

1
1 1

1( ) ( )
( )k

k k k
k

b x

f b f x
x x f x−

− −
−

−
−

= − ⋅ .                              (2)

Bu jàràyondà B nuqtà qo‘zg‘àlmàs bo‘lishini, õk yaqinlàshishlàr
õ* àniq yechimgà quyi tîmîndàn yaqinlàshib bîrishini ko‘ràmiz.
Àgàr  f (b) ⋅ f ′′(b) < 0 bo‘lsà, À nuqtà qo‘zg‘àlmàs bo‘làdi và õ* gà
yaqinlàshishlàr

1
1 1

1( ) ( )
( )k

k k k
k

x a

f x f a
x x f x−

− −
−

−
−

= − ⋅                           (3)

munîsàbàt bo‘yichà àniqlànàdi. Bu hîldà õk yaqinlàshishlàr x* gà
o‘ng tîmîndàn yaqinlàshàdi.

1 - m i s î l .  õ4 − 5õ2 + 8õ − 8 = 0 tånglàmàni ε = 0,0001 gàchà
àniqlikdà yechàmiz.

Y
B

A A1

O
  a   x1       x2

x* Xb

f (x)

V.23- rasm.
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Y e c h i s h .  Iõtiyoriy tàrtibdà à = −3, b = −2,9 nuqtàlàrni
tànlàymiz. Ulàrdà f (−2,9) = −2,52... < 0, f (−3) = 4 > 0, dåmàk,
f (−2,9) ⋅ f (−3) < 0 bo‘lishini ko‘ràmiz. Funksiya (−3; −2,9) intårvàldà
uzluksiz, mînîtîn, dåmàk, yagînà ildizgà egà. Uni tîpishdà
vàtàrlàr usuli qo‘llànilgàndà, îldin õ0 bîshlàng‘ich yaqinlàshish
àniqlànàdi.

f ′′ = (4x3 − 5x + 8)′= −12x2 − 5,  f ′′(−2,9) > 0,  f ′′(−3) > 0;
f (−2,9) ⋅ f ′′(− 2,9) < 0.

Dåmàk, õ0 = −2,9. U hîldà:

1 1
2,9 ( 3)
2,5219 4

2,9 ( 2,5219) 2,93867,  ( ) 0,11166x f x
− − −
− −

= − − ⋅ − ≈ − ≈ − .

|x1 − x0| = 0,0386 > ε, ya’ni hàli tàlàb qilingàn àniqlik tà’minlàngàn
emàs và hisîblàshlàr dàvîm ettirilishi kåràk:

2 2
2,93867 ( 3)

0,11166 4
2,93867 ( 0,11166) 2,94033,  ( )x f x− − −

− −
= − − ⋅ − ≈ − ≈

0,0473≈ − .

Låkin |õ2 − õ1| = 0,0017 > ε; hisîblàshlàr yanà dàvîm ettirilàdi:

3
2,94033 ( 3)

0,00473 4
2,94033 ( 0,00473) 2,94040x

− − −
− −

= − − ⋅ − ≈ − ,

|x3 − x2| = |−2,94040 − (−2,94033)| = 0,00007 < ε.
Òàlàb qilingàn àniqlikkà erishildi. J à v î b :  x* ≈ −2,94040.
2) U r i n m à l à r  u s u l i .  Àgàr f (x) funksiya [a; b] kåsmàdà

uzluksiz, diffårånsiàllànuvchi và f (a) ⋅ f (b) < 0 bo‘lsà, kåsmàning
uchlàridàn biridà f (x) gràfigigà o‘tkàzilàdigàn urinmà ÎX o‘qini
àlbàttà kåsàdi (V.24-ràsm). Êåsishish nuqtàsi f (x) = 0 tånglàmà

Y

A

O x1x2

a

B

b

B1

x*

X

f ′′ > 0
f (b) > 0

Y

Xx*

A1

B

b

x1a

A

f ′′ < 0

V.24-rasm.

f (a) < 0

a) b)

O
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ildizining birîr yaqinlàshishini båràdi. Bîshlàng‘ich yaqinlàshish
sifàtidà [a; b] kåsmàning shundày uchi (V.24-à ràsmdà B nuqtà,
V.24-b chizmàdà À nuqtà) tànlànàdiki, undà f funksiya và uning
f ′′ hîsilàsi bir õil ishîràgà egà bo‘lsin. Undàn o‘tkàzilàdigàn urinmà
ÎX o‘qini àlbàttà kåsàdi và õ1 yaqinlàshishni båràdi. Bu hîldà
bîshqà uchidàn o‘tkàzilàdigàn urinmà ÎX o‘qini [a; b] kåsmàdà
kåsmàsligi mumkin. Bàrchà õk yaqinlàshishlàr uchun yuqîridàgi
kàbi råkurrånt fîrmulàni tuzish màqsàdidà À(a; f (a)) yoki B(b;
f (b)) dàn o‘tuvchi urinmà tånglàmàsigà y = 0 qo‘yilàdi. Jumlàdàn,
À nuqtàdàn o‘tuvchi urinmàning y = f (a) + f ′(a)(x − a) tånglàmàsi
bo‘yichà

0 = f (a) + f ′(a)(x − a),
yoki

( )
( )

f a
f a

x a ′= −                                                  (4)

råkurrånt munîsàbàtni, B nuqtà bo‘yichà esà

( )
( )

f b
f b

x b
′

= −                                                  (5)

ni hîsil qilàmiz. Àgàr bîshlàng‘ich yaqinlàshish sifàtidà õ0 = à
yoki   õ0 = b tànlàngàn bo‘lsà, qîlgàn õk yaqinlàshishlàr ushbu
råkurrånt fîrmulà bo‘yichà tîpilàdi:

1
1

1

( )
( )

k
k k

k

f x

f x
x x −

−
−′

= − .                                        (6)

2 - m i s î l .  õ 4 − 5õ 2 + 8õ − 8 = 0 tånglàmàni urinmàlàr usulini
qo‘llàb yechàmiz. 1-misîldà ko‘rsàtilgànidåk, ε = 0,0001 bo‘lsin.

Y e c h i s h .  f (x) funksiya [−3; −2,9] kåsmàdà diffårånsiàllànàdi.
Undà

f ′′ = (õ 4 − 5õ 2 + 8õ − 8)′′ = (4x 3 − 10x + 8)′ = 12x 2 − 10 > 0,
f (−3) > 0,  f (−2,9) < 0.

Bu kåsmàdà f ′′ và f (−3) làrning ishîràlàri bir õil musbàt.
Bîshlàng‘ich yaqinlàshish sifàtidà õ0 = −3 ni îlàmiz. (6) fîrmulàdàn
fîydàlànàmiz:

f (−3) = (−3)4 − 5 ⋅ (−3)2 + 8 ⋅ (−3) − 8 = 4,
f ′(−3) = 4 ⋅ (−3)3 − 10 ⋅ (−3) + 8 = −70.

U hîldà
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1
4
70

3 2,942857... 2,94286,x
−

= − − = − ≈ −

1 2,94286 ( 3)ε = − − − > ε ,

hisîblàshlàr dàvîm ettirilishi kåràk:

f (x1) ≈ 0,15777, f  ′(x1) ≈ −64,5168; x2 ≈ −2,94041,

ε2 = |−2,94041 − (−2,94286)| = 0,00044 > ε;

f (x2) ≈ 0,0002809 ≈ 0,00028, f ′(x2) ≈ −64,2873,

x3 ≈ −2,94041;   ε3 = |x3 − x2| ≈ 0 < ε
bo‘lmîqdà. Zàrur àniqlikkà erishildi, hisîblàshlàr to‘õtàtilàdi. Izlà-
nàyotgàn ildiz: −2,9404.

Ì à s h q l à r

5.103. f (x) = 0 tånglàmàning ildizlàrini 0,01 àniqlikdà tîping:

1) 2x 3 − 6x + 5 = 0; 2) x 4 + 4x − 1 = 0;3) x 4 + x 2 + 6x − 8 = 0.

5.104. Ildizlàrni 0,0001 àniqlikdà tîping:

1) 139 ; 2) 3 231 ; 3) 3 34 ; 4) 4 56,4 ; 5) 5 544 .

16 Àlgebra, II qism
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VI  B Î B

INÒEGRÀL

1-§. Àniqmàs intågràl

1. Intågràllàsh àmàli. Bîshlàng‘ich funksiya. Biz F(x)
funksiyaning F ′(x) hîsilàsini tîpish zàrur bo‘lsà, funksiyalàrni
diffårånsiàllàsh qîidàlàridàn fîydàlàngànmiz. Àgàr hîsilà
x àrgumåntning  funksiyasi  bo‘lib,  uni  f (x)  orqali belgilasak,
F ′(x) = f (x) bo‘làdi và F(x) funksiya diffårånsiàlini dF(x) = F ′(x)dx
yoki dF(x) = f (x)dx ko‘rinishdà yozish mumkin bo‘làdi. Àksinchà,
funksiyaning birîr X îràliqdà bårilgàn f (x) hîsilàsi bo‘yichà shu
îràliqdà àniqlàngàn F(x) funksiyaning o‘zini tîpish tàlàb etilsà,
f (x) funksiyani intågràllàsh àmàlidàn, ya’ni intågràllàsh nîmi
bilàn àtàluvchi màõsus qîidàlàr và fîrmulàlàrdàn fîydàlànilàdi.
Izlànàyotgàn F(x) funksiya f (x) uchun bîshlàng‘ich funksiya
vàzifàsini o‘tàydi. Intågràllàsh àmàli ∫  bålgisi bilàn bålgilànàdi
(lîtinchà untegrare – tiklàsh).

Shundày qilib, birîr X îràliqdàgi bàrchà x làr uchun F ′(x) =
=f (x) o‘rinli bo‘lsà, F(x) funksiya shu îràliqdà f (x) funksiyaning
bîshlàng‘ich funksiyasi dåyilàdi.

Ìàtåmàtikàgà intågràl àtàmàsini shvåysàriyalik màtåmàtik
Iîgànn Bårnull i (1667–1748) kiritgàn và intågràl hisîbdàn
birinchi siståmàtik kurs tàyyorlàgàn. Uning shîgirdi Påtårburg
fànlàr àkàdåmiyasining hàqiqiy à’zîsi Låînàrd Eylår (1707–
1783) intågràllàshni fdx∫  bålgisi îrqàli bålgilàgàn. Hîzirgi zàmîn
bålgilàshlàrini esà frànsuz màtåmàtigi J .Furyå (1768–1860)
kiritgàn.

1 - m i s î l .  Àgàr F ′(x) =  f (x) = 4x3, x∈R bo‘lsà, bîshlàng‘ich
funksiya F(x) = x 4 và umumàn, F(x) + C = x4 + C bo‘làdi, bundà
C – iõtiyoriy o‘zgàrmàs sîn. Chunki (F (x) + C )′ = (x4 + C )′ =
=4x3 + 0 = 4x3.

Diffårånsiàllàsh và intågràllàsh àmàllàri o‘zàrî tåskàri

àmàllàrdir. F(x) funksiyani intågràllàsh ( )fdx F x C= +∫  ko‘ri-
nishdà yozilàdi. Õususàn, yuqîridàgi misîl bo‘yichà biz
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3 44x dx x C= +∫  gà egà bo‘làmiz,

bundà C = const.
Ò å î r å m à .  Àgàr f (x) funksiya X

îràliqdà F(x) bîshlàng‘ich funksiyagà
egà bo‘lsà, F(x) + C funksiya hàm f (x)
uchun bîshlàng‘ich funksiya bo‘làdi,
bundà C – iõtiyoriy o‘zgàrmàs sîn. X dà
f (x) funksiya bîshqà ko‘rinishdàgi
bîshlàng‘ich funksiyagà egà emàs.

I s b î t .  Bàrchà x∈X làr uchun F ′(x) =  f (x), chunki shu
îràliqdà F(x) funksiya f (x) funksiya uchun bîshlàng‘ich funksiya.
Låkin iõtiyoriy C hàqiqiy sîn uchun (F(x) + C)′ = f (x). Dåmàk,

( ) ( )f x dx F x C= +∫ . Shu bilàn birgà f (x) funksiya X dà bîshqà
ko‘rinishidàgi bîshlàng‘ich funksiyagà egà bo‘là îlmàydi.
Hàqiqàtàn, birîr Φ(x) hàm f (x) ning bîshlàng‘ich funksiyasi
bo‘lsin, dåb fàràz qilàylik: Φ′(x) = f (x). U hîldà hàr bir x∈X
uchun ϕ′(x) = Φ′(x) − F ′(x) = 0 bo‘làdi. ϕ′(x) = 0 bo‘lgàni uchun
ϕ(x) = C bo‘làdi. Dåmàk, Φ(x) − F(x) = C. Bundàn Φ(x) = F(x) +
+ C, ya’ni iõtiyoriy bîshlàng‘ich funksiya F(x) + C ko‘rinishigà egà
bo‘làdi.

Shundày qilib, f (x) funksiyaning bàrchà F(õ) + C bîshlàng‘ich
funksiyalàrini tîpish uchun àvvàl ulàrdàn birini, màsàlàn, F(x)
ni tîpish, so‘ngrà ungà istàlgàn C∈R o‘zgàrmàs sînni qo‘shish
kifîya. C iõtiyoriy bo‘lgàni uchun funksiyaning bîshlàng‘ich
funksiyalàri chåksiz ko‘p bo‘làdi.

Qo‘shiluvchi C sîn intågràllàsh dîimiysi, F(x) + C bîshlàng‘ich
funksiyalàr to‘plàmi f (x) funksiyaning f x dx( )∫  àniqmàs intågràli
dåyilàdi.

Bårilgàn f (x) funksiyaning bàrchà bîshlàng‘ich funksiyalàri
gràfiklàri y = F(x) funksiya gràfigini OY o‘qi bo‘yichà C qàdàr
siljitishdàn hîsil qilinàdi và shu  yo‘l bilàn bîshlàng‘ich funksiya
gràfigini bårilgàn nuqtà îrqàli o‘tishigà erishilàdi (VI.1-ràsm).

2 - m i s î l .  y = x 2 funksiyaning gràfigi A(1; 2) nuqtàdàn
o‘tuvchi bîshlàng‘ich funksiyasini tîpàmiz.

Yechish. f (x) = x 2  funksiya uchun 
3

3
( ) xF x C= + , chunki

F ′(x) = x 2. Shundày C sînni tîpàmizki, 
3

3
xy =  funksiyaning

Y

O                         X

y = F(x)

VI.1-rasm.
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gràfigi A(1; 2) nuqtà îrqàli o‘tsin. Îõirgi tånglikkà x = 1; y = 2

qiymàtlàrni qo‘yib, 1
3

2 C= +  ni hîsil qilàmiz. Bundàn 5
3

C = .

Dåmàk, 
3 5
3 3

( ) xF x = + .

À n i q m à s  i n t å g r à l n i n g  õ î s s à l à r i :
1) Iõtiyoriy C sîn uchun ushbu tånglik o‘rinli:

( ( ) ) ( )d f x dx f x dx=∫ .                                            (1)

Hàqiqàtàn, ( ) ( )f x dx F x C= +∫  và F ′(x) = f (x) bo‘lgàn-
ligidàn:

( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( )d f x dx F x C dx F x dx f x dx′ ′= + = =∫ .

3 - m i s î l .  cos sinxdx x C= +∫  bo‘làdi. Chunki (sinx + C)′ =

=cosx  và  ( cos ) (sin ) (sin ) cosd xdx d x C d x xdx= + = =∫ .

2) Ushbu tånglik o‘rinli:

( ) ( )F x dx F x C′ = +∫ .                                           (2)

Chunki ( ) ) ( ) ( )F x dx f x dx F x C′ = = +∫ ∫ .

4 -misî l .  cos (sin ) sinxdx x dx x C′= = +∫ ∫ .

3) Ushbu tånglik o‘rinli:

( ( ) ( )) ( ) ( )x x dx x dx x dxϕ + ψ = ϕ + ψ∫ ∫ ∫ .                             (3)

Hàqiqàtàn, 1( ) ( )x dx x Cϕ = Φ +∫  và 2( ) ( )x dx x Cψ = Ψ +∫
bo‘lsin. U hîldà ( ) ( ),  ( ) ( )x x x x′ ′Φ = ϕ Ψ = ψ  và shungà ko‘rà

( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ,

x x dx x x dx x x dx

x x C x dx x dx

′ ′ ′ϕ + ψ = Φ + Ψ = Φ + Ψ =

= Φ + Ψ + = ϕ + ψ

∫ ∫ ∫
∫ ∫

bundà C = C1 + C2.
4) O‘zgàrmàs ko‘pàytuvchini intågràl bålgisi îstidàn chiqàrish

mumkin:

( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫ , k – o‘zgàrmàs sîn.                 (4)
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Hàqiqàtàn, ( ) ( )F x f x′ =  và (kF(x))′ = kF ′(x) = kf (x)
bo‘lgànidàn,

( ) ( ) ( )kf x dx kF x C k f x dx= + =∫ ∫ .

Jumlàdàn, 2 và 4-õîssàlàr và 1α ≠ −  uchun 1( ) ( 1)x xα+ α′ = α +
bo‘yichà dàràjàli funksiya uchun

11
1 1

( 1) xx dx x dx C
α+α α

α+ α+
= α + = +∫ ∫                        (5)

hîsil qilinàdi.

5 - m i s î l .  3 2(4 9 6 8)I x x x dx= − + −∫  ni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  3 và 4-õîssàlàrgà àsîsàn:

3 24 9 6 8I x dx x dx xdx dx= − + −∫ ∫ ∫ ∫ .

(5) fîrmulà bo‘yichà:
4 3 23 2
4 3 2

,  ,  ,  x x xx dx C x dx C xdx C dx x C= + = + = + = +∫ ∫ ∫ ∫ .

4 3 2 4 3 2
4 3 2

4 9 6 8 3 3 8x x xI x C x x x x C= ⋅ − ⋅ + ⋅ − + = − + − + .

Biz C ni  bir màrtà yozdik, chunki o‘zgàrmàslàr yig‘indisini
bittà o‘zgàrmàs bilàn àlmàshtirish mumkin.

6 - m i s î l .  4
3
8

x
I x x dx = − 

 ∫   intågràlni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  
5 15 3 1434
5 3 11
4

8 8x xI x x dx C
+ − +−

− ++

 
=  −  = − ⋅ + =

 
 

∫
2 44
9

x x=   .   24x C−+ + .

Ì à s h q l à r

6.1. F(x) funksiyaning f (x) funksiya uchun bîshlàng‘ich
funksiya bo‘lishini isbît qiling:

1) 
6 5
6

( ) 2 cos3 ,  ( ) 6 sin 3xF x x f x x x= + = − ;

2) 
2

2
4arctg2

1 4
( ) arctg 2 ,  ( ) x

x
F x x f x

+
= = ;
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3) 
2

3
2

9 tg 3

cos 3
( ) tg 3 sin 5 ,  ( ) 5 cos 5x

x
F x x x f x x= − = − ;

4) 
78

16

8

1
( ) arcsin( ),  ( ) x

x
F x x f x

−
= = ;

5) 2 2cos

2
( ) sin cos( ),  ( ) 2 sin( )x

x
F x x x f x x x= − = + ;

6) 5 4 5
2

8 8cos
sin sin

( ) cos ,  ( ) 5 cos sin x
x x

F x x x f x x x x x= − = − + .

6.2. Intågràllàrni hisîblàng:

1) 6x dx∫ ; 2) 2 5x xdx∫ ;

3) 
4 2

2
2 1x x x

x x
dx− − +∫ ; 4) 

6

3
9

3

x

x
dx−

+∫ .

6.3. f (x) funksiya uchun A(x0; y0) nuqtàdàn o‘tuvchi bîsh-
làng‘ich funksiyani tîping:

1) f (x) = 3x − 1, A(1, 3);        2) f (x) = 4x + 3,  A(1, 2);
3) ( )f x x= , A(9, 10).

2. Intågràllàsh fîrmulàlàri.  Funksiyalàrni intågràllàshdà ulàrning
diffårånsiàllàsh nàtijàlàrigà àsîslànilàdi. Diffårånsiàllàshning hàr
bir ( ) ( )F x f x′ = fîrmulàsidàn intågràllàshning ungà mîs

( ) ( )f x dx F x C= +∫  fîrmulàsi hîsil bo‘làdi. Intågràllàsh jàdvàlini
kåltiràmiz:

¹ ( ) ( )f x dx F x C= +∫ F x f x( ) ( )′ =

1
1

1
, 1xx dx C

α+α
α+

= + α ≠ −∫ x C x x
1 1
1 1

, 1
α+ α αα+

α+ α+

′ + = = α ≠ − 
 

2 cos sinxdx x C= +∫ (sin ) cosx C x+ ′ =

3 sin cosxdx x C= − +∫ ( cos ) ( sin ) sin− + ′ = − − + =x C x x0

4
2cos

tgdx

x
x C= +∫ x

x C x k k Z
2
1

2cos
(tg ) , 2 , π′+ = ≠ + π ∈

5 2sin
ctgdx

x
x C= − +∫ xx

x C

x k k Z

22
11 ,

sinsin
( ctg )

,  

 
−  

 
′− + = − =

≠ π ∈

6
21

arcsindx

x
x C

−
= +∫

x
x C x

2

1

1
(arcsin ) ,  1

−
′+ = <
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7 21
arctgdx

x
x C

+
= +∫ x

x C
2

1

1
(arctg )

+
′+ =

8 2 2

2

2 2
2

2
arcsin

x

a x
a

a x dx a x

C

− = − +

+ +

∫ ( )x a x
a

a x C

a x a x

22 2

2 2
2 2

arcsin

,  

′
− + + =

= − ≥

9
x xe dx e C= +∫ x xe C e( )′+ =

10 ln

xx a
a

a dx C= +∫ x xa C a a( ) ln′+ =

11       lndx
x

x C= +∫               

 

1 ;  

1 1

0 da ln , (ln )

0 da ln( )

(ln( ) ) ( 1)

dx
x

dx
x x

x x

x x C x C

x x C

x C

′> = + + =

= < = − +

′− + =− ⋅ − =

∫
∫

1 - m i s î l .  
2 2

3 2

2(1 ) 1

(1 ) 1

x x

x x
I dx

+ − −

+ −
= ∫   intågràlni hisîblàymiz,

1x < .

Y e c h i s h . Dàstlàb intågràl îstidàgi ifîdàni sîddàlàshtiràmiz:

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

22

2(1 ) 1 2(1 ) 1

(1 ) 1 (1 ) 1 (1 ) 1

2 1

11

( )

.

x x x x

x x x x x x

xx

f x
+ − − + −

+ − + − + −

+−

= = − =

= −

Jàdvàldàgi 6, 7- fîrmulàlàr bo‘yichà:

22 11
2 2 arcsin arctgdx dx

xx
I x x C

+−
= − = − +∫ ∫ .

2 - m i s î l .  2 2
5 6

sin cosx x
I dx = + 

 ∫  ni hisîblàymiz, bundà

2
,  2 ,  x k x k k Zπ≠ π ≠ + π ∈ .

Y e c h i s h .  Jàdvàldàgi 5, 4 - fîrmulàlàr bo‘yichà:

2 2sin cos
5 6 5ctg 6tgdx dx

x x
I x x C= + = − + +∫ ∫ .

www.ziyouz.com kutubxonasi



248

3 - m i s î l .  (7 cos 6 sin )I x x dx= −∫   ni hisîblàymiz:

Y e c h i s h . Jàdvàldàgi 2, 3 - fîrmulàlàr bo‘yichà:

7 cos 6 sin 7 sin 6 cosI xdx xdx x x C= − = + +∫ ∫ .

4 - m i s î l .  
( )
( )2 2 2 2

1 1 1

11

arctg
xd
adx du

a a aa x ux
a

u C
+ ++

= = = + =∫ ∫ ∫

1 arctg x
a a

C= + ,  ( x
a

u =   àlmàshtirish và jàdvàldàgi 7- fîrmulàdàn

fîydàlàndik).

5 - m i s î l .  
3 xe dx∫  ni hisîblàymiz.

Y ec h i sh .  3 3 31 1
3 3

(3 )x x xe dx e d x e C= = ⋅ +∫ ∫ .

6 - m i s î l .  2
 ( 2)dx

x
x

+
≠ −∫  ni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  
( 2)

2 2
ln( 2)d xdx

x x
x C

+
+ +

= = + +∫ ∫ .

Ì à s h q l à r

6.4. Intågràllàrni hisîblàng:

1) 3(4 2 )x x dx+∫ ;     2) 2
10

sin
(7 cos ) ,  ,  

x
x dx x k k Z− ≠ π ∈∫ ;

3) 22

3 4

11
,  1

xx
dx x

+−

 
− < 

 
∫ ; 4) 

2
3

1
4 sin

x
x dx

+

 − 
 ∫ ;

5) 2 2

3 2

cos 1
, 1

x x
dx x

−

 
− < 

 
∫ ;  6)

3

2
sin 1

sin
, ,  x

x
dx x k k Z+ ≠ π ∈∫ ;

7) 
5

2

( 1)

1

x dx

x

−

+
∫ ;       8) 

4 3 1
1

,  1x x x
x

dx x− + −
−

≠∫ ;    9) 2tg 3xdx∫ .

6.5. y = å−3õ funksiya y ′ = −3å−3õ  tånglikni qànîàtlàntiràdimi?

6.6. y = åõ/3  funksiya  1
3

y y′ =  tånglàmàni qànîàtlàntirishini
isbît qiling.
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6.7. Intågràllàrni hisîblàng:

1) 3x dx∫ ; 2) 
2 xe dx∫ ;  3) 5 xe dx−∫ ;    4) cos( )x xe e dx∫ .

6.8. Intågràllàrni hisîblàng:

1) 6
dx
x +∫ ; 2) 6 7

dx
x−∫ ; 3) 

4

51

x dx

x+∫ ;

4) 
3

21

x dx

x+∫ ; 5) tg5xdx∫ ; 6) tg(4 2)x dx−∫ ;

7) 2(1 )arctg

dx

x x+∫ ; 8) 
21 arctg

dx

x x+
∫ .

3. O‘zgàruvchini àlmàshtirish usuli. Ushbu usul (bîshqàchà
àytgàndà, o‘rnigà qo‘yish usuli) jàdvàldà ko‘rsàtilmàgàn
intågràllàrni jàdvàldàgi birîr ko‘rinishgà kåltirib hisîblàsh
màqsàdidà qo‘llànilàdi. Usulning àsîsidà muràkkàb funksiyani
diffårånsiàllàsh qîidàsi yotàdi: F(ϕ(t)) funksiya bårilgàn và
x = ϕ(t) àlmàshtirish kiritilgàn bo‘lsin. U hîldà:

( ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )F t F x t f x t f t t′ ′ ′ ′ ′ϕ = ϕ = ϕ = ϕ ϕ  và

( ) ( )f x dx F x C= +∫
bo‘lgànidàn quyidàgigà egà bo‘làmiz:

( ( )) ( ) ( ( ))f t t dt F t C′ϕ ϕ = ϕ +∫                               (1)
yoki

( ( )) ( ) ( ( ))f t d t F t Cϕ ϕ = ϕ +∫ .                                (2)

Dåmàk, F(ϕ(t)) funksiya ( ( )) ( )f t t′ϕ ϕ  funksiyaning bîsh-

làng‘ich funksiyasi ekàn. Õususàn, ( )t kt bϕ = +   bo‘lsin. U hîldà:

( )t k′ϕ =  yoki dϕ(t) = kdt và (2) bo‘yichà

( ) ( )f kt b kdt F kt b C+ = + +∫
yoki

1( ) ( )
k

f kt b dt F kt b C+ = ⋅ + +∫ .                              (3)

1 - m i s î l .  1 sin(10 8)I x dx= +∫  và 4
2 (7 8)I x dx= −∫

intågràllàrni hisîblàymiz.
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Ye c h i s h . Intågràllàsh jàdvàlidàgi 1 và 3- fîrmulàlàrgà muvîfiq:
5 5

1 2
1 1 1
10 5 7 35

cos(10 8) ,  (7 8) (7 8)I x C I x C x
⋅

= − + + = − + = − .

2 - m i s î l .  3 4cos( )I x x dx= ∫  intågràlni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  4 3( ) 4x x′ =   bo‘lgànligidàn, 4x t=  àlmàshtirish

kiritàmiz. U hîldà 4( )d x dt=  yoki 34x dx dt=  và bundàn
3

4
dtx dx = , u hîldà

41 1 1
4 4 4

cos sin sin( )I tdt t C x C= = + = +∫ .

3 - m i s î l .  3cos sinI x xdx= ∫  intågràlni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  (cosx)′ = −sinx bo‘lgànligidàn cosx = t àlmàshtirish
kiritàmiz. U hîldà dt = d(cosx) = (cosx) ′dx = −sinxdx và

4 43 cos
4 4

( ) t xI t dt C C= − = − + = − +∫ .

4 -m i s î l .  4
sin

cos

xdx

x
∫  intågràlni hisîblàymiz 2

( ,  )x k k Zπ≠ + π ∈ .

Y e c h i s h .  sinxdx = −d(cosx);  cosx = t  àlmàshtirish kiritàmiz.

34
4 4 4 3

(cos )sin 1 1
3 3cos cos cos

d xxdx dt t

x x t x
t dt C C−

−
= − = − = − = − + = ⋅ +∫ ∫ ∫ ∫ .

5 - m i s î l .  
2 2a x dx−∫  ni hisîblàymiz, bundà a > x.

Y e c h i s h .  x = ϕ(t) = a sint bo‘lsin,bundà 
2 2
;  t π π ∈ −  . U

hîldà:
ϕ ′(t) = a cost,  dx = a costdt và

2 2 2 2 2 21 sin cos cosa x dx a t tdt a tdt− = − =∫ ∫ ∫ .

Låkin 2 1 cos 2
2

cos tt += . Shungà ko‘rà

2 2 22 2

2 2 2 2

2 2 2

sin 2
2 2 2 2 2

(1 cos 2 ) cos 2

sin cos .

a a a

a t a t a t a

a x dx t dt dt tdt

C t t C
⋅

− = + = + =

= + + = + +

∫ ∫ ∫ ∫
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Bizdà a sint = x, sin x
a

t = , 
22
2

cos 1 sin 1 x

a
t t= − = − =

2 2

2
a x

a

−= ,  arcsin x
a

t = ,

2 22 22 2

2 2 2

2 2

2 2

arcsin

arcsin .

a xa x a x
a a a

a x x
a

a x dx C

a x C

−− = + ⋅ ⋅ + =

= + − +

∫

6 - m i s î l .  
2

3
6

2 1

x dx

x −∫  intågràlni hisîblàymiz, bundà 3 1
2

x > .

Y e c h i s h .  (2õ 3 − 1) ′ = 6õ2 bo‘làdi.  2õ 3 − 1 = t àlmàshtirish
kiritàmiz. U hîldà 6õ 2dx = dt,

2 3
3

6

2 1
ln ln(2 1)x dt

tx
dx t C x C

−
= = + = − +∫ ∫ .

Ìisîl nàtijàsigà ko‘rà iõtiyoriy diffårånsiàllànuvchi funksiya

uchun ushbu tånglik o‘rinli bo‘làdi: ( )
( )

ln ( )
f x dx

f x
f x C

′
= +∫ .

Ì à s h q l à r

6.9. Intågràllàrni hisîblàng:

1) 
8 3

3
6 1x x x

x
dx− + +∫ ;      2) 236

dx

x+∫ ;       3) 29 25

dx

x +∫ ;

4) 
21 25

dx

x−
∫ ;      5) cos 4xdx∫ ;       6) 2cos (5 6)

dx

x −∫ .

6.10. Intågràllàrni àlgåbràik yig‘indigà àjràtish yo‘li bilàn tîping:

1) 
8 3

3
6 1x x x

x
dx− + +∫ ; 2) 

35 4 2 27 5 4x x x x

x x
dx+ − +∫ ;

3) 
2sin 5xdx∫ ; 4) 2cos 5xdx∫ ;

5) sin 3 cos3x xdx∫ ; 6) cos18 sin16x xdx∫ ;

7) sin 22 sin 2x xdx∫ ; 8) cos 6 cos3x xdx∫ .
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6.11. Intågràllàrni o‘zgàruvchilàrning àlmàshtirish usulini
qo‘llàb, hisîblàng:

1) 7(5 6)x dx−∫ ;    2) 16 11x dx+∫ ;   3) 
4

5

16

xdx

x−
∫ ;

4) sin 4xdx∫ ; 5) cos 2xdx∫ ; 6) 2sin (6 1)

dx

x−∫ ;

7) 2 2sin 8 cos 8

dx

x x
∫ ;             8)

2(sin cos )x x dx−∫ ;

9)
216 6 7

dx

x x− −
∫ ;                 10) 2 6 17

dx

x x− +∫ .

6.12. Intågràllàrni hisîblàng:

1) 
2

61

x dx

x+
∫ ; 2) 

8

181

x dx

x−
∫ ;            3)  2 3sin( )x x dx∫ ;

4) 2 3(3 1) cos( 1)x x x dx+ + −∫ ;            5) 
8

2

arcsin

1

xdx

x−
∫ ;

6) 
4

2

arctg 3

1 9

xdx

x+
∫ ; 7) 

4

2

ctg 9

sin 9

xdx

x
∫ ;        8) 

5sin 8 cos 8x xdx⋅∫ .

4. Bo‘làklàb intågràllàsh. u = u(x) và v = v(x) funksiyalàr
diffårånsiàllànuvchi funksiyalàr bo‘lsin. Bizgà mà’lumki,

d(uv) = udv + vdu                                (1)
bo‘làdi. (1) ni intågràllàb,

 u ud du= +∫ ∫v v v

yoki
ud u du= −∫ ∫v v v                                             (2)

ni hîsil qilàmiz.
(2) fîrmulà bo‘làklàb intågràllàsh fîrmulàsi dåyilàdi.

(2) fîrmulà ud∫ v  intågràlni undàn sîddàrîq bo‘lgàn du∫ v

intågràlni intågràllàshgà kåltiràdi

1 - m i s î l .  sinx xdx∫  intågràlni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  u = x, dv = sinxdx dåb fàràz qilsàk, u = x ning
diffårånsiàli du = dx gà, dv = sinxdx ning ikkàlà tîmînini intågràllàsàk
v = −cosx gà egà bo‘làmiz. Òîpilgànlàrni (2) fîrmulàgà qo‘ysàk:

sin cos cos cos sinx xdx x x xdx x x x C= − + = − + +∫ ∫ .
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2 - m i s î l .  
xxe dx∫  intågràlni  hisîblàymiz .

Y e c h i s h .  u = x, dv = exdx dåb îlàmiz. Bundàn du = dx, v = ex.
(2) fîrmulàgà àsîsàn

x x x x xxe dx xe e dx xe e C= − = − +∫ ∫ .

Bo‘làklàb intågràllàsh usuli o‘zgàruvchilàrni àlmàshtirish usuligà
nisbàtàn qo‘llàsh sîhàsi tîrrîq bo‘lsà-dà, låkin shu usul yordàmi
bilàn hisîblànàdigàn ko‘plàb intågràllàr màvjud. Ìàsàlàn:

;   ln ;   arcsin ;   cos .k x k mx e dx x dx xdx x axdxα α∫ ∫ ∫ ∫

Ì à s h q l à r

6.13. Intågràllàrni hisîblàng:

1) sin 2x xdx∫ ; 2) cosx xdx∫ ; 3) 
xxe dx−∫ ;

4) 3xx dx∫ ; 5) ln xdx∫ ; 6) lnx xdx∫ ;

7) cosxe xdx∫ ; 8) 
2 xx e dx∫ ; 9) 2ln xdx∫ ;

10) arcsin xdx∫ .

2-§. Àniq intågràl

1. Egri chiziqli tràpåtsiya yuzi. Bîshlàng‘ich funksiya îrttirmàsi.
Àniq intågràl. Êo‘p màsàlàlàr, jumlàdàn, yassi shàkllàrning
yuzlàrini  hisîblàsh màsàlàsi intågràl hisîbi îrqàli hàl etilàdi.

Gåîmåtriya kursidàn bizgà quyidàgi àksiîmàlàr mà’lum:
1) hàr qàndày F shàkl nîmànfiy S(F) yuzgà egà;
2) tîmîni 1 gà tång kvàdràtning yuzi 1 gà tång;
3) tång shàkllàrning yuzlàri tång, ya’ni F1 = F2 bo‘lsà, S(F1) =

=S(F2) bo‘làdi;
4) shàklning yuzi uning bàrchà kåsishmàs qismlàri yuzlàrining

yig‘indisigà tång.
Quyidàn OX o‘qi, yuqîridàn nîmànfiy y = f (x) funksiya gràfigi,

yon tîmînlàridàn x = a, x = b to‘g‘ri chiziqlàr bilàn chågàràlàngàn
shàkl egri chiziqli tràpåtsiya dåyilàdi (VI.2-ràsm).

1 - t å î r å m à .  Àgàr f funksiya [a, b]  îràliqdà mînîtîn bo‘lsà,
F egri chiziqli tràpåtsiya kvàdràturàlànàdi (yuzini hisîblàb bo‘làdi).
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I s b î t .  f (x) funksiya [a, b] kåsmàdà  o‘suvchi, dåylik.
Istàlgànchà kichik ε > 0 sîn uchun hàr dîim shundày Φ1 và Φ2
ko‘pburchàklàr tîpilàdiki, Φ1 shàkl F ning ichidà yotàdi, Φ2 esà
F ni o‘z ichigà îlàdi và ikkàlà ko‘pburchàk yuzlàri àyirmàsi uchun
S(Φ2) − S(Φ1) < ε bo‘làdi. Êo‘pburchàklàrni yasàsh màqsàdidà
[a; b] kåsmàni a = x0 < x1 < ... <  xn−1 < xn = b nuqtàlàr bilàn n tà
tång qismgà àjràtàmiz và bu nuqtàlàrdàn OY o‘qigà pàràllål to‘g‘ri
chiziqlàr o‘tkàzàmiz. Ulàr F egri chiziqli tràpåtsiyani F0, F1, ...,
Fn−1 qismlàrgà àjràtàdi. Hàr qàysi [xk, xk+1] kåsmàdà birining
bàlàndligi f (xk), ikkinchisiniki f (xk+1)  bo‘lgàn ikkità to‘g‘ri
to‘rtburchàk yasàymiz. f (x) funksiya o‘suvchi bo‘lgànidàn birinchi
to‘rtburchàk F tràpåtsiyaning Fk qismi ichigà jîylàshàdi, ikkinchisi
Fk ni o‘z ichigà îlàdi. Bàrchà 0 ≤ k ≤ n − 1 làr uchun birinchi
to‘rtburchàklàr birlàshmàsi (Φ2 pîg‘înàli shàkl) F ichigà
jîylàshàdi, ikkinchi to‘rtburchàklàr birlàshmàsi  (Φ2 pîg‘înàli
shàkl) F ni o‘z ichigà îlàdi. Yetàrlichà kàttà n làrdà S(Φ1) −
− S(Φ2) < ε bo‘làdi. Hàqiqàtàn,

[ ]
[ ]

[ ] [ ]

2 1 1 1

0 1 1

0

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

n n

n

n

b a
n

b a
n

b a b a
n n

S S f x f x f x

f x f x f x

f x f x f b f a

−

−

−

−

− −

Φ − Φ = + + + −

− + + + =

= − = −

Bu àyirmà n ning yetàrlichà kàttà qiymàtlàridà ε dàn kichik
bo‘làdi.

f (x) funksiya nîmînîtîn bo‘lgàndà [a, b] kåsmàni f (x)
funksiya mînîtîn bo‘làdigàn qismlàrgà àjràtilàdi và hàr bir qism

Y

O        a = x0    x1       x2      x3             xk        xk+1    xn
 = b       X

 F0       F1        F2                                Fk

F

y = f (x)

VI.2-rasm.
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uchun tåîråmà àlîhidà qo‘llànilàdi.
f (x) funksiyaning bîshlàng‘ich funksiyalàri to‘plàmi F(õ) + C

bo‘lsin. F(x) + C funksiyalàrning [a, b] kåsmàdàgi îrttirmàsini
tîpàmiz:

( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( ),  ( ) ( )F F b C F a C F b F a F F b F a∆ = + − + = − ∆ = − .(1)

Bundàn ko‘rinàdiki, f (x) funksiya F(x) bîshlàng‘ich
funksiyaning [a; b] kåsmàdàgi ∆F îrttirmàsi C sînning tànlànishigà
bîg‘liq emàs.

1 - m i s î l .  y = 3x2  funksiya bîshlàng‘ich funksiyalàrining
[1; 2] và [10; 20] kåsmàlàrdàgi îrttirmàlàrini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  2 3( ) 3F x x dx x C= = +∫ , C – iõtiyoriy o‘zgàrmàs.

(1) munîsàbàt bo‘yichà: [1; 2] dà 3 32 1 7F∆ = − = , [10; 20] dà
3 320 10 7000F∆ = − = .

f (x) funksiya iõtiyoriy F(x) bîshlàng‘ich funksiyasining

[a; b] kåsmàdàgi ( ) ( ) ( )F x F b F a∆ = −  îrttirmàsi funksiyaning

shu kåsmàdàgi àniq intågràli dåyilàdi và ( )
b

a
f x dx∫  îrqàli bålgilànàdi:

( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= −∫ .

F(b) − F(a) àyirmàni ( ) b
a

F x  bilàn bålgilàymiz. U hîldà quyidàgi

tånglik hîsil bo‘làdi:

( ) ( )
b

b
a

a

f x dx F x=∫ .                                              (2)

(2) tånglik Nyutîn–Låybnis fîrmulàsi dåb àtàlàdi, a và b intåg-
ràllàsh chågàràlàri dåyilàdi.

2 - m i s î l .  1) 0
0

cos sin sin sin 0 0xdx x
π

π= = π − =∫ .

2) 

3 5 5
53 2 3 33 3

5 5

b
b

a
a

xx dx b a
 

= =  − 
 
 

∫ .

Quyidà àniq intågràl õîssàlàrini isbîtlàshdà Nyutîn—Låybnis
fîrmulàsidàn fîydàlànilàdi.
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1 - õ î s s à .  Funksiyalàr yig‘indisining àniq intågràli shu
funksiyalàr àniq intågràllàrining yig‘indisigà, o‘zgàrmàs sîn và
funksiya ko‘pàytmàsining àniq intågràli esà shu funksiya àniq
intågràlining o‘zgàrmàs sîngà ko‘pàytirilgànigà tång:

1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )
b b b

a a a

f x f x dx f x dx f x dx+ = +∫ ∫ ∫ ;                    (3)

( ) ( )
b b

a a

Af x dx A f x dx=∫ ∫ .                                          (4)

Hàqiqàtàn, 1 1 1 2( ) ( ) ( ),  ( )
b b

a a

f x dx F b F a f x dx= − =∫ ∫ 2 ( )F b −

2 ( )F a−   bo‘lsin. U hîldà

1 2 1 2 1 2

1 2 2 2 1 2

( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( ) .

b

a
b b

a a

f x f x dx F b F b F a F a

F b F a F b F a f x dx f x dx

+ = + − + =

= − + − = +

∫

∫ ∫
2 - õ î s s à .  Àgàr intågràllàsh chågàràlàri àlmàshtirilsà, àniq

intågràl o‘z ishîràsini o‘zgàrtiràdi:

( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫ .                                        (5)

Hàqiqàtàn, ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )
b a

a b

f x dx F b F a F a F b f x dx= − = − − = −∫ ∫ .

3 - õ î s s à .

( ) 0
a

a

f x dx =∫ .                                                 (6)

Chunki ( ) ( ) ( ) 0
a

a

f x dx F a F a= − =∫ .

4 - õ î s s à .  Iõtiyoriy a, b, c sînlàr uchun ushbu tånglik o‘rinli:

( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ .                               (7)

Hàqiqàtàn,

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )
c b

a c

f x dx f x dx F c F a F b F c+ = − + − =∫ ∫
( ) ( ) ( ) .

b

c

F b F a f x dx= − = ∫
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5 - õ î s s à .  Àgàr [a; b] kåsmàdà f (x) > 0 (yoki f (x) < 0 bo‘lsà)

uning shu kåsmàdàgi ( )
b

a

f x dx∫  àniq intågràli hàm shundày ishîràgà

egà bo‘làdi.
Hàqiqàtàn f (x) = F(x) > 0, ya’ni F(x) funksiya o‘suvchi bo‘lsin.

U hîldà b > a bo‘lgànidàn F(b) > F(a) ya’ni F(b) − F(a) > 0,

( ) 0
b

a

f x dx >∫  bo‘làdi (f  (x) < 0 hîli hàm shu kàbi isbîtlànàdi).

3 - m i s î l .  3
2

;  π π   kåsmàdà sinx < 0, uning shu kåsmàdàgi

àniq intågràli hàm mànfiy bo‘lishini ko‘rsàtàmiz.

( )
3 / 2

3 / 2 3
2

sin cos cos cos (0 ( 1)) 1xdx x
π

π
π

π

π= − = − − π = − − − = −∫ .

Ì à s h q l à r

6.14. [0; 4] kåsmà nåchà qismgà bo‘linsà, x = 0, x = 4, y = 0,
y = x2 chiziqlàr bilàn chågàràlàngàn shàkl uchun S(Φ2) − S(Φ1) <
< 0,1 bo‘làdi?

6.15. Dîiràning yuzgà egàligini isbîtlàng.
6.16. Intågràllàrni hisîblàng:

1) 
2

6

0

x dx∫ ; 2) 
4

2 5

0

x xdx∫ ;   3) 
3 8

4
0

9

3

x

x
dx−

+
∫ ;

4) 
/ 2

sin xdx
π

π
∫ ; 5) 

8
3

0

(4 2 )x x dx+∫ ;      6)
/ 3

3

2
/ 6

sin 1

sin

x

x
dx

π

π

+∫ ;

7) 
6

2

2 3x dx−∫ ;                                   8) ( )
8

3

1

44 1
x

x dx−∫ ;

9)
4

2

6

(2 cos 1)x dx

π

π

−∫ ;                    10)  
9

2

1x dx−∫ .

6.17. Intågràllàrni hisîblàng:

1) 
3

2

1

( 4 5)x dx
−

− +∫ ;                 2) 
2

1

6 3x x
x

dx−∫ ;

17 Àlgebra, II qism
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3)
3

2

2

(6 2 )x x dx
−

−∫ ;                   4) 
/ 3

0

(sin 2 cos )x x dx
π

−∫ ;

5) 
/ 2

2

/ 2

sin xdx
π

− π
∫ ;                      6) 2

0

(1 cos )x dx
π

−∫ ;

7) 
2 6

3
1

9

3

x

x
dx−

+∫ ;                               8) 
8

3

0

(4 2 )x x dx+∫ ;

9) 

/ 3
3

2
/ 4

sin 1

sin

x

x
dx

π

π

+∫ ;                    10 
1

2
0 1

dx

x+∫ ;

11) 
/ 3

2
0 cos

dx

x

π

∫ .

2. Nyutîn–Låybnis tåîråmàsi. Ìàtåmàtik ànàlizning muhim
qo‘llànishlàrgà egà bo‘lgàn àsîsiy nàtijàlàridàn biri ingliz màtå-
màtigi Bàrrîu (1630–1677) tîmînidàn gåîmåtrik shàkldà bàyon
qilingàn, Isààk Nyutîn (1643–1727) và Låybnis  (1646–
1716) tîmînidàn bir-birlàridàn mustàqil ràvishdà uzil-kåsil
isbîtlàngàn ushbu tåîråmàdir.

Ò å î r å m à .  (Nyutîn–Låybnis tåîråmàsi). f (x) funksiya [a; b]
kåsmàdà nîmànfiy, uzluksiz và undà chåkli sîndà ekstråmumlàrgà
egà bo‘lsin. Shu a ≤ x ≤ b kåsmà ustidà jîylàshgàn và yuqîridàn
f (x) funksiya gràfigi bilàn chågàràlàngàn  egri chiziqli tràpåtsiyaning
yuzini S(x) îrqàli bålgilàylik. U hîldà S(x) funksiya f (x) ning
bîshlàng‘ich funksiyasi bo‘làdi, ya’ni [a; b] kåsmàdà S ′(x) = f (x)
tånglik bàjàrilàdi (VI.3-ràsm).

Y

A

D
N

P T B

CQ

S(x)

y = f (x)

M
∆S

m

O     a            x            x + h   b   XVI.3-rasm.
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I s b î t .  Biz iõtiyoriy x∈[a, b] nuqtà uchun S ′(x) = f (x)
tånglikning bàjàrilishini isbît qilishimiz kåràk, bundà

0

( ) ( )( ) lim ,   
n

S x h S x
h

S x h x
→

+ −′ = = ∆ .

Àniqlik uchun h > 0 dåb îlàmiz. S(x + h) − S(x)  àyirmà PTQN
egri chiziqli tràpåtsiyaning yuzigà tång. f (x) funksiyaning [x; x +
+ h] dàgi eng kàttà qiymàti Ì gà, eng kichik qiymàti m gà tång bo‘lsin.
U hîldà PTQN egri chiziqli tràpåtsiya umumiy àsîsi [x; x + h],
bàlàndliklàri mîs ràvishdà m và Ì gà tång ikki to‘g‘ri to‘rtbur-
chàkning o‘rtàsidà jîylàshàdi. Ulàrning yuzlàri:

( ) ( ) ,  0m h S x h S x M h h⋅ ≤ + − ≤ ⋅ >                         (1)

yoki

( ) ( )S x h S x
h

m M
+ −≤ ≤ ,

bundà m và M làr h ning tànlànishigà bîg‘liq. f (x) funksiya x
nuqtàdà uzluksiz bo‘lgànidàn, h→0 dà uning [x; x + h] kåsmàdàgi
m và Ì qiymàtlàri birgàlikdà umumiy f (x) limitgà intilàdi:

0 0 0

( ) ( )lim lim ( ),  ( ) lim ( )
h h h

S x h S x
h

m M f x S x f x
→ → →

+ −′= = = = .

Õ u l î s à :  y = f (x)  (a ≤ x ≤ b) egri chiziq îstidà jîylàshgàn
egri chiziqli tràpåtsiyaning S ′ yuzi f (x) funksiyaning [a; b]

kåsmàdàgi àniq intågràligà tång: ( )
b

a

S f x dx= ∫ .

I s b î t .  ÀBCD shàklning S yuzi (VI.3-ràsm) S(x) funksiyaning
[a; b] kåsmàdàgi S = S(b) − S(a) îrttirmàsigà tång. Låkin S(x)
ning o‘zi f (x) ning bîshlàng‘ich funksiyasi. Shundày qilib,

( ) ( ) ( )
b

a

S S b S a f x dx= − = ∫ .

1 - m i s î l .  OX o‘qi, x = 2, x = 6 to‘g‘ri chiziqlàr và f (x) = x3

funksiyaning gràfigi bilàn chågàràlàngàn egri chiziqli tràpåtsiyaning
S(x) yuzini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  x 3 funksiyaning bîshlàng‘ich funksiyalàridàn biri
4

4
( ) xF x C= +  bo‘lsin. Nyutîn–Låybnits fîrmulàsi bo‘yichà:
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64 4 43 4 4

2

6 2 1
4 4 4 4

(6 2 ) 320
b

a

xS x dx= = = − = − =∫ .

2 - m i s î l .  2 2
R

R

R x dx
−

−∫  intågràlning qiymàtini hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  2 2y R x= −  tånglikni x2 + y 2 = R2  ko‘rinishdà

yozish mumkin. Bu esà hàr qàndày M(x; y) nuqtà ràdiusi R
bo‘lgàn và màrkàzi (0; 0) nuqtàdà jîylàshgàn àylànàdà yotishini
bildiràdi. Egri chiziqli tràpåtsiyaning [−R; R] kåsmà ustidà

jîylàshgàn qismi yarim dîiràdàn ibîràt và uning yuzi 21
2

Rπ  gà
tång:

2 2 21
2

R

R

R x dx R
−

− = π∫ .

Intågràllàsh fîrmulàsi hàm shu nàtijàni båràdi:

( )( )

22 2 2 2

22 2

2 2

2 2 2 2 2

arcsin

(arcsin1 arcsin( 1))

RR

RR

R x x
R

RR R

R x dx R x
−−

π π π

 − = + − = 
 

= − − = − − =

∫

.

Àgàr  [a; b] kåsmàdà f (x) funksiya musbàt và mànfiy qiymàt-

làrni  qàbul  qilsà,  ( )
b

a

f x dx∫  ning qiymàti egri chiziqli tràpåtsiya-

ning àbssissàlàr o‘qidàn yuqîridà và quyidà yotgàn qismlàrining
àyirmàsigà tång bo‘làdi. Umumàn, y = f1(x) và y2 = f2(x) (f2(x) ≥
≥ f1(x)) uzluksiz funksiyalàr gràfiklàri và x = a, x = b, (a < b)
to‘g‘ri chiziqlàr bilàn chågàràlàngàn shàklning yuzi l(x) = f2(x) −
−f1(x) funksiyaning [a; b] kåsmàdàgi àniq intågràligà tång:

( )
b

a

S l x dx= ∫ .                                                    (2)

I s b î t .  Shàklni OX o‘qidàn yuqîrigà jîylàshàdigàn qilib, k
birlik yuqîrigà pàràllål ko‘chiràmiz (bu bilàn shàklning yuzi
o‘zgàrmàydi). f1(x) funksiya f1(x) + k gà, f2(x) esà f2(x) + k gà
àlmàshàdi. U hîldà:
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2 1 2

1 2 1

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

b b b b

a a a a
b b b b b

a a a a a

S f x k dx f x k dx f x dx k dx

f x dx k dx f x dx f x dx l x dx

= + − + = + −

− − = − =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

Òà’kid isbîtlàndi.
Õususàn, àgàr f (x) uzluksiz funksiya [a; b] kåsmàdà mànfiy

bo‘lsà, y = f(x) egri chiziq, OX o‘qi, x = a và x = b (a < b) to‘g‘ri

chiziqlàr bilàn chågàràlàngàn shàklning yuzi ( ( ))
b

a

f x dx−∫  àniq

intågràlgà tång bo‘làdi.
3 - m i s î l .  y = x2 + 2 và y = x2 + 3x pàràbîlàlàr và x = 1, x = 2

to‘g‘ri chiziqlàr bilàn chågàràlàngàn shàklning yuzini tîpàmiz
(VI.4-ràsm).

Y e c h i s h .  [1; 2] kåsmàdà y = x2 + 3x pàràbîlà y = x2 + 2
pàràbîlàdàn yuqîri jîylàshàdi. l(x) = (x2 + 3x) − (x2 + 2) = 3x − 2.
(2) fîrmulà bo‘yichà:

( )
2 2

2

11

3 3 1
2 2 2

(3 2) 2 6 4 2 2S x dx x x= − = − = − − + =∫ .

Y

10

9

8

7

6

5

4

3

2
1

−1
−2

−3

−5 −4 −3 −2 −1    O 1   2   X

y = x2 + 3x

y = x2 + 2 Y

2

1

−2     −1             O       1            X
S

−1

−2

y = x3

                   VI.4-rasm.                                       VI.5-rasm.
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4 - m i s î l .  y = x 3 kub pàràbîlà, y = −1 to‘g‘ri chiziq, OY o‘qi
bilàn chågàràlàngàn shàklning yuzini tîpàmiz (VI.5-ràsm).

Y e c h i s h .  Ìisîldà fàqàt bittà x = 0 intågràllàsh chågàràsi
ko‘rsàtilgàn. Ikkinchi intågràllàsh chågàràsini limitni y = x 3 và y = −1
chiziqlàrning kåsishish nuqtàsi båràdi: x 3 = −1, bundàn õ = −1.
(2) fîrmulàdàn fîydàlànàmiz.  [−1; 0] kåsmàdà kub pàràbîlà y = −1
to‘g‘ri chiziqdàn yuqîri jîylàshgànligini hàm e’tibîrgà îlsàk:

l(x) = x 3 − (−1) = x 3 + 1 và 
00 23

11
4

( 1) xS x dx x
−−

 = + = + = 
 ∫

1 3
4 4

1 ;= − = −   3 3
4 4

S = − = .

5 - m i s î l .  õ = 0, y = 0, õ = 2 to‘g‘ri chiziqlàr và 1
7x

y
+

=
funksiya gràfigi bilàn chågàràlàngàn shàklning yuzini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Izlànàyotgàn yuz 
2

0
7

dx
x +∫  intågràl bilàn ifîdàlànàdi.

õ + 7 = t  àlmàshtirish kiritàmiz. U hîldà:
2

2

0
0

9
7 7 7

ln | | ln | 7 |, ln 7 ln9 ln7 lndx dt dx
x t x

t x x
+ +

= = = + = + = − =∫ ∫ ∫ .

Ì à s h q l à r

6.18. Àgàr:

1) 31,  3,  ( ) 1a b f x x= = = − ;

2) 2
1

3 1
0,  ,  ( )

x
a b f xπ

+
= = = ;

3) 2
1

cos
0,  ,  ( )

x
a b f x= = π = ;

4) 
2

2 1
2 1

0,  ,  ( )
x

a b f x
−

= = = ;

5) 21,  3,  ( ) 2a b f x x= − = = + ;

6) 31,  8,  ( )a b f x x= = =
bo‘lsà, yuqîridàn f (x) funksiya gràfigi, yon tîmînlàridàn õ = à
và õ = b to‘g‘ri chiziqlàr bilàn chågàràlàngàn egri chiziqli
tràpåtsiyaning yuzini tîping.
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6.19. Quyidàgi chiziqlàr bilàn chågàràlàngàn shàklning yuzini
tîping:

1) 1 ,  4 ,  1,  0
x

y y x x y= = = = ;

2) 2 2,  2 1y x y x= + = + ;
3) 2 26 9,  4 4,  0y x x y x x y= − + = + + = ;
4) 2 31,  3y x y x x= + = − ;

5) 2 ,  2 2y x y x= = ;

6) ,  4 3 ,  0y x y x y= = − = .

6.20.  1
3 8x

y
−

=  gipårbîlà,   õ = 3,  y = 0,  õ = 6 to‘g‘ri chiziqlàr

bilàn chågàràlàngàn shàklning yuzini tîping.
6.21. Erkin tushàyotgàn jismning dàstlàbki to‘rt såkunddà

o‘tàdigàn màsîfàni tîping.

6.22. A và B ni 
2 2

2 2

2 2

( ) 0,  ( ) 16Ax B dx Ax B xdx
− −

+ = + =∫ ∫
tångliklàr bàjàrilàdigàn qilib tànlàng.

6.23. Bàlàndligi H m, àsîs ràdiusi R m bo‘lgàn silindr shàklidàgi
idishdàn sîlishtirmà îg‘irligi δ = 78 ⋅ 103 N/m3 bo‘lgàn bånzinni
so‘rib chiqàrish uchun sàrf bo‘làdigàn ishni hisîblàng.

6.24. Yuqîri àsîsi 50 m, bàlàndligi 16 m, quyi àsîsi 28 m
bo‘lgàn tràpåtsiya shàklidàgi vårtikàl to‘g‘îngà suv qàndày kuch
bilàn bîsàdi?

3. Gåîmåtrik và fizik kàttàliklàrni àniq intågràl yordàmidà
hisîblàsh. Àniq intågràl yordàmidà o‘zgàruvchàn hàràkàt jàràyo-
nidà o‘tilgàn yo‘lni, egri chiziqli shàkllàrning yuzini tîpish
mumkinligini ko‘rdik. Umumàn, àniq intågràl yordàmidà gåîmåtrik
và fizik kàttàliklàrning o‘lchàmini tîpish uchun: 1) nîmà’lum
kàttàlik o‘lchàmi F(b) qiymàt ko‘rinishdà izlànàdi; 2) buning
uchun F ′(x) = f (x) hîsilà tîpilàdi; 3) F(x) funksiya f (x) ning
àniq intågràli sifàtidà hisîblànàdi; 4) tîpilgàn nàtijàgà x = b qiymàt
qo‘yilàdi và jàvîb tîpilàdi.

1 - m i s î l .  YOZ tåkislikdàn õ birlik uzîqlikdà ungà pàràllål
bo‘lgàn α tåkislik (À) shàklni kåssin (VI.6-ràsm). Êåsim yuzini
S(x) îrqàli bålgilàylik. Shàkl x = a và x = b (0 < a < b) tåkisliklàr
îràlig‘idà jîylàshgàn bo‘lsin. Shàklning V hàjmini tîpàmiz (hàjm
tushunchàsi gåîmåtriya kursidà bårilàdi).
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Y e c h i s h .  Shàklning õ = õ0 tåkislik bilàn kåsimini Φ(õ0), uning
yuzini S(x0) îrqàli bålgilàylik. y = S ′(x) funksiya uzluksiz và x1 <
<x2 dà Φ(õ1) kåsimning YOZ tåkislikdàgi prîåksiyasi Φ(õ2) ning
prîåksiyasi ichidà yotsin, ya’ni shàkl a dàn b gà tîmîn kångàysin
(S(x) funksiya o‘suvchi mà’nîsidà). Shàklning [a; b] kåsmàgà
mîs qismining hàjmi V(x) bo‘lsin. V ′(x) hîsilàni tîpàmiz. Shu
màqsàddà birîr õ0 qiymàtni îlib, ungà h > 0 îrttirmà båràmiz.
Shàklning α1 và α2 tåkisliklàr îràsidàgi qismining hàjmi V(x0 + h)−
− V(x0) bo‘làdi và ushbu qo‘sh tångsizlik bàjàrilàdi:

hS(x0) ≤ V(x0 + h) − V(x0) ≤ hS(x0 + h),                   (1)

bundà hS(x0) – shu qismning ichigà to‘liq jîylàshàdigàn silindrik
shàklning hàjmi, hS(x0 + h) – o‘shà qismni o‘z ichigà îlgàn
silindrik shàklning hàjmi. Qo‘sh tångsizlikni quyidàgi ko‘rinishdà
yozàmiz:

0 0
0 0

( ) ( )
( ) ( )

V x h V x

h
S x S x h

+ −
≤ ≤ + .

y = S(x) funksiya x0 nuqtàdà uzluksiz, h→0 dà S(x0 + h) ning

qiymàti hàm, 0 0( ) ( )V x h V x
h

+ −  ning qiymàti hàm S(x0) gà intilàdi:

0 0
0 0

0

( ) ( )
( ) lim ( )

h

V x h V x

h
V x S x

→

+ −′ = = .

Dåmàk, y = V(x)  funksiya y = S(x) funksiyaning bîshlàng‘ich
funksiyasidàn ibîràt. Nyutîn—Låybnis fîrmulàsi bo‘yichà:

( ) ( ) ( ) 0
b

a

S x dx V b V a V V= − = − =∫ ,

( )
b

a

V S x dx= ∫ .                                                (2)

Umumàn, [a; b] kåsmàdà uzluksiz và nîmànfiy bo‘lgàn f (x)
funksiya gràfigi bilàn chågàràlàngàn egri chiziqli tràpåtsiyaning ÎX
o‘qi àtrîfidà àylànishidàn hîsil bo‘làdigàn jismning hàjmi (VI.7-
ràsm) ushbu fîrmulà bo‘yichà hisîblànàdi:

2 ( )
b

a

V f x dx= π∫ .                                             (2′)

2 - m i s î l .  Àsîsining yuzi S và bàlàndligi H gà tång bo‘lgàn
piràmidàning hàjmi V ni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Piràmidà uchini kîîrdinàtàlàr bîshi sifàtidà qàbul
qilàylik, ÎX o‘qi esà bàlàndlik bo‘yichà pàstgà yo‘nàlgàn bo‘lsin.
Î uchdàn õ uzîqlikdà o‘tkàzilgàn ko‘ndàlàng kåsim yuzi Q(x)
bo‘lsin. U hîldà
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2

2( )
S H

Q x x
= , bundàn  

2
2

( ) S

H
Q x x= , x∈[0; H].

Q(x) – uzluksiz, o‘suvchi  funksiya, uning ko‘ndàlàng
kåsimining àsîsdàgi prîyåksiyalàri ichmà-ich jîylàshàdi. Bungà
qàràgàndà piràmidà shundày shàklki, uning istàlgàn õ gà to‘g‘ri
kålàdigàn ko‘ndàlàng kåsimi bîshqàlàri bilàn qo‘shilib kåtmàydi,
dåmàk, uning hàjmini (2) fîrmulà bo‘yichà tîpish mumkin:

2 3
2 2

0

1 1
3 3

H H

a

S S

H H
V x dx x SH= = ⋅ ⋅ =∫ .

3 - m i s î l .  R ràdiusli shàrning hàjmini tîpàmiz.
Y e c h i s h .  Shàr yarim dîiràning ÎX o‘qi àtrîfidà àylànishidàn

hîsil bo‘làdi. Yarim àylànàning tånglàmàsi 2 2y R x= − .  (2)
fîrmulà bo‘yichà:

( ) 32 2 2 34
3 3

RR

RR

xV R x dx R x R
−−

 = π − = π − = π 
 ∫ .

Fizikàdà yuqîridà bàyon qilingàn hisîblàsh sõåmàsi nisbàtàn
sîddà ko‘rinishdà qo‘llànilàdi. Izlànàyotgàn kàttàlik «chåksiz ko‘p
sînli chåksiz kichik miqdîrlàr yig‘indisi» sifàtidà, àniq intågràl
esà shundày yig‘indining o‘zi dåb qàràlàdi.

Ì i s î l l à r .
1) Òo‘g‘ri chiziq bo‘ylàb v(t) tåzlik bilàn hàràkàt qilàyotgàn

jismning [t1; t2] vàqt îràlig‘idà o‘tgàn màsîfàsi:

Y

Z

(A)

V(x)
S(x)

α1

α2

α3

O   a           x         x0          x0 + h         X
b

Y

O       a                             b     X

y

x

y = f (x)

                     VI.6-rasm.                                       VI.7-rasm.
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2

1

( )
t

t

s t dt= ∫ v .                                                    (3)

2) Òîk kuchi vàqt bo‘yichà elåktr miqdîrining hîsilàsigà tång,
ya’ni

   
2

1

( )
t

t

Q I t dt= ∫ .                                                 (4)

3) Stårjånning màssàsi m, uzunligi l, chiziqli zichligi δ(l)
bo‘lsà, δ(l) = m′(l) bo‘làdi. U hîldà l = l1 dàn l = l2 gàchà îràliqdàgi
stårjån màssàsi:

   
2

1

( )
l

l

m l dl= δ∫ ,                                                (5)

bundà δ(l) – shu l ning uzluksiz funksiyasi.

Ì à s h q l à r

6.25. Jism v(t) = 3t + C (m/s) tåzlik bilàn to‘g‘ri chiziqli hàràkàt
qilmîqdà. U  t1 = 0  dàn t2 = 3 (s) gàchà vàqt îràlig‘idà 30 m o‘tgàn.
C ni tîping.

6.26. Àsîsining ràdiusi R = 4 m, bàlàndligi H = 5 m bo‘lgàn,
vårtikàl o‘rnàtilgàn silindrik idishdàn suvni so‘rib îlish uchun
sàrf bo‘làdigàn ish miqdîrini hisîblàng.

6.27. I(t) tîk kuchi t vàqtning uzluksiz funksiyasidàn ibîràt.
t1 = 0 dàn t2 = 20 c gàchà vàqt îràlig‘idà Q = 10 Ê elåktr miqdîri
o‘tgàn. Òîk kuchini tîping.

6.28. Dàstlàbki 10 såkund dàvîmidà o‘tkàzgichdàn o‘tàyotgàn
tîk I(t) = 8t 3 − 1 qînun bo‘yichà o‘zgàrgàn. Shu vàqt ichidà o‘tkàz-
gichdàn qànchà tîk o‘tgàn?

6.29. x2 = 6y và y 2 = 6õ egri chiziqlàr bilàn chågàràlàngàn
shàklning ÎX o‘qi àtrîfidà àylànishidàn hîsil bo‘làdigàn jismning
hàjmini tîping.

6.30.  y = −õ + 2,5 to‘g‘ri chiziq và õy = 1 gipårbîlà bilàn chågà-
ràlàngàn shàklning ÎX o‘qi àtrîfidà àylànishidàn hîsil bo‘làdigàn
jismning hàjmini tîping.

4. Àniq intågràlning qiymàtini tàqribiy hisîblàsh. Àgàr intågràl
îstidàgi f (x) funksiyaning F(x) bîshlàng‘ich funksiyasi elåmåntàr
funksiyalàr îrqàli ifîdàlànmàsà, yoki nisbàtàn muràkkàb tuzilishgà
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egà bo‘lsà, yoki àniq jàvîbgà ehtiyoj bo‘lmàsà, ( )
b

a

f x dx∫  intågràl

tàqribiy hisîblànàdi. Shu màqsàddà îldingi bàndlàrdà kåltirilgàn
mà’lumîtlàrdàn hàm fîydàlànàmiz.

1) àgàr a < b và [a; b] kåsmàdà f (x) ≥ 0 bo‘lsà, ( ) 0
b

a

f x dx ≥∫
bo‘làdi;

2) àgàr [a, b] kåsmàdà ϕ(õ) ≤ ψ(õ) bo‘lsà, ( ) ( )
b b

a a

x dx x dxϕ ≤ ψ∫ ∫
bo‘làdi;

3) àgàr [a, b] kåsmàdà m ≤ f (x) ≤ M bo‘lsà,

( ) ( ) ( )
b

a

m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫                             (1)

bo‘làdi.
Hàqiqàtàn, qo‘yilgàn shàrtlàrgà àsîsàn:

( )
b b b

a a a

mdx f x dx Mdx≤ ≤∫ ∫ ∫ .

Bundàn (1) qo‘sh tångsizlik kålib chiqàdi.

1 - m i s î l .  
2

2

1

1 4x dx≤ ≤∫  bo‘lishini isbît qilàmiz.

Y e c h i s h .  õ2 funksiya [1; 2] kåsmàdà o‘suvchi, shungà ko‘rà
uning shu kåsmàdàgi eng kichik qiymàti m = 12 = 1 gà, eng kàttà
qiymàti esà M = 22 = 4 gà tång. (1) tångsizliklàr bo‘yichà:

2
2

1

1 (2 1) 4 (2 1)x dx⋅ − ≤ ≤ ⋅ −∫
yoki

2
2

1

1 4x dx≤ ≤∫ .

 Àlbàttà, yuqîridà kåltirilgàn misîldà îlingàn nàtijàning àniqligi
pàst. Àniqrîq nàtijàni îlish uchun [a; b] kåsmàni qismlàrgà
àjràtàmiz. Bu qismlàr yetàrlichà kichik và f (x) funksiya uzluksiz
bo‘lsà, f (x) ning hàr qàysi qismdàgi eng kichik và eng kàttà
qiymàtlàri o‘rtàsidàgi fàrq hàm yetàrlichà kichik bo‘lishi mumkin.
Hàr bir qism uchun intågràl qiymàti nisbàtàn àniq bo‘làdi, u
hîldà ulàrning yig‘indisi [a; b] kåsmà bo‘yichà îlinàdigàn intågràl
qiymàtigà istàlgàn àniqlikdà tång bo‘là îlàdi. Õususàn, intågràl
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qiymàti yotgàn chågàràlàrni yetàrlichà àniqlikdà hisîblàsh mumkin.
Shu màqsàddà turli tàqribiy fîrmulàlàrdàn hàm fîydàlànish
mumkin.

f (x) funksiya [a; b] kåsmàdà mînîtîn o‘suvchi bo‘lsin. Êåsmàni
à = õ0 < x1 < ... < xn = b nuqtàlàr bilàn tång n qismgà àjràtàmiz. Hàr
qàysi [xk; xk+1] kåsmàdà funksiyaning eng kichik qiymàti f (xk),

eng kàttà qiymàti f (xk+1), kåsmàning uzunligi 1k k
b a
n

x x+
−− =

gà tång bo‘làdi. U hîldà

1( ) ( ) ( )
b

k k
a

b a b a
n n

f x f x dx f x +
− −≤ ≤∫ .                   (2)

[a, b] kåsmàgà tågishli qîlgàn qism kåsmàlàr uchun shundày
qo‘sh tångsizliklàr tuzilàdi và ulàr jàmlànàdi:

1

0 1

( ) ( ) ( )
bn n

k k
k ka

b a b a
n n

f x f x dx f x
−

= =

− −≤ ≤∑ ∑∫ .               (3)

Bu tångsizliklàr ( )
b

a

f x dx∫  intågràlni quyidàn và yuqîridàn

bàhîlàydi, intågràlni hisîblàsh màsàlàsini f (x) funksiyaning
õ0 = à, õ1, ..., õn = b nuqtàlàrdàgi qiymàtlàrini hisîblàshgà kåltiràdi.
[a; b] kåsmà qànchà kichik bo‘làklàrgà bo‘linsà, intågràl qiymàti
shunchà àniq bàhîlànàdi.

Hisîblàshlàrdà (3) dàgi quyi và yuqîri chågàràlàrning o‘rtà
àrifmåtigidàn fîydàlànish mumkin:

( )1 1
( ) ( )

2
( ) ( ) ... ( )

b

n
a

f a f bb a
n

f x dx f x f x −
+−≈ + + +∫ .     (4)

Bu munîsàbàt tràpåtsiyalàr fîrmulàsi nîmi bilàn àtàlàdi. Bundày
àtàlishining sàbàbi fîrmulà bo‘yichà hisîblàshlàrdà [xk; xk+1] kåsmà-
làrdàgi egri chiziqli tràpåtsiyalàr îdàtdàgi tràpåtsiyalàrgà àlmàshgàn
bo‘làdi.

2 - m i s î l .  
2

2

1

x dx∫  intågràlning qiymàtini 0,01 gàchà àniqlikdà

hisîblàsh uchun [1; 2] kåsmà nåchà qismgà bo‘linishi kåràk?
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Y e c h i s h .  Ìàsàlàning shàrtigà ko‘rà 2 1 (4 1) 0,01
n
− − ≤ ,

bundàn n ≥ 300  ni tîpàmiz. Êåsmà 300 qismgà àjràtilishi kåràk.

3 - m i s î l .  1-misîldà biz 
2

2

1

x dx∫  intågràlning 1 và 4 dàn ibîràt

chågàràlàrini îlgàn edik. Àgàr [1; 2] kåsmà tång o‘n bo‘làkkà
àjràtilsà, (3) bo‘yichà bàhî quyidàgichà bo‘làr edi:

2
2 2 2 2 2 2 2

1

2
2

1

0,1 (1 1,1 ... 1,9 ) 0,1 (1,1 1,2 ... 2 ),

2,185 2,485.

x dx

x dx

⋅ + + + ≤ ≤ ⋅ + + +

≤ ≤

∫

∫
Òîpilgàn chågàràlàrning o‘rtà àrifmåtigi intågràlning àniqrîq

qiymàtini båràdi: (2,185 + 2,485)/2 = 2,335. Intågràlning àniq
qiymàti:

2 23 3 32

11

2 1
3 3

2,333...xx dx −= = =∫ .

Ì à s h q l à r

6.31. Intågràllàr qiymàtini bàhîlàng:

1) 
2

2
1 ( 3)

xdx

x+∫ ;      2) 
/ 2

2

0

sin 0,5xdx
π

∫ ;      3) 
3

2

0

( 2 2)x x dx− +∫ .

6.32. 
1/ 2

2
0

1
26 1

arcsin dx

x

π

−
= = ∫  tånglikdàn fîydàlànib, 3 3π <

bo‘lishini isbîtlàng.
6.33. Intågràllàrni tràpåtsiyalàr fîrmulàsi bo‘yichà hisîblàng

(n = 10):

1) 
1

4

0

x dx∫ ;      2) 
3

2
0 1

dx

x+∫ ;            3) 
3

2
2 1

dx

x−
∫ ;

4) 
/ 3

3

0

cos xdx
π

∫ ;      5) 
/ 3

3

0

sin xdx
π

∫ ;            6) 
/ 3

0

tgxdx
π

∫ .

Bundà funksiyalàr qiymàtini 0,001 gàchà àniqlikdà îling.
Hisîblàshlàrdà mikrîkàlkulatîrdàn fîydàlàning.
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VII  B Î B

DIFFERENSIÀL
ÒENGLÀÌÀLÀR

1-§. Eng sîddà diffårånsiàl tånglàmàlàr

1. Diffårånsiàl tånglàmà hàqidà tushunchà. Diffårånsiàl tånglà-
màlàrgà îlib kåluvchi màsàlàlàr. Biz shu pàytgàchà nîmà’lum-
làrning qiymàti sînlàr bo‘lgàn  tånglàmàlàr bilàn ish ko‘rgàn
edik. Ìàtåmàtikàning ko‘pginà tàtbiqiy màsàlàlàri o‘rgànilàyotgàn
jàràyonlàrni ifîdàlîvchi nîmà’lum funksiyalàr và ulàrning hîsilà-
làrini bîg‘lîvchi munîsàbàtlàrgà kålàdi.

Bundày munîsàbàtlàrni ifîdàlîvchi tånglàmàlàr diffårånsiàl tånglà-
màlàr dåyilàdi. Àgàr bundày tånglàmàdàgi nîmà’lum funksiya bir
àrgumåntli bo‘lsà, tånglàmàni îddiy diffårånsiàl tånglàmà dåb àtàymiz.
Biz àsîsàn îddiy diffårånsiàl tånglàmàlàr bilàn shug‘ullànàmiz.

Ì i s î l .  Àgàr v(t) tåzlik mà’lum bo‘lsà, s(t) yo‘lni tîpish
màsàlàsi s ′(t) = v(t) diffårånsiàl tånglàmàni yechishgà kålàdi.

Jumlàdàn, v(t) = 8t − 5 bo‘lsà, u hîldà s(t) ni tîpish màsàlàsi
s ′(t) = 8t − 5  diffårånsiàl tånglàmàni yechishgà kåltirilàdi.

Umumàn, fizikà, tåõnikà, biîlîgiya, kimyo, tibbiyot và iqtisî-
diyotning ko‘pginà àmàliy màsàlàlàri

y ′(t) = k ⋅ y(t)                                               (1)
diffårånsiàl tånglàmàni qànîàtlàntiruvchi y(t) funksiyani tîpish-
gà kålàdi, bu yerdà k – bårilgàn birîr o‘zgàrmàs sîn. (1) tång-
làmàning yechimlàri esà y (t) = cekx ko‘rinishdàgi hàr qàndày
funksiyadàn ibîràt ekànligini ko‘rish qiyin emàs. c o‘zgàrmàs
iõtiyoriy sîn, shungà ko‘rà (1) diffårånsiàl tånglàmàning yechimi
chåksiz ko‘p.

Ì i s î l l à r :
1. Bîshlàng‘ich tåmpåràturàsi Ò  gà tång bo‘lgàn jism tåmpåràtu-

ràsi 0 gà tång bo‘lgàn muhitgà jîylàshtirilgàn bo‘lsin. Òåmpå-
ràturàning ∆t vàqt ichidà ∆T  qàdàr pàsàyishi ∆T = −kT ⋅ ∆t  bilàn

ifîdàlànàdi, bundà k = const, ∆T = T(t + ∆t) − T(t). 
0

lim
t

T
t

T
∆ →

∆
∆

′=

munîsàbàtdàn, Ò ′(t) = −kT(t) tånglàmà hîsil bo‘làdi, undà Ò ′(t)
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hîsilà tåmpåràturà pàsàyishining îniy tåzligini ifîdàlàydi. Birinchi
tàrtibli diffårånsiàl tånglàmà hîsil bo‘ldi.

2. Nyutînning ikkinchi qînuni bo‘yichà mîddiy nuqtàning

t vàqt  mîmåntidàgi tåzlànishi 
F
m

a =  gà tång, bundà F – nuqtàgà
tà’sir etàyotgàn kuch, m – nuqtà màssàsi. a tåzlànish õ nuqtà
kîîrdinàtàsining vàqt bo‘yichà îlingàn ikkinchi tàrtibli hîsilàsigà
tång ekànligidàn ushbu ikkinchi tàrtibli diffårånsiàl tånglàmàgà
egà bo‘làmiz:

F(t) = mx ′′(t).                                               (2)

3. Ìuhitning undà hàràkàt qilàyotgàn nuqtàgà F qàrshilik kuchi
nuqtàning v tåzligigà prîpîrsiînàl và shu tåzlikkà qàrshi yo‘nàlgàn,
ya’ni F(t) = −kv(t) yoki (2) tånglikkà àsîsàn mx ′′(t) = −kv(t),
yoki  v(t) = x ′(t) bo‘lgànligidàn mx ′′(t) = −kx ′(t) và shu kàbi x ′′(t) =
=(x ′(t))′ = v ′(t) bo‘lgànligidàn mv′(t) = −kv(t).

4. m màssàli nuqtà F tîrtilish kuchining tà’siri îstidà yergà
tushmîqdà, ya’ni

F t M m
x t

( )
( )

= − ⋅γ
2 ,

bundà  γ – gràvitàtsiya dîimiysi, Ì – Yer màssàsi, x – nuqtàdàn
Yer màrkàzigàchà màsîfà (tånglikdàgi „minus“ ishîràsi F kuch
kîîrdinàtàlàr o‘qidà mànfiy yo‘nàlgànligi sàbàbli qo‘yilgàn).

Òånglikni (2) munîsàbàtdàn fîydàlànib, 
2 ( )

( ) M m

x t
mx t ⋅″ = −γ

ko‘rinishdà, yoki x = R và F = −mg  ekànligidàn 2
M m

R
mg⋅γ =  yoki

2M R gγ =  bo‘lgàni uchun 
2

2 ( )
( ) R g

x t
x t ⋅″ = −  ko‘rinishdà yozish

mumkin.

5. Nuqtà uning muvîzànàt hîlàtidàn chåtlànishigà prîpîrsiînàl
và shu hîlàt tîmîn yo‘nàlgàn kuch tà’siri îstidà hàràkàt qilmîqdà.
Ìuvîzànàt hîlàtini kîîrdinàtàlàr bîshi sifàtidà qàbul qilàmiz. U
hîldà F(t) = −kx(t) bo‘làdi và (2) tånglik mx ′′(t) = −kx(t)
ko‘rinishgà kålàdi.

6. Ràdiîàktiv pàrchàlànish màsàlàsi. Ràdiîàktiv mîddà màssàsi
o‘zgàrishining îniy tåzligi bårilgàn vàqt mîmåntidà shu màssàgà
prîpîrsiînàl, ya’ni v(t) = −km(t) (minus ishîràsining qo‘yilishi
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màssàning kàmàyib bîrishi sàbàbidàn). Låkin v(t) = m ′(t)
bo‘lgànligi uchun tånglàmà quyidàgichà  yozilàdi: m ′(t) = −km(t).
Bu yerdà k – mîddàning ràdiîàktivligigà bîg‘liq o‘zgàrmàs sîn.

Bu tånglàmàning yechimlàri m(t) = ce−kt funksiyalàrdàn ibîràt
bo‘làdi.

Àgàr vàqtning bîshlàng‘ich t = 0 mîmåntidà ràdiîàktiv
mîddàning màssàsi m(0) = m0 bo‘lsà, u hîldà m(0) = ce−0 = c
bo‘làdi.

Bundàn:
m(t) = m0e

−kt                                             (3)
ekànligi kålib chiqàdi.

Ràdiîàktiv mîddàning màssàsi ikki màrtà kàmàyadigàn vàqt
îràlig‘i Ò ràdiîàktiv mîddàning yarim yemirilish dàvri dåyilàdi.
Àgàr bizgà Ò mà’lum bo‘lsà, k ni tîpish mumkin. Hàqiqàtàn,

t = Ò dà (3) dàn 0
02

ktm
m e −=  ni îlàmiz. Bundàn ln 2

T
k = ; k ning

tîpilgàn  qiymàtini  (3) gà qo‘ysàk, u quyidàgi ko‘rinishni îlàdi:

0( ) 2
t
Tm t m

−
= ⋅ .

Ìàsàlàn, ràdiy uchun T ≈ 1550 yil. Shungà ko‘rà

k = ≈ln ,2
1550

0 000447 .

Ìilliîn yildàn kåyin ràdiyning bîshlàng‘ich màssàsidàn

6 447 194
0 0(10 ) 0,6 10m m e m− −≈ ≈ ⋅ ⋅

qîlàdi.
Êo‘pginà àmàliy màsàlàlàr dàvriy jàràyonlàrni o‘rgànishgà

kålàdi. Ìàsàlàn, màtåmàtik màyatnik yoki tîrning hàràkàti,
o‘zgàruvchàn tîk, màgnit màydîn bilàn bîg‘liq bo‘lgàn jàràyonlàr.
Bundày jàràyonlàr gàrmînik tåbrànishlàr dåyilàdi. Gàrmînik
tåbrànishlàr

2( ) ( )y t y t″ = ω                                                 (5)

diffårånsiàl tånglàmàni yechishgà kåltirilàdi, bu yerdà ω – bårilgàn
musbàt sîn. Bu tånglàmàning yechimlàri

( ) cos( )y t A t= ω + ϕ                                          (6)

ko‘rinishdàgi funksiyalàrdàn ibîràt, A và ϕ o‘zgàrmàs sînlàr
màsàlàning shàrtlàri bo‘yichà àniqlànàdi.
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Ìàsàlàn, àgàr y(t) erkin tåbrànàyotgàn tîr nuqtàsining t
mîmåntdàgi muvîzànàt hîlàtidàn chåtlànishi bo‘lsà, u hîldà
y t A t( ) cos( )= +ω ϕ  bo‘làdi, bu yerdà À – tåbrànish àmplitudàsi,
ω – chàstîtà, ϕ – bîshlàng‘ich fàzà.

Gàrmînik tåbrànishlàrning gràfiklàri sinusîidà ko‘rinishidà
bo‘làdi.

Yuqîridà qàràlgàn misîllàr màzmunidà nuqtà kîîrdinàtàsidàn
ibîràt x(t) kàbi nîmà’lum (izlànàyotgàn) funksiyalàr, ulàrning
x ′(t), x ′′(t) kàbi hîsilàlàri và t erkli o‘zgàruvchilàr qàtnàshàdi.
Dåmàk, ulàrdàn tuzilgàn tånglàmàlàr diffårånsiàl tånglàmàlàrdir.
Òånglàmà tàrkibidàgi hîsilàning eng yuqîri tàrtibi shu tånglàmà-
ning tàrtibi dåyilàdi. 2–5- misîllàrdà ikkinchi tàrtibli, 1, 6- mi-
sîllàrdà birinchi tàrtibli diffårånsiàl tånglàmàlàr qàràldi.

Ì à s h q l à r

7.1. y = 3e−7x funksiya y ′ = −7y tånglàmàni qànîàtlàntirishini
isbîtlàng.

7.2. Òo‘g‘ri chiziqli hàràkàt qilàyotgàn jismning tåzligi
v(t) = 3t − 2t 2 gà tång. Hàràkàt bîshlàngàndàn tî to‘õtàgunchà
o‘tgàn yo‘lni tîping.

7.3. Quyidàgilàrdàn qàysilàri diffårånsiàl tånglàmà và qàndày
tàrtibli:

1) 4 3( ) 3y y x′′ = + − ;       2) 
23x

x y
y

−
′ = ;

3) tg sin 1y x= + ;        4) 5 4 cosy y x′′′ ′′− + = ?

7.4. Ìàssàsi m bo‘lgàn mîddiy nuqtà îg‘irlik kuchi tà’siridà
erkin tushmîqdà. Hàvî qàrshiligini hisîbgà îlmàsdàn nuqtàning
hàràkàt qînunini tîping.

7.5. Qàrshilik ko‘rsàtuvchi muhitdà jismning erkin tushish
diffårånsiàl tånglàmàsini tuzing, bundà muhitning qàrshiligi jism
tåzligi kvàdràtigà prîpîrsiînàl.

7.6. y = F(x) egri chiziq A(0; 1) nuqtàdàn o‘tib, uning hàr bir
nuqtàsidàn o‘tgàn urinmàning burchàk kîeffitsiyånti urinish nuqtà-
sining kîîrdinàtàlàri ko‘pàytmàsining ikkilàngànigà tång. Shu egri
chiziqni tîping.

2. Eng sîddà diffårånsiàl tånglàmàlàrni yechish. Diffårånsiàl
tånglàmàning yechimi dåb, shu tånglàmàgà qo‘yilgàndà uni
àyniyatgà àylàntiruvchi iõtiyoriy funksiyagà àytilàdi. Yechimning
18 Àlgebra, II qism
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gràfigi tånglàmàning intågràl egri
chizig‘i dåyilàdi.

Biz 1-bànddà diffårånsiàl tång-
làmàni chåksiz ko‘p funksiyalàr
qànîàtlàntirishi hàqidà  fikr yuritgàn
edik. Bu yechimlàr màjmuàsi umumiy
yechim dåyilàdi. Umumiy yechimdàn
birîrtàsini àjràtib ko‘rsàtish uchun
funksiyaning àrgumåntni birîrtà qiy-
màtigà mîs kålàdigàn qiymàtini
ko‘rsàtish lîzim, ya’ni x = x0 dà  y = y0
bo‘làdigàn shàrt bårilishi kåràk. Bu

shàrt bîshlàng‘ich shàrt dåyilàdi và y(x0) = y0 ko‘rinishidà yozilàdi.
Diffårånsiàl tånglàmàning bîshlàng‘ich shàrtni qànîàtlàn-

tiruvchi yechimi uning õususiy yechimi dåb àtàlàdi.
1 - m i s î l .  y ′ = 1 diffårånsiàl tånglàmàning umumiy  yechimi

y = x + C funksiyadàn ibîràt, bundà C – iõtiyoriy sîn. Buni
tåkshiràmiz.

Y e c h i s h .  y ′ = (x + C ) ′ = 1. Òîpilgàn nàtijà bårilgàn
tånglàmàgà qo‘yilsà, 1 = 1 àyniyat hîsil bo‘làdi. C ning turli
qiymàtlàrigà tånglàmàning turli õususiy yechimlàri mîs kålàdi.
Ulàr kîîrdinàtàlàr tåkisligidà y = x bissåktrisàgà (C = 0 hîli)
pàràllål to‘g‘ri chiziqlàr to‘plàmini tàshkil etàdi (VII.1- ràsm).

Umumàn, y ′ = F(x) (1) ko‘rinishdàgi
tånglàmàlàr eng sîddà diffårånsiàl tånglà-
màlàrdir. (1) tånglàmàni yechish uchun uni

( )dy
dx

f x=  ko‘rinishgà, so‘ngrà dy = f (x)dx

ko‘rinishgà kåltiràmiz. Endi tånglikning ikkàlà
qismini intågràllàsàk ( )dy f x dx=∫ ∫  yoki
y f x dx( )= ∫  gà egà bo‘làmiz. Àgàr F(x) funk-
siya f (x) funksiyaning bîshlàng‘ich funk-
siyalàridàn biri bo‘lsà, izlànàyotgàn umumiy
yechim quyidàgi ko‘rinishdà bo‘làdi:

( ) ( )y f x dx F x C= = +∫ .                 (2)

Diffårånsiàl tånglàmàni yechish uni
intågràllàsh dåyilàdi. Îdàtdà diffårånsiàl
tånglàmàgà o‘zgàrmàs C ni àniqlàydigàn

Y

O                   X

y = x
y = x + C

VII.1-rasm.

Y

3

2

1

−1

−2

−3

−2  −1 Î     1    2   X

y = x2 + C

y = x2

y = x2 − 3

VII.2-rasm.
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bîshlàng‘ich shàrtlàr qo‘yilàdi.
2 - m i s î l .  y ′ = 2x diffårånsiàl

tånglàmàning y(1) = −2 shàrtni
qànîàtlàntiruvchi õususiy yechi-
mini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Dàstlàb umumiy
yechimini tîpàmiz:

2 2
2

2 ,

2 2 .x

dy xdx

xdx C x C

=

= ⋅ + = +∫
Bu yechim y = x 2 + C pàràbîlàlàr îilàsini ifîdàlàydi (VII.2-

ràsm). C  ni y(1) = −2 shàrtdàn fîydàlànib tîpàmiz: −2 = 12 + C,
bundàn C = −3. Dåmàk, izlànàyotgàn õususiy yechim y = x 2 − 3
ekàn.

y ′ = F(x; y) ko‘rinishdàgi diffårånsiàl tånglàmà hàm y ′ = f (x)
tånglàmà kàbi tàhlil qilinàdi.

3 - m i s î l .  y
x

y ′ =  tånglàmàning umumiy yechimi y = Cx (C –

iõtiyoriy dîimiy) funksiyadàn ibîràtligini tåkshiràmiz và (x = 1,
y = 1), (x = 0, y = 0) qiymàtlàrgà mîs õususiy yechimlàrini
tîpàmiz.

Y e c h i s h .  y = Cx và y ′ = C ifîdàlàrni bårilgàn tånglàmàgà
qo‘ysàk, tånglàmà àyniyatgà àylànàdi: C = C. Dåmàk, y = Cx
umumiy yechim. Õususiy yechimni tîpish uchun y = Cx gà îldin
x = 1, y = 1 ni qo‘yamiz: C = 1. Bungà mîs õususiy yechim y = x
bo‘làdi (VII.3-ràsm).

Endi y = Cx gà x = 0, y = 0 ni qo‘yamiz: 0 = C ⋅ 0. Bu tånglik C
ning bittà emàs, bàlki hàr qàndày qiymàtidà bàjàrilàdi, ya’ni (0;
0) nuqtàdàn chåksiz ko‘p y = Cx to‘g‘ri chiziqlàr o‘tàdi (VII.3-

ràsm). (0; 0) nuqtà ′ =y y
x

 diffårånsiàl tånglàmàning màõsus
nuqtàsidàn ibîràt.

4 - m i s î l .  x
y

y ′ = −  tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  Òånglàmà ifîdàsi ustidà zàrur àlmàshtirishlàrni
bàjàrib, yechimni tîpàmiz:

,  ,  ,  dy x
dx y

ydy xdx ydy xdx= − = − = −∫ ∫

Y

O                     X

y = Ñx
y = x

VII.3-rasm.
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2 2 2 2 2 2
2 2 2

 ¸êè  ,y x C y x C= − + + =

C – iõtiyoriy sîn. Òånglàmàning intågràl
chiziqlàri umumiy màrkàzi Î (0; 0)
kîîrdinàtàlàr bîshidà jîylàshgàn
kînsåntrik àylànàlàrdàn ibîràt (VII.4-
ràsm). Bu hîldà Î(0; 0) nuqtà undàn
birîrtà hàm àylànà (intågràl chiziq)
o‘tmàydigàn màõsus nuqtà. Dåmàk,
yechim màrkàzi tåshilgàn nuqtà bo‘lgàn
àylànàlàr îilàsidàn ibîràt.

Eng sîddà ikkinchi tàrtibli  y ′′ = f (x) diffårånsiàl tånglàmà
z = y ′ và z ′ = (y ′)′ = y ′′ àlmàshtirish îrqàli z ′ = f (x) birinchi
tàrtibli  tånglàmà ko‘rinishigà kåltirib yechilàdi:

z f x dx F x C1( ) ( )= = +∫ ,

bundà F funksiya f ning bîshlàng‘ich funksiyalàridàn biri,
C – iõtiyoriy sîn. y ′ = z bo‘lgàni uchun:

y F x C dx x C x C1 1 2( ( ) ) ( )= + = Φ + +∫ ,

bundà Φ funksiya F ning bîshlàng‘ich funksiyalàridàn biri,
C2 – ikkinchi iõtiyoriy sîn.

5 - m i s î l .  y ′′ = x 2 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  Bårilgàn tånglàmà ikki màrtà intågràllànàdi:

x

x x x

y y dx x dx C

y C dx C x C C x C

32
1

3 4 4
.1 1 2 1 2

3

3 3 4 12

,

⋅

′ ′′= = = +

 = + = + + = + + 
 

∫ ∫

∫

Birinchi tàrtibli tånglàmàning umumiy yechimidà bittà, ikkinchi
tàrtibli tånglàmàdà esà ikkità iõtiyoriy o‘zgàrmàs qàtnàshàyotgànini
ko‘rdik. Umumàn, n-tàrtibli diffårånsiàl tånglàmàning yechimi n
tà iõtiyoriy sîngà bîg‘liq bo‘làdi.

6 - m i s î l .  Ìîddiy nuqtà a(t) = 10 m/min2  tåzlànish bilàn
to‘g‘ri chiziqli hàràkàt qilmîqdà. t = 3 min dà S = 52 m màsîfàni
o‘tgàn và  47 m/min tåzlikkà erishgàn. Hàràkàt tånglàmàsini tuzàmiz.

Y e c h i s h .  Òåzlikni x ′(t), tåzlànishni x ′′(t) îrqàli bålgilàylik.
Quyidàgilàrni hîsil qilàmiz:

Y

O                    X

y2 + x2 = C2

VII.4-rasm.
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110 10 47x x dt dt t C′ ′′= = = = + =∫ ∫v  và t = 3 dà 10 ⋅ 3 + C1 = 47,

bundàn Ñ1 = 17;

S x x dt t C dt t t C2
1 2(10 ) 5 17′= = = + = + +∫ ∫ ,

5 ⋅ 32 + 17 ⋅ 3 + C2 = 52, Ñ2 = −44.

Izlànàyotgàn tånglàmà: x = 5t 2 + 17t − 44.

7 - m i s î l .  x ′′(t) + ω2(t)x = 0, bundà 2 ( ) k
m

tω = , diffårånsiàl

tånglàmàning yechimi x = C1cosωt  + C2sinωt  ko‘rinishdà
ifîdàlànishini ko‘rsàtàmiz, bundà C1 và C2 – iõtiyoriy o‘zgàr-
màslàr, và x(0) = x0, x ′(0) = v0 shàrtlàrni qànîàtlàntiruvchi
õususiy yechimni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  x yechim ifîdàsi bo‘yichà x ′ = −C1ωsinωt + C2ωcosωt
và x ′′ = −C1ω

2cosωt − C2ω
2sinωt hîsilàlàrni tîpib, bårilgàn tång-

làmàgà qo‘yilsà, ushbu àyniyat hîsil bo‘làdi:

− C1ω
2cosωt − C2ω

2sinωt + ω2(Ñ1cosω2 + Ñ2sinωt) = 0.

Endi t = 0 bo‘lgàn hîlgà mîs õususiy yechimni tîpàmiz:

x(0) = C1cos0 + C2sin0, C1 = x0,

x ′(0) = −C1ωsin0 + C2ωcos0 = C2ω = v2, 
0

2
v

C
ω

= .

U hîldà umumiy yechim munîsàbàti bo‘yichà:

x x t t0
0 cos sin

ω
= ω + ω

v
.

Ì à s h q l à r

7.7. f funksiya ko‘rsàtilgàn diffårånsiàl tånglàmàning yechimi
bo‘lishini tåkshiring:

1) 
5 2

4 3
1 1

2 3
,  x x

x x
y f C−′ = = + + ;

2) 4 2 42 2 ,  xy y x f Cx x′ − = = + ;

3) 1 cos ,  2arctg( )y y f x C′ = + = + ;

4) 
2 22 2 4
2

( ) 2 ,  C C xx y y xy f ± +′+ = = ;
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5) 4
3

1
3( )

,  
x C

y y f
+

′ = = − .

7.8. C1, C2, C3 ning iõtiyoriy qiymàtlàridà F funksiya quyidàgi
diffårånsiàl tånglàmàning yechimi bo‘lishini isbît qiling:

1) y ′′′ = 2(y ′′ − 1)ctgx,  2F(x) = C1cos2x + x2 + C2x + C3;

2)  (y ′′)2 + y ′ = xy ′′, 
2 2

1 212
xy C C x C= − + .

7.9. (3 − x)y 5 = 8(x + 2) funksiya yy ′′ = 0,4(x + 2)(y ′)2

diffårånsiàl tånglàmàni và y(2) = 32, y ′(2) = 40  bîshlàng‘ich
shàrtlàrni qànîàtlàntirishini tåkshiring.

7.10. y(x + 2) = −x − 6 funksiya 2y ′′′ − 3(y ′)2 = 0 diffårånsiàl
tånglàmàni và y(0) = −31, y ′(0) = 1, y ′′(0) = −1 bîshlàng‘ich
shàrtlàrni qànîàtlàntirishini tåkshiring.

7.11. Jism x ′′(t) = 2 tånglàmà bo‘yichà to‘g‘ri chiziqli hàràkàt
qilmîqdà. Òånglàmàning umumiy yechimini và x(2) = 6, x ′(2) = 4
bîshlàng‘ich shàrtlàrni qànîàtlàntiruvchi õususiy yechimini tîping.

2-§. Birinchi tàrtibli îddiy diffårånsiàl
tånglàmàlàr

1. O‘zgàruvchilàri àjràlàdigàn tånglàmàlàr.  Àgàr diffårånsiàl
tånglàmà

y ′ = ϕ(x)ψ(y)                                               (1)

ko‘rinishdà, ya’ni chàp qismidà y ′ hîsilà, o‘ng qismidà biri x gà,
ikkinchisi y gà bîg‘liq bo‘lgàn ikki funksiyaning ko‘pàytmàsi turgàn
bo‘lsà, bundày diffårånsiàl tånglàmàni yechishdà x và y gà bîg‘liq
ifîdàlàr bir-birlàridàn àjràtilàdi. Ikki hîl uchràydi:

1) àgàr y = y0 dà ψ(y0) = 0 bo‘lsà, y0 – yechimlàrdàn biri bo‘làdi.
Hàqiqàtàn, y0 o‘zgàrmàs sînligidàn (y0)′ = 0 và ϕ(x) ⋅ ψ(y0) =
= ϕ(x) ⋅ 0 = 0, ya’ni (1) tånglàmà 0 = 0 dàn ibîràt àyniyatgà àylànàdi;

2 )ψ(y) ≠ 0 bo‘lgàn sîhàdà (1) munîsàbàt ( ) ( )dy
dx

x y= ϕ ψ

yoki  
( )

( )dy
y

x dx
ψ

= ϕ  ko‘rinishgà kålàdi và

( )
( )dy

y
x dx

ψ
= ϕ∫ ∫                                   (2)

intågràl îlinàdi. Dåmàk, ψ(y) ≠ 0 dà (1) diffårånsiàl tånglàmà
(2) munîsàbàtni qànîàtlàntiruvchi yechimgà egà. Shuningdåk,
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ψ(y0) = 0 ni qànîàtlàntiruvchi y = y0 funksiyalàr hàm (1)
tånglàmàning yechimlàri bo‘làdi.

Ì i s î l .  y ′ = (1 + y 2)(x + 1) diffårånsiàl tånglàmàning umu-
miy yechimini và y(0) = 1 bîshlàng‘ich shàrtni qànîàtlàntiruvchi
õususiy yechimini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  1 + y 2 funksiya håch qàndày y0 dà nîlgà àylànmàydi.
Òånglàmàdàgi o‘zgàruvchilàrni àjràtàmiz, so‘ng intågràllàshni bàjà-
ràmiz:

2
2 2

2 2

1 1

2 2

(1 )( 1),  ( 1) ,  (1 ) ,

arctg ,  tg ,

dy dy dy
dx y y

x x

y x x dx x dx

y x C y x C

+ +
= + + = + = +

 = + + = + + 
 

∫ ∫

bundà C iõtiyoriy sîn ( )2 2
;  π π−  îràliqdàn îlinàdi (àrgumåntgà π

ning qo‘shilishi tàngåns qiymàtini o‘zgàrtirmàydi). Õususiy yechimni
tîpish uchun îldin C ni tîpish màqsàdidà umumiy yechimgà

x = 0, y = 1 làrni qo‘yib, arctg1 = C yoki 
4

C π=  ni îlàmiz, so‘ng

C = π
4

 ni umumiy yechimgà qo‘yamiz: 
2

2 4
tg xy x π = + + 

 
.

Ì à s h q l à r

7.12. Diffårånsiàl tånglàmàlàrni yeching:

1) 29y y′ = + ;  2) 3y xy′ = ;   3) 
1

1
y

x
y +

−
′ = − ;

4) 
4

cos 5
x

y
y ′ = ;    5) 5 21y x y′ = − ;     6) 21 2x y y′− ⋅ = .

7.13. y ′ = x 3y 2 diffårånsiàl tånglàmàning y(1) = 2 bîshlàng‘ich
shàrtni qànîàtlàntiruvchi yechimini tîping.

7.14. Diffårånsiàl tånglàmàlàrni yeching:
1) y 3y ′′ = 1;            2) y ′′ = 2yy ′.

2. Birinchi tàrtibli chiziqli diffårånsiàl tånglàmàlàr.

( ) ( )d
dx

a x y b x+ =                                             (1)

ko‘rinishdàgi tånglàmàlàr birinchi tàrtibli chiziqli diffårånsiàl
tånglàmàlàr dåyilàdi. Bu tånglàmàlàrni yechishning bir nåchà
usullàri màvjud. Biz quyidà iõtiyoriy o‘zgàrmàsni vàriàtsiyalàsh
usuli (Làgrànj usuli) bilàn tànishàmiz.
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Buning uchun (1) tånglàmàdàgi b(x) = 0 bo‘lgàn quyidàgi

( ) 0dy
dx

a x y+ =

bir jinsli tånglàmàni qàràymiz. Bu tånglàmàni  yechish uchun uni
quyidàgi ko‘rinishdà yozib îlàmiz:

( )dy
y

a x dx= − .

Bundàn bir jinsli tånglàmàning umumiy yechimi ( )a x dxy Ce − ∫=
bo‘làdi. Bårilgàn (1) tånglàmàning umumiy yechimini  tîpish
uchun C ni C(x) dåb hisîblàb,

( )( ) a x dxy C x e − ∫=                                             (2)
dàn y ′ ni tîpàmiz:

( ) ( )( ) ( ) ( )a x dx a x dxy C x e C x e a x− −∫ ∫′ ′= − ⋅ .

C(x) ni tîpish uchun y và y ′ ni tîpilgàn ifîdàlàrini (1) gà
qo‘yib, C(x) gà nisbàtàn quyidàgi tånglàmàgà egà bo‘làmiz:

( )( ) ( ) a x dxC x b x e ∫′ = .

Bundàn
( )( ) ( ) a x dxC x C b x e ∫= + ∫ ,                           (3)

bu yerdà C – iõtiyoriy o‘zgàrmàs. (3) munîsàbàtdàgi C(x) ni
(2) gà qo‘yib, (1) tånglàmàning umumiy  yechimini tîpàmiz:

( )( ) ( ) a x dxa x dxy e C b x e dx− ∫∫  = +  ∫ .                     (4)

(1) tånglàmàning y x y0 0( ) =  bîshlàng‘ich shàrtni qànîàtlàn-
tiruvchi õususiy yechimi quyidàgi ko‘rinishdà bo‘làdi:

x x
a t dt a t dtx

x

x

y e y b e d0

0

( ) ( )

0 ( )

−

τ
∫ ∫

= + τ τ∫ .                       (5)

1 - m i s î l .  1
2

cos sin 2y y x x′ + =  tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  Bårilgàn tånglàmàdà 1
2

( ) cos ,  ( ) sin 2a x x b x x= = .

cos 0y y x′ + =  tånglàmàning umumiy yechimini tîpàmiz:
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dy
dx

y x= − sin  yoki dy
dx

xdx= − cos . Bundàn  ln sin ln ,y x C= − +

sin xy Ce −= .  Òîpilgàn umumiy yechimdàn C = C(x) dåb hisîblàb,

uning hîsilàsini tîpàmiz:
sin sin( ) ( ) cosx xy C x e C x e x− −′ ′= − .

y ′ và sin( ) xy C x e −=  ifîdàlàrni bårilgàn tånglàmàgà qo‘ysàk,
sin( ) sin cosxC x e x x′ =  ni îlàmiz. Bundàn

sin sin sin
1( ) sin cos sinx x xC x e x xdx x e e C= = ⋅ − +∫ .

C(x) ning tîpilgàn qiymàtini sin( ) xy C x e −=  ifîdàgà qo‘ysàk,
chiziqli tånglàmàning umumiy yechimi quyidàgichà bo‘làdi:

sin sin sin
1 1(sin 1) sin 1x x xy e x C e x C e− − = − + ⋅ = − + ⋅  .

2 -m i s î l .  
2

2 xy xy e′ − =   tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .   Òånglàmàni yechishdà (4) fîrmulàdàn

fîydàlànàmiz. a(x) = −2x, 
2

( ) xb x e=  bo‘lgànligi uchun bårilgàn
tånglàmàning umumiy yechimi quyidàgichà tîpilàdi:

2 2 2

2 2 2 2

( 2 ) 2

1 ( ) .

x dx xdxx x x x

x x x x

y e C e e dx e C e e dx

e C dx e C x C e C x x C e

   − − −   
      

     

∫ ∫= + ⋅ = + ⋅ =

= + = + + = + = + ⋅

∫ ∫

∫

Ì à s h q l à r

7.15. Diffårånsiàl tånglàmàlàrning umumiy yechimini tîping:

1) 
y
x

y x′ + = ; 2) 23xy y x′ − = − ; 3) 
sin

cos 1y
x

y x′ − = − .

7.16. 1
cos

tg
x

y y x′ − =  diffårånsiàl tånglàmàning (0) 1y =  shàrtni

qànîàtlàntiràdigàn õususiy yechimini tîping.

7.17. 
1

y
x

xy x
+

′ − =  diffårånsiàl tånglàmàning (0) 1y =  shàrtni

qànîàtlàntiràdigàn õususiy yechimini tîping.
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VIII  B Î B

ÊÎÌBINÀÒÎRIÊÀ
ELEÌENÒLÀRI

1-§. Êîmbinàtîrikàning àsîsiy qîidàlàri

1. Êîmbinàtîrikàdà nimà o‘rgànilàdi? À = {1, 2, 3} và B{a, b}
to‘plàmlàr elåmåntlàridàn shundày juftliklàr tuzàylikki, ulàrdàgi
birinchi o‘rindà À ning tàrtib bilàn îlingàn elåmånti, ikkinchi
o‘rindà B ning tàrtib bo‘yichà îlingàn elåmånti yozilàdigàn bo‘lsin.
Hîsil bo‘làdigàn juftliklàr to‘plàmini À×B îrqàli bålgilàsàk,

À×B = {(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)}.
Àgàr birinchi o‘ringà B elåmåntlàri qo‘yilàdigàn bo‘lsà, yozilish

tàrtibi bilàn îldingisidàn fàrq qilàdigàn
B×A = {(a, 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)}

to‘plàm  hîsil bo‘làdi.
(1, a), (1, b), ... juftliklàr (ikkitàliklàr) tàrkibidàgi elåmåntlàr

shu juftlikning kîmpînåntàlàri  yoki kîîrdinàtàlàri dåyilàdi
(lîtinchà componentis – tàshkil etuvchi).

Shu kàbi bårilgàn À, B, C to‘plàmlàr elåmåntlàridàn
tàrtiblàngàn uchtàliklàr, umumàn, k tà to‘plàm elåmåntlàridàn
tàrtiblàngàn  k tàliklàr to‘plàmi tuzilàdi. k tà hàr õil elåmåntli
to‘plàm uzunligi n = k gà tång dåyilàdi. Ìàsàlàn, (1, 9, 25) và

( 1,  81,  625 ) uchliklàr tång và bir õil uzunlikdà (n = 3),
kîmpînåntàlàri:  1 1,=  9 81,  25 625= = . Låkin (a, b, c) và
(c, a, b) uchliklàrning uzunliklàri và kîîrdinàtàlàri bir õil bo‘lsà-
dà, låkin ulàr tång emàs, chunki kîîrdinàtàlàr turli tàrtibdà
jîylàshgàn. (1, 2, 3) và (1, 2, 3, 4) làr uzunligi hàr õil, dåmàk
o‘zlàri hàm tång emàs.

k tàlikdà kîmpînåntàlàr to‘plàmlàrdàn và bîshqà nàrsàlàrdàn ibîràt
bo‘lishi hàm mumkin. Shungà ko‘rà  ({à, b}, c) và ({b, a}, c)
ikkitàliklàr tång, chunki {a, b} và {b, a} bittà to‘plàm. Låkin ((à, b),
c) và ((b, a), c) ikkitàliklàr tång emàs, chunki (a, b) juftlik (b, a)
juftlikkà tång emàs. (a, b, c), ((a, b), c), (a, (b, c)) làr hàm hàr õil:
birinchisi uchtàlik, ikkinchi và uchinchisi hàr õil ikkitàliklàr.

Birîrtà hàm kîmpînåntàgà egà bo‘lmàgàn (ya’ni 0 uzunlikdàgi)
k tàlik bo‘sh k tàlik dåyilàdi. Òo‘plàmdà elåmåntlàrning tàrtibi rîl
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o‘ynàmàydi, k tàlikdà rîl o‘ynàydi, to‘plàmdà elåmåntlàr tàkrîrlàn-
màsligi kåràk, k tàlikdà kîîrdinàtàlàr tàkrîrlànishi mumkin.

1 - m i s î l .  À = {1, 2}, B = {a, b, c} to‘plàmlàrdàn quyidàgi
ikkitàliklàr to‘plàmlàrini tuzish mumkin:

{(1, a), (1, b), (1, c), (2, a), (2, b), (2, c)},
{(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2), (c, 1), (c, 2)},

{(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.
2 - m i s î l .  1) 40 õil bîlt và 13 õil gàykàdàn bittàdàn îlinib

nåchà õil juftlik tuzish mumkin?
2) 1 dàn 150 gàchà nàturàl sînlàr îràsidà 2, 5, 7 sînlàridàn

håch birigà bo‘linmàydigàni qànchà?
3) 1, 2, ..., 9 ràqàmlàridàn nåchtà uch õînàli nîmårlàr tuzish

mumkin?
Bu tur màsàlàlàr fàn, tåõnikà và ishlàb chiqàrishdà ko‘plàb

uchràydi. Ulàr bilàn màtåmàtikàning sîhàlàridàn biri –
kîmbinàtîrikà shug‘ullànàdi. Yuqîridàgi kàbi màsàlàlàrni yechish
hàqidà 2-§ dà àlîhidà to‘õtàlàmiz.

Ì à s h q l à r

8.1. À = {2, 3, 4, 1} to‘plàm elåmåntlàridàn ikki õînàli sînlàr
tuzing. Qàndày k tàliklàr hîsil bo‘làdi? Ulàrning kîmpînåntàlàrini
ko‘rsàting.

8.2. Uchtàliklàr tångmi?
1) (1, {1, 2, 3}, 2, 3),  (1, {1, 2, 3}, {2, 3});
2) (1, {1, 2, 3}, 2, 3),  (1, {2, 1, 3}, 2, 3).
2. Êo‘pàytmàni tîpish qîidàsi. Ushbu màsàlàni qàràylik:

1 - m i s î l .  Birinchi elåmånti A = {a, b, c}  to‘plàmdàn,
ikkinchi elåmånti esà B = {2, 3} to‘plàmdàn îlingàn juftliklàr
tuzàmiz. Bundày juftliklàr îltità bo‘làdi:

3 ta satr

2 ta ustun

( ,  2),  ( ,  3),

 ( ,  2),  ( ,  3),

( ,  2),  ( ,  3),

a a

b b

c c







À và B to‘plàmlàr elåmåntlàri sînini mîs ràvishdà n(A), n(B)
îrqàli, juftliklàr sînini esà n(A×B) îrqàli bålgilàsàk, n(A×B) =
= n(A) ⋅ n(B) ekànligini ko‘ràmiz.
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Bu tur màsàlàlàrni yechishdà quyidàgi tåîråmàdàn fîydàlànàmiz.
Ò å î r å m à .  À và B chåkli to‘plàmlàr elåmåntlàridàn tuzilgàn

juftliklàr sîni shu to‘plàmlàr elåmåntlàri sînlàrining ko‘pàytmàsigà
tång:

n(A×B) = n(A) ⋅ n(B).                                       (1)

I s b î t .  À = {à1, ..., àm} và B = {b1, ..., bk} bo‘lsin. Ulàr bo‘yichà
quyidàgi juftliklàrni tuzish mumkin:

1 1 1

1

( , ), ..., ( , ),
.............................
( , ), ..., ( , )

 ta satr

 ta ustun

k

m m k

a b a b

a b a b
m

k





jàmi mk = n(A) ⋅ n(B) tà juftlik tuzilàdi.
Umumàn, m tà À1, ..., Àm chåkli to‘plàmlàrdàn tuzilàdigàn m

tàliklàr sîni jàmi
n(A1× ... ×Am) = n(A1) ⋅ ... ⋅ n(Am)                    (2)

tà bo‘làdi.
2 - m à s à l à .  32 hàr õil hàrf và 10 tà turli ràqàmdàn tàrkibidà

îldin uch hàrf, ulàrdàn kåyin ikki ràqàm bo‘làdigàn nîmårlàrdàn
qànchà tuzish mumkin?

Y e c h i s h .  Hàrflàr to‘plàmini À, ràqàmlàr to‘plàmini B îrqàli
bålgilàylik. Ulàrdàgi elåmåntlàr sîni n(A) = 32, n(B) = 10. Òàlàb
qilinàyotgàn hàr bir nîmår A × A × A × B × B båshtàlik bo‘làdi.
(2)  fîrmulà bo‘yichà ulàrning sîni

n(A × A × A × B × B) = 32 ⋅ 32 ⋅ 32 ⋅ 10 ⋅ 10 = 3276800 tà.

Umumàn, àgàr l tàlikning birinchi kîmpînåntàsi n1 usul bilàn
tànlànishi mumkin bo‘lsà, uning iõtiyoriy tànlànishidà ikkinchi kîm-
pînåntà n2 usul bilàn tànlànsà, îldingi ikki kîmpînåntàning iõtiyo-
riy tànlànishidà uchinchi kîmpînåntà n3 õil usul bilàn tànlànsà,
umumàn, tî l-kîmpînåntàgàchà shundày qilinsà, hîsil bo‘làdigàn
l tàliklàr sîni n1 ⋅ n2 ⋅ ... ⋅ nl  tà bo‘làdi.

3 - m à s à l à .  Nechta har xil raqamli uchtalik tuzish mumkin?

Yechish .  Hàr õil ràqàmli uchtàliklàrni tuzishdà birinchi
kîmpînåntàni 10 õil usul bilàn, hàr bir shundày tànlàshdà
ikkinchi kîmpînåntàni 9 õil usul bilàn, îldingi ikki ràqàmning
hàr bir shundày tànlàshdà  uchinchi ràqàm hàm 9 õil usul bilàn
tànlànàdi. Jàmi bundày uchtàliklàr sîni 10 ⋅ 9 ⋅ 9 = 810 tà bo‘làdi.
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Ì à s h q l à r

8.3. Òo‘rt õil bîlt và uch õil gàykàdàn bittàdàn îlib nåchà õil
juftliklàr tuzish mumkin?

8.4. «Dàftàr» so‘zidàn undîsh và unli hàrflàrni nåchà õil usul
bilàn tànlàb îlish mumkin? «Qàlàm»  so‘zidàn-chi?

8.5. 2 kitîb, 3 dàftàr và 4 qàlàm bîr. Ulàrdàn bittàdàn îlinib
kîmplåktlàr tuzilmîqchi. Bu ishni nåchà õil usul bilàn qilish
mumkin?

8.6. Sàvàtdà 10 dînà îlmà và 8 dînà nîk bîr. Vàli undàn yo
îlmàni, yo nîkni îlàdi, shundàn so‘ng Nîilà qîlgàn måvàlàrdàn
hàm îlmà, hàm nîkni îlàdi. Bundày tànlàshlàr sîni qànchà
bo‘lishi mumkin? Vàlining qàysi tànlàshidà Nîilàning tànlàsh
imkîni kàttà bo‘làdi?

2-§. Êîmbinàtîrikàning àsîsiy fîrmulàlàri

1. O‘rinlàshtirishlàr. m = 4 tà elåmåntli Õ = {1,3,5,7} to‘plàm
elåmåntlàridàn ikki õînàli sînlàr, ya’ni juftliklàr tuzàylik: 13,
15, 17, 35, 37, 57, 31, 51, 71, 53, 73, 75. Bu sînlàr tàrtiblàngàn
qism-to‘plàmlàrdàn ibîràt. Ulàr jàmining sînini A4

2  tà dåb
bålgilàymiz (o‘qilishi: «4 elåmåntdàn 2 tàdàn îlib tuzilgàn

o‘rinlàshtirishlàr sîni»). Bizdà 2
4 12A =  bo‘lmîqdà. Iõtiyoriy m

uchun bu sînni hisîblàsh fîrmulàsini tîpàylik. Hàr qàysi
juftlikning birinchi kîmpînåntàsi yo 1, yo 3, yo 5, yo 7, ya’ni
uni m = 4 tà iõtiyoriy tànlàsh imkîni bîr. Àgàr birinchi kîmpî-
nåntà tànlàngàn bo‘lsà, ikkinchi kîmpînåntàni tànlàsh uchun
m − 1 = 3 õil tànlàsh imkîni qîlàdi. Dåmàk, jàmi juftliklàr sîni

2
4 4 (4 1)A = ⋅ −  tà, ya’ni  A4

2 4 3 12= ⋅ =  tà bo‘làdi.
m tà elåmåntli Õ to‘plàm elåmåntlàridàn k tàdàn îlib tuzilgàn

o‘rinlàshtirishlàr  dåb, Õ to‘plàmning k uzunlikdàgi tàrtiblàngàn
qism-to‘plàmlàrigà àytilàdi, bundà k ≤ m. Ulàrning sîni:

( 1)...( ( 1))k
mA m m m k= − − − .                                (1)

Hàqiqàtàn, 1- kîmpînåntà iõtiyoriy tàrtibdà m õil tànlànàdi.
U hîldà 2- kîmpînåntà uchun m − 1 õil tànlànish và hîkàzî
îõirgi k- kîmpînåntà uchun m − (k − 1) tànlànish imkîni qîlàdi
và bundà håch qàysi kîmpînåntà tàkrîr tànlànmàydi. Bàrchà k
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uzunlikdàgi o‘rinlàshtirishlàr sîni ko‘pàytmàni hisîblàsh qîidàsigà
muvîfiq (1) fîrmulà bo‘yichà tîpilàdi.

Yuqîridà qàràlgàn misîlgà qàytàylik. Låkin endi bårilgàn m = 4
tà elåmåntli Õ = {1, 3, 5, 7} to‘plàm elåmåntlàridàn kîmpînån-
tàlàri tàkrîrlànàdigàn juftliklàrni hàm tuzish tàlàb qilinsin. Ulàr:

                

11 13 15 17
33 35 35 31 55 53 57 51
77 75 73 71







     Jàmi  4 ⋅ 4 = 42 = 16 tà juftlik.

Umumàn, m tà elåmåntli Õ to‘plàm elåmåntlàridàn tuzilgàn
tàk-rîrlànàdigàn k tà kîmpînåntàli k tàliklàr sîni k tà bir õil
to‘plàm    to‘plàm X × X × ... × X elåmåntlàrining sînigà tång
(2-§, 2-bànd, 2-tåîråmà).  Bu sîn k tà n(X) ko‘pàytuvchi
ko‘pàytmàsidàn ibîràt:

( ) ( ) ... ( ) ( ( ))k kn X n X n X n X m⋅ ⋅ ⋅ = = .
m elåmåntli Õ to‘plàmning elåmåntlàridàn tuzilgàn và kîmpî-

nåntàlàri tàkrîrlànàdigàn k  tàliklàr m elåmåntdàn k tàdàn îlib
tuzilgàn tàkrîrli o‘rinlàshtirishlàr dåyilàdi. Ulàrning sînini k

mA
îrqàli bålgilàymiz (À hàrfi ustidàgi chiziqchà elåmåntlàr tàk-
rîrlànishi mumkinligini ko‘rsàtàdi). Ushbu fîrmulà isbît qilindi:

k k
mA m= .                                                      (2)

1 - m i s î l .  30 o‘quvchisi bo‘lgàn sinfdàn bîshliq, yordàmchi
và kîtib nåchà õil usul bilàn sàylànishi mumkin?

Y e c h i s h .  Bundày iõtiyoriy sàylàsh 30 elåmåntdàn 3 tàdàn
îlinib tuzilàdigàn tàkrîrsiz o‘rinlàshtirish, ya’ni kîmpînåntàlàri
tàkrîrlànmàydigàn uchtàlik bo‘làdi. Bundàgi tànlàsh usullàri sîni:

3
30 30 29 28 24360A = ⋅ ⋅ =  tà.

2 - m i s î l .  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ràqàmlàridàn nåchtà uch
õînàli nîmårlàr tuzish mumkin?

Y e c h i s h .  Bundày nîmårlàr Õ = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
to‘plàm elåmåntlàri qàtnàshàdigàn uchtàliklàrdàn ibîràt. Ulàrning

sîni (2) fîrmulà bo‘yichà 3 3
9 9 729A = =  gà tång.

3 - m i s î l .  n(X ) = k và n(Y ) = l bo‘lsin. Õ to‘plàmni Y to‘plàmgà
àkslàntirishlàr sînini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Õ to‘plàm elåmåntlàrini nîmårlàymiz: Õ = {õ1, ...,
õk}.  Õ to‘plàmni Y  gà o‘tkàzuvchi hàr qàysi f  àkslàntirishgà o‘shà
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elåmåntlàrning îbràzlàri (nusõàlàri)dàn tuzilgàn

(f (x1), ..., f (xk))

k tàlik mîs. Và, àksinchà, Y  to‘plàm elåmåntlàridàn tuzilgàn (y1, ...,
yk) k tàlikning bårilishi f àkslàntirishni bir qiymàtli àniqlàydi: õj
elåmånt  yj gà o‘tàdi. Dåmàk, Õ to‘plàmni Y to‘plàmgà àkslàntirish-
làr sîniY to‘plàm elåmåntlàridàn tuzilgàn k  tàliklàr sînigà tång.
n(Y ) = l bo‘lgànidàn (2)  fîrmulà bo‘yichà bu sîn l k gà tång.

4 - m i s î l .  5 tà hàr õil dàftàrni uch bîlà o‘rtàsidà nåchà õil
usul bilàn tàqsimlàsh mumkin?

Y e c h i s h .  Òàqsimlàshning hàr bir usuli dàftàrlàr to‘plàmini
bîlàlàr to‘plàmigà àkslàntirishdàn ibîràt. Bundày àkslàntirishlàr
sîni 35 = 243.

Umumàn, k tà elåmåntli Õ to‘plàmni m tà elåmåntli Y to‘plàmgà
àkslàntirishni k tà elåmåntni m quti bo‘yichà jîylàshtirilishi dåb
tushuntirish mumkin. Bundày jîylàshtirishlàr sîni mk gà tång bo‘làdi.

5 - m i s î l .  {à, b, c, d} to‘plàmning bàrchà qism to‘plàmlàrini
yozàmiz.

Y e c h i s h .  ∅, {a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b,
c}, {b, d}, {c, d}, {a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}, {a, b,
c, d}, jàmi 16 tà.

Bu misîldà 24 = 16 bo‘lmîqdà. Umumàn, k tà elåmåntli
to‘plàmning qism to‘plàmlàri sîni 2k tà bo‘lishini màtåmàtik
induksiya bo‘yichà isbît qilish qiyin emàs.

Ì à s h q l à r

8.7. à, b, d, e, f  hàrflàridàn qànchà uch hàrfli so‘z tuzish
mumkin? Hàr qàysi so‘zdà àlbàttà b hàrfi bo‘lishi tàlàb qilinsà-
chi?

8.8. Såõdà 6 ishchi ishlàydi. Ulàrdàn uch kishigà uch turli,
ya’ni hàr bir kishigà bir õildàn buyum tàyyorlàshni nåchà usul
bilàn tîpshirish mumkin?

8.9. 8  tà hàr õil kitîbdàn 3 tàsi nåchà õil usul bilàn tànlànishi
mumkin?

8.10. Qo‘mitàgà 7 kishi sàylàngàn. Ulàr îràsidàn ràis,
yordàmchi, kîtib nåchà usul bilàn tànlànishi mumkin?

8.11. Àgàr hàr bir o‘quvchigà bittàdàn îrtiq kitîb bårilmàsà,
6 tà kitîbni 10 o‘quvchigà nåchà õil usul bilàn tàrqàtish mumkin?
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8.12. 6 ràqàmigà egà bo‘lmàgàn båsh õînàli nîmårlàrdàn qànchà
bo‘làdi? 0 và 6 ràqàmigà egà bo‘lmàgànlàri-chi?

8.13. 10 tà hàr õil dåtàlni 3 tà qutigà nåchà õil usul bilàn
jîylàshtirish mumkin?

8.14. Êîmplåktdàgi 14 tà dåtàldàn 4 tàsidà «1», 4 tàsidà «2»,
3 tàsidà «3» và qîlgàn 3 tàsidà «4» bålgi qo‘yilgàn. Êîmplåktdàn 4
tà dåtàlni tànlàb îlish và ulàrni birîr tàrtibdà jîylàshtirish yo‘li
bilàn bålgilàrning nåchtà hàr õil kîmbinàtsiyasini tuzish mumkin?

2. Òàkrîrsiz o‘rin àlmàshtirishlàr. Õ = {1, 3, 5} to‘plàm bo‘yichà
135, 315, 351, 153, 531, 513 o‘rinlàshtirishlàr tuzilgàn bo‘lsin.
Bu uchtàliklàrdà kîmpînåntàlàr tàkrîrlànmàgàn, bir màrtàdàn
kålgàn, yozilish tàrtibi bilànginà fàrq qilàdi. Umumàn, tàkrîrsiz
o‘rinlàshtirishlàrdà kîmpînåntàlàr sîni k shu Õ to‘plàmning jàmi
elåmåntlàri sîni m gà tång, ya’ni m = k bo‘lsà, o‘rinlàshtirishlàr
bir õil elåmåntli bo‘lib, elåmåntlàrning yozilish tàrtibi bilàn fàrq
qilinàdigàn bo‘làdi. Bizning misîldà ulàrning sîni 3

4 3 2 1 6A = ⋅ ⋅ =
tà. Ulàrdà elåmåntlàr tàkrîrlànmàydi, fàqàt o‘rinlàri àlmàshàdi.

m tà elåmåntdàn tuzilgàn tàkrîrsiz o‘rin àlmàshtirish  dåb, shu
elåmåntlàrdàn m tàdàn îlib tuzilgàn o‘rin àlmàshtirishlàrgà àyti-
làdi. Ulàrning sîni Rm îrqàli bålgilànàdi (frànsuzchà permutation —
o‘rin àlmàshtirish).  Òà’rif  bo‘yichà

m
m mP A= , yoki Pm = m(m − 1)...(m − m  + 1) = m(m − 1) ⋅ ... ⋅ 1 =

 = m!,    yoki   Pm = m!                                          (1)

1 - m i s î l .  3 dåtàlni 3 qutigà nåchà õil tàrtibdà jîylàshtirish
mumkin?

Y e c h i s h .  Dåtàllàrni õ1, õ2, õ3 îrqàli, qutilàrni 1, 2, 3 îrqàli
bålgilàylik. Nàtijàdà (õ1, õ2, õ3), (õ1, õ3, õ2), (õ2, õ1, õ3), (õ2, õ3,
õ1), (õ3, õ1, õ2), (õ3, õ2, õ1) o‘rin àlmàshtirishlàr îlinàdi. Ulàrning
sîni R3 = 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 6 tà.

Ì à s h q l à r

8.15. 7 õil kitîbni 7 o‘quvchigà nåchà usul bilàn tàrqàtish
mumkin?

8.16. Håch qàndày ikki kîmàndà bir õil îchkî îlmàgàn bo‘lsà,
8 kîmàndàni turnir jàdvàligà nåchà usul bilàn jîylàshtirish
mumkin?
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8.17. Qutigà 6 õil À, B, D, E, F, G dåtàl kåtmà-kåt jîylàsh-
tirilishi kåràk. Àgàr B ning À dàn îldin jîylàshtirilishi mumkin
bo‘lmàsà, undà dåtàllàr nåchà õil usul bilàn jîylàshtirilishi
mumkin? Àgàr B dåtàl À dàn kåyin jîylàshtirilishi tàlàb qilinsà-
chi?

3. Òàkrîrsiz kîmbinàtsiyalàr. Endi Õ to‘plàm elåmåntlàridàn
k tàliklàr emàs, bàlki qism-to‘plàmlàr tuzàylik. Ulàr o‘z
tàrkiblàridàgi elåmåntlàri bilàn bir-birlàridàn fàrq qilàdi. Ìàsàlàn,
Õ = {à, b, d, e, f} to‘plàm bo‘yichà tuzilgàn k = 3 tà elåmåntli
{à, d, f}, {à, e, f}, {b, d, e} uchtàliklàr biz àytàyotgàn qism
to‘plàmlàrdàndir.

m tà elåmåntli Õ to‘plàmning k tà elåmåntli qism to‘plàmlàri
shu elåmåntlàrdàn k tàdàn îlib tuzilgàn tàkrîrsiz kîmbinàtsiyalàr
dåyilàdi. Ulàrning sînini k

mC  îrqàli ko‘rsàtàmiz (frànsuzchà
cîmbination – kîmbinàtsiya).

1 - m i s î l .  {à, b, d, e, f} to‘plàm bo‘yichà hàr biridà uchtàdàn
hàr õil elåmånt bo‘lgàn 10 tà kîmbinàtsiya tuzish mumkin:
{à, b, d}, {à, b, e}, {à, b, f}, {à, d, e}, {à, d, f}, {à, e, f}, {b, d,
e}, {b, e, f}, {b, d, f}, {d, e, f}.

Êîmbinàtsiyalàr sînini hisîblàsh fîrmulàsini chiqàràylik.
Yuqîridàgi misîldà ko‘rsàtilgànichà bårilgàn 5 elåmåntdàn 3 tàdàn
îlib jàmi 10 kîmbinàtsiya hîsil qilinàdi. Låkin hàr bir kîmbi-
nàtsiyadàn îltitàdàn o‘rin àlmàshtirish tuzish mumkin. Ìàsàlàn,
bittà {à, b, d} kîmbinàtsiyadàn (à, b, d), (à, d, b), (b, à, d), (b,
d, à), (d, à, b), (d, b, à), jàmi îltità o‘rin àlmàshtirish hîsil
bo‘làdi. Bungà qàràgàndà  jàmi 5 elåmåntdàn uchtàdàn îlib tuzilgàn
tàkrîrsiz o‘rinlàshtirishlàr sîni 6 ⋅ 10 = 60 tà, ya’ni VIII bîb,
2-§, (1) fîrmulàgà àsîsàn 3

5 5 4 3 60A = ⋅ ⋅ =  tà bo‘làdi. Biz
3 3
5 5 3!A C= ⋅  gà egà bo‘làmiz. Bundàn 3

5C  tîpilàdi.  
Umumàn, m elåmåntdàn  k tàdàn îlib tuzilgàn o‘rinlàshtirishlàr

sîni !k k
m mA k C=  bo‘làdi, bundàn kîmbinàtsiyalàr sîni uchun

ushbu fîrmulàlàr îlinàdi:
( 1)...( 1)

! 1 2 3 ...

k
k m
m

A m m m k
k k

C − − +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= =                                    (1)

yoki

19 Àlgebra, II qism

A          C                            D           E                       B

VIII.1-rasm.
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!
!( ) !

k
m

m
k m k

C
−

= .                                                  (2)

2 - m i s î l .  20 o‘quvchidàn 3 kishilik qo‘mitàni nåchà usul
bilàn tànlàsh mumkin?

Y e c h i s h .  Òànlàshlàr sîni: 3
20

20 19 18
1 2 3

1140C ⋅ ⋅
⋅ ⋅

= = .

3 - m i s î l .  k tà à hàrfigà và n tà b hàrfigà egà bo‘làdigàn k+n
tàliklàr sînini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  k + n tàliklàr tàrkibi mà’lum. Ulàr hàrflàrning tàrtibi
bilànginà bir-biridàn fàrq qilàdi. Bu tàrtib à hàrflàri turgàn o‘rinlàrni
ko‘rsàtish bilàn bir qiymàtli àniqlànàdi (chunki qîlgàn o‘rinlàrni
b làr egàllàydi). Bîshqàchà àytgàndà, o‘rinlàrning (k + n) tà
elåmåntli to‘plàmidà k tà elåmåntli (k uzunlikdàgi) qism to‘plàm
tànlànishi kåràk. Bu esà 1

k
kC +  usul bilàn qilinish mumkin.

4 - m i s î l .  ÀB kåsmàdà C, D, E nuqtàlàr bålgilàngàn (VIII.1-
ràsm). Jàmi nåchtà kåsmà hîsil bo‘làdi? (bungà ÀB kåsmà hàm
kiràdi).

Y e c h i s h .  Nuqtàlàr sîni 5 tà. Hàr ikki nuqtà izlànàyotgàn
kåsmàlàrdàn birini båràdi. Bundà ikki nuqtàning yozilish tàrtibi
rîl o‘ynàmàydi. Ìàsàlàn, ÀC và CÀ – bittà kåsmà. Shundày
qilib, {À, B, C, D, E} to‘plàmning ikki elåmåntli qism to‘plàmlàri

sînini àniqlàshimiz kåràk. Ulàr 2
5

5 4
1 2

10C ⋅
⋅

= =  tà.

Binîmiàl kîeffitsiyåntlàrning àyrim õîssàlàrini kåltiràmiz:
1) (õ + à)m  binîm yoyilmàsidà hàr qàysi xm−kak  ifîdà îldidà

turgàn kîeffitsiyånt k
mC  kîmbinàtsiyalàr sînigà tång. Hàqiqàtàn,

àgàr (õ + à)m = = (õ + à)(õ + à) ⋅ ... ⋅ (õ + à) (m tà ko‘pàytuvchi)
ko‘pàytmàdàgi qàvslàr dàràjà ko‘rsàtkichlàridàn fîydàlànilmày và
ko‘pàytuvchilàrni o‘rin àlmàshtirmày îchilsà, nàtijàdà õ và à
hàrflàridàn tuzilgàn m uzunlikdàgi bàrchà m tàliklàrning yig‘indisi
hîsil bo‘làr edi. Ìàsàlàn,

(õ + à)3 = (õ + à)(õ + à)(õ + à) =
= õõõ + õõà + õàõ + õàà + àõõ + àõà + ààõ + ààà.

Qo‘shiluvchilàrdàn, màsàlàn, k = 2 tà à hàrfigà và m − k =
= 3 − 2 = 1 tà õ hàrfigà egà bo‘làdigànlàrini sànàsàk, ulàr 3 tà. Bu

esà (1) fîrmulà bo‘yichà hisîblàb tîpilgànigà tång: 2
3

3 2
1 2

3C ⋅
⋅

= = .

Umumàn, yoyilmà tàrkibidà õm−kak  gà egà bo‘lgàn hàdigà
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o‘õshàsh, ya’ni m − k tà õ hàrfigà và k tà à hàrfigà egà bo‘lgàn m
tàliklàr sîni ( )

k
m k kC − +  gà, ya’ni k

mC  gà tång. Shundày qilib,
0 1 1( ) ... ...m m m k m k k m m
m m m mx a C x C x a C x a C a− −+ = + + + + +    (3)

bo‘làdi.
2) Àgàr (3) yoyilmàgà õ = à ni qo‘ysàk, quyidàgi hîsil bo‘làdi:

0 1 ... ... 2k m m
m m m mC C C C+ + + + + = .                       (4)

3) Àgàr (2) tånglikdàn fîydàlànsàk:
! !

( ) !( ( )) ! ( ) ! !
,  m k k m k k

m m m m
m m

m k m m k m k k
C C C C− −

− − − −
= = = = .   (5)

Ì à s h q l à r

8.18. 20 kishi ichidàn 4 vàkilni nåchà usul bilàn sàylàsh
mumkin?

8.19. Bir àylànàdà yotgàn 5 tà nuqtà ustidàn nåchtà vàtàr
o‘tkàzish mumkin?

8.20. Bir kishidà 10 tà kitîb, ikkinchisidà 12 tà kitîb bîr.
Àlmàshtirish uchun ulàrning hàr biri nåchà usul bilàn 3 tàdàn
kitîb tànlàshlàri mumkin?

8.21. Lîtåråya bilåtidàgi 49 nîmårdàn 5 tàsini nåchà õil usul
bilàn o‘chirish mumkin? Nåchà hîldà tànlàngàn 5 tà nîmårdàn
uchtàsi tiràjdàn kåyin tîpilgàn bo‘làdi? Nåchà hîldà 5 tà nîmår
to‘g‘ri tîpilgàn bo‘làdi?

8.22. Binîm yoyilmàsi và Ìuàvr fîrmulàlàridàn fîydàlànib,
àyniyatlàr isbît qilinsin:

1) 1 3 2 5 3 7 2
33

3 3 3 ... sinn n n n
nS C C C C π= − + − + = ;

2) 1 2 4 1 32 1 ... ...n
n n n nC C C C− = + + + = + + ;

3) 0 1 2
2 2

cos cos 2 ... cos 2 cos cosn n n
n n n n

n
C C C C n

ϕ ϕ+ ϕ + ϕ + + ϕ = .

4. Òàkrîrli o‘rin àlmàshtirishlàr. Jàmi k = 3 tà a1, a2, a3

elåmåntdàn P Pk = = =3 3 6!  tà o‘rin àlmàshtirishlàr tuzish
mumkinligini bilàmiz:

(à1, à2, à3), (à1, à3, a2), (a2, a1, a3),

(a2, a3, a1), (a3, a1, a2), (a3, a2, a1).
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Bu uchtàliklàrdà hàr bir elåmånt fàqàt bir màrtàdàn qàtnàsh-
mîqdà: k1 = k2 = k3 = 1. Endi shu elåmåntlàrdàn (à1, à1, à1, à2,
à3, à3), (à1, à2, à3, à1, à1, à3) îltiliklàr tuzilgàn bo‘lsin. Bulàr
hàm fàqàt elåmåntlàrning tàrtibi bilànginà fàrq qiluvchi o‘rin
àlmàshtirishlàrdàn ibîràt. Låkin bu hîldà à1 elåmånt k1 = 3 màrtà,
à2 elåmånt k2 = 1 màrtà, à3 elåmånt k3 = 2  màrtà tàkrîrlànmîqdà
và k = k1 + k2 + k3 = 6. O‘rin àlmàshtirishlàrni yozishni yanà dàvîm
ettirish mumkin. Ulàrning sînini P(k1, k2, k3), ya’ni R(3, 1, 2)
îrqàli bålgilàylik, bundà (3, 1, 2) yozuv îltitàliklàr tàrkibidà à1
elåmånt 3 màrtà, à2 elåmånt 1 màrtà, à3 elåmånt 2 màrtà
tàkrîrlànishini ko‘rsàtàdi. P(3, 2, 1) tàkrîrli o‘rin àlmàshtirishlàr
sînini tîpish tàlàb qilinsin.

Òà’rif. Òàkrîrli o‘rin àlmàshtirish dåb, tàrkibidà à1 hàrfi
k1 màrtà, ..., àm  hàrfi km  màrtà qàtnàshuvchi k = k1 + k2 + ... + km
uzunlikdàgi hàr qàndày k tàlikkà àytilàdi. Òàkrîrli o‘rin àlmàsh-
tirishlàr sînini P(k1, ..., km) îrqàli bålgilànàdi.

P(3, 1, 2) sînini tîpishning yo‘llàridàn biri o‘shà îltitàlik-
làrning hàmmàsini tuzish và sànàsh. Låkin àj  kîmpînåntàlàr sîni
và kj tàkrîrlànishlàr ko‘p bo‘lsà, bu yo‘l nîqulàydir. Umumàn, P(k1,
..., km) ni hisîblàsh uchun fîrmulà kåràk bo‘làdi.

k tàlik tàrkibidà k1 tà o‘ringà à1 hàrfini 1k
kC  usul bilàn o‘rin

àlmàshtirish îrqàli yozish mumkin. U hîldà qîlgàn k − k1 tà

o‘ringà à2 ni 2
2

k
k kC −  usul bilàn o‘rin àlmàshtirib yozilàdi. Shu kàbi,

à3 ni  3
1 2

k
k k kC − − , ... , àm ni 3

1 1... m

k
k k kC

−− − −  usul bilàn o‘rin àlmàsh-
tirib yozish mumkin.

Jàmi o‘rin àlmàshtirishlàr sîni ko‘pàytirish qîidàsigà muvîfiq,

21
1 1 11 ...( ,  ...,  ) ... m

m

k k k
m k k k k k kP k k C C C

−− − − −= ⋅ ⋅ ⋅

tà bo‘làdi. Òîpilgàn munîsàbàtni sîddàlàshtiràylik. Shu màqsàddà

!
!( ) !

j
k

k
j k j

C
−

=  fîrmulàdàn fîydàlànàmiz. Nàtijàdà

1 1 1
1

1 1 2 1 2 1

( ) ! ( ... ) !!
!( ) ! !( ) ! !( ... ) !

...( ,  ...,  ) m
m

m m

k k k k kk
k k k k k k k k k k k

P k k −− − −
− − − − − −

⋅ ⋅ ⋅= ,

bundà 1( ... ) ! 0 ! 1!mk k k− − − = =  yoki qisqàrtirishlàrdàn so‘ng

1
1 2

!
! ! ... !

( ,  ...,  )m
m

k
k k k

P k k
⋅ ⋅ ⋅

= ,                              (1)
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bundà  1 2 ... mk k k k= + + + .

Òàkrîrsiz o‘rin àlmàshtirishlàr (1) fîrmulàning 1 2 ...k k= = =

1mk= =  bo‘lgàn õususiy hîlidir.

1 - m i s î l .  Bàndning bîshidà qàràlgàn misîldà tàlàb qilingàn
bàrchà îltiliklàr sîni:

6 !
3 ! 1! 2 !

(3,  1,  2) 60P
⋅ ⋅

= = .

2 - m i s î l .  30 tà dåtàlni 5 tà hàr õil qutigà 6 tàdàn nåchà õil
usul bilàn jîylàshtirish mumkin?

Y e c h i s h .  Ìàsàlàning shàrtigà ko‘rà k = 30, k1 = k2 = ... = k5 =
= 6, m = 5. (1) fîrmulà bo‘yichà usullàr sîni:

30 !
6 ! 6 ! 6 ! 6 ! 6 !

(6,  6,  6, 6, 6)P
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= .

3 - m i s î l .  Yuqîridàgi misîldà qutilàr bir õil bo‘lsà-chi?
Y e c h i s h .  Qutilàr hàr õil bo‘lgàndà îldingi misîl nàtijàsigà

ko‘rà jàmi o‘rin àlmàshtirishlàr sîni 5
30 !

(6 !)
(6,  6,  6, 6, 6)P =  tà

edi. Qutilàr bir õil bo‘lsà, qutilàrni àlmàshtirish dåtàllàrni jîylàsh-
tirish usullàri sînigà tà’sir qilmàydi. Bungà qàràgàndà jîylàsh-
tirish usullàri sîni 5! màrtà kàmàyadi.

J à v î b :  5
1 30 !
5 ! 5(6 !)

(6,  6,  6, 6, 6)P = .

4 - m i s î l .  «Ràkåtà» so‘zidà hàrflàr o‘rni àlmàshtirilsà, nåchtà
«so‘z» hîsil bo‘lishi mumkin?

Y e c h i s h .  Ikki hîl bo‘lishi mumkin:
1 - h î l .  «à» hàrfi k2 = 2 màrtà tàkrîrlànmîqdà. Ulàrdàn biri

ikkinchisi bilàn o‘rin àlmàshgàndà «so‘z» o‘zgàrmày qîlàvåràdi. Shu
sàbàbli hîsil bo‘làdigàn «so‘z»làr  sîni tàkrîrli o‘rin àlmàshtirishlàr
sîni uchun yuqîridà chiqàrilgàn (1) fîrmulà bo‘yichà tîpilàdi:

6 !
1! 2 ! 1! 1! 1!

(1,  2,  1, 1, 1) 360P
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= = .

2 - h î l .  Hîsil bo‘làdigàn «so‘z»làrdà hàrflàr fàqàt bir màrtàdàn
qàtnàshsà, ya’ni tàkrîrlànmàsà, buning uchun, màsàlàn, ikkàlà
„à“ hàrfi ikkità àlîhidà îlingàn elåmånt dåb qàbul qilinsà, tàkrîrsiz
o‘rin àlmàshtirishlàrgà egà bo‘làmiz. Bu hîldà ulàrning sîni 2-
bànd, (1) fîrmulà bo‘yichà hisîblànàdi:

P = 6! = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 5 ⋅ 6 = 720.
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Izlànàyotgàn sînni (1) fîrmulà bo‘yichà hàm tîpish mumkin edi:

6 !
1! 1! 1! 1! 1! 1!

(1,  1,  1, 1, 1, 1) 720P
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= = .

Òàkrîrsiz o‘rin àlmàshtirishlàr sîni uchun 2-bànd, (1) fîrmulà
ushbu bànddà chiqàrilgàn (1) fîrmulàning õususiy hîlidàn ibîràt.

(1) fîrmulà bo‘yichà !
( ) ! !

( ,  ) k
m

m
m k k

P m k k C
− ⋅

− = =  bo‘làdi. Bu
tånglikdàn fîydàlànib, Nyutîn binîmi fîrmulàsini quyidàgichà
yozàmiz:

1( ) ( ,  0) ( 1,  1) ... (0,  )m m m mx a P m x P m x a P m a−+ = + − + + ,
yoki

0
( ) ( ,  )

m
m m k k

k
x a P m k k x a−

=
+ = −∑ ,                        (2)

yoki, umumàn:

1
1 2 1 1

( ... ) ( ,  ...,  ) ... tk kk
t t t

x x x P k k x x+ + + = ∑ ,               (3)

bundà k và t – iõtiyoriy sînlàr, k1 + , ... , + kt = k – nîmànfiy
butun sînlàr yig‘indisi, õususàn, x1 = x2 = ... = 1 dà

1( ,  ..., )k
tt P k k= ∑  bo‘làdi.

5 - m i s î l .  1) (à + b + c)2; 2) (a + b + c)3; 3) (a + b + c)4
ifîdàlàrni (3) fîrmulàdàn fîydàlànib yoyamiz.

1) 1 2 32
1 2 3( ) ( ,  ,  ) k k ka b c P k k k a b c+ + = ∑ , bundà  yig‘indi

bàrchà (k1, k2, k3) uchtàliklàrgà nisbàtàn tuzilàdi và k = k1 + k2 +
+ k3 = 2. Uchtàliklàr:

(2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1).

Ulàrdàgi tàkrîrlànishlàr sîni:

2 !
0 ! 0 ! 2 !

2 !
1! 1! 0 !

(0,  0,  2) (0,  2,  0) (2,  0,  0) 1,

(1,  1,  0) (1,  0,  1) (0,  1,  1) 2.

P P P

P P P

⋅ ⋅

⋅ ⋅

= = = =

= = = =

Nàtijàdà ifîdà ushbu ko‘rinishgà kålàdi:
(à + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc.

2) Yechish yuqîridà ko‘rsàtilgànidåk. Bundà k = k1 + k2 + k3 =
= 3. Uchtàliklàr:

(3,0,0), (0,3,0), (0,0,3), (2,1,0), (2,0,1), (1,2,0), (1,0,2),
(0,1,2), (0,2,1), (1,1,1).
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Ulàrdàgi tàkrîrlànishlàr sîni:
3 !

0 ! 0 ! 3 !

3 !
2 ! 1! 0 !

3 !
1! 1! 1!

(0,  0,  3) (0,  3,  0) (3,  0,  0) 1,

(2,  1,  0) (2,  0,  1) (1,  2,  0) (1,  0,  2)

(0,  1,  2) (0,  2,  1) 3,

(1,  1,  1) 6.

P P P

P P P P

P P

P

⋅ ⋅

⋅ ⋅

⋅ ⋅

= = = =

= = = =

= = = =

= =

Nàtijàdà:

(a + b + c)3 = a3 + b 3 + c 3 + 3a2b + 3a2c + 3ab2 + 3ac2 + 3bc2 + 3b2c + 6abc.

3) k = k1 + k2 + k3 = 4. Uchtàliklàr:

(4, 0, 0), ..., (3, 1, 0), ..., (2, 2, 0), ..., (2, 1, 1), ..., (1, 1, 2).

Uchtàliklàrning tàkrîrlànishlàri sîni:

4! 4!
4! 0! 0! 3! 1! 0!

4! 4!
2! 2! 0! 2! 1! 1!

(4, 0, 0) ... (0, 0, 4) 1, (3, 1, 0) ... 4,

(2, 2, 0) ... 6, (2, 1, 1) ... 12

P P P

P P

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= = = = = = =

= = = = = =
và nàtijàdà:
(a + b + c)4 = a 4 + b 4 + c 4 + 4a 3b + 4a 3c + 4b 3a + 4b 3c + 4ac 3 +

 + 4bc3 + 6a2b2 + 6a2c2 + 6b2c2 + 12a2bc + 12ab2c + 12abc2.

Ì à s h q l à r

8.23. «Uchburchàk» so‘zidàgi hàrflàrni o‘rin àlmàshtirib, nåchtà
so‘z hîsil qilish mumkin? «Àlmàshtirish» so‘zidàgini-chi? «Êîmbi-
nàtîrikà» so‘zidàgini-chi?

8.24. O‘quvchining 3 tà ko‘k, 4 tà qîrà, 5 tà qizil qàlàmi bîr.
Ulàrdàn fàqàt bittàsini nåchà õil usul bilàn tànlàshi mumkin?

8.25. Ìukîfît uchun bir kitîbdàn 4 dînà, ikkinchisidàn 3
dînà, uchinchisidàn 6 dînà àjràtilgàn. Àgàr hàr kishigà bittàdàn
îrtiq kitîb bårilmàydigàn bo‘lsà, bu mukîfîtni 30 kishi o‘rtàsidà
nåchà õil usul bilàn tàqsimlàsh mumkin?

8.26. «Àylànà» so‘zidàgi «à» hàrfi qàtîràsigà uch màrtà kålmày-
digàn qilinib, nåchà õil usul bilàn o‘rin àlmàshtirish mumkin?

8.27. «Òrigînîmåtriya» so‘zidàgi hàrflàrni «î» hàrfi qàtîràsigà
ikki màrtà kålmàydigàn qilib, nåchà õil usul bilàn o‘rin àlmàsh-
tirish mumkin?
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8.28. 1) (a + b + c)4;  2)  (a + b + c + d)5 yoyilmàsidàgi hàdlàr
sînini tîping và birîr hàdini yozing.

8.29. 1)  (a + b + c)8;  2)  (a + b + c + d)10 yoyilmàsidàgi eng
kàttà kîeffitsiyåntni tîping.

8.30. (1 + õ + 2õ 2)8 yoyilmàsidà õ 6 îldidàgi kîeffitsiyåntni tîping.

5. Òàkrîrli kîmbinàtsiyalàr. Elåmåntlàri sîni m = 2 tà bo‘lgàn
Ì{a, b}  to‘plàm bårilgàn. à dàn k1 tà, b dàn k2 tà, jàmi k = k1 + k2=
= 4  tà îlinib, elåmåntlàri bilàn fàrq qiluvchi to‘rttàliklàr tuzàylik:

(a, a, a, a),  bundà k1 = 4, k2 = 0, ya’ni tàrkibi (4;0) ikkilik,
(a, a, a, b),  bundà k1 = 3, k2 = 1, ya’ni tàrkibi (3;1) ikkilik,
(a, a, b, b),  bundà k1 = 2, k2 = 2, ya’ni tàrkibi (2;2) ikkilik,
(a, b, b, b),  bundà k1 = 1, k2 = 3, ya’ni tàrkibi (1;3) ikkilik,
(b, b, b, b),  bundà k1 = 0, k2 = 4, ya’ni tàrkibi (0;4) ikkilik,

bundà elåmåntlàr tàrtibi rîl o‘ynàmàsin. Shungà ko‘rà, màsàlàn,
(a, a, a, a) = (a, a, a, b) = ... dåb qàbul qilinàdi. Biz elåmåntlàri
tàkrîrlàngàn kîmbinàtsiyalàrgà egà bo‘làmiz. Ulàrning sînini k

mC

îrqàli bålgilàylik. Bizdà 4
2 5C =  bo‘lmîqdà. Bu sînni hisîblàsh

yo‘lini tîpish màqsàdidà to‘rttàlik tàrkibidàgi k1 và k2  sînlàrini 1,
vårgullàrni 0 îrqàli àlmàshtiràylik. Ìàsàlàn, tàrkibi (3; 1) bo‘lgàn
ikkitàlik bo‘yichà (1, 1, 1, 0, 1) båshtàlikni hîsil qilàmiz, undà
k = 4 tà 1, m − 1 = 2 − 1 = 1 tà 0 ishtirîk etàdi. Hàr qàysi båshtà-
likkà àynàn bittà ikkitàlik mîs và, àksinchà, hàr qàysi ikkitàlikkà
bittà båshtàlik mîs. Shungà ko‘rà izlànàyotgàn ikkitàliklàr sîni
k = 4 tà 1 làr và m − 1 = 1 tà 0 dàn tuzilgàn båshtàliklàr sînigà
tång. Òàkrîrli o‘rin àlmàshtirishlàr fîrmulàsi bo‘yichà bundày

båshtàliklàr sîni 
(4 2 1) ! 5 !

4 ! 1! 4 !
(4;  1) 5P + −

⋅
= = = .

m õil elåmåntdàn k tàdàn îlinib, shundày k tàliklàr tuzilishi
kåràk bo‘lsin-ki, ulàr håch bo‘lmàsà bir elåmånti bilàn fàrq qilsin,
bir õil elåmåntlàrdàn tuzilgànlàri esà tång hisîblànsin (elåmånt-
làrning tàrtibi ahamiyatsizdir). Bundày k tàliklàrgà m elåmåntdàn k
tàdàn îlib tuzilgàn tàkrîrli kîmbinàtsiyalàr dåyilàdi. Ulàrning sîni

k
mC  îrqàli bålgilànàdi. Shu sînni tîpàylik.
Êîmbinàtsiyaning hàr qàndày tàrkibi nîmànfiy butun sîn-

làrdàn tuzilgàn m tàlik (k1, k2, ..., km) bilàn bårilàdi và bundàgi k1
sîn kîmbinàtsiyadàgi birinchi õil elåmåntning, k2 ikkinchi õil
elåmåntning, ..., km m- õil elåmåntning sînini ko‘rsàtàdi. Shundày
qilib, k

mC  sîn m uzunlikdàgi (k1, k2, ..., km) sînli m tàlikdàgi
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hàr qàysi ki sînni ki  tà 1 làr kåtmà-kåtligi bilàn, hàr qàysi
vårgulni 0 bilàn àlmàshtiràmiz (àgàr ki = 0 bo‘lsà, 1 làr
yozilmàydi). Nàtijàdà  k1 + k2 + ... + km = k tà 1 làr và m − 1 tà 0 dàn
ibîràt k + m − 1 tàlik hîsil bo‘làdi (bundàgi bàrchà ki làr nîmànfiy
butun sînlàrdàn ibîràt). Ulàrning hàr biridà vårgullàr sînlàrgà
nisbàtàn bittà kàm bo‘lishi tushunàrli. Ìàsàlàn, (4, 1, 0, 2)
to‘rttàlikkà (1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1) o‘ntàlik mîs. Shundày
qilib, izlànàyotgàn m tàlik (k1, k2, ..., km) làr sîni k tà 1 làr và
m − 1 tà 0 dàn tuzilgàn k + m − 1 liklàr sînigà tång bo‘làdi.
Òàkrîrli o‘rin àlmàshtirishlàr fîrmulàsi bo‘yichà bundày k + m − 1
tàliklàr sîni

( 1) !
!( 1) !

( ,  1)
k m
k m

P k m
+ −

−
− =

gà tång, ya’ni

1
k k
m k mC C + −= .                                             (1)

Ì i s î l .  4 õil kitîbdàn nåchà usul bilàn 7 kitîbdàn ibîràt
to‘plàm yozish mumkin?

Y e c h i s h .  Izlànàyotgàn sîn 7
4C  gà yoki 7

7 4 1C + −  gà tång. Jàmi
7 3
10 10

10 9 8
1 2 3

120C C ⋅ ⋅
⋅ ⋅

= = =  to‘p.

Ì à s h q l à r

8.31. Sàvdîdà 5 õil qàlàm bîr. Ulàrdàn 8 tà qàlàmni nåchà õil
usul bilàn îlish mumkin? 6 tàsini-chi? 4 tàsini-chi?

8.32. Òîmînlàri 3, 4, 5, 6 sm bo‘là îlàdigàn uchburchàklàrdàn
nåchtà yasàsh mumkin?

Ò à k r î r l à s h g à  d î i r  m à s h q l à r

8.33. 8 îlmà, 4 tà nîk và 8 tà shàftîlidàn nåchà õil usul bilàn
bir nåchà måvà tànlàb îlinishi mumkin (bir turdàgi måvàlàr bir-
biridàn fàrq qilinmàydi)?

8.34. Ikkità «à», uchtà «î» và sàkkiztà «v» hàrfidàn nåchtà
bittàdàn kàm bo‘lmàgàn hàrfgà egà «so‘z»làr tuzish mumkin?

8.35. 12 tà hàr õil dåtàlni uch qutigà jîylàshtirmîqdàlàr. Bundà
birinchi qutigà 3 tà dåtàl, ikkinchisigà 5 tà dåtàl, uchinchisigà
qîlgàn dåtàllàrning hàmmàsi jîylàshtirilishi kåràk. Bu ishni nåchà
usul bilàn qilish mumkin?
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8.36. 16 o‘quvchigà kitîb tàrqàtilishi kåràk. 10 tà birinchi õil, 6
tà ikkinchi õil kitîb bîr. Låkin o‘quvchilàrdàn 4 tàsigà 1-õil kitîb,
5 tàsigà 2-õil kitîb kåràk emàs. Àgàr: 1) o‘quvchilàrgà kitîblàrning
qàndày õilini bårish tàrtibi e’tibîrgà îlinmàsà; 2) hàm 1-õil,
hàm 2-õil kitîbni bårish tàrtibi e’tibîrgà îlinsà; 3) fàqàt 1-õil
kitîbni bårish tàrtibi e’tibîrgà îlinsà, o‘quvchilàrgà kitîb nåchà
õil usul bilàn bårilishi mumkin?

8.37. Àgàr hàr qàysi sîn ikkità juft và uchtà tîq  ràqàmdàn
ibîràt bo‘lib, undà håch qàysi ikki ràqàm tàkrîrlànmàsà, 1, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ràqàmlàridàn qànchà båsh õînàli sînlàrni
tuzish mumkin?

8.38. 5 kishi ingliz tilini, 6 kishi frànsuz tilini bilàdi. Ulàrdàn
birinchi guruhgà 3 ingliz, ikkinchisigà 4 frànsuz tilini biluvchi
kirishi kåràk, uchinchi guruh esà uch kishidàn ibîràt bo‘lib,
ulàr ingliz tilini hàm, frànsuz tilini hàm biluvchi bo‘lishi mumkin.
Bundày guruhlàr nåchà turli usul bilàn tuzilishi mumkin?

8.39. O‘n qutigà 10 dåtàl bittàdàn, shu jumlàdàn 1-õil
dåtàllàrdàn 2 tà jîylàshtirilishi kåràk. Jîylàshtirishlàrni nåchà turli
usul bilàn 1-õil dåtàllàr kåtmà-kåt kålmàydigàn qilib bàjàrish
mumkin?

8.40. 6 tà îq và 9 tà ko‘k màrkà bîr. Nåchà turli usul bilàn 3 tà
îq và 3 tà ko‘k màrkàni 6 tà nîmårlàngàn jîygà yopishtirish
mumkin?

8.41. Qàvàriq n burchàkdà diàgînàllàrining håch qàndày uchtàsi
bir nuqtàdà kåsishmàsà, qîlgàn hîllàrdà diàgînàllàr qànchà
nuqtàdà kåsishàdi?

8.42. 1, 3, 5, 7, 9 tîq ràqàmlàrdàn tuzilàdigàn và hàr biridà
bu ràqàmlàr tàkrîrlànmàydigàn to‘rt õînàli sînlàrdàn nåchtà
tuzish mumkin?

8.43. 8.42-màshqdà ràqàmlàrning tàkrîrlànishi mumkin bo‘lsà-
chi?

8.44. 8.42-màshqdà àgàr tuzilàdigàn to‘rt õînàli sîndà ikkitàdàn
îrtiq bir õil ràqàm bo‘lmàsligi tàlàb etilsà-chi?

8.45. 8.42-màshqdà tuzilàdigàn to‘rt õînàli sîn 2000 dàn kàttà
bo‘lmàsligi tàlàb qilinsà-chi?

8.46. «Rîhàt» so‘zi hàrflàridàn båsh hàrfli nåchtà hàr õil «so‘z»
tuzish mumkin («so‘z» dågàndà hàrflàrning istàlgàn kåtmà-kåtligi
tushunilàdi)?
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8.47. «Òràktîr»  so‘zining hàrflàridàn yetti hàrfli nåchtà hàr õil
«so‘z» tuzish mumkin?

8.48. Birinchi o‘rindà 3 ràqàmi, ikkinchi, uchinchi, to‘rtinchi
và båshinchi o‘rinlàrdà 0, 1, 2, 3, ..., 9 ràqàmlàridàn istàlgàn
biri turàdigàn tålåfîn nîmårlàridàn nåchtà tuzish mumkin?

8.49. Òo‘rt qutigà 4 tadan dåtàl và bir qutigà 5 dåtàl tushàdigàn
qilinib, 21 tà dåtàlni 5 qutigà nåchà turli õil usul bilàn jîylàshtirish
mumkin?

8.50. «Båshburchàk» so‘zidàgi hàrflàrni nåchà usul bilàn o‘rin
àlmàshtirib, unli hàrflàrni àlfàvit  tàrtibidà jîylàshtirish mumkin?

8.51. «Cho‘pîn» so‘zidàgi hàrflàr nåchà õil o‘rin àlmàshtirilib,
ikki unli hàrf o‘rtàsigà ikki undîsh hàrf kålishi mumkin?

8.52. «Òîpîlîgiya» so‘zidàgi hàrflàrni nåchà usul bilàn o‘rin
àlmàshtirib, ikkità «î» hàrfi qàtîràsigà (yonmà-yon) turmàydigàn
qilish mumkin?

8.53. «Ìàrmàr» so‘zidàgi hàrflàrni nåchà usul bilàn àlmàsh-
tirilib, ikkità bir õil hàrf kåtmà-kåt kålmàydigàn qilish mumkin?

8.54. 8 tà «à»  và 8 tà «b» hàrfini nåchà usul bilàn bir qàtîrgà
jîylàshtirib, iõtiyoriy k ≤16 uchun îldingi k tà hàrflàr îràsidà «b»
hàrfigà qàràgàndà kàm bo‘lmàydigàn qilish mumkin?

8.55. 33 tà hàrfli àlifbîdà to‘rttàdàn hàr õil hàrf îlinib, qànchà
«so‘z» tuzish mumkin?

8.56. Òånglàmàlàrni yeching:

à) 
1

2
1

2 1

2
3
,  

x
x

x
x

C

C
x N

+

−
+

= ∈ ;    b) 2 1
1 79,  xxA C x N− − = ∈ .

8.57. Òånglàmàni yeching:  2 2
13 2 1,5 ,  xxC A x x N+ − = ∈ .

8.58. Òångsizlikni yeching:  2
13 13 ,  m mC C m N+< ∈ .

8.59. Òångsizlikni yeching:  3 4
25 ,  n nC C n N+< ∈ .

8.60. à) 4 5
5 3

143
96

,  n
n n n

P

P
x C n N+

+ +
< − ⋅ ∈  kåtmà-kåtlikning mànfiy

hàdlàri nåchtà?

b) 
3

3

1

195
4

,  n
n

n n

A

P P
x n N+

+
= − ∈  kåtmà-kåtlikning musbàt hàdlàri

nåchtà?
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IX  B Î B

EHÒIÌÎLLIÊ NÀZÀRIYASI VÀ
ÌÀÒEÌÀÒIÊ SÒÀÒISÒIÊÀ

ELEÌENÒLÀRI

1-§. Ehtimîllikni hisîblàsh

1. Ehtimîllik nàzàriyasi nimàni o‘rgànàdi? Êishi mîddiy
dunyodà ro‘y båràdigàn hîdisàlàrni kuzàtàr ekàn, ko‘pinchà uni
shu hîdisàlàrning ro‘y bårish-bårmàsligi hàm qiziqtiràdi. Biz hîzirchà
nàtijàsini îldindàn àytish mumkin bo‘lgàn tàbiiy và ishlàb
chiqàrishgà îid turli jàràyonlàr, hîlàtlàr và ulàrning ro‘y bårish
qînuniyatlàri bilàn tànishib kåldik. Hàyotdà esà ro‘y bårish-
bårmàsligini îldindàn àytib bo‘lmàydigàn, ya’ni tàsîdifàn ro‘y
båràdigàn hîdisàlàr, qisqàchà, tàsîdifiy hîdisàlàr hàm uchràydi.
Lîtåråya o‘yinidà yutuq chiqishi, bir màrtà îtilgàn o‘qning
nishîngà tågishi, tàyyorlàngàn buyum sinàlgàndà stàndàrtli bo‘lib
chiqishi – eng sîddà tàsîdifiy hîdisàlàr. Shu bilàn birgà àmàliyot
nuqtàyi nàzàridàn àlîhidà îlingàn hîdisàlàr emàs, bàlki yetàrlichà
ko‘p sînli, îmmàviy õàràktårgà egà hîdisàlàrning umumiy
qînuniyatlàrini o‘rgànish muhimrîq. Ìàsàlàn, kîrõînà uchun
bittà-ikkità buyum emàs, bàlki ko‘plàb tàyyorlàngàn buyumlàrdàn
qànchàsi yaroqli yoki yarîqsiz bo‘lishini, bir và bir nåchà urug‘
emàs, bàlki kàttà màydînlàrdàgi ekinning qànchà qismi unib
chiqishini bilish muhim.

Yuqîridà ko‘rsàtilgàni kàbi àniq shàrtlàr qo‘yilib, sifàtini tåkshi-
rishlàr, sîdir bo‘lish-bo‘lmàslikni sinàb-hisîblàb ko‘rishlàr, o‘yin
o‘tkàzishlàr, o‘q îtilishi và hîkàzî qisqàchà tàjribà o‘tkàzildi,
sinàldi dåyilàdi. Òàjribà nàtijàsi esà hîdisàdir. Îdàtdà kàttà hàjmdàgi
màsàlàlàrni yechish kåràk bo‘lsà, mà’lum shàrtlàr qo‘yilib, bir
õil tàjribà, sinàshlàr o‘tkàzilàdi và ulàrning nàtijàlàri o‘rgànilàdi.
Òàjribàlàr sîni mumkin qàdàr ko‘p bo‘lishi kåràk. Shu hîldàginà
tîpilgàn nàtijàlàrning o‘rtàchà qiymàti hàqiqàtgà yaqin, ishînchli
bo‘làdi.

Uch turkum hîdisà ro‘y bårishi mumkin: ishînchli, ya’ni ro‘y
bårishi muqàrràr, ro‘y bårmàydigàn và tàsîdifiy. Òàngà bir màrtà
tàshlàngàndà uning bir tîmîni bilàn tushishi turgàn gàp,
ishînchli, bir vàqtdà hàm ràqàmli, hàm gårbli tîmîni bilàn tushishi
mumkin bo‘lmàgàn, ya’ni ro‘y bårmàydigàn hîdisà, qàysi tîmîni
bilàn tushishini esà îldindàn àytib bo‘lmàydi, tàsîdifàn gårbli
tîmîni bilàn tushishi mumkin. Ràqàmli tîmîni bilàn tushishi
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hàm – tàsîdifiy. Fizikà kursidàn mà’lumki, 760 mm sim. ust.
àtmîsfårà bîsimi và 100 °C tåmpåràturàdà (bu shàrt) suv
qàynàydi (hîdisà). Låkin àslidà suvdàgi turli àràlàshmàlàr tà’siridà
ko‘rsàtilgàn shàrtlàrdà qàynàsh nuqtàsining o‘zgàrib turishi
kuzàtilàdi.

Ìàtåmàtikàning tàsîdifiy hîdisàlàrni o‘rgànàdigàn bo‘limi
ehtimîllik nàzàriyasi dåb àtàlàdi. Bu nàzàriya yetàrlichà ko‘p sînli
sinàshlàr nàtijàsi, ya’ni îmmàviy tàsîdifiy hîdisàlàrning qînu-
niyatlàrini o‘rgànish bilàn shug‘ullànàdi.

Ehtimîllik nàzàriyasi àlîhidà sîhà sifàtidà ÕVII àsr o‘rtàlàridà
vujudgà kålgàn. Uning rivîj tîpishigà ko‘p îlimlàrning, jumlàdàn,
G. Gyuygåns, B. Pàskàl, Fårmà, Yakîv Bårnulli, Ìuàvr, Làplàs,
Gàuss, Puàssîn, P. G. Chåbishåv, À. N. Êîlmîgîrîvning ishlàri
àlîhidà o‘rin tutàdi. Uning tàràqqiyotigà o‘zbåk îlimlàridàn
S. H. Sirîjiddinîv (1921–1988), Ò. À. Àzlàrîv hàm o‘z hissàlàrini
qo‘shgàn và qo‘shib kålmîqdàlàr.

Ì à s h q l à r

9.1. 1) Ishînchli hîdisàlàrgà; 2) mumkin bo‘lmàgàn (ro‘y
bårmàsligi àniq) hîdisàlàrgà; 3) tàsîdifiy hîdisàlàrgà misîllàr
kåltiring.

9.2. Qàysi biri ehtimîllikrîq – yoqlàri tàrtib bilàn 1 dàn 6
gàchà ràqàmlàr bilàn bålgilàngàn o‘yin sîqqàsini (kubchàsini)
tàshlàgàndà tîq sînning tushishimi yoki juft sînnimi?

9.3. Ikkità o‘yin kubchàsi tàshlàngàn. Nimàning chiqish
ehtimîlligi kàttàrîq – ikkàlàsining hàm tîq ràqàmli tàràfi bilàn
tushishimi yoki biri tîq, ikkinchisi juft ràqàm bilàn tushishimi?

9.4. Sinàsh: ikki o‘yin kubchàsini 50 màrtà tàshlàng và hàr
qàysi tàshlàshdà chiqàdigàn îchkîlàrni (hîllàr, ràqàmlàrni) yozib
bîring. Qàysi îchkîlàr bîshqàlàrigà nisbàtàn ko‘prîq, kàmrîq
tushgàn? Ikkàlà kubchàning hàr sàfàr tushgàn îchkîlàri yig‘indisi
4, 0, 12 bo‘lgàn hîllàridàn qàysi biri ko‘prîq sîdir bo‘lgàn?

9.5. Bukilmàgàn tàngà 20 màrtà tàshlànsà-dà, fàqàt gårbli
tîmîni bilàn tushgàn. Êåyingi tàshlàshdà ràqàmli tîmîni bilàn
tushishi ehtimîlgà yaqinmi yoki gårbli tîmîni bilàn tushishimi?

2. Bîshlàng‘ich tushunchàlàr. Biz gåîmåtriya kursidà àsîsiy
tushunchàlàr sifàtidà nuqtà, kåsmà, tåkislik îlinishini bilàmiz.
Ulàr tà’riflànmày qàbul qilinàdi. Qîlgàn tushunchàlàr shu
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bîshlàng‘ich tushunchàlàr yordàmidà tà’riflànàdi, so‘ng õîssàlàri
o‘rgànilàdi. Shu kàbi ehtimîllik nàzàriyasidà elåmåntàr hîdisà,
hîdisà và ehtimîllik – bîshlàng‘ich tushunchàlàrdir.

Buyum birîr shàrt qo‘yilib bir màrtà tåkshirilgàndà uning yo
yarîqli, yoki yarîqsiz chiqishi, bîshqà tur hîdisàning ro‘y
bårmàsligi àyon bo‘lsin. E1 – «buyum yarîqli chiqdi», E2 – «buyum
yarîqsiz chiqdi» bålgilàshlàrini kiritàylik. E1 và E2 – nàzîràtdà
àniqlàngàn, umumàn, shu kàbi tàjribàdà ro‘y båràdigàn ikki eng
sîddà, ya’ni elåmåntàr hîdisà, chunki shu tàjribà nàtijàsidà
ulàrdàn hàm sîddàrîq hîdisà ro‘y bårmàydi, nàtijà E1 và E2
elåmåntàr hîdisàlàr to‘plàmidàn ibîràt. Elåmåntàr hîdisàni nuqtà,
ulàrning to‘plàmini sinîv sõåmàsi dåb hàm àtàydilàr. Sinîv
sõåmàsini to‘là-to‘kis àniqlày îlish judà muhim, àks hîldà
hisîblàshlàrdà õàtîliklàrgà yo‘l qo‘yilishi mumkin.

Shundày qilib, hîdisà – elåmåntàr hîdisàlàrning birîr shàrt
àsîsidà tuzilgàn to‘plàmi. Àgàr bu to‘plàm bir yoki bir nåchà
(fàqàt hàmmàsi emàs) elåmåntàr hîdisàdàn ibîràt bo‘lsà, u
tàsîdifiy hîdisà, elåmåntàr hîdisàlàrning hàmmàsidàn ibîràt
bo‘lsà, u muqàrràr hîdisà (chunki bu hîldà elåmåntàr
hîdisàlàrdàn kàmidà bittàsi ro‘y bårgàn bo‘làdi), birîrtà hàm
elåmåntàr hîdisàgà egà bo‘lmàsà, u ishînchsiz, mumkin
bo‘lmàgàn, ro‘y bårmàydigàn hîdisà dåyilàdi. Òàsîdifiy hîdisàlàrni
À, B, C, ..., Õ, ..., muqàrràr hîdisàni U, mumkin bo‘lmàgàn
hîdisàni Z hàrfi bilàn bålgilàymiz.

Òàjribà nàtijàsidà hàr bir hîdisàning ro‘y bårish imkîni qîlgàn
hîdisàlàrniki bilàn bir õil và bundày hîdisàlàr sîni chåkli bo‘lgàn
hîlni klàssik sõåmà nîmi bilàn àtàydilàr. Bu hîldà hàr bir tàsîdi-
fiy hîdisàning ro‘y bårishini sînli bàhîlàsh mumkin. Bu sîn shu
tàsîdifiy hîdisàning ro‘y bårish ehtimîlligi dåyilàdi. Uni P hàrfi
bilàn bålgilàymiz.

1 - m i s î l .  Simmåtrik, ya’ni zichligi tåkis tàqsimlàngàn
kubchàning yoqlàri 1 dàn 6 gàchà ràqàmlàr bilàn kåtmà-kåt
bålgilàngàn bo‘lsin. Êubchà bir màrtà tàshlàngàndà E1 – «1» ràqàmi
bilàn tushdi», ..., E6 – «6» ràqàmi bilàn tushdi», jàmi n = 6
elåmåntàr hîdisàdàn fàqàt biri tàsîdifàn ro‘y båràdi. n = 6 – klàssik
sõåmà nuqtàlàri (elåmåntàr hîdisàlàr) sîni. Nuqtàlàrning
U = {E1, ..., E6} chåkli to‘plàmigà egà bo‘làmiz.

3. Ehtimîllikni båvîsità hisîblàsh. Òàjribà «klàssik sõåmà»
shàrtlàri bo‘yichà o‘tkàzilàyotgàn, shu jàràyondà ro‘y bårishi
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mumkin bo‘lgàn bàrchà elåmåntàr hîdisàlàr sîni n tà, shu
jumlàdàn birîr À hîdisà m màrtà ro‘y båràdigàn bo‘lsin. U hîldà
À hîdisàning ro‘y bårish ehtimîlligi ushbu nisbàtgà tång bo‘làdi:

( ) m
n

P A = ,                                                     (1)

bundà 0 ≤ m ≤ n.
1 - m i s î l .  Êub bir màrtà tàshlàncà, u tàsîdifàn fàqàt bir

yog‘i bilàn tushàdi, ikki yog‘i bilàn emàs, ya’ni Ek, 1;  6k =
elåmåntàr hîdisàlàr juft-jufti bilàn birgàlikdà ro‘y bårmàydi:

i jE E = ∅ , ,  1;  6i j = , i ≠ j. Dåmàk, U = E1 E2 E3 E4
 E5 E6, ya’ni U to‘plàm yo E1, yo E2, ..., yo E6 ro‘y bårishi
mumkin bo‘lgàn jàmi n = 6 tà tång imkîniyatli elåmåntàr hîdisàlàr
to‘plàmidàn ibîràt. Hàr qàysi elåmåntàr hîdisàning ro‘y bårish
ehtimîlligi bir õil:

1 2 1
1
6

( ) ( ) ... ( )P E P E P E= = = = .

2 - m i s î l .  O‘yin kubi bir màrtà tàshlàngàndà juft yoki tîq
ràqàm bilàn tushish hîdisàlàri qàràlàdigàn bo‘lsà, B – «juft ràqàmli
tîmîni bilàn tushdi», C – «tîq ràqàmli tîmîni bilàn tushdi»
hîdisàlàri qàràlàdi. Ulàr kubning îlti yog‘ini to‘liq o‘z ichigà
îlàdi. Dåmàk, n = 2 tà elåmåntàr hîdisà ro‘y båràdi. Ulàrning
ro‘y bårish imkîniyati bir õil, chunki 1, 2, 3, 4, 5, 6 ràqàm-
làrining yarmi tîq, yarmi juft. Nàtijàlàr to‘plàmi U = {B, C},
n = 1, 2. Hàr qàysi hîdisàning ro‘y bårish ehtimîlligi bir õil:

1
2

( ) ( )P B P C= = .
3 - m i s î l .  Nàtijàdà D – «tushgàn ràqàmlàr 3 dàn kichik yoki

3 gà tång», E – «tushgàn ràqàmlàr 4 gà tång yoki undàn kàttà»
hîdisàlàri kubning bàrchà yoqlàrini o‘z ichigà îlàdi. Dåmàk, D và
E hàm elåmåntàr hîdisàlàr, birgàlikdà U chåkli to‘plàmni tàshkil

etàdi: U = {D, E}, 1
2

( ) ( )P D P E= = .

4 - m i s î l .  {E5, E6} to‘plàm (1-misîl) 6 màrtà o‘tkàzilgàn
sinàshlàr kåtmà-kåtligi uchun bàrchà nàtijàlàr to‘plàmi bo‘là
îlmàydi, chunki bu to‘plàmgà sinàshdà ro‘y bårishi mumkin
bo‘lgàn E1, E2, E3, E4 nàtijàlàr tågishli emàs.

Êo‘p màrtà tàkrîrlàngàn sinàshlàrdà hàr qàysi nàtijà birîr
sîn màrtà tàkrîr ro‘y bårà bîshlàshi kuzàtilàdi. Bu hîlàt hàr
qàysi nàtijà ehtimîlligini sînli ifîdàlàsh uchun «o‘lchîv birligi»
kiritishgà imkîn båràdi. Shu màqsàddà qàràlàyotgàn sinàshdà ro‘y
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båràdigàn bàrchà nàtijàlàrning ro‘y bårish ehtimîlliklàri yig‘indisi
1 gà tång, dåb îlinàdi, u hîldà hàr qàysi Õk nàtijàgà uning ro‘y
bårish ehtimîlligini ifîdàlîvchi birîr nîmànfiy P(Õk) = pk (0 ≤ rk ≤
≤1, 1,  k n= ) sîn mîs kålàdi. Shàrt bo‘yichà: p1 + p2 + ... + pn = 1.

Êo‘rsàtilgàn shàrtlàrdà birgàlikdà ro‘y bårmàydigàn n tà Õ1 , ...,

Õn nàtijàlàrdàn (elåmåntàr hîdisàlàrdàn) hàr biri bir õil 1
n

p =
gà tång ehtimîllikkà egà bo‘lsin. Àgàr jàmi Ì màrtà o‘tkàzilgàn
sinàshdà Õk nàtijà mk màrtà ro‘y bårgàn bo‘lsà, uning pk ehtimîlligi
qiymàti uchun Õk elåmåntàr hîdisà ro‘y bårgàn hîllàrning nisbiy

tàkrîrligi (chàstîtàsi), ya’ni km

M
p =  qàbul qilinàdi. Ehtimîllikni

bundày hisîblàsh tàrtibi ehtimîllik tushunchàsigà stàtistik
yondîshish bo‘làdi. Ìàsàlàn, nishîngà îtilgàn Ì = 200 tà o‘qdàn
m = 150 tàsi nishîngà tåkkàn bo‘lsà, o‘qning nishîngà tågish

ehtimîlligi 150
200

0,75p = =  gà tång bo‘làdi.

5 - m i s î l .  Ikkità tàngà tàshlànsà, ushbu nàtijàlàrdàn biri ro‘y
bårishi mumkin: À2,0 – «Ikkàlà tàngà gårb tîmîni bilàn tushdi»,
À1,1 – «Òàngàlàrdàn biri gårbli tîmîni, ikkinchisi ràqàmli tîmîni
bilàn tushdi», À0,2 – «Ikkàlà tàngà ràqàmli tîmîni bilàn tushdi».
GG – «Gårb–gårb tushdi», GR – «Gårb–ràqàm tushdi», RG
– «Ràqàm–gårb tushdi», RR – «Ràqàm-ràqàm tushdi» nàtijàlàrni
hàm qàràylik. Ìisîl shàrtlàridà GG, GR, RG, RR nàtijàlàr bir

õil 1
4
 gà tång ehtimîllikkà egà. À2,0 nàtijà GG bilàn, À0,2 nàtijà

RR bilàn bir õil, låkin À1,1 nàtijàgà GR và RG nàtijàlàr mîs.

Ulàrning ro‘y bårish ehtimîlliklàri 2,0 0,2
1
4

( ) ( ) ,P A P A= =

1,1
1
2

( )P A = , ulàrning yig‘indisi 1 1 1
4 4 2

1+ + = . Dåmàk, bu hîdi-

sàlàr chåkli to‘plàmni tàshkil etàdi.

Ì à s h q l à r

9.6. Quyidà kåltirilgàn sinàshlàrdà qàndày elåmåntàr hîdisàlàr
ro‘y bårishini àyting và nàtijàlàr to‘plàmlàrini tuzing:

1) nishîn 10 tà ichmà-ich jîylàshgàn dîiràdàn ibîràt bo‘lib,
ulàr 1, 2, 3, ..., 10 sînlàri bilàn ràqàmlàngàn. Nishîngà qàràtà
o‘q uzildi;

2) ikki jàmîà o‘rtàsidà vîlåybîl o‘yini o‘tkàzilàdi;
3) dîminî dînàlàridàn bittàsi tàvàkkàligà îlindi;
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4) tàngà 10 màrtà tàshlànàdi.
9.7. 20 tà bir õil shàrchà 1,2, ..., 20 sînlàri bilàn ràqàmlànib,

õàltàgà sîlingàn.Òàvàkkàligà bittà shàrchà îlinàdi. Quyidàgi
yozuvlàrdàn qàysi biri nàtijàlàr to‘plàmini ifîdàlàydi và nimà
uchun?

1) juft sîn chiqdi, tîq sîn chiqdi;
2 ) juft sîn chiqdi, 8 gà bo‘linuvchi sîn chiqdi;
3 ) tîq sîn chiqdi, 8 gà bo‘linàdigàn sîn chiqdi;
4) îlingàn sîn 8 dàn kàttà emàs, îlingàn sîn 9 dàn kichik

emàs.
9.8. Òàngàni 10 màrtà tàshlàshdàn ibîràt sinàshdà ro‘y bårishi

mumkin bo‘làdigàn bàrchà nàtijàlàr to‘plàmini quyidàgilàr
bo‘yichà tuzing: 1) hàr bir tàshlàsh nàtijàsi; 2) gårb tîmîni
bilàn tushishlàr sîni; 3) tàngà qàysi tîmîni bilàn ko‘prîq tushgàni.

9.9. Quyidàgi misîllàrning qàysi biridà ro‘y bårishi mumkin
bo‘lgàn nàtijàlàr to‘liq ko‘rsàtilgàn? 1) mîlni sîtishdàn fîydà,
zàràr; 2) bàskåtbîl o‘yinidà yutish, yutqàzish; 3) tàngà uch
màrtà tàshlàngàndà GGG, GGR, GRR, RRG, RRR, RGR
ning tushishi (bundà G – gårb tîmîni bilàn tushish, R – ràqàmli
tîmîni bilàn tushishi).

9.10. Qutidà 4 tà îq và 6 tà qîrà shàr bîr. Undàn tàvàkkàligà 2
shàr îlinàdi. «Îlingàn shàrlàrning ikkàlàsi hàm îq», «îlingàn
shàrlàrning ikkàlàsi hàm qîrà» hîdisàlàri nàtijàlàr to‘là to‘plàmini
tàshkil qilàdimi? Àgàr shundày bo‘lmàsà, bu ikki hîdisàgà yanà
qàndày hîdisà qo‘shilsà, nàtijàlàrning to‘liq to‘plàmi hîsil bo‘làdi?

9.11. Nishîngà qàràtà to‘rt màrtà o‘q îtilgàn. Quyidàgi hîdisàlàr
nàtijàlàr to‘plàmini tàshkil etàdimi: «o‘qlàrdàn birîrtàsi hàm tåg-
màdi», «bittà o‘q tågdi», «birîrtà hàm o‘q õàtî îtilmàdi», «kàmidà
bittà o‘q tågdi»?

9.12. Uch nàtijàli sinàshgà misîl kåltiring.
9.13. Quyidàgi tàsîdifiy hîdisàlàr qànchà nuqtàgà (elåmåntàr

hîdisàgà) egàligini àyting: 1) tàvàkkàligà îlingàn ikkità bir õînàli
sînning yig‘indisi 10 gà tång; 2) ulàrning ko‘pàytmàsi 64 gà
tång.

9.14. Shundày sinàshgà misîl kåltiringki, undà uch elåmåntàr
hîdisàdàn biri sinàsh nàtijàsidà àlbàttà ro‘y båràdigàn bo‘lsin.

9.15. Bukilgàn tàngàning ràqàmli tîmîni bilàn tushish ehti-
mîlligi gårbli tîmîni bilàn tushish ehtimîlligidàn 5 màrtà kàttà.
Bu ehtimîllik nimàgà tång?
20 Àlgebra, II qism
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9.16. Yashikdà 7 tà îq và 15 tà qîrà shàr bîr. Òàvàkkàligà
îlingàn bittà shàrning qîrà shàr bo‘lish ehtimîlligini tîping.

9.17. Quyidàgi jàdvàl elåmåntàr hîdisàlàr chåkli to‘plàmini
båràdimi?

Nàtijà õ1 õ2 õ3 õ4

Ehtimîllik 0,24 0,39 0,26 0,21

9.18. Nàtijàlàr to‘plàmi quyidàgi jàdvàl bilàn bårilgàn:

Nàtijà õ1 õ2 õ3 õ4 õ5

Ehtimîllik 0,15 0,3 0,15 0,22 0,18

õ2 nàtijà õ1 nàtijàgà nisbàtàn nåchà màrtà ehtimîllirîq?

4. Hîdisàlàr àlgåbràsi. Àgàr elåmåntàr hîdisàlàr ehtimîlliklàri
mà’lum bo‘lsà, ro‘y bårishi mumkin bo‘lgàn turli nàtijàlàr, ulàrning
birlàshmàsi và ko‘pàytmàsi ehtimîlligini tîpish mumkin.

Õ và Y hîdisàlàrning birlàshmàsi (yig‘indisi) dåb, shu hîdisà-
làrning kàmidà bittàsigà qulàylik tug‘diruvchi bàrchà nàtijàlàrdàn
ibîràt hîdisàgà àytilàdi, uni Õ Y îrqàli bålgilàymiz.

Õ và Y hîdisàlàr kåsishmàsi (ko‘pàytmàsi) dåb shu
hîdisàlàrning ikkàlàsigà hàm bir vàqtdà qulàylik tug‘diruvchi bàrchà
nàtijàlàrdàn ibîràt hîdisàgà àytilàdi, uni Õ Y îrqàli bålgilàymiz.

1 - m i s î l .  À – «qizil shàr chiqdi», B – «îq shàr chiqdi»
hîdisàlàrining birlàshmàsi (yig‘indisi) À B – «qizil yoki îq shàr
chiqdi», kåsishmàsi (ko‘pàytmàsi) À B – «hàm îq shàr, hàm
qizil shàr chiqdi» hîdisàlàri bo‘làdi. Shu kàbi A = {a, b, c, d} và B=
= {b, d, f} uchun À B = {à, b, c, d, f } và À B = {b, d} bo‘làdi.

Õ và Y hîdisàlàr àyirmàsi dåb, Õ hîdisàgà qulàylik tug‘diruvchi,
låkin Y hîdisàgà qulàylik tug‘dirmàydigàn bàrchà nàtijàlàrdàn ibîràt
hîdisàgà àytilàdi và u C = X \Y îrqàli bålgilànàdi.

Àgàr X và Y hîdisàlàr birgàlikdà ro‘y bårmàsà, Õ Y = ∅
bo‘làdi. Àgàr n tà hîdisàdàn ibîràt {Õ1, ..., Õn} to‘plàmdà iõtiyoriy
ikki hîdisà birgàlikdà ro‘y bårmàsà, bu hîdisàlàr juft-jufti bilàn
birgàlikdà bo‘lmàydigàn (kåsishmàydigàn), bîg‘liqmàs dåyilàdi.
Ìàsàlàn, «kîmàndà yutdi», «kîmàndà yutqàzdi», «kîmàndà
duràng qildi» hîdisàlàri juft-jufti bilàn birgàlikdà ro‘y bårmàydi.

Juft-jufti bilàn birgàlikdà bo‘lmàydigàn Õ1, Õ2, ..., Õn hîdisà-
làr birlàshmàsi nàtijàlàrning U to‘liq to‘plàmini tàshkil etsin. Bu
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hîldà U to‘plàmni Õ1, ..., Õn hîdisàlàrning juft-jufti bilàn kåsish-
màydigàn qism to‘plàmlàrigà àjràtish mumkin.

Õ hîdisà ro‘y bårmàgànidàginà ro‘y båràdigàn hîdisà Õ gà
qàràmà-qàrshi hîdisà dåyilàdi và X  («Õ emàs») îrqàli bålgilànàdi.
Ìàsàlàn, Õ – «juft sînli îchkî tushdi» và X  – «tîq sînli îchkî
tushdi» hîdisàlàri qàràmà-qàrshi hîdisàlàrdir.

Àgàr Õ hîdisà uchun qulàylik tug‘diruvchi hàr qàndày nàtijà
Y hîdisà uchun hàm qulàylik tug‘dirsà, Y hîdisà Õ hîdisàning
nàtijàsi dåyilàdi. Ìàsàlàn, uchtà kubchà tàshlàngàndà «juft
îchkîlàr chiqdi» hîdisàsi 2, 4, 6 ràqàmli tîmînlàri bilàn
tushgànligining nàtijàsidir.

Ì à s h q l à r

9.19. Quyidàgi tångliklàr À và B hîdisàlàrgà nisbàtàn qàndày
shàrtlàr qo‘yilsà to‘g‘ri bo‘làdi?

1) B = (ÀB)\A;              2) À (C\B) = (ÀC)\B;

3) B\À = B;                            4) À\B = ∅;                        5) À\B = B.
Jàvîblàrni ràsmlàrdà tushuntiring.

9.20. Àgàr ÀB = C bo‘lsà, B = C\À bo‘làdi. Shu tà’kid
to‘g‘rimi?

9.21. Isbîtlàng: àgàr B⊂À bo‘lsà, B = À\(À\B) bo‘làdi.
9.22. Yozuvlàrning mà’nîsini tushuntiring:

1) 
8

3
i

i
A

=
 ; 2) 

8

2
j

j
A

=
 ; 3) 

4

3 1
1

k
k
A +

=
 ; 4) 

6

2 1
1

k
k
A −

=
 .

9.23. Hîdisàlàr ifîdàsini qisqàrîq yozing:

1) À1À2 ...À60; 2) À1À2 ...À50;

3) À4À7 ...À55 ; 4) À1À3 ...À107.

9.24. Ikkità o‘yin kubi tàshlànib, quyidàgi hîdisàlàr qàràlgàn:
À – «birinchi kub juft ràqàmli tîmîni bilàn tushdi», B – «birinchi
kub tîq ràqàmli tîmîni bilàn tushdi», C – «ikkinchi kub juft
ràqàmli tîmîni bilàn tushdi», D – «ikkinchi kub tîq ràqàmli
tîmîni bilàn tushdi», Ì – «håch bo‘lmàsà bittàsi juft ràqàmli
tîmîni bilàn tushdi», F – «håch bo‘lmàsà bittàsi tîq ràqàmli
tîmîni bilàn tushdi», G – «bittàsi juft và bittàsi tîq ràqàmli
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tîmîni bilàn tushdi», N – «birîrtàsi hàm juft ràqàmli tîmîni
bilàn tushmàdi», Ê – «ikkàlàsi hàm juft ràqàmli tîmîni bilàn
tushdi». Bu hîdisàlàr ushbu hîdisàlàrning qàysi birigà tång?

1) ÀC; 2) ÀC; 3) ÌF; 4) GM;

5) GÌ; 6) BD; 7) ÌÊ .

9.25. Êub uch màrtà tàshlàngàn. Àk – «k ràqàmli tîmîni bilàn
tushdi», bundà 1;  6k = , hîdisàsi bo‘lsin. Àk và Ak  hîdisàlàr ustidà
 và   bålgilàrdàn fîydàlànib, quyidàgi àmàllàrni yozing: À –
«uch màrtà «2» chiqqàn», B – «uch màrtà hàm «2» chiqmàgàn»,
C – «håch bo‘lmàsà «2» chiqqàn», D – «håch bo‘lmàsà «2»
bo‘lmàgàn», Ì – «kàmidà «2» chiqqàn», F – «ko‘pi bilàn «2»
chiqqàn».

9.26. Båsh turdàgi mikrîbning àyni bir õil eritmàdà hàlîk
bo‘lish-bo‘lmàsligi kuzàtilgàn. Êuzàtuvchini quyidàgi hîdisàlàr
qiziqtirgàn: À – «bir turdàgi mikrîb hàlîk bo‘ldi», B – «håch
bo‘lmàsà bittà turdàgi mikrîb hàlîk bo‘ldi», C – «kàmidà ikkità
turdàgi mikrîb hàlîk bo‘ldi», D – «rîsà ikkità turdàgi mikrîb
hàlîk bo‘ldi», Ì – «rîsà uchtà turdàgi mikrîb hàlîk bo‘ldi», F –
«båsh turdàgi mikrîbning hàmmàsi hàlîk bo‘ldi». Quyidàgi 1–7-
hîdisàlàr nimàdàn ibîràt, 8–9-tångliklàr to‘g‘rimi? Jàvîblàrni
so‘z bilàn yozing.

1) F ; 2) ÀB; 3) ÀB; 4) ÀC; 5) BC;

6) (DÌ)F;  7) BF;    8) BF = CF;   9) BC = D.
9.27. Quyidà ko‘rsàtilgàn hîdisàlàrgà qàràmà-qàrshi hîdisàlàrni

tîping:
1) ikki kub tàshlàngàn, À – «ikkità «6» tushdi»;
2) ichidà 2 tà îq, 2 tà qizil và 1 tà ko‘k shàr bo‘lgàn qutidàn

tàvàkkàligà bir shàr îlinsà, B – «îq shàr chiqdi»;
3) nishîngà qàràtib uch màrtà o‘q îtilsà, C – «uchàlàsi hàm

tågdi»; D – «håch bo‘lmàsà bittà o‘q tågdi»; Ì – «ko‘pi bilàn ikki
o‘q tågdi»;

4) shàõmàt bo‘yichà Ìurîdîv–Ràhimîv o‘yinidà F – «Ìurî-
dîvning yutishi».

9.28. Elåktr zànjiri ikki qismdàn ibîràt (IX.1-ràsm). 1-qism
ikkità bir õil elåmåntdàn ibîràt bo‘lib, ulàrdàn håch bo‘lmàgàndà
bittàsi yarîqli bo‘lsà, ishlàydi. 2-qism hàm ikkità bir õil elåmåntdàn
ibîràt, låkin ulàrning ikkàlàsi hàm yarîqli bo‘lsà, ishlàydi.
Zànjirdàn tîk o‘tishi uchun ikkàlà qism ishlàb turishi kåràk. Àk –
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«1-qismning k- elåmånti yarîqli»
( 1;  2k = ). Bn – «2-qismning n- elå-
månti yarîqli», (1;  2)n = . Quyidàgi

hîdisàlàrni kA , nB  hîdisàlàr îrqàli

ifîdàlàng: K – «1-qism ishlàyapti»,
L – «2-qism ishlàyapti», Ì – «1-
qism ishlàmàyapti», N – «2-qism ishlàmàyapti».

9.29. À – «tàvàkkàligà îlingàn shàr – îq shàr», B – «tàvàkkàligà
îlingàn shàr – qîrà shàr», C – «tàvàkkàligà îlingàn shàr – ko‘k
shàr» hîdisàlàrini qàràymiz. Quyidàgi hîdisàlàr nimàdàn ibîràtligini
so‘z bilàn yozing:

1) ÀB; 2) A B ;   3) ÀC;      4) ÀBC.

9.30. Ikki mårgàn nishîngà qàràtà o‘q uzmîqdà. À – «birinchi
mårgàn nishîngà tåkkizdi», B – «ikkinchi mårgàn nishîngà
tåkkizdi» hîdisàsi bo‘lsà, quyidàgi hîdisàlàr nimàdàn ibîràt
ekànligini so‘z bilàn yozing:

1) ÀB; 2) A B ; 3) ÀC; 4) A B .

5. Hîdisàlàr yig‘indisining ehtimîlligi.
1 - m i s î l .  50 tà shàrchà 1 dàn 50 gàchà ràqàmlànib,

õàltàchàgà sîlingàn. Òàvàkkàligà îlingàn shàrchà nîmårining 3 gà
yoki 19 gà kàrràli bo‘lish ehtimîlligini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  À – «îlingàn shàrchàning nîmåri 3 gà kàrràli»,
B – «îlingàn shàrchàning nîmåri 19 gà kàrràli» hîdisàlàri bo‘lsin.
Biz ÀB hîdisàning ro‘y bårish ehtimîlini tîpishimiz kåràk. 50
gàchà bo‘lgàn sînlàr îràsidà 3 gà bo‘linuvchilàr 16 tà, 19 gà
bo‘linuvchilàr 2 tà. À và B hîdisàlàr birgàlikdà ro‘y bårmàydi,
ya’ni ÀB = ∅. Shundày qilib, jàmi 50 tà sîndàn 16 + 2 = 18 tàsi

yo 3 gà, yoki 19 gà bo‘linàdi. Dåmàk, 918
50 25

( )P A B = = . À và B

hîdisàlàrning ro‘y bårish ehtimîlliklàri esà 16 8
50 25

( )P A = = ,

2 1
50 25

( )P A = = . Õulîsà:  àgàr ÀB   = ∅ bo‘lsà, P(ÀB) = P(À) +
+P(B) bo‘làdi. Umumàn, quyidàgi tåîråmà o‘rinli.

1 - t å î r å m à .  Birgàlikdà ro‘y bårmàydigàn À và B hîdisàlàr
ÀB yig‘indisining ehtimîlligi shu hîdisàlàr ehtimîlliklàrining
yig‘indisigà tång:

1-qism 2-qism

1

2

3 4

IX.1-ràsm.
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P(ÀB) = P(À) + P(B), bundà ÀB = ∅.            (1)

I s b î t .  Sinàsh jàràyonidà À hîdisà uchun à1, ..., àm nàtijàlàr,
B uchun b1, ..., bn nàtijàlàr qulàylik tug‘dirsin. À và B birgàlikdà
ro‘y bårmàgànligidàn bu nàtijàlàrning hàmmàsi ÀB hîdisà uchun
qulàylik tug‘diràdi và ulàr îràsidà tàkrîrlànàdigànlàri yo‘q. Bu
nàtijàlàrning ehtimîlliklàrini mîs tàrtibdà p1, ..., pm và q1, ..., qn
îrqàli bålgilàylik. ÀB hîdisàning ehtimîlligi m + n tà nàtijàning
ehtimîlliklàri yig‘indisigà tång, ya’ni P(ÀB) = p1 +...+ pm + q1+
+...+ qn bo‘làdi. Låkin p1 + ... + pm = P(A), q1 + ... + qn = P(B). Dåmàk,

P(ÀB) = P(À) + P(B).

2 - m i s î l .  Ìårgàn nishîngà qàràtà o‘q uzdi. Uning «10» likni
urish ehtimîlligi 0,2 gà, «9» likni urish ehtimîlligi 0,3 gà và «8»
likni urish ehtimîlligi 0,4 gà tång. Êàmidà «8» likni urish ehtimîlligi
nimàgà tång?

Y e c h i s h .  À – «kàmidà «8» likni urish» hîdisàsi, B –
«o‘nlikni urish», C – «to‘qqizlikni urish», D – «sàkkizlikni urish»
hîdisàlàrining birlàshmàsidàn ibîràt. Bir îtishdà hàm «8» ni, hàm
«9» ni, hàm «10» ni urish mumkin emàs. Shungà ko‘rà B, C, D
hîdisàlàr bir vàqtdà ro‘y bårmàydi: À = BCD, BC = ∅,
BD ≠ ∅, CD = ∅. 1-tåîråmàgà àsîsàn và BCD =
= (BC)D ligidàn

P(À) = P((BC)D) = P(BC) + P(D) = P(B) + P(C) + P(D) =
= 0,2 + 0,3 + 0,4 = 0,9

gà egà bo‘làmiz. Bu misîldàn ushbu õulîsàgà kålàmiz:
Õ u l î s à . Àgàr À1, ..., Àn hîdisàlàr juft-jufti bilàn birgàlikdà

ro‘y bårmàsà, shu hîdisàlàr birlàshmàsining ehtimîlligi ulàrning
ehtimîlliklàri yig‘indisigà tång:

P(À1...Àn) = P(A1) + ... + P(An).                     (2)

2 - t å î r å m à .  Hàr qàndày À hîdisà uchun ushbu tånglik o‘rinli:

( ) 1 ( )P A P A= − .                                               (3)

I s b î t .  A A = ∅ , A A U=  và P(U ) = 1 bo‘lgàni uchun 1-
tåîråmàgà àsîsàn P(U) = P(À A ) = P(À) + P( A ) = 1. Bundàn
(3) fîrmulà kålib chiqàdi.

3 - m i s î l .  Ulànàdigàn tålåfîn nîmårlàrining îõirgisi 3 gà
kàrràli yoki juft ràqàm bo‘lish ehtimîlligini tîpàmiz.
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Y e c h i s h .  Umumàn îõirgi ràqàm yo 0, yoki 1, ..., yoki 9
bo‘làdi. Ulàrdàn hàr biri – elåmåntàr tàsîdifiy hîdisà, hàr birining

ehtimîlligi 1
10  gà tång. Ehtimîlligi tîpilàyotgàn hîdisàni À, îõirgi

nîmårining k ( 0;  9k = ) bo‘lish hîdisàsini Àk dåsàk, À = (À0, À2, À3,
À4, À6, À8, À9) và

0 2 3 4 6

8 9
1 7
10 10

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 7

P A P A P A P A P A P A

P A P A

= + + + + +

+ + = ⋅ =

bo‘làdi.
R(À) ehtimîllik båvîsità 2-tåîråmà bo‘yichà hisîblànishi hàm

mumkin. A  = (À1, À5, À7) bo‘lgànidàn 1 1 1 3
10 10 10 10

( )P A = + + = .

2- tåîråmàgà àsîsàn 3 7
10 10

( ) 1 ( ) 1P A P A= − = − = . Ìisîlimizdà

À ning ehtimîlligini A  ning ehtimîlligi îrqàli hisîblàsh qulàyrîq
bo‘lib chiqdi.

3 - t å î r å m à .  Iõtiyoriy ikki hîdisà uchun ushbu tånglik o‘rinli:

P(ÀB) = P(À) + P(B) − P(ÀB).                       (4)

I s b î t * . À hîdisà birgàlikdà bo‘lmàgàn ÀB và À B  hîdi-
sàlàrdàn, B hîdisà esà birgàlikdà bo‘lmàgàn ÀB và A B hîdisà-
làrdàn ibîràt, ya’ni

À = (ÀB)( À B );  B = (ÀB)( A B).

Bundàn:

À B = (ÀB)(À B )(ÀB)( A B) =
= (ÀB)(À B )( A B).

Bu yoyilmàdàgi hîdisàlàr juft-jufti kåsishmàgànligidàn:

P(ÀB) = P(ÀB) + P(À B ) + P( A B).             (5)

Ikkinchi tîmîndàn,

P(À) = P(ÀB) + P(À B )  và  P(B ) = P(ÀB) + P( A B).

Shungà ko‘rà: P(À) + P(B) = 2P(À B) + P(À  B ) +
+ P( A B) yoki (5) tånglikkà àsîsàn, P(À) + P(B) = 2P(ÀB)+
+ P(ÀB) − P(ÀB) bo‘làdi, bundàn (4) kålib chiqàdi.

3-tåîråmàni uch và undàn îrtiq hîdisà uchun umumlàshtirish
mumkin:
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P(ÀBC) = P(À) + P(B) + P(B) −
− P(ÀB) − P(ÀC) − P(BC) + P(ÀBC)             (6)

và hîkàzî.

Ì à s h q l à r

9.31. Òàrîzidà tîrtilàyotgàn làvlàgining 3 kg chiqish ehtimîlligi
0,46 gà, 4 kg chiqish ehtimîlligi 0,31 gà, 5 kg chiqish ehtimîlligi
esà 0,23 gà tång. Òàvàkkàligà îlingàn làvlàgining 3 yoki 4 kg chiqish
ehtimîlligini tîping.

9.32. Iõtiyoriy to‘rttà À, B, C, D hîdisà uchun P(ÀBCD)
fîrmulàsini kåltirib chiqàring.

9.33. 1- buyumning sîtilish ehtimîlligi 0,5 gà, 2- buyumniki 0,3
gà, 3- buyumniki 0,2 gà tång. 1) Êàmidà bir buyumning sîtilish
ehtimîlligi nimàgà tång? 2) 2- yoki 3- buyumni sîtish ehtimîlligi-
chi?

9.34. Uch buyumdàn birinchisigà tàlàb bo‘lish ehtimîlligi 0,19
gà, ikkinchisigà 0,17 gà, uchinchisigà esà 0,2 gà tång. Êàmidà bir
buyumgà tàlàb bo‘lish ehtimîlligini tîping.

9.35. P(À) và P( A B) ehtimîlliklàr mà’lum. P(ÀB) ni
tîping.

2-§. Bîg‘liqmàs hîdisàlàr

1. Bîg‘liqmàs tàsîdifiy hîdisàlàr. Sinàshlàr ushbu shàrtlàr
bilàn tàkrîr o‘tkàzilàyotgàn bo‘lsin:

1) bir sinàsh nàtijàsi ikkinchisigà bîg‘liq emàs (erkli), ya’ni
sinàshdà birîr À hîdisàning ro‘y bårish-bårmàsligi uning bîshqà
sinàshlàrdà ro‘y bårgàn-bårmàgànligigà bîg‘liq emàs;

2) hàr qàysi sinàsh ikki nàtijàgà egà: À hîdisà yo ro‘y båràdi,
yoki ro‘y bårmàydi;

3) àgàr sinàshdà À hîdisàning ro‘y bårish ehtimîlligi o‘zgàrmàs
p sîngà tång bo‘lsà, ro‘y bårmàslik ehtimîlligi q = 1 − p bo‘làdi.

Îldingi misîllàrdà tàkrîriy erkli sinàshlàr qàràlgàn edi.
Jumlàdàn, nishîngà bir nåchà màrtà o‘q îtish (bundà ikki
nàtijàdàn biri o‘rinli bo‘làdi – o‘q nishîngà tågàdi yoki tågmàydi);
dåtàllàrni yarîqli yoki yarîqsizligi bo‘yichà tàkrîr nàzîràtdàn
o‘tkàzish; tàngàning ko‘p màrtà tàshlànishi (hàr tàshlàshdà gårb
tîmîni bilàn tushishi yoki tushmàsligi).
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Àgàr birinchi sinàsh m tà tång ehtimîlli nàtijàlàrgà, ikkinchi
sinàsh n tà shundày nàtijàlàrgà egà bo‘lsà, bundày nàtijàlàrdàn
jàmi mn tà juftlik tuzish mumkin. Jumlàdàn, À hîdisàgà birinchi
sinàshning k tà à1, ..., àk nàtijàlàri, B gà ikkinchi sinàshning l tà
b1, b2, ..., bl nàtijàlàri qulàylik tug‘dirsin. U hîldà ÀB hîdisàgà
bàrchà (ài, bj), 1;  ,  1;  i k j l= =  juftliklàr qulàylik tug‘diràdi. Ulàr

kl tà. Shungà ko‘rà ÀB hîdisàning ehtimîlligi ( ) kl
mn

P A B =I  gà

tång. Låkin ( ) ,k
m

P A =  P B l
n

( ) =  và 
kl
mn

k
m

l
n

= ⋅  dåmàk, P(ÀB) =

= P(À) ⋅P(B), ya’ni ikki À và B erkli tàsîdifiy hîdisàning
birgàlikdà ro‘y bårish ehtimîlligi ulàrning hàr birining ro‘y bårish
ehtimîlliklàrining ko‘pàytmàsigà tång:

P(ÀB) = P(À) ⋅ P(B).                                     (1)

Àgàr À và B hîdisàlàr bîg‘liqmàs bo‘lsà, À bilàn B , A  bilàn
B, A  bilàn B  hîdisàlàr hàm bîg‘liqmàs bo‘làdi và ushbu tånglikkà
egà bo‘làmiz:

P(ÀB) = P(À) + P(B) − P(À) ⋅ P(B).                     (2)

1 - m i s î l .  Êub tàshlàngàndà À – «juft sîn tushdi» và B –
«tushgàn sîn 3 gà bo‘linàdi» hîdisàlàri bîg‘liqmàs ekànini isbît
qilàmiz.

Y e c h i s h .  Juft sînli îchkîlàr uchtà (2, 4, 6). Dåmàk,
3 1

26
( )P A = = . Bàrchà îchkîlàr ichidà 3 gà bo‘linuvchilàr ikkità

(3 và 6). Dåmàk, 2 1
36

( )P B = = . Juft và 3 gà bo‘linuvchi sîn bittà,

bu 6 sîni. Dåmàk, 1
6

( )P A B =I . Nàtijàlàrgà qàràgàndà

1 1 1
2 36

( ) ( ) ( )P A B P A P B= = ⋅ = ⋅I  tånglik bàjàrilmîqdà.  Dåmàk,
À và B – bîg‘liqmàs hîdisàlàr.

2 - m i s î l .  Birinchi brigàdàning råjàni bàjàrish ehtimîlligi 0,9
gà, ikkinchisiniki 0,92 gà tång. Birining råjàni bàjàrishi ikkinchi-
sinikigà bîg‘liq emàs. Ulàrdàn håch bo‘lmàsà birining råjàni bàjàrish
ehtimîlligini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  À – «1-brigàdà råjàni bàjàrdi», B – «2-brigàdà
råjàni bàjàrdi» hîdisàlàri bo‘lsin. Råjàlàrni bàjàrishdà ulàr o‘rtàsidà
bîg‘liqlik yo‘q. Shungà ko‘rà:

P(ÀB) = P(À) + P(B) − P(À) ⋅ P(B) = 0,9 + 0,92 − 0,9 ⋅ 0,92 = 0,992.
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Àgàr À, B, C, ... hîdisàlàr iõtiyoriy qism-to‘plàmi uchun uni
tàshkil qiluvchi hîdisàlàr kåsishmàsining ehtimîlligi ulàrning
ehtimîlliklàri ko‘pàytmàsigà tång bo‘lsà, bu hîdisàlàr to‘plàm
bo‘yichà bîg‘liq emàs (erkli) dåyilàdi.

3 - m i s î l .  Uch îvchi bir vàqtdà và bir-birlàridàn mustàqil
ràvishdà bir quyongà qàràtib fàqàt bittàdàn o‘q uzishgàn. Àgàr
îvchilàrdàn àqàlli bittàsi quyongà o‘q tåkkizgàn bo‘lsà, quyon
îtilgàn bo‘làdi. Hàr qàysi îvchining nishîngà o‘q tåkkizish
ehtimîlligi 0,4 gà tång. Quyonning îtilish ehtimîlligini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Hàqiqàtdà uchtà erkli sinàsh o‘tkàzilmîqdà. Hàr
qàysi sinàsh ikki nàtijàli: quyongà o‘q tågdi, o‘q tågmàdi. Àk – «k-
îvchi tåkkizdi», Ak  – «k-îvchi tåkkizà îlmàdi» hîdisàlàri bo‘lsin,
bundà k = 1 3; . Ìàsàlàning shàrti bo‘yichà P(À1) = P(À2) = P(À3)
= 0,4. U hîldà 1 2 3( ) ( ) ( ) 1 0,4 0,6P A P A P A= = = − = . Biz
À1À2À3 – «quyongà yo 1-îvchi, yoki 2-îvchi, yoki 3-îvchi
o‘q tåkkizdi» hîdisàsining ehtimîlligini tîpishimiz kåràk:

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

( ) 1 ( ) 1 ( )

1 ( ) ( ) ( ) 1 0,6 0,6 0,6 0,784.

P A A A P A A A P A A A

P A P A P A

= − = − =

= − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ =

     

3-misîlni yechishdà qàràmà-qàrshi hîdisàlàrning ehtimîlligidàn
fîydàlànildi. Bà’zàn bu usul hisîblàshlàrni nisbàtàn yengil
bàjàrishgà imkîn båràdi. Umumàn, À hîdisàsining n màrtà tàkrîr-
làngàn erkli sinàshlàrdà àqàlli bir màrtà ro‘y bårish ehtimîlligini,

ya’ni 
1

n

k
k

P A
=

 
 
 
  ehtimîllikni quyidàgichà tîpish mumkin:

1 1 1

1 2

1 1

1 ( ) ( ) ... ( ) 1 ,

n n n

k k k
k k k

n
n

P A P A P A

P A P A P A q

= = =

    = − = − =         

= − ⋅ ⋅ ⋅ = −

  

bundà hàr qàysi Àk, 1;  k n= , hîdisà uchun P(Àk) = p, u hîldà
q = 1 − p.

Låkin shuni unutmàslik kåràkki, hîdisàlàrning juft-jufti bilàn
bîg‘liq emàsligidàn ulàrning to‘plàm bo‘yichà bîg‘liq emàsligi kålib
chiqmàydi.

Ì à s h q l à r

9.36. Bir qutidà îq và qîrà shàrlàr, ikkinchisidà ko‘k và qizil
shàrlàr bîr. Qutilàrdàn tàvàkkàligà bittàdàn shàr îlingàn. À –
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«birinchi qutidàn îq shàr îlingàn» và B – «ikkinchi qutidàn ko‘k
shàr îlingàn» hîdisàlàrning o‘zàrî bîg‘liq emàsligini tushuntiring.

9.37. Bir vàqtdà tàngà và o‘yin kubchàsi tàshlàndi. «Òàngà gårb
tîmîni bilàn tushdi» và «Êubdà «2» îchkî chiqdi» hîdisàlàrining
o‘zàrî bîg‘liq emàsligini tushuntiring.

9.38. Ikki dåtàl bir-birlàridàn mustàqil hîlàtdà nàzîràtdàn
o‘tkàzilmîqdà. Birinchi dåtàlning yarîqsiz chiqmàslik ehtimîlligi
0,7 gà, ikkinchisiniki 0,8 gà tång. À – «dåtàllàrning ikkîvi hàm
yarîqsiz chiqmàdi», B – «ikkîvi hàm yarîqsiz chiqdi» hîdisàlàrining
ehtimîlligini tîping.

9.39. À và B hîdisàlàr o‘zàrî bîg‘liq emàs. À và B  làr hàm
o‘zàrî bîg‘liq emàsligini tushuntiring.

9.40. À, B, C hîdisàlàr o‘zàrî bîg‘liq emàs. à) À, B , Ñ ;
b) A , B, Ñ ; d) A , B , C hîdisàlàrning hàm o‘zàrî bîg‘liq
emàsligini tushuntiring.

9.41. Bir nishîngà qàràtà uch màrtà o‘q uzilgàn. Birinchi o‘qning
tågish ehtimîlligi 0,7 gà, ikkinchi và uchinchiniki 0,6 gà tång.

1 ) Håch bo‘lmàsà bittà o‘q tågishining;
2 ) rîsà bittà o‘q tågishining;
3 ) rîsà ikkità o‘q tågishining;
4) uchtà o‘qning hàm tågishining ehtimîlligini tîping.
9.42. Òo‘plàm bo‘yichà birgàlikdà bo‘lmàydigàn ikki hîdisà

o‘zàrî erkli bo‘là îlàdimi?
9.43. Uch màrtà o‘q uzilgàndà håch bo‘lmàsà birining nishîngà

tågish ehtimîlligi 0,992 gà tång. Bittà o‘q uzilgàndà uning nishîngà
tågish ehtimîlligini tîping.

2. Shàrtli ehtimîllik. À hîdisà B hîdisà ro‘y bårgàndàginà ro‘y
bårsin. À hîdisàning B hîdisàning ro‘y bårishi shàrtidà ro‘y bårishini
À | B îrqàli bålgilàymiz. À | B hîdisà ro‘y bårishining ehtimîlligi
shàrtli ehtimîllik dåyilàdi và u ushbu fîrmulà bo‘yichà hisîblànàdi:

( )
( )

( | ) ,   ( ( ) 0)P A B
P B

P A B P B= > .                           (1)

O‘yin kubi tàshlàngàn bo‘lsin. Hàr bir «1», «2», ..., «6» ràqàm-
ning tushish ehtimîlligi 1

6
 gà tång và P(«1») + ... + P(«6») = 1

tånglik o‘rinlidir. U hîldà B – «juft ràqàm tushish» hîdisàsi

ehtimîlligi  3 1
26

( )P B = =  bo‘làdi. Fàqàt juft ràqàm tushàdigàn
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bo‘lsà, u hîldà tîq ràqàmlàrning tushish ehtimîlligi nîlgà àylànàdi:
P(À1) =P(À3) = P(À5) = 0 . Shungà ko‘rà juft ràqàmlàr tushish

ehtimîlligi birîr λ sîn màrtà îrtàdi. Ìàsàlàn, «2» îchkî tushish

ehtimîlligi îldin 1
6

(«2»)P =  edi, endi 1
6

(«2»)Pλ = λ ⋅  bo‘làdi.

Bizdà R(À1) + P(À2) + ...  + P(À6) = 1 bo‘lgànidàn λR(«2») +
+ λR(«4») + λP(«6») = 1, yoki  λ(P(«2») + λP(«4») + λP(«6»)) =
= λP(B) = 1, bundàn:

1
( )P B

λ = .                                        (2)

Endi birîr À hîdisàning B hîdisàning ro‘y bårishi shàrtidà
ro‘y bårish ehtimîlligini hisîblàsh màsàlàsigà o‘tàmiz. À hîdisàgà
qulàylik tug‘diruvchi nàtijàlàrdàn bà’zilàri B gà hàm qulàylik

tug‘dirishi mumkin và shungà ko‘rà ulàrning ehtimîlligi 1
( )P B

λ =
màrtà îrtàdi. À gà qulàylik tug‘dirsà-dà, B gà nîqulày bo‘lgàn
nàtijàlàr ehtimîlligi nîlgà àylànàdi. Birinchi tur nàtijàlàr ÀB

hîdisàni tàshkil qilàdi. U hîldà P(À | B) = λP(ÀB) gà, ya’ni
(1) munîsàbàtgà egà bo‘làmiz.

1 - m i s î l .  15 yigit và 10 qizdàn ibîràt guruhdà spîrtchilàr
8 kishi, shundàn 3 tàsi qiz bîlà. Òàvàkkàligà bir o‘quvchi tànlàngàn.
B – «tànlàngàn o‘quvchi – spîrtchi», À – «qiz bîlà tànlàngàn»,

ÀB – «spîrt bilàn shug‘ullànuvchi qiz bîlà tànlàngàn» hîdisàlàri

uchun 8
25

( )P B = , 10
25

( )P A = , 3
25

( )P A B =  bo‘làdi. À hîdisà
ro‘y bårgàn bo‘lsin. Bu sinàshdàgi bàrchà nàtijàlàr sîni 8 tà,

låkin À uchun 3 tà nàtijà qulàylik tug‘diràdi. Dåmàk, 3
8

( | )P A B =
(B hîdisàning ro‘y bårish shàrtidà À hîdisàning ro‘y bårish
ehtimîlligi). Êàsrning suràt và màõràjini 25 gà bo‘lsàk:

3 / 25 ( )3
8 8 / 25 ( )

( | )
P A B
P B

P A B = = = 
.

Låkin, (1) munîsàbàt bo‘yichà ushbu ko‘pàytirish fîrmulàsini
hîsil qilàmiz:

( ) ( ) ( | )P A B P B P A B= ⋅ .                           (3)

(3) fîrmulàni bîg‘liqmàs hîdisàlàr uchun to‘g‘ri bo‘lgàn
( ) ( ) ( )P A B P B P A= ⋅  fîrmulà bilàn sîlishtirib, bu hîldà
( | ) ( )P A B P A=  bo‘lishini àniqlàymiz. Shungà ko‘rà bîg‘liq
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bo‘lmàgàn hîdisàlàrdàn birining ro‘y bårishi ikkinchisining
ehtimîlligigà tà’sir ko‘rsàtmàydi.

2 - m i s î l .  Quyidàgi jàdvàldà ikki îmbîrgà ikki såõdàn
kåltirilgàn buyumlàr miqdîri ko‘rsàtilgàn:

1-såõ 2-såõ Jàmi

1-îmbîr 1000 2000 3000

2-îmbîr 2000 3000 5000

 Hàmmàsi 3000 5000 8000

Òàvàkkàligà îmbîrlàrdàn biri, so‘ng shu îmbîrdàgi buyum-
làrdàn tànlàngàn. Buyumning à) 1, 2- îmbîrdàn îlingànligi (À1,
À2 hîdisàlàr) và bu shàrtlàrdà 1- såõdà, 2- såõdà tàyyorlàngànligi
(B1, B2 hîdisàlàr) ehtimîlliklàrini; b) àynàn 1- såõdà tàyyor-
làngànlik ehtimîlligi P(B1) ni tîpàmiz.

Y e c h i s h .

à) 1 2

1 1 1 2

3000 3 5000 5
8000 8 8000 8

1000 1 2000 2
3000 8 3000 3

( ) ,  ( ) ,

( | ) ,  ( | ) .

P A P A

P B A P B A

= = = =

= = = =

b) Òàvàkkàligà 1-îmbîrni tànlàsh và undàn îlingàn buyumning
1-såõdà tàyyorlàngàn bo‘lishi A1B1 hîdisà, 2-îmbîrni tànlàsh
và undàn îlingàn buyumning 1-såõdà tàyyorlàngàn bo‘lishi esà
A2B1 hîdisà bo‘làdi. U hîldà «tàvàkkàligà tànlàngàn îmbîrdàn
îlingàn buyumning 1-såõdà tàyyorlàngàn bo‘lish» hîdisàsi B1
birgàlikdà bo‘lmàgàn A1B1 và A2B1 hîdisàlàr birlàshmàsidàn
ibîràt bo‘làdi và

             1 1 1 2 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( | )P B P A B P A B P A P B A= + = ⋅ + 

                                                2 1 2( ) ( | )P A P B A+ ⋅ .                                       (4)

Bungà ko‘rà 1
3 1 5 2 13
8 3 8 3 24

( )P B = ⋅ + ⋅ = .

2-misîlning tàhlilidà îlingàn (4) munîsàbàt to‘là ehtimîllik
fîrmulàsi dåb àtàluvchi ushbu umumiy fîrmulàning õususiy ko‘ri-
nishidàn ibîràt:

1 1( ) ( ) ( | ) ... ( ) ( | )n nP A P X P A X P X P A X= ⋅ + + ⋅ ,     (5)

bundà ,   1 ... ,  n i jU X X X X i j= = ∅ ≠   .
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Òo‘là ehtimîllik fîrmulàsi ko‘rinishlàrdàn biri ushbu Bàyås
fîrmulàsidir:

1 1

( ) ( | )

( ) ( | ) ... ( ) ( | )
( | ) k k

k
n n

P X P A X

P X P A X P X P A X
P X A

⋅
⋅ + + ⋅

= .                 (6)

(6) munîsàbàtni isbît qilish uchun
( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )k k k kP A X P X P A X P A P X A= ⋅ = ⋅

bo‘lishini e’tibîrgà îlish yetàrli.
3 - m i s î l .  Îmbîrgà 1- såõdàn 2000 tà dåtàl, 2- såõdàn 3000

tà dåtàl kålgàn. Låkin 1- såõ o‘rtà hisîbdà 0,2% yarîqsiz, 2- såõ
esà 0,1% yarîqsiz dåtàl båràdi. Òàsîdifàn îlingàn bir dåtàlning
yarîqsiz bo‘lish ehtimîlligini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  À1 – «tàsîdifàn 1- såõ dåtàli îlingàn», À2 –
«tàsîdifàn 2- såõ dåtàli îlingàn», B – «yarîqsiz dåtàl îlingàn»
hîdisàlàrining ehtimîlliklàrini tîpàmiz:

1 2

1 2

2000 3000
5000 5000

0,2 0,1
100 100

( ) 0,4,  ( ) 0,6,

( | ) 0,002,  ( | ) 0,001,

P A P A

P B A P B A

= = = =

= = = =

(5) fîrmulàgà ko‘rà

1 1 2 2( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

0,4 0,002 0,6 0,001 0,0014.

P B P A P B A P A P B A= ⋅ + ⋅ =

= ⋅ + ⋅ =
4 - m i s î l .  3-misîldà tàsîdifàn îlingàn buzuq dåtàl 1- såõdà

tàyyorlàngàn (A1 | B hîdisà) và 2- såõdà tàyyorlàngàn (A2 | B
hîdisà) bo‘lishi ehtimîlliklàrini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Bàyås fîrmulàsidàn fîydàlànàmiz:

1 1 1 1
1

1 1 2 2

( ) ( | ) ( ) ( | )
( )( ) ( | ) ( ) ( | )

0,4 0,02
0,0014

( | )

0,57,

P A P B A P A P B A

P BP A P B A P A P B A
P A B

⋅ ⋅
⋅ + ⋅

⋅

= = =

= ≈

2 2
2

( ) ( | ) 0,6 0,001
( ) 0,0014

( | ) 0,43.
P A P B A

P B
P A B

⋅ ⋅= = ≈

Ì à s h q l à r

9.44. 100 tà elåktr làmpîchkàsidàn 4 tàsi nîstàndàrt ekàni
mà’lum. Bir vàqtdà tàvàkkàligà îlingàn 2 tà làmpîchkàning
nîstàndàrt bo‘lib chiqish ehtimîlligini tîping.
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9.45. n = 50 tà tàyoqchàning hàr biri kàltà-yu-uzun ikkigà
bo‘linàdi. Hîsil bo‘làdigàn 2n = 100 bo‘làkdàn ikkitàsi îlinib, yangi
tàyoqchà tàyyorlànàdi. Yangi tàyoqchàning õuddi àvvàlgining o‘zidåk
bo‘lish ehtimîlligini tîping.

9.46. Qutidà 10 tà qizil, 6 tà yashil, 14 tà ko‘k shàr bîr.
Òàvàkkàligà ikkità shàr îlinàdi. 1) À1 – «qizil shàr îlinmàgàni
mà’lum, îlingàn ikkàlà shàr ko‘k» bo‘lishining; 2) À2 – «ko‘k shàr
îlinmàgàni mà’lum, îlingàn ikkàlà shàr qizil» bo‘lishining; 3) À3 –
«yashil shàr îlinmàgàni mà’lum, îlingàn shàrlàr hàr õil ràngdà»
bo‘lishining ehtimîlligini tîping.

9.47. Birinchi qutidà 30 tà, ikkinchisidà 50 tà, uchinchisidà  20
tà kînfåt bîr. Birinchi qutidàgilàrning 80% i, ikkinchi qutidàgilàrning
70% i, uchinchi qutidàgilàrning 50% i yumshîq. Òàvàkkàligà îlingàn
bittà kînfåtning yumshîq bo‘lib chiqish ehtimîlligini tîping.

9.48. Birinchi dàstgîhdà 0,2%, ikkinchisidà 0,3%, uchinchisidà
0,5% yarîqsiz dåtàl tàyyorlànishi mà’lum. Birinchi dàstgîhdàn
4000 tà, ikkinchisidàn 8000 tà, uchinchisidà 3000 tà dåtàl kålgàn
và àràlàshtirilgàn. Ulàrdàn tàvàkkàligà îlingàn dåtàllàrning yarîqsiz
bo‘lib chiqish ehtimîlligini tîping.

9.49. Nishîngà bîg‘liqsiz ràvishdà to‘rt màrtà o‘q uzilgàn.
Îtuvchining hàr îtishidà nishîngà tågish ehtimîlligi 0,6 gà tång.
Îldingi uch îtishdàn nishîngà tåkkizà îlmàslik và to‘rtinchi îtishdà
nishîngà tåkkizish ehtimîlligini tîping.

9.50. Ìîtîr ulàngàndà p ehtimîllik bilàn ishlày bîshlàydi:
1) ikkinchi ulàshdà mîtîr ishlày bîshlàshining; 2) mîtîrni ishgà
tushirish uchun ikkitàdàn îrtiq ulàshlàr tàlàb qilinmàsligining
ehtimîlligini tîping.

9.51. Hîdisàning shàrtli ehtimîlligi hîdisà ehtimîlligi kàbi
quyidàgi õîssàgà egà ekànini isbît qiling: iõtiyoriy À và B
hîdisàlàr uchun 0 ≤ P(A | B) ≤ 1.

9.52. Êo‘pàytirish tåîråmàsini (1- tåîråmàni) uchtà, to‘rttà,
...,  k tà hîdisà uchun umumlàshtiring.

9.53. Àgàr P(A | B) = P(A) bo‘lsà, P(A) ⋅ P(B | A) = P(A) ⋅
P(B) bo‘lishini tushuntiring.

9.54. 1- îmbîrdà 1- buyumdàn 20 tà, 2- buyumdàn 12
tà, 2- îmbîrdà 1- buyumdàn 30 tà, 2- buyumdàn 10 tà bîr.
Iõtiyoriy tàrtibdà ikki îmbîrdàn biri tànlàngàn và undàn tàvàkkàligà
bir buyum îlingàn. Uning 1- buyum bo‘lish ehtimîlligini tîping.
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9.55. Birinchi dàstgîhning yarîqsiz dåtàlni tàyyorlàsh ehti-
mîlligi 0,01 gà, ikkinchisiniki 0,02 gà, uchinchisiniki 0,03 gà
tång. Dàstgîhlàrdà ishlàngàn dåtàllàr bir qutigà sîlinàdi. Birinchi
dàstgîhning unumdîrligi ikkinchisinikidàn 3 màrtà kàttà,
uchinchiniki ikkinchisinikidàn ikki màrtà kàm. Òàvàkkàligà îlingàn
dåtàlning yarîqsiz bo‘lib chiqish ehtimîlligini tîping.

3. Bårnulli fîrmulàsi. À  hîdisàning ehtimîlligi r gà tång bo‘lsin.
Àgàr sinàsh mà’lum shàrtlàr àsîsidà n màrtà erkli tàkrîrlàngàn
và ulàrdàn m màrtàsidà À hîdisà ro‘y bårgàn bo‘lsà, m/n nisbàt
À hîdisàning ro‘y bårish chàstîtàsi (tàkrîrlànishi) dåyilàdi.
Êuzàtishlàr shuni ko‘rsàtàdiki, àgàr sinàsh ko‘p màrtà tàkrîrlànsà
chàstîtà n gà bîg‘liq bo‘lmàgàn hîldà p gà yaqinlàshàdi. Ìàsàlàn,
o‘yin kubi ko‘p màrtà tàshlànsà, «3» îchkîning tushish ehtimîlligi
dåyarli 1/6 gà tång bo‘làdi. Umumàn, ehtimîllik tushunchàsi
chàstîtàning bàrqàrîrligi qînuniyatlàrigà àsîslànàdi. Bu màsàlà
îliy màtåmàtikà kurslàridà bàtàfsil o‘rgànilàdi.

1 - m i s î l .  n = 5 màrtà erkli sinàsh o‘tkàzilgàn và undà À
hîdisàning ro‘y bårish ehtimîlligi p = 0,6 bo‘lsin. Nàtijà A AAA A
tàrtiblàngàn to‘plàm ko‘rinishdà bo‘lish ehtimîlligini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  O‘rin àlmàshtirishdà À hîdisà m = 2 màrtà, A  esà
n − m = 3 màrtà tàkrîrlànmîqdà. Hàr qàysi À hàrfini 0,6 bilàn, A
hàrfini 1 − 0,6 = 0,4 bilàn àlmàshtiràmiz. Izlànàyotgàn ehtimîllik
pmqn−m = 0,62 ⋅ 0,43 ≈ 0,02 bo‘làdi.

Umumàn, ehtimîlligi p gà tång À hîdisàning n màrtà o‘tkàzilgàn
erkli sinàshdà m màrtà ro‘y bårish ehtimîlligi pmqn−m gà tång bo‘làdi,
bundà q = 1 − p.

Ò å î r å m à .  À hîdisàning ehtimîlligi p gà tång và bu
hîdisàning n màrtà tàkrîrlàngàn erkli sinàshdà m màrtà ro‘y bårish
ehtimîlligi Pm,n bo‘lsin. U hîldà

,
mm m n

m n nP C p q −=                                 (1)

Bårnulli fîrmulàsi o‘rinli bo‘làdi.
I s b î t .  n  màrtà o‘tkàzilgàn erkli sinàshlàrdàn m tàsidà À

hîdisà ro‘y bårsin. Sinàshlàrning hàr bir shundày nàtijàsi m tà À
hàrfi và n − m tà A  hàrfidàn tuzilgàn tàkrîrli o‘rin àlmàshtirishlàr
bo‘làdi. Låkin ulàrning umumiy sîni

( , )
( ) ! !

!( ) ! !( ) !
m

m n m n
m n m n
m n m m n m

P C−
+ −

− −
= = =
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gà, bittà o‘rin àlmàshtirishning ehtimîlligi esà pmqn−m gà tång
bo‘làdi. Shungà ko‘rà và bundày o‘rin àlmàshtirishlàr juft-jufti
bilàn birgàlikdà bo‘lmàgànligidàn izlànàyotgàn ehtimîllik (1) tånglik
ko‘rinishidà bo‘làdi.

2 - m i s î l .  Òàngà n = 100 màrtà tàshlàngàndà «G» (gårb)
tîmîni bilàn m = 8 màrtà tushish ehtimîlligini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Bir màrtà tàshlàngàndà «G» tîmîni bilàn tushish

ehtimîlligi 1
2

p =  gà tång. U hîldà 1
2

1q p= − =  bo‘làdi và (1)

fîrmulà bo‘yichà

( ) ( )8 88 22
8; 100 100 100

100 99 98 97 96 95 94 931 1 1
2 2 1 2 3 4 5 6 7 8 2

25 10P C −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ = ⋅ ≈ ⋅ .

Ì à s h q l à r

9.56. 1) (1) fîrmulàdàn fîydàlànib, n = 5, m = 2 và p = 0,2
hîli uchun Pn,m ehtimîllik qiymàtini tîping.

2) O‘yin kubi 20 màrtà tàshlàngàndà «1» îchkîning 5 màrtàdàn
îrtiq tushmàslik ehtimîlligini tîping.

9.57. O‘yin kubi 12 màrtà tàshlàngàndà 3 gà kàrràli îchkîlàrning
(ràqàmlàrning) uch màrtàdàn ko‘p, låkin 6 màrtàdàn kàm tushish
ehtimîlligini tîping.

9.58. Sàkkiz àsbîbdàn hàr birining buzilish ehtimîlligi 0,7 gà
tång:

1) rîsà uch àsbîbning buzilish ehtimîlligini tîping;
2) àsbîblàrning hàmmàsining buzilish ehtimîlligini tîping;
3) håch bir àsbîbning buzilmàslik ehtimîlligini tîping.
9.59. Sinàshdà À hîdisàning ro‘y bårish ehtimîlligi 0,2 gà tång.

Sinàsh 6 màrtà tàkrîrlàngàn. À hîdisàning ko‘pi bilàn uch màrtà
ro‘y bårish ehtimîlligini tîping.

9.60. À hîdisà 0,2 ehtimîllik bilàn ro‘y båràdi. Sinàsh 10 màrtà
mustàqil ràvishdà tàkrîrlàngàn. Shu jàràyondà À hîdisàning:

1) rîsà uch màrtà;
2 ) ko‘pi bilàn uch màrtà;
3) uchtàdàn ko‘p màrtà;
4) håch bo‘lmàsà 1 màrtà, låkin ko‘pi bilàn 5 màrtà ro‘y

bårishining ehtimîlliklàrini tîping.
4. Gåîmåtrik ehtimîlliklàr. Ehtimîllik nàzàriyasidà shundày

màsàlàlàr uchràydiki, ulàr hàttî màzmunàn sîddà bo‘lsà-dà,

21 Àlgebra, II qism

www.ziyouz.com kutubxonasi



322

ulàrni yechishdà yuqîridà kåltirilgàn mulîhàzàlàr và fîrmulàlàrdàn
fîydàlànish yo nîqulày, yoki uning ilîji bo‘lmàydi. Êvàdràtgà
tàshlàngàn nuqtàning ungà ichki chizilgàn dîiràgà tàsîdifàn
tushish ehtimîlligini tîpish bungà îddiy bir misîl. Bundày hîllàrdà
bà’zàn ehtimîllikning gåîmåtrik tà’rifi, ya’ni hîdisà ehtimîlligini
hisîblàshning gåîmåtrik usulidàn fîydàlànish mumkin. Gåîmåtrik
ehtimîllik quyidàgichà tà’riflànàdi: birîr kåsmàgà (yuzàgà yoki
hàjmgà egà bo‘lgàn birîr gåîmåtrik shàkl ichigà) nuqtà tàsîdifàn
tàshlàngàn. Shu nuqtà kåsmàning (gåîmåtrik shàklning) birîr
qismigà tushish ehtimîlligi dåb, qism uzunligining (yuzining,
hàjmining) kåsmà uzunligigà (shàkl yuzigà, hàjmigà) nisbàtigà
àytilàdi. Àgàr qism bir nåchà bo‘làkdàn ibîràt bo‘lsà, bu bo‘làklàr
uzunliklàrining (yuzlàrining, hàjmlàrining) yig‘indisi îlinàdi.
Gåîmåtrik ehtimîllik îldingi bàndlàrdà kiritilgàn ehtimîllikkà
o‘õshàsh. Ìàsàlàn, 1) nuqtàning bårilgàn gåîmåtrik shàkl ichigà
tushish ehtimîlligi 1 gà tång, uning qismi uchun esà bu ehtimîllik
1 dàn kichik; 2) àgàr Õ và Y qismlàr umumiy nuqtàlàrgà egà
bo‘lmàsà (kåsishmàsà), P(ÕY)  = P(Õ ) + P(Y ) bo‘làdi. Shuning-
dåk, bîshqà tushunchàlàr, qo‘shish và ko‘pàytirish, to‘là ehtimîllik
và Bàyås fîrmulàlàri gåîmåtrik ehtimîllik uchun hàm o‘rinli.

1 - m i s î l .  Ràdiusi R bo‘lgàn dîirà ichigà ràdiusi r bo‘lgàn
kichik dîirà chizilgàn. Êàttà dîiràgà tàsîdifàn tàshlàngàn nuqtàning
kichik dîiràgà tushish ehtimîlligini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  À – «tàsîdifàn tàshlàngàn nuqtà kichik dîiràgà
tushdi» hîdisàsining ehtimîlligi kichik và kàttà dîiràlàr yuzlàri
nisbàtigà tång:

( )22

2
( ) r r

RR
P A π

π
= = .

2 - m i s î l .  Nuqtà o‘lchàmlàri 3 dm, 4 dm, 5 dm bo‘lgàn to‘g‘ri
pàràllålåpipåd ichigà tàshlàngàn. Nuqtàning pàràllålåpipåd ichidàgi
tîmînlàri 1 dm bo‘lgàn kub ichigà tàsîdifàn tushish ehtimîlligini
tîpàmiz.

Y e c h i s h .  À – «nuqtà kub ichigà tushdi» hîdisàsi bo‘lsin.
Sinàsh nàtijàlàrigà mîs nuqtàlàr  pàràllålåpipåd ichidà tåkis
tàqsimlàngàn bo‘lsin. U hîldà À hîdisàning ro‘y bårish ehtimîlligi

kubning o‘lchàmigà prîpîrsiînàl và kub

paral.
( )

V

V
P A =  bo‘làdi. Bizdà
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Vkub = 1 dm3,  Vpàràl = 3 ⋅ 4 ⋅ 5 = 60 dm3. U hîldà 1
60

( ) 0,017P A = ≈

bo‘làdi.

Ì à s h q l à r

9.61. Gåîmåtrik ehtimîllik hîdisà ehtimîlligining ushbu àsîsiy
õîssàlàrigà egà ekànini tushuntiring: 1) hàr qàndày À hîdisà
uchun 0 ≤ P(A ) ≤ 1 bo‘làdi; 2) P(U ) = 1, P(∅) = 0; 3) àgàr ÀB =
= ∅ bo‘lsà, P(ÀB) = P(À) + P(B) bo‘làdi.

9.62. Ìinàlàr to‘g‘ri chiziq bo‘ylàb hàr 10 m dà qo‘yib chiqilgàn.
Êångligi 3 m bo‘lgàn tànk shu to‘g‘ri chiziqqà pårpåndikular
kålmîqdà. Uning pîrtlàb kåtish ehtimîlligi qàndày?

9.63. R ràdiusli àylànàdà À nuqtà bålgilàngàn. Àylànàgà
tàvàkkàligà tàshlàngàn B nuqtà uchun ÀB = R/2 bo‘lib qîlish
ehtimîlligini tîping.

9.64. Dîirà ichigà tång yonli to‘g‘ri burchàkli uchburchàk
chizilgàn. Dîiràgà tàvàkkàligà tàshlàngàn nuqtàning uchburchàkkà
tushish ehtimîlligini tîping.

9.65. 9.64-màsàlàni dîirà ichigà muntàzàm uchburchàk chizilgàn
hîl uchun yeching.

9.66. Ràdiusi R gà tång dîirà ichigà kvàdràt chizilgàn. Dîiràgà
tàvàkkàligà tàshlàngàn ikki nuqtàning kvàdràtgà tushish ehtimîl-
ligini tîping.

9.67. õ và y hàqiqiy sînlàr | x | < 4, | y | < 6 bo‘lish shàrti bilàn
tàvàkkàligà tànlàndi. Bu ikkàlà sînning musbàt bo‘lish ehtimîl-
ligini tîping.

9.68. Êub ichigà shàr chizilgàn. Êubgà tàvàkkàligà tàshlàngàn
nuqtàning shàrgà tushish ehtimîlligini tîping.

9.69. Shàr ichigà tåtràedr chizilgàn. Òàvàkkàligà shàr ichigà
tàshlàngàn nuqtàning tåtràedr ichigà tushish ehtimîlligini tîping.

3-§. Ìàtåmàtik stàtistikà elåmåntlàri

1. Bîshlàng‘ich mà’lumîtlàr. Birginà kuzàtish (tàjribà, sinàsh)
hàm tåkshirilàyotgàn îbyåkt hàqidà bir qànchà mà’lumît bårishi
mumkin. Låkin u ko‘p sînli hîdisàlàrning tàbiàtini to‘làrîq îchish
và õulîsàlàr chiqàrishgà yetàrli bo‘là îlmàydi: tàjribà bir õil shàrîit
và shàrtlàrdà ko‘p màrtà tàkrîr o‘tkàzilishi kåràk. So‘ng tîpilgàn
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nàtijàlàrning o‘rtàchà qiymàti hisîblànàdi, o‘rtàchà qiymàtning
hàqiqàtgà qànchàlik yaqinligi, ya’ni àniqligi qàràlàyotgàn îbyåktdàgi
àyrim bålgilàrning o‘zgàruvchànlik dàràjàsi và bîshqà bålgilàr bilàn
àniqlànàdi. Endi to‘plàngàn sînli mà’lumîtni màtåmàtik ishlàsh
zàrur bo‘làdi. Uning umumiy usullàrini màtåmàtikàning sîhàlàridàn
màtåmàtik stàtistikà båràdi (inglizchà statistic, lîtinchà status – hîlàt).
Undàn fizikà, kimyo, biîlîgiya, muhàndislik, àstrînîmiya,
iqtisîdiyot và bîshqà sîhàlàrdà, õususàn, dåtàllàrni ishlàshdà
tåõnîlîgik jàràyon råjimini àniqlàsh, ishlàb chiqàrishni råjàlàsh-
tirish, miqdîriy bålgilàr îràsidà màvjud bîg‘lànishlàrning ifîdàlàrini
(empirik fîrmulàlàrni) tuzish kàbilàrdà fîydàlànilàdi. Ìàtåmàtik
stàtistikà hisîblàshlàridà ehtimîllik nàzàriyasi kång qo‘llànilàdi.

2. Àrifmåtik o‘rtàchà qiymàt và o‘rtà kvàdràtik chåtlànish. Ìàtå-
màtik stàtistikà hîdisàlàrni fàqàt mà’lumîtlàr îrqàli izîhlàydi. Ìà’lu-
mîtni màtåmàtik ishlàshdàn kuzàtilgàn àsîsiy màqsàd
o‘lchànàyotgàn Õ kàttàlik qàbul qilgàn õi tàsîdifiy (empirik)
qiymàtlàrning x   àrifmåtik o‘rtàchà qiymàti và σ o‘rtà kvàdràtik
chåtlànishni (õàtîlikni), shuningdåk, bîshqà zàrur bålgilàrni, jum-
làdàn, hàr qàysi õi qiymàtning nisbiy tàkrîrlànishini àniqlàshdàn
ibîràt. O‘rtà kvàdràtik chåtlànish tàjribàdà tîpilgàn õi qiymàtlàrning
o‘rtàchà qiymàtdàn qànchàlik yaqin-uzîq, uning àtrîfidà qànchàlik
zich jîylàshgànligini õàràktårlàydi. Ìàsàlàn, σ qànchà kichik bo‘lsà,
õi qiymàtlàr x  o‘rtàchà qiymàt àtrîfidà shunchàlik zich jîylàshgàn
bo‘làdi, bu esà õi qiymàtlàr x  izlànàyotgàn àniq qiymàtgà yaqin
ekànini, o‘lchàshlàr àniqrîq bàjàrilgànini ko‘rsàtàdi. Dåmàk, σ = 0
dà õi = a àrifmåtik o‘rtàchà qiymàt Õ ning àniq qiymàti bo‘làdi.

Õ miqdîr n màrtà mustàqil ràvishdà o‘lchàngàn, nàtijàdà uning
õ1 qiymàti n1 màrtà, õ2 qiymàti n2 màrtà, ..., õk qiymàti nk màrtà,
jàmi k õil empirik qiymàti n1 + n2 + ... + nk = n , k ≤ n màrtà ro‘y bårgàn
bo‘lsin, bundà ni sîn õi qiymàtning tàkrîrlànish sîni. U hîldà:

1) àrifmåtik o‘rtàchà qiymàt:

1 1 2 2 ... k kn x n x n x

n
x

+ + +
= ;                                         (1)

2) õi qiymàtlàrning x  àrifmåtik o‘rtàchà qiymàtdàn ε1 = õ1 −
− x ,  ε2 = õ2 − x , ..., εk = õk − x  chåtlànishlàri, so‘ng σ o‘rtà
kvàdràtik chåtlànish tàqribàn hisîblànàdi, bundà àgàr o‘lchàshlàr
bir nåchà màrtà tàkrîrlàngàn, ya’ni n qiymàti kichik bo‘lsà,

2 2 2
1 12 1 2 ...

1
n nn n n

n

ε + ε + + ε

−
σ ≈ ,                                       (2′)
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ko‘p sînli tàkrîr o‘lchàshlàrdà, ya’ni n ning kàttà qiymàtlàridà:

2 2 2
1 12 1 2 ...

( 1)
n nn n n

n n

ε + ε + + ε

−
σ ≈ .                                         (2′′)

3) õi qiymàtning nisbiy tàkrîrlànishi (kàsr sîn yoki % làrdà):

( ) i
i

n

n
W x = .                                                    (3)

Òàjribà jàràyonidà birîr õi qiymàt ro‘y bårgàn bo‘lmàsà, ya’ni
ni = 0 bo‘lsà, uning tàkrîrlànishi W(xi) = 0, bàrchà nàtijàlàr fàqàt
shu qiymàtdàn ibîràt bo‘lsà, uning tàkrîrlànishi Wi = 1 bo‘làdi,
shu jàràyondà õi dàn bîshqà qiymàtlàr hàm hîsil bo‘lgàn bo‘lsà,
0 < W(xi) < 1 bo‘làdi. Umumàn, 0 ≤ W(xi) ≤ 1 gà egà bo‘làmiz.

3. Òàqsimît jàdvàli, gistîgràmmà, pîligîn. Êo‘pinchà tàjribà
jàràyonidà turli qiymàtgà egà sînlàr kåtmà-kåtligi hîsil bo‘làdi.
Hisîblàshlàrni iõchàm và tàrtib bilàn bàjàrish màqsàdidà
qiymàtlàrni o‘sib bîrish tàrtibidà jîylàshtirilàdi, ya’ni empirik
tàqsimît ko‘rinishidà yozilàdi. Bu n sîn kàttà bo‘lgàndà judà qulày
bo‘làdi. Shu màqsàddà:

1) bàrchà õi qiymàtlàr o‘sib bîrish tàrtibidà jîylàshtirilàdi. Bu
qiymàtlàr judà ko‘p bo‘lsà, ulàr ichidàn iõtiyoriy àjràtib îlingànlàri
– vàriàntàlàr tàrtiblànàdi. Vàriàntàlàr n tà bo‘lsin;

2) tàqsimît kångligi, ya’ni eng kàttà và eng kichik qiymàtli
vàriàntàlàr õmax − xmin àyirmàsi tîpilàdi, ulàrning îràlig‘i tång
uzunlikkà egà bo‘lgàn N tà intårvàlgà àjràtilàdi và intårvàllàrning
λ uzunligi hisîblànàdi:

max minx x
N
−

λ = .                                                     (1)

Jàmi vàriàntàlàr sîni n tà bo‘lsà, intårvàllàr sîni N quyidàgichà
îlinishi mumkin:

n N

 25–40 5–6
 40–60 6–7
 60–100 7–10
 100–200 10–12

 200 và undàn îrtiq 12–20;
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3) hàr bir intårvàlgà nåchtà (ni) vàriàntà to‘g‘ri kålishi (ya’ni

xi hîdisàning ro‘y bårishlàr sîni) àniqlànàdi và i
i

n
n

W =  nisbiy
tàkrîrlànish hisîblànàdi. Bàrchà mà’lumît jàdvàlgà yozib bîrilàdi.
Bu jàdvàl intårvàllàr uzunligi bilàn tàkrîrlànishlàr îràsidàgi bîg‘-
lànish, ya’ni tàsîdifiy miqdîrning empirik tàqsimîtini ifîdàlàydi.

4) àyoniylik uchun jàdvàl gràfik usuldà, jumlàdàn, pîligîn
yoki gistîgràmmà ko‘rinishidà bårilàdi.

Pîligîn: àbssissà (tàsîdifiy qiymàtlàr) o‘qining (xmax; xmin)
qismi uzunliklàri bir õil ( λ) bo‘lgàn N tà intårvàlgà àjràtilàdi,
intårvàllàrning o‘rtàlàridà ni yoki Wi gà prîpîrsiînàl îrdinàtàlàr
o‘tkàzilàdi và uchlàri to‘g‘ri chiziqlàr bilàn tutàshtirilàdi. Siniq
chiziq hîsil bo‘làdi (IX.2-ràsm).

Gistîgràmmà: àbsissà o‘qidà àjràtilgàn hàr bir intårvàl ustigà

bàlàndliklàri ni , Wi yoki iW
λ

 bo‘lgàn to‘g‘ri to‘rtburchàklàr yasà-

làdi. (yunînchà histos – màtî, polygonos – ko‘pburchàk) (IX.3-
ràsm).

1 - m i s î l .  Uyumdàn tàvàkkàligà kåtmà-kåt 30 qism pàõtà
îlinib, ulàrdàgi tîlàning Õ uzunligi o‘lchàngàn và ushbu õi,

i = 1 30; , (sm làrdà) qiymàtlàr tîpilgàn: 2,11; 2,10; 2,12; 2,13;
2,09; 2,18; 2,10; 2,20; 2,11; 2,26; 2,17; 2,26; 2,10; 2,24; 2,13;
2,12; 2,27; 2,12; 2,16; 2,19; 2,26; 2,25; 2,18; 2,22; 2,24; 2,28;
2,17; 2,21; 2,23; 2,21. Òîlàning Õ uzunligi o‘rtàchà qiymàtini
tîpàmiz và uning àniqligini bàhîlàymiz.

1-misîlgà qàytàylik. Undà õmax = 2,28, õmin = 2,09, n = 30, N =
= 5,  λ = (2,28 − 2,09) : 5 = 0,038, λ uchun 0,03 ni îlàmiz.

Intår- Intårvàl Hîdisàlàr Nisbiy tàkrîrlànish,
vàl ¹ chågàràlàri sîni, ni  Wi = ni /n

1 2,09–2,12 9 9/30 = 0,3

2 2,13–2,16 3 0,1

3 2,17–2,20 6 0,2

4 2,21–2,24 6 0,2

5 2,25–2,28 6 0,2

Jàmi: 30 1,0
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2 - m i s î l .  Òàyyorlàngàn ko‘p sînli vàliklàrdàn iõtiyoriy 200
tàsi îlinib, diàmåtrlàrining bålgilàngàn o‘lchàmdàn εi chåtlànishlàri
tåkshirilgàn và bu chåtlànishlàr −20 mk dàn +30 mk gàchà jàmi
78 õil qiymàtgà egà ekànligi àniqlàngàn. Chåtlànishlàrning empirik
jàdvàlini tuzàmiz, pîligîn và gistîgràmmàsini yasàymiz (chåtlà-
nishlàr intårvàllàrgà tàqsimlàngàn hîldà jàdvàldà kåltirilgàn).

Yechish: 1) εi chåtlànishlàr tàqsimît jàdvàli quyidàgichà bo‘làdi:

Intår- Intårvàl Intårvàl Òàkrîr- Nisbiy
vàl chågàràlàri o‘rtàsi lànish tàkrîrlànish

1 −20 dàn −15 gàchà −17,5 7 0,035

2 −15 dàn −10 gàchà −12,5 11 0,055

3 −10 dàn −5 gàchà −7,5 15 0,075

4 −5 dàn 0 gàchà −2,5 24 0,120

5 0 dàn 5 gàchà +2,5 49 0,245

6 5 dàn 10 gàchà +7,5 41 0,205

7 10 dàn 15 gàchà +12,5 26 0,130

8 15 dàn 20 gàchà +17,5 17 0,035

9 20 dàn 25 gàchà +22,5 7 0,035

10 25 dàn 30 gàchà +27,5 3 0,015

Jàmi: 200 1,000

IX.2-rasm. 200 valikning tashqi
diametrlari bo‘yicha taqsimot  poligoni.

W
i

0,2

−20 −15 −10−50   5  10  15 20 25 30 ε
i
,mk

( ) 1
mk

,iW

n

ε

0,05

−20 −15 −10 −5 0    5   10  15  20  25 30 ε
i
,mk

IX.3-rasm. 200 valikning diametrlari
bo‘yicha taqsimot gistogrammasi.
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2) 200 vàlikning tàshqi diàmåtrlàri chåtlànishlàri bo‘yichà
tàqsimlànish pîligîni và gistîgràmmàsi quyidàgi chizmàlàrdà
tàsvirlàngàn (IX.2-ràsm, IX.3-ràsm):

4. Bîsh to‘plàm, tànlànmà to‘plàm. x ning qàbul qilishi mumkin
bo‘lgàn bàrchà qiymàtlàri to‘plàmi bîsh to‘plàm, bîsh to‘plàmdàn
iõtiyoriy tàrtibdà àjràtib îlingàn n tà qiymàtdàn ibîràt to‘plàmni
tànlànmà to‘plàm dåb àtàlàdi.

Êo‘p sînli tàjribàlàrdà îlingàn sînli mà’lumîtlàr bîsh to‘plàmi
và tànlànmàning àrifmåtik o‘rtàchà qiymàti hàqiqàtdà bir õil bo‘làdi.

Àrifmåtik o‘rtàchà qiymàtdàn εi chåtlànishlàrning àlgåbràik
yig‘indisi nîlgà tång và istàlgàn x0 sînning αi chåtlànishlàri àlgåbràik
yig‘indisining àbsîlut qiymàtidàn kichik:

0( ) 0,   ( )i i i ix x x xε = − = ε ≤ − = α∑ ∑ ∑ ∑ ∑ .        (2)
Hàqiqàtàn hàm:

1 1 1 1 0

2 2 2 2 0

0

0 0

    

  . . . . . .   . . . . . . 

  

0; ( ),  0;

n n n n

i i i

x x x x

x x x x

x x x x

nx nx nx nx n x x

ε = − α = −
ε = − α = −

+ +

ε = − α = −

ε = − =∑ α = − = − α ≥∑ ∑

            i iε ≤ αΣ Σ
(2) tånglikkà qàràgàndà àrifmåtik o‘rtàchà qiymàtning ε

o‘rtàchà õàtîligi nîlgà tångdir. Bu tånglik eng kichik chåtlànishlàr
prinsipini ifîdàlàydi. Undàn àmàliy hisîblàshlàrdà kång fîydàlànilàdi.

3 - m i s î l .  Bir màydîndàgi ekin tuplàrining Õ sîni båsh màrtà
tàkrîr sànàlib, birinchi màrtà 7706 tà, so‘ng 7721, 7687, 7688,
7718 tà hisîblàngàn. X ning x  tàqribiy qiymàti và undàn εi
chåtlànishlàrni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  x  = (7706 + 7721 + 7687 + 7688 + 7718) : 5 = 7704;
ε1 = 7706 − 7704 = +2; ε2 = 7721 − 7704 = +17; ε3 = 7687 −

−7704 = −17;

ε4 = 7688 − 7704 = −16; ε5 = 7718 − 7704 = +14;

2 17 17 16 14
5

0+ − − +ε = = .

Àgàr x ning qiymàti sifàtidà x  emàs, bàlki xi làrdàn iõtiyoriy
biri îlingàndà, chåtlànishlàr (õàtîlik) ko‘pàyib kåtàdi. Ìàsàlàn,
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shu màqsàddà x2 qàbul qilinsà, chåtlànishlàr và o‘rtàchà õàtîlik
quyidàgichà bo‘làdi:
α1 = 7706 − 7721 = −15; α2 = 7721 − 7721 = 0; α3 = 7687 − 7721 = −34;

α4 = 7688 − 7721 =  −33; α5 = 7718 − 7721 = −3;
85
5

17i
n
α −∑α = = = − .

Eng kichik kvàdràtlàr prinsipi: x  àrifmåtik o‘rtà qiymàtdàn  εi
chåtlànishlàr kvàdràtlàrining yig‘indisi iõtiyoriy x0 qiymàtdàn αi
chåtlànishlàr kvàdràtlàrining yig‘indisidàn kichik:

2 2
i iε < α∑ ∑ .                                                     (3)

Bu prinsip  àmàliy hisîblàshlàrdà kång qo‘llànilàdi.
4 - m i s î l .  3-misîl shàrtlàridàn fîydàlànib, x  và x2 làrgà nis-

bàtàn (3) tångsizlikning to‘g‘riligini tåkshirib ko‘ràmiz.

Y e c h i s h . 2 2 2 2 2 2( 2) ( 17) ( 17) ( 15) ( 14) 1034iε = + + + + − + − + + =∑ ;

2 2 2 2 2 2 2 2( 15) 0 ( 34) ( 33) ( 3) 2479;   i i iα = − + + − + − + − = ε < α∑ ∑ ∑ .

O‘rtàchà kvàdràtik õàtîlikning % làrdà hisîblàngàn

ω σ= ⋅
x

100%                                                  (4)

nisbiy kàttàligi x  tàsîdifiy miqdîrning vàriàtsiya kîeffitsiyånti
dåyilàdi.

5 - m i s î l .  Bir dåtàlning l (sm) uzunligi ikki õil àsbîb bilàn
båsh màrtàdàn o‘lchànib, quyidàgi nàtijàlàr îlingàn:

I àsbîb bilàn: l = 12,9; 12,8; 12,9; 12,9; 12,8;
II àsbîb bilàn: l = 12,6; 12,8; 13,1; 12,8; 13,2.
Dåtàlning l  tàqribiy uzunligi, o‘rtàchà và o‘rtà kvàdràtik õàtî-

ligi hisîblànsin. Qàysi àsbîb bilàn àniqrîq nàtijà îlingàn?

12,8    12,9

12,6    12,8       13,1  13,2

l

l

I àsbîb bilàn tîpilgàn nàtijàlàr-
ning jîylànishi.

II àsbîb bilàn tîpilgàn nàtijàlàr-
ning jîylànishi.

IX.4-ràsm.
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Y e c h i s h .  I àsbîb bilàn:

64,3 : 5 12,86 (sm)l = = , 3 0,04 2 ( 0,06)
5

0⋅ + ⋅ −ε = = ,

2 2

,I
3 0,04 2 ( 0,06)

5 1
0,057l

⋅ + ⋅ −
−

σ = ≈ ,    I
0,057
12,86

100% 0,43%ω = ⋅ ≈ .

II àsbîb bilàn:

64,5 : 5 12,9 (sm)l = = , 0,3 2 0,1 0,2 0,3
5

0− − ⋅ + +ε = = ,

2 2 2

,II
( 0,3) 2 0,1 0,2 0,3

4
0,236l

− + ⋅ + +σ = ≈ , II 1,8%ω ≈ .

Birinchi àsbîb bilàn tîpilgàn qiymàtlàr o‘rtàchà qiymàt àtrîfidà
zichrîq jîylàshgàn (IX.4-ràsm). Dåmàk, I àsbîbning àniqligi kàttà.

Ì à s h q l à r

9.70. 60 tà zîtli sîvliqning hàr biridàn (3 yildà) quyidàgichà
qo‘zi îlingàn:

 5  4  6  2  4  6  3 3 5 4 5  4 5 2  4  5 4 2 6 4

4  3  5  4  3  5  4  4  5  4  7  6  4  5  4  3  5  4  4 3

4 5 5 4 4 3 4 5 4 1 6 5 4 7 5 4 6 4 5 6

Òàsîdifiy miqdîrning tàqsimît jàdvàlini, tàqsimît gistîgràmmàsi
và pîligînini yasàng.

9.71. β burchàk 10 màrtà tàkrîr o‘lchànib, quyidàgi nàtijàlàr
îlingàn:

65°36′12′′,  65°36′00′′,  65°35′58′′,  65°36′04′′,  65°36′06′′,

65°36′09′′,  65°36′03′′,  65°36′08′′,  65°35′54′′,  65°36′02′′.

β  o‘rtàchà qiymàtni và uning σ( β ) o‘rtà kvàdràtik õàtîligini
tîping.

9.72. Zàrràchàning m màssàsini àniqlàsh màqsàdidà u 20 màrtà
tàkrîr o‘lchàngàn và ushbu nàtijàlàr îlingàn:

4,781  4,779 4,782 4,771 4,764 4,795 4,775 4,7674,7894,778

4,769 4,772  4,764 4,772 4,791 4,792 4,791 4,7744,7894,776
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Ìàssàning tàqribiy qiymàtini tîping và àniqligini bàhîlàng.
9.73. Òåkshirishdà 18 tà kàsàllàngàn qo‘ylàr qînidà låykîtsitlàr

sîni (1 mm3 dà ming dînà) quyidàgichà bo‘lgàn:
14,4; 16,8; 16,4; 22,1; 15,2; 23,8; 15,4; 18,9; 24,6;
11,8; 15,6; 17,8; 16,8; 19,6; 22,8; 17,2; 20,6; 18,8.

Qo‘ylàrdà o‘rtà hisîbdà låykîtsitlàr sîni qànchà bo‘lgàn và uning
àniqligini bàhîlàng, gràfik tàsvirini båring.

Ò à k r î r l à s h g à  d î i r  m à s h q l à r

9.74. Ikkità o‘yin kubi tàshlàngàn. Òushgàn îchkîlàr (sînlàr)
yig‘indisining 8 gà tång bo‘lishi ehtimîllirîqmi yoki 10 gà tång
bo‘lishimi?

9.75. Õàltàdà 1, 2, 3, ..., 9 sînlàri bilàn bålgilàngàn 9 tà bir
õil shàr bîr. Õàltàdàn tàvàkkàligà uchtà shàr kåtmà-kåt îlinàdi và
shàrchàlàrning nîmåri tàrtib bilàn yozib qo‘yilàdi (îlingàn
shàrchàlàr õàltàgà qàytàrilmàydi). Shu jàràyondà 171 và 197
sînlàrining pàydî bo‘lish ehtimîlliklàrini tîping.

9.76. Õàltàdà 1 dàn 9 gàchà sînlàr bilàn ràqàmlàngàn 9 tà bir
õil shàrchà bîr. Òàvàkkàligà 6 shàrchà îlingàn và îlinish tàrtibidà
tizilgàn. Àgàr: 1) shàrchàlàr îlingàndàn so‘ng yanà õàltàchàgà
qàytàrib sîlinsà; 2) qàytàrib sîlinmàsà, 374521 sînining tizilish
ehtimîlligini tîping.

9.77. «Pàràllålîgràmm» so‘zidàgi hàrflàr qirqib îlinib, hàr qàysi
hàrf bittà shàrchàgà yopishtirilgàn và bu shàrchàlàr bir õàltàgà
sîlib àràlàshtirilgàn. So‘ng õàltàdàn shàrchàlàr tàvàkkàligà kåtmà-
kåt îlindi. O‘shà so‘zning qàytàdàn pàydî bo‘lish ehtimîlligini
tîping.

9.78. Õàltàdà «à», «b», «d», «e», «f» hàrflàri bilàn bålgilàngàn 5
tà shàrchà bîr. Undà tàvàkkàligà kåtmà-kåt uch shàrchà îlinib,
hàr sàfàr ulàrning hàrfi yozib îlingàndàn so‘ng õàltàgà qàytàrib
sîlinàdi. Shu jàràyondà birîrtà hàm hàrfning ikki màrtà tàkrîr-
lànmàslik ehtimîlligini tîping.

9.79. 9.78-màshq shàrtlàridà tuzilàyotgàn yozuvdà håch qàysi
ikki qo‘shni o‘rindà bir õil hàrf bo‘lmàslik ehtimîlligini tîping.

9.80. Qutidàgi jàmi 11 tà lîtåråya bilåtidàn 6 tàsi yutuqli. Qutidàn
tàvàkkàligà îlingàn 3 tà bilåtning yutuqli bo‘lish ehtimîlligini tîping.

9.81. «Ìàtåmàtikà» so‘zining hàrflàri yozilgàn kàrtîchkàlàr
iõtiyoriy tàrtibdà tizilgàn. Bundà uchtà «à» hàrfining qàtîràsigà
jîylàshish ehtimîlligini tîping.
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9.82. «Lîlà» so‘zidàgi hàrflàr îldin qirqilgàn, so‘ng ulàr tàvàk-
kàligà bir qàtîrgà tizilgàn. Shu so‘zning qàytàdàn hîsil bo‘lish
ehtimîlligini tîping.

9.83. Qutidà 30 tà shàr bo‘lib, ulàrdàn 20 tàsi îq, 10 tàsi
qîrà. Òàvàkkàligà: 1) îq shàrni; 2) qîrà shàrni; 3) hàr õil ràngli
ikki shàrni qutidàn chiqàrish ehtimîlliklàrini tîping.

9.84. Qutidà 15 tà yashil, 12 tà qizil và 8 tà ko‘k shàr bîr. Ulàr
ichidàn tàvàkkàligà: 1) 3 tà yashil, 2 tà qizil, 3 tà ko‘k shàrni
îlish; 2) 1 tà yashil, 5 tà qizil và 2 tà ko‘k shàrni îlish
ehtimîlliklàrini tîping.

9.85. Uch îtishdàn håch bo‘lmàsà birining nishîngà tågish
ehtimîlligi p = 0,8. Bir îtishdà nishîngà tågish ehtimîlligini tîping.

9.86. Îbyåktni yo‘q qilish uchun bir bîmbàning nishîngà
tågishi yetàrli. Òo‘rt bîmbàdàn hàr birining îbyåktgà tågish
ehtimîlligi mîs ràvishdà 0,2; 0,3; 0,4; 0,5 gà tång. Håch bo‘lmàsà
bittà bîmbàning îbyåktgà tågish ehtimîlligini tîping.

9.87. Bir îtishdà nishîngà tågish ehtimîlligi 0,6 gà tång. Båsh
màrtà bîg‘liqsiz ràvishdà îtish bo‘lgàn. Håch bo‘lmàsà ikkità
o‘qning nishîngà tågish ehtimîlligini tîping.

9.88. Do‘kîndà to‘rt turdàgi à, b, d, e nîmli kînfåtlàr sîtilàdi.
O‘ntà kînfåtni nåchà õil usul bilàn tànlàsh mumkin? Òànlàngàn
o‘ntà kînfåtning hàmmàsi 1-tur bo‘lishi ehtimîlligini tîping.

9.89. Båmîrdà ikkità H1 và H2 kàsàllikdàn biri bo‘lishi mumkin,
dåb gumîn qilinàdi. Gumînlàrning o‘rinli bo‘lish ehtimîlliklàri
p(H1) = 0,6, p(H2) = 0,4. Òàshõis qo‘yish màqsàdidà qilingàn ànàliz
nàtijàsidà råàksiya ijîbiy yoki sàlbiy bo‘lishi mumkin. H1 hîldà
råàksiya ijîbiy bo‘lish ehtimîlligi 0,9 gà, H2 uchun esà 0,5 gà tång.
Ànàliz ikki màrtà o‘tkàzilgàn và ikki màrtà hàm råàksiya sàlbiy
bo‘lib chiqqàn (À hîdisà). Hàr bir kàsàllikning ehtimîlligini tîping.

9.90. Òålåfîn îrqàli so‘zlàshuv nàvbàtidà 5 chàqiriq bîr. Hàr
bir chàqiriqdà so‘zlàshuv ehtimîlligi 0,8 gà tång. Ikkitàdàn îrtiq
so‘zlàshuv bo‘lish ehtimîlligini tîping.

9.91. 770 sîni 2, 5, 7, 11 dàn ibîràt tub bo‘luvchilàrgà egà.
770 sîni 1 và 770 ning o‘zi bilàn birgàlikdà qànchà bo‘luvchigà
egà? 770 sînining tàvàkkàligà îlingàn bo‘luvchisi tub sîndàn ibîràt
bo‘lish ehtimîlligini tîping.

9.92. 9.91-màsàlàdà qàràlàyotgàn sîn 2210 bo‘lsà-chi?
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X  B Î B

CHIZIQLI ÀLGEBRÀ
ELEÌENÒLÀRI

1-§. Ìàtritsàlàr và dåtårminàntlàr

1. Ìàtritsàlàr. Hîzirgi pàytdà fànning ko‘plàb sîhàlàri
(hisîblàsh màtåmàtikàsi, fizikà, iqtisîdiyot và h. k.) dà o‘zining
kång tàtbiqlàrini tîpàyotgàn màtritsàlàr nàzàriyasi elåmåntlàri bilàn
tànishàmiz.

Ìàtritsà dåb, birîr tàrtibdà jîylàshtirilgàn sînlàrning to‘g‘ri
to‘rtburchàk ko‘rinishidàgi jàdvàligà àytilàdi. Bu sînlàr shu
màtritsàning elåmåntlàri dåyilàdi. Îdàtdà màtritsàlàr qàvs yoki ikkità
vårtikàl chiziq ichigà îlib yozilàdi. Ìàsàlàn, 20 dàn kichik bàrchà
tub sînlàrdàn quyidàgi màtritsàni tuzish mumkin:

2 3 5 7

11 13 17 19







   yoki  2 3 5 7

11 13 17 19  .

Bu màtritsà 2 tà sàtr và 4 tà ustundàn ibîràt bo‘lgànligi uchun
2×4 o‘lchàmli màtritsà dåyilàdi.

Umumàn, m tà sàtr và n tà ustunli  to‘g‘ri  to‘rtburchàkli
màtritsà m tà sàtr và n tà ustunli màtritsà yoki m×n o‘lchàmli màtritsà
dåb àtàlàdi.

n×n o‘lchàmli màtritsà kvàdràt màtritsà, n sîn esà shu kvàdràt
màtritsàning tàrtibi dåyilàdi. Ìàsàlàn, bir õînàli nàturàl sînlàrdàn
tuzilgàn 3×3 o‘lchàmli

1 2 3

4 5 6

7 8 9

















màtritsà uchinchi tàrtibli kvàdràt màtritsà, bir õînàli juft nàturàl
sînlàrdàn tuzilgàn 2×2 o‘lchàmli

2 4

6 8








màtritsà ikkinchi tàrtibli kvàdràt màtritsà, bittà sîndàn tuzilgàn
(15) màtritsà esà birinchi tàrtibli kvàdràt màtritsàdir.
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Bà’zàn fàqàt bittà sàtrgà (ustungà) egà bo‘lgàn màtritsàlàr
bilàn hàm ish ko‘rishgà to‘g‘ri kålàdi. Bundày màtritsàlàr sàtr-
màtritsàlàr (ustun-màtritsàlàr) dåyilàdi. Ìàsàlàn, 1×5 o‘lchàmli

( 3 2 7 0 2 )
màtritsà sàtr-màtritsà, 3×1 o‘lchàmli

 

5
7
8

 
 
 
 − 

màtritsà esà ustun-màtritsà bo‘làdi.
Ìàtritsàni umumiy hîldà yozish uchun uning elåmåntlàri ikkità

indåksli birîr hàrf bilàn, màsàlàn, ai j bilàn bålgilànàdi; bundà
birinchi indåks màzkur elåmånt turgàn sàtr nîmårini, ikkinchi
indåks esà ustun nîmårini ko‘rsàtàdi. Ìàsàlàn, 4×5 o‘lchàmli
màtritsà umumiy hîldà quyidàgichà yozilàdi:

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

a a a a a
a a a a a
a a a a a
a a a a a

 
 
 
 
 
 

.

Bà’zàn màtritsà bittà hàrf îrqàli bålgilànàdi. Ìàsàlàn, elåmåntlàri

aij(i = 1, 2, j = 1, 2) bo‘lgàn 11 12

21 22

a a
a a

 
 
 

 màtritsàni À hàrfi bilàn,

elåmåntlàri bi j bo‘lgàn 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

b b b
b b b
b b b

 
 
  
 

 màtritsàni esà B hàrfi

bilàn bålgilàsàk:

11 12

21 22

a a
A

a a
 

=  
 

,  
11 12 13

21 22 23

31 32 33

b b b
B b b b

b b b

 
 =   
 

ko‘rinishdà bo‘làdi.
m×n o‘lchàmli ikkità À và B màtritsàning mîs elåmåntlàri tång,

ya’ni ai j = bi j (i = 1, 2, ..., m, j = 1, 2, ..., n) bo‘lsà, À và B
màtritsàlàr tång dåyilàdi và À = B ko‘rinishdà bålgilànàdi. Ìàsàlàn,
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3
3

24
3

4 254 5 3
1 2 8 1 2

 
   =      

 

.

Hàr qàndày màtritsàlàr uchun «kichik», «kàttà» munîsàbàtlàri,
shuningdåk, hàr õil o‘lchàmli màtritsàlàr uchun «tånglik»
munîsàbàti mà’nîgà egà emàs.

Umumàn, màtritsàlàrdàn turli hisîblàshlàrni bàjàrishdà fîydàlà-
nilàdi. Õususàn, ulàr ustidà turli àlmàshtirishlàrni bàjàrish îrqàli
tånglàmàlàr siståmàlàrini nisbàtàn îsîn yechish mumkin. Bu hàqdà
kåyinrîq to‘õtàlàmiz.

Endi màtritsàlàr ustidà bàjàrilàdigàn àmàllàr bilàn tànishàmiz.
Ìàtritsàlàrni qo‘shish. Hàr õil o‘lchàmli màtritsàlàr uchun

qo‘shish àmàli àniqlànmàydi. Bir õil m×n o‘lchàmli ikkità À và B
màtritsàlàrning yig‘indisi dåb, elåmåntlàri À và B màtritsàlàr mîs
elåmåntlàri yig‘indisigà tång bo‘lgàn m×n o‘lchàmli màtritsàgà
àytilàdi.

1 - m i s î l .  A =
−









1 2

5 4
 và ( )1 2

5 4B − −= −  màtritsàlàr yig‘indi-

sini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 ( 1) 2 ( 2)
( 5) 5 4 ( 4)5 4 5 4A B − − + − + −+ = + = =− + + −−

( )0 0
0 0= .

À và B màtritsàlàrni qo‘shish nàtijàsidà bàrchà elåmåntlàri 0
gà tång bo‘lgàn màtritsà hîsil bo‘ldi.

Bàrchà elåmåntlàri nîllàrdàn ibîràt bo‘lgàn màtritsà nîl-màtritsà
dåyilàdi và Î hàrfi bilàn bålgilànàdi:

O =



















0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

...

...

... ... ... ... ...

...

.

m×n o‘lchàmli nol-matritsa bilàn m×n o‘lchàmli hàr qàndày
À màtritsàning yig‘indisi À màtritsàgà tång:

À + Î = À.
m×n o‘lchàmli hàr qàndày À màtritsàning hàr bir elåmåntini

ungà qàràmà-qàrshi sîngà àlmàshtirishdàn hîsil bo‘lgàn màtritsà
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−À  bilàn bålgilànàdi. À và −À màtritsàlàr qàràmà-qàrshi màtritsàlàr
dåyilàdi. Ulàr uchun À + (−À) = Î tånglik o‘rinlidir.

Bir õil m×n o‘lchàmli À, B và C màtritsàlàr uchun quyidàgi
tàsdiqlàr o‘rinli:

1) À + B = B + À;
2) À + (B + C) = (À + B) + C.
Ìàtritsàlàrni qo‘shish àmàligà nisbàtàn tåskàri àmàl — màtritsà-

làrni àyirishni qàràymiz. Hàr biri m×n o‘lchàmli bo‘lgàn À và B
màtritsàlàr uchun B + C = À tånglik o‘rinli bo‘lsà, C màtritsàning
ci j elåmåntlàri ci j = ai j − bi j tånglik bo‘yichà àniqlànàdi. C màtritsà
À  và B màtritsàlàrning àyirmàsi dåyilàdi và À − B ko‘rinishdà
bålgilànàdi.

2 -m i sî l .  
3 4 5 2 1 0 3 2 4 1 5 0 1 3 5
1 2 3 3 4 5 1 3 2 4 3 5 2 2 2

− − −       − = =       − − − − − −       
.

Ìàtritsàni sîngà ko‘pàytirish. m×n o‘lchàmli À màtritsàning
hàmmà elåmåntlàrini α∈R sîngà ko‘pàytirishdàn hîsil bo‘làdigàn
màtritsà À màtritsàning α sîngà ko‘pàytmàsi dåyilàdi và αÀ  yoki
Àα ko‘rinishdà bålgilànàdi.

3 - m i s î l .  
1 2 3 1 3 2 3 6

3
3 4 3 3 3 4 9 12

⋅ ⋅     ⋅ = =     ⋅ ⋅     
.

Ìàtritsàni sîngà ko‘pàytirish tà’rifidàn và sînlàr ustidàgi
tågishli àmàllàr õîssàlàridàn hàr biri m×n o‘lchàmli bo‘lgàn À và
B màtritsàlàr hàmdà hàr qàndày α, β hàqiqiy sînlàr uchun
quyidàgi tångliklàr o‘rinli bo‘lishi kålib chiqàdi:

3) (α + β)À = αÀ + βÀ;
4) (αβ)À = α(βÀ);
5) α(À + B) = αÀ + αB;
6) 1 ⋅ À = À.
Ìàtritsàlàrni ko‘pàytirish. 1×k o‘lchàmli À sàtr-màtritsà và k×1

o‘lchàmli B ustun-màtritsà bårilgàn bo‘lsin:

11
21

11 12 1

1

( ... ),    ....k

k

b
bA a a a B

b

 
 = =  
 
 

1×k o‘lchàmli À sàtr-màtritsàning k×1 o‘lchàmli B ustun-
màtritsàgà ko‘pàytmàsi dåb, shu màtritsàlàr mîs elåmåntlàri
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ko‘pàytmàlàrining yig‘indisigà tång bo‘lgàn 1×1 o‘lchàmli
màtritsàgà, ya’ni

ÀB = à11b11 + a12b21 + ... + a1kbk1

sîngà àytilàdi:

11

21
11 12 1 11 11 12 21 1 1

1

( ... ) ...
...k k k

k

b
b

a a a a b a b a b

b

 
 
 ⋅ = + + +
 
 
 

.

4 - m i s î l .   
4

(2 3 1) 3 2 ( 4) ( 3) 3 1 1 16
1

− 
 − ⋅ = ⋅ − + − ⋅ + ⋅ = −
  
 

.

m×k o‘lchàmli À màtritsà và k×n o‘lchàmli B màtritsàning,
ya’ni birinchisining ustunlàri sîni ikkinchisining sàtrlàri sînigà
tång bo‘lgàn À và B màtritsàlàrning ko‘pàytmàsi dåb, hàr bir ci j
elåmånti birinchi ko‘pàytuvchining i-sàtrini ikkinchi ko‘pày-
tuvchining j-ustunigà ko‘pàytirishdàn hîsil qilinàdigàn m×n
o‘lchàmli C = ÀB màtritsàgà àytilàdi.

5 - m i s î l .  
1
2 ,   (7 3 9)
3

A B
 
 = =
  
 

 bo‘lsà, À B và BÀ màtritsà-

làrni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  AB =
















⋅ =
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

















=
















1

2

3

7 3 9

1 7 1 3 1 9

2 7 2 3 2 9

3 7 3 3 3 9

7 3 9

14 6 18

21 9 27

( ) .

1
(7 3 9) 2 7 1 3 2 9 3 40

3
BA

 
 = ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ =
  
 

.

6 -m i s î l .  7 2

3 1

1 2

3 7

7 1 2 3 7 2 2 7

3 1 1 3 3 2 1 7

1 0

0 1







 ⋅

−
−







 =

⋅ + ⋅ − ⋅ − + ⋅
⋅ + ⋅ − ⋅ − + ⋅







 =









( ) ( )

( ) ( )
.

7 - m i s î l .

 
1 2 3

1 3 2

0 1 2

1 3

5 7

0 1

1 1 2 5 3 0 1 3 2 7 3 1

1 1 3 5 2 0 1 3 3 7 2 1

0 1 1 5 2 0 0 3 1 7 2 1

11 20

16 26

5 9

















⋅
















=
⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅
⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅
⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅

















=















.

22 Àlgebra, II qism
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m×n o‘lchàmli À và k×p o‘lchàmli B màtritsà uchun n ≠ k
bo‘lsà, ÀB ko‘pàytmà mà’nîgà egà bo‘lmàydi.

Ìàtritsàlàrni ko‘pàytirish àmàli o‘rin àlmàshtirish õîssàsigà
egà emàs (5-misîl), låkin guruhlàsh và tàqsimît õîssàlàrigà egà:

1) À(BC) = (ÀB)C;
2) (À + B)C = ÀC + BC.
Ìàtritsàlàrni ko‘pàytirish àmàli bir nåchtà ko‘pàytuvchilàr

bo‘lgàn hîl uchun hàm o‘rinli bo‘lishi mumkin. Ìàsàlàn,
o‘lchàmlàri mîs ràvishdà m×n, n×k, k×c bo‘lgàn À, B, C
màtritsàlàr uchun ÀBC ko‘pàytmà quyidàgichà àniqlànàdi:

ÀBC = (ÀB)C.
Ìàtritsàlàrni ko‘pàytirish àmàlining àniqlànishidàn ko‘rinà-

diki, À màtritsàni o‘z-o‘zigà ko‘pàytirish àmàli kvàdràt màtritsàlàr
uchunginà bàjàrilishi mumkin.

À màtritsà n-tàrtibli kvàdràt màtritsà bo‘lsin. 
 marta

...
k

A A A⋅ ⋅ ⋅

ko‘pàytmà (bu yerdà k∈N, k > 1) À màtritsàning k-dàràjàsi
dåyilàdi và Àk bilàn bålgilànàdi:

 marta

...k

k

A A A A= ⋅ ⋅ ⋅ .

Bundàn tàshqàri, hàr qàndày À màtritsàning 1-dàràjàsi o‘zigà
tång dåb qàbul qilinàdi, ya’ni

À1 = À.

8 - m i s î l .  ( )1 1
1 1A = −  màtritsàning kvàdràti (ikkinchi dàràjà-

si) và kubi (uchinchi dàràjàsi)ni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  ( ) ( ) ( )2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1A ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅= ⋅ = =− − − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅

( )0 2
2 0= − ;

( ) ( ) ( ) ( )3 2 0 2 1 1 0 2 0 2 2 2
2 0 1 1 2 0 2 0 2 2A A A − + −= ⋅ = ⋅ = =− − − − − + − − .

Àgàr ko‘pàytuvchilàrdàn biri nîl-màtritsà bo‘lib, ko‘pàytmà
mà’nîgà egà bo‘lsà, ko‘pàytirish nàtijàsidà nîl-màtritsà hîsil
bo‘làdi, låkin ko‘pàytmàdà nîl-màtritsà hîsil bo‘lishi uchun
ko‘pàytuvchilàr îràsidà àlbàttà nîl-màtritsà màvjud bo‘lishi shàrt
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emàs. Ìàsàlàn, nîlmàs A =








1 0

0 0
 và B =









0 0

1 1
 màtritsàlàr

uchun ÀB = Î  tånglik o‘rinli.
Ìàtritsàlàrni ko‘pàytirish àmàligà nisbàtàn tåskàri àmàl màvjud

emàsligini, ya’ni màtritsàlàr uchun bo‘lish àmàli qàràlmàsligini
eslàtib o‘tàmiz.

Ìàtritsàni trànspînirlàsh (lîtinchà – transponere – o‘rin àlmàsh-
tirib qo‘yish). m×n o‘lchàmli À màtritsà bårilgàn bo‘lsin:

11 12 1
21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n
n

m m mn

a a a
a a aA

a a a

 
 =  
 
 

.

À màtritsàni trànspînirlàsh dåb, uning sàtr và ustunlàri nîmår-
làrini o‘zgàrtirmày, sàtrlàri và ustunlàrining o‘rnini àlmàshtirib
yozishgà àytilàdi.

À màtritsàni trànspînirlàsh nàtijàsidà n×m o‘lchàmli màtritsà
hîsil bo‘làdi. Uni ÀÒ bilàn bålgilàymiz:

11 21 1
12 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

m
T m

n n mn

a a a
a a aA

a a a

 
 =  
 
 

.

9 - m i s î l .  ( )1 4 3
1 5 6A = −  bo‘lsà, 

1 1
4 5
3 6

TA
− 

 =
 
 

 bo‘làdi.

Ìàtritsàni trànspînirlàsh àmàlining õîssàlàrini kåltiràmiz:
(ÀÒ)Ò = À;   (À + B)Ò = ÀÒ + BÒ;   (λÀ)Ò = λÀÒ;   (ÀB)Ò = BÒ ⋅ ÀÒ.

Ì à s h q l à r

10.1. Uchtà zàvîdning hàr biri båshtà hàr õil turdàgi màhsulît
ishlàb chiqàràyotgàn bo‘lsin. i-zàvîd (i = 1, 2, 3) tîmînidàn yil
dàvîmidà ishlàb chiqàrilgàn j-tur (j = 1, 2, 3, 4, 5) màhsulît
miqdîrini ai j bilàn bålgilàymiz. Zàvîdlàrning yillik ishlàb chiqàrishi
hàqidàgi hisîbîtni 3×5 o‘lchàmli màtritsà ko‘rinishdà yozing.

10.2. Bàrchà elåmåntlàri 1 gà tång bo‘lgàn 1×4 o‘lchàmli À
sàtr màtritsàni và bàrchà elåmåntlàri 0 gà tång bo‘lgàn 4×1
o‘lchàmli B ustun màtritsàni yozing.
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10.3. Birinchi sàtridà fàqàt 3 làr, ikkinchi sàtridà esà fàqàt 4
làr turàdigàn 2×5 o‘lchàmli C màtritsàni yozing.

10.4. Àmàllàrni bàjàring:
1) (0 3 4 5) (3 2 1 4)+ ;
2) (2 1 8 9) (1 4 5 30)− ;
3) 3 (4 5 6 7) 4 (8 9 10 11)⋅ + ⋅ ;
4) 2 (1 3 2 8) 3 (2 3 9 11)⋅ − ⋅ .

10.5. Bàrchà elåmåntlàri −3 gà tång bo‘lgàn uchinchi tàrtibli
kvàdràt màtritsà bilàn bàrchà elåmåntlàri 4 gà tång bo‘lgàn uchinchi
tàrtibli kvàdràt màtritsàning yig‘indisini tîping.

10.6. Qo‘shishni bàjàring:

1) 
2 1 1 1
3 2 1 1

−   +   
   

;

2) 
1 2 3 3 2 1
4 5 6 6 5 4
7 8 9 9 8 7

   
   +      
   

;

3) 

2 3 4 51 0 0 1
1 2 0 1 6 7 8 9

10 11 12 133 4 5 6
7 8 9 10 14 15 16 17

  
  
   +
  

   
   

;

4) 

4 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 4 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 4 0 0 0 0 1

   
   
   

+   
   
   
   

.

10.7. Àgàr 
1 0 2
3 4 5

A
− =  

 
 và 

3 2 1
1 1 4

B
− =  − 

 bo‘lsà,

1) À + B;   2) B − À;   3) 2À + 4B;   4) 3À − 2B ni tîping.

10.8. Àmàllàrni bàjàring: 
1 2 1 1 3 4 2 3 4

3 2 3
1 3 1 2 2 1 1 2 1

− −     ⋅ + ⋅ − ⋅     −     
.
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10.9. Àgàr

1) 
0 1 2 1 2 3
3 0 2 ,   1 0 0
2 1 3 0 0 4

A B
   
   = = −
      
   

 và A + 3C = 5B;

2) 
1 1 2 1 1 1
0 0 3 ,   0 0 2
1 0 4 1 3 4

A B
− −   

   = =
      
   

 và 2À + 5C = 4B;

3) 
1 2 3 2 2 0
0 0 0 ,   3 0 0
3 1 4 0 1 2

A B
−   

   = =
      
   

 và 3À + 4C = 5B bo‘lsà,

C màtritsàni tîping.

Y e c h i s h . 3) 3À + 4C = 5B màtritsàviy tånglàmàning hàr ikki
tîmînigà −3À màtritsàni qo‘shib, 4C = 5B − 3À tånglàmàgà và
bundàn,

7 16 9
4 15 0 0

9 2 2
C

− − 
 =   − − 

 gà yoki 

97
4 4

15
4
9 1 1
4 2 2

4

0 0C

 − −
 
 =
 
  − − 

 gà egà bo‘là-

miz.

10.10. Àgàr ( )A = 1 3 5  và 
1
2
3

B
 
 =   
 

 bo‘lsà, ÀB và BÀ

màtritsàlàrni tîping.

10.11. Àgàr 
1
2
9

A
 
 =   
 

 và ( )B = 2 3 10  bo‘lsà, ÀB = BÀ tånglikni

tåkshiring.

10.12. 
1 0 1
2 1 0

A
− =  

 
 và 

2 0
3 2
1 1

B
− 

 =
  − 

 bo‘lsà, ÀB và BÀ

màtritsàlàrni tîping.

10.13. ( )cos sin
sin cosA α α= α α  và ( )cos sin

sin cosB β β= β β  (bu yerdà

α∈R) màtritsàlàr uchun ÀB = BÀ tånglik bàjàrilishini ko‘rsàting.

www.ziyouz.com kutubxonasi



342

10.14. Êo‘pàytirishni bàjàring:

1) 
2 1

4 3

1 0

0 2







 ⋅







 ; 2) 

3 5

6 1

1 2

3 4







 ⋅

−






 ;

3) 

1 2 3

4 5 1

1 2 1

1 2 3

1 3 4

1 2 3

















⋅
− − −
− − −
















; 4) 

3 1 1

2 1 2

1 2 3

1 0 0

0 1 1

0 0 1

















⋅















;

5) 
a b c

c b a

a c

b b

c a1 1 1

1

1

1

















⋅















; 6) 

0

0

0

0

0

0

0

0

a b c

a d e

b d f

c e f

f e d

f c b

e c a

d b a

−
− −
− − −



















⋅

− −
−

− −
−


















;

7) 
2 1 1

3 0 1

3 1

2 1

1 0







 ⋅
















; 8) 

3 2 2

0 1 1

1

3

5







 ⋅
















.

10.15. A =
−









0 1

1 0
 và E =









1 0

0 1
 màtritsàlàr bårilgàn. À 2 = −E,

E 2 = E tångliklàr o‘rinli ekànligini isbîtlàng.
10.16. Àmàllàrni bàjàring:

1) 
2 1 1

3 0 0

0 2 0

2
















; 2) 1 1

0 1

4






 ; 3) 2 1

1 2

3






 ; 4) 1 2

3 4

2






 .

10.17. A =








1 1

1 0
 và B =









2 0

1 1
 bo‘lsà, À 3 + B 3 màtritsàni

tîping.

10.18. 1) P(x) = 2x 2 − 5x ko‘phàd và A =
−









1 1

1 1
 màtritsà

bårilgàn. P(A) = 2A2 − 5A ni tîping;

2) P(x) = x2 − 5x + 6 ko‘phàd, A =








0 1

1 0
 và E =









1 0

0 1

màtritsàlàr bårilgàn. P(A) = A2 − 5A + 6E ni tîping.
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10.19. À Ò màtritsàni tîping, bundà

1) ( )A = 2 1 ;     2) A =
















4

1

3
;        3) A =









0 1

3 4
;

4) A =
−

















1 0 2

1 1 1

2 1 1

;    5) A =








3 2 1

2 3 4
;  6) A =



















0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 1 0

;

7) A =
















1 2 3 7

4 5 6 8

1 1 2 0

;  8) A =



















1 2 3 4

0 1 2 3

1 2 3 4

a β γ δ

.

10.20. Ìàtritsàni trànspînirlàsh àmàlining õîssàlàrini

A =








1 2

3 4
 và B =









1 3

5 4
 màtritsàlàr misîlidà tåkshirib ko‘ring.

2. Êvàdràt màtritsàning dåtårminànti (lîtinchà «determinans»
– àniqlîvchi). Biz ikkinchi và uchinchi tàrtibli dåtårminàntlàr
hàmdà ulàrning àsîsiy õîssàlàri bilàn tànishmiz.

Bu bànddà iõtiyoriy n nàturàl sîn uchun n- tàrtibli dåtårminànt
tushunchàsini àniqlàsh usulini qàràb chiqàmiz.

n- tàrtibli À kvàdràt màtritsà bårilgàn bo‘lsin:

11 12 1
21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n
n

n n nn

a a a
a a aA

a a a

 
 =  
 
 

                                        (1).

n = 1, n = 2, n = 3 và n = 4 bo‘lgàn hîllàrni àlîhidà-àlîhidà
qàràb chiqàylik:

à) n = 1 bo‘lsin. U hîldà birinchi tàrtibli kvàdràt màtritsàgà,
ya’ni a11 sîngà egàmiz. Bu màtritsàning dåtårminànti a11 sîngà
tång dåb hisîblànàdi;

b) n = 2 bo‘lsà, ikkinchi tàrtibli

11 12
21 22

a a
a a

  
 

                                                    (2)

kvàdràt màtritsà hîsil bo‘làdi. (2) màtritsàning dåtårminànti dåb,
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11 12
11 22 21 12

21 22

a a a a a aa a = −

sîngà àytilàdi;
d) n = 3 bo‘lsà, uchinchi tàrtibli

11 12 13
21 22 23
31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 
 
 

                                             (3)

kvàdràt màtritsà hîsil bo‘làdi. (3) màtritsàning dåtårminànti dåb,

11 12 13
11 22 33 12 23 31 21 32 13

21 22 23
13 22 31 21 12 33 32 23 11

31 32 33

a a a a a a a a a a a aa a a a a a a a a a a aa a a

+ + −= − − −

sînigà àytilàdi;
g) n = 4 bo‘lsin. U hîldà to‘rtinchi tàrtibli

11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

a a a a
a a a aA a a a a
a a a a

 
 =  
 
 

                                        (4)

kvàdràt màtritsàgà egà bo‘làmiz.
Uchinchi tàrtibli dåtårminàntlàr yordàmidà, (4) màtritsàgà

to‘là àniqlàngàn sîn — to‘rtinchi tàrtibli dåtårminànt mîs qo‘yilishi
mumkin. Bu quyidàgichà àmàlgà îshirilàdi.

(4) màtritsàdà iõtiyoriy bir elåmåntni tànlàb, shu elåmånt
turgàn sàtrni và ustunni o‘chiràmiz. O‘chirilmày qîlgàn elåmåntlàr
o‘z jîylàshuvini sàqlàgàn hîldà, uchinchi tàrtibli kvàdràt màtritsà
hîsil qilàdi. Shu kvàdràt màtritsàning dåtårminànti tànlàngàn
elåmåntning minîri dåyilàdi. ai j elåmåntning minîri Mi j ko‘rinishidà
bålgilànàdi.

Mij sînini (−1)i+j sînigà ko‘pàytirishdàn hîsil bo‘lgàn sîn ai j
elåmåntning àlgåbràik to‘ldiruvchisi dåyilàdi và Ài j bilàn bålgilànàdi.
Òà’rifgà ko‘rà

Ài j = (−1)i+j Mi j .

1 - m i s î l .  

5 20 5 15

2 4 4 8

1 4 3 7

4 3 9 3−


















 màtritsà bårilgàn. M43 và À43 ni

tîpàmiz.
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Y e c h i s h . a43 = 9 elåmåntning minîrini và àlgåbràik to‘l-
diruvchisini tîpish tàlàb qilinmîqdà. M43 ni tîpish uchun
màtritsàdàgi to‘rtinchi sàtrni và uchinchi ustunni o‘chiràmiz:

5 20 5 15

2 4 4 8

1 4 3 7

4 3 9 3−


















.

O‘chirilmày qîlgàn elåmåntlàrdàn hîsil bo‘làdigàn uchinchi
tàrtibli kvàdràt màtritsàning dåtårminànti:

5 20 15

2 4 8

1 4 7

80= − .

Bundàn M43 = −80 và À43 = (−1)4+3 M43 = 80 hîsil qilinàdi.

(4) màtritsàning dåtårminànti dåb, 11 11 12 12 13 13a A a A a A+ + +

14 14a A+   sîngà àytilàdi. (4) màtritsàning dåtårminàntini

11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

a a a a
a a a aA a a a a
a a a a

=

ko‘rinishdà bålgilàymiz. U to‘rtinchi tàrtibli dåtårminànt dåb àtàlàdi.
Iõtiyoriy À kvàdràt màtritsàning dåtårminànti | À | yoki detA

ko‘rinishdà bålgilànishini eslàtib o‘tàmiz.
Ikkinchi tàrtibli dåtårminàntlàr õîssàlàri iõtiyoriy n-tàrtibli

(n ≥ 3) dåtårminàntlàr uchun hàm o‘rinlidir. Shu õîssàlàrni
kåltiràmiz.

1. Àgàr dåtårminàntdà sàtrlàri mîs ustunlàri bilàn o‘rin
àlmàshtirilsà, uning qiymàti o‘zgàrmàydi, ya’ni

11 12 1 11 21 1
21 22 2 12 22 2

1 2 1 2

... ...

... ...
... ... ... ... ... ... ... ...

... ...

n n
n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a

= .

2. Ikki sàtr (yoki ustun)ning o‘rnini àlmàshtirish nàtijàsidà
dåtårminàntning ishîràsi qàràmà-qàrshi ishîràgà o‘zgàràdi, àbsîlut
qiymàti esà o‘zgàrmàydi, ya’ni
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11 12 1 12 11 1
21 22 2 22 21 2

1 2 1 2

... ...

... ...
... ... ... ... ... ... ... ...

... ...

n n
n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a

= − .

3. Ikkità bir õil sàtrli (yoki ustunli) dåtårminànt nîlgà tång.

4. Sàtrdàgi (yoki ustundàgi) bàrchà elåmåntlàrning umumiy
ko‘pàytuvchisini dåtårminànt bålgisidàn tàshqàrigà chiqàrish mumkin:

11 12 1 11 12 1
21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

... ...

... ...
... ... ... ... ... ... ... ...

... ...

n n
n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a

λ λ λ
= λ ⋅ .

5. Àgàr birîr sàtrning (yoki ustunning) bàrchà elåmåntlàri nîlgà
tång bo‘lsà, dåtårminànt nîlgà tång bo‘làdi.

6. Àgàr dåtårminàntning birîr sàtri (yoki ustuni) elåmåntlàrigà
bîshqà sàtrning (bîshqà ustunning) bir õil λ sîngà ko‘pàytirilgàn
mîs elåmåntlàri qo‘shilsà, dåtårminànt o‘z qiymàtini o‘zgàrtirmàydi:

11 12 1 11 1 12 1
21 22 2 21 2 22 2

1 2 1 2

... ...

... ...
... ... ... ... ... ... ... ...

... ...

n n n
n n n

n n nn n nn n nn

a a a a a a a
a a a a a a a

a a a a a a a

+ λ
+ λ=

+ λ

.

7. Dåtårminàntni o‘zining iõtiyoriy i- sàtri elåmåntlàri bo‘yichà
yoyish mumkin:

1 1 2 2 ...i i i i in inD a A a A a A= + + + .

2 - m i s î l .  

5 20 5 15
2 4 4 8
1 4 3 7
0 0 9 0

 dåtårminàntni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  Òo‘rtinchi sàtrdà nîldàn fàrqli bo‘lgàn bittà sîn
turibdi. Shu sàbàbli dåtårminàntni hisîblàshdà to‘rtinchi sàtrdàn
và 7- õîssàdàn fîydàlànàmiz:

4 1 4 2
5 20 5 15 20 5 15 5 5 152 4 4 8 0 ( 1) 4 4 8 0 ( 1) 2 4 81 4 3 7 4 3 7 1 3 70 0 9 0

+ += ⋅ − + ⋅ − +
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4 3 4 4
5 20 15 5 20 5

9 ( 1) 2 4 8 0 ( 1) 2 4 4
1 4 7 1 4 3

+ ++ ⋅ − + ⋅ − =

0 0 9 ( 1) ( 80) 0 720.= + + ⋅ − ⋅ − + =

Òo‘rtinchi tàrtibli dåtårminànt tushunchàsi uchinchi tàrtibli
dåtårminànt tushunchàsi îrqàli àniqlàndi. Õuddi shu kàbi,
båshinchi tàrtibli dåtårminànt tushunchàsi to‘rtinchi tàrtibli
dåtårminànt îrqàli, îltinchi tàrtibli dåtårminànt esà båshinchi
tàrtibli dåtårminànt îrqàli và umumàn n- tàrtibli dåtårminànt (n-
1)- tàrtibli dåtårminànt îrqàli àniqlànàdi. Bundà elåmåntning
minîri và àlgåbràik to‘ldiruvchisi tushunchàlàri õuddi n = 4 bo‘lgàn
hîldàgidåk tà’riflànàdi.

3 - m i s î l .  

5 20 5 15 1
2 4 4 8 3
1 4 3 7 2
0 0 9 0 1
0 0 0 0 2

 dåtårminàntni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  Båshinchi sàtrdà nîllàr và 2 sîni turibdi. Shu sàbàbli
båshinchi tàrtibli dåtårminàntni hisîblàshdà àynàn shu sàtrdàn
fîydàlànish qulàydir:

5 5

5 20 5 15 1 5 20 5 152 4 4 8 3 2 4 4 82 ( 1) 2 720 1440.1 4 3 7 2 1 4 3 70 0 9 0 1 0 0 9 00 0 0 0 2

+= ⋅ − ⋅ = ⋅ =

4 - m i s î l .  Quyidàgi dåtårminàntni hisîblàymiz:

1 2 1 4
1 3 0 6
2 2 1 4
3 1 2 1

− −
∆ = −

− −
.

Y e c h i s h .  Birinchi sàtrgà −1 gà ko‘pàytirilgàn uchinchi sàtrni
qo‘shàmiz (6- õîssà):

3 0 0 01 ( 2) 2 2 1 ( 1) 4 ( 4)
1   3   0   6 1 3 0 6
2 2   1   4 2 2 1 4
3   1 2 1 3 1 2 1

−− + − − + + − + −
∆ = =− −

− − − −

.
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Îõirgi dåtårminàntning birinchi sàtridà uchtà nîl màvjud, shu
sàbàbli dåtårminàntni hisîblàshdà shu sàtrdàn fîydàlànish ishni
îsînlàshtiràdi:

1 1
3 0 6

( 3) ( 1) 2 1 4 3 39 117
1 2 1

+∆ = − ⋅ − − = − ⋅ = −
− −

.

Ì à s h q l à r

10.21. Dåtårminàntni hisîblàng:

1) 3 8
4 9

; 2) 1 sin
sin 1

α
α

; 3) 
1 2 3
0 4 1
1 2 1

; 4) 
1 1 1
2 4 6
3 5 8

.

10.22. 
1 4 9
0 3 2
0 4 5

A
 
 =
  
 

 màtritsà bårilgàn. | A |, Ì12 và À12 ni tîping.

10.23. Dåtårminàntni hisîblàng:

1) 

2 1 3 1
0 1 2 4
0 2 1 3
0 2 0 0

− −
−
−

−

; 2) 

1 2 3 4
0 2 3 4
1 2 1 3
3 3 4 1

;

3) 

3 1 1 1
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

; 4) 

1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

;

5) 

3 4 5 6 7
0 2 1 3 1
0 0 1 2 4
0 0 2 1 3
0 0 2 0 0

− −
−
−

−

; 6) 

0 1 2 3 4
0 0 2 3 4
0 1 2 1 3
0 3 3 4 1
2 4 8 9 10

.

10.24. 

1 2 3 4
5 6 7 0
0 0 1 1
1 0 0 0

A

 
 

=  
  
 

 màtritsà bårilgàn. Uning birinchi

sàtridàn fîydàlànib, detA ni hisîblàng.
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10.25. det(AB)=detA ⋅ detB tånglik o‘rinli ekànligigà A =
















1 2 3

0 5 0

7 0 9

và B =
















1 3 0

0 0 3

1 2 3

 màtritsàlàr misîlidà ishînch hîsil qiling.

10.26. am bp an bq
cm dp cn dq

+ +
+ +

 dåtårminàntni qo‘shiluvchilàrgà

yoyish bilàn sîddàlàshtiring.

3. Òåskàri màtritsà. n-tàrtibli kvàdràt màtritsà

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
  
 

ning bîsh diàgînàli a11, a22, ..., ann dàgi bàrchà elåmåntlàr 1 gà,
qîlgàn elåmåntlàr esà 0 gà tång bo‘lsà, bu màtritsà birlik màtritsà
dåyilàdi và E hàrfi bilàn bålgilànàdi. Ushbu

1 0
0 1

E  =  
 

  và  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

E
 
 =
 
 

màtritsàlàr mîs ràvishdà ikkinchi và uchinchi tàrtibli birlik
màtritsàlàrdir.

Birlik màtritsà àlîhidà àhàmiyatgà egà: istàlgàn n- tàrtibli À
kvàdràt màtritsàni n tàrtibli E birlik màtritsàgà ko‘pàytirish nàtijàsidà
À màtritsàning o‘zi hîsil bo‘làdi, ya’ni ÀE = À.

Àgàr n-tàrtibli À và B kvàdràt màtritsàlàr uchun ÀB = E tånglik
o‘rinli bo‘lsà, B màtritsà À màtritsàgà tåskàri màtritsà dåyilàdi.

Àgàr B màtritsà À màtritsàgà tåskàri màtritsà bo‘lsà, À màtritsà
B màtritsàgà tåskàri màtritsà bo‘lishini, ya’ni BÀ = E tånglik hàm
bàjàrilishini isbîtlàsh mumkin.

À màtritsàgà tåskàri màtritsàni À−1 bilàn bålgilàsh qàbul qilingàn.

7 2
3 1

A  =  
 

 màtritsà uchun ( )1 1 2
3 7A − −= −  màtritsà tåskàri

màtritsàdir (qàràng, 1-bànd, 6-misîl).
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Bårilgàn kvàdràt màtritsàgà tåskàri màtritsàni tîpish àlgîritmini
quyidàgi sõåmà ko‘rinishidà ifîdàlàymiz (misîl sifàtidà, uchinchi
tàrtibli kvàdràt màtritsàni qàràymiz, Õ.1-ràsmgà qàràng).

1 - m i s î l .  
1 1 1
2 1 0
1 1 1

A
− 

 =
  − 

 màtritsàgà tåskàri màtritsàni

tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Bårilgàn màtritsàning dåtårminàntini tîpàmiz:

 
1 1 1

| | 2 1 0 1 2 1 2 2
1 1 1

A
−

= = + + − =
−

.

| À | = 2 bo‘lgànidàn À màtritsàgà À−1 tåskàri màtritsà màvjud.
Uni tuzish màqsàdidà À màtritsà elåmåntlàrining àlgåbràik
to‘ldiruvchilàrini tîpàmiz:

Boshlanishi

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =
 
 

| |A

11 12 13

21 22 23

31 32 33

A A A
B A A A

A A A

 
 =
 
 

11 21 31

12 22 32

13 23 33

T
A A A

B A A A
A A A

 
 =
 
 

1 1
| |

T

A
A B− = ⋅

   Hà                                              Yo‘q

À−1 mavjud emas

Tamom
X.1-rasm.

| | 0A =

www.ziyouz.com kutubxonasi



351

1 1
11

1 0( 1) 1
1 1

A += − ⋅ =
−

; 2 1
21

1 1( 1) 0
1 1

A + −= − ⋅ =
−

;

3 1
31

1 1( 1) 1
1 0

A + −= − ⋅ = ;  1 2
12

2 0( 1) 2
1 1

A += − ⋅ = − ;

2 2
22

1 1( 1) 2
1 1

A + −= − ⋅ = ;     3 2
32

1 1( 1) 2
2 0

A + −= − ⋅ = − ;

1 3
13

2 1( 1) 3
1 1

A += − ⋅ = −
−

;  2 3
23

1 1( 1) 2
1 1

A += − ⋅ = −
−

;

3 3
33

1 1( 1) 1
2 1

A += − ⋅ = − .

Endi À màtritsàdàgi hàr bir elåmåntni uning àlgåbràik to‘ldi-

ruvchisi bilàn àlmàshtirishdàn hîsil bo‘làdigàn 
1 2 3
0 2 2
1 2 1

B
− − 

 = −
 − − 

màtritsàni tuzàmiz và uni trànspînirlàymiz: 
1 0 1
2 2 2
3 2 1

TB
 
 = − −
 − − − 

.

U hîldà, 1

1 1
2 2

1 1
2| | 3 1

2 2

01 0 1
2 2 2 1 1 1
3 2 1 1

T

A
A B−

 
   
 = ⋅ = ⋅ − − = − − 
   − − −  − − − 

 

.

2 - m i s î l .  
1 2
2 4

A  =  
 

 màtritsàgà tåskàri màtritsàni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  
1 2| | 4 4 0
2 4

A = = − =  bo‘lgàni uchun bårilgàn

màtritsàgà tåskàri màtritsà màvjud emàs.

Ì à s h q l à r

10.27. Àgàr 
a bA
c d

 =  
 

 màtritsà uchun | | 0A ad bc= − ≠  bo‘lsà,

u hîldà 1 1
| |A

d bA
c a

− − =  − 
 bo‘lishigà ishînch hîsil qiling.
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10.28. 
1 2 3
2 4 6
1 3 5

 
 
 
 

 màtritsàgà tåskàri màtritsà màvjudmi?

10.29. Ìàtritsàgà tåskàri màtritsàni tîping:

1) 1 3
4 7

 
 
 

; 2) 2 6
3 4

 
 
 

; 3) 
3 4 1
2 3 1
5 2 2

 
 
 
 

;

4) 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

− 
 
 
 

; 5) 

1 3 5 7
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1

− 
 −
 
  
 

; 6) 

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 
 − −
 − −  − − 

.

10.30. Ìàtritsàviy tånglàmàdàn Õ màtritsàni tîping (ÀB ≠ BÀ!):

1) 2 5 4 6
1 3 2 1

X −   =   
   

; 2) 2 3 3 2
5 8 1 4

X −   =   
   

;

3) 
3 4 1 1 2 3
2 3 1 1 0 1
5 2 2 0 0 2

X
   
   = −
   
   

; 4) 
1 2 3 3 4 1
0 1 2 2 3 1
0 0 1 5 2 2

X
−   

   =
   
   

.

10.31. 1 1
0 1

A  =  
 

 và 
1 0
2 1

B  =  
 

 màtritsàlàr uchun (ÀB)−1 =

 =À−1.B−1 bo‘lishini isbîtlàng.
4. n nîmà’lumli n tà chiziqli tånglàmàlàr siståmàsini màtritsàlàr

yordàmidà yechish.

11 12 1 1 1
21 22 2 2 2

1 2

...

... ,   ,   ... ... ... ... ... ...

...

n
n

n n nn n n

a a a x c
a a a x cA X C

a a a x c

     
     = = =     
     
     

màtritsàlàrni qàràymiz. Ìàtritsàlàrni ko‘pàytirish qîidàsigà ko‘rà,

11 12 1 1 11 1 12 2 1
21 22 2 2 21 1 22 2 2

1 2 1 1 2 2

... ...

... ...
... ... ... ... ... ............................

... ...

n n n
n n n

n n nn n n n nn n

a a a x a x a x a x
a a a x a x a x a xAX

a a a x a x a x a x

+ + +     
     + + += ⋅ =     
     + + +     

màtritsàviy tånglik o‘rinlidir. Bu yerdàn, n nîmà’lumli n tà

11 1 12 2 1 1
21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...
...................................

...

n n
n n

n n nn n n

a x a x a x c
a x a x a x c

a x a x a x c

+ + + =
 + + + =

 + + + =

                             (1)

chiziqli tånglàmà siståmàsini yuqîridàgi À, Õ, C màtritsàlàr yordà-
midà
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ÀÕ = C                                                         (2)
ko‘rinishdà yozish mumkinligini ko‘ràmiz.

(2) tånglàmà (1) tånglàmàlàr siståmàsining màtritsàviy yozuvi
dåyilàdi. Àgàr | A | = 0 bo‘lsà, (1) tånglàmàlàr siståmàsini
màtritsàviy usuldà yechib bo‘lmàydi.

| A | ≠ 0 bo‘lsin. U hîldà À −1 màtritsà màvjuddir. (2)
tånglàmàning hàr ikki tîmînini À −1 gà ko‘pàytirib,

À −1(ÀÕ) = À −1C  yoki  (À −1À)Õ = À −1C

ni îlàmiz. À −1À = E và EÕ = Õ bo‘lgàni uchun màtritsàviy
tånglàmàning yechimini quyidàgi ko‘rinishdà hîsil qilàmiz:

Õ = À −1C.                                                    (3)
Bu esà chiziqli tånglàmàlàr siståmàsini yechishning yanà bir

usulidir. Shu usulning tàtbiqigà dîir misîl qàràymiz.

Ì i s î l .  

7 2 3 13,

9 3 4 15,

5 3 14

x y z

x y z

x y z

+ + =
 + + =
 + + =

 tånglàmàlàr siståmàsini yechàmiz.

Y e c h i s h .  Bårilgàn siståmàni màtritsàviy shàkldà yozib îlàmiz:

7 2 3 13

9 3 4 15

5 1 3 14

x

y

z

     
     =     
     
     

 .

7 2 3
9 3 4
5 1 3

A
 
 =
  
 

 màtritsàning dåtårminànti A = ≠1
3

0  bo‘lgàni

uchun À −1 màtritsà màvjud. Uni tuzàmiz:

1

5 1
3 3
7 1
3 3

1

2 .

2 1 1

A −

 − −
 
 = − − 
 − 
 

.

U hîldà (3) tånglikkà ko‘rà
5 1
3 3
7 1
3 3

1
13 2

2 15 5

14 32 1 1

x

y

z

 − −
      
      = − − ⋅ = −      
           − 

 
tånglikni îlàmiz. Dåmàk, x = 2, y = −5, z = 3.
23 Àlgebra, II qism
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Ì à s h q l à r

10.32. Òånglàmàlàr siståmàsini màtritsàviy usuldà yeching:

1) 
1 2

1 2 3

1 2 3

3 5,

2 0,

2 4 15;

x x

x x x

x x x

− =
− + + =
 − + =

2) 

5 4 3 0,

0,

3 0;

x y z

x y z

x y z

+ + =
 + − =
 + − =

3) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4,

3 4 2 11,

3 2 4 15;

x x x

x x x

x x x

− − =
 + − =
 − + =

4) 

4 5 0,

3 2 0,

2 9 3 0;

x y z

x y z

x y z

+ − =
 − + =
 − + =

5) 

2 3 7,

2,

2 3 1;

x y z

x y z

x y z

− + =
 + − =
 + − = −

6) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 0,

5 0,

2 3 0;

x x x

x x x

x x x

− + =
 − + =
 + − =

7) 

1 2 3 4

1 2 4

2 3 4

1 2 3 4

2 5 8,

3 6 9,

2 4 5,

4 7 6 0;

x x x x

x x x

x x x

x x x x

+ − + =
 − − =
 − + = −
 + − + =

8) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0,

2 3 4 0,

3 6 10 0,

4 10 20 0;

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

+ + + =
 + + + =


+ + + =
 + + + =

9) 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

0,

2 2 3 0,

4 4 9 0,

8 8 27 0,

16 16 81 0;

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ + + + =
 − + − + = + + + + =
 − + − + =
 + + + + =

10) 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 1,

2 3 4 25 8,

3 2 3,

4 3 4 2 2 2,

2 3 3.

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ − + − = −
 − + − + = + − + − =
 + + + + = −
 − − + − = −

2-§. Chiziqli fàzî

1. Chiziqli fàzî tushunchàsi. Ìàtåmàtikà, fizikà, måõànikàdà
shundày îbyåktlàr uchràydiki, ulàr bir yoki bir nåchtà hàqiqiy
sînlàrning tàrtiblàngàn siståmàsi bilàn àniqlànàdi. Ìàsàlàn,
tåkislikdàgi hàr qàndày nuqtà o‘zining ikkità kîîrdinàtàsi bilàn,

www.ziyouz.com kutubxonasi



355

hàr qàndày våktîr o‘zining ikkità tàshkil etuvchisi (kîîrdinàtàlàri)
bilàn àniqlànàdi. Àgàr våktîr fàzîdà bårilgàn bo‘lsà, u o‘zining
uchtà tàshkil etuvchisi (kîîrdinàtàlàri) bilàn õàràktårlànàdi.

Òåkislikdàgi våktîrlàrning eng sîddà umumlàshmàsi n o‘lchîvli
våktîrdir.

Òàrtib bilàn yozilgàn n tà hàqiqiy sînlàr siståmàsi, ya’ni
a = (a1, a2, ..., an) n o‘lchîvli våktîr dåyilàdi. Bu yerdà a1, a2,
..., an sînlàr våktîrning kîîrdinàtàlàri dåyilàdi.

Òåkislikdàgi bàrchà våktîr (yo‘nàltirilgàn kåsmà)làr to‘plàmini
V 2 bilàn và m×n o‘lchàmli bàrchà màtritsàlàr to‘plàmini Rm×n
bilàn bålgilàymiz. Bu to‘plàmlàrning hàr biridà elåmåntlàrni
qo‘shish và elåmåntni hàqiqiy sîngà ko‘pàytirish àmàllàri
kiritilgàndir.

Elåmåntlàrni qo‘shish và elåmåntni hàqiqiy sîngà ko‘pàytirish
àmàllàrining V 2 to‘plàmdàgi bàjàrilishi shu àmàllàrning Rm×n
to‘plàmdàgi bàjàrilishigà mutlàqî o‘õshàmàsà-dà, bu àmàllàrning
umumiy õîssàlàri màvjud:

Òàrtib V 2 to‘plàmdà Rm×n to‘plàmdà
ràqàmi

1 ∀ ∈  a b V, 2  våktîrlàr uchun  ,  m nA B R ×∀ ∈  màtritsàlàr uchun

a b b a+ = + À + B = B + À

2 ∀ ∈   a b c V, , 2  våktîrlàr   ∀ À, B, C∈Rm×n màtritsàlàr
uchun  uchun

( ) ( )a b c a b c+ + = + + (À + B) + C = À + (B + C)

3 ∀ ∈ a V 2  våktîr uchun ∀ À∈Rm×n màtritsà uchun

a a+ =0  (bu yerdà À + Î = À

0  – nîl-våktîr) (bu yerdà

0 0 0 ... 0
0 0 0 ... 0 )... ... ... ... ...
0 0 0 ... 0

m nO R ×

 
 = ∈ 
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4 ∀ ∈ a V 2  våktîr uchun ∀ À∈Rm×n màtritsà uchun
ungà qàràmà-qàrshi ungà qàràmà-qàrshi
−a  våktîr màvjud: −A màtritsà màvjud:

A A O+ − = =



















( )

...

...

... ... ... ... ...

...

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

5 ∀ ∈ a V 2  våktîr uchun ∀ À∈Rm×n màtritsà uchun
1 1⋅ = ∈a a R ( ) 1 1⋅ = ∈A A R ( )

6 ∀ ∈ a V 2  våktîr và ∀ À∈Rm×n màtritsà và
∀ ∈  α β, R  sînlàr uchun ∀ ∈  α β, R  sînlàri uchun

α β αβ( ) ( )a a= α β αβ( ) ( )A A=

7 ∀ ∈ a V 2  våktîr và ∀ À∈Rm×n màtritsà và
∀ ∈  α β, R  sînlàr uchun ∀ ∈  α β, R  sînlàri uchun

( )α β α β+ = +a a a ( )α β α β+ = +A A A

8 ∀ ∈  a b V, 2  våktîrlàr và ∀ À, B∈Rm×n màtritsà và
∀ ∈ α R  sîn uchun ∀ ∈ α R  sînlàri uchun

α α α( )a b a b+ = + α α α( )A B A B+ = +

Elåmåntlàrni qo‘shish và elåmåntlàrni sîngà ko‘pàytirish
àmàllàri õîssàlàridàgi bu umumiylik tàbiàtàn bir-birigà
o‘õshàmàydigàn to‘plàmlàrni umumiy nuqtàyi nàzàrdàn o‘rgànish
imkînini båràdi và chiziqli fàzî tushunchàsigà îlib kålàdi.

Bo‘sh bo‘lmàgàn L to‘plàm bårilgàn bo‘lsin và bu to‘plàmdà
elåmåntlàrni qo‘shish và elåmåntni hàqiqiy sîngà ko‘pàytirish
àmàllàri kiritilgàn bo‘lsin. Àgàr ∀x, y, z∈L; α, β∈R uchun
quyidàgi 8 tà õîssà o‘rinli bo‘lsà, bu àmàllàrni chiziqli àmàllàr
dåb àtàymiz:

1. x + y = y  + x.
2. (x + y) + z = x + (y + z).
3. L to‘plàmdà shundày bir θ elåmånt màvjudki, iõtiyoriy x∈L

elåmånt uchun x + θ = x tånglik o‘rinli bo‘làdi. θ elåmåntni nîl-
elåmånt dåb àtàymiz.

4. Iõtiyoriy x∈L elåmånt uchun x + (−x) = θ tånglik o‘rinli
bo‘làdigàn −x∈L elåmånt (x gà qàràmà-qàrshi elåmånt) màvjud.
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5. 1 ⋅ x = x.
6. α(βx) = (αβ)x.
7. (α + β)x = αx + βx.
8.α(x − y) = αx − αy.
Chiziqli àmàllàr kiritilgàn L to‘plàm chiziqli fàzî (yoki våktîr

fàzî), uning elåmåntlàri esà våktîrlàr dåb àtàlàdi. Chiziqli fàzî
îdàtdàgi uch o‘lchîvli fàzîning umumlàshmàsidàn ibîràt ekàn.

Rm×n và V
2 to‘plàmlàrning hàr biri chiziqli fàzîdir. Chiziqli

fàzîgà dîir bîshqà misîl qàràshdàn îldin, hàr qàndày L chiziqli
fàzîdà o‘rinli bo‘làdigàn quyidàgi õîssàlàrni kåltiràmiz:

1. 0 ⋅ x = θ.
2. −x = (−1) ⋅ x.
3. x − y = x + (−y).
4. (α − β)x = αx − βx.
5. α(x − y) = αx − αy.
6. α ⋅ θ = θ.
7. α ⋅ x = θ bo‘lsà, α = 0 yoki x = θ bo‘làdi.
Bu õîssàlàrning o‘rinli ekànligi chiziqli fàzî àksiîmàlàri  (1–8-

õîssàlàr) dàn kålib chiqàdi.

Ì i s î l .  (n o‘lchîvli àrifmåtik fàzî.) a = ( a1, a2, ..., an)
våktîr bårilgàn bo‘lsin. Bàrchà n o‘lchîvli våktîrlàr to‘plàmini Rn

bilàn bålgilàymiz. Bu to‘plàmdàgi ikkità elåmånt ulàrning mîs
kîîrdinàtàlàri tång bo‘lgàndàginà tång dåb hisîblànàdi:

a = b ⇔ ai = bi (i = 1, 2, ..., n, a∈Rn, b∈Rn).

Rn to‘plàmdà elåmåntlàrni qo‘shish và elåmåntni sîngà
ko‘pàytirish àmàllàri quyidàgichà àniqlànàdi:

a + b = (a1 + b1; a2 + b2; ...; an + bn);

λa = ( λa1; λa2; ...; λan).

Rn to‘plàmning chiziqli fàzî bo‘lishligini, ya’ni kiritilgàn bu
àmàllàrning chiziqli àmàllàr ekànligini ko‘rsàtàmiz. a∈Rn, b∈Rn,
c∈Rn, α∈R, β∈R bo‘lsin. U hîldà:
1. a + b = (a1 + b1; a2 + b2; ...; an + bn) = ( b1 + a1; b2 + a2; ...; bn + an) = b + a.

2. (a + b) + c = (a1 + b1; a2 + b2; ...; an + bn) + (c1; c2; ...; cn) =
= (a1 + b1 + c1; a2 + b2 + c2; ...; an + bn + cn) =
= (a1 + (b1 + c1); a2 + (b2 + c2); ...; an + (bn + cn)) =
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= (a1; a2; ...; an) + (b1 + c1; b2 + c2; ...; bn + cn) = a + (b + c).

3. 

ta

0, 0, , 0

n

θ =    elåmåntni qàràymiz. Iõtiyoriy a∈Rn elåmånt

uchun
a + θ = (a1 + 0; a2 + 0; ...; an + 0) = (a1; a2; ...; an) = a

tånglik o‘rinli.
4. a∈Rn bo‘lsin. −a = (−1) ⋅ a = (−a1; −a2; ...;  −an) elåmåntni

qàràymiz.

a + (−a) = (a1 + (−a1); a2 + (−a2); ...; an + (−an)) = 
ta

(0,   0,  ...,  0)

n
  = θ

tånglik o‘rinli.
5. 1 ⋅ a = (1 ⋅ a1; 1 ⋅ a2; ...; 1 ⋅ an) = (a1; a2; ...; an) = a.
6. α ⋅ (β ⋅ a) = α ⋅ (β ⋅ a1; β ⋅ a2; ... ; β ⋅ an) = (α ⋅ β ⋅ a1; α ⋅ β ⋅ a2; ... ; α ⋅ β ⋅ an) =

= ((α ⋅ β)a1; (α ⋅ β)a2; ... ;(α ⋅ β)an) = (α ⋅ β) ⋅ (a1; a2; ... ; an).
7. (α + β)a = ((α + β)a1; (α + β)a2; ...; (α + β)an) =

= (αa1 + βa1; αa2 + βa2; ...; αan + βan) =
= (αa1; αa2; ...; αan) + (βa1; βa2; ...; βan) = αa + βa.

8. α(a + b) = α(a1 + b1; a2 + b2; ...; an + bn) =
= (α(a1 + b1); α(a2 + b2); ...; α(an + bn)) =
= (αa1 + αb1; αa2 + αb2; ...; αan + αbn) =
= (αa1; αa2; ...; αan) + (αb1; αb2; ...; αbn) = αa + αb.

Dåmàk, R n to‘plàm chiziqli fàzî ekàn. Bu chiziqli fàzî n
o‘lchîvli àrifmåtik fàzî dåb yuritilàdi.

Ò å î r å m à .  Chiziqli fàzî bo‘làdigàn to‘plàmlàr chåksiz ko‘pdir.
I s b î t .  Iõtiyoriy n nàturàl sîn uchun R n to‘plàm chiziqli

fàzîdir. Nàturàl sînlàr chåksiz ko‘p bo‘lgànligi uchun chiziqli
fàzî bo‘làdigàn chåksiz ko‘p to‘plàmlàr màvjuddir.

Ì à s h q l à r

10.33. Quyidàgi to‘plàm chiziqli fàzî bo‘làdimi:
1) Bo‘sh to‘plàm; 2) {1}?
10.34. Bàrchà hàqiqiy sînlàr to‘plàmi chiziqli fàzî tàshkil

etishini isbîtlàng.
10.35. L = {0} to‘plàmning chiziqli fàzî tàshkil etishini isbîtlàng.
10.36. Dàràjàsi n nàturàl sîndàn îshmàydigàn hàmdà qo‘shish

và ko‘pàytirish àmàllàri îdàtdàgichà bàjàrilàdigàn bàrchà
ko‘phàdlàr to‘plàmining chiziqli fàzî bo‘lishini isbîtlàng.
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10.37. R dà àniqlàngàn bàrchà funksiyalàr L = {f (x)} to‘plàmi
funksiyalàrni qo‘shish và sîngà ko‘pàytirishning îdàtdàgi àniqlà-
nishigà ko‘rà chiziqli fàzî hîsil qilishini isbîtlàng.

10.38. L = {a ⋅ ex + b e−xx∈R} to‘plàm chiziqli fàzî tàshkil
etishini isbîtlàng.

10.39. [0; 1] kåsmàdà uzluksiz bo‘lgàn bàrchà f (x) funksiyalàr
to‘plàmi funksiyalàrni qo‘shish và sîngà ko‘pàytirishning îdàtdàgi
àniqlànishigà ko‘rà chiziqli fàzî tàshkil etishini isbîtlàng.

10.40. Dàràjàsi n gà tång bo‘lgàn bàrchà ko‘phàdlàr to‘plàmi
chiziqli fàzî tàshkil etmàsligini isbîtlàng.

2. Chiziqli erkli và chiziqli bîg‘liq våktîrlàr. L chiziqli fàzîning
x1, x2, ..., xk våktîrlàrini qàràymiz. Ushbu

α1x1 + α2x2 +  ... + αkxk                                      (1)

ifîdà x1, x2, ..., xk våktîrlàrning kîeffitsiyåntlàri α1, α2, ..., αk
bo‘lgàn chiziqli kîmbinàtsiyasi dåyilàdi (bu yerdà α1, α2, ..., αk –
hàqiqiy sînlàr).

x1, x2, ..., xk våktîrlàrning hàr qàndày chiziqli kîmbinàtsiyasi
L to‘plàmning elåmånti bo‘làdi, chunki elåmåntlàr ustidà chiziqli
àmàllàr bàjàrish nàtijàsidà shu chiziqli fàzîgà tågishli bo‘lgàn
elåmånt hîsil bo‘làdi.

1-misîl . R 4 fàzîdàgi x1=(1; 0; 0; 0), x2=(0; 1; 0; 0), x3=(0; 0;
1; 0), x4 = (0; 0; 0; 1) våktîrlàrning kîeffitsiyåntlàri α1, α2, α3,
α4 bo‘lgàn chiziqli kîmbinàtsiyasi R 4 fàzîning qàndày våktîrigà
tång bo‘lishini àniqlàymiz.

Y e c h i s h .
α1x1 + α2x2 + α3x3 + α4x4 = α1(1; 0; 0; 0) + α2(0; 1; 0; 0) +

+ α3(0; 0; 1; 0) + α4(0; 0; 0; 1) = (α1; 0; 0; 0) + (0; α2; 0; 0) +
+ (0; 0; α3; 0) + (0; 0; 0; α4) = (α1; α2; α3; α4).

Shundày qilib, x1 = (1; 0; 0; 0), x2 = (0; 1; 0; 0), x3 = (0; 0; 1;
0),     x4 = (0; 0; 0; 1) våktîrlàrning kîeffitsiyåntlàri α1, α2, α3,
α4 bo‘lgàn chiziqli kîmbinàtsiyasi kîîrdinàtàlàri α1, α2, α3, α4
bo‘lgàn to‘rt o‘lchîvli (α1, α2, α3, α4) våktîrgà tång ekàn.

Àgàr y∈L  våktîr L chiziqli fàzîdàgi x1, x2, ..., xk våktîrlàrning
chiziqli kîmbinàtsiyasi ko‘rinishdà, ya’ni

y = α1x1 + α2x2 + ... + αkxk                                    (2)
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ko‘rinishdà tàsvirlàngàn bo‘lsà, y våktîr x1, x2, ..., xk våktîrlàr
bo‘yichà yoyilgàn dåyilàdi.

1-misîldà (α1; α2; α3; α4) = α1x1 + α2x2 + α3x3 + α4x4 ekànligini,
ya’ni to‘rt o‘lchîvli (α1; α2; α3; α4) våktîr x1, x2, x3, x4 våktîrlàr
bo‘yichà yoyilgànligini ko‘ràmiz.

L chiziqli fàzîdàgi hàr qàndày x1, x2, x3, ..., xk våktîrlàr
siståmàsi uchun quyidàgi hîllàr ro‘y bårishi mumkin:

1) L chiziqli fàzîning hàr qàndày våktîrini x1, x2, x3, ..., xk
våktîrlàr bo‘yichà yoyish mumkin;

2) L chiziqli fàzîning x1, x2, x3, ..., xk våktîrlàr bo‘yichà
yoyilmàydigàn birîr våktîri màvjud.

2 - m i s î l .  R5 fàzîning x1 = (1; 0; 0; 0; 0), x2 = (0; 1; 0; 0; 0),
..., x5 = (0; 0; 0; 0; 1) våktîrlàrini qàràymiz. y = (y1, y2, y3, y4,
y5) våktîr shu fàzîning iõtiyoriy våktîri bo‘lsin. U hîldà

y = y1x1 + y2x2 + y3x3 + y4x4 + y5x5

tånglikning to‘g‘ri ekànligini båvîsità tåkshirib ko‘rish mumkin.
R5 fàzîning hàr qàndày y våktîrini x1, x2, x3, x4, x5 våktîrlàr

bo‘yichà yoyish mumkin.

3 - m i s î l .  R3 fàzîdàgi x1 = (1; 2; 0), x2 = (2; 3; 0) våktîrlàr
siståmàsini qàràymiz. y = (1; 1; 2)∈R3 våktîrni x1, x2 våktîrlàr
bo‘yichà yoyish mumkin emàsligini àniqlàymiz.

Y e c h i s h .  y våktîrni x1, x2 våktîrlàr bo‘yichà yoyish mumkin
và yoyilmàning kîeffitsiyåntlàri α1, α2 sînlàrdàn ibîràt dåb fàràz
qilàylik. U hîldà y = α1x1 + α2x2 yoki (1; 1; 2) = ( α1 + 2α2; 2α1 +
+3α2; 0) tånglik o‘rinli bo‘làdi. Îõirgi tånglikdàn, n o‘lchîvli
våktîrlàrning tångligi tà’rifigà ko‘rà

1 2

1 2

2 1,

2 3 1,

0 2

α + α =
 α + α =
 =

siståmàni hîsil qilàmiz. Bu siståmà ziddiyatlidir. Dåmàk, fàràzimiz
nîto‘g‘ri, ya’ni y våktîrni x1, x2 våktîrlàr bo‘yichà yoyish mumkin
emàs.

Endi chiziqli fàzî nîl-våktîri θ ni bårilgàn x1, x2, ..., xk våktîrlàr
bo‘yichà yoyish màsàlàsini qàràymiz.

x1, x2, ..., xk làr L chiziqli fàzîning iõtiyoriy våktîrlàri bo‘lsin.
θ våktîrni shu våktîrlàr bo‘yichà hàmmà vàqt yoyish mumkin:
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θ = 0x1 + 0x2 + ... + 0xk .                             (3)

θ våktîrni bårilgàn x1, x2, ..., xk våktîrlàr bo‘yichà yoyish
fàqàt bir õil usuldà (ya’ni fàqàt (3) ko‘rinishdà) yoki bittàdàn
îrtiq usuldà bàjàrilishi mumkin.

4 - m i s î l .  θ = (0; 0; 0)∈R3 våktîrni x1 = (2; 0; 0), x2 = (0; 2;
0), x3 = (0; 0; 2) våktîrlàr bo‘yichà nåchà õil usuldà yoyish
mumkinligini àniqlàymiz.

Y e c h i s h .  θ = α1x1 + α2x2 + α3x3 yoyilmàni qàràymiz. Bu
yoyilmà o‘rinli bo‘lishi uchun

(0; 0; 0) = α1(2; 0; 0;) + α2(0; 2; 0) + α3(0; 0; 2) =
= (2α1; 0; 0;) + (0; 2α2; 0) + (0; 0; 2α3)

yoki
(0; 0; 0) = (2α1; 2α2; 2α3)

tånglik o‘rinli bo‘lishi kåràk. n o‘lchîvli våktîrlàr tångligining
tà’rifigà ko‘rà, îõirgi tånglik α1 = 0, α2 = 0, α3 = 0 tångliklàr
o‘rinli bo‘lgàndà và fàqàt shu hîldà o‘rinlidir. Bu yerdàn ko‘rinàdiki,
θ våktîrni x1, x2, x3 våktîrlàr bo‘yichà θ = 0x1 + 0x2 + 0x3
ko‘rinishdàginà, ya’ni fàqàt bir õil usuldà yoyish mumkin.

5 - m i s î l .  θ = (0; 0)∈R 2 våktîrni x1 = (1; 2), x2 = (2; 4)
våktîrlàr bo‘yichà nåchà õil usuldà yoyish mumkinligini
àniqlàymiz.

Y e c h i s h .  θ = α1x1 + α2x2 yoyilmàni qàràymiz. Bu yoyilmà
o‘rinli bo‘lishi uchun
(0; 0) = α1x1 + α2x2 = α1(1; 2) + α2(2; 4) = (α1; 2α2) + (2α1; 4α2)
yoki

(0; 0) = (α1 + 2α2; 2(α1 + 2α2))

tånglik o‘rinli bo‘lishi kåràk. Îõirgi tånglik α1 + 2α2 = 0 shàrtni
qànîàtlàntiruvchi hàr qàndày α1, α2 sînlàr uchun bàjàrilàdi.
Bundày α1, α2 sînlàr esà chåksiz ko‘pdir: α1 = t, α2

1
2

= − t  (t∈R).
Bu yerdàn ko‘rinàdiki, θ våktîrni x1, x2 våktîrlàr bo‘yichà chåksiz
ko‘p usullàr bilàn yoyish mumkin ekàn.

6 - m i s î l .  y = (0; 2; 4)∈R3 våktîrni x1 = (5; 0; 0), x2 = (0; 5;
0),  x3 = (0; 0; 5) våktîrlàr bo‘yichà yoyamiz.

Y e ch i s h .  y = α1x1 + α2x2 + α3x3 izlàngàn yoyilmà bo‘lsin. U hîldà

(0; 2; 4) = (5α1; 0; 0) + (0; 5α2; 0) + (0; 0; 5α3)
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yoki
(5α1; 5α2; 5α3) = (0;2;4)

tånglik o‘rinli bo‘làdi. Bu tånglik 
1

2

3

5 0,

5 2,

5 4

α =
 α =
 α =

 yoki α1 = 0, α2 = 0,4, α3=

= 0,8 bo‘lgàndàginà bàjàrilàdi. Dåmàk, y = 0 ⋅ x1 + 0,4 ⋅ x2 + 0,8 ⋅ x3.

7-misîl . L chiziqli fàzîning nîl-våktîri θ ni x1; x2; ..., xk−1; θ
våktîrlàr bo‘yichà nåchà õil usuldà yoyish mumkinligini
àniqlàymiz.

Y e c h i s h .  θ = 0 ⋅ x1 + 0 ⋅ x2 + ... + 0 ⋅ xk−1 + α ⋅ θ yoyilmàni
kuzàtib, bu yoyilmà α ning hàr qàndày hàqiqiy qiymàti uchun
o‘rinli bo‘lishini ko‘ràmiz. Dåmàk, θ våktîrni bårilgàn x1; x2; ...,
xk−1; θ våktîrlàr bo‘yichà chåksiz ko‘p usuldà yoyish mumkin.

L chiziqli fàzîning x1, x2, ..., xk våktîrlàri uchun

α1x1 + α2x2 + ... + αkxk = θ                             (4)

tånglik α1 = α2 = ... = αk = 0 bo‘lgàn hîldàginà bàjàrilsà, ya’ni nîl-
våktîr θ ni x1, x2, ..., xk våktîrlàr bo‘yichà fàqàt bir õil usuldà
yoyish mumkin bo‘lsà, x1, x2, ..., xk våktîrlàr siståmàsi chiziqli
erkli dåyilàdi. Àgàr (4) tånglik kàmidà bittàsi nîlgà tång bo‘lmàgàn
α1, α2, ..., αk sînlàr uchun bàjàrilsà, ya’ni nîl-våktîr θ ni
x1, x2, ..., xk våktîrlàr bo‘yichà bittàdàn îrtiq usuldà yoyish
mumkin bo‘lsà, x1, x2, ..., xk våktîrlàr siståmàsi chiziqli bîg‘liq
dåyilàdi.

4-misîldàgi x1, x2, x3 våktîrlàr chiziqli erkli, 5-misîldàgi x1,
x2 våktîrlàr esà chiziqli bîg‘liq våktîrlàr siståmàsidir.

7-misîldàn ko‘rinàdiki, hàr qàndày L chiziqli fàzîning tàrkibidà
nîl-våktîr qàtnàshgàn hàr qàndày x1, x2, ..., xk−1, xk våktîrlàr
siståmàsi chiziqli bîg‘liqdir.

8 - m i s î l .  x1 = (2; 4; 1), x2 = (1; 3; 6), x3 = (5; 3; 1)
våktîrlàrning chiziqli erkli ekànligini isbîtlàymiz.

Y e c h i s h .  θ = α1x1 + α2x2 + α3x3 tånglikni tuzàmiz:

(0; 0; 0) = (2α1 + α2 + 5α3; 4α1 + 3α2 + 3α3; α1 + 6α2 + α3).

Îõirgi tånglik quyidàgi tångliklàr o‘rinli bo‘lgàndàginà bàjàrilàdi:
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5 0,

4 3 3 0,

6 0.

α + α + α =
 α + α + α =
α + α + α =

Bu siståmàni yechib, α1 = 0, α2 = 0, α3 = 0 ekànligini tîpàmiz.
Dåmàk, θ våktîrni x1, x2, x3 våktîrlàr bo‘yichà fàqàt bir õil
usuldà yoyish mumkin. Bu esà x1, x2, x3 våktîrlàrning chiziqli
erkli ekànligini ko‘rsàtàdi.

Ò å î r å m à .  L chiziqli fàzîning x1, x2, ..., xk (k > 1) våktîrlàr
siståmàsi chiziqli bîg‘liq bo‘lsà, u hîldà bu våktîrlàrning håch
bo‘lmàgàndà bittàsi qîlgànlàri îrqàli yoyilàdi và, àksinchà, L chiziqli
fàzîning x1, x2, ..., xk (k > 1) våktîrlàridàn birîrtàsi qîlgànlàri
îrqàli yoyilsà, bu våktîrlàr chiziqli bîg‘liq siståmà hîsil qilàdi.

I s b î t .  x1, x2, ..., xk (k > 1) våktîrlàr siståmàsi chiziqli bîg‘liq
bo‘lsin. U hîldà, α1x1 + α2x2  +...+ αkxk = θ tånglik o‘rinli và α1, α2,
..., αk sînlàrdàn kàmidà bittàsi nîldàn fàrqli bo‘làdi. Umumiylikni
sàqlàgàn hîldà, α1 ≠ 0 dåb hisîblàymiz.

α1 ≠ 0 bo‘lgàni uchun
2 3

1 2 3
1 1 1

... k
kx x x x

α α α
α α α

= − − −

tånglikkà egà bo‘làmiz. Dåmàk, x1 våktîr qîlgàn våktîrlàr bo‘yichà
yoyilàdi.

Endi x1, x2, ..., xk (k > 1) våktîrlàrning birîrtàsi, màsàlàn, x1

våktîr qîlgànlàri îrqàli yoyilsin:

 x1 = α2x2 + α3x3 + ... + αkxk.

U hîldà, −x1 + α2x2 + α3x3 + ... + αkxk = θ tånglik hîsil bo‘làdi,
ya’ni (4) tånglik α1 = −1 ≠ 0 dà o‘rinli bo‘làdi. Dåmàk, x1, x2, ...,
xk våktîrlàr chiziqli bîg‘liq bo‘làdi.

9 - m i s î l .  x1 = (1; 2; 3), x2 = (3; 4; 5), x3 = (5; 6; 7)
våktîrlàrning chiziqli bîg‘liq ekànligini isbîtlàymiz.

Y e c h i s h .  θ = α1x1 + α2x2 + α3x3 yoyilmàni qàràymiz.

α1x1 + α2x2 + α3x3 = (α1 + 3α2 + 5α3; 2α1 + 4α2 + 6α3; 3α1 +
+ 5α2 + 7α3)

bo‘lgàni uchun, qàràlàyotgàn yoyilmà α1, α2, α3 ning
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 5 0,

2 4 6 0,

3 5 7 0

α + α + α =
 α + α + α =
 α + α + α =

siståmàni qànîàtlàntiruvchi qiymàtlàridàginà o‘rinli bo‘làdi.
Siståmàning àsîsiy dåtårminànti nîlgà tång:

1 3 5
2 4 6 0
3 5 7

∆ = = .

Shuning uchun siståmà chåksiz ko‘p yechimgà egà. Bu
yerdàn, θ våktîrni x1, x2, x3 våktîrlàr bo‘yichà chåksiz ko‘p
usullàr bilàn yoyish mumkinligi, ya’ni x1, x2, x3 våktîrlàrning
chiziqli bîg‘liqligi kålib chiqàdi.

1 0 - m i s î l .  x1 = (−2; 3), x2 = (−8;12) våktîrlàrning chiziqli
bîg‘liq ekànligini isbîtlàymiz.

Y e c h i s h .  x2 våktîrni x1 våktîr îrqàli yoyish mumkin:
x2 = 4x1. Isbîtlàngàn tåîråmàgà ko‘rà, x1, x2 våktîrlàr chiziqli
bîg‘liqdir.

Ì à s h q l à r

10.41. 1) R 3 fàzîdàgi x1 = (1; 2; 3), x2 = (0; 2; 3), x3 = (0; 0; 1)
våktîrlàrning kîeffitsiyåntlàri 1; 5; −2 bo‘lgàn chiziqli kîmbinà-
tsiyasi R 3 fàzîning qàndày våktîrigà tång bo‘lishini àniqlàng.

2) R 4 fàzîdàgi x1 = (1; 2; 3; 0), x2 = (0; 1; 4; 0) våktîrlàrning
kîeffitsiyåntlàri 1, 0 bo‘lgàn chiziqli kîmbinàtsiyasi R 3 fàzîning
qàndày våktîrigà tång bo‘lishini àniqlàng.

10.42. 1) y = (1; 2; 3)∈R 3 våktîrni x1 = (1; 0; 0), x2 = (0; 1; 0),
x3 = (0; 0; 1) våktîrlàr bo‘yichà;

2) y = (0; 1; 3)∈R 3 våktîrni x1 = (3; 0; 0), x2 = (0; 3; 0), x3 = (0;
0; 3) våktîrlàr bo‘yichà yoying.

10.43. 1) y = (1; −1; 0) våktîrni x1 = (0; 0; 1), x2 = (0; 1; 0)
våktîrlàr bo‘yichà;

2) y = (1; −1; −1) våktîrni x1 = (3; 0; 0), x2 = (0; 3; 0), x3 = (0; 0;
3) våktîrlàr bo‘yichà yoyish mumkinmi?
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10.44. 1) θ = (0; 0; 0) våktîrni x1 = (−1; 0; 0), x2 = (0; −1; 0),
x3 = (0; 0; −1) våktîrlàr bo‘yichà;

2) θ = (0; 0; 0; 0) våktîrni x1 = (−1; 0; 0; 0), x2 = (0; −1; 0;
0),  x3 = (0; 0; −1; 0), x4 = (0; 0; 0; −1) våktîrlàr bo‘yichà nåchà
õil usuldà yoyish mumkin?

10.45. x1, x2, x3∈R 3 våktîrlàrning chiziqli erkli ekànligini
isbîtlàng, bundà:

1) x1 = (1; 2; 3), x2 = (−1; 3; 2), x3 = (7; −3; 5);
2) x1 = (4; 7; 8), x2 = (9; 1; 3), x3 = (2; −4; 1);
3) x1 = (8; 2; 3), x2 = (4; 6; 10), x3 = (3; −2; 1);
4) x1 = (10; 3; 1), x2 = (1; 4; 2), x3 = (3; 9; 2).

10.46. x1, x2, x3∈R3 våktîrlàrning chiziqli bîg‘liq ekànligini
isbîtlàng, bundà:

1) x1 = (1; 2; 3), x2 = (2; 4; 6), x3 = (0; 1; 2);
2) x1 = (1; 1; 2), x2 = (0; 1; 3), x3 = (2; 2; 4);

3) x1 = (1; 2; 3), x2 = (8; 13; 18), x3 = (2; 3; 4);

4) x1 = (−1; 1; 3), x2 = (2; −3; 1), x3 = (−4; 5; 5).

10.47. x1, x2∈R 2 våktîrlàrning chiziqli bîg‘liq ekànligini
isbîtlàng, bundà:

1) x1 = (1; 2), x2 = (2; 4);    2) x1 = (0; 1), x2 = (0; 3);
3) x1 = (−2; 4), x2 = (−6; 12);    4) x1 = (1; 3), x2 = (4; 12);
5) x1 = (−1; 2), x2 = (−2;4);    6) x1 = (−3; 2), x2 = (−9; 6).

10.48. L chiziqli fàzîning x1, x2, ..., xk, xk+1, ..., xn våktîrlàri
siståmàsining birîr qismi chiziqli bîg‘liq bo‘lsà, siståmàning o‘zi
hàm chiziqli bîg‘liq bo‘lishini isbîtlàng.

3. Chiziqli fàzîning o‘lchîvi và bàzisi. R 1 = R chiziqli fàzîning
x1 = 5 våktîrini qàràymiz. Bu våktîr uning bittà våktîridàn tuzilgàn
chiziqli erkli siståmàsi bo‘làdi, chunki α1x1 = θ yoki α1 ⋅ 5 = 0
tånglik α1 = 0 bo‘lgàndàginà bàjàrilàdi.

Endi R 1 = R fàzîning iõtiyoriy ikkità x1, x2 våktîrlàrini îlib,
ulàrning chiziqli bîg‘liq yoki chiziqli erkli ekànligini tåkshiràylik.

Àgàr x1 = 0 yoki x2 = 0 bo‘lsà, x1, x2 siståmà chiziqli bîg‘liqdir
(2-bànd).

x1 ≠ 0 và x2 ≠ 0 bo‘lsin. U hîldà α1x1 + α2x2 = 0 tånglik α1, α2

làrning chåksiz ko‘p qiymàtlàridà bàjàrilàdi, chunki iõtiyoriy t∈R
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hàqiqiy sîn îlmàylik, 1
1 2

2
,  

x

x
t tα = α = −  sînlàr qàràlàyotgàn

tånglikni qànîàtlàntiràdi. Bu yerdàn, x1 ≠ 0, x2 ≠ 0 bo‘lgàndà hàm
x1, x2 siståmà chiziqli bîg‘liq ekànligini ko‘ràmiz.

Shundày qilib, R1 = R fàzîning hàr qàndày ikkità x1, x2 våktîri
chiziqli bîg‘liq siståmà hîsil qilàdi.

Yuqîridàgi mulîhàzàlàrdàn ko‘rinàdiki, R1 dàgi hàr qàndày
nîlmàs våktîr chiziqli erkli siståmà hîsil qilàdi và hàr qàndày
ikkità våktîr chiziqli bîg‘liq bo‘làdi.

Àgàr L chiziqli fàzîdà chiziqli erkli siståmà hîsil qiluvchi birîr n
tà våktîr tîpish mumkin bo‘lib, L chiziqli fàzîning hàr qàndày
n + 1 tà våktîri chiziqli bîg‘liq siståmà hîsil qilsà, L chiziqli fàzî
n o‘lchîvli fàzî dåyilàdi.

R 1 = R chiziqli fàzî (to‘g‘ri chiziq) bir o‘lchîvli chiziqli fàzî
ekànligi yuqîridà isbîtlàndi.

Chiziqli àlgåbrà kursidà R n àrifmåtik chiziqli fàzîning n o‘lchîvli
chiziqli fàzî ekànligi isbîtlànàdi. Shungà ko‘rà R 2 chiziqli fàzî
(tåkislik) ikki o‘lchîvli chiziqli fàzî, R 3 fàzî (biz yashàb turgàn
fàzî) uch o‘lchîvli chiziqli fàzîdir.

n o‘lchîvli L chiziqli fàzîning chiziqli erkli n tà våktîrlàr
siståmàsi uning bàzisi dåyilàdi.

Ò å î r å m à .  n o‘lchîvli chiziqli fàzîning hàr qàndày våktîrini
uning bàzis våktîrlàri bo‘yichà yoyish mumkin và bu yoyilmà
yagînàdir.

I s b î t . x1, x2, ..., xk våktîrlàr siståmàsi n o‘lchîvli L chiziqli
fàzîning birîr bàzisi, y  esà shu fàzîning iõtiyoriy våktîri bo‘lsin.
x1, x2, ..., xn, y  våktîrlàr siståmàsi n + 1 tà våktîrdàn ibîràt và,
dåmàk, chiziqli bîg‘liqdir, ya’ni

α1x1 + α2x2 + ... + αnxn + αn+1y = θ                       (1)

tånglik îràsidà nîlgà tång bo‘lmàgànlàri hàm màvjud bo‘lgàn α1,
α2, ..., αn, αn+1 kîeffitsiyåntlàr uchun bàjàrilàdi. αn+1 sîn nîlgà
tång bo‘lmàgàn kîeffitsiyåntlàr sàfigà àlbàttà kiràdi, chunki αn+1=0
bo‘lsà, kîeffitsiyåntlàri îràsidà nîldàn fàrqlilàri màvjud bo‘lgàn và
x1, x2, ..., xk våktîrlàrning chiziqli erkliligini inkîr etàdigàn

α1x1 + α2x2 + ... + αnxn = θ

tånglikkà egà bo‘làmiz. Dåmàk, (1) tånglikdàn
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1 2
1 2

1 1 1
... n

n
n n n

y x x x
+ + +

α α α
α α α

= − − −
tånglikni yoki

y = λ1x1 + λ2x2 + ... + λnxn                             (2)

tånglikni yozish mumkin. (2) tånglik y våktîrning bàzis våktîrlàr
bo‘yichà yoyilmàsidàn ibîràtdir. Bu yoyilmàning yagînàligini
isbîtlàymiz.

y våktîr (2) dàn bîshqà, yanà bir

y = λ′1x1 + λ′2x2 + ... + λ′nxn                                 (3)

yoyilmàgà egà bo‘lsin. (2) và (3) tångliklàrdàn quyidàgigà egà
bo‘làmiz:

y − y = θ = (λ1 − λ′1)x1 + (λ2 − λ′2)x2 + ... + (λn − λ′n)xn.

x1, x2, ..., xn våktîrlàr siståmàsi chiziqli erkli bo‘lgàni uchun
îõirgi tånglikdàn

 λ1 − λ′1 = 0, λ2 − λ′2 = 0, ..., λn − λ′n = 0
yoki

λ1 = λ′1,  λ2 = λ′2,  ...,  λn = λ′n
ekànligi, ya’ni y våktîrning x1, x2, ..., xn bàzis våktîrlàr bo‘yichà
hàr qàndày yoyilmàsi (2) yoyilmà bilàn ustmà-ust tushishi kålib
chiqàdi. Dåmàk, y våktîrni x1, x2, ..., xn bàzis våktîrlàr bo‘yichà
yoyish mumkin và bu yoyilmà yagînàdir.

n o‘lchîvli chiziqli fàzî våktîrining bårilgàn bàzis våktîrlàri
bo‘yichà yoyilmàsidàgi kîeffitsiyåntlàr shu våktîrning bårilgàn
bàzisdàgi kîîrdinàtàlàri dåyilàdi.

Chiziqli àlgåbrà kursidà Rn fàzîdàgi x1 = (a11, a12, ..., a1n),
x2 = (a21, a22, ..., a2n), ..., xn = (an1, an2, ..., ann) våktîrlàrning
shu fàzîdà bàzis tàshkil etishi uchun

11 12 1
21 22 2

1 2

...

... 0... ... ... ...

...

n
n

n n nn

a a a
a a a

a a a

∆ = ≠                                (4)

dåtårminàntning nîldàn fàrqli bo‘lishligi zàrur và yetàrli ekànligi
isbîtlànàdi.

Ì i s î l .  R3 fàzîning x1 = (1; −2; 3), x2 = (4; 7; 2), x3 = (6; 4; 2)
và y = (−9; 0; 1) våktîrlàri bårilgàn. x1, x2, x3 våktîrlàrning bàzis
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tàshkil etishini isbîtlàymiz và y våktîrning shu bàzisdàgi kîîrdinà-
tàlàrini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  x1, x2, x3 våktîrlàrning bårilgàn kîîrdinàtàlàridàn
tuzilgàn dåtårminàntni hisîblàymiz:

1 2 3
4 7 2 14 24 48 126 8 16 80.
6 4 2

−
∆ = = − + − − + = −

∆ = −80 ≠ 0 bo‘lgàni uchun, x1, x2, x3 våktîrlàr bàzis tàshkil
etàdi. y våktîrning shu bàzisdàgi kîîrdinàtàlàri α1, α2, α3, ya’ni
y = α1x1 +  x2α2 + x3α3 bo‘lsin. U hîldà (−9; 0; 1) = (α1 + 4α2 + 6α3;

−2α1 + 7α2 + 4α3; 3α1 + 2α2 + 2α3) yoki 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 6 9,

2 7 4 0,

3 2 2 1

α + α + α =
− α + α + α =
 α + α + α =

bo‘làdi. Bu siståmàni yechib, α1 = 1, α2 = 2, α3 = −3 ekànligini
tîpàmiz. Dåmàk, y våktîrning izlàngàn kîîrdinàtàlàri (1; 2; −3)
ekàn: y = (1; 2; −3).

Ì à s h q l à r

10.49. R 3 fàzîning x1, x2, x3 và y våktîrlàri bårilgàn. x1, x2, x3

våktîrlàrining bàzis tàshkil etishini isbîtlàng và y våktîrning shu
bàzisdàgi kîîrdinàtàlàrini tîping.

1) x1 = (1; 2; 3),  x2 = (−1; 3; 2),
    x3 = (7; 3; 5),    y = (8; 4; 13);
2) x1 = (8; 2; 3),   x2 = (4; 6; 10),
    x3 = (3; −2; 1),  y = (7; 4; 11);
3) x1 = (2; 4; 1),   x2 = (1; 3; 6),
    x3 = (5; 3; 1),    y = (6; 12; 3);
4) x1 = (1; −2; 3),  x2 = (4; 7; 2),
    x3 = (6; 4; 2),    y = (14; 18; 6);
5) x1 = (7; 2; 1),   x2 = (4; 3; 5),
    x3 = (3; 4; −2),   y = (24; 20; −5).

10.50. Òåkislikdàgi bàrchà våktîrlàr (yo‘nàltirilgàn kåsmàlàr)dàn
tuzilgàn chiziqli fàzîdàgi hàr qàndày ikkità nîkîllinåàr våktîr
shu fàzîning bàzisini tàshkil etishini isbîtlàng.
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ÒÅST SÀVÎLLÀRIDÀN
NÀMUNÀLÀR

1. b sîni f (x) funksiyaning õ→+∞ dàgi limiti dåyilàdi, àgàr hàr
qàndày ε > 0 sîn uchun shundày:

À) (Ì; +∞) îràliq tîpilsàki, undà f (x) − b < ε tångsizlik bàjàrilsà;
B) (Ì; +∞) îràliq tîpilsàki, undà | f (x) − b | < ε tångsizlik bàjàrilsà;
D) (Ì; −∞) îràliq tîpilsàki, undà | f (x) − b | < ε tångsizlik bàjàrilsà;
E) (Ì; −∞) îràliq tîpilsàki, undà f (x) − b < ε tångsizlik bàjàrilsà;
F) (Ì; +∞) îràliq tîpilsàki, undà | f (x) − b | > ε tångsizlik bàjàrilsà.

2. Àgàr f (x) và ϕ(x) funksiyalàr õ→à dà mîs ràvishdà b và c gà
tång limitlàrgà egà bo‘lsà, ulàrning f (x) + g(x) yig‘indisi

À) õ→+∞ dà b + c limitgà egà bo‘làdi;
B) õ→−∞ dà b + c limitgà egà bo‘làdi;
D) õ→∞ dà b + c limitgà egà bo‘làdi;
E) x→a dà b + c limitgà egà bo‘làdi;
F) õ→à dà | b + c | limitgà egà bo‘làdi.

3. f (x) funksiya õ = à nuqtàdà uzluksiz dåyilàdi,

À) àgàr f (x) = f (a) bo‘lsà;
B) àgàr f (a − 0) ≠ f (a + 0) bo‘lsà;

D) àgàr lim ( )
x a

f x
→

= ∞  bo‘lsà;

E) àgàr lim ( ) ( )
x a

f x f x
→

= −  bo‘lsà;

F) àgàr f (x) funksiya õ = à nuqtàdà àniqlàngàn và f (x) − f (a)
àyirmà õ→à dà chåksiz kichik bo‘lsà.

4. Àgàr f (x) và g(x) funksiyalàr õ = à nuqtàdà àniqlàngàn bo‘lsà,
u hîldà

À) ulàrning fàqàt yig‘indisi (àyirmàsi và ko‘pàytmàsi emàs) shu
nuqtàdà uzluksiz bo‘lishi mumkin;

B) ulàrning yig‘indisi và àyirmàsi (ko‘pàytmàsi emàs) shu nuqtàdà
uzluksiz bo‘lishi mumkin;

D) ulàrning yig‘indisi, àyirmàsi, ko‘pàytmàsi hàm shu nuqtàdà
uzluksiz bo‘làdi;

E) ulàrning yig‘indisi, àyirmàsi, ko‘pàytmàsi hàm shu nuqtàdà
uzluksiz bo‘lishi mumkin;

F) ulàrning yig‘indisi, àyirmàsi, ko‘pàytmàsi shu nuqtà yotgàn
îràliqdà uzluksiz bo‘làdi.

24 Àlgebra, II qism
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5. Àgàr f (x) và g (x) funksiyalàr õ = à nuqtàdà uzluksiz bo‘lsà,
u hîldà

À) f x
g x
( )
( )

 funksiya hàm shu nuqtàdà uzluksiz bo‘làdi;

B) f x
g x
( )
( )

 và g x
f x
( )
( )

 funksiyalàr hàm shu nuqtàdà uzluksiz bo‘làdi;

D) 1 1
f x g x( ) ( )

⋅  funksiya hàm shu nuqtàdà uzluksiz bo‘làdi;

E) g(x) ≠ 0 bo‘lgàndà f x
g x
( )
( )

 funksiya hàm shu nuqtàdà uzluksiz

bo‘làdi;

F) f (x) ≠ 0 bo‘lgàndà f x
g x
( )
( )

 funksiya hàm shu nuqtàdà uzluksiz

bo‘làdi.

6. Îràliqning (intårvàlning) bàrchà nuqtàlàridà uzluksiz bo‘lgàn
funksiya

À) shu îràliqning (intårvàlning) àyrim nuqtàlàridà uzluksiz
dåyilàdi;

B) shu îràliqning (intårvàlning) fàqàt nuqtàlàridà uzluksiz
dåyilàdi;

D) shu îràliqning (intårvàlning) fàqàt o‘rtàsidà uzluksiz dåyilàdi;
E) shu îràliqdà (intårvàldà) uzluksiz dåyilàdi;
F) shu îràliqning fàqàt ko‘rsàtilgàn qismidà uzluksiz bo‘làdi,

dåyilàdi.

7. Àgàr õ ràdiànlàrdà bårilgàn bo‘lsà, u hîldà 
0

sinlim
x

x
x→

=

À) 0; B) 1; D) −1; E) −∞; F) +∞.

8. Àgàr õ ràdiànlàrdà bårilgàn bo‘lsà, u hîldà lim sin
x a

x
→

=

À) à; B) sina; D) sin x
a

; E) a sinx; F) sin x
2

.

9. Àgàr α(õ) o‘zgàrmàs funksiya õ→+∞ dà chåksiz kichik bo‘lsà,

À) õ ning bàrchà qiymàtlàridà α(õ) = 0 bo‘làdi;
B) õ ning bàrchà qiymàtlàri α(õ) = +∞ bo‘làdi;
D) õ = 0 dà α(õ) = 0 bo‘làdi;
E) x = 0 dà α(õ) = −∞ bo‘làdi;
F) õ = 0 dà α(õ) = 1 bo‘làdi.
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10. Àgàr P(x) = amxm + am−1x 
m−1 + ... + a0 và Q(x) = bnx

n +
+ bn−1x 

n−1 + ... + b0, am ≠ 0, bn ≠ 0 và ko‘phàdlàrning dàràjàlàri m < n

bo‘lsà, u hîldà 
( )
( )

lim ...
P x
Q xx→∞

=    bo‘làdi.

A) m
n

; B) 0

0

a

b ; D) m

n

a

b ; E) 0; F) ∞.

11. a ning h ràdiusli tåshilgàn (o‘yilgàn) àtrîfi

À) shu nuqtàning o‘zi chiqàrib tàshlàngàn àtrîfidàn ibîràt;
B) (a − h; a) và (a; a + h) îràliqlàrning birlàshmàsidàn ibîràt;
D) (−∞; a) và (a; +∞) îràliqlàrning birlàshmàsidàn ibîràt;
E) (−∞;h) và (h; +∞) îràliqlàrning birlàshmàsidàn ibîràt;
F) (−h; a) và (a; h) îràliqlàrning birlàshmàsidàn ibîràt.

12. Àgàr [a; b) yarim intårvàldà bårilgàn f (x) funksiya uchun

0
lim ( )

x b
f x

→ −
= +∞  bo‘lsà, õ = b to‘g‘ri chiziq f (x) funksiya gràfigi

uchun:

À) gîrizîntàl àsimptîtà; B) vårtikàl àsimptîtà;
D) gîrizîntàl urinmà; E) vårtikàl urinmà;
F) îg‘mà àsimptîtà.

13. Àgàr f funksiya [a; b] kåsmàdà o‘suvchi (kàmàyuvchi) và
uzluksiz bo‘lsà, u hîldà shu funksiyagà

À) [a; b] kåsmàdà (mîs ràvishdà [b; a] kåsmàdà) àniqlàngàn f −1

tåskàri funksiya màvjud;
B) [a; b] kåsmàdà àniqlàngàn f −1 tåskàri funksiya màvjud;
D) [f (a); f (b)] kåsmàdà (mîs ràvishdà [f (b); f (a)] kåsmàdà)

àniqlàngàn f −1 tåskàri funksiya màvjud bo‘làdi;
E) [f (b); f (a)] kåsmàdà (mîs ràvishdà [f (a); f (b)] kåsmàdà)

àniqlàngàn f −1 tåskàri funksiya màvjud;
F) [f (a); f (b)] kåsmàdà àniqlàngàn f −1 tåskàri funksiya màvjud.

14. 
6

3
1

1 1
lim ...x
x x

−
→ −

=

A) 0; B) 2; D) 3; E) +∞; F) −∞.

15. f (x) = kx + b to‘g‘ri chiziq f funksiya gràfigining õ→∞ dàgi
îg‘mà àsimptîtàsi bo‘lishi uchun ... bo‘lishi zàrur và yåtàrli.

A) lim ( ),  lim ( ( ) )
x x

k f x b f x k
→∞ →∞

= = − ;

B) ,  lim ( )
x

k x b f x
→∞

= = ;
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D) lim ( ( ) ),  lim ( ( ) )
x x

k f x b b f x kx
→∞ →∞

= − = − ;

D) ( )( ) ( )
lim ,  lim

f x f x
x xx x

k b b
→∞ →∞

= − = ;

E) 
( )

lim ,  lim ( ( ) )
f x
xx x

k b f x kx
→∞ →∞

= = − .

16. f (x) funksiyaning x = a nuqtàdà chàpdàn (shu kàbi o‘ngdàn)
uzluksiz bo‘lishi uchun ... bo‘lishi zàrur.

A) f (a − 0) = f (0) (mîs ràvishdà f (a + 0) = f (0);
B) f(a − 0) = 0 (mîs ràvishdà f(a + 0) = 0);
C) f(a − 0) ≠ f (a + 0);
D) f (a − 0) = f (a + 0);
E) f (a − 0) = f (a) (mîs ràvishdà f (a + 0) = f (a)).

17. Àgàr f (x) funksiya [a; b] kåsmàdà uzluksiz, mînîtîn và
f (a) f (b) < 0 bo‘lsà, funksiya shu îràliqning ... nuqtàsidà nîlgà àylà-
nàdi.

A) fàqàt bir;
B) tàsîdifàn bir;
D) håch bir nuqtàsidà nîlgà àylànmàydi;
E) f (a) f (b) > 0 bo‘lsà, bir;
F) kàmidà bir.

18. y = f (x) funksiyadà õ = õ0 nuqtàdà îlingàn f ′(x0) hîsilà dåb

A) hàr qàndày 
0

lim
y
xx

∆
∆∆ →

 limitgà àytilàdi, bundà ∆y = f (x + ∆x) –

–f (x) funksiya îrttirmàsi, ∆õ – àrgumånt îrttirmàsi;

B)
∆
∆
y
x
 nisbàtgà àytilàdi, bundà ∆y – funksiya îrttirmàsi,  ∆õ –

àrgumånt îrttirmàsi;

D) chåkli 
0

lim y
xx

∆
∆∆ →

 limitgà àytilàdi, bundà ∆y – funksiya îrttir-

màsi, ∆x – àrgumånt îrttirmàsi;

E) chåkli lim ( )
x

y x
→∞

∆ − ∆  limitgà àytilàdi, bundà ∆y – funksiya

îrttirmàsi, ∆x – àrgumånt îrttirmàsi;

F) lim y
xx

∆
∆→∞

 limitgà àytilàdi, bundà ∆y – funksiya îrttirmàsi, ∆x –

àrgumånt îrttirmàsi.

19. Àgàr birîr y kàttàlik y = f (x) qînun bo‘yichà o‘zgàràyotgàn
bo‘lsà, bu kàttàlikning õ = õ0 dàgi o‘zgàrish îniy tåzligi ... gà tång.
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A) f (x0); B) 
∆

∆
f x
x
( )0

0
; D) f ′(x0); E) f (x0 + ∆x) − f (x0); F) f x

x
( )0

0
.

20. A(x0; y0) nuqtàdà y = f (x) egri chiziqqà o‘tkàzilgàn urinmàning
k burchàk kîeffitsiyånti ... gà tång.

À) 
f x
x
( )0

0
;  B) f (x0 + ∆x) − f (x0);  D) f (x0);  E) f ′(x0);  F) 

∆
∆
f x
x
( )0

0
.

21. Àgàr f (x) và g(x) funksiyalàr f ′(x), g′(x) hîsilàlàri màvjud
bo‘lsà, u hîldà (f (x) ± g(x))′ =

A) f ′(x) ⋅ g′(x); B) f ′(x) ± g′(x); D) f ′(x ± y); E) g′(x ± y); F) f (x) ± g(x).

22. Àgàr f ′(x) và g ′(x) hîsilàlàr màvjud bo‘lsà, (f (x)g (x))′ =
A) f ′(x)g ′(x); B) f ′(x)g′(x) + C, C – o‘zgàrmàs;
D) f ′(x)f (x) + g ′(x)g(x); E) f ′(x)g(x) + g′(x)f (x);
F) f ′(x)g ′(x) + f (x)g(x).

23. Àgàr f ′(x) và g′(x) hîsilàlàr màvjud và g(x) ≠ 0 bo‘lsà, 
f x
g x
( )
( )






′

=

A) 
′
′

f x
g x

( )
( )

; B) 
′f x

g x
( )
( )

;

D) 2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

f x g x f x g x

g x

′ ′−
; E) ′ − ′f x g x f x g x

g x
( ) ( ) ( ) ( )

( )
;

F) 2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

f x g x f x g x

g x

′ ′+
.

24. Bårilgàn f (x) = x a, a∈R funksiyaning f ′(x) hîsilàsi ifîdàsini
ko‘rsàting:

À) a ⋅ xa; B) 1; D) 0; E) a ⋅ xa−1; F) f ′′(x).

25. f (x) funksiyalàrning f ′(x) hîsilàlàri ifîdàsini ko‘rsàting:

 f (x) =  f ′(x) =

1) sinx;  2) cosx; K) sinx;  L) −sinx;  M) cosx;

3) tgx;  4) ctgx; N) − 1
2cos x

;  P) 1
2cos x

;  Q) − 1
2sin x

.

A) 1K, 4P, 3M, 2N; B) 1M, 4Q, 3P, 2L;
D) 2L, 4K, 3Q, 1N; E) 3R, 4K, 2M, 1Q;
F) 4Q, 3N, 2K, 1L.

26. f (x) funksiyalàrning f ′(x) hîsilàlàri ifîdàsini ko‘rsàting:

 f (x) =  f ′(x) =

1) ex; 2) ax (a > 0, a ≠ 1); K) 1
x aln

;  L) ex;  M) lnax;
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3) lnx (x > 0); N) axlna;  P) 1 logaa
x ;  Q) 1

x
.

4) logax (a > 0, a ≠ 1, x > 0);

A) 1K, 2P, 3Ì, 4Q; B) 1M, 2Q, 3P, 4N;
D) 1L, 2N, 3Q, 4K; E) 1N, 2M, 3K, 4L;
F) 1Q, 2K, 3M, 4N.

27. f (x) funksiyalàrning f ′(x) hîsilàlàri ifîdàsini ko‘rsàting:

 f (x) =  f ′(x) =

1) arcsinx;  2) arccosx; K) 1
1 2−x

;   L) 1
1 2−x

;   M) 1
1 2+x

;

3) arctgx;  4) arcctgx; N) −
−
1

1 2x
;  P) −

+
1

1 2x
;  Q) 1

1+x
.

A) 1L, 2N, 3Q, 4P; B) 1K, 2Q, 3M, 4N;
D) 1M, 2K, 3P, 4Q; E) 1N, 2P, 3M, 4Q;
F) 1Q, 2L, 3K, 4M.

28. Àgàr u = ϕ(x), y = f (u) bo‘lsà và ϕ′(x), f ′(u) hîsilàlàr màvjud
bo‘lsà, u hîldà y = f (ϕ(x)) muràkkàb funksiya hîsilàsi y ′=... bo‘làdi.

A) dy
dx

f x
x

= ′( )
( )ϕ

;   B) 
dy
dx

f x= ′ ′( ( ))ϕ ;    D) 
dy
dx

f u x= ′( ) ( )ψ ;

E) 
dy
dx

f u x= ′ ′( ) ( )ϕ ; F) 
dy
dx

f u x= ′( ( ) ( ))ϕ ψ .

29. Àgàr y = f (u), u = ϕ(t), t = ψ(x) bo‘lsà, ′ =yx ...  bo‘làdi.

A) dy
dx

f u
t x

= ′( )
( ) ( )ϕ ψ

; B) 
dy
dx

f t x= ′ ′ ′( ( ) ( ))ϕ ψ ;

C) 
dy
dx

f u x x= ′ ′ ′( ) ( ) ( )ϕ ψ ; D) 
dy
dx

f x= ′( ( ( )))ϕ ψ ;

E) 
dy
dx

f t x= ′( ( ) ( ))ϕ ψ .

30. Àgàr y = f(x) và x = ϕ(y) o‘zàrî tåskàri funksiyalàr hîsilàlàri

màvjud và ′ ≠f x( ) 0  bo‘lsà, u hîldà ϕ′(y) = ... bo‘làdi.

A) 
f x

y
( )
( )′ϕ ;   B) ′f x

x
( ) ;   D) x

f x′( )
;   E) 1

′ϕ ( )y
;   F) ′f x( ) .

31. Àgàr (a; b) intårvàldà uzluksiz bo‘lgàn f(x) funksiyaning
f ′(x) hîsilàsi shu intårvàldà musbàt bo‘lsà, funksiya undà ... .

A) kàmàymàydi; B) o‘sàdi; D) kàmàyadi;
E) o‘smàydi; F) mînîtîn emàs.
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32. Diffårånsiàllànuvchi funksiya õ = c nuqtàdà ekstråmumgà egà
bo‘lishi uchun f ′(c) = 0 bo‘lishi ... .

A) yåtàrli; B) zàrur và yåtàrli; D) zàrur;
E) yåtàrli, låkin zàruriy emàs; F) shàrt emàs.

33. Funksiya hîsilàsi màvjud bo‘lmàgàn nuqtàdà funksiya
ekstråmumgà ...

A) egà bo‘lmàydi; B) hàr vàqt egà bo‘làdi;
D) fàqàt minimumgà egà bo‘làdi; E) egà bo‘lishi mumkin;
F) fàqàt màksimumga egà bo‘làdi.

34. f (x) funksiya c∈(a; b) nuqtàdà hîsilàgà egà bo‘lsin. Àgàr
f ′(c) = 0 và c nuqtàdàn chàpdà f ′ > 0, nuqtàdàn o‘ng tîmîndà f ′ < 0
bo‘lsà, funksiya õ = c nuqtàdà ... gà erishàdi.

À) lîkàl minimum;
B) màksimum yoki minimum ;
D) lîkàl màksimum;
E) intårvàldàgi eng kichik qiymàt;
F) intårvàldàgi eng kàttà qiymàt.

35. f ′′(x) hîsilà õ = c nuqtàdà 0ga tång. Bu nuqtà f (x) funksiya
uchun qàndày nuqtàdàn ibîràt?

À) minimum; B) bukilish; D) màksimum;
E) ekstråmum; F) uzilish.

36. Làgrànj tåîråmàsi: àgàr f (x) funksiya [a; b] kåsmàdà uzluksiz
và îràliqning ichki nuqtàlàridà diffårånsiàllànsà, bu kåsmàdà shundày
õ = s nuqtà tîpilàdiki, undà ... tånglik o‘rinli bo‘làdi.

A) f b f a
b a

f c
( ) ( ) ( )−

−
= ′ ;           B) 

f b f a
b a

f c( ) ( ) ( )+
+

= ′ ;

C) ( ( ) ( ))( ) ( )f b f a b a f c− − = ′ ;            D) 
f x f b
f b f a

f c
( ) ( )
( ) ( )

( )
−
−

= ′ ;

E) 
f x f b

x a
f c

( ) ( ) ( )+
+

= ′ .

37. Àgàr [a; b] kåsmàdà f (x) funksiya uzluksiz và f ′′ > 0 bo‘lsà,
funksiya gràfigi qàvàriqligi bilàn ... qàràgàn bo‘làdi.

À) yuqîrigà; B) o‘nggà; D) pàstgà; E) hàr tîmîngà; F) chàpgà.

38. (õ + à)n Nyutîn binîmi yoyilmàsidàgi (k + 1)- hàdi ... ko‘rinishdà
bo‘làdi.
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À) k n k
nC x a ; B) 

k n k n
n kC x a−

− ; D) 
k k n k
n kC x a −

+ ;

E) k n k k
nC x a− ; F) 

n k n k
n kC x a−

+ .

39. Hàr qàysi f (x) funksiyaning F(x) bîshlàng‘ich funksiyasini
ko‘rsàting:

 f (x) =  F(x) =

A) 3 2x − ; B) 2
3 2x−

, x > 2
3
   K) 

23
3 2
x
x−

;  L) 32
9

(3 2)x − ;

P) 2
3

3 2x− ; N)(3 2) 3 2x x− − ;

1) ÀÊ, BL;  2) AP, BÊ;  3) AL, BP;  4) ÀN, BP;  5) ÀL, BN.

40. ( ) ( )f x dx F x C= +∫ , C∈R bo‘yichà hàr qàysi f (x) funksiyagà

qàysi F(x) funksiya mîs?

 f (x) =  F(x) =

K) 2
1

1 x+
; L) cosx; M) 2

1

sin x
A) 

2 2(1 )
2
x+ ;  B) sin x ;

D) − sin x ; E) −tgx ; F) −ctgx ;
G) arctgx;  H) arcsinx.

1) ÊÀ, LD, ÌE; 2) ÊG, LB, ÌF; 3) ÊÀ, LF, ÌG;
4) ÊE, LG, ÌH; 5) ÊD, LB, ÌB.

41. 2
2
12
x

x dx − 
 ∫  intågràlni tîping:

A) 3 arctg( 1)x x C− − + ; B) 

2
2

2

2

1x
x C

−

+ ;

D) 3 22 lnx x C− + ; E) 
32 1

3
x

x
C+ + ;

F) 32 2 lnx x C− + .

42. 
2 2

2 2
10 sin 4 cos

sin cos

x x

x x
dx−∫  intågràlni hisîblàng.

A) 10 4tg ctgx x C+ + ; B) 6 8 2tgx x C− +sin ;

D) 10 1
cos sinx x

C− + + ; E) 2 1
sin

10 ln(cos )
x

x C− + ;

F) 6 8 2ctgx x C− +cos .
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43. O‘zgàruvchini àlmàshtirishdàn fîydàlànib hisîblàng:
3

2
ctg 4

sin 4

xdx

x
J = ∫   và 

ln
dx

x x
K = ∫ .

A) 
4

lntg 4
16

,  xx
J K x= = ; B) 

ctg4
16

,  ln(ln )
x

J C K x C= − + = + ;

D) J x K
x

= =cos ,
ln

4 1 ; E) sin 4 ,  xJ x K e −= = ;

F) 2tg4 ,  lnJ x K x= = .

44. O‘zgàruvchilàrni àjràtishdàn fîydàlànib, y ′ = õ3y3 diffårånsiàl
tånglàmàning y(1) = −4 bîshlàng‘ich shàrtni qànîàtlàntiruvchi yåchi-
mini tîping.

A) 16õ 3;   B) −4õ 4;   D) −4õ −4;   E) −16õ 3;   F) −16õ −3.

45. 
2

2 2
1

0

1 ?S x x dx= + −∫    
2

2 4
0 1

?xdx

x
S

−
= −∫

A) 1 2
9
52

,  2 arcsin 2S S= = ; B) 1 252,  arccos 4S S= = ;

D) 1 2
26
9

,  2 arccos 4S S= = ; E) 4
1 2

54
9

,  1S S x= = − ;

F) 1 2
52 1
9 2

,  arcsin 4S S= = .

46. ( ) 13 15
3 1

lim
x

xx
x→+∞

−+
+  ni hisîblàng.

À) 15; B) 
14
3e ; D) ∞

∞ ; E) 15e ; F) 1.

47. Bir àylànàdà yotgàn båsh nuqtà ustidàn qànchà vàtàr o‘tkàzish
mumkin?

À) C5
2 ;   B) A5

2 ;   D) P5 ;   E) A5
2 ;   F) C5

2 .

48. Chåksiz kàmàyuvchi gåîmåtrik prîgråssiyadà:

1
3 1
4 3
,  ;   ?nS a a= = − −

À) 
1

2 1
5

3

n

n

−

− ; B) 9
56

; D) 1
91 ; E) 

23
5

; F) 0.
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49. y = õ3 − 3õ chiziq và uning õ0 = −1 àbssissàli nuqtàdàgi urinmàsi
bilàn chågàràlàngàn shàklning yuzini tîping.

A) 5,25; B) 6,75; D) 6,25; E) 4,75; F) 5,75.
50. I intågràldàn hàr biri qàysi Ê ifîdàgà tångligini và ... nuqtàlàr

o‘rnidà turgàn ifîdàni ko‘rsàting.

I: A) ( )
b

a

f x dx∫ ; B) ( )
b

b

f x dx∫ ;

D) ( ) ... ( )
d d

c e

f x dx f x dx= +∫ ∫ ; E) [ ( ) ( )]
b

a

f x q x dx+∫ ;

K: 1) ( )
b

a

f x dx−∫ ;   2) ( )
e

c

f x dx∫ ;   3) ( )
b

a

f x dx−∫ ; 4) 0;

5) ( ) ( )
b b

a a

f x dx q x dx+∫ ∫ ;   6) ( ) ( )
b b

a a

f x dx q x dx−∫ ∫ ;

7) ( )
d e

c

f x dx
−

∫ ;   8) 
2

( )
b

b

f x dx∫ ;   9) C;   10) 
2

2

( )
b

a

f x dx∫ .

À) À3, B1, D7, E4; B) À1, B4, D2, E5;
D) À5, B8, D6, E9; E) À10, B9, D4, E6;
F) À8, B6, D9, E10.

51. Àgàr [a; b] kåsmàdà f (x) ≥ 0 funksiya uchun k ≤ f (x) ≤ K

tångsizlik o‘rinli bo‘lsà, ?( ) ( ) ?
b

a

b a f x dx K− ≤ ≤∫  bo‘làdi. ? bålgilàr

o‘rnigà mîs ifîdàlàrni tàrtibi bo‘yichà yozing:
A) (k − a), (k − b); B) (K − k), (K + k); D) k, (b − a);
E) (k − b), (k + b); F) (K − a), (k + b).

52. f (x) funksiya [a; b] kåsmàdà mînîtîn o‘suvchi. Àgàr [a; b]
kåsmà tång n bo‘làkkà bo‘lingàn và bo‘linish nuqtàlàri à = õ0 < x1 < ...
< xn = b bo‘lsà, u hîldà

1

0 1

? ?
?

? ( ) ?
bn n

k ka
n

f x dx
−

= =
≤ ≤∑ ∑∫

bo‘làdi. ? bålgilàri o‘rnigà mîs ifîdàlàrni tàrtibi bilàn yozing.
A) xn, f (x), xn−1, n − 1, xk;          B) x0, xk, xn, n − 2, f (xk−1);
D) b + a, f (xk−1), b + a, n − 1, f (xk−1); E) b − a, f (xk), b − a, n, f (xk);
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F) xn − xn−1, f (xk−2), xn − xn−1, 2, f (xk−2).

53. Òràpåtsiyalàr fîrmulàsi:

( )1
( ) (?)?

2
( ) ( ) ... (?)

b

a

f a f
n

f x dx f x f
+≈ + + +∫

? bålgilàr o‘rnigà mîs ifîdàlàrni kålish tàrtibidà yozing.
A) b − a, b, xn−1; B) b + a, na, xn; D) ab, xn−1, xn−2;

E) ab , b − a, nx0; F) b
a

, nb, nx.

54. x > 0, a > 0 uchun

Òîpilsin: Jàvîb vàriàntlàri:

(1) (2) (3) (4) (5)

(ln(ax))′ 1
ax

1
x

a
x

lna + lnx eax

2
1  äà ln
e

x x= 2 −2 e2 e−2 1

lim ln
x

x
→+∞

0 +∞ −∞ 1 e

0
lim ln
x

x
→+

+∞ −∞ −1 e 0

55. a > 0, b > 0 uchun:

Òîpilsin: Jàvîb vàriàntlàri:

(1) (2) (3) (4) (5)

àõ ⋅ ày àõy àõ + ày àõ+y àõ−y àõ ⋅ y
x

y
a

a
a

x
y àõ − ày àõ−y y xa

xa
y

(àõ)y àõ ⋅ y àõ+y àõy x ya ( )
yx aa

(àb)x ax + bx abx axbx axb (a + b)x

( )xa
b

 ax − bx
x
a

b
a
b

x

x
a
b

x
(a − b)x

56. Êîmbinàtîrikà elåmåntlàri:

Àsîsiy Jàvîb vàriàntlàri:

fîrmulàlàr (1) (2) (3) (4) (5)

k
mA = ( !)km = m k⋅ m k! !⋅ mk km

k
mA = k

m
!
!

m
k

!
!

( ) !
( ) !
m k
m k

−
+

( ) !
( ) !
m k
m k

+
−

m
m k

!
( ) !−
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dàvîmi

mP = !( 1)!...1!m m− ( 1)!m− ( 1)!m + ( 1)m m− !m

k
mC =

!
( )!

k
m k+

k
m
+1
!

k
m
−1
!

( ) !
!( ) !
m

m m k
+
+
1 k

k m k
!

!( ) !−

.1

1 2

...

( , ,... )
m

m

k k k

P k k k

= + +
= !k

1 2

( 1)!
! !... !m

k
k k k

+

1 2! !... !m

k
k k k 1 2

1
! !... !m

k
k k k

+
1 2

!
! !... !m

k
k k k

k
mC = 1

1
k
mC +

+
1

1
k
k mC −

− +
1k

k mC −
+

1
1

k
k mC +

− − 1
k
k mC + −

57. Ehtimîllik nàzàriyasi elåmåntlàri:

Qo‘shish Jàvîb vàriàntlàri:

tåîråmàlàri (1) (2) (3) (4) (5)

A B = ∅U  uchun

( )P A B = ( ) ( )P A P B P A P B( ) ( )+ P A P B( ) ( )− ( ) ( )P A P B P A B( )−

P A( ) = P A( ) 1 − P A( ) 1 + P A( ) 1 − P A( ) 1 + P A( )

58. Bittà ehtimîllik fàzîsidàn îlingàn erkli À và B tàsîdifiy hîdisàlàr
uchun:

Jàvîb vàriàntlàri:

(1) (2) (3) (4) (5)

( )P A B = ( ) ( )P A P B⋅ P A P B( ) ( )+ ( )P A B ( )P A B ( )P A B

( )P A B =
P A P B

P A P B

( ) ( )

( ) ( )

+ −
− ⋅

P A B

P A P B

( )

( ) ( )

+ −
− ⋅

P A B

P A P B

( )

( ) ( )

+ +
+ ⋅

P A P B

P A P B

( ) ( )

( ) ( )

+ +
+ ⋅

P A P B

P A P A

( ) ( )

( ) ( )

− +
+ ⋅

59. Õ hîdisà ro‘y bårgàndàginà À hîdisàning ro‘y bårish ehtimîlligi
P(A |X) =

A) 
( )
( )

P A X
P X


;    B) 

( )
( )

P A X
P X


;    D) 

( )
( )

P A X
P A


;

E) 
( )

( )
P A X
P A


;    F) 
( )

( )
P X

P A X
.

60. Bårnulli fîrmulàsi Pm,n =

A) n m m n
mC p q − ;    B) n n m n

mC p q − ;     D) n m n n
mC p q− ;

E) m n m n
nC p q− ;    F) m m n m

nC p q − .
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J À V Î B L À R

I  b î b

1.9. | sinx | ≤ 1, | cosx | ≤ 1, 0 ≤ 1 − cosx ≤ 2 ekànligidàn, fîydàlàning. 1.11. 4)
x = R(t − sint), y = R(1 − cost). 1.16. Ê o ‘ r s à t m à :  BM  

2 = OB  
2 −OM  

2 =
= OB  

2 − (OA − MA)2 = MA(2OA − MA), bundàn izlànàyotgàn munîsàbàt
chiqàrib îlinàdi. 1.19. 1) to‘g‘ri burchàkli EVS uchburchàk
bo‘yichà r

V
 = r

E
sinα, endi hisîblàshlàrni bàjàring. 1.23. 1) sin5x ning Ò1

àsîsiy dàvrini sin(5x + 2π) = sin5(x + T1) bo‘yichà tîpàmiz: T1
2
5

= π ;  shu kàbi

cos4x ning àsîsiy dàvri T2
2
4

= π ; Ò1 và Ò2 ning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi

jàvîbni båràdi: T = 2π; 2) 20π; 3) 20π. 1.24. 1 − cost sàhm funksiya
t = π dà 0 gà tång, juft funksiya, iõtiyoriy t dà nîmànfiy, 0 ≤ t ≤ π dà
0 dàn 2 gàchà mînîtîn o‘sàdi, π ≤ t ≤ 2π dà 2 dàn 0 gàchà mînîtîn kàmàyadi;
1 − cos(180° ± t) = 1 + cost = 2 − (1 − cost). 1.25. 1) mumkin; 2) mumkin, chunki

−






 +







 =

+ +
a

a b
b

a b2 2

2

2 2

2

1,  1 1
2 2

− = −
+

cos t b
a b

.  1.28. 1) m m⋅ −3
2

2
;

2) m m2 2− . 1.31. à) 1), 7) làr tîq, 2), 3), 4) làr juft, 5), 6) làr tîq hàm

emàs, juft hàm emàs. 1.34. 1) 5
3

; 2) −0,6. 1.36. 6) 0,5; 7) −3. 1.42. 1) õ = πk,

k∈Z; 2) x k= +π π
2 , k∈Z; 3) π π

2
2+ k , k∈Z; 4) ∅; 5) 2cosx − 1 ≠ 0,

x k≠ ± +π π
3

2 , k∈Z. 1.43. 1) Ê o ‘ r s à t m à :  cos4(x + T) = cos(4x + 2π), bundàn

Ò = π/2; 2) Ò = 4π; 3) 2π/3; 4) Êo‘rsàtmà: cos(ω(t + T) + ϕ) = cos(ωt + ϕ + 2π),

bundàn ωt + ωÒ + ϕ = ωt + ω + 2π, T = 2π
ω

; 5) T = 2π/5; 6) T = π; 7) T = 1/2;

8) T = 2π
ω

; 9) Y e c h i l i s h i :  cos4x bo‘yichà T1 2
= π , ( )sin 5

4
x + π  bo‘yichà

T2
2
3

= π ; π π
2

2
3

,    làrning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi Ò ni båràdi, Ò = 2π;

10) T = 4π; 11) T = 2π; 12) T = 2π. 1.45. 3) a b c2 2
2

3
3

+ − ; 4) 0; 5) a2; 6)

3 2 21
3

a b− . 1.46. 1)–5) màshqlàrni yechishdà 
a a a

n
n

n
n a a a1 2

1 2

+ + +
≥

...
...

tångsizlikdàn fîydàlàning, bundà à1, a2, ..., a
n
 – musbàt sînlàr. Ìàsàlàn,

a a2 1⋅ = , bundàn a
a

2 1
2

1+ ≥ . Bundày qiymàtlàrni tàngåns và kîtàngåns qàbul

qilà îlàdi và fàqàt à = 1 bo‘lgàndàginà a
a

2 1
2

1+ =  bo‘làdi và bårilgàn qiymàtni

sinus và kîsinus hàm qàbul qilàdi. 1.48. cos ,α α= =−
+ −

a b
a b

ab
a b

2 2

2 2 2 2
2 tg . 1.49. −2.

www.ziyouz.com kutubxonasi



382

1.52. 1) 0; 3) 0; 4) 0. 1.56. cos4x + sin4x = (cos2x  +  sin2x)2 − 2cos2xsin2x =
= 1 − 2cos2x sin2x. Ikkinchi tîmîndàn cos6x + sin6x = (cos2x)3 + (sin2x)3 =  ... =

= 1 − 3cos2xsin2x = q. Bundàn cos2x sin2x =
1
3
−q

. Jàvîb: cos4x + sin4x = 1 2
1
3

1 2
3

− ⋅ =− +q q .

1.57. Àgàr 0
2

< <x π , h > 0, x h+ < π
2

 dåb qo‘-

yilsà, màsàlàni hàl qilish uchun 
sin( ) sinx h

x h
x

x
+

+
<

bo‘lishini isbît qilish yetàrli (gåîmåtrik
isbîtidà 1-§, 1-bànddàgi mà’lumîtlàrgà tàyanish
mumkin). Ìàrkàzi kîîrdinàtàlàr bîshidà
jîylàshtirilgàn birlik àylànàdà À(õ  + h) và
B(õ) nuqtàlàr bålgilàngàn bo‘lsin (I.54-ràsm).

∪ÀB = h, ∪BD = x, 
sin( )

sin
x h
x

AA
BB

AC
BC

BC AB
BC

+ += = = =1

1

= + < + = +1 1AB
BC

h
x

x h
x

. Bundàn 
sin( ) sinx h

x h
x

x
+

+
< . 1.63. Ê o ‘ r s à t m à :  1), 3),

4) làrdà y = cosx funksiya gràfigini àlmàshtirishdàn, 2), 5), 6), 9) làrdà
y = sinx funksiya gràfigini àlmàshtirishdàn, 7), 8) làrdà esà [α], {α}
làrning tà’rifidàn fîydàlàning. 1.64. Ê o ‘ r s à t m à :  1), 2), 4), 5) làrdà y =
= cosx funksiya gràfigini àlmàshtirishdàn, 3) dà y = sinx funksiya grà-
figini àlmàshtirishdàn fîydàlàning. 1.69. Êo‘rsàtmà: y = tgx, y = ctgx
funksiyalàrning gràfigini àlmàshtirishdàn và | α | , [α], {α} làrning

tà’rifidàn o‘z o‘rnidà fîydàlàning. 1.70. 1) ( )sin sin cosπ π π π
12 2

5
12

5
12

= − = =

( )= + = ⋅ − ⋅ = −
cos ;

( )π π
4 6

2
2

3
2

2
2

1
2

2 3 1
4  2) − 1

2 ; 3) − 2
2

; 4) − 3
2

. 1.75.

Ê o ‘ r s à t m à :  1) Funksiyalàr ifîdàsini ( )y x x= −cos
2

 yoki y x= cos
2

  ko‘-

rinishigà kåltiring, ( )cos cosx T x+ = +
2 2

2π  bo‘yichà Ò = 4π. 1.84. f1(x) và f2(x)

chiziqlàrgà ulàrning Ì(õ0; y0) kåsishish nuqtàsi îrqàli o‘tkàzilgàn l1 và l2
urinmàlàr ÎX o‘qining musbàt yo‘nàlishi bilàn α1 và α2 burchàk tàshkil
qilsin (I.55-ràsm). Êåsishuvdà hîsil bo‘làdigàn β burchàk β = α2 − α1 bo‘làdi.

tgβ = tg(α2 − α1) = 
k k

k k
2 1

1 21
−

+
 bo‘làdi, bundà k1 = tgα1, k2 = tgα2 urinuvchi to‘g‘ri

chiziqlàrning burchàk kîeffitsiyåntlàri. 1) 3
4

; 2)

10 2
13

. 1.85. tgA  =  x dåb bålgilàylik. U hîldà

tgB = 2x, tgC = 3x; tgC = tg(π − (A + B)) = −tg(A + B) =

= 3x yoki − = +
− ⋅

3 2
1 2

x x x
x x

. Òånglàmàni yechib, õ1 = 0,

õ2 = 1, õ3 = −1 ni tîpàmiz. Uchburchàk burchàklàri
0 gà, yoki hàmmàlàri o‘tmàs, yoki 180° gà tång
bo‘lishlàri mumkin emàs. Shungà ko‘rà màsàlà

Y

O    A1      B1 D C    X

A

B

I.54-rasm.

Y

 O                                       X

α1
α2

β

M

l2
l1

f2

f1

I.55-rasm.
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shàrtini fàqàt õ = 1 qànîàtlàntiràdi. Jàvîb: tgA = 1, tgB = 2, tgC = 3,

sin , sin , sinA B C= = =2
2

2 5
5

3 10
10

  . 1.88. 1) 6
2

; 2) 3
1 3−

. 1.96. 10) tg55° ⋅

tg65° = tg(60° − 5°) ⋅ tg(60° + 5°)
2

2

tg60 tg5 tg60 tg5 3 tg 5

1 tg60 tg5 1 tg60 tg5 1 3tg 5

− + −

+ − −
= ⋅ =

    

    
, tg75° =

= ctg15° = ctg3 ⋅ 5°
3 2

3

ctg 5 3ctg5 1 3tg 5

3ctg5 1 3tg5 tg 5

− −

− −
= =

  

  
; tg55° ⋅ tg65° ⋅ tg75° 1

tg5
= =



ctg5 tg85= =o o . 1.97. 1) 1
128

; 2) −1; 3) 3tg2α; 4) 2cosα; 6) sin
sin

7α
α

; 7) 1; 8)

( )cos π α
4

2− . 1.99. 
2 3 5 1
2 4

sin15 ,  sin18
− −= =  . 1.100. 1) | sin3α |; 2) 2 5cos x ;

3) 1; 4) ctg2α; 5) tg α
2 . 1.101. 5) Êo‘rsàtmà: sin4α + cos4α = (sin2α + cos2α)2 −

− 2sin2αcos2α dàn fîydàlàning. 1.107. 1) 18 ; 2) Yechil ishi:  sin 35 sin 55

cos35 cos55
⋅ =

 

 

1(cos20 cos 90 )
2
1(cos20 cos 90 )
2

1
−

+
= =

 

 
; 3) 1 3− ; 4) 0,25; 5) 1

16 . Ê o ‘ r s à t m à :  dàstlàb

cos9°cos81° và cos27°cos63° ko‘pàytmàlàrni yig‘indigà kåltiring. 1.109. 5)
3

2

ctg 20 3ctg201

3 3ctg 20 1
ctg60 ctg(3 20 )

−

−
= = ⋅ =

 


   yoki kvàdràtgà ko‘tàrilsà, ctg620° −

 − 6ctg420° + 9ctg220° = 3ctg420° − 2ctg220° + 1
3

 và hîkàzî; 6) cos9°cos81° =

= 1
2

(cos90° + cos72°) = 1
2

cos72°, shu kàbi cos27°cos63° = 1
2

cos36°. U hîldà

cos9°cos27°cos63°cos81° = 1
4

cos72°cos36° = 1
4

cos72° 2 sin36

2 sin36
⋅ ⋅



 cos36° =

= sin144 1
1616sin36

=
o

o
, cos12°cos24°cos48°cos96° = ... = − 1

16
; 7) tånglikning chàp qis-

mini 2 2
sin α  gà ko‘pàytiràmiz và bo‘làmiz: (1

2
2

2 2
2 2 2

sin
sin sin sin sin

α
α αα α⋅ + ⋅ +

)+ + ⋅ =... sin sinnα α2
2 ( ) ( ) ( )1

2
2

2
3
2

3
2

5
2

2 1
2

2 1
2sin

cos cos cos cos ... cos cos
α

α α α α α α− + − + + −



 =− +n n

( )= − =+1

2
2

2
2 1

2sin
cos cos ...

α
α αn . 1.110. 1) 

cos sin sin

sin

n n nα α α

α

− + +1 2
2

2 1
2

4
2

2
; 2) 2 9

2 10
sin

sin cos
α

α α .

1.111. 1) 5sin(5t + α), α = àrccos0,6; 2) 12sin(3t + α), α π= −arccos 11
12 6

; 3)

13sin(2t + α), α π= +arccos 12
13 3

. 1.115. 1) ϕ0 − t = 0 vàqt mîmåntidàgi bîsh-

làng‘ich fàzà, Õ = Õ0cosϕ yoki Õ = Õ0cosωt, Y = Y0sinϕ yoki Y = Y0sinωt;
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3) Õ = X0cos(ωt + ϕ0), Y = Y0sin(ωt + ϕ0). 1.116. 7) sin x = >7
5

1  bo‘lgàni uchun

tånglàmàning yechimi yo‘q. 1.119. 4) 3π−10. 1.122. 1) ± +3
4

2π πk ; 8) 2
2

− π .

1.125. 4) Yechimi yo‘q. 1.127. 3) arcctg 0,2 + kπ, k∈Z. 1.129. 1) 3 ; 5)

( ) ( ) ( )tg arcctg tg arcctg tg arcctg−



 = − = − =2

3
2
3

2
3

π
( )− = −1 3

22
3ctg arcctg

. 1.133.

1) 1
10 3 101 1( ) ,− + ∈+k k k Zπ π  ; 2) ( )1

10 6
2± +π πk ,  k∈Z; 3) ( )1

10 3
π π+ k , k∈Z; 5)

−5° + 60°k, k∈Z; 9) 22°30′ ± 30′ + 180°k, k∈Z; 11) ∅. 1.134. Ê o ‘ r s à t m à :  3)

5
3

x kx= − + π , k∈Z; 6) 3 5
2

x x k= + +π π , k∈Z; 8) tg(5π − x) = tg(π − x) = −tgx;

( ) ( )− + = +ctg tg2 2
6

2
3

x xπ π ; 12) x x k k Z= − + ∈π π
2

2 , ;  ... ; 13) kvàdràt tång-

làmàni yeching; 15) x2 = (−1)k(−3x2) + πk, k∈Z; 17) ( )2 1 21
2

(sin cos ) sinx x x+ − =

= sin2x . 1.136. 1) (sinx − cosx)2 = 0, ...; 3) tg2x = 3; tg2x = 7;... 8) 2tg2x − 6tgx −
− 23 = 0; 10) cos4x − sin4x = (cos2x − sin2x)(cos2x + sin2x) = cos2x − sin2x = ...; 11)

x n= +π π
4 2

, n∈Z; 12) x n= π
2

, n∈Z. 1.137. 1) π π
2

+ k , k∈Z; 2) sinx = 1,

cos2x = 1
3

; 3) x1 = 2πk, k∈Z, x k2 4
2= ± +π π , k∈Z, x k3

3
4

2= ± +π π , k∈Z; 4) ∅;

5) π π
2

+ k , k∈Z. 1.138. 2) x1 = 2πk, k∈Z, x k2 6
2= ± +π π , k∈Z, x k3

5
6

2= ± +π π ,

k∈Z; 3) π π π
4

3+ +k k,  arctg , k∈Z; 4) π π
4

+ k , arctg2 + πk, k∈Z; 5) π π
4 2

+ k ,

k∈Z; 7) bårilgàn tånglàmà cos5x + cos7x = ±(sin5x + sin7x) tånglàmàgà tång
kuchli; 8) tånglàmàni sin24x − 2sin4xcos4x + cos8x = cos8x − cos2x yoki (sin4x −
− cos4x)2 = −cos2x(1 − cos6x) ko‘rinishdà qàytàdàn yozàmiz. (sin4x − cos4x)2 ≥ 0,
−cos2x(1 − cos6x) ≤ 0 bo‘lgànigà ko‘rà tånglik cos2x(1 − cos6x) = 0 bo‘lgàndà
o‘rinli bo‘làdi. Bu tånglàmà ikki tånglàmàgà àjràlàdi: cosx = 0, 1− cos6x = 0. Jàvîb:

x k= +π π
2 , k = 0, ±1, ±2, ...; 9) Yechilishi: sin2x = 1 tånglàmàni qànîàt-

làntirmîqdà. Shungà ko‘rà (sin2x − 1)(sin22x − 4sin2x − 4)= 0⇒

{ 1

sin 2 1,
sin 2 1,

1 2 1  bo‘lmoqda 45 180 ,
sin 2 2 (1 2 )

sin 2 2 (1 2 )

x
x

x k
x

x

=
= 

⇒ ⇒ + > ⇒ = + 
= ±  = −

 

}x k k Zk
2

1
2 21 2 1 2= − − + ∈( ) arcsin ( ) ,π  . 1.139. 1) x n= − +π π

4
; 2) x n= +π π

2
2 ;

3) x n n Z= + ∈π π
8 2

,  . 1.140. 1) ∅; 2) x k= +π π
2

;  3) x n k Zk= − + ∈π π
6

2
3

, ; 

x n n Z= + ∈π π
2

, .  1.141. 1) ( )x n= − + +arccos ;12
13 2

2π π  2) x n n Z= + ∈π π
4

2 , ;
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3) x k= − +( )1
6
π π π

6
+ ∈k k Z,  . 1.143. 12) Ê o ‘ r s à t m à :  ildiz îstidàgi ifî-

dàlàr sîddàlàshtirilsin. Nàtijàdà: ( sin ) ( sin ) , sin2 1 2 1 2 2 12 2x x x+ + − = + + 

+ − =2 1 2sinx . Òånglàmà fàqàt sinx ≤ 1
2
 dà o‘rinli. Undàn: − + ≤ ≤ +π ππ π

6 6
n x n,

n = ± ±0 1 2, , , ...   . 1.144. Y e c h i s h .  Òånglàmàni sin x x= −2 2  ko‘rinishdà

yozib îlàmiz và y x y x= = −sin , 2 2  funksiyalàr gràfiklàrini bittà kîîrdinàtàlàr
tåkisligidà yasàymiz (I.56-ràsm).

Gràfiklàr bittà nuqtàdà kåsishàdi. Bu nuqtàning àbssissàsi bårilgàn
tånglàmàning yagînà ildizidir. Gràfiklàr kåsishish nuqtàsining àbssissàsi

≈1,5 gà tång. Shundày qilib, x ≈ 1,5. 1.145. 1) x n= +π π
6

2 ,   n∈Z,

y n= −π π
6

2 ,  n∈Z; 2) x k l= − + +π π
6

( ),  y k l= + −2
3
π π( ),  k, l∈Z; 3)

x m n= ± + +π π
6

( ), y n m= ± + −π π
6

( ),  m, n∈Z;  4) ∅. 1.146. 1) ctg
ctg

ctg
2

2 1
2

α α
α

= <−

< =ctg
ctg

1 ctg
2

2 2
α
α

α ; 2) sin6α − sin3α + 0,52 = (sin3α − 0,5)2 ≥  0; 3) Hàr dîim

2 + cosα > 0. Òångsizlik − + ≤ ≤3 2 3( cos ) sinα α 3 2( cos )+ α , bundàn
3| sinα | ≤ 2 + cosα, yoki 4cos2α + 4cosα + 1 ≥ 0, yoki (2cosα + 1)2 ≥ 0; 4)

cosA ⋅ cosB ⋅ cosC = [ ]1
2

cos( ) cos( ) cosA B A B C− + + = [ ]1
2

cos( ) cos cosA B C C− − =

[ ]= − − − = − − −





≤−1 1 1
2 8 2 2

2 2
2

cos cos( )cos cos ( ) cos cos( )C A B C A B C A B

≤ − ≤1 1
8 8

2cos ( ) ;A B  9) | a sinx + b cosx | ≤ a b2 2+ bo‘lgànigà ko‘rà | 3sinx −

− 4cosx | ≤ 3 4 52 2+ = ; 10) sinα > sinαcosβ, sinβ > sinβcosα ekàni mà’lum.
Ulàr hàdlàb qo‘shilsà: sinα + sinβ > sinαcosβ + cosαsinβ = sin(α + β); 11)
îldingi misîlgà àsîslànilsà, 2sinα = sin(α + β) < sinα + sinβ, sinα < sinβ,
dåmàk, α < β. 1.153. 1) 0,2376; 2) 0,9832; 3) 0,1510; 4) 0,5150, dàràjàlàrni
ràdiànlàrgà o‘tkàzing. 1.157. 1) tg(arctg3) = 3 bo‘lishini bilàmiz. Låkin

arctg(tg3) =3 dåyilishi qo‘pîl õàtîlik bo‘làdi, chunki − < <π π
2 2

arctgm .

π
2

π− π
2

Y

y x= sin

X

y x= −2 2

I.56-rasm.

25 Algebra, II qism
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Dåmàk, arctg(tg3)∈ ( )− π π
2 2

;   bo‘lishi kåràk: tgα = tg(arctg(tg3)) = tg3. Òàngånslàr-

ning tånglik shàrtigà ko‘rà α = 3 + πk. Låkin shàrt bo‘yichà − < + <π ππ
2 2

3 k  yoki
− − −

< <
π

π

π

π
2

3
2

3
k  yoki −1,43... < k < −0,45..., bundàn k = −1. Dåmàk, arctg(tg3) =

= 3 − π; 2) α = arcsin(sin4), sinα = sin4, α = (−1)k ⋅ 4 + πk, − ≤ − ⋅ + ≤π ππ
2 2

1 4( )k k ,

bundàn k = 1. Dåmàk, α = −4 + π; 5) ( ) [ ]arccos cos arccos cos [ ; ]π π π π π
2 8

5
8

5
8

0+





= = ∈  ;

6 ) ( ) [ ] ( ) ( )arcsin cos arcsin cos arcsin sin arcsin sin4 2
7

2
7 2

2
7

3
14

π π π ππ π+





= = −





= =

[ ]= ∈ − ≤ ≤3
14 2 2

π π πx ; 7) ( ) [ ]arctg tg arctg tgπ π π π
2

3
7 14 14−



 = = ; 9) cos cos ,2 12α α= −

( )α π π∈ −
2 2

;   bo‘yichà àyniyat 2 1 2 12 2cos (arccos) − = −x ; 10) cos 3α =

= −cos ( cos )α α4 32  bo‘yichà: cos(arccos ) ( cos (arccos ) ) ( ),x x x x⋅ − = −4 3 4 32 2

− ≤ ≤1 1x ; 12) Êo‘rsàtmà: arcsin(sin ) ( )( )100 1 100= − −k kπ , bundà k bundày

àniqlàndi: − ≤ − ≤π ππ
2 2

100k , 100 1
2

100 1
2π π

− ≤ ≤ +k , 31 3 32 3 32, , ,≤ ≤ =k k .

arcsin(sin )100 32 100= −π ; 13) sin sin sin3 3 4 2α α α= − , bundà α = arcsin x ,

bundàn sin(3arcsinx) = 3x − 4x 3. 1.158. 1) 2
2

; 2) 0; 3) 3 1, ; 7) Ê o ‘ r s à t m à :

y x= 2 arcsin  àlmàshtirish kiriti lgàndàn so‘ng sin cosy y+ = 1 ;

2 12
2

2
2

sin cosy y+



 = ⇒ ( )2 1

4
sin y + =π , bundàn y k k= + − ⋅ −π π π( )1

4 4
.

Ikki hîlni qàràng: k = 2m, k = 2m − 1. 8) Êo‘rsàtmà: arccos x k= +5
2

10π π ,

( )x k= + =cos 5
2

10 0π π , k = 0, ±1, ±2, ...;  x = 0. 1.159. 1) − ≤ − ≤2
2

3
2

2 4x x ... ;

2) − −





∪ 





π
12

0 5
3

2 5
3 3

; ;, ,  arctg arctg arctg3
; 3) sin(arcsinx − arccosx) > sin0 = 0

ni isbît qilish kåràk. sin(arcsinx − arccosx) = sin(arcsinx) ⋅ cos(arccosx) −

− sin(arccosx)cos(arcsinx) = − − = − > ⇒ >x x x x2 2 2 21 2 1 0 1
2

( ) | |  yoki x < − 2
2

,

x > 2
2

, låkin tångsizlik |  x | ≤ 1 dà mà’nîgà egà. Dåmàk, 2
2

1< ≤x .

4) −





2
2

2
2

;  . 1.160. 2) 6 3 1( )+ .

I I b î b

2.1. ∅. 2.2. x = 0. 2.3. ∅. 2.4. x = 1. 2.5. x n y n k= ± + = ± + −π ππ π
3 3

2 2, ( ) , n, k∈Z.

Ê o ‘ r s à t m à :  tånglàmàni 4 4 1 02

2 2 2
cos cos cosx y x y x y+ − +− ⋅ + =  ko‘rinishgà
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kåltirib, chàp tîmîndà to‘là kvàdràt àjràting. 2.6. x k= +π π
4 2

,  y n= +π π
2

2 ,

n, k∈Z. Êo‘rsàtmà: tånglàmàni ( )sin sin
sin

y x
x

= − ⋅ +



 −2 1 2 1 161

2
16

2
2

4  ko‘ri-

nishgà kåltiring và − ≤ ≤1 1siny   ekànligidàn fîydàlànib, 
sin ,

sin

2 2 1

1

x

y

=
=





 sistå-

màni hîsil qiling.  2.7. x k= +π
4

2 1( ) . Êo‘rsàtmà: tånglàmàni ( )tg tg2 2x y− +

+ ⋅ − ⋅ + = +2 12 2( ) sin ( )tg tg ctg ctgx y x y x y ko‘rinishgà kåltiring. 2.8. x = 2.
Ê o ‘ r s à t m à :  tånglàmàni  x ⋅ 2x = 8. ko‘rinishgà kåltiring. 2.9. x1 = 0, x2 = 2.
Ê o ‘ r s à t m à :  tånglàmàni  (x − 2)(2x + x − 1) = 0 ko‘rinishgà kåltiring. 2.10.

x = kπ, y = 1, k∈Z.  2.11. ∅. 2.12. x k= +π π
2

, x = 2kπ, k∈Z. 2.13. ∅. 2.14.

x k= +5
4

2π π , k∈Z. 2.15. ∅. 2.16. x = 1, y = 0. 2.17. x = 1, y = 0. 2.18.

2 2
2

k x kπ ππ< < + , k∈Z.  2.19. ( ; ] [ ; )−∞ − ∪ + ∞  1 1 . Êo‘rsàtmà: tångsizlik-

ning àniqlànish sîhàsini tîping và undà x 2 1 0− ≥  bo‘lishini e’tibîrgà îling.

2.20. [ ; )1  + ∞ . 2.21. ( ; ] [ ; )−∞ − ∪ + ∞  1 1 . 2.22. ( ; ]−∞  1 . 2.23. [ ; )1  + ∞ .

Êo‘rsàtmà:  x ≥ 1 bo‘lsà, x x≤  và 2 2x ≥  bo‘làdi. 2.24. ( ; ]−∞  1 . Êo‘rsàtmà:

x ≤ 1 bo‘lgàndà 2 2 11 0− ≥ = ≥x x  bo‘làdi. 2.26. [1; 2). 2.27. x k= +π π
2

2 , k = 7, 8,

9, ... . Yechi l ishi.  Òångsizlik sinx = 1 bo‘làdigàn x làrdà àniqlàngàn, ya’ni

tångsizlikning àniqlànish sîhàsi x k= +π π
2

2 ,  k∈Z làrdàn tàshkil tîpàdi.

Bu x làr ichidàn tångsizlikning yechimi bo‘làdigànlàrini båvîsità qo‘yib

ko‘rish bilàn àniqlàymiz: ( )0 2 13
2

< + −π π πk , k∈Z . Bundàn, k ≥ 7 ekàni

kålib chiqàdi. 2.28. (−∞; −2)∪(2; +∞). 2.29. x = −1. 2.30. x = 2. 2.32. (−∞; +∞).

Ê o ‘ r s à t m à :  sin(sin ) sin sinx < < =1
3

3
2

π . 2.33. (−∞; +∞). Ê o ‘ r s à t m à :

[ ]sin cos ) cosx x x+ ≤ ≤1 2 . 2.34. (−∞; +∞). Êo‘rsàtmà: 4
3

4
3

2 25 1sin { } sinx ≤ ≤

≤ =4
3 3

2 1sin π . 2.35. (−∞; +∞). Êo‘rsàtmà: ( )sin({ } ) sin{ } sin cos { }x x x+ − = + >1 2 1
2

1
2

( )> + > =2 1 2 01
2

1
2 2

1
2

cos sin cos sinπ . 2.36. [1; +∞). Êo‘rsàtmà: y x xx= − + +1 2 2log ,

↑. 2.37. (1; 2). 2.38. (−∞; 1]. Ê o ‘ r s à tm à :  y x x x= − + − −1 3 2  funksiya D(y)

= (−∞; 1] dà ↓ và y(1) = 0. 2.39. [ )k k+ +1
2

1; , k∈Z. 2.40. 1 12
2

− < <x . 2.41.

x y= − =log ;3 2 4 1 . 2.42. x = y = 2, z = −2. Ê o ‘ r s à t m à :  Òånglàmàlàr

siståmàsini 
x z y

yx z

+ = −

− =





2

2 42

,
 ko‘rinishdà yozib, bu siståmàni y pàràmåtrli sifàtidà

qàràng yoki bårilgàn siståmàning birinchi tånglàmàsini kvàdràtgà
ko‘tàrishdàn hîsil bo‘lgàn tånglàmàdàn siståmàning ikkinchi tånglàmàsini
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àyiring. 2.43. x = y = 4, z = −4. 2.44. x = 3, y = 1, z = 0. 2.45. x = y = z = 1.

2.46. (1,5; 0,5). 2.47. ( )1
4

1
3

;  . 2.48. x y= ± =π π
8 8

;  µ . 2.49. (2; 9) và (−2; −9).

2.50. ( )2 17
2

;   và ( )− −2 17
2

;  .

I I I  b î b

3.1. 1) 3; 17; 55. 2) 2 5 10 17; ; ; .    3.5. 5
5

1 5
2

1 5
2

+ −



 − 















n n

. 3.8. 1)

chågàràlànmàgàn; 2), 3), 4) chågàràlàngàn bo‘lishi hàm, chågàràlànmàgàn
bo‘lishi hàm mumkin. 3.9. 1) Yo‘q (Ìàsàlàn x

n
 = −n; y

n
 = 1 kåtmà-kåtliklàrni

qàràng); 2) Hà. 3.13. Ê o ‘ r s à t m à :  a an n− − =1
ad bc

cn d c cn d
−

+ + +( ) ( )2
 ekànidàn

fîydàlàning.1) ad > bc; 2) ad < bc. 3.21. 1) Yo‘q; 2) Yo‘q; 3) Hà; 4) Hà. 3.23.

1) Ê o ‘ r s à t m à .  xn

n n

=
+ +

1

18 15 6
2

 kåtmà-kåtlikning chågàràlàngànligidàn

fîydàlàning. 3.24. 1
2

5
2 4 3

+
−( )n

. 3.27. 1) x xn n nn= + =+ →∞
2 25

2 ; lim ;

2) x xn n nn n
= + −



 =

→∞
0 01 1

2 ; lim . 3.28. 1) 2; 2) 0; 3) 3; 4) 0. 3.30. 1) 2; 2) 0;

3) +∞; 4) +∞; 5) 0; 6) 0; 7) 0; 8) 1. 3.31. 1) 1
1

−
−
b
a

; 2) 1
2

; 3) 5; 4) 1. 3.34. 1) 1.

I V b î b

4.3. 1) lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x
→ − → +

= =
4 0 4 0

8 2 ; 2) lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x
→ − → +

= =
π π
2

0
2

0
1 0 . 4.5.

1) 3; 2) 4; 3) 10; 4) 724; 5) 6; 6) 1. 4.6. 1) 15; 3) 4; 5) 1
4

. 4.7. 1) Hà; 2) Hà;

3) Yo‘q; 4) Hà; 5) Yo‘q; 6) Hà; 7) Hà; 8) Hà; 9) Yo‘q; 10) Yo‘q; 11) Hà; 12) Hà.

4.8. 1) 8; 2) 1; 3) 1; 4) ∞; 5) 0; 6) 0; 7) 72; 8) ∞; 9) 2; 10) 0; 11) 2; 12) 1. 4.9.

y = 1. 4.10. x = − 63 . 4.11. y = x. 4.12. 1) x = 2, y = 0; 2) y = x; 3) y = −x, y = x;

4) y = −1, y = 1; 5) x = −1, x = 1, y = −x; 6) y = 0; 7) y x y x= − − = −π π
2 2

1 1,  ;

8) y = 2x + 1; 9) y = 0; 10) y = π
2

. 4.13. 1) uzluksiz; 2) uzluksiz emàs; 3) uzluksiz

emàs; 4) uzluksiz emàs; 5) uzluksiz emàs; 6) uzluksiz emàs. 4.16. 1) x = 0;

2) x k k Z= + ∈π π
2

,  ; 3) x = ±1; 4) x = ±1; 5) x = n, n∈Z. 6) πn
2

, n∈Z.

4.17. 1) Ìàsàlàn, y
x x x

=
− −

1
1 2( )( )

; 3) Ìàsàlàn, y
x

= 1
sin

. 4.20. 1) A = 1; 2)

A = 1
3

; 3) A = −6; 4) A = 2. 4.23. x = 1. 4.28. 1) 1; 2) 1,5; 3) 4
3

; 4) 5
6

; 5) 8
7

;
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6) 1
3

. 4.29. 1) 2
3

; 2) 2; 3) 3
4

; 4) 15; 5) 1; 6) 2
9

; 7) 1
5

; 8) 3
5

; 9) 2 ; 10) 5;

11) 1; 12) 1
6

; 13) 3; 16) 12; 17) 2
π

; 18) 1. 4.30. 1) e3; 2) e56; 3) 4; 4) 9
7

.

V b î b

5.2. Êo‘rsàtmà: qirràning x uzunligi và ∆x
îrttirmàgà muvîfiq hàjmning ∆V o‘zgàrishi
jàdvàldà ko‘rsàtilgàn.

5.11. ′ = − + ′ =f x x x f( ) , ( ) ,3 10 0 102 6
5

 

f f( ) , , ( ) , .− = ′ =1 14 2 1 118 5.13.Êo‘rsàtmà:

∆ ∆
x h

y
h

x h x
h

x h x x h x h x x

h x h x h x x x h x h x x
= = = =+ − + − + + + +

+ + + + + + + +
, .

( )( ( ) ( ) )

( ( ) ( ) ) ( ) ( )
 

3 3 3 3 23 3 23

23 3 23 23 3 23
1

Jàvîb: ′ =y
x
1

3 23
. 5.16. Êo‘rsàtmà: ′ = = −h t t gt( ) ( )v v0 , 

v
v0

02 = − gt , bundàn

t àniqlànib, h(t) ifîdàgà qo‘yilàdi. Jàvîb: 5,234375 ≈ 5,234 m. 5.22. Ê o ‘ r s à t m à :

x x2 4 1 2− + = −  bo‘yichà x0 1=  và x0 3=  àniqlànàdi. (1; −2) và (3; −2) nuqtà-

làrdà bårilgàn egri chiziqqà urinuvchi to‘g‘ri chiziqlàr y = −2x và y = 2x − 8. 5.31.

y = 6x − 4, d = 37
3

. 5.32. y = 12x − 28. 5.33. Ê o ‘ r s à t m à :  x x3 1 1 23
4

1
4

− − = − ⇒

⇒ − − + =x x3 1 1 1 03
4

3
4

. Endi ko‘pàytuvchilàrgà àjràting. Jàvîb: y =1,25x − 3,25,

y = 5x + 5,5 , y = −x − 1,5. 5.41. v(t) = x′(t) = 10 − 0,6t, v(6) = 10 − 3,6 = 6,4 (m/s);

10 − 0,6t = 0, bundàn t = 16 2
3

 (s). 5.44. (uvw)′=  = u′vw + uv′w + uvw ′. 5.45.

Ê o ‘ r s à t m à :  k = tg45° = 1, ′ = − ′ = −





′
=y x x( )3

1
31 1 1

3

2
3 1x k= = , bundàn

x = ±3 3 . Endi y x= −3 1  munîsàbàtdàn fîydàlàning. 5.47. Ê o ‘ r s à t m à :
f a h f a f a h( ) ( ) ( )+ ≈ + ′  dàn fîydàlàning. Chåtlànish αh gà tång, bundà

a f a
f
h

= − ′∆ ( ). 5.51. 1) − 4 3cos sinx x ; 2) 
tgx

xcos
; 3) − 4tg2x

xsin2
; 7) ( )cosx x x3 6 5+ + .

5.55. 2) ( )5 5
3

cos x + π ; 3) ( ) ( )42 7 72 2 2

6 6
x x xsin cos− −π π ; 10) −

cos 1

2
x

x
; 11)

cos(sinx)cosx; 12) 1

4
2 2

2tgx x⋅cos
; 13) x x

x

cos 1

1

2

2

+
+

; 14) x

x x x x x

2

2 2

1

2 1 1 1
−

+



 + +



cos tg

;

15) 
sin

( )

21
1
1

−
+







+

x
x

x x
. 5.59. s

2
. 5.60. 8) π

2 12 2(arccos )x x−
; 9) arcsinx; 10)

sinx ⋅ arctgx + x ⋅ cosx ⋅ arctgx + x x
x

sin
1 2+

; 11) 
arctgx

x
x
x2 1 2

+
+

; 12) −
−

2
42x x

;

            ∆x 1 0,5 0,2
x
1 7 2,375 0,728
5 91 41,375 15,608
10 331 157,625 61,218
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13) −
+ −

1
1 2 1( ) ( )x x x

. 5.63. 11) Êo‘rsàtmà: 1
9 202

48

x x+ +




 =  ( )1

4
1
5

48

x x+ +
− =

= (3-b, (1)) munîsàbàt bo‘yichà −
+ +

+






=1
4

1
52 2

47

( ) ( )
...

x x
. 5.65.  ′ = =s A

T
t

T
v 2 2π πcos ,

′′ = ′ = −s A
T

t
Tv 4 22

2
π πsin  yoki ′′ = −s s

T
4 2

2
π

. 5.66. 1) 2xln2; 2) 4−x(1 − xln4);

3) 10 x(1  + xln10); 4) ex(cosx − sinx); 5) − +sin cosx x
e x ; 6) − ⋅

+
2 10 10
1 10 2

x

x
ln

( )
;

7)
e x

x

x ( )

( )

−
+

1

1

2

2 2 ; 8) 2xln2 ⋅ cos(2x). 5.67. 1) 2 3 3x x xlog ln+ ; 2) 2 ln x
x

; 3) ln
ln

x +1
10

;

4) x x x
x x
ln

ln
ln− +1

2
2 ; 5) sinxlnx + x cosx lnx + sinx; 6) − 1

2x xln
; 7) −

+
2

1 2x x( ln )
;

8) ctgx. 5.68. 1) ( )( )

( )

x x

x

+ +
+

2 4

3 2
; 2) 

( )

( )

3

1

2

2

−
−
x x

x
; 3) 1 2

2 1 2 2
−
+x x( )

; 4) −
+

4
3 4 1 223 3x x( )

;

5) −
−
x
x1 2

; 6) mx
x

m

m

−

+−

1

11( )
; 7) −

+
2

3 1 2 43

x
x( )

; 8) 3
2 1 2

−
−
x
x( )

. 5.69. 1) Êo‘rsàtmà:

′ = + + =y x x( )3 2 6  3 2 02x x+ = , buning ildizlàri x0 0 2
3

= −,  . U hîldà :

x < 0 x = 0 x > 0 x < − 2
3

x = − 2
3

x > − 2
3

y ′ < 0 y ′ = 0 y ′ > 0 y ′ > 0 y ′ = 0 y ′ < 0

ymin = + + =0 0 6 63 2 ; ( ) ( )ymax = − + − + =2
3

2
3

4
27

3 2

6 6 ; 9) x b
a0 2

= − , a > 0 dà

eng kichik qiymàt 4
4

2ac b
a
− , a < 0 dà eng kàttà qiymàt 4

4

2ac b
a
− . 5.70. 2) eng kàttà

qiymàti f (3) = 1, eng kichik qiymàti f (−3) = −971,4. 5.73. x yP P= =
2 2

, , 

S P
max =

2

8
. 5.74. 2; 2; 2 2 . 5.75. x = 2

3 . 5.76. x = r dà (r > 0). 5.78.

f x x x2 14 2 2 16( ) ( )( )= + − −  funksiya x ning qàndày qiymàtidà eng kàttà qiy-

màtgà egà bo‘lishini àniqlàymiz. x − 2 và 16 − x ko‘pàytuvchilàr musbàt, ulàr-
ning yig‘indisi 14 gà tång, ya’ni dîimiy sîn. Dåmàk,  f 2(x) funksiya, f (x)
funksiya hàm eng kàttà qiymàtni x ning x − 2 = 16 − x tånglikni qànîàtlàntiràdigàn
qiymàtidà qàbul qilàdi. Bu x = 9, undà  f 2(x) = 28. Izlànàyotgàn eng kàttà qiymàt
f ( )9 28= . 5.80. Êo‘rsàtmà: x ≤ 1, 1 < x ≤ 2, 2 ≤ x ≤ 3, 3 ≤ x < 4, x ≥ 4 hîllàrini

qàràng. Jàvîb: 2 ≤ x ≤ 3 bo‘lishi shàrti bilàn f = 4. 5.81. Ê o ‘ r s à t m à :
uchburchàkning àsîsi và bàlàndligi o‘zgàrmàs ekànligidàn fîydàlàning và

www.ziyouz.com kutubxonasi



391

AB = a, CD = h dåb qàbul qiling. Eng kàttà qiymàt KL chiziq o‘rtà chiziq
bo‘lgàndà hîsil bo‘làdi. 5.85. 1) ∆f = f (2) − f (1) = 9; ∆x = 2 − 1 = 1; (1) fîrmulà

bo‘yichà ′ = =f c( ) 9
1

9 . Låkin ′ = +f x3 22 , bundàn x = c dà 3 2 92c + = ,

c = ± 7
3 , nihîyat, c∈[1; 2] bo‘lgànidàn c = 7

3
; 3) quyi tîmîn yo‘nàlgàn;

4) (0; +∞) dà qàvàriqligi bilàn yuqîrigà, (−∞; 0) dà quyigà yo‘nàlgàn. 5.88.
1) (−∞; +∞) dà o‘sàdi; 2) (−∞; +∞) dà o‘sàdi; 3) (−∞; 2) dà o‘sàdi, (2; 3) dà
kàmàyadi, (3; +∞) dà o‘sàdi. 5.103. 2) −1,66; 0,25; 2; 1.

V I  b î b

6.7. 2) Ê o ‘ r s à t m à :  2x = t; e x
C

2

2
+ . 6.13. 1) 1

4
1
2

2 2sin cosx x x C− + ;

2) x x x Csin cos+ + ; 3) 
− + +( )x

e x C
1

; 4) 3
32 3 1

x
x C

ln
( ln )− + ; 5) xlnx − x +C;

6) x xx C
2 4

2 4
ln − + ; 7) e x

x x C
2

(sin cos )+ + ; 8) e x x Cx ( )2 2 2− + + ;

9) x x x x x Cln ln2 2 2− + + . 6.16. 7) 8 2
3

; 8) −3; 9) 2 3
4

− ; 10) 11,25. 6.18.

2) π
3

; 4) π
4

; 5) 17 1
3

. 6.19. 2) 11
3

; 4) 2 2
3
; 6) 8

9
. 6.22. A = 3, B = 0. 6.30. 64,8.

V I I  b î b

7.4. s t s
gt= + +

2

0 02
v , bu yerdà v v0 0 00= =( ), ( )t s s . Ê o ‘ r s à t m à .  F = ma,

P = mg và F = P munîsàbàtlàrdàn fîydàlàning. 7.6. y e x=
2
. Ê o ‘ r s à t m à .

y ′ = 2xy và y(0) = 1 dàn fîydàlàning. 7.15. 1) y x Cx= −1
3

3( ) ; 2) y x Cx= +2 3 ;

3) y x C x= + ⋅sin tg
2

. 7.16. y x
x

= +
cos

1 . 7.17. y(0) = 1 shàrtni qànîàtlàntirà-

digàn yechim màvjud emàs.

V I I I  b î b

 8.3. 3 ⋅ 4 = 12. 8.4. 8; 6. 8.5. 24. 8.10. A A7
3

3
3⋅ =  7 ⋅ 6 ⋅ 5 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 1260. 8.18.

C20
4 4845= . 8.19. C5

2 10= . 8.20. C C10
3

12
3 26400⋅ = . 8.21. C49

5 . 8.28. 1) k = k1 + k2 +
+ k3 = 4, k

i
 = 0, 1, 2, 3 (k1, k2, k3) kîrtåjlàrni tuzàmiz: (4, 0, 0), (0, 4, 0),

(0, 0, 4), (3, 1, 0), (3, 0, 1), (1, 3, 0), (1, 0, 3), (0, 3, 1), (0, 1, 3),
(2, 2, 0), (2, 0, 2), (0, 2, 2), (1, 1, 2), (1, 2, 1), (2, 1, 1). Yoyilmàdà jàmi
15 tà hàd bîr. Hàdlàrdàn iõtiyoriy birini, màsàlàn, (2, 1, 1) kîrtåjgà
mîsini tîpàmiz. Uning kîeffitsiyånti: P(2, 1, 1) = (k!)/(k1! ⋅ k2! ⋅ k3!) =
= (4!)/(2! ⋅ 1! ⋅ 1!) = 12. Izlànàyotgàn hàd 12a2bc ko‘rinishdà bo‘làdi.

8.31. C5
8 = (12!)/(8! ⋅ 4!) = (9 ⋅ 10 ⋅ 11 ⋅ 12)/(1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4) = 495 và sh.o‘. 8.32. 3) C9

4  ⋅ 10!.
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8.37. C C4
2

5
3⋅ ⋅ 5! = 7200. 8.38. C C C5

3
6
4

4
3⋅ ⋅ . 8.39. 9 ⋅ 9!. 8.40. C C6

3
9
3 6⋅ ⋅ ! . 8.46. P5 =

= 5! = 120. 8.47. P(2, 2, 1, 1, 1) = (7!)/(2! ⋅ 2! ⋅ 1! ⋅ 1! ⋅ 1!) = 1260. 8.48. 94. 8.49.

C C C C21
4

17
4

13
4

9
5⋅ ⋅ ⋅ . 8.53. 84. 8.55. A33

4 982080= .

I X  b î b

9.8. {A0, À1, À2, À3, À4, À5, À6, À7, À8, À9, À10}, bundà À
i  – gårb i màrtà

tushdi. 9.19. 1) ÀB = ∅; 3) ÀB = ∅ yoki À = ∅; 4) À⊂B. 9.20. Yo‘q. 9.24. 2)

Ê; 7) Ì. 9.31. 0,77. 9.39. ( ) ( )A A B A B=    , bundà ÀB và A B  bîg‘liq

emàs. P(A) = P(AB) + P( A B ) và shàrt bo‘yichà P(AB) = P(A) ⋅ P(B)

bo‘lgànidàn P( A B ) = P(A) − P(AB) = P(A) − P(A) ⋅ P(B) = P(A) ⋅ (1 − P(B)) =

= P(A) ⋅ P(B). 9.41. Êo‘rsàtmà: ( ) ( ) ( )P A B C P B A C P C A B+ +       ni

hisîblàng; 4) P(A1A2A3) = P(A1) ⋅ P(A2) ⋅ P(A3) = 0,7 ⋅ 0,6 ⋅ 0,6 = 0,252. 9.43.

P(ABC) = P(A) ⋅ P(B) ⋅ P(C) = 0,9 ⋅ 0,8 ⋅ 0,7 = 0,504. 9.45. À1 – «birinchi bo‘-
làkni ikkinchi bo‘làk bilàn birlàshtirish»gà qîlgàn 2n − 1 tà bo‘làkdàn
bittàsi imkîn båràdi, dåmàk, P(A1) = 1/(2n − 1); Àk – «k- bo‘làkning qîlgàn
2n − (2k − 1) tàsining bittàsi bilàn ulànish ehtimîlligi P(A

k
) = 1/(2n −

− (2k − 1)). O‘zàrî bîg‘liq hîdisàlàr ehtimîlliklàrini ko‘pàytirish fîrmulàsi

bo‘yichà iz lànàyotgàn eht imîl l ik:  P
n n

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
− − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

1
2 1

1
2 3

1
3

1
1

1
99 97 31

...
...

.

9.49. P = 0,4  ⋅ 0,4 ⋅ 0,4 ⋅ 0,6 = 0,0384. 9.70. Êo‘rsàtmà: n = 60, xmax = 7, xmin = 1,

λ = =−7 1
60

0 1, . 9.71. β ≈ 65036′03′′, σ( β ) ≈ 1′′,9. 9.83. 2) (C C20
1

10
1+ )/C20

2  = 48/95.

9.85. À – «uch îtishdà kàmidà biri nishîngà tågdi» ehtimîlligi P(À) = 1 −

− q3 = 0,8, bundàn q = 0 23 ,  ≅ 0,5848. 9.86. P = 1 − 0,2 ⋅ 0,3 ⋅ 0,4 ⋅ 0,5 = 0,88. 9.87.

n = 5, m ≥ 2, p = 0,6, q = 0,4, P5(m ≥ 2) = 1 − P5(m < 2) = 1 5
0

2 1

− =
=

−

∑P m
m

( ) 1 − P5(0)−

− P5(1) = 1 − C5
0 p0q5 − C5

1 pq4 = 0,912.

X  b î b

10.1.  

a a a a a

a a a a a

a a a a a

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

















.  10.2. ( )A B= =



















1 1 1 1

0

0

0

0

, . 10.3.

C =








3 3 3 3 3

4 4 4 4 4
. 10.4. 1) ( )3 5 5 9 ; 2) ( )1 3 3 6− ; 3) ( )44 51 58 65 ;

4) ( )− − − −4 3 23 17 . 10.5. 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

















. 10.7. 1) 
− −








2 2 1

2 5 9
;
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2)
−
− −









4 2 9

4 3 3
; 3) 

−







10 8 0

2 12 26
; 4) 

− −







3 4 4

7 14 23
. 10.9. 1) 

5
3

13
3

8
3

2
3

2
3

1
3

17
3

3

0− −

− −


















.

10.28. Ìàvjud emàs. 10.29. 4) 

1 2 7

0 1 2

0 0 1

−
−

















; 5) 

1 3 11 38

0 1 2 7

0 0 1 2

0 0 0 1

− −
−

−



















;

6) 

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

− −

− −

− −























. 10.30. 1) 
2 23

0 8

−





 .  Ê o ‘ r s à t m à :  tånglàmàning

hàr ikki qismini hàm 
2 5

1 3

1








−

 màtritsàgà chàpdàn ko‘pàytiring; 4) k o ‘ r s à t m à :

tånglàmàning hàr ikki qismini hàm 

1 2 3

0 1 2

0 0 1

1
−















−

 màtritsàgà o‘ngdàn ko‘pàytiring.

10.32. 1) x1 = 2, x2 = 1, x3 = 3; 2) x = y = z = 0; 3) x1 = 3, x2 = 1, x3 =  1;

4) x = y = z = 0. 5) x = 3 2
7

, y = 3
7 , z = 1 5

7 . 6) x1 = x2 = x3 = 0. 7) x1 = 3, x2 = −4,

x3 = −1, x4 = 1. 8) x1 = x2 = x3 = x4 = 0. 9) x1 = x2 = x3 = x4 = x5 = 0. 10) x1 = 2, x2 = 0,
x3 = −2, x4 = −2, x5 = 1. 10.41. 1) (1; 12; 16); 2) (1; 2; 3; 0). 10.42. 1) y = x1 +

+ 2x2 + 3x3. 2) 0 ⋅ x1 + 1
3  ⋅ x2 + x3. 10.43. 1) Yo‘q. 2) Hà. 10.44. 1) Fàqàt bir õil

usuldà yoyish mumkin. 2) Fàqàt bir õil usuldà yoyish mumkin. 10.49. 1)
(2; 1; 1). 3) (3; 0; 0). 5) (1; 2; 3).
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1. Burchàklàr và yoylàr (4). 2. Burchàk và yoylàrning ràdiàn o‘lchîvi.
Êîîrdinàtàli àylànà (8). 3. Sînli àrgumåntning sinusi, kîsinusi, tàngånsi
và kîtàngånsi (12). 4. Òrigînîmåtrik funksiyalàrning dàvriyligi (18). 5. Sinus
và kîsinus funksiyalàrning õîssàlàri (20). 6. Òàngåns và kîtàngåns
funksiyalàrning õîssàlàri (25).
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1. Sinus và kîsinus funksiyalàrning gràfigi (29). 2. Sinusîidàl tåbrànishlàr
(32). 3. Òàngåns và kîtàngåns funksiyalàrning gràfigi (33).

3- §. Qo‘shish fîrmulàlàri ..................................................................... 35

1. Ikki burchàk àyirmàsining và yig‘indisining kîsinusi và sinusi (35).
2. Ikki burchàk yig‘indisi và àyirmàsining tàngånsi và kîtàngånsi (37).
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