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С У З  Б О Ш И

Бу дарслик бакалаврлар учун тасдикданган укув режаси асосида 

ёзилган булиб, математика, амалий математика ва механика йуналишлари 

учун мулжалланган. Албатта, дарсликни ёзишда ундан магистрлар ва 

аснирантлар фойдаланиши \ам  назарда тутилган. Дарслик туртта бобдан 

иборат булиб, биринчи боб умумий топология элементларига 

багишлапган. Иккинчи, учинчи бобларда чизикдар ва сиртлар назарияси 

урганилади. Механика йуналиши рсжасида тензор хисобни урганиш

! назарда гугилганлигини хисоГн а олиб тургинчи бобда тензор анализ
I

элементлари ёритилган. Дифференциал геометрия курси буйича узбек 

тилидаги биринчи дарсликни М.А. Собиров ва А.Ё. Юсупов биргаликда 

ёзишган ва 1956 йили чон эттиришган эди. Бу биринчи дарслик хажми 

жихагдан жуда катта булиб, чизиклар ва сиртлар назарияси буйича жуда 

куп маълумотларни у3 ичига олгап. Ундан хозир хам талабалар 

фойдаланиб келишмокда. Лекин кейинги вакгда укув режасининг 

узгариши, дифференциал геометрия фанининг тез ривожланиши хамда 

мустакил ресиубликамизда таълим сохасидаги катор крнунларнииг к,абул 

килнниши кунгина фанлардан, шу жумладан, дифференциал геометрия- 

дан хам янги дарслик ёзилишини такозо к,нлмокда.

Бу дарслик муаллифнинг Узбекистон Миллий Университети 

механика-математика факультетида ук,иган маърузалари асосида ёзилди. 

Албатта дарсликда муаллифнинг дифференциал геометрия курсини 

уклгишга булган уз нуктаи назари ифода этилган. Дарслик кулёзмасини

 ̂ ук,иб, уз фикр-мулохазаларини билдир!ан профессорлар, Т.Тулаганов,

Н.Ранихужаевлар ва доцент У.Илхомовга у3 миннатдорчилигимни
( билдираман.
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К И Р И Ш

Дифференциал геометрия курсида уч улчамли фазодаги чизиклар ва 
сиртлар математик анализ ёрдамида урганилади. Маълумки, аналитик 
геометрия курсида чизиклар ва сиртларни урганиш уларнинг 
тенгламаларини текшириш ёрдамида амалга оширилади. Шунинг учун 
алгебраик методлар аналитик геометрия курсида асосий роль уйнайди. 
Дифференциал геометрия курсида биз чизик ва сиртларни тенгламалар 
ёрдамида эмас, балки фазодаги маълум хоссаларга эга булган фшуралар 
сифатида аниклаймиз ва уларни математик анализ ёрдамида уРганиш 
учун дифференциал анувчи функциялар ёрдамида иараметрлаймиз. 
Геометрияда математик анализ методларини тадбик килишга Петербург 
фанлар академияси аъзоси JI. Эйлер катта хисса кушди. У чизикни 
параметрлаш, сирт нукгасида бош йуналишлар каби мухим тушунча- 
ларни киритди ва жуда ажойиб теоремаларни исбот килди. 
Дифференциал гсометриянинг асосий масалалари систематик равишда 
ёритилган биринчи асарни Гаспар Монж ёзди. Унинг «Чексиз кичиклар 
анализининг геомегрияга тадбики» номли китоби 1795 йили чоп этилди. 
Г. Монжнинг шогардлари Дьюпен, Менье хам сиртлар назариясига катта 
хисса кушдилар.

Геометрия фани XIX аерда жуда тез ривожланди. 1826 йили буюк 
математик Н.И. Лобачевский Евклид геометриясидан фаркли геометрия 
мавжуд эканлигини курсатди. Бу геометрияда геодезик учбурчак ички 
бурчаклари йигиндиси 180° дан кичикдир. 1827 йили Гаусс сиртнинг 
тулик эфилиги унинг ички геометриясига тегишли эканлигани исбот- 
лади. 1854 йили Б.Риман Лобачевский геометриясини хам у3 ичига 
олувчи янги геометрияни асослаб борди. Бу геометрия Риман геомет- 
рияси деб аталади. Риман геомстриясида геодезик учбурчаклар ички 
бурчаклар йигиндиси 180° дан катта хам, кичик хам булиши мумкин.

XX аерда дифференциал гсометриянинг ривожланишида чизиклар 
ва сиртлар урнига хар хил дифференциал структуралар киритилган сил
лик купхилликларии урганиш тенденцияси пайдо булди ва ривожланди. 
Бу объектларни (силлик купхилликларии) урганиш кулайлига шундаки, 
улар чизиклар ва сиртлар каби Евклид фазосининг кием тупламлари 
сифатида эмас, балки дифференциал структура киритилган абстракт то- 
пологик фазолар сифатида аникланади. Купхилликлар назариясида чи
зиклар ва сиртлар мос равишда бир улчамли ва икки улчамли купхил- 
ликларни ташкил этади. Х,озирги вактда купхилликлар назарияси гео
метрия курсининг асосий кисмлардан бири булиб колди.
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I БОБ

У М У М И Й  Т О П О Л О Г И Я  Э Л Е М Е Н Т Л А Р И

Бу боб дифференциал геометрия курсини уРганишДа зарур 
буладиган умумий тонологиянинг асосий тушунчаларига багишланган.

§ 1. Евклид фазосидаги топология

Хакик,ий сонлар тупламини R 1 билан белгилаймиз ва п> 1 учун 

R" ={(х',х2,...,х")\х‘ <е R[ ,i = 1,2,...и} тупламда х = (х ,х2,...,х”) ва 

у = ( у \ у 2,...,у") нукталар орасидаги масофани

d{x,y)= ^(у'-х'У + (у2 - х2)2 +... + (у" - х" f

формула билан аниклаймиз. Бу киритилган d : R" у. R" > R1 функция 

куйидаги шартларни к,аноатлантиради.

1) мусбат аникланган: ихтиёрий х, у eR" жуфтлик учун d(x,y)>О 

булиб, d(x,y)=О булиши учун х=у муносабатнинг бажарилиши зарур 

ва егарлидир.

2) симметрик функциядир: ихтиёрий х,у жуфтлик учун d(x,y)=d(y, х) 

мупосабатлар уринли.

3) учбурчак тснгсизлигини к,аноаглантиради: ихтиёрий х, у, z учта 

нукта учун d(x,y)<d(x,7.)+d(z,y) тснгсизлик бажарилади.

Юк,орида d(x,y) функциянинг 1, 2-шаргларии капоатлантириши рав- 

шап. Бу шартларнинг учинчиси сизга математик анализ курсидан маълум 

булган

| Коши тенгсизлигидан келиб чик,ади.

| Хакикатан хам, агар х = ( х ' , х 2, . . . , х " ) ,  у = ( у \ у 2,...,уп), z  = (zI, z 2, . . . , z ”)

нукдалар учун а к = х к -  г* ,b k = z* -  у к белгилашлар киритсак, Коши 

тенгсизлигидан d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) тснгсизлик келиб чикади. Киритилган 

d функция билан биргаликда R" метрик фазо булади.

Евклид фазода берилган х  нукта ва г > 0 сони учун
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Br{x) = \ y ^ R" ■d(x,y)<r) 

туплам маркази x  нуктада ва радиуси г га тенг очик шар деб,

B~Xx)=\y^Rn :d(x,y)<r\  

туплам эса маркази х  нуктада булган ва радиуси г га тенг ёпик шар деб 
аталади.

Сонлар укида, яъни R1 да Вг(х) очик шар (х-r, х+r) очик интервал, 

ёпик ВГ(Х) шар эса [х-г, х+r] ёпик кесма булади.

Энди очик шар ёрдамида R" да очик туплам тушунчасини 

киритамиз. Берилган А туплам ва унга тегишли а нукта учун шундай г>О 

сони мавжуд булиб Вг(а)с:А булса, а нукта А тупламнинг ички нуктаси 

дейилади. Хамма нукталари ички нукталар булган туплам очик туплам 

дейилади. Демак, хар кандай очик шар очик туплам булади, чунки 

х еВ г(а) булса, rx =min{d(a,x),r-d(a,x)}>Q сони учун Вг с  Вг(а)булади.

Хакикатан у  € (х) булса, d(a,y)<d(a,x)+d(y,x)<d(a,x)+rx<d(a^:)+r-d(a,x)-r

яъни d(a,y)<r, демак Вг (х) с  Вг(а) булади. Энди биз буш тупламни 0

билан белгилаб, уни ихтиёрий туплам учун кием туплам хисоблаймиз, ва 

уни R" нинг очик кием туплами деб кабул киламиз. Ана шунда очик 

кием тупламлар учун куйидаги теоремани исботлай оламиз.

Теорема!. Очик кием тупламлар учун куйидагилар уринлидир.

1. Бутун фазо, яъни R" очик тупламдир.

2. Буш туплам очик тупламдир.

3. Чекли сондаги очик кием тупламларнинг кесишмаси (умумий 

кисми) очик тупламдир.

4. Хар кдндай очик тупламлар оиласи учун бу оиладаги очик 

тупламлар йигиндиси очик тупламдир.

Исбот. Теореманинг иккинчи тасдиги исбот талаб килмайди, чунки буш 

тупламни очик туплам деб эълон килганмиз. Агар а е R” булса, 

ихтиёрий г > 0 сони учун Br(a)c:R" муносабат хар доим уринли, 

шунинг учун хам R" очик тупламдир.
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Энди А,, А2,.., А,,, очи к  туплам лар берилган булса, Л = (~)А1
/=|

тупламнинг очик, эканлигини курсатайлик. Агар А = 0  булса, 

иккинчи пунктга кура А очик туплам булади. Шунинг учун A-f-0 

деб фараз к,илиб, А га тегишли ихтиёрий а нуктанинг ички нук,та 

эканлигини курсатайлик. Агар яеА  булса, унда аеА , муносабат 

барча i лар учун бажарилади. Хар бир А, очик туплам 

булганлиг и учун шундай г;>0 сопи мавжудки, Вг (а) с. А( 

муносабат бажарилади. Бу чскли сондаги г{ сонларипинг энг 

кичигини г билан белгиласак, В, (а) е й ,  (а)сА; муносабат

бажарилади. Демак ВДа) с;А, ва а нукта А тупламнинг ички 

нуктасидир. Энди теореманинг 4-пунктини исботлайлик. Очик

тунламлардан иборат {Ла } оила берилган булсигг. ^  = Аа
а

йигиндининг очик ryiuraM эканлигини курсатайлик. Бунинг учун 

А га тегишли ихтиёрий а нукта олиб, унинг ички нукта 

эканлигини курсатамиз. Йигиндига тегишли а нукта йигиндида 

Катнашаётган Аа тупламларнинг камида бирортасига тегишли

булади. Фараз килайлик а е булсин. Аа туплам очик

булгагшиги учун бирорта г>0 мавжуд булиб, Вг(а )с  Аа

муносабат бажарилади. Дсмак Вг(а)сА  ва А туплам учун а ички 

нукта булади. Бундан эса, А нинг очик туплам экагглиги келиб 
чикади.

Энди очик тугигам тушунчасидан фойдаланиб, ёник туплам 

тушунчасини киритамиз. Берилган F тупламнинг тулдирувчиси 

CF=R"\ F очик тугигам булса, F ёпик туплам деб аталади. 

Биринчи тсоремадан фойдаланиб, ёпик тупламлар учун куйидаги 
тсоремани исботлаш мумкин.

Тсорсма-2, Еггик кием тупламлар учун куйидагилар уригигидир.

1. Бутун фазо, яъгги R" ёггик туггламдир.

2. Буш туплам ёпик туггламдир.
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3. Хар кандай ёпик. кием тупламлар оиласи учун шу оиладаги 

тупламлар кесишмаси ёпик, тупламдир.

4. Чекли сондаги ёпик, тупламларнинг йигиндиси ёпик, 

тупламдир

Биз R" нинг х = (х' , х г, . . . ,х")  у  = { у \ у 2 , . . . , у " )  элементлари учун 

х  + у  = (х] + / , х '  + у ' , . . . , х "  +  >’"), Ах = (Ax' , Ах2, . . . ,  Ах")  

коидалар билан янги х+у, Хх элементларни аниклашимиз мумкин. Бу 

ерда X хаки кий сон. Бу киритилган амалларга нисбатан R" чизикли фазо 

булади. Бу холда R" ни чизикли фазо сифатида карасак, унинг 

элементини вектор деб атаймиз. Чизикли фазо учун белгилашни 

узгартирмаймиз, чунки хар гал текст мазмунидан R" нинг метрик фазо 

ёки чизикли фазо эканлиги куриниб туради. Метрик R" фазо 

нукталарининг хар бир х, у жуфтига боши х  нуктада, охири эса у  нуктада

булган ху векторни мос куйсак, бу вектор чизикли R" фазонинг элементи 

булади. Чизикли R" фазода скаляр купайтма киритилгандан кейин 

метрик R" фазони Евклид фазоси деб атаймиз. Демак, R" ни Евклид 

фазоси деганимизда, унда d функция ёрдамида метрика киритилиб, унга 

тегишли нукталарнинг хар бир жуфтига мос куйилган векторлар 

фазосида скаляр купайтма киритилгандир.

Евклид фазосида

У = Х  ао xJ + a,,i = \,2,...,n,

куринишдаги алмаштиришда {<з,у} матрицанинг детерминанти нолдан 

фаркли булса, у аффин алмаштириш деб аталади. Бу ерда

( ' ЛX
/  \ 
а \

_ х 1 а 2X — , а =

а\  п)
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белгилашларни хисобга олиб аффин алмаштиришни у  = Ах  + а 

куринишда ёзишимиз мумкин. Агар А матрица ортогонал матрица булса, 

F акслантириш харакат деб аталади. Маълумки, А ортогонал матрица 

булса, х,у,  векторлар учун

(Ах, А у) = (х, у)

тснглик уринлидир, яъни харакатда скаляр купайтма сакданади. Хакика- 

тан, А ортогонал матрица булса

Ат А=Е

муносабат уринли булади. Бу ерда Ат транспонирланган матрица, Е эса 

бирлик матрица. Шунинг учун

(Ах, А у) = (х, А1'А у) = (х,у)

тенгликни хосил киламиз. Бизга аналитик геометрия курсидан маълумки 
харакат икки нукта орасидаги масофани саклайди. Агар detA>0 булса, 
маълумки F харакат фазода ориентациями хам саклайди.

§ 2.Топологик фазолар

Х-бирорта туплам ва унинг баъзи кием гупламларидан иборат 
т= {G„) оила берилган булсин. Бу оила чекли сондаги элементлардан 
иборат булиши ски униш’ элементлари чексиз куп булиши мумкин. 
жумладан, г оилага X нинг хамма кием тупламлари тегишли булиши хам 
мумкин. Шунинг учун биз индекс узгарувчиси а  нинг кандай тупламга 
тегишли эканлигини курсата олмаймиз. Биз X нинг баъзи кием 
гупламларидан иборат т оиладан куйидаги шартларипинг бажарилишини 
талаб киламиз:
1) X туплам т га тегишли булсин ( маълумки, хар кандай туплам 
узининг кием туплами булади. Шунинг учун у т га тегишли булиши 
мумкин, булмаслиги хам мумкин);
2) Буш туплам т га тегишли булсин (буш туплам хар кандай тупламга 
кием тупламдир, шунинг учун у X нинг кием туплами сифагида т га 
тегишли булиши мумкин ёки булмаслиги мумкин);
Л) т оилага тегишли хар кандай иккита тупламнинг умумий кисми 
(кесишмаси) т оилага тегишлидир.
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4) т оилага тегишли кием тупламлардан иборат ихтиёрий { Ga } 0ила

учун йигинди ^  ^ ар хдм т га тешшли булсин. Бу ерда { Gaf  } оила

чекли сондаги элементлардан иборат ёки чексиз куп элементлардан 
иборат булиши мумкин. Шунинг учун бу ерда хам биз индексдаги

узгарувчи (5 тегишли тупламни курсата олмаймиз. Жумладан, { G a  ̂ )

оила т оила билан устма-уст тушиши хам мумкин. Юкоридаги талаб 
килинган 4 та шартлар бажарилган такдирда (X, т ) жуфтлик топологик 
фазо деб аталади, х эса X тупламдаги топология деб аталади. Демак, 
бирорта тупламни топологик фазога айлантириш учун унинг юкоридаги 
шартларни каноатлантирувчи кием тупламларидан иборат бирорта 
оилани аниклаш етарлидир. (X, т) топологик фазо булса, X нинг эле- 
ментлари нукталар деб, т га тегишли X нинг кием тупламлари очик 
тупламлар деб аталади. Юкоридаги келтирилган 1) - 4) шартларни 
топологик фазо аксиомалари деб атаймиз. Шундай к.илиб, биз хозир 
умумий топологиянинг асосий тушунчаси топологик фазо тушунчасини 
киритдик. энди бир нечта мисоллар келтирайлик.

1 - мисол.
X=R" булса, т билан биринчи параграфда киритилган R” даги очик 
тупламлар оиласини белгилаймиз. Биринчи теоремага кура, т топология 
булади. Бу топология евклид топологияси деб аталади.

2 - мисол.
Х-ихтиёрий туплам, т оила буш туплам ва X дан иборат булса, (X, 

т ) жуфтлик топологик фазо булади. Бу топологик фазода факат иккита 
очик кием туплам мавжуд.

3 - мисол.
Х-ихтиёрий туплам, т оила X нинг хамма кием тупламларидан 

иборат оила булсин. Бу топологик фазода ихтиёрий кием туплам очик 
тупламдир.

(X, т ) - топологик фазода, AczX туплам учун унинг тулдирувчиси 
Х\А очик туплам булса, А туплам ёпик туплам деб аталади. Топологик 
фазо аксиомаларидан фойдаланиб ёпик тупламлар учун куйидаги 
хулосаларни иеботлаш мумкин:
1) X ёпик тупламдир;
2) буш туплам ёпик тупламдир;
3) чекли сондаги ёпик тупламларнинг йигиндиси ёпик тупламдир;
4) ихтиёрий ёпик тупламлар оиласи учун бу тупламлар кесишмаси 
(умумий кисми) ёпик тупламдир;
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Бу хоссапарни исботлаш укувчиларга хавола кялинади.
" топологик фазо, х еХ  булсин. Агар U очик туплам булиб, 

х  eU  булса, U туплам х нинг атрофи дейилади. Шундай килиб, х нукта 
тегишли булган ихтиёрий очик, туплам шу нуктанинг атрофи дейилар 
экан. АсХ , х е Х  булиб, х нуктанинг бирорта атрофи U учун U cA  
муносабат бажарилса, х нукта А тупламнинг ички нуктаси дейилади. А 
тупламнинг ички нукталари тупламини intA билан белгилаймиз. Агар х 
нуктанинг ихтиёрий атрофи U учун А п Ш 0  ва (Х\А ) п Ш 0  
муносабатлар бажарилса х нукта А тупламнинг чегаравий нуктаси 
дейилади. Чегаравий нукталар тупламини оА куринишда белгилаймиз.

4 -  Мисол.

X =R\ A=(a,b)  булсин. Бу ерда а,Ь- хакикий сонлар ва а<Ь. Бу 
мисолимизда intA=(a,Z>), ЗА ={а,Ь}.

5 - Мисол.

X = R > А - хамма рационал сонлар туплами булсин. Бу 
мисолимизда <ЗА=Х, чунки ихтиёрий хакикий сон учун унга якинлашувчи 
рационал сонлар кетма-кетлиги мавжуд.

хеХ  булиб, х нуктанинг ихтиёрий атрофида А тупламга 
тегишли нукталар мавжуд булса, х нукта А тупламнинг уриниш нуктаси
дейилади. А тупламнинг хамма уриниш нукталари туплами А билан 
белгиланади ва А нинг ёпиги деб аталади.

InL4, ЗА ва А  лар учун куйидаги теоремалар уринлидир.
Теорема-3. А = int A u  SA

Теорема-4. А туплам очик туплам булиши учун intA=A 
муносабатнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.

Теорема-5. Хар кандай А туплам учун А ёпик тупламдир.
Учинчи теореманинг исботи. Сизларга маълумки А=В муносабат 

А сВ , ВсА  муносабатларга тенг кучлидир. Демак A c  intAu<5A ва 
A zjintAuoA муносабатларни исботлашимиз керак.

Агар х е А булса, х нинг ихтиёрий атрофида А тупламга тегашли 
нукталар мавжуд. Агар х нинг ихтиёрий атрофида Х\А га тегишли 
нукталар хам булса, унда х еоА.  Лекин х нинг бирорта U атрофида Х\А 
га тегишли нукталар булмаса, унда xeUczA ва демак xein tA . Бу 
мулохазаларимиздан, А с  intA^oA эканлига келиб чикади. Энди 
xein tA uSA  булсин. Демак xe in tA  ёки х е о А  муносабат бажарилади. 
Иккала холда хам х нинг ихтиёрий атрофида А тупламга тегишли 
нукталар мавжуд ва демак х е А . □

Туртинчи теореманинг исботи укувчиларимизга хавола этилади.
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Бешинчи тсореманинг исбоги. А нинг ёпик, туплам эканлигини 
иеботлаш учун Х\А тупламнинг очик, туплам эканлигини исботлаймиз. 
Бунинг учун Х\А га тегишли ихтиёрий х нуктани карайлик. Демак, х 
нукта А га тегишли эмас ва шунинг учун уни шундай U атрофи 
мавжудки, бу атрофда А га тегишли нукталар йук,, яъни U nA = 0 . 
Шунинг учун x e U c X \ A , яъни х  нукта Х \А  нинг ички нуктасидир. 

Туртинчи теоремага кура Х \А  очик тупламдир. □
Теорема-6. Ихтиёрий ёггак. А туплам учун А=А муносабат 

уринлидир.
Исбот. Хар доим А с  А булганлиги учун ёпик, А гуилам учун Azd А  

муносабатни иеботлаш етарли. Бунинг учун А га тегишли ихтиёрий х  
нуктани карайлик. Агар х  еХ\А булса, Х\А очик, туплам булганлиги ва 
х  уриниш нуктаси эканлигидан (Х\А)пА*0 муносабат келиб чикдци. Бу 
Карама-кдршилик х е А эканлигини курсатади. □

Энди (X, т) топологик фазо, ва AciX -  бирорта кием туплам булсин.

Берилган А тупламни х,ам х топология ёрдамида топологик фазога 

айлантириш мумкин. Бунинг учун А тупламда г , = |Л п  :Ga е г} оила 

топология эканлигини курсатамиз:

1) Х ет  булганлиги ва ХглА=А тенгликдан А е т л келиб чикади.

2) 0 е т  булганлиги ва 0 п А = 0  тенгликдан 0 е т А келиб чикади.

3) А,,А2е т Л булса, G,,G2ex тупламлар мавжуд булиб,

Д п Л 2 =(Лг\  G,)П (А гл (}2) = А П (G, П (12) тенглик уринли булади. Бу 

ерда G, flG 2 е  г булганлиги учун Л, П Л2 е  тА булади.

4) тА оилага тегишли {.4p \ тупламлар оиласи берилган булса, т га 

тегишли G(j тупламлар мавжуд булиб,

и Л  = и и П О  )=  А П Щ Сд тенглик уринли булади. Бу ерда
а п  р \ е  )

\JG„ е  г булганлиги учун (J А„ йигинди хА оилага тегишли булади.
И Р

Демак (А, хд) жуфтлик топологик фазо булади. Бу х,олда хА топологияни 
А тупламда X топологик фазодаги х топология ёрдамида аникданган ёки 
келтирилган топология деб аталади.

www.ziyouz.com kutubxonasi



§ 3. Метрик фазолар

Метрик фазолар топологик фазоларнинг жуда мух,им синфини 
ташкил этади. Бу фазоларда ихтиёрий икки нукта учун улар орасидаги 
масофа тушунчаси киритилади. Метрик фазоларнинг мух,им турлари 
билан сиз биринчи курсда танишгансиз.

X - ихтиёрий туплам, тугри купайтма Хх X да
р:ХхХ—»R' функция аникланган булиб, куйидаги шартларни 

капоатлангирсип :
1) р ( х , у )  > 0, У х , у  еХ
2) р ( х , у  )=0 <=> х = у  У х , у  еХ 
:s) Р( х , у ) =  р ( у ,  X) У х , у  е Х
4) р ( х , у ) <  р ( x , z ) +  р( z , у )  Ух  , y , z & X

Юкоридаги шартлар метрик фазо аксиомалари дейилади. Бу шартлар 
бажарилса (Х,р) жуфтлик метрик фазо дейилади. (Х,р) - метрик фазо,
х е Х , г>0 булса маркази х  »ук.тада ва радиуси г га генг очик, шар Ur(x ) 
куйидагича аникланади:

и г(^)={уеХ : р( х ,у )< г) .
Очик, шар ёрдамида метрик фазода очик, туплам тушунчасини 

киригиш мумкин. А сХ  -к,исм туплам, х  е Х  булиб бирорта г>0 сон учун 
Ur(x )c A  булса х  нукта А тугшамнинг ички нуктаси дейилади. Хамма 
нукталари ички нукталар булган туплам очик туплам дейилади. Агар т 
оила сифатида (X, р) метрик фазонинг х,амма очик кием тупламлари ва 
буш гупламдан иборат оилани олсак, натижада (Х,т) жуфтлик топологик 
фаюга айланади. Бу топология (Х,р) фазода р метрика ёрдамида 
киритилган топология деб аталади. Энди т оиланинг toiiojioihk фазо 
аксиомаларини каноатлантиришини текширайлик.

1) .veX  ва г ихтиёрий сон булса, Ur(x )c X  булганлиги учун X 
туплам т оиласига тегишлидир;

2) Буш туплам т га бу оиланинг аникланишига кура тегишлидир;
3) А,, А2ет  булсин. Агар А ,оА 2= 0  булса, иккинчи шаргга кура 

А |пА 2ет. Фараз к,илайлик, А ,пА 2̂ 0  ва хеА=А,г^Ал, булсин. А,, 
ва А2 тупламлар очик булганлиги учун шундай г, ва г2 мусбат 
сонлар мавжудки, Ur (х) с  А, , (/„ (х) с: Л2 муносабатлар бажари

лади. Агар 0</-<min{r„r,} булса, Ur(x )cA = A ,nA , муносабат 
бажарилади. Демак , А=А[ПА2 туплам т оилага тегишлидир;

4)1А„} - т га тегишли тупламлар оиласи булсин. U Ац ет  эканлигини 

курсатайлик. Бунинг учун х  е A=UAa нуктани карайлик. х  нукта 
йигинди! а тегишли булганлиги учун шундай индекс а 0 мавжудки, х  е  ^ Ц|)
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муносабат бажарилади. Д*0 туплам очик, булганлиги учун шундай г>() 
сон мавжудки, Ur(x)czAa с  А муносабат бажарилади.

Демак, т оила топологик фазо аксиомаларини к,аноатлантиради.
6 - Мисол. X=R' , р ( х  ,.y)=l х - у  I

7 - Мисол. X=R" , р ( х  , y ) = J t ( x ' - у ' ) 1

Бу ерда х = (х ‘, X 2,..., х") , y = ( y s, у 2,..., у ").
8-Мисол. Х=С|а ,Ь ] билан |a,fo] сегментда аникланган узлуксиз 

функциялар туплами белгилаймиз. Бу тунламда х (I) , у ( t) функциялар 
учун
r ( x , y ) =  suptу  (t)-х  (t)l формула буйича мегрикани
|Г|а,Ы

аникдаймиз. Бу холда г учун метрик фазо аксиомаларини текшириш 
енгил, шунинг учун бу ишни укувчиларга хавола этамиз.

Энди метрик фазо учун ички, чегаравий ва уриниш нукгаларини 
киритайлик.

ДсгХ - кием туплам, х е Х  булиб, ихтиёрий г>О учун Ur(x )n A  Ф0, 
Ur(x )n (X \A ) Ф0  булса, х нукта А тупламнинг чегаравий нуктаси 
дейилади. Агар ихтиёрий г>0 учун факат Ur(x )n A  Ф0  муносабат 
бажарилса, х нукта А тупламнинг уриниш нуктаси дейилади. Бирорта 
г>0 сони учун Ur(x )c A  муносабат бажарилса, х нукта А учун ички 
нукта дейилади.

Метрик фазолар шундай бир ажойиб хусусиятга эгаки, бу хусусият 
Хаусдорф аксиомаси деб аталади (X, р)-метрик фазо, 
х , у & К  ва х ф у  булсин Агар d= р ( х , у ) ,  0< r< d/2 булса, Ur(x )  Ur(v )  
шарлар узаро кесишмайди. Биз топологик фазолар учун хам Хаусдорф 
аксиомасининг бажарилишини талаб киламиз. Бу аксиома куйидагича 
таърифланади.

Хаусдорф аксиомаси. (Х,т) - гополо1ИК ф азо, х , еX ва х ф у  
булса, х  ва у  нукталарнинг узаро  кесиш майдиган атроф лари  мавжуд.

Хаусдорф аксиомаси бажарилган топологик фазолар Хаусдорф 
фазолари дейилади. Биз бу хакида алохида таъкидламасдан курс 
давомида хамма топологик фазолар учун Хаусдорф аксиомаси 
бажарилган деб фараз киламиз. Юкорида таъкидлаганимиздек, метрик 
фазоларда бу аксиома хар доим бажарилган.

Энди топологик фазоларга кайтайлик. (X, х) - топологик фазо 
{ х п)еХ , п= 1,2,... ва х е Х  булсин. х нуктанинг ихтиёрий U атрофи учун 
шундай сон N>0 мавжуд булиб , п> N да x„eU  муносабат бажарилса, 
{х п}- кетма-кетлик х нуктага якинлашади дейилади ва lim*„=;t (ёки

х„ х ) куринишда ёзилади.
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Теорема-7. Хаусдорф фазосида хар кандай якинлашувчи кетма- 
кетлик ягона лимитга эгадир.

Исбот. {дг„}-якинлашувчи кетма-кетлик ва lim х = х  булсин. Агар 
Х " ~*У ва У булса, U, ва U, билан мос равишда х  ва. у
нукталарнинг узаро кесишмайдиган атрофларини белгилаймиз (Хаусдорф 
аксиомаси ). {х„) - кетма-кетлик х  ва у  нуктапарга якинлашганлиги 
учун шундай N„ N, сонлар мавжудки, п > N, да x neU „ п Ж 2 да x neU, 
булади. Бундан п > шах { N, , N2} булса, x „eU ,n U 2 муносабатни 
оламиз. Демак, U ,nU 2̂ 0 . Бу зиддиятдан у  = х  булиши келиб чикади. □

§ 4. Богланишли ва компакт тупламлар

I. Богланишли тупламлар.
(Х,т) - топологик фазо, А с=Х - кием туплам булсин. Иккита очик G, ва 

G, кием тупламлар мавжуд булиб,

1) А= (A nG ,)u(A nG ,)
2) (A oG ,)o(A nG 2)= 0
3) A n G ,* 0 , A nG 29t0.

шарглар бажарилса, А туплам богланишеиз туплам дейилади. Агар бу 
шартларни каноатлантирувчи G, ва G2 очик тупламлар мавжуд булмаса, 
А туплам богланишли туплам дейилади.

А -  X х,олни карайлик. Бу холда X oG ,=G 1; XnG[=G, булганлиги 
учун юкоридаги шартлар куиидаги куринишда ёзилади.

l')X = G ,uG 2
2 l)G1n G ,= 0
3 I)G ,* 0 , G2* 0 .

Демак , агар 1 '), 2 '), 3 шартларни каноатлантирувчи очик Gi ва 
G, кием тупламлар мавжуд булса, X ни богланишеиз топологик фазо деб 
атаймиз. Акс холда, яъни бу 1 ') ,2 ‘), 3 г) шартларни каноатлантирувчи 
G,, G2 тупламлар мавжуд булмаса, X ни богланишли топологик фазо деб 
атаймиз.

Теорема-8. Богланишли тупламнинг ёпига хам богланишли 
тупламдир.

Исбот. (Х,т) - топологик фазо, AczX - богланишли кием туплам 
булсин. Агар А богланишеиз туплам булса, очик G! ва G, кием 
тупламлар мавжуд булиб, куйидаги

A =(G, n  A )b>(G2 n l )
(G, n  A ) n  (G2 о  A )= 0  

G , n  A * 0 , G 2 гл A 0 ,
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муносабатлар бажарилади. Acz A булганлиги учун,
(G ,n  Л )пЛ =С ,пЛ , (G2n  A )nA =G ,nA  A =(G ,nA )u(G , n  А), 

тенгликлар уринлидир. ^
G, ва G, очик тупламлар, G tr \ A * 0 ,  G2Г \ А ф0  булганлигидан, 

G ,n A ^ 0  ва G ,n A * 0  муносабатлар келиб чикади ва них,ояг 
(С ,п Л  ) n ( G ,n ^  )= 0  тенгликдан (G ,nA )n (G ,nA )= 0  тенглик келиб 
чикади. Бу муносабатлар биргаликда А нинг бокланишсиз туплам 
эканлигини курсатади. Бу зиддимтдап А тупламнинг богланишли 
эканлиги келиб чикади.□

Теорсма-9. { Аа )- богланишли тупламлар оиласи ва П  А а *  25

булса, А= U  ^ « туплам х,ам богланишли тупламдир.
а

Исбот. Фараз килайлик А туплам богланишсиз булсин. 
Богланишсиз туплам таърифига кура шундай очик G, ва G-, тупламлар 
мавжудки ,

А = (G ,nA )u(G ,nA )
(A oG , )o (A n G 2) = 0  
А г \ О 1Ф0,  A n G ,^ 0

муносабатлар уринлидир.
Биринчи муносабатдан ихтиёрий а  учун Aa=(Aan G ,)u (A an G 2) 

тенглик келиб чикади. Ундан ташкари, иккинчи муносабатдан ва A uczA 
эканлигидан (Aan G ,)n (A an G ,)  = 0  тенглик келиб чикади.

Демак, Aa=(Aa/nG, )u (A an G 2) ва Aa богланишли булганлиги учун 
(A nG ,) = 0 , (A nG 2) = 0  тенгликлардан бирортаси уринлидир.

Агар бирорта ос„ учун Aao G ,= 0  булса унда AaczG2 булади. Лекин 
Р | Aa* 0  дан хамма а  лар учун Aac;G2 экашшги келиб чикади. Бундан

эса A nG  |= 0  тенгликни х,осил киламиз. Бу карама-каршилик теорема
исботини якунлайди.О

Энди хеХ  булса, Н билан х  нукта тегишли булган х,амма 
богланишли тупламлар йигиндисини белгилайлик. Бу тупламларнинг 
х,аммасига х тегишли булганлиги учун 9-теорема шарги бажарилади. 
Демак, Н богланишли тупламдир. Н тупламни х тегишли булган 
богланишлилик компонентаси деб атаймиз. Аникланишига кура Н туп
лам х  тегишли булган богланишли тупламларнинг энг каттасидир.

Теорема-10. Хар хил икки нукталар учун улар тегишли булган 
богланишлилик компоненталари ёки кесишмайди ёки устма-уст тушади.

Исбот. х , у  еX ва х ф у  булса, улар тегишли булган богланиш
лилик компоненталарини Н х ва Н у  билан белгилайлик. Агар
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H * n H j ,* 0  булса, 9-теоремага кура Н=Их и Н у  туплам богланишли 
булади ва богланишлилик компоненгасининг таърифига кура H =IIr = H v 
гснглик келиб чикади. □

Георема-11. Богланишлилик компонентаси ёпик тупламдир.
Исбот. Н туплам д: нукта тегишли булган богланишлилик

компонентаси булсин. 8-теоремага кура Я  - богланишли тупламдир.

Компонента таърифига кура * е Н  дан Н = Н  келиб чикади. Демак, Н 
ёпик тупламдир. □

II. Компакт тупламлар. (X ,т ) - топологик фазо, А сХ  - кием 
туплам ва бирорта {Аа} -очик тупламлар оиласи берилган булсин. 
Берилгаи оила учун \J  А а э А  муносабат бажарилса (A,t ) оила А

тупламнинг очик кобиги деб аталади. Агар кобик чеюш сондаги 
тупламлардан иборат булса, у чекли кобик деб аталади.

Таъриф. А тупламнинг ихтиёрий очик кобигидан чекли кобик 
ажратиш мумкин булса, А туплам компакт туплам деб аталади.

Табиийки , бу таърифда агар А = X булса , унда биз компакт фазо 
таърифини оламиз. Факат бу ерда {A J оила X учун кобик булса, унда 
У  ^  муносабат урнига U  = X тенглик ёзилади.

а

Георема - 12. X - компакт фазо, АсгХ - ёпик туплам булса, А - 
компакт тупламдир.

Исбот. {Аа } - оила А туплам учун очик кобик булсин. А ёпик 
булганлиги учун Х\А очик туплам ва { А „ М  Х\А } оила X учун кобик 
булади. X компакт фазо булганлиги учун (Ац}и{ Х\А } оиладан X учун 
чекли кобик ажратиш мумкин. Ажратилган чекли кобикка тегишли кием 
тупламлар F„ F2,..,Fk булсин. Агар { F, ),к оилада Х\А туплам булмаса ,
(Fj } оила {Аа } дан ажратилган А нинг чекли кобиги булади. Агар {F, ) 
оилада Х\А булса , унда бу оиладан X \ А ни чикариб, А учун чекли 
кобик хосил киламиз. Демак, А компакт тупламдир. Теорема исботланди.

Теорема - 13. X - хаусдорф фазо, А с  X - компакт туплам ва 
х  еХ \А  булса, шундай очик кесишмайдиган G, ва G, тупламлар 
мавжудки, A cG ,, х  sG 2, булади.

Исбот. А га тегишли ихтиёрий у нуктани олсак, Хаусдорф 
аксиомасига кура шундай очик кесишмайдиган G x , G y  тупламлар
мавжудки x e G 5,y eG у  булади. { G y  : y e A j  оила А туплам учун очик
кобик булади ва А компакт булганлиги учун бу оиладан А учун чекли-----
кобик ажратиш мумкин. Ажратилган чекли кобикка тегишли тупламлар ! j !
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лар булсин. Бу очик тупламлар билан кссишмайдиган 
х нуктанинг атрофлари мос равишда G x ( y ,), G х ( у 2),...Gх ( у  т)

тупламлар булсин. Агар G ^ U  ^  у , ,G,= п G x (^ i)  булса , равшанки
/ - 1 Ml

A cG t, x e G , ва G ,nG 2= 0  муносабатлар бажарилади.□
Теорема - 14. X - хаусдорф фазо, А с  X - компакт туплам булса , 

А ёпик тупламдир.
Исбот. А нинг ёпик эканлигини курсатиш учун Х\А нинг очик 

эканлигини курсатамиз. Агар xeXYA булса, 11-теоремага кура шундай 
очик G туплам мавжудки, x e G c  Х\А муносабат бажарилади. Демак , х 
нукта Х\А учу?! ички нукта ва х  нинг ихтиёрий эканлигидап Х\А нинг 
очик туплам эканлиги келиб чикдци.

Теорема - 15. X=Rn , А сХ  - булса, А нинг компакт туплам булиши 
учун А нинг ёпик ва чегараланган туплам булиши зарур ва етарли .

Исбот. Зарурлиги. Метрик фазода туплам бирорта шар ичида стса, 
у чегараланган туплам дейилади. А компакт туплам булса, R" ниш 
хаусдорф фазо эканлигидан А нинг ёпик туплам эканлиш келиб чикади 
(теорема-14). Энди А нинг чегараланганлигини курсатайлик. Бунинг учун 
бирорта х е А  нуктани олиб, маркази шу нуктада булган (Вп(х)} шарлар 
оиласини караймиз, бу ерда п = 1, 2 ,... . Бу шарлар оиласи А учун очик 
кобик булади ва А компакт булганлиги учун бу оиладан чекли кобик 
ажратиш мумкин. Агар чекли кобик В „ ( х 0),В„г (х0), . . . ,Вп̂ ( х 0) шар- 

лардан иборат булса, N билан {̂ ,} ни белгилаймиз. Бу ерда В„(х)

маркази х  нуктада, радиуси п булган очик шар. Бу холда A c  BN(X) 
эканлигидан А нинг чегараланганлиги келиб чикади.

Етарлилиги. Теореманинг етарлилигини исботлаш учун , R" да 
Q={ x e R  : I х  I < г } кубнинг компактлигини исботлаймиз. Бунинг учун 
эса ишни ёпик кесманинг компактлигини исботлашдан бошлаймиз.

Лемма 1. | а , b ) - компакт тупламдир.
Исбот. { Ua } - оила \ а , Ъ \ сегменгнинг очик кобиги булсин. Агар х  е 
fa , b \ ва [ а , х  \ сегмент учун чекли кобик мавжуд булса , бундай х  
нукталар тупламини А билан белгилаймиз. Равшанки , А буш эмас,чунки

а е А. Бундам ташкари, бирорта а 0 учун ае  Uа<1 булса, а нукта узининг 

бирорта атрофи билан да ётади. Шунинг учун А тупламга а

нуктадан бошка нукталар хам тегишли. Демак, агар с = sup { х  : х е А 
} булса, с > а эканлига равшан. c=sup{x: хеА } булганлиги учун |а, с-е] 
сегмент учун чекли кобик мавжуд. Агар | а, с-е] сегментнинг чекли
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кобишга с гегишли булган 11а< тупламни кушсак, |а ,с | учун чекли кобик 

х,осил булади. Демак, сеА . Энди с=Ь эканлигини исботлайлик. Агар с<Ь 
булса, е ни шундай кичик килиб оламизки, [c-e,c+e |c  f/U| бажарилсин.

Шунда [а,с | сегмснтнинг чекли кобиги [а,с+е| учуп хам чекли кобик 
булади. Бу эса с нинг аникланишига зиддир. Демак, с=Ь. Лемма 
исботланди.

Лемма-2. Ёпик куб Qr=( v е Rn IхI < г\ комнактдир.
Исбот. Ёпик куб Qr ни п га |-г , г | сегментниш тугри купайтмаси

сифатида езамиз. Шуцца лемма-2 иккита компакт тупламнинг тугри
купайтмаси компакт туплам эканлигидан келиб чикади. Бу фактни
куиидаги теорема куринишда ёзиб, кейинчалик исботлаймиз.

Теорема-16. X,Y - топологик фазолар, А сХ , BcY  - компакт
тупламлар булса, АхВ - тугри купайтма хам XxY топологик фазода 
компакт тупламдир.

Энди бевосита 15-теорема исботига кайгайлик. А туплам чегара- 
ланган булганлига учун уни уз ичига олувчи Qr куб мавжуд. А ёпик 
булганлиги учун унинг тулдирувчиси R"\ А очик тупламдир. Энди {Ua} 
оила А тупламнинг очик кобиги булса, { U, ) о  { R" \ А } оила Qr нинг 
очик кобиги булади. Qr компакт булганлиги учун бу оиладан чекли 
коплама ажратиш мумкин. Хосил булган копламадан R"\ А тупламни 
чикариб А туплам учун { Ua } оиладан ажратилган чекли коплама х,осил 
Киламиз. Теорема исботи тугади.

Ш.Тоиологик фазо базаси

(Х,т) - топологик фазо , B={Ua) - очик тупламлар оиласи булсин, 
яъни Uaex. (Х,т) фазонинг ихтиёрий очик А кием тунламини В га 
тегишли тупламлар йигиндиси сифатида ёзиш мумкин булса, В оила 
(Х,т) топологик фазонинг базаси деб аталади.

Мисол. X=R", т- эса евклид гонологияси булсин. Бизга маълумки, 
Агар ихтиёрий jc е  А учун шундай гх  > О мавжуд булиб, Я (х )с А

булса А туплам очик дейилади. Демак, А очик туплам булса, А= 
UBrx(x) ,  яъни А ни очик шарлар йигиндиси сифатида ёзиш мумкин.

Бундан келиб чикадики , R" да хамма очик шарлардан ва буш тупламдан
иборат оила Евклид топологияси учун база хосил килади. Умуман
олганда бу факт ихтиёрий ( X, р) метрик фазо учун уринлидир, яъни
очик шарлар ва буш тупламдан иборат оила метрик фазо учун базани
таш кил килади. Энди топологик ф азо базасининг асосий хоссаларини 
урганамиз.
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Теорема - 17. B={Ua ) оила (X, т) топологик фазо базаси булиши 
учун ихтиёрий нукта х е Х  ва унинг ихтиёрий U атрофи учун В га оилага 
тегишли ва х е L/ao с  U муносабати каноатлантирувчи тупламнинг 
мавжудлиги зарур ва етарли.

Исбот. Зарурлиги. В={ Ua } оила база, х е Х  ва U туплам х нинг 
атрофи булсин. U очик булганлиги учун В га тегишли тупламлар 
йигиндисидан иборат ва улардан бироргаси албатта х ни уз ичига олади.

Етарлилиги. В={ Ua } оила теорема шаргларини каноатлантирса, 
унинг база эканлигини курсатайлик. Ихтиёрий очик А тупламни 
карайлик. Агар а с А  булса , теорема шартига кура U a  ̂ <= В мавжуд 

булиб ,
а е U а сг А муносабат бажарилади. Шунинг учун 

A -  U  U „ булади. Теорема исботланди.
аеА

Теорема -18. ( X ,т) топологик фазода В={ Ua } оила база булса , 
куйидаги муносабатлар уринли :

1) 1 К = х
а

2) Ихтиёрий Uа , тупламлар ва ихтиёрий а е U ̂  ел U „ г нукта

учун U а, мавжуд булиб, a e  с  U п  ( / , ,  муносабат бажарилади.

Исбот. Бу ерда 1) муносабат базанинг таърифига кура равшан 
булганлиги учун 2) муносабатни курсатамиз. Агар а е  Uщ гл U булса,

U^ n  U Ui очи к  туплам эканлигидан 1-теоремага кура Uaj мавжуд 

булиб , а е  Uа, с ^ с  U ai муносабатлар бажарилади.

Теорема-19. X ихтиёрий туплам, В={ир)-кисм тупламлар оиласи учун

1) U Up= X ;
/>

2) 0 е В  ;
3)Ихтиёрий , Up2 тупламлар ва ихтиёрий яе  нукта

шундай С/Рз мавжудки a& U рз c z U г\ Up, шартлар бажарилса, X

тупламда шундай ягона т топология мавжудки (X , т ) топологик фазо 
учун В оила база булади.

Исбот. X тупламда т оилани куйидагича аниклаймиз. В оилага 
тегишли тугшамларни ва уларнинг йигиндисидан иборат хамма кием 
тупламларни т оилага киритамиз. Теореманинг 1) ва 2) шартларига кура
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X ва буш туплам т оилага тегишли булади. Бундан ташкдри т нинг 
аникланишига кура унга тегишли тунламларнинг йигиндиси т га 
тегишли. Демак, А,, А ,е т булса, А ,п А 2е т ни курсатишимиз керак. 
Агар ае А ,п А 2 булса, теореманинг 3-шартига кура UaeB мавжуд ва

С А, п  А, булади. Демак, A ,nA , = . Бу эса А ,п А ,е  т
аеА1пА2

эканлигини билдиради. ■

§ 5. Узлуксиз акслантиришлар

X , У - ихтиёрий тупламлар булиб , X нинг хар бир, элементига У 
нинг битта элементи мос куйилган булса, X ни У га акслантирувчи 
мослик ёки акслантириш берилган дейилади ва f : X -> У куринишда 
ёзилади.

Агар f : X—>Y акслантириш берилган булса , х  е Х  учун у  = f (x )  
элемент х нинг акси (ёки образи ) , у  eY  учун Г' (у)={ х е Х  : f (x )= J  
} туплам у  нинг асли (ёки прообразы ) дейилади. AcrX кием туплам 
учун унинг образи f(A )={f(x):xeA } B cY  кием туплам учун унинг 
прообрази Г' (В)={ х : х  еА  ва f ( x )  е Н ) аникданади. Агар f(X)=Y булса, 
f пи устлама акслантириш, f(X)cY булганда эса ичига акслантириш деб 
атаймиз.

Бирорта f акслантириш учун х „  х 2еХ  ва х ,# х 2 дан f(jct)^fCjc2) 
келиб чикса, f узаро бир кийматли акслантириш дейилади.

Энди X , Y - топологик фазолар булсин.
Таъриф. f : X —>Y акслантириш берилган, х е Х  булиб у =( (х ) 

нуктанинг ихтиёрий V атрофи учуй х пинг U атрофи мавжуд булиб, U c 
f ‘(V) муносабат бажарилса f акслантириш х  нуктада узлуксиз дейилади.

f акслантириш бирор А тупламга тегишли хамма нукталарда 
узлуксиз булса, у А да узлуксиз дейилади. Агар X нинг хамма 
нукталарида узлуксиз булса, у узлуксиз акслантириш дейилади.

Теорсма-20. f узлуксиз булиши учун ихтиёрий G cY  очик 
тупламнинг прообрази f ’(G) очик булиши зарур ва етарли.

Исбот. Зарурлиги. f узлуксиз акслантириш, G cY  очик туплам 
булсин. f (G )  очик эканлигини курсатишимиз керак. Агар х  e f '(G ) 
булса, f(x )eG  булади. f акслантириш
х  нуктада узлуксиз булганлиги учун х  нинг шундай U атрофи мавжудки, 
U с  f '‘(G) булади. Бундан эса х е ( / с / “ ' (G)  келиб чикади. Демак, Г 
‘(G) очик тупламдир.

Етарлилик. Энди ихтиёрий G cY  очик туплам учун f '(G ) очик 
туплам, х е Х  булсин. y=f(х ) нуктанинг ихтиёрий атрофи V ни карасак,
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у очик, булганлиги учун U=f~‘(V) очик; туплам булади. Ундан гашкари 
xef~  (U) ва U c  Г1 (V) Демак f акслантириш х  нуктада узлуксиздир. Бу 
ерда хихтиёрий нукта булганлиги учун f узлуксиз акслантириш булади. 1 

Умуман олганда, узлуксиз акслантиришда очик тупламнинг образи 
очик булиши шарт эмас. Мисол учун, X=R2(x , V) ва Y=R2(u,v) фазолар 
учун f акслантириш Г( х , у  )-(sin x ,co sx ) коида билан аникланса, 
{(X,>’)6R": х-+У'< 1} доиранинг образи R2 да очик туплам эмас. Агар f 
акслантириш ((x.J-’M e ^ c o s .y , e x sin y ) коида билан берилса, {(х , у ) =
( х<0,  >'=0)} ёпик туплам образи ёпик эмас.

Теорема - 21. X , Y - топологик фазолар, f:X->Y узлуксиз акслан
тириш, А с  X - компакт туплам булса , f(A) х,ам компакт тупламдир.

Исбот. {Ua} оила f(A ) тупламнинг очик кобиги булсин, f узлуксиз 
акслантириш булганлиги учун Va=f"'(Ua) туплам х,амма а  лар учун очик

туплам булади. U 3f(A ) дан [J Kj z> А келиб чикади. Демак, (V.,} 
a a

оила А учун очик кобик булади. А компакт туплам булганлиги учун бу
Кобикдан чекли коплама ажратиш мумкин. Ажратилган чекли коплама
элементлари Vai  тупламлар булсин. Шунда уларнинг об-

разлари U ai , U a2 , . . . , U am тупламлар f(A) туплам учун {U J оиладан 

ажратилган чекли кобикди ташкил этади. □
Теорема-22. X, У - топологик фазолар, f:X-»Y узлуксиз аксланти

риш, AczX - богланишли туплам булса, f(A) х,ам богланишли тупламдир.
Исбот. Агар f( А ) богланишеиз туплам булса , буш булмаган очик 

G, ва G, тупламлар мавжуд булиб, f(A )=(f(A)nG,)u(f(A)nG2), 
f(A )nG ,)n (f(A )nG ,)= 0  ва f(A )oG ,^0 , f(A)oG2̂ 0  муносабатлар бажа
рилади. Акслантириш f узлуксиз булганлиги учун A 1= f l(G1) ва A2=f'(G 2) 
тупламлар X нинг очик кием тупламлари булади.

f(A )nG ,3t0 ва f(A )nG 2* 0  муносабаглардан А ,п А * 0  ва А2п А * 0  
келиб чикади. Бундан ташкари A =(A ,nA )u(A 2nA ) муносабат х,ам 
уринлидир. Демак А богланишеиз. Бу зидцият теоремани исботланди. □ 

Теорема - 23. Ёпик кесма I =|а,Ь] богланишли тупламдир.
Исбот. Фараз килайлик |а,Ь| богланишеиз булсин. У х,олда очик ва 

буш булмаган U, ва U, тупламлар мавжуд булиб, I = (lnU ,)u (lnU ,), 
In U [^ 0 , ln U 2̂ 0  ва (InvU,)n(InU2)= 0  муносабатлар уринли булади.

Энди I пи топологик фазога айлантирамиз. Бунинг учун L нинг 
кием туплами А учун R1 да очик G туплам мавжуд булиб , A=InG  булса 
, А ни очик туплам деб эълон киламиз. Хосил булган I нинг очик кием 
тупламлари оиласи I да топологияни х,осил килади ва топологик фазога 
айланади. Бу топологняда I ва 0  хам очик тупламдир. Агар I
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ботанишсиз булса I да очик, ва буш булмаган U,,U2 тупламлар мавжуд 
булиб U ,n lJ ,= 0  ва 1= UjUU, мупосабаглар бажарилади. Энди

к,оида билан берилган акслантиришни карайлик. Агар GczR1- очик 
туплам булса

тенглик уринлидир. 0  , U, , U2, I тупламлар очик булганлиги учун 20 - 
теоремага кура f узлуксиз функциядир. Коши теоремасига кура функция
0 ва I орапикидаги хамма кийматларни кабул килиши керак. Бу зиддият 
теоремани исботлайди. □

X - топологик фазо, f:10 ,1]—>Х - узлуксиз акслантириш булсин. Бу 
ерда I =[0 , 1| кесмадаги топология юкоридаги 23 - теорема исботидаги 
каби евклид топология ёрдамида апикланади. Агар х =f(0), У =f(l ) 
булса, биз х ва у  нукталар f йул ёрдамида туташтирилган деб атаймиз. 
Агар А с  X - кием тупламнинг хар кандай икки нуктасини шу тупламда 
ёгувчи йул ёрдамида туташтириш мумкин булса , А туплам чизикли 
богланишли туплам дейилади.

Теорема-24. Чизикли богланишли туплам богланишли тупламдир.
Исбот. X - топологик фазо , А сХ  - чизикли богланишли туплам 

булсин. Таърифга кура, А га тегишли ихтиёрий х , у  нукталар учун 
узлуксиз f:l—>Х - акслантириш мавжуд булиб, f(0)= х , f(l)=  У ва f(I) czA 
булади. Агар А бокланишеиз туплам булса , очик буш булмаган G, ва G, 
тупламлар мавжуд булиб A = (A nG ,)u(A nG 2), A n G ,^ 0 , A n G ,* 0  
муносабатлар бажарилади. A nG , тупламдан х нукгани, A nG 2, ту1итмдан 
У нуктапи олайлик. А чизикли богланишли булганлиги учун f:1—>Х йул 

мавжуд булиб , f(0)= х  ,f( 1 )= у  ва 1=1.0, Н учун f(I )сА  булади. Юкорида 
исбот килинган теоремаларга кура f(I)=f([0,l]) богланишли тупламдир. 
Лекин A =(A nG ,)u(A nG 2) тенгликдан f(I)=(f(I)nG,) u (f(I)n G 2), тенглик 
оламиз. xef(I)nG |, у  ef(I)oG 2 булганлигидан f(I)n G ,^0 , f ( I )n G ^ 0  
келиб чикади. Бундан f(I) ботанишсиз туплам эканлиги келиб чикади. 
Бу зиддият А богланишли туплам эканлигини курсатади. П

Умуман, богланишли туплам чизикли богланишли булмаслиги 
мумкинлигини куйидага мисол курсатади.

х е (j\ 
x e U ,

I,
0

tA
и.

0,1 e G
0 e G ,lg G  
0 g G,1 g G 
0 g G,1 e G
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Мисол.
X=R\ A=i (x, y )eR 2: v = sin(l/x), x^O }u 

(( x, y): x  = 0 , -1 < у < I } 
булсин. Равшанки, А богланишли, лекин чизикли богланишли эмас.

'Георема-25 Х-топологик фазода чизикли богланишли {,4а j

тупламлар оиласи учун f )Aa * 0  булса, (J А„ йигинди хам чи зи ги
а  а

бошанишлидир.

Исбот. Берилган тупламлар йигиндиси булган A = \ j A u гупламга

тегишли х, у нукталарни йул билан туташтириш мумкинлигини 

курсатамиз. Бунинг учун a e f ) A a нуктани оламиз, ва х е Аи , V е Аа
а  'г 1 Г*г

булсин деб фараз килайлик- Шунда а е Л щ, а е Л а2 муносабатлар уринли

булгани учун х  ва у ларни а бш тп мос равишда / „  / ,  йуллар ёрдамида 
тугаштирамиз. Шунда

g(t) =
/i(20  t e 

/ 2  (2*-0  t

О,
2

- ,1
2

формула билан аникланган g йул учун g(0)=x, g( 1 )=у тенгликлар уринли 

булади.□

Энди бу теоремадан фойдаланиб, X топологик фазонинг а нуктаси 

учун унинг чизикли богланишлилик компонентаси тушунчасини кирита

миз. Берилган а нукта тегишли булган х,амма чизикли богланишли 
тупламлар йигиндиси юкоридаги теоремага кура чизикли богланишли 

туплам булади. Ана шу тупламни а нуктанинг чизикли богланишлилик 
компонентаси деб атаймиз ва L(а) билан белгилаймиз.

Теорема-26. Богланишли X топологик фазонинг хар бир нуктаси 

чизикли богланишли атрофга эга булса, X чизикли богланишли фазо 
булади.

Исбот. Топологик X фазонинг а нуктаси учун \.(и) тупламни 

карайлик. Бу тупламнинг очик т у п л а м  эканлигини курсатайлик. Агар 

beL(a) булса, Уф)  билан b нуктанинг чизикли богланишли атрофини
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белгилаймиз. Шунда V(b)czL(a)  булади. Демак L(а) очик тупламдир. 

Энди L(а) туплам учун /.(а) = На)  тенгликни исботлайлик. Бунинг учун 

b e  L(a) нукта олиб, уни а нукта билан йул оркали туташтириш 

мумкинлигини курсатамиз. Уринма нукта таърифига кура, b нуктанинг 

х,ар бир атрофида L(а) тупламга тегишли нукталар бор. Агар V(b) 

туплам b нуктанинг бирорта чизикли богланишли атрофи булса, бу 

атрофда L(а) тупламга тегишли нукталар бор. Демак а нукта b билан йул 

оркали туташтириш мумкин. Бундан beL (a) келиб чикади. Бундан L(a) 

тупламнинг ёпик туплам эканлиги келиб чикади. Берилган X топологик 

фазо богланишли булганлиги учун хар кандай буш булмаган бир вактда 

очик ва ёпик булган туплам X билан устма-уст гушади. Демак Х=1.(а), ва 

X чизикли богланишдир.П

Топологик акслантиришлар 
(Гомеоморфизмлар)

Узлуксиз акслантиришлар ичида бизнинг курсимиз учун мух,им 
акслантиришлардан бири топологик акслантиришдир. Топологик акслан
тириш гомеоморфизм деб хам аталади. Бу параграфда топологик акс
лантириш тушунчасини киритиб, мисоллар келтирамиз ва унинг биз учун 
зарур асосий хоссаларини келтирамиз.

X, Y - топологик фазолар, i':X—>Y - акслантириш берилган булсин. 
Агар f акслантиришга тескари акслантириш Г1 мавжуд ва f, f 1 
акслантиришлар узлуксиз булса, f топологик акслантириш ёки 
гомеоморфизм деб аталади.

Топологик акслантиришга энг содда мисол килиб f(x )= x  коида 
билан аникданган айний f:X ^X  акслантиришни олишимиз мумкин.

Топологик акслантириш таърифидан бевосита келиб чикадики, агар 
f топологик акслантириш булса, бунга тескари акслантириш f 1 х,ам 
топологик акслантириш булади. Энди f учун тескари акслантириш 
мавжуд булиши учун зарур ва етарли шартларга эътибор берайлик. 
Тескари акслантириш Y нинг хар бир нуктасига X нинг бичта нуктасини 
мос куяди. Демак, ихтиёрий у  еУ  учун бирорта х  еХ  мавжуд булиб, 
f( х ) ~ у  тенглик уринли булиши керак. Бунинг учун эса f(X)=Y булиши, 
яъни f  устлама акслантириш булиши керак. Бундан ташкари Г1 тескари 
акслантириш у  еУ  нуктага битта х еХ  нуктани мос куйганлигидан
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х  1ф х 2 булганда f( х  ,)^f( х  2) булиши, яъни узаР° бир клйматли 
акслантириш булиши зарурдир.

Шундай килиб, f га тескари акслантириш f '1 мавжуд булиши учун f 
нинг устлама ва узаро бир клйматли акслантириш булиши зарур ва 
етарли. Агар X ва Y топологик фазолар учун f:X—>Y топологик акслан
тириш мавжуд булса, X ва Y топологик фазолар узаро гомеоморф ёки 
топологик эквивалент фазолар деб аталади. Топологик фазоларнинг 
топологик акслантирищца сакланиб коладиган (яъни биридан иккинчи- 
сига утадиган) хоссалари топологик хоссалар деб аталади. Топология 
фанида топологик фазоларнинг, геометрик фигураларнинг топологик 
хоссалари урганилади.

Энди бир нечта мисоллар келтирайлик.
Мисол. 1. Х=( a ,b ), Y=( с , d ) булиб, X, Y фазоларда топология 

R 1 даги топология ёрдамида аникданади. Шунда f:X-»Y акслантиришни
f . d - c
H *)=~ ~ ( * - а )  + сформула ёрдамида аникдасак, f гомеоморфизм булади,

чунки f чизикли функция, узлуксиз ва унга тескари функция хам 
узлуксиздир.

71 ТС

~ 2 ’2 ’ f(*)=sinx булсин. Бизга маълумки,

f( х  )=sin х  узлуксиз ва унга тескари функция х  =arcsin у  (-1,1] да 
аникланган ва узлуксиздир. Шунинг учун X—»Y гомеоморфизмдир.

3. Y=R‘ булса, f ( х )=tgx гомеоморфизм булади.

4. Ихтиёрий (а, b) интервал R1 га гомеоморфдир. Бу ерда 

гомеоморфизм i ( x  ) = t g [ ~ ~ - ^ - - ~ j  формула ёрдамида аникданади.

5. Текисликда Z)2={(x,y): x2+y2<R:1 ( очик дойра текисликка 
гомеоморфдир.

2. Х=
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Бу ерда

/(*,)’) =
+ у 2 R -  л]х2 + у 2

формула билап / :  D2 -» R2 акслантиришни аникдасак, /  гомеоморфизм 

булади. Були текширайлик. Бу акслантиришнинг узлуксизлиги

■х . j,
R - y f x 2 — у'

% V(x,y) = -
R -  4хг -  у 2

функциялариинг узлуксизлигидан келиб чикдци. Энди унга тескари 

акслантириш мавжуд па узлуксизлигини курсатайлик. Тескари 

/  ': R2 D2 акслантиришни

Г ' ( х , у )  =
Их чу

м{х,у)  =

hyjX +V  1 + т]Х + у

формула билан аниклаймиз. Бу акслантиришнинг узлуксизлиги

1Ъс_____ {„ Ку
IX2 + у 21 + у[х2 + у 2 ’ 1+у[х:

функцияларнинг узлуксизлигидан келиб чикдди. Энди f ' ( x . y )  аксланти

риш хаклкатан х,ам /  га тескари акслантириш эканлигини курсатайлик. 

Бунинг учун f{jLt{x,y),<p(x,y))= (х, у) тенгликни исботлаймиз:

f(fi(x,y\(p{x,y))=< /Ах: у) <р{х ,у )
R -  л/ / '2 (*,}’) + <р(х, у)2 R -^ / . i2 {х,у)+<р2(х, у) j 

Rx Ry
1 + yjx~ +y-

R- Rj:x2+y2 R -

H -y/?

R̂ ].
+ У

x 2 + y 2 
2~. 2 - + .y1 + tJx 2 + у 1 1 + yfx2 

Демак, /  акслантиришдир гомеоморфизмдир.

6. Япдага ихтиёрий D" очик, шар R" га гомеоморфизмдир. Буни 

курсатиш учун R" да координата бошини D" шарнинг марказига 

жойлаштириб декарг координаталар системасини киритиб f  .D"->R" 

акслантиришни
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формула билан аниклаймиз. Бу ерда [*|= -Jxf +х\  +... + х  ̂ , R -  шарнинг

радиусидир.

Тескари акслантириш

\ Rx. Rx, Rx 
[l + |jc| 1 + |jc| 1 + |jcj

формула ёрдамида аникланади. Иккала / , / 1 акслантиришлар хам 

узлуксиз булганлиги учун /  гомеоморфизмдир.

Энди топологик акслантиришиинг баъзи бир мухим хоссаларини 
келтирайлик. Топологик акслантиришиинг таърифидан бевосита хар 
к,андай топологик акслантириш учун унга тескари акслантириш хам 
топологик акслантириш эканлиги келиб чикади.

Теорема 27. f : X—»Y, g : Y—>Z - гомеоморфизмлар булса, fog : 
X- >Z хам гомеоморфизмдир.
Исбот. f ва g акслантиришларнинг узлуксизлигидан теоремага кура fog 

акслантириш хам узлуксиздир. Улар топологик акслантиришлар 
булганлиги учун уларга тескари акслантиришлар хам узлуксиздир. 
Шунинг учун (fog)-'=f 'o g '1 акслантириш узлуксиздир. Теорема 
исботланди.

Теорема 28. f: Х > У - узлуксиз акслантириш , X -компакт фазо, Y
- Хаусдорф фазоси ва f га тескари акслантириш f 1 мавжуд булса, f - 
гомеоморфизмдир.

Исбот. Теоремани исботлаш учун Г1 нинг узлуксизлигини курсатиш 
керак. Бунинг учун ихтиёрий очик G cX  - тупламнинг Г1 акслантиришг а 
нисбатан прообрази Y да очик, эканлигини курсатишимиз керак. Агар G
- очик булса, X\G ёпик; тупламдир. ХЮнинг f '1 га нисбатан прообрази 
Г(Х\С)тупламдан иборат. X\G ёпик, ва X компакт булганлигидан 12- 
теоремага кура X\G компакт, 21-теоремага кура f(X\G) хам компакт. Y 
хаусдорф фазоси булганлиги учун 14-теоремага кура f(X\.G ) ёпик, 
тупламдир. f(G )=Y\f(X\G) тенгликдан f(G) нинг очиклиги келиб чикади. 
Теорема исботи ту гад и. С

Энди 16-теорема исботига к,айтайлик.
Бу теорема исботини (х,  у )  —* х  коида билан аникланган 

pr. X  х У —» X  акслантиришда (проекция) ёпик, тупламнинг образи ёпик, 
туплам эканлигини курсатишдан бошлаймиз. F туплам ХхУ тугри
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купайтманинг ёпик кием туплами булсин. Унинг образи p r F  нинг X 
топологик фазода ёгшк туплам эканлигини курсатиш учун унинг 
тулдирувчиси G = Х \  p r F  ниш очик туплам эканлигини курсатишимиз 

керак. Шунинг учун \ е С  нуктани карайлик.Бу нукта учун 

О'о / ) с  ! > ;  П  F  муносабат бажарилади. X  х Y \ F  очик туплам 

булгани учун ихтиёрий y e Y  учун (х0, у )  жуфтлик бирорта 

U ( x 0,у )  = Vy(x0) х Vy атрофи билан X  х Y \  F  да ётади. Бу ерда 

Уу ( х 0) - х 0 нуктанинг X даги атрофи ва Уу(х0) с  (J муносабатни
канотлантиради. Демак, G очик тупламдир. Бундан эса prF нинг ёпик 
туплам эканлиги келиб чикади.

Энди агар {UJ оила АхВ тупламнинг очик кобиги булса, ундан А 
хВ учун чекли кобик ажратиш мумкиилигини исботлаш керак. хар бир а  
учун и а= и а' х Ua2 куринишда булади. Бу ерда и „ ‘сХ , Ua2cY  очик 
тунламлардир. Бирорта х е А  нукта учун ( х ) х В туиламни карайлик. 
{ х  } х В туплам В га гомеоморф булганлиги учун компакт 
тупламдир.Шунинг учун Ua оиладан (х | х В учун чекли кобик ажратиш

и  х I I  х T I  хмумкин. а\ аь тупламлар {X} х В учун { Ua } дан

к

ажратилган чекли кобик булса, (j x — U  ̂ п,  очик туплам булганлиги
/ = 1

учун унинг тулдирувчиси F x =XxY\Gx ёник тупламдир. Юкорида 
исботлаганимизга кура prFx ёпик тупламдир. А х  туплам prFx нинг 
тулдирувчи булса ,у А х хВс: G х  муносабатни канотлантиради. Демак,

I I  х I J  х I I ха\ ’ (*2 ’■"’ ’■'а* оила А х хВ учун хам { Ua) дан ажралган чекли

Кобикдир. Энди {А х : х е А) оила А туплам учун кобик ва А компакт 
булганлиги учун ундан А учун чекли кобик ажратиш мумкин. Бу оиладан 
А учун ажралган чекли кобик Ах̂  тупламлардан иборат

т

булсин. Демак [J  Лх э  А . Бирок хар бир А^  х В учун { Ua} дан чекли 
>=|

I I  х' I I  х< II  х'“ i ? « 2  кобик ажратиш мумкин. Лекин
т

1 М ,  х /?) zэАх В булганлиги учун { Utt} дан А х В  учун хам чекли
/=1

кобик ажратиш мумкин. Демак, А хВ компакт тупламдир.□
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Бу кием охирида математикада мухим роль уйнайдиган топологик 

акслантиришлардан бири булган стереографик проекцияни киритамиз.

Бизга уч улчамли R1 евклид фазосида бирорта сфера берилган 

булсин. Бу сферани S~ билан, сфера билан бигга умумий нуктага эга 

булган текисликни П билан, уларнинг умумий нуктасини S билан 

белгилайлик. Энди сферанинг S нук.тасига диаметрал к,арама -  кдрши 

жойлашган нуктасини N билан белгилаб, сферанинг N нуктадан бошка 

хамма нукталари туплами билан П текислик нук,талари орасида 

Iомеоморф мосликни урнатмок,чимиз. Бунинг учун сферанинг N дан 

фаркли М нуктаси учун NM тугри чизикнинг П текислик билан 

кесишиш нуктасини Рм билан белгилаб P:S2 \ {N}->n акслантиришни 

Р(М)=Рм к,оида билан аниклаймиз.

N

Чизма-1.
Энди бу акслантиришиинг гомеоморф акслантириш эканлигини 

исботлайлик. Бунинг учун Я3да координата бошини сфера марказига 

жойлаштириб OZ укини ON тугри чизик буйича йуналтириб декарт 
координаталар системасини киритамиз. Шунда

S 2 =  { ( x , y , z ) < E  R 3 : X 2 +  у г + Z 2 =  Я г }

булиб, П текислик z+R=0 тенглама билан аник/тнади. Энди сфера 

нукталарининг коордииаталари х, у, z билан, П текислик нукталарининг 

координаталарини X, Y белгилаб, Р акслантириш учун формула хосил 

киламиз. Сферадаги М(д:0, у0, г,,) ва N(0, 0, R) нукталардан утувчи тугри 
чизик П текислик билан

( 2  R 2R \
I —— 2 *’ ^ -----У I нУк-тада кссишади. Шунинг учун

P : S 2 \{7V}-^n
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акслантириш

P(x,y,z)  = Л , -----------
R — z  R — z

билан берилади. Бу ерда

X(x ,z )  = ^ - x ,  Y(y ,z )= ~~~~У 
R - z  R - z

функциялар узлуксиз булганлиги учун Р  узлуксиз акслантиришдир.

Энди Р акслантиришга тескари Р 1 акслантиришни топиш учун N (0,0,R) 

ва Q(X,Y,-R) нукталардан утувчи гуфи чизикнинг сфера билан кесишиш 

нуктасини топамиз. Бу кесишиш нукталари N (0,0 ,R ) ва 
нукталар булиб, М нуктанинг координаталари

_ _ R{xl + y 2) - 4 R '
Z ~ X 2 + Y 2 + 4R2

куринишга эга булади. Демак (2) формулалар : II -> .S'2 \ {дгj акслан

тиришни аниклайди.

(2) системадаги х(Х, Y), y(X,Y), г(Х, Y) функциялар X, Y ларнинг 

узлуксиз функцияларидир. Шунинг учун Р 1 акслантириш узлуксиздир. 

Куиидаги 2-чизмада сферани г=с, IckR, текислик билан кесганда хосил 

буладиган айланалар стеографик проекцияда айланаларга утиши 
тасвирланган.

Х = ~,----- J------- :
х г + у 2 + 4R

4 R 2
У x 2 + y 2 +4R (2)

Чизма-2.
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I - бобга дойр машк, ва масалалар

1. Метрик фазода х,ар кдндай якинлашувчи кетма кетликнинг 

фундаментам эканлиги курсатилсин.

2. X метрик фазода Y туплам ёпик, булиши учуп Y даги 

нукталардан иборат барча якинлашувчи кегма-кетликларнинг лимити Y 

га тегишли булиши зарур ва етарли эканлиги исботлансин.

3. X метрик фазонинг ихтиёрий тупламининг ёпиги ёпик 

туиламлиги курсатилсин.
4. Метрик фазода (х„ ) кетма-кетлик лимитга эга булса, унинг 

лимити ягоналиги исботлансин.
5. R 1 да ичма-ич жойлашган, узунлиги нолга интилувчи ёпик 

кесмалар кегма-кетлигининг кесишмаси буш эмаслиги курсатилсин.

6. R 1 да туплам очик булиши учун у узаро кесишмайдиган, чекли 

ёки санокли сондаги очик интервалларнинг бирлашмасидан иборат 

булиши зарур ва етарли эканлиги исботлансин.

7. R2 да битта нуктасини чикариб ташлагандан сунг очик булиб 

коладиган ёиик тупламга мисол келтиринг.
8. Шундай очик тупламлар системасига мисол келтирингки, 

уларнинг кесишмаси очик булмаган тупламдан иборат булсин.

9. Шундай ёпик тупламлар системасига мисол келтирингки, 

уларнинг бирлашмаси ёпик, булмаган тупламдан иборат булсин.

10. Текисликда S' = {(х,.у):* = rcos fi , y  = rsin/?;/7 е[0;2тг]}} айлана 

берилган. Айланадаги р = п а п  ( а -иррационал сон), n e Z ,  бурчакка мос 

келувчи нукталар тупламини А билан белшлаймиз, A =S' булиши 

исботлансин.
11 .Х  топологик фазо ва A c  X  булса, куйидагилар исботлансин.

1) А= А и д А
2) д(А*иВ )с  <?Аиf?B

3) с(АГ\В) с  #A\JcB

4) д А ^ д А

5) д  (Х\А)=сА
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6) d(intA) a  8Л

7) intA = A\8A

12. 'Гаъриф. X -топологик фазо, A c  X  ва A =X булса, А хамма 

ерда зич дейилади. (Х,т) топологик фазо, Y„Y2 ег  булсин. Агар Y, ,ва 

Y2 лар хамма ерда зич булса, Y, f |Y 2 хам хамма ерда зич экагшиш 

исботлансин.

13. Таъриф. Агар X топологик фазога тегишли хар бир нуктанинг 

атрофлари учун санокли база мавжуд булса, X да саноклиликнинг I- 

аксиомаси бажарилган дейилади. X- топологик фазонинг санокли базаси 

мавжуд булса, X да санокдиликнинг 2-аксиомаси бажарилган дейилади. 

Саноклиликнинг иккинчи аксиомаси бажарилган топологик фазода 
санокдиликнинг биринчи аксиомасини бажарилиши курсатилсин.

14. Rn да очик шарнинг ёпиги ёпик шар, сфера эса очик хамда 
ёпик шарларнинг чегараси эканлиги исботлансин.

15. X туиламдаги ихтиёрий топологиялар оиласининг кесишмаси X 
да топология булиши курсатилсин.

16. X тупламни иккита ёпик тунламларнинг айирмаси куринишида

таснирлаш мумкин булиши учун, А'\ X  тупламнинг ёник булиши зарур ва 
етарли эканлиги исботлансин.

17. А туплам ёпик булиши учун, S  A=A\intA булиши зарур ва 
етарли эканлиги исботлансин.

18. Топологик фазо ва Ас: А' туплам берилган булсин. А ёпик 

булиши учун унинг барча лимит нукталари А га тегишли булиши зарур 

ва етарли эканлиги исботлансин.

19. Таъриф. X- топологик фазонинг саногдги ва хамма ерда зич 

кием туплами мавжуд булса, Х-сеггарабсл топологик фазо дейилади. 

Метрик фазо сепарабел булиши учуй унда саноклиликнинг иккинчи 

аксиомаси бажарилиши зарур ва етарли эканлилига курсатилсин.

20. А учун 0А = А\  int А булганда, факат ва факат шу холдагина А 
тупламнинг очик булиши исботлансин.

21. Узлуксиз акслантиришларнинг суперпозицияси узлуксиз 
акслантириш булиши исботлансин.
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22. X,Y топологик фазолар, f:X  >Y узлуксиз, биектив 

акслантириш берилган булсин. Агар X да ажралган нукга мавжуд 

булмаса, у холда Y да хам ажралган нукта мавжуд эмаслиги исботлансин.

23. X, Y топологик фазолар, f :Х -> Y акслантириш берилган 

булсин, f -акслантиририш узлуксиз булиши учун Y топологик фазодаги 

ихтиёрий G ёпик тупламнинг прообрази f  1 (G) ёпик булиши зарур ва 

етарли эканлиги курсатилсин.

24. f  :[0;l] -> [0;l] узлуксиз акслантириш камида битга кузгалмас 

нуктага эгалиги исботлансин.

25. Тескариси узлуксиз булмаган узаро бир кийматли узлуксиз 

акслантиришга мисол келгиринг.

26. X,Y топологик фазолар, f:X >Y узлуксиз акслантириш 

берилган булсин G={(x, f(x))  ( туплам f  акслантириш фафиги дейилади. 

G тупламнинг X га гомеоморфлиги исботлансин.

27. X,Y топологик фазолар, f:X->Y акслантириш берилган. f  

акслантириш узлуксиз булиши учун куйидаги шартнинг бажарилиши за

рур ва етарлилши исботлансин. VA  с Х  учун 1 (л) с  / ( Л).

28. (X,d) метрик фазо булса, d(x, у) функция ХхХ да узлуксиз 

эканлиги исботлансин.

29. X,Y топологик фазолар, j  :X >Y акслантириш берилган булсин. 

f  узлуксиз булиши учун куйидаги муносабатнинг бажарилиши зарур ва 

етарлилиги исботлансин. МЛ a  Y учун / (А)  с / " ’ (/()

30. Тугри чизикдаги ихтиёрий 2 та очик (ёпик) интервал узаро 

гомеоморфлиги исботлансин.

31. X,Y топологик фазолар берилган. XxY нинг X га нроекцияси 

узлуксиз, очик ва ёиик акслантириш эканлиги исботлансин.

32. R" да ёпик шар ва ёпик куб гомеоморфлиги курсатилсин.

33. Локал богланишли булмаган,богланишли топологик фазога 

мисол келтиринг.
34. R 1 да локал богланишеиз чексиз кием тупламга мисол келти

ринг'.
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35. Чизикли богланишли булмаган богланишли тупламга мисол 
келтиринг.

36. Агар А ва В богланишли булиб, А П /Т *0 бажарилса,у х.олда 
AUB богланишли булишини исботланг.

37. А с: R  1 туплам богланишли булиши учун унинг интервал- 

дан иборат булиши зарур ва етарли эканлиги курсатилсин.

38. Богланишли топологик фазонинг узлуксиз акслантирищцаги 
образи богланишли туплам булиши исботлансин.

39. R" богланишли фазо эканлиги исботлансин.

40. X топологик фазо ягона богланишлилик компонентасидан 

иборат булиши учун, X богланишли фазо булиши зарур ва етарли 
эканлиги курсатилсин.

41. Чизикли богланишли, лекин локал чизикли богланишли 
булмаган топологик фазога мисол келтиринг.

42. Хар кандай компакт фазо локал компакт булиши исботлансин.

43. (X,d) компакт метрик фазода узаро кесишмайдиган, ёпик А ва 

В тупламлар берилган булсин. У х,олда, </(А,В)>0 эканлиги исботлансин.

44. X метрик фазода буш булмаган компакт тупламлар берилган

булиб, улар А, з  Л2...,р|Д ф 0  ва d(An) = еп -► 0 шартларни каноатлантир- 

син. У х,олда (~]А, - туплам битта нуктадан иборатлиги исботлансин.

af(A) - А тупламнинг диаметри.

45. X,Y топологик фазолар J :Х >  Y узлуксиз, биектив акслантириш бе

рилган булсин. Aiap X компакт ва Y Хаусдорф фазоси эканлиги маълум булса, 

у х,олца j  топологик акслантириш (гомеоморфизм) эканлиги исботлансин.

46. X компакт фазо ва f :  X ->R ' узлуксиз функция эканлиги 

маълум булса, f  фуцкциянинг чегараланганлигани ва X да узининг энг 

катта ва энг кичик кийматларига эришиши исботлансин.

47. X тула метрик фазо ва А сХ  булсин. А туплам нисбий компакт 

булиши учун (яъни 3 компакт туплам) А нинг чегараланган кием фазо 
булиши зарур ва етарли эканлиги исботлансин.
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II БОБ 

Ч И З И К . Л А Р  Н А З А Р И Я С И

Бу бобда биз дифференциал геометрия курсининг асосий объект- 
ларидан бири булган эгри чизик, тушунчасини киритамиз, унинг берилиш 
усулларини ва асосий геометрик характеристикаларини урганамиз.

§ 1. Эгри чизик ва унинг берилиш уеуллари

Таъриф-1: Фазодаги (ёки текисликдаги) У туплам бирорта очик 
интервалнинг топологик (гомеоморф) акслангиришдаги образи булса, у 
элементар эгри чизик деб аталади.

Бу таърифга кура, бирорта / :  (a',b) —> R1 акслантириш учуп, 
f ( (a \b))  = y  тенглик уринли ва f . ( a \b )  —> у тополошк акслантириш

булса, У элементар эгри чизик деб аталади.
Биз f  :(a;b) —> R3 акслантириш ёрдамида бсрилган элементар У 

эгри чизикни карайлик. Очик (а \Ь) интервалга тегишли ихтиёрий t га 
мос келувчи нуктани у (t) билан белгиласак, /гомеоморфизмни / 
куринишда ёза оламиз.
Бу y ( t )  нуктанинг координаталарини x(t),y(t),z(t)  лар билан 
белгиласак, / акслантириш

куринишда булади. Шунинг учун куйидаги тенгликлар системаси У нинг 
параметрик тенгламалари дейилади:

X = x(t),
• у  = y(t) ,  a < t  <Ъ (1)

Z = z(t),
Табиийки, /-у зл у кси з булганлиги учун, x(t) ,y(t) ,z(t)  

координаталар t нинг узлуксиз функцияларидир. Агар У элементар эгри 
чизик, у  = /  0 0  функциянинг графиги булса, унинг параметрик 
тенгламалари x  = t , y  = f ( t ) куринишда булади. Элементар эгри 
чизикнинг параметрик тенгламалари /-акслантириш  ёрдамида

аникданади. Шунинг учун, агар У ни бошка гомеоморфизм ёрдамида 
аникдасак, унинг нараметрик тенгламалари узгаради. Биринчи бобда 
курдикки, х,ар к,андай икки очик интервал узаро гомеоморфдир.

Шунинг учуй, /  : (а, Ь) —> /?3 акслантириш ёрдамида аникланган

элементар У эгри чизик,ни ихтиёрий (с, d ) интервалнинг бошка 
гомеоморф акслангиришдаги образи деб караш мумкин. Хакикатдан, агар
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g  : (с, d) -»  (a, b) гомеоморфизм булса, унда У ни F : (с, d) —> R 2, 
акслантириш ёрдамида бера оламиз. Бу ерда F ( t ) =  f  (g (r)), г e (c ;d ). 
Гомеоморфизмларниш комиозицияси сифатида F  х,ам гомеоморфизмдир. 
Демак, хар бир элементар эгри чизикни чексиз кун усулда параметрлаш 
мумкин.

/

a  t ,  t 2 h

Чизма-2

Дифференциал геометрия курсида эгри чизик (О куринишдаги 
нараметрик тенгламалар ёрдамида урганилади, яъни У  ни аникдовчи /  
акслантириш танланиб, унинг параметрик тенгламалари ёзилади. Бу 
холда У ни параметрлаиган элементар эгри чизик деб атаймиз. 
Магематик анализ асосий математик аппарат булганлиги учун 
x V),y(t ) , z( t )  функцияларга кушимча шартлар куямиз.

Гаъриф-2: У  элементар эф и чизикни дифференциалланувчи 
x(i ) .y( r) ,z( t) функциялар ёрдамида параметрлаш мумкин булса, у 
силлик элементар эф и чизик деб аталади.

Изо*: Зарур булган холларда, биз юкори тартибли хосилаларнинг 
мавжуд ва узлуксиз булишини галаб киламиз.

Мисолар:
1. Хар кандай туфи чизик элементар эфи чизикдир. Хаклкатдан, агар /
туфи чизик
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х  =  х0 +  at,
<у = y 0 +bt,  -  GO < t < +00

z  = z 0 + ct.
параметрик тенгламалар билан берилган булса,
I -» (jc0 + at,y0 + bt ,za + ct) мослик (-co;+oo) интервал билан / тугри 
чизик нукталари уртасида топологик акслантириш булади.
2. Очик интервалда аникланган х,ар кандай узлуксиз функциянинг 
фафиги элементар эгри чизикдир. Хакикатдан хам, агар у  = /  СО 
функция (а,Ь) да аникланган ва узлуксиз булса, х  —> (х,  f  (х))  мослик 
(а,Ь) интервал билан У = f  (х)  функция фафиги нукталари уртасида 
гомеоморф акслантиришни беради.
3. Биз биринчи курсда урганган иккинчи тартибли чизиклардан факат 
парабола элементар эгри чизик булади. Хакикатдан парабола очик 
ингервалнинг топологик акслантиришдаги образидир, чунки параболани 
узлуксиз функциянинг графиги сифатида тасвирлаш мумкин.

Таъриф-3: Богланишли У тупламга тегишли хар кандай М 

нуктанинг бирорта UM атрофи мавжуд булиб, У ниш- UM даги кисми

элементар эгри чизик булса, У  содда эгри чизик деб аталади.
Айлана элементар эф и  чизик эмас, чунки у х,еч кандай очик 

интервалга гомеоморф эмас. (нима учун? бу саволга жавобни укувчилар 
1-бобдан топиши мумкин). Лекин у содда эф и чизикдир. Буни курсатиш 
учун айлана ётувчи текисликда декарт координаталар системасини 
киритамиз ва умумийликни чегараламасдан координата боши айлана 
марказида деб х,исоблаймиз. Шунда радиуси R  га генг айлананинг 
параметрик тенгламалари куйидагича булади:

x = R c o s t ,  y - R s i n t ,  t е[0;2тг].
Агар М (/0) айлананинг (R cost, ,; R sin f(J) нуктаси булса, етарли 

кичик £ > 0 учун

t —> (Rcos t ;Rs 'm t) ,  t e ( t 0 -  s \ t 0 +  s)  
акслантириш ( t 0 -  £ ; t 0 + s )  интервални унинг образига гомеоморф 
акслантиради. Демак, ихтиёрий ;V/ ( /()) учун унинг етарли кичик 
атрофида айлана элементар эгри чизикка айланади.

Содда эгри чизик структураси хдкидаги куйидаги теоремани 
исботсиз келтирамиз.

Теорема-1. Хар кандай содда эфи чизик ёки элементар эгри 
чизикдир, ёки айланага гомеоморфдир.

Энди чизиклар оиласини яна кенгайтирамиз.
Бунинг учун умумий эф и чизик тушунчасини киригамиз. У содда эфи 
чизик, М  эса унга тегишли нукта булсин. Агар Uм туплам М нинг
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атрофи булса, Uм слу ни М нинг У даги атрофи деб атаймиз.

Натижада, У топологик фазога айланади. (I-бобдаги келтирилган 
топология тушунчасига каранг).

Бизга f  :y R 1 локал топологик акслантириш бсрилган булса,

(яъни ихтиёрий М е у  учун унинг У даги шундай 11 атрофи мавжуд

булиб, f \ „  . U  —> f ( U )  топологик акслантириш булса), / ( у )  туплам
умумий эгри чизик. дейилади. Куйидаги чизмаларда, содда эгри чизик 
булмайдиган умумий эфи чизиклар курсатилган.

Чизма-3 Чизма-4

Бундан кейин, курс давомида биз эфи чизик. деганда, элементар 
эфи чизикли, содда эфи чизикни ёки умумий эф и чизик,ни тушунамиз. 
Умумий эфи чизикларниш таърифига кура у узига тегишли ихтиёрий 
нуктанинг етарли кичик атрофида элементар эгри чизикнинг топологик 
акслантиришдаги образидир.
Шунинг учун, умумий эф и чизикни х.ам ихтиёрий нуктасининг атрофида 
(1) куринишдаги иараметрик тенгламалар ёрдамида бериш мумкин. 
Iабиийки, агар бизга x  = x ( t \  ,У = М/Х z = z ( t \  u < t < b  тепгликлар 
системаси берилган булса, бу система бирорта Эфи чизикнинг 
нараметрик тенгламалари системаси буладими, деган савол тутлади. Бу 
саволга гутсман куйидаги теорема жавоб беради.

Теорема-2: Силлик x  — x ( t \  у  = y(i), z  = z(l) функциялар х,оси-

лалари х,ар бир t&(a,b) учун X (/ )■ .) (/ ) +  Z ( 7 ) > 0  шартни к,ано- 
атламтирса,

x  = x(t),  

<y=y(t ) ,  t e ( a , b ) 

z  = z(t).
тенгламалар системаси умумий эф и чизикни апиклайди.

Бу умумий эфи чизик, (а,Ь) интервалнинг f ' t  —> (х ( /) ,y ( t ) , z ( t ) )  
акслантиришдаги образидир.
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Исбот: Биз етарли кичик <5>0 учун (t0 - S ; t 0+S) да /  акслан-
тиришнинг топологик акслантириш эканлигини курсатамиз. Бунинг учун
эса етарли кичик S>  0 учун /  нинг узаро бир кийматли эканлигини
курсатиш етарлидир.

Бу фактни тескарисини фараз к,илиш ёрдамида исботлаймиз. Фараз
килайлик, хар кандай кичик 8  > 0 учун хам j  акслантириш узаро бир 

кийматли булмасин, {Sk} кетма-кетлик нолга интилувчи кетма-кетлик

булсин. Ф аразимизга кура, ихтиёрий 8к учун h 'h  е (^о + ^к) лар

мавжуд булиб, ^ к ^ к  ва х 0 к )  ~ ~ к ^  )
шартлар бажарилади.

.. / i  rf- fi> t-\
Урта киймат хакидаги теоремага кура, шундай Ц ’ ик ’ wk >

лар мавжуд булиб, Q> У 0 к ) ~ ^  z 0 k ) ~ ®  тенгликлар бажари

лади. | <5*} кетма-кетлик нолга интилгани учуг! №  т  Щ )  кетма- 

кетликлар ^ —̂ оо да га интилади. Хосилалар узлуксиз булганлши 

учун юкоридаги тенгликлардан к  —»со лимитга угиб, 
x'(t0) = y '( t0) = z'(t0) = ® тенгликларни хосил киламиз. Бу эса теорема

ш артига зиддир. Г1
Энди ( х , у ) координаталар системаси киритилган текисликда

р ( х , у )  =  0
тенгламани карайлик. Координаталари бу тенгламани каноатлантирувчи 
нукталар бирорта эфи чизикни аникдаши мумкин, ёки аксинча 
аникдамаслиги хам мумкин.

Теорема-3: <р{х,у)- силлик функция, М  = \{(х,у):<р(х,у) = о}\

булсин. Агар, (-W e.) е  М  нуктада <р] + <Ру > 0 булса, ( W o )  
нуктанинг шундай атрофи мавжудки, М  тупламнинг бу атрофдаги кисми 
элементар эгри чизик булади.

Исбот: Фараз килайлик, (*0>.Уо) нуктада <РУ 'О  булсин. Шунда 

ошкормас функция хакидаги теоремага асосан шундай <5>0, £>  О 

сонлари ва (х0 - S ; y 0 +S )  интервалда аникданган / ( * )  силлик функ

ция мавжуд булиб, бу интервалда <p(x ' , f ( x )) =  0 тенглик уринли булади, 

ва {(x' , f (x)):x  e (*o ~ 8 ’Хо +<^)} туплам М  нинг

U  = { ( x , y ) : \ x - x j < 8 ,  |у — у 0\<£}  тупламдаги кисми булади. Рав-

шанки, U туплам (Лр-Уо) нуктанинг атрофи, М  нинг U даги кисми 
у  = f i x )  функциянинг графигидир.Г
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Баъзи бир эгри чизикларнинг нараметрик тенгламаларини, 
х  = /,

■у = >(/), a < t < b  
z = z(l),

куринишда, ёки
\ у  = у(х),
[z = z(jt), a < x < b  

куринишда ёзиш мумкии. Баъзи масалаларни ечишда бундай куриниш 
кулайлик тугдиради. Шу сабабли, к,айси х,олларда эфи чизикларни 
шундай куринишда ёзиш мумкин деган саволга куйидаги теорема жавоб 
беради.

Теорема-4: Силлик, элементар эгри У чизикнинг нараметрик 
тенгламалари (1) куринишда булиб, ta e(a,b)  учун x'(t0) Ф О булса, 

( х 0> Уо’ z o) нуктанинг кичик атрофида У  ни,
(у = <р(х),
[z=v/(jr), a < x < b  

тенгламалар ёрдамида аниклаш мумкин.
Бу ерда, х и = x ( t 0) , y 0 = y ( t 0) , z 0 = z ( t 0)
Исбот: Хакикатдан х,ам, ошкормас функция хдкидаги теоремага 

кура, шундай S  > 0 сони ва ( х 0 — S , х 0 + д ) интервалда аникланган 
силлик 1 -  J  (х ) функция мавжуд булиб, у t0 = f ( x Q) ва 

х  =  х ( ./  (* ))  тенгликларни каноатлантиради. х  =  х ( /  (х ))  тегликни

х  ~  х о нуктада диффренциаллаб, 1 = (/о) ' f  (-'‘о ) тенгликни х,осил 
киламиз.

Демак, (х 0 — S,  х 0 + S )  ораликда t = f  ( х )  функция монотон 
функциядир.

Шунинг учун x - > t  = f ( x )  акслантириш ( х 0 -  S ,  х 0 + S )  Ни 

( f ( x 0 - S ) , f ( x 0 + g ) )  га топологик акслантиради. Демак, 
f  ( х о — S t ) < t < f  ( х 0 + S)  булганда У  ни 

У = У ( / ’(х ) )  = <р(х)

2 = * (/(•* ))  = ¥ ( х ) ,  х 0 -  < х  < х 0 + 
куринишда аниклаш мумкин. I ]

Туртинчи теорема фазовий чизиклар учун куйидагича булади.
Теорема-5. F ( x , y , z ) ва G ( x , y , z )  уч узгарувчили силлик 

функциялар, М  эса координаталари
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\ F ( x , y , z )  = Q 

[ G ( x , y , z )  = 0
системани каноатлантирувчи нукталар туплами булсин. Агар 
O W o ^ o )  G М  нуктада

г т\ ру р :
С, С, G.J

матрицанинг ранги иккига тенг булса, (x 0, y 0, z 0) нуктанинг шундай

атрофи мавжудки, М  нинг бу атрофдаги кисми силлик элементар эгри 
чизик булади.

Исбот. Умумийликни чегараламасдан

Р У

G,,

F2

G,

детерминант, ( x 0, y 0, z 0) нуктада нолдан фаркли булсин, деб фараз 
киламиз. Ошкормас функциялар хакидаги теоремага асосан шундай 
5 х,5 2,5 ъ мусбат сонлар мавжудки, (х 0 — § t , x Q + <5,) интервалга 
тешшли хар бир X учун система

\ F ( x , y , z )  = О 

['G ( x , y , z ) = О 

ягона y ( x ) , z ( x )  ечимга эга булади ва бу ечнм

Ьо -  jK *)| <  S2 > ко ~ Z(X)| <  S3
тенгсизликларни каноатлантиради. Демак, ( x 0, y 0, z 0) нуктанинг

атрофида М{ { x , y , z ) \ \ x 0 - х \ < д х, \у0 - y \ < S 2 , \z0 ~ z \  < S3} 
туплам

x  = t,

< у  = y ( t ) ,  х 0 -  дх < t < х 0 + д { 

z  = z ( t ) ,
параметрик тенгламалар билан аникланувчи элементар эгри чизик 
булади.□

Таъриф-4. Силлик У эгри чизикни узига тегишли хар кандай нукта-
2  2 2

нинг бирорта атрофида ихтиёрий t  е  (а;Ь) учун х' ( t )+y  (t) + z ' (/) >0 
шартни каноатлантирувчи дифференциалланувчи x( t ) , y ( t ) , z ( t )  функция
лар ёрдамида параметрлаш мумкин булса, у регуляр эгри чизик деб 
аталади.
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Биз бу бобда асосан регуляр эгри чизикдарни урганамиз. Агар У 

эф и  чизиклинг \ар  бир нуктаси атрофида к  марта дифференциалланувчи 
x (0*y(0>z(t)  функциялар ёрдамида аникданувчи регуляр параметрлаш

усули мавжуд булса, чизикли к  марта дифференциалланувчи чизик, деб 
атаймиз.

Машклар ва масалалар

1. Иккинчи тартибли чизиклардан кдйси бири бизнинг курсимизда 
киритилган маънода чизик, булишини текширайлик.

Сизга маълумки, иккинчи тартибли чизик,

а , ,х 2 + 2 « |2х у + а 22у 2 + 2 а ^ + 2 а г^ у + а п  = 0  ( 2 )

генглама бидан аникланади. Агар

-  Ч, %
о=

9а °и

детерминант нолдан фаркди булса, (2) тенглама ягона марказга эга 
булган иккинчи тартибли чизикли аниклайди. Бундай чизиклар марказий 
чизиклар деб аталади.

Марказий чизиклар эллипс, гипербола ва иккита кесишувчи тугри 
чизиклардан иборатдир. Булардан эллипс содда чизик булади. Гипербола 
эса иккита элементар чизикдан иборат. Иккита кесишувчи тугри 
чизиклар эса биз киритган Mai,иода битта чизик булмайди. Агар 8 — 0 
булса, иккинчи тартибли чизик, ёки марказга эга булмайди, ёки чексиз 
кун марказга эга булади. Дсмак бу х,олда, (2) тенглама парабола, иккита 
параллел тугри чизик, ёки устма-уст тушувчи иккита |у ф и  чизиклардан 
бирортасини аниклайди.

Параболанинг каноник тенгламаси
у а -2рх ' ,  р >  0

, _  у '1
куринишда булади. Дсмак, парабола х  2 р  функциянинг графиги ва

элементар чизикдир. Иккита параллел туфи чизиклар эса иккита 
элементар чизикдан, устма-уст тушувчи туф и чизиклар эса битта 
элементар чизикдан иборат.
2. Параболанинг регуляр чизик, эканлигини исботлайлик. Бунинг учун 
унинг тенгламасини

у 2 - 2 рх, р >  0
каноник куринишда ёзамиз. Aiap y=t тенглик билан параметр киритсак, 
парабола
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y  = t. — с о < t < - f o o

параметрик тенгламаларга эга булади. Бу ерда х  + У ~ ^  г +  ^>  ®

булганлиги учун парабола чексиз куп марта дифференциалланувчи 
регуляр чизикдар.
3. Бизга у '  = ку  дифференциал тенглама берилган булсин. Унинг ечими 

у '  = Се** куринишда булади. Ечимнинг фафиги

|  x  = t,

|_у = Сеь . — оо < t < +оо
параметрик тенгламаларга эга булган регуляр чизикдир.
4. Текисликда

f x  = t 2,

=  -0 0 < f< + 0 0
параметрик тенгламалар билан берилган чизик, регуляр эмас, чунки у 
M(t = 0) нукта атрофида регуляр параметрлаш усулига эга эмас.
5. Текисликда

\x = t2- l ,
= - 0 0 < /< + 0 0  

параметрик тенгламалар билан берилган чизик; умумий чизик булади, 
чунки М,(/ = -1) ва M2(l = 1) нукталар текисликда устма-уст тушади. Бу 
умумий чизик

j x  = t,

[.У =  -  со < /  < +оо
тенгламалар билан аникланган элементар чизикнинг

f ( t )  = ( t2- 1, f - t )

формула билан аникланган f ' . y  - + R 2 локал топологик акслантиришдаги 
образидир (4-чизма).

6. Бернулли лемнискатаси (3-чизма). Текисликда х,ар биридан берилган 
Р, ва F2 нукталаргача булган масофаларнинг купайтмаси /*, ва F2 
нукталар орасидаги масофа ярмининг квадратига тенг булган нукталар 
туплами Бернулли лемнискатаси деб аталади. Бернулли лемнискатаси- 
нинг умумий чизик эканлигини курсатамиз. Бунинг учун текисликда ОХ 
уки сифатида F{ F2 туфи чизикни, OY уки сифатида F, F2 кесма
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ургасидан утувчи ва ОХ укига перпендикуляр тугри чизикли олиб, 

j/,i/'2i = 2C белгилаш киритамиз. Шунда Бернулли лемнискатасига 
тегишли ихтиёрий М(х,у)  пукга учун

' fix + Q 2 + / уГ(х -  о 2 +у2 = С2 
тенглик уринли булади. Бу тенгликни квадратга кутариб соддалаштириш 
натижасида, куйидаги тенгламани хосил киламиз.

х4 + 2х1у 2 +у4- 2 С2(у2 - х 2) = 0.
Энди х  = рсо&(р, y  = ps\n<p формулалар ёрдамида кутб координаталар 
системасига утсак

р~ =  2 С2 cos2 (р
тенглама хосил киламиз. Энди бу чизикнинг умумий чизик, эканлиги 

fx = cos^>,
\ у  = sin (р, 0 < ср < 2п  

тенгламалар билан аникданган айлананинг

/ :  Щф)  > (С’7 2  cos2 (р,ср) 
формула ёрдамида аникданган локал топологик акслантиришдаги образи 
Бернулли лемнискатаси билан устма-уст тушишидан келиб чикади.

§ 2. Вектор функциялар учун дифференциал хисоб

Ьизнинг курсимизда вектор анализ мухим роль уйнайди. Шунинг 
учун бу параграфда кискача вектор-функциялар устида тухталамиз.

Бирорта G туплам берилган булсин. Агар G  тупламнинг хар бир 
нуктасига аник битта вектор мос куйилган булса, G  гупламда вектор

->
функция берилган дейилади. Бу мосликни р  ^ куринишда ёзамиз.

Вектор-функция учун лимит тушунчаси скаляр функциялар лимити 
каби киритилади.

г ( р ) - а 0Агар а  узгармас вектор булиб, Р —> P q да

“> —>
бажарилса, г (р )  вектор р  —> р 0 да С1 лимигга эга дейилади ва 
—> -* 
r ( V)  —> ар >Р() куринишда сзилади.

Бу ерда a , a j ,  ( , ) - скаляр купайтмадир. Агар фазода 
киритилган декарт координаталар системасида

r (p) = {x(p\y(p),z(p)}, a = [alta2,a3]
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булса, r (P) * а  к,уйидаги учта муносабатга ьквивалентдир:
Р~*Ря

х(р)  а ,, yip)  -> а2, z{p) ->  а3.
Р~>Ро Р->Ро Р~*Ра

Векгор-функция лимити учун куйидаги теорема уринлидир.
—> —У

Теорсма-6. r ip ) ,  P i p )  -вскгор-функциялар ва ^ { р ) — скаляр
-> -> -> ---» 

функция G  тупламда аникланган булиб, 1 (Р) п~~̂п а > Р(Р)  ~ > Ь
Р~>Ро

Ш О М Р )  = ^  булса, куйидаги муносабатлар уринлидир;
/’-'/'о

1). г ip )  ±  p(j>) ->  а ± Ь ,
р~*р«

2). К р ) г { р )  ->  ^ а ,
p -*pi

3). (г(р)?р(р)) -+{а,Ь),
р-+р»

4). [r{p)Yp{p)\-+[а,Ь]-
Р->Ро

Бу ерда [,] —вектор купайтма белгиси.
Исбот.

1). Вектор функция лимити гаърифга кура,
—> —> —>
d i p )  =  r i p )  ± p ip ) ,  с  = а ± Ь  бслгилаш киритиб

Р~*Р)

d i p ) - с  —> О
Р->Ро

муносабатни исботлаймиз. Бунинг учун

d{p) ~ С i r ( p ) - a ) ± i p i p ) - b )

(* )

r i p ) - а + \ p i p ) - b

тенгсизликни ёзиб оламиз. Бу тенгсизликнинг унг томонидаги ифода 
Р ~ * Р о  Да нолга интилади. Шунинг учун (*) уринли булади.
2). Иккинчи муносабат

Mj>) r i p ) -Л,, а А(р) r ip)  -  Цр) а+ Я(р) а - а

г ( р ) - а + Ш р ) - Л А

тенгсизликдан келиб чикади.
3). Теореманинг учинчи тасдигини исботлаш учун скаляр кунайтмаларни 
векторнинг декарт координаталари оркдли ифодалаш етарли.
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4). Сиз аналитик геометрия курсидан биласизки,
Агар,

—> >
г{р)  = {хх( р \ у А р ) ^ ( р ) } ,  p ip)  = {x2(p) ,y2(p),z2(p)'f 

булса,

г ip), p ip ) J У i(p)  2 ,(/;) 

УiiP )  h i p )

h i p )  x S p ) k ( / 0  у ^ p )

h i p )  X2(p) M p ) p i i p )
т --r —> —*

булади. P - > P (, да r ( p ) - > a , / А р )  -> h булгани учун 

x t( p ) - ^ a x, y t(p)  - > a 2, z t(p )  —>a3 Ba 

x 2i P ) - * K  y 2{p) z 2( p ) ^ y b 3.
муносабатлар уринли булади.

“> >
Бу ерда а =  {ах, а г , а 3}, b =  {bx,b2,b3}.

Шунинг учун,

г ip), pip) -  > <а 2 а3\
b2 Ь3\

а3 а, 

Ъъ К’ Ь{ Ь21|

муносабатни хосил киламиз. [J
Вектор функциялар учун узлуксизлик ва дифференциалланувчанлик 

тушунчалари скаляр функциялар узлуксизлиги ва диффренциалланувчи- 
лиги тушунчалари каби киритилади.

G тупламнинг р0 нуктасида r iP)   ̂ f iPoX булса, r ip )  вектор-P~*Pl) 1

функция рп нуктада узлуксиз дейилади. г{р)  нинг р0 нукгада узлуксиз-

лиги х(р \у {р \  z(p) функцияларииш р0 иук,тада узлуксизлишга 
эквивалентдир.

Теорема-7. г  {р )  ва P i p )  “ вектор функциялар ва М р )  функция
—> —> —> -> —>

р0 нуктада узлуксиз булса, Мр)'  >(р), r(p)  ± р{р), [r{p), p i p ) ] -

вектор функциялар ва {r{p), pip))  функция р0 нуктада узлуксиздир.
Бу теорема 1-теоремадан бевосита келиб чикади.

Энди косила тушунчасини киритамиз. Вектор функция аникланган
—►

С/ туплам сонлар укининг кием туплами булса, ^ { р )  вектор-функция 
бир узгарувчили вектор-функция булади. Агар р () еСг нукга учун
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r ( p a + h ) - r ( p 0) 
lim -------------------------

мавжуд булса, уни r '(pt)) билан белгилаймиз ва г(р) ~ векгор-
функциянинг Ра нуктадаги хосиласи деб атаймиз.

Агар
—> —► 
г ( р 0 + И ) - г ( р 0) ->

!s ------h------ =rW
тенгликни координаталар оркали  ёзсак у

г'(Ро) =  {х '(Ро\ У'(Ро1 г 'О о ) |
—>

куринишда булади. Демак, г(р)  -  вектор-функция р0 нуктада хосил ага

эга булиши учун \ х '(Ра\ У'(Ро)-> 2XAj)} хосилаларнинг мавжуд 
булиши зарур ва етарлидир.

Агар, G туплам текисликдаги бирорта соха булса, p  = (u,v)

белгилаш киритамиз. Бу холда г (р)  ва унинг координата функциялари 
x(u,v),y(u,v),z(u,v) икки узгарувчили функциялар булади. Демак, энди 
хусусий хосилалар хакдда гапиришимиз мумкин.
Юкоридаги хосила тушунчасидан фойдаланиб,

r'„(M,v) = {x', у'и, z 'u} ва r',.(M,v) = {x' , X, , К  }
тенгликни досил киламиз.

Х осилалар учун куйидаги тсоремани исботлаймиз.
—► —у

Теорема-8. г(р), р(р) ~  вектор-функциялар ва М р) функция р0 
нуктада дифференциалланувчи булса, куйидаги муносабатлар уринлидир:

1). (Mj>)r(p))' =А'г '+Лг ,

2). ( г ( р ) ± р ( р ) У = г ' ( р )± р ’(р),

3)- ( г(р),р(р)У = (г'(р),р(р)) + (г(р),р'(р)),

4)- [Г(Р\Р(Р)]' = [г ' (рШр)]  + \г(р),р')1
Исбот.

- >

J). Берилган г{р) векгор-функцияни Л(р) га купайтириб 

Чр) г(р) = {Цр)х(р), МрЫ р \  МрН р)}
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тенгликни ёзсак, дарх,ол бу тенгликдан

(Л(р) г(р))' = Л'(р) г(р) + Л(р) г'
муносабат келиб чикдци.

2). Иккинчи тенглик исботини укувчиларга кдлдириб, 3-ва 4-тенг- 
ликларни исботлайлик. Учинчи тенгликда скаляр купайтма скаляр мик,- 
дор булганлиги учун унинг х,осиласини топиш учун

l i m * /?М /->  + И ) ) - ( г ( р ) / р ( р ) )
//—ю fa

лимитни х,исоблаймиз.
Бунинг учун

( r ( p  + h) ,p(p + И)) -  (г(р)7р(р))  =  ( г ( р  +  /? ) -  r ( p ) J i p  + h)) +

+  ( r ( p ) , / X p  +  h ) ~ r f p ) )
тенгликдан фойдаланиб,

h~>О /7

+а ; (Р)> +',> -Ч
h

тенгликни хосил киламиз. Бу тенгликнинг унг гомони 

(Г' (Р)^Р(Р))  +  ( г { р ) , р \ р ) )
микдорга тснгдир.
4-тенгликни иеботлаш учун

\ k p \ k p S = i imf V + ^ ^ P l ± ± ( A £ ( ^
л->о fa

тенгликда

[г(/7 +  /г), р ( р  +  /г)1 -  [ r ( p ) . f i p j \  =  [ r { p  +  h ) J i p  +  /г)] -  

- к  О Х  р ( р  + Щ  + [ г ( р ) , р ( р  + /?)] -  [ г О ) ,  Д / ; ) |
муносабатдан фойдаланиш етарлидир! I

Энди бир узгарувчили ) вектор-функция учун интеграл тушун- 

часини киритайлик. Агар / '( 0  вектор-функция учун диффренциалланув-
-> -»

чи /ХО вектор-функция мавжуд булиб, ^ ( 0  —p ' ( t )  тенглик бажарилеа,
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p i t )  вектор-функция /*(/) вектор-функциянинг аникмас интеграли 
дейилади ва куйидаги куринишда ёзилади.

/ХО = \r(t)dt
Аник интеграл эса куйидаги формула ёрдамида аникланади.

ь

Вектор-функцияпинг интсфаллари учуй куйидага формулачар 
бевосита интефал ва хосила таърифлари ёрдамида исботлаиади:
Ь с h

J ~r(t)dt = + ^ r ( t )d t , бу ерда, a < C < b .
а а с
b b

j*/l r(t)dt — Л gy ерда, Л — узгармас сон.
а а

J(r,p(t))dt = (r , Jp(t)dt), бу ерда, г — узгармас вектор.

бу ерда, г — узгармас вектор.

Бу тенгликлардан учинчисиии исботлаб, колганларини укувчиларга 
хавола этамиз.
Бунинг учун

= m = \ C r ~ k t ) ) d i
—>

белгилашлар киритамиз ва г —узгармас вектор эканлигини хисобга олиб,
ju(t), A(t) “ скаляр дифференциалланувчи функцияларнинг 
х,осилаларини топамиз.

—► —У —̂  ̂—У
ju ' i O= {г ,  f i t ) ) ,  Л 'i t ) = ( г , f i t ) )  яъни х,осилалари тенгдир. Демак,

ь ь
| fi'(t)dt = ^A'(t)dt
а а

системалар хам тенг булади.
Энди дифференциалланувчи вектор-функция учун куйидаги мухим 

теоремани исбоглаймиз.
—У

Теорема-9. Бирор сегментда аникланган f ( 0 ~  вектор-функция 
учун куйидагилар уринлидир:
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1). /-(О вектор функциянинг узунлиги узгаРмас булиши учун, 
-> —>
r ( t )A . r ' ( t )  — булиши зарур ва етарлидир.

->
2)- г ( 0 ~  вектор-функциянинг йуналиши уз1аРмас булиши учун, 

r ( t )  / /  /■ '(/)— булиши зарур ва етарлидир.

Исбот. О- г(1)

d
dt Ко

( r ( t \ r ( t ) )  булганлиги учун,

— 2( r ( t ) , r  (/)) булади.

|-> |2 -> --*1 
Демак, KOj = const <=> (r(7), г (/)) = О

 ̂  ̂ ♦
2). /"(О векторнинг йуналиши узгармас булса, уни г ( / ) = Л(1) ■ е

*
куринишда ёзамиз, бу ерда €  йуналиш г ( 0 ~  йуналишдаги бирлик

> -> ->
вектор. Демак, r ' ( t )  = A'(t) ■ е ва г  ва г '  коллинеардир.

—> > —> —>
Агар г  ва г '  коллинеар булса, яъни r'(t) = A( t ) -r ( t)  булса, 

г ( О -  -нинг йуналиши узгармас эканлигини курсатайлик. Бунинг учун 

r (o | e(t)  тенгликни ёзиб, уни диффренциаллаймиз. Бу ерда e(t)г ( 0  =

бирлик вектор ва унинг йуналиши г ( / ) —йуналиши билан бир хилдир.

Агар r ( t )  — 0 булса, e(t)  йуналиши ихтиёрий дифференциалланувчи 
бирлик вектор-функциядир. Демак, энди

А 0 : г (О e(t)  +

7(t)

>(0\е (0  тенгликни хосил кил;1миз. Бундан эса,

е(0~ г (О e'(t) =  МО

еки

келиб чикади. Бу ерда

/ t \

V
к о - т к о к о  +

)
п о

г (t) e'(t)

e \ t )  = О

www.ziyouz.com kutubxonasi



e(t)  ва e'( t)  узаро перпендикуляр векторлар булганлиги учун бу 

d e (  / )_ -»
тенгликдан ^  келиб чикади. Демак, е ( 0  -узгармас вектордир. □

•••>
Бу параграф охирида и —марта дифференциалланувчи / '(/)  вектор 

функция учун Тейлор каторини келтирамиз. Вектор функция учун 
Тейлор каторини ёзиш учун фазода декарт координаталар системасини

аникловчи ортонормал / , ./, к  базисда

r ( t ) = x ( t )  i + y(t)  j + z ( t ) k  
тенгликни ёзиб, x( t) ,y (t ) , z( t) функциялар учун Тейлор каторини ёзамиз:

At"
x(t  + At) = x(t)  + x ’(t)At +x " ( t )  + ...+х<")( 0 _

At" At"
2! ......... w  п\ п\

у(1 \ А1)=у( 1)+у ' (1 )М +у”( 1 ) у ,  +...+У")(0 -Л/, + ~ £ 2(t ,bt )2! п\ п\

z(t + At) = z(t) + z'(t)Al + z"( t)  — ■ +...+z<"> (0  - -  + - -  £  (t, At)
2! n\ n\

Бу тенгликлардан
-> f a *  >(») f a "  fan  ->

r(t  + At) = r(t)  + r'(t)At + r \ t )  ^  +...+ r (t) f ‘ , g( t , A t )
nl n\

к,аторни хосил киламиз. Бу ерда
->
£ ( t ,  At) = {£", (Г, ДО, £ 2 (/, /V), £-3 (Г, ДО}

ва £ ( t , A t )  0 муносабат уринлидир.

Масалан, п  = 1 ва и = 2 булганда
> -> -► > 

r( t  + Al) -  r ( t )+r ' ( t )A t  + At g ( t , A t )  

* * -» At2 A?2 y
r (/ + /^) = r ( 0 + r ' ( 0 ^ + / - " ( 0 - ,  + —

кдторлар хосил булади.
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Машклар ва масалалар

->
1. Бирорта [а, Ь\ кесмада аникланган r(t) вектор функция учун

> У —> -> - > »

r ( / ) * 0 ,  r'(t) ф О ва шартлар хар бир t €.\а,Ь\ учун
бажарилса,

г = г(1)
тенглама тугри чизик кссмасини аниклашини курсатайлик.

, ''(О
Буиинг учун r(t) = A(t)r'(l) тенгликни ёзиб ' >

г  (О

векторнинг узгармас вектор эканлигини курсатайлик. Х,осилани хисоблаб

dt
e(t):

r(t) л у о )I r ' ( t ) - X r'(t) >'(!)

г (О
-  =  0

r{t)

тенгликни оламиз. Демак йуналиши узгармас вектор ва шунинг
учун унинг учи тугри чизик кесмасини чизади.

2. Текисликдаги бирорта G  сохада аникланган дифференциалла-
► > 

иувчи Г {и, v) вектор-функция берилган. Берилган r (u ,v )  вектор-функ-
->  - > >

циянинг узунлиги узгармас булиши учун, =  0 тенглик-
ларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. Бу фактни исботлаш учун

= ( г , г )

тенгликдан фойдаланамиз. Агар \r ( u, v)| = const  булса,

0 =
(1 ->2 tl -
du

Г
= J u i r ’

d -> 2 d  >
dv
->

г
= d v ( r ’

тенгликлардан ( r i ru) —( f i rv) — 0  тенгликлар келиб чикади.
-> > -> >

Энди г ± r u, г  _Lrv булсин деб фараз килайлик. Бу холда
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тенгликлардан функциянинг узгармас эканлиги келиб чикдци.

3. Текисликдаги бирорта G  сохдца аникланган диффсренциалла-
\

нувчи r ( u , v )  вектор-функциянинг ги, 1\, векторларнинг иккаласига \ам 
коллинеар булиши унинг йуналиши узгармас эканлигига тенг кучли 
эканлигини курсатайлик.

—>
Агар r{u ,v )  вектор-функциянинг йуналиши узгармас булса, уни 

г  {и, v) = A(u,v) е куринишда ёзиш мумкин. Бу ерда Л(и,у)  — скаляр 
—> -> -* 

функция, е — узгармас бирлик вектор. Бу куринишдан ги = Ли (и, v) е, 
-> -> -» ■> 

1\. = Л,. (и, у) е тенгликларни х,осил к,иламиз. Демак г  вектор ruirv 
векторнинг иккаласига х,ам коллинеардир.

■> -» > >
Энди г  (и, v) = Л(и, v) ru, r (u ,v )  = /л{и, v) rv тенгликлар уринли 

булсин деб фараз кдпиб,

-» r(u ,v )
e(u,v)  = -^—

\r(u,v)
векторнинг узгармас вектор эканлигини курсатаилик.

^  * d  -*■ _  >
Бунинг учун j ”  е = 0, —  ч = 0> тенгликларни исботлаймиз.

dv

И - r ( r , r u) Л2
е  — ................

d u —> 2 3 ->
Г Г г

г- - * к
3 =  0

Худди шундай

е =

~»j2 2 _»

V 1
1

тенгликни оламиз

dv

Демак K M>V) ~ r(u,v) е булиб, г  векторниш

йуналиши узгармасдир.
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4. Бирорта G  сохдда аникланган дифференциалланувчи r ( u , v ) 

вектор-функция пинг хусуеий хосилалари ru i rv векторлар нол вектор

булиши r ( u , v )  нинг узгармас вектор булишига тенг кучли эканлигини 
курсатайлик.

Хусусий хосилалар учун

ги = 0, rv = О
—>

тенгликлар уринли булса, Г нинг координата функциялари учун

хи = О, X, = О

У , =  о. Л = °
Z „ = 0 ,  0

тенгликларни х,осил киламиз. Демак x(u,v),y(u,v),z(u,v)  функциялар 
узгармасдир. Бундан эса 

—>
r(u,v)  =  { x ( h , v ) , X m , v ) , z ( m , v ) }

векторнинг узгармас эканлиги келиб чикади. Аксинча ^(w>v) узгармас 
эканлигидан x(u,v) ,y(u,v) ,z(u,v)  функциялар узгармас булиши келиб

чикади. Шунинг учун =  f v =  0  тенглик уринли булади.

§ 3. Эгри чизик уринмаси ва нормал текислиги

Элементар У эгри чизикнинг М нуктасидан утувчи уринма тушун- 
часини киритиб, унинг тснгламасини келтириб чикарайлик. Бунинг учун 
М нуктадан / тугри чизикни утказайлик, N  билан М га якин булган у  

чизикнинг бирорта нуктасини белгилайлик. Эфи чизикдаги М на N 
нукталар орасидаги масофани d билан, N нуктадан I -  тугри чизикхача 
булган масофани h билан белгилайлик. Агар, N нукта М га якинлаша

борса, табиийки, d ва h масофалар нолга интилади. Лскин, -■
d

ифоданинг нимага интилиши х,акдца х,еч нарса дея олмаймиз.

Таьриф: Эфи чизик. у  нинг N нуктаси М га интилганда h
d

ифода нолга интилса, /-тугри чизик, у  нинг М нуктадаги уринмаси 
деб аталади.
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Чизма-5

Агар <Р билан / ва MN тугри чизиклар орасидаги бурчакни

га интилганда, MN тугри чизик, /-тугри  чизикка интилади. Аксинча N 
нукта М га интилганда MN туфи чизик, бирорта / - тугри чизикка 
интилсин. Шунда, равшанки /-уринма булади.

Теорема-9. Регуляр эгри чизикнинг х,ар бир нуктасидан ягона
уринма утади. Агар у  эф и чизик,, г = r(t) тенглама ёрдамида берилган

булса, M(t0) нуктадага уринма f '(t0) векторга параллелдир.

Исбот. Аввало, M(t0) нуктадан утувчи уринма f ' ( l0) векторга 
параллел эканлигини курсатайлик. Чизиклинг M(t0) нуктаси 
параметрнинг- t0 -  кийматига, N  нукта параметрнинг /0 + At кийматига 

мос келса, d = |г(/0 + A /)-/j булади. / тугри чизик ва M7V туфи чизиклар

орасидаги бурчакнинг синуси ^ га тенг булганлиги учун вектор
d

купайтманинг аникланишига мувофик /7 = |г(/0 +Л/)-г(/0),е] булади. Бу 
—►

ерда е билан уринмага параллел бирлик векторни белгилаганмиз. / 
туфи чизик А/ нуктадан утувчи уринма булгани учун, 

h
lim = 0 булади. Демак,
Л / -.0

белгиласак, s i n <Р= ^  булади. Демак, агар /-уринм а булса, N нукта М

Лекин, каернинг сурат ва махражини A t  га булсак,
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[[К'о+Д 'Ь К 'с)?]
!/•(/„ + At)-r(t0

At |И 'Д е|

Яи+А1)-Ч‘о) 4'" 0 р0о)|
At

муносабатни х,осил киламиз, теорема шартига кура у  релуляр эгри 

чизик булгани учун '̂(^о )| ^  0. ва демак, j[r'(/0),e] = 0.

Бундан келиб чикадики, r ifo) ва е векторлар параллелдир.

Энди М  нуктадан утувчи ва ^ (/0) векторга параллел / тукри чи
зик уринма булишини курсатайлик. Юкоридаги х,исоб-китобдан куриниб 
турибдики,

lim — =
л,_>0 d

|ИО><

Знди бу ерда, e - p 7 i4 ,  булганлиги учун 
\ГЩ

К ),
уринмадир. П

Юкоридаги теоремадан фойдаланиб, уринмага куйидагича таъриф 
беришимиз мумкин.

Таъриф. Регуляр у  эгри чизик. г = /■(/) тенглама билан аникланса,

М О  нуктадан утувчи ва r '{lQ) векторга параллел туьри чизик у  нинг 
М (/0) нуктасидан утувчи уринмаси деб аталади.

Чизма-6

Аналитик геометрия курсидан биламизки, агар ту кри чизикнинг 
битта нуктаси ва йуналтирувчи вектори (яъни унга параллел вектор) 
берилган булса, унинг тенгламасини туза оламиз. Регуляр у  эгри чизик
r = r(t) тенглама билан аникланса унинг А/(?0) нуктасидан утувчи уринма 
тенгламаси
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куринишда булади.

Регуляр эгри чизик, параметрик тенгламалар ёрдамида, яъни,

1 х = х{1)
у = y(t) , а  < I <Ь 
Z = г( О

система Ёрдамида аникданган булса, М (/0) нуктадан утувчи уринма 
тенгламаси

х - х а _ у  -  л  _ f  _^£о 
*  Оо) .У 0 о) = ('о) 

куринишда булади. Бу ерда х 0 = x(/n), у 0 — y ( l 0 ), z0 = z(/0).
Регуляр эгри чизик у  -  у{х),  z = z(x) тенгламалар ёрдамида 

берилса, унинг уринма тенгламаси

_ У ~~ л  _ ^ ~ 5а 
1 >/(*„) z‘(x0)

куринишда булади.
Агар фазодаш Э1ри чизик

[ <p(x,y,z) = О 

[^(x,j> ,z) = О

Г <Р* <Ру 9 ,  Л
тенгламалар ёрдамида аникданган ва матрицанинг ранги

W :  Vy V J
иккига тенг булса, M ( x 0, y 0, z 0) нуктадан утувчи уринма тенгламаси

х  -  х„ у - у  0 _ z - z 0

<Ру (Рг <рг <р* 9 , <РУ
¥у Уг У, ¥ , У* V*

куринишда булади. Бу ерда хусусий хосил алар Л/(х0 ,y„,z„) нуктада 
х,исобланган. Хакикатан, биринчи парафафдаги теоремага кура, 
М (х0, у и ,z0) нукта атрофида у  эгри чизик

X = x( t)

У = У( 0  
z  =  z (0

тенгламалар ёрдамида аникданади.
Демак,

<р(х(0, у ( 0 ,  z ( 0 )  = 0, y/{x{t), y{t),  z (0 )  = 0
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тенгликларни диф ф еренциаллаб,

<Рхх + <РуУ + = О
Vе хХ ' +  ¥ уУ  +  <P f  =  О

тенгликларни оламиз. Бундан эса

х _ У z
<Рг <Рг 9 х <Рх •Ру

У у V x ¥ х Ч 'у

муносабатни х,осил к.иламиз.
Таъриф. Эгри чизиклинг М нук,тасидан утувчи ва уринмага 

перпендикуляр равишда утадиган текислик эгри чизиклинг М 
нук,тасидаги нормал текислиги деб аталади.
Нормал текислик тенглмаси

х '( /0)(х  -  х0) + y \ t 0\ y  -  у 0) + z \ t 0\ z  -  z0) = О 
куринишда булади.

3-параграфга дойр машк ва масалалар

1-масала. Чизик ОЛУ текисликда

у  = х 2 + 4 х  + 3
функциянинг графигидан иборат. Абсциссаси — 1 га тенг булган М  
нук,тадан утувчи уринма ва нормал тенгламасини тузинг.

Ечиш: Бунинг учун авввло М  нуктанинг ординатасини топамиз:

Уо ~  (~  0  + 4 ■ (—1) + 3 = 0. Энди чизиклинг параметрик тенгламаларини
Г х = t
[.У = / 2 +4 / +3 ,  — <х> < t < +оо. 

куринишда ёзиб, уринма ва нормал тенгламаларини мос равишда 
х +1 у  х  +1 у

1 = 2 ва ~-2 = Т
ва куринишларда ёза оламиз. Агар чизик, тенгламасини вектор 
куринишида

r = {t, t 2 + 4 t  + з} 
тенглама билан ёзсак, уринма ва нормал тенгламаларни х,ам мос равишда

р  = { - 1 , 0 } +  {1,2}А, , JL- V L_ = Т ~
куринишларда ёза оламиз.
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2-масала. Парабола
у  = х 2 — 6х + 5

функциянинг графигидан иборат булса, унинг к,айси нук,таларидаги 
уринмалари х  — 2у  +  8 =  0 тугри чизикка перпендикуляр булади.

Ечиш: Параболанинг М ( х о'->Уо) нуктасидан утувчи уринма тснг- 
ламаси

= У~У0
1 2х0 -  6 

куринишда булади. Бу тенгламани
2(х0 -  3)х - у -  2(х0 -  3)х0 + у 0 = 0 

куринишда ёзиб, гугри чизикдарнинг иернендикулярлик шаргини ёзамиз,
1' 2 (х 0 -  3) -  2 (-1 ) =  0

ва х0 =  2 кийматни топамиз. Энди ординатасини топамиз.

у 0 = 2 2 - 6 - 2  + 5 = -3.
Демак, нуктадан (2, 3) утувчи уринма берилган тукри чизикка 

перпендикуляр булади. Хак.ик,атаи, бу нук,тадаги уринма тенгламаси 
2х +  у  + 7 = 0 куринишда булади.

_  I _  -I _  ,2
3-масала. Чизик, X — в  , у  — е  , Z — I параметрик тенглама-

ларга эга булса, параметрнинг t  =  1 кийматига мос келувчи нукгадаги 
уринма ва нормал текислик тенгламаларини тузинг.

Ечиш. Параметрнинг t =  1 киймагига мос келувчи M ( x lny 0,Z0) 
нук,танинг координаталарини топамиз:

1 ,х0 = е  =е ,  у 0 = е  = - ,  z0 = 1. 
е

Энди уринма ва нормал текислик тенгламаларини ёзамиз.

_ 1

х - е _  ^__g _ z - 1 
е______ \ 2 ~ Уринма. 

е

е ( х - е )  {у  ) + 2 (z  —1) = 0 _ нормал текислик. 
е е
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§ 4. Ёпишма текислик ва унинг тенгламаси

Эфи чизик. учун ёпишма тскислик тушунчасини киритиб, унинг 
тенгламасини келтириб чикарамиз. Эгри чизик, у нинг М  нуктасидан
утувчи бирорта а  текислик ва чизикдаги М  га я кип N  нукта учун d  
билан M , N  нукталар орасидаги масофани, h билан эса N  нуктадан а  
текисликкача булган масофани бслгилайлик.

Таъриф. Чизикдаги N  нукта М  нуктага якинлашганда —  нолга

интилса, а  тскислик у нинг М нуктасидаги ёпишма тскислиги деб 
аталади.

Теорема-10: Икки марта дифференциалланувчи регуляр у эфи 
чизикнинг х,ар бир нуктасидан утувчи ёпишма тскислик мавжуд булиб, 
уринма ёпишма текисликда ёгади. Агар эфи чизик г = r(t) тенглама 
ёрдамида аникланган булса, нуктадан утувчи ёпишма тскислик

'■'('о).'"'('о) вскторларга параллел булади.
Исбот: Рс1уляр у эфи чизикнинг M ( t 0) нуктасидан утувчи 

ёпишма текислик мавжуд булса, унинг r'(t„),r"(/u) векторларга параллел 
эканлигини курсатайлик. Ёпишма текисликни а  билан, унинг бирлик 
нормал вскторини е билан белгилайлик. Эгри чизик нукта

атрофида r=r(t) тенглама билан аникланган булса, N  нуктага мос 
келувчи параметрнинг киймати t0 +  At  булади ( N  нукта М нуктага 
якин булганлиги учун). Шунинг учун М ва N  нукталар орасидаги 
масофа d  ва N  нуктадан а  текисликкача булган масофа h учун 
куйидаги тенгликлар уринли булади;
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£/ =  |/-(f0 + A f ) - r ( f 0)|,

/г = |(К?о + & ) - r { t 0),e
Демак,

r\t0)A t+r &1 +с(&2\е {г% )+ ^ о )+«(Д/!) -
A _| H ,o + ^ - r l'oJtej|_  ̂ ^  ^ Л/ 2 Д/2 ’

dl  р(/0 + Д /)-г(/ )|2 р(<„)Д/ + б(Д/)|2 ! r '(‘o) + c(& )  I"

Бу ерда, а (л/2), А(Л/), с(Л/) векторлар А/ —> 0 да ноль векторга 

интидадилар. Шунинг учун, юкоридаги тенгликда At - »  0 да лимитга
h

утсак, ва а  ёпишма текислик булганлиги учун нинг лимити нолга 

тенг эканлигини х,исобга олсак

(/(/0),е )= 0 , (/-"(f0,e ) )= 0

тенгликларни х,осил киламиз. Демак, а  текислик /(/,,),г"(/0)  векторларга 
паралледцир.

Энди ёпишма текисликнинг мавжуд эканлигини курсатайлик. 

Бунинг учун эса а  билан М (?0)  нуктадан утувчи ва

г ' (1Л г ’ (‘о)векторларга параллел текисликни белгилаймиз. Шунда е - _
|Г('о).'-Ч'о)

вектор а  текисликнинг бирлик нормал вектори эканлигини х,исобга

| (я (д / 2) , е )

олиб, юкоридаги х,исоб китобларни такрорласак, \  ^  _----- ни
d r ' ( t 0) + c ( A t )

х,осил киламиз. a(At2 \c(&t) векторларнинг узунлиги At —> 0 да мос

равишда A t2 ва A t ларга нисбатан тезрок нолга интилишини хисобга 

h
о л с а к ,------ 0 > 0 ни х,осил киламиз. Демак, а  ёпишма текисликдир. □

d
Изо*: Ёпишма текислик /(/„) ва r’(t0)  векторларга параллел 

булганлиги учун, агар бу векторлар узаро параллел булса, М (?0) 

нуктадан утувчи ёпишма текисликлар чексиз куп. Пекин r'(t0), r’(t0) 

векторлар параллел булмаса, А/(/(|) нуктадан утувчи ёпишма текислик 
ягонадир.

Энди ёпишма текислик тенгламасини ёзайлик. Бунинг учун r'(t„) ва 

r’(t0)  векторларнинг бошларини М (?0)  нуктага жойлаштириб, P(x ,y ,z )
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билан ёпишма текислик нукгасини белгиласак, r’(tn), М Р
векторлар компланар векторлар оиласини ташкил к,илади. Шунинг учун 
уларнинг аралаш кунайтмаси нолга теш булади. Иккинчи томондан, 
уларнинг аралаш кунайтмаси нолга тенг булгандагина P (x ,y ,z )  нукта

ёпишма текисликка тегишли булади. Демак, г билан Р нук,танинг радиус 

векторини белгиласак, ёнишма текислик тенгламасини ('•-r(/u))p((l))r'(/0) = 0 
куринишда ёза оламиз.

Агар эгри чизик, х =  л'(/), у  =  } { t ) ,  z =  z( i )  нараметрик тенгла

малар ёрдамида берилса, ёпишма текислик тенгламаси 
х - х 0 у - у „  = - : 0

х'Оо) У ( ' о )  = ( ‘о) = 0 
х ( ‘о) У Ь )  = (> о)

куринишда булади.

Агар эгри чизик, f ( x , y , z )  = 0, ф (х , у , г )  = 0 тенгламалар ёрда

мида берилса, унинг M ( x 0,y„,z„ )  нук,гадан утувчи ёнишма текислик 

тенгламасини келтириб чик;арайлик.

Бунинг учун эса эгри чизикли M ( x u,y0,z0)  нукга атрофида

\y =  f { * )  х0 - д < х < х 0 + д  

\z =  g (x )
тенглама ёрдамида сзиш мумкинлигидан фойдаланамиз. Бунинг учун эса 

Щ х» ’Уо’2о) н уклада

rang
F  F

<pJV4>, Ф, 
булсин деб фараз к,иламиз.

Энди эса x = t ,  у  =  / (/ ), z =  # (/ ) параметрик тешламаларни 

ёзиб, юк,оридаги куринишдаги ёпишма текислик тенгламасини оламиз.

х ~ хо У -  У» 2 ~ z o I
1 f ' M  ^'(^«)| = 0 
о Г М  g '(* 0)|

Бу ердаги /'(-*„ ),/ ’ (л„ ) .g(xn ).g '(x0) х,осилалар F ва Ф  функциялар х,осила- 
лари оркдли топилади.

Эгри чизиклинг M ( t B)  нуктасидан уринма тукри чичикка 

перпендикуляр х,олда утувчи тукри чизик, нормал деб аталади. Нормаллар 
ичидан биз учун мухимлари бош нормал ва бинормалдир.

Ёпишма текисликда ётувчи нормал бош нормал деб аталади, 
ёнишма текисликга перпендикуляр нормал эса бинормал деб аталади.

Албатта ёпишма текислик ягона булган хдпдагина бу тушунчалар 
ишлатилади. Энди бош нормал ва бинормал тенгламаларини ёзайлик.
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Л < Л г % )  векторлар ёпишма текисликка параллел булгани учун вектор

купайтма [г ' ( ' о М О ]  бинормал учун йуналтирувчи вектор булади. 
Демак бинормал тенгламаси

х ~ хо У - У о  _  г - г 0

у ( 1 о ), z ( t 0) 2 0 о ) х ( 'о ) х 0 о ) у ( ‘ о )

У п,0о) z 'i 'o ) * ' ( ' • ) Х " 0 о ) Х О о )

куринишда булади.

Вектор купайтма [/(/,>)[./(/„), г "(/„ )| эса бош нормал учун 

йуналтирувчи вектор булади. Шунинг учун бош нормал тенгламаси,
л - х 0 у -  у„

У ' ( 'о )
*'('<>) У ('„ )
х { ‘о) / '('о )

- 4 о ) :'0 о )
У {‘о) г ’(г0) 

У"( ‘о) -  ('<•)
:'М
сЪ)

y ( t  о )

У  (to )

) z ( t 0)  *'(/„) 

* 0.)

куринишда булади.

У (* о )  г ( 'о )

у"(‘о )  г " ( ' о )

4-параграфга дойр машк ва масалалар

1-масала. Эгри чизик, мос равишда

х 2 +  у 2 + z 2 =  9, X2 -  у 2 =  3. 

тенгламалар билан аникланган сфера ва гиперболик цилиндрнинг кеси- 
шиш чизигидан иборат. Унинг М ( 2;1;2) нук,тасидаги ёпишма текислик 
тенгламасини тузинг.

Ечиш. Аввало чизикда X — ни параметр сифатида олиб чизиклинг 
параметрик тенгламаларини ёзамиз. Бунинг учун М  нук,та атрофида

z =  y j 9 -  x 2 -  у 2 

у  =  Jx2 -  3
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тенгликлар бажарилишини хисобга олиб,

х -  t

y  =  4 t2~ з

z = y } \ 2 -2 t2

парамстрик тенгламаларни ёзамиз. Параметрнинг М (2 ;1 ;2 ) нуктага мос

келувчи киймати маълум: — =  ^ • Энди =2 .  нуктада биринчи 
ва иккинчи тартибли х,осилаларни тонамиз.

* 4 0 =  1- х " ( * о )  =  0. 

y ( t 0)  =  2. y " ( t 0)  = -3. 

z ' ( t0)  =  -  2. z " ( t 0)  =  -  3.

Шунда ёпишма тскислик тенгламаси 

X — 2 у - 1 z - 2

- 2

- 3

=  01 2

0 - 3

куринишда булади. Детерминантни биринчи сагри буйича ёзиб ва 
хдцларини ихчамлаб

4 x - y  +  z - 9  =  0
тснгламани х,осил киламиз.

2-масала. Чизик х — t, у  — I' , z — е тенгламалар билан

берилган булса, параметрнинг t = 0  кийматига мос келувчи нуктадаги 
уринма, бош нормал ва бинормал тенгламаларини ёзииг.

Ечиш. Бунинг учун аввало 1 =  0 га мос келувчи A/(x0,_y0,z0)

нуктанинг координаталарини тонамиз. Биринчи ва иккинчи тартибли 
х.осилаларни х,исоблаймиз:

*о =  0. У о =  ° »  2о =  Ь 

К  =  1, Уо = 0, 
х ” = 0 ,  у ” = 2 ,  Z”

Энди куйндаш тенгламаларни ёза оламиз:

X у  Z — 1
-уринма тенгламаси

К  =  1, 

1,

0

У

1
z -  1

1 - 4  - 1

X у  z - 1  

2 \ ~  - 2

-бош нормал тенгламаси 

-бинормал тенгламаси.
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§ 5. Эгри чизик, ёйи узунлиги ва уни хисоблаш

Фазода Y эгри чизик, М  эса унга тегишли нукта булсин. Биз 
биламизки М  нуктанинг У  чизикдаги старли кичик атрофи элементар 

эгри чизикдир. Ш у элементар эгри чизик У  очик (а ; Ь)  интервалнинг f• М
топологик акслантиришдаги образи булсин.

Агар c ,d  e ( a , b )  ва с < d  булса, у  нинг c,d  -  нукталарга мос• М
келувчи нукталари билан чегаралаиган ёйи узунлиги тушуичасини 
киритамиз. Бунинг учун [сг ,/> J кесмани п  та кисмга ажратувчи 

t, < t2 < ... < tn_{ нукталарни олиб, уларнинг у  чизикдаги образларини 

билан белгилайлик. Учлари At,A2,...An , нукталарда булган 

синик чизикни у  чизикка ички чизилган сииик чизик Деб атаймиз.

Агар М  ни уз ичига олувчи бирорта ёй учун унга ички чизилган синик 
чизиклар узунликлари юкоридан текис чегаралан1 ап булса, у эфи чизик, 
М  нукга атрофида тугриланувчи дейилади.

№

Теорема-11. Регуляр эгри чизик узига тегишли х,ар кандай нукта 

атрофида туьриланувчидир.

Исбот. Элементар у  эгри чизик,

г =  r(t), а < t <  b
тенглама билан берилган булсин ва параметрнинг М  га мос келувчи 

киймати t" учун t° е  a,b)  муносабат бажарилсин.

Бу ерда, с < d ,  у  га ички чизилган синик чизик Г  нинг учлари'  М
tt <t2 <. ..<  иукталарнинг образлари булиб, с < ty < t2 < ... < tn_., < d
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булсин, кулайлик учун t0 = c,fn = d белгилашларни к,абул кдпиб, Г  нинг 
узунлигини юкоридан бахолайлик.

Сипик чизикнинг t,, ti+l нук,таларга мос келувчи кесмаси узун-

лигидан келиб чикдди. Демак, параметрнинг с ва d кийматларга мос 
келувчи нукталар билан чегараланган ёйга ички чизилган ихтиёрий синик 
чизик, узунлиги C (d  — c)  сон билан чегараланган. □

Энди эгри чизик, ёйи узунлигини хисоблаш формуласини келтириб 
чик,арамиз. у^  ниш c , d - u укталарга мос келувчи нукгаларини А/,, М г

билан белгилаб, М ^ М г ёйнинг узунлиги сифагида бу ёйга ички чизилган 
синик, чизиклар узунликларининг юк.ори чсгарасиии кабул киламиз.

Юкоридаги теоремага кура М ^ М 2 ёй узунлиги чегараланган. Энди 
г. >0,5 > 0 булиб, Г  сипик чизикнинг узунлиги М ?М г ёй узунлигидан £ 
га фарк к,илсин.

Агар Г  нинг учлари c =  t0 < t^< . . . < tn = d  нукталарнинг образлари 

булса, | < 5 шар г бажарилсип деб талаб киламиз. Лекин бу шарт

бажарилмаса, Г  ни шундай синик, чизик, Г  билан алмашгирамизки, Т  

ниш учлари ичида Г  нинг учлари хам бор, лекин Г  учлари 

прообразлари учуй |/н1 — /,j < 8 тснгсизлик бажарилади. Г  нинг узунлиги Г  

узунлигидан кичик булмаганлиги учун унинг узунлиги хам M,JM 2 
узунлигидан Б дан кичик сонга фарк, килади.

Демак, берилган 8 > 0 ,5 > 0  сонлар учун Г  узунлиги М ^ М г ёй 

узунлигидан Б дан кичик сонга фарк килади ва |/,t 1 <8  муносабат 

бажарилади деб фараз килишимиз умумийликни чегараламайди.

лиги тенг, синик, чизик, узунлиги X i H O - K O j  га тенг була

'I пи хисобга олиб

X ) | £ С(</-с)ни хосил киламиз.
|̂<> t<=U

Бу ерда |/(/)|<С тснгсизлик r ' (l )  функциянинг [c,d]  да узлуксиз-да узлуксиз-

Энди Г  узунлигининг Х г ( 0 ~ г (0|  гатенглигини хисобга олиб,

тенгликни ёзиб, унинг хадларини 5 —> 0 да бахолаймиз.
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Бу тенгликнинг унг тарафидаги иккинчи х,ад интефал гаърифига 
кура 8 -> 0 да нолга интилади. Учинчи х,ад учун эса

'] p (/,k l
/=0 /-(> ' М) , I.у , :

тенгликни хисобга олсак,

Ё  \г (‘м ) -  r( ‘< )| -  Z  ('«I - ‘У  ^ Z  Ji‘г' (с)  -  r' ( d 1d!
/=О /--и /=0 ,

тенгсизликни х,осил киламиз.
Бу тснгсизликнинг унг тарафи r' ( j )  узлуксич булганлиги учун 

5 -> 0 да нолга интилади.
с!

Шундай к,илиб, ||/-'(г)|л интеграл синик, чизик, Г  узуилигидан

берилган ихтиёрий сондан кичик сонга фарк; килади. Г  узунлиги аса 
М 2 ёй узунликдан £ дан кичик сонга фарк, килади. Берилган £ нинг

ихтиёрий танланганлигидан М ^ М 2 ёй узунлиги
и

J|r (/ )j dt интегралга тенглиги келиб чикдди.
С

Шундай к.илиб, агар у  эгри чизик,,

х = x ( t )

■ у  = >•(/) а < t < b 

z = z ( t )

параметрик тенгламалар ёрдамида берилса, М ^ М 2 ёй узунлиги

|д/л:'2 + у ' г +  z 2 dt
С

формула буйича хисобланади. Агар у  эфи чизик, ОХУ текисликда

у  -  f ( x )  функциянинг фафиги булса, М\‘М 2 ёй узунлиги

d __ _____
Ja/T+ f ' 2(x ) d x  га тенгдир.

Ёй узунлигини эфи чизикни параметрлаш учун хам ишлатиш 
мумкин. Агар t0, te (a,b )  булса, ^  -нинг t0 ва t га мос келувчи

нукталари билан чегараланган ёй узунлигини s { t ) билап белгилаб,

a ( t )  =  s(t), t > t a, 

a ( t )  =  - s ( t ) ,  t < t 0,

<т(/) = 0, t = t„.
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коида буйича rs(t) функциясиии аникласак, бу функция монотон усувчи 

функция булади. Чунки унинг х,осиласи га тснг ва дсмак, х,ар доим

нолдан катта. Агар ст(?) ra тсскари функциянн / = ;(а ) билан белгиласак 

ва r =  r(i) да t урнига куйсак,

г = r ( t (a ) )=  р(сг)
тенгликни оламиз.

Хосил булган тенглама ^ нинг табиий параметр ёрдамида 

аникланган тенгламаси, су эса табиий параметр дейилади.
Табиий параметрнинг мух,имлиги шундан иборагки, уринма вектор 

узунлиги хар доим бирга тенгдир.
Хакякдгдан х,ам,

р {с г) = r ' - t '  =  г' -
а '  ( t) ва |р (и ) =  1.

Бундан кейин, р белги р -н и н г табиий параметр буйича х,осиласини 
билдиради. Табиий нараметрипи эса s билан белгилаймиз.

5-параграфга дойр машк, ва масалалар

1-маеала. Винт чизиги

х =  acosl,

' y  =  asint,  ( а >  О, Ь >  0). 

z = Ы.

тенгламалар ёрдамида берилади. Винт чизиги тенгламаларини табиий 
параметр ёрдамида ёзинг.

Ечиш. Бунинг учун аввало винт чизиги учун ёй узунлигини х,исоб- 
лаймиз (М ,(0 ) ва М  2{ t )  нукталар билан чегараланган ёй узунлиги)

' ______________________________________ _____  f

S =  J V a 2 s in 2 t+c i2 cos2 t +  b 2cit =  j j a 2 + b 2 dl = J a 2 + b 2t.
0 0

____ S
бу ердан 1 -  r-f~-  ни топиб,

Va + b
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у  = a sin

S

■Ja2 + b 2
S

4 a 1 l b 2 
b

a + 1
тенгламаларни х,осил киламиз. Текшириш учун

а . S
—  sin г  

yja + b  -J а1а~ + Ь  
a S  

, ........ cos
л1а2 + Ь 2 у/а2 + Ь 2 
___b

л!а2 +  Ь 2 
х,осилаларни х,исоблаб,

х 2 +  у 1 + z "  =  1 ии х,осил киламиз.
2-масала. Ярим айлана

( х  =  cost, 

[_у =  sin/. (О < t <  к )

тенгламалар билан берилган булса, у табиий параметр билан берилган- 
лигини курсатинг.

Ечиш. Ёй узунлигини х,исоблаймиз

Jл/sin2 t + cos2 tdt =  t

ва тенгликни х,осил киламиз. Демак, t — S параметр табиий параметрдир.
3-масала. Чизик

[ х 3 =  За2 у  

\  2 xz ~  а 2 ( а  Ф 0).

а
тенгламалар билан берилган булса, бу чизикнинг У ~   ̂ ва V =  9а

текисликлар билан чегараланган ёйининг узунлигини тонинг.
Ечиш. Аввапо бу текисликлар билан берилган чизик бир мартадан 

а
кесишади. Биринчи У — ^ текислик билан кссишиш нуктаси 

а а
W  ^  иккинчи у  = 9а текислик билан кесишиш нуктаси

(За,9а, -Л.  
6
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Энди чизикнинг нараметрик теншамаларини

X  =  t ,

21

куринишда ёзиб, ёй узунликларини х,исоблаймиз.
3 а

,afA/(a4+2/4)

2а Г
-dt-.

-2 f/’A=-e - u t - + -1
2a 2t2 2 t2 a 2 J 2 I t } °  a

2 3a .. . 3a
a rdt 1

v 3 y

a a a
= -  + + 9a -  

6 2 3

-a + 3a — 2a „
------  — b 9a = 9a.

6

§ 6. Эгри чизик эгрилиги ва уни хисоблаш

Бизга регуляр у -эгри чизик ва М унга тегишли нукта бсрилган 
булсин. Бсрилган М нуктадаги этрилик тушунчасини киритиб, уни 
х,исоблаш формуласини келтириб чикарамиз. Бунинг учун у -  эгри 
чизикда М га якин булган N  ггуктани олиб, бу нукталардан утувчи

w
уринмалар орасидаги бурчакгги Дф билан, M N  ёй узунлигини AS билан 
белгилайлик. Равшанки, N  нукта М  га интилганда Дф ва A,S'

Д <р
микдорлар нолга ингилади. Аммо д^, ифода нимага интилишини 

олдиндан айта олмаймиз.
А(р

Таъриф. Чизикдаги N  нукта М  га иггтилганда ~  ифодани1гг

лимити мавжуд булса, у у чизикнинг М нуктадаги эгрилиги деб аталади. 
Теорема-12: Икки марта дифференциалланувчи регуляр эгри чизик

учун к -  lim  л  с  мавжуд. Агар у чизик >' ~ r ( s )  тенглама билан табиий
M -*N  А й

кпараметр ёрдамида берилган булса,

ерда s0 табиий параметрнинг М  га мос келувчи киймагдир.

Г О 0) TerrrjrHK уринлидир. Бу
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Чизма-1 1

Исбот. Фараз килайлик, у эгри чизик г  =  r ( v) тенглама билан 

табиий параметр ёрдамида берилган, '•(■O’ t Л?) векторлар мос 
равишда М ва N  нук,таларнинг радиус векторлари булсин. Шунда Дф 
бурчак ва r(so+As) векторлар орасидаги бурчакка тенг.

Шунинг учун | + Ал)-г(л„) 

г(г„ + As)— ?(i0)

= 2 5 ш ~ . Бу тенгликдан,

2 Sin SinA<P

As As

келиб чикдди. Бу тенгликда As —»  0 да лимитга утсак, к = /-’(s.)

?. . 'V
А<Р_ As 
2

НИ Х.ОСИЛ

к,иламиз.[]
Энди ихтиёрий параметр учун эгриликни хисоблаш формуласини 

келгириб чикдрамиз. Бунинг учун г = r(s) тенгликда s ни I нинг 
функцияси сифатида кдраб, иккала томонини t буйича дифференциал-

лайлик. Шунда г '  = г s' ни хосил киламиз. Демак, г = j — r.
Y' \

Энди бу тенгликни t буйича дифференциаллаймиз ва

Г S —
/ ( г \ П

ни хосил киламиз. Бу тенгликни иккала томонини S га булиб 
( г ' ,г" )г '

'И ? N
ни оламиз. Энди иккала томонини квадратга ошириб,

тенгликни *осил киламиз.
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олиб ва к -
!М

куринишда ёзиб ихтиёрий параметр учун эгриликни

хисоблаш формуласини оламиз.

Агар r(t) =  булса, формула

k = -i

х'
2

X' у ' 2
+

X" х" у*

(х'7+ у' г + : ' гУг

куринишига келади. Агар у эфи чизик У ~ f  ( х )  функцияни графиги 
булса, эгрилик формуласи

к = 1 / 1

(1 + / '2Г
куринишга келади.

Энди, хамма нуктапарида эгрилиги нолга тенг буладиган чизикдарни 
топайлик. Икки марта дифференциалланувчи Эфи чизик табиий пара

метр ёрдамида г =  r (s )  тенглама ёрдамида берилган булса, унинг эгрили

ги формула к = |r(s)| буйича хисобланади. Агар к — О булса, |г (.v) = О

булади. Демак, |r(s)|=0 ва r ( s )  =  as +  b  булиб, а , Ь  -узгармас всктор-

лардир. Демак, эгри чизикнинг хамма нуктапарида эгрилиги нолга тенг 
булса, у ёки тугри чизик, еки туфи чизикнинг очик кесмасидир. 
Албатта, бу тасдикнинг тескариси хам тугридир (исботланг).

§ 7. Эгри чизикнинг буралиши ва уни хисоблаш

Эфи чизикнинг берилган М  нуктасидаги буралиши тушунчасини 
киритайлик. Бизга у эфи чизик ва унга тегишли М  нукта берилган 
булсин. М  нуктага якин ва у га тегишли нуктани N  билан, Аф билан 

бу нукталардан утувчи ёпишма тскисликлар орасидаги бурчакни, A.V 

билан MN  ёй узунлигини белгилайлик.
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Лф
Таъриф: N  нукта М  нуктага интидганда д^, ифодаиикг лимити

у эгри чизикнинг М  нуктадаги абсолют буралиши дейилади на |°j 
билан белгиланади.

Теорема-13: Уч марта дифференциалланувчи регуляр У  эгри

1 ж А<р
чизикнинг, М  нукгада эгрилиги нолдан фаркни булса, ■— ифода тайин

As
лимитга эга. Агар У  эгри чизик табиий параметр ёрдамида

r =  r ( s )
тенглама билан берилган булса, унинг абсолют буралиши,

\ г  г  г  \

формула буйича х,исобланади.
Исбот: Фараз килайлик, М нуктадаги эгрилик нолдан фаркии 

булсин. Эгрилик узлуксиз функция булганлиги учун М га якин 
нукталарда хам эгрилик нолдан фаркда булади

Шунинг учун, М нуктага якин нукталарда г  в а г  векторлар узаро 
ноколлинеар булади. Демак, х,ар бир нуктадаи ягона епишма текислик
утади. Агар fj (s, ). P ( s a + A.v) - векторлар М ва /V нуктадаги ёпишма 
текисликка перпендикуляр бирлик векторлар (яъни бирлик бинормал 
векторлар) булса,

2sin А<Р 
2

тенглик уринли булади.

J3(s„+As) - /3(s0)
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Шунинг учун

j/?(.?„ + Д.?)-/?(.?„ )| 2 sin 

As ~~

А ф  . А(р 
sin - А

2 - ____2 .-V
Д <Р AS 
2

тенгликни хо-тенглик уринли. Бу тснгликда Ал' —  ̂0 лимитга угиб, \&\ ~ 

сил киламиз. Бинормал Р  вектор бирлик вектор булганлиги учун ft _L р

булади. Агар ?"(,у) =  ?(.v) булса, ^  -  бирлик бошнормал вектор, X - 

бирлик уринма вектор булади. Шунинг учун /? = [?, к] булади. Демак,

= 0 . Бу тенгликдан, Р  -L т экашшгиР =
- Г 1
f,v +

1 i

= f ,v , чунки r,v

Р , укелиб чикдци. Демак, /? // v . Шунинг учун, I*7

ифодаларни к,уйиб, \&оламиз. Бу тснгликка v = —, В =
к

г , г  

к

тенгликни ёза 

г  г  г

формулани х,осил к,иламиз. Энди буралишни аниклайлик. Р  вектор v 
векторга параллел булганлиги учун эфи чизик. буйлаб х,аракат к,илсак (.v 
yea бошлаганда) ёпишма тскислик уринма атрофида айлана бошлайди. 
Агар ёнишма текислик буралиши йуналиши Р  дан v  га йуналган булса, 

(+ ) ишора билан акс х,олда эса (-) ишора билан олиб, а  = ±|а| формула 

буйича буралишни киритамиз. |ст| нинг ифодасини х,исобга олиб

г  г  г

формулани х,осил киламиз.
Энди ихтиёрий t параметр учун буралишни х,исоблаш формула- 

сини келгириб чик,арамиз. Бунинг учун ёй узунлиги S = S ( l ) параметр t 
нинг функцияси эканлигидан фойдаланамиз. Эгри чизик. тенгламаси 
/• = r(s) булса,
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? ? г

формулани х,осил кдламиз.
Агар бирорта чизикдшнг буралиши хдмма нук,таларда нолга тенг 

булса, у албатта ясси чизик. булади, яъни бирорта текисликда стади 
(исботланг).

Юкорида курсатиб утганимиздек, агар риуляр У  чизик,
—> >
г  =  r ( t ) ,  а <  (  <  b

> —>
тенглама билан берилиб, х,ар бир t учун r ' ( 0  па r " ( t )  векторлар 
коллинеар векторлар булмаса, У  чизикнинг х,ар бир нуктасига 
ортонормал системани ташкил килувчи учга векторни мос куйиш 
мумкин. Бу учлик бирлик уринма вектор, бирлик бош нормал вектор ка 
бирлик бинормал векторлардан иборат. Бу учликни Фрснс учлиги деб 
атаймиз. Хозир биз фазодаги ориентацияни сакдовчи хдракат ре1уляр 
ЧИЗИК.НИ регуляр чизикка утказишини ва бунда Фрепе учлиги хам яна 
Френе учлигига утишини исбоглаймиз.

Фазода регуляр У  эгри чизик 
>

p  =  p ( t \  a < t < b  

тенглама билан, унинг Р : К Ъ -> R 3 хдракатдаги образи F ( y )
>

г  =  r ( t ) ,  а <  t <  b 
тенглама билан берилган булсин. Агар

p { t )  =  { x ( t ) , y ( t ) , z ( t ) }
булиб, F  хдракат

' а и а п а \г
А  - а 2\ а22 а23

а32 азз;

а н» ■>а 2 а3}

матрица ва

вектор ёрдамида берилган булса, F ( x , y , z )  нуктанинг координаталари 

х х =  а пх  +  а пу  +  a nz +  а, 

у х =  а 2Хх  +  а 22у  +  a23z  +  а 2 

z, =  alxx  +  a32y  +  a33z +  a 3 
—►

куринишда булади. Шунинг учун г  ( t )  векторнинг координаталари

* , (0 ,  y x( t ) ,  z , (0
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функциялар булса,

(* ,(/ ), 7 ,(0 , z , ( t ) )  =  F ( x ( t ) ,  y { t ) ,  z(/ ))
тенгликдан

r ' ( 0  ~  A  p ' ( t )
формула келиб чикали. Бу тенгликда r' (t) ва />’(0 векторлар устун 
куринишда ёзилган. Бу ерда А  ортогонал матрица булгани учун

!■'(/) А р ' { t ) p V )

( г ' ( о А о )  =  ( л р ' ( ( ) , А р " ( п )  = ( p ' ( t ) , p " ( t ) ) ,

A p ' ( t ) , A p " ( t ) p V X p ' V )

тенгликлар уринли. Бу тенгликлардан охиргиси уринли булиши учун
det А  >  0 шартни хам яъни F  харакат ориентацияии саклашини талаб 
килдик. Бу тенгликлардан

г '  _  А р '  _  А р '  

г '  А р '  р '

=  А (т )

V, = A ( v ) ,  Д  = A ( t ) , A ( v ) =  А { р )

формулалар хосил киламиз. Бу формулалар У  чизикнинг Френе учлиги

F  акслантиришда F { y )  чизикнинг Френе учлигига утишини исбот- 
лайди.

Бу формулалардан ориентацияии сакловчи харакатда чизикларнинг 
эфилига ва буралиши хам узгармай колиши келиб чикади. Хакикатдан, 
Эфилик ва буралиш формулаларидан фойдаланиб,

К  =

г -» -» 
г \ г "

-> —> 
Р ' , Р "

1- -1- =  к =  -L J

г '
V у

■ а  =  - Р ' - Р ' - Р "

тенгликларни хосил киламиз.
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Эгри чизик, у табиий параметр ёрдамида

г  =  r ( s )

тенглама билан берилган булсин. Агар М нукта у нинг параметрнинг л’„ 
кийматига мос келувчи нукта булса, бу нуктадан чикувчи узаро 
ортогонал учта вектор мавжудлигини курдик.

Булар, г(.у„) -  бирлик уринма вектор, '■'('О ~ бирлик бош нормал

вектор, р(.?„) -  бирлик бинормал векторлардир. Эфи чизик У нинг М 
нукта атрофидаги кисмини текширишда М  нуктани координата боши

сифагида, г, к,/? -векторларни координата укдарипиш йуналтирувчи

векторлар сифатида олайлик. Бунинг учун, олдин г , v , Р  векторларнинг

*осилаларини г , к , /? векторлар оркали ифодалайлик. Биринчидан,

г = г  = kv муносабатини биламиз. Олдинги парафафда Р = av пи

курсатган эдик. Буларни ва v  = |/j, rj ни х,исобга олиб v =  р,  г + р,т

дан v  =  —кт — су(3 формулани х,осил киламиз.

Демак,

т =  к v

v  = -  к г  -  а  Р

Р  = a  v

формулалари х,осил киламиз.

Энди r{s„ +  A.V) вектор-функцияни Тейлор каторига ёйайлик

A s 2 A s 3
г  ( s 0+ A s )  =  r ( s 0 )  +  ?  As  +  r ( s 0) —  +  r ( s 0 )  —  +  ■■ ■

I  о

M нукта координата боши булганлиги учун r ( s 0) = 0 бу каторда 

г  =  г ,  г  =  kv,  г  =  к V  — ка/3 — к 2Т муносабатларни х,исобга олиб,

r(so +  As) =
( .  к 2As2

\_ к As1 a  As1 kcyAs2

£ 1 + Г + + ------ +  ... V 4- ------ +  . . .
^ 6 ) 1 2 6 J 6

Р

тенгликни х,осил киламиз.
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Энди % , y , Z  уклари мос равишда т , v  , Р  векторлар йуна- 
лишларига эга эканлигидан фойдаланиб

A s  -  к
A s '

, A s  . A s 2
у  = к ------- + к --------+ ...

2 6
, A s 2 

z -  -  ка  -------+ ...
6

тенгламаларни х,осил киламиз. Бу тенгламапарда факат эгрилик ва 
буралиш катнашмокда. Демак, чизикни аниклаш учун унинг хамма 
нукталарида эгрилик ва буралишни билишимиз етарли.

Энди шу масалани мухокама килайлик. Бизга параметрланган 
регуляр У  эгри чизик берилган булса, унинг ихтиёрий нуктасида учта 
s ( t ) ,  k(t ) ,  a ( t )  функциялар аникланган. Бу функциялар узлуксиз ва 

k ( t ) >  0, s(t )  >  0. муносабатлар уринлидир. Агар параметр сифатида ёй 
узунлигини олсак, функциялар сони 2 та булади.

Теорема-14. Иккита рехуляр эгри чизикларнинг ёйлари У\ ва У 2 
мос равишда

r = r x( t ) ,  r = r 2 ( t ) ,  а  <  t < b  

тенгламалар ёрдамида берилиб,

J г,'(/ )<#  =  J

тенглик ихтиёрий t е \а,Ь\ учун уринли булсин. Буидан ташкари хар бир 

t е  [ a , b \  учуц (/ ) =  к2 ( t ) ,  СГХ (/ )  =  <Х2 ( t )  тенгликлар урин

ли булса, ягона F '.R 3 > R 3 харакат мавжуд булиб,

р ( У г )  =  У\
муносабат уринли булади.

Исбот. Бу чизикларнинг узунликлари тенг булгани учун
ь „ ь

s o =  J V ( 0 * *  =  J r & ) dt

белгилаш киритиб, чизиклар тенгламаларини табиий параметр ёрдамида 
ёзамиз. Шунда уларнинг тенгламалари

Р  =  Д О )

p  =  p 2( s ) ,  0  < s < s 0
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куринишда булади. Энди хар бир чизикда табиий параметрнинг .V =  О 

кдйматига мос келувчи нукталарини мос равишда М , ва М  2 билаи 
бслгилаймиз. Бу нукдалардаги Фрсие учликлари мос равишда,

r i ( 0 ) ,  V | (0 ), /7 ,(0 ) ва г 2(0 ) ,  г 2(0 ) ,  /?2 ( 0 )  векторлардан 
иборат булади. Бу учликлар фазода бир хил ориентаиияларни аншдшгани

учун шундай F . R 3 —> R 3 харакат мавжудки, у М 2 нуктани М , Мук

гага, г 2(0 ) ,  v 2 ( 0 ) ,  Р 2 ( 0 )  векгорларни мос равишда г*, (0 ) ,

' ' . (О ) ,  >9 ,(0 ) векторларга утказади. Биз F ( y 2)  — У  \ тенгликни

исботлаймиз. Бунинг учун F ( y 2( s ) )  нуктанинг радиус-векторини

> -> г л
P ( s ) билан белгилаб, Р  =  p ( s ), $ е  [0, Л 0 J тенглама билан аниклан- 

ган ре[уляр эфи чизикнинг Френе учлигини { г  ( л ) ,  v (.y ), /У( .v) }
- > -  > —► —> 

билан белгилаймиз. Шунда биз ^ ( 0 )  = r , ( 0 ) ,  v '(O ) =  v 'i(O ),

> 9 (0 ) = /? ,(0 ) тенгликларга эга буламиз. Харакатда векторларнинг 
скаляр купайтмаси сакдангани учун

k ( s )  =  k 2 ( s ) ,  a ( s )  =  c r2 ( s )  

тенгликлар уринли булади. Демак,
к ( s ' )  — /:, (  s ) ,  c r ( .v )  =  ег, ( .У )  тенгликлар хам уринлидир. 

—> —>
Энди p ( s )  =  p i ( s ) тенгликни исботлаш учун

h ( s )  =  ( t 1( s ) , t ( s ) )  +  ( к , ( s ) ,  v ( s ) )  +  (Д ( s ) ,  f i ( s ) )

функцияни к,араймиз. Бу функция учун h ( 0) = 3 тенглик уринли. Бу 
функцияни дифференциаллаймиз

h ’( s )  =  ( г ,  (5 ) ,  r ( j ) )  +  ( г ,  ( 5),  г  (ж )) +  (  v, (5г), v ( s ) )  +  ( ^ ( 5 ), k ( s ) )  +

+ (Д (5 ) ,Ж 5 ) )  + (Д ( 5 ) >3 (^ ))

ва Френе формулаларидан фойдаланиб,

h ’{ s )  =  kl( v [ ( s ), r ( i ) )  +  к(т1 ( s ) ,  v (s ) )  -  (г, (.0, v (s ))  -  сг, (Д  ( s ) ,  v (s ) )  -

-  * ( v, ( j), r(.v )) -  e r0 ,0 ),/ ? (s )) + c r ,(w ,(s ),^ (s ) +  ег(Д (s ), v O »  =

= (* , -  (-0, 7 ( i ) )  + { k - k i ) ( r ,(s ) ,  v/(s)) + (cr, -  c O ^ s ) , / ^ » )  -

-  (o ’, -  сг)(Д  (,v), v (s ) )
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тенгликни х,осил кдламиз. Бу ерда к — ? СТ — СУ] булг&ни учун 

h  ( s )  —  0  . Демак, h ( s )  =  h ( 0 )  =  3 ва Z’ ( s )  =  2"|(^') теиглик уринли 
—> —> —> 

булади. Бупдан p i - ' ’ )  =  р\ (■'>') +  С тенгликни оламиз бу ерда 
-» -> -> _> _> 
С— узгармас вектор булгани учун /?(0 ) =  £>|(0) тенгликдан С — О

муиосабат келиб чикади. Шундай килиб, биз =  У \ муносабатни
исботладик.

1еорема-15. Иккита узлуксиз У  (-'О ва g ( x )  функциялар

[^>^о]ораликда аникланган ва _f ( s )  >  О булса, табиий параметр 
ёрдамида нараметрланган регуляр эфи чизик мавжуд булиб, унинг

эфилиги хамдн буралиши мос равишда k ( s ) ,  С?( Л ) функцияларга 
тешдир.

Исбот. Бизга M Q нукта ва ортонормал j а ■> Ь, с | система 

берилган булсин. г , V, /3 вектор функцияларга нисбатан

Т — f  V 

V = - f T - g ~ p  (1 )
-> ->

Р  =  g v

дифференциал тенгламалар системасини

г ( 0 ) = а , v ( 0  ) = Ь ,  /? ( 0 )  = с 

бошлангич шарглар билан карайлик. Дифференциал тенгламалар 
системасининг ечими мавжудлиги ва ягоналиги хакидаги теоремага

асосан бу системанинг[О,Л'0 ] 0раликда аникланган ягона 

{г (.у ), v ( s ) ,  P ( s ) } ечими мавжуд. Бошлангич шартларга асосан 

S =  0 булганда бу учлик ортонормал систсмаии ташкил килади. Биз 

ихтиёрий^'е [O ^ ’gjyuyH gy учликнинг ортонормал эканлигини
—>

курсагамиз. Бунинг учун X ( s )  билан биринчи сатри Z"(-V) вектордан,
' >

иккинчи сатри v ( s )  вектордан ва учинчи сатри /?(v) вектордан иборат 
матрицани белгиласак, (1) системани

X ' ( s )  =  A ( s ) X ( s )  (2)
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куринишда ёза оламиз. Бу ерда

/ О f ( s )  О

A ( s ) -/ (■ V ) 0 -  g ( s )  

ч 0 g ( s )  О )

Энди r ( s ) ,  v ( s ) ,  f i ( s )  векторларнинг ортонормал система экан- 

лигини курсатиш учун X ( $ )  матрицанинг ортогонал матрица эканли

гини курсагиш старлидир. Демак, ихтиёрий S учун

X T ( s ) X ( s )  =  E

тенгликни исботлашимиз зарур ва етарли. Бу ерда X  (.у) — гранспо-

нирланган матрица, Е  — бирлик матрицадир.
Биз (2) тенгликдан

dT { X T ( s ) )  =  X r { s ) A T{ s )  
ds

тенгликни оламиз. Бу тенгликни х,исобга олиб,

X r ( s ) X { s )
купайтмани дифференциаллаймиз. Шунда

~ ( X r (s)X(s))  =  ^ - X T(s)X{s) + X T(s)^~ X(s)  = 
as ds ds 

= X T (s)Ar (s)X(s)  + X r (s)A(s)X(s) = X r (s)[AT (s) + ^(5)]

тенгликни х,осил киламиз. Бу тенгликда A  ( s )  — — A ( s )  муносабагни 
х,исобга олиб,

d ( X T ( s ) X { s ) )  =  0
ds

тенгликни х,осил киламиз. Демак, X  ( s ) X ( л )  узгармас матрица ва
• т,

X  ( 0 ) Х ( 0 )  — Е  булганлиги учун

X T ( s ) X ( s )  =  Е
тенглик хдмма s лар учун уринлидир.

Шундай килиб, ихтиёрий s  е  [О ^ о ] учун r ( s ) ,  v ( s ) ,  p ( s )  век
торлар ортонормал системани ташкил кдлади. Энди
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тенглама билан У  чизикли аникдаймиз. [>у ерда А ) 
нуктанинг радиус-векторидир. Бу чизик, учун

■ м п

p ( s )  =  r (s ) , t ( j ) =  1

булганлиги учун

p ( s )  =  г ( л )  -  f ( s )  v ( s )

к = = /Cv)

[ p ( s ) , p ( s ) \ *  О
муносабат келиб чикдци. Демак, бу чизик, учун буралиш аникданган па

а  = Р Р Р
T , f  V , / ' ( * )  V ( s )  +  f v , f v

Г Т , У
f 2g ( j 3 , j 3 )

Я

тенглик уринлидир. Демак, У  чизик, теорема тасдигини 

капоатлангиради. Агар М 0 нук,та урнига бошка М  нукта олсак, биз 

теорема шартини к,аноатлантирувчи ва М  нуктадан чикувчи У м  

ЧИЗИК.НИ хосил киламиз. Лекин, теорема-12 га кура, F : R 3 — >  R 3 харакат 

мавжуд булиб, I" ( У м )  =  У  булади. □

II-бобга дойр машк, ва масалалар

1. Параллелограмм диагоналлари квадратларининг йигиндиси 
томонлари квадратларининг йигиндисига тенглигини векторлар ёрдами 
билан исботланг.

2. Томонлари o  =  i — 2 j  +  4k ,  b =  3 i + j  — 2k  векторлардан иборат 
параллелограммнинг юзи тонилсин.

3. Томонлари о  ~  2i  — 3 j  +  5к,  b  =  i +  j  — к,  С ~ 2 i  +  2 / +  3к, 
векторлардан иборат параллелепипеднинг хажми тонилсин.
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4. Фазода 0 X Y Z  декарт координаталар системаси киригилган ва 
фазода х,аракат килаётган М  нуктанпнг О X Y  текисликдаги проекцияси

2 2 _  г>2
х +  у  — К  айланада со бурчак тезлик билан текис х,аракат килади,
О Z  укдаги проекцияси эса а тезлик билан гекис х,аракат килади. 
Параметрлар t сифатида вактни олиб ва t =  0 да М  (R ' ,0;0 ) нуктада

булишини билган х,олда, М  нукта фазода чизган чизикнинг нараметрик 
тенгламаларини тузинг. Бу чизик винт чизиги деб аталади(14-чизма).

Жавоб: х  -  R  cos cot, у  =  sin mt, z  =  at.
5.К,андай чизикнинг нараметрик тенгламалари

х  =  t 2 — t +  1, у  =  t 2 +  t — 1
куринишда булади.

Жавоб: Парабола.
6.Кдндай чизикнинг нараметрик тенгламалари

x =  as\n2 t, y  =  b co s2 t
куринишда булади.

7.Астроида деб аталувчи ва
2 . 2  2 

|х|з +  \у\3 =  а 3 

чизикнинг силлик чизик эканлигини курсагинг.
3 1

Курсатма: х  =  a cos I , у  — a sm " t, формулалар ёрдамида 
параметр киритиш керак.

8. Текисликда гипербола

тенглама билан берилган булса, унинг нараметрик тенгламаларини ёзинг.
9.Винт чизиги

x =  R c o s t ,  y  =  R s i n t ,  2  =  2/. 

параметрик тенгламалари билан берилган булса, упинг (Я ;0 ;0 ) нукта
сидаги уринма, ёпишма текислик, бошнормал ва бинормал тенглама
ларини тузинг.

10. Фазода

l y 2 + z 2 =  25 

\ х 2 +  у 2 =  10

тенгламалар ёрдамида берилган чизикнинг /*(1;3;4) нуктасидаги 
уринма ва нормал текислик тенгламаларини тузинг.

11. Астроида узунлигини топинг.
12. Параметрик тенгламалари

x - a c h t ,  y  =  asht,  z ~ a t .

куринишда булган чизикнинг M , ( f  =  0) Ва А/2(/ =  1) нукталари 
орасидаги ёйининг узунлигини топинг.
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13. у  — 2 р х  чизик, тенгламасини табиий параметр ёрдамида ёзинг.
14. Кутб координаталар системасида

-> ->
Р  =  Р{<Р )

тенглама билан берилган чизик ёйи узунлигини х,исоблаш формуласини 
ёзинг.

15. 4-масалада берилган винт чизиьининг эгрилиги ва буралишини 
х,исобланг.

16. Гинерболик винт чизига
x =  acht, y - a s h t ,  z =  at. 

параметрик тенгламалари билан берилган, унинг тенгламаларини табиий 
параметр ёрдамида ёзинг.

17. Декарт япроги деб аталувчи чизик тенгламаси

х 3 +  у 3 -  Заху =  О 

3 а За
куринишда булади. Унинг нуктасидаги уринма ва нормал

тенгламаларини топинг (15-чизма).
18. Параметрик тенгламалари

x  =  s i nZ,  у  =  cost, z - t g t .  

л
куринишда булган чизиклинг параметрнинг =  кийматига мос

келувчи нуктасидаги эгрилиги ва буралишини хисобланг.
19. Винт чизигининг х,амма уринмалари О X Y  гекислиги билап 

бир хил бурчак осгида кесишишини исботлаш' (4-масалага каранг).
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С И Р Т Л А Р  Н А З А Р И Я С И  

§1. Сирт тушунчаси ва сиртнинг берилиш усуллари

Текисликдаги очик. доирага гомеоморф тупламни элементар соха 
деб атаймиз.

Таъриф-1. Фазодаги Ф тунлам элементар соханинг топологик 
акслантиришдаги образи булса, уни элементар сирт деб атаймиз. Демак, 
Ф туплам элементар сирт булса, f  :G—»Ф-топологик акслантириш мавжуд 
булиши керак.

Бу ерда G c R 2 элементар соха, Ф  эса R1 дан кедтирилган 
топология ёрдамида топологик фазога айлантирилган. Ф элементар сирт 
булса, ( f , G )  жуфтлик Ф ни параметрлаш усули дейилади.

Албатта G, бошка элементар соха булса, G ва G, узаро гомеоморф 
булади. g:Gt -> G  гомеоморфизм булса, f  ■ g :G t ->  Ф  хам тмеоморфизм- 
дир.

Дсмак, элементар сирт учун чексиз куп параметрлаш усуллари 
мавжуддир. Бирорта тупламнинг элементар сирт эканлигини курсатиш 
учун, унинг бирорта параметрлаш усулини курсатиш керак.

Агар Ф  сирт (/,G) параметрлаш усули билан берилиб, ( u , v ) eG  

учун f (u,v)  нуктанипг координаталари x ( u ; v ) , y ( u ; v ) , z ( u ; v ) лар булса

х  - х { и ,  v )

■ y  =  y ( u , v )  ( ] )  

z  =  z ( u , v )

система Ф  сиртнинг параметрик тенгламалари системаси дейилади.
Таъриф-2. Фазодаги богланишли Ф  гупламга тегишли хар бир 

нуктанинг бирорта атрофида Ф элементар сиртга айланса, Ф содда сирт 
дейилади.

Иккинчи таърифга изох берамиз, демак, Ф содда сирт булши учун 
унга тегишли хар бир реФ  нукта учун шундай U(p) атроф (К ’да) мавжуд 
булиб, кесишма и(р)ПФ элементар сирт булиши керак.

Кейинчалик курс давомида сирт деганда элементар ёки содда 
сиртни тушунамиз.

Мисоллар.
1) Хар кандай текислик элементар сиртдир, чунки текислик дои

рага гомеоморфдир.
—> ->

Агар M (x0,y0,zn) текислик нуктаси, а ва Ъ векторлар текисликка 
параллел булса, уни

Г  — (X И  f  Ъ V ,  - о о <  ц  <  + 0 0  ̂ _оо<; v  <-|-оо

куринишида параметрлаш мумкин. Бу ерда г  о=  { хО’Уо,2о}  - М  нукта

нинг радиус векторидир.
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2) Элементар G  -со\ада аникланган z = f { x , y ) -узлуксиз функция 
графиги элементар сиртдир. Сабаби, { x , y , f  ( х , у ) )  - »  ( х , у )  -  акслантириш 
(проекция) гомеоморфизмдир.

3) Икки улчамли сфера S2 элементар булмаган содда сиртдир. R 
радиусли сфера S2 нинг марказига координаталар бошини жойлаштирсак,
уни S2 = ^(x,y,z) t R ' x 2 + у 2 + z2 = /£2j туплам сифатида карашимиз мумкин.

S" нинг сирт эканлигини иеботлаш учун унга тегишли бирорта Р ни 
олайлик.

Р дан фаркди S нуктани жанубий кугб сифатида, унга диаметрик 
карама-карши булган N нуктани шимолий кутб х,исоблаб, z у^ини 
координата бошндан N нукта оркали утказамич, Оху текислиги эса О 
нуктадан утувчи ва ON га перпендикуляр текисликдир Бу текислик ва 
сфера кесишишидан х,осил булган айланани экватор деб атаймиз. Энди и 
бнлан 0Q нур ва Ох уки орасидаги бурчакни, v билан ОР ва 0Q нурлар 
орасидаги бурчакни белгилаймиз. Бу ерда Q - N P S  меридианнинг

экватор билан кесишиш нуктасидир, 0 < и < 2л, -  — < v < —. Шунда S2 

нинг NS - меридиан чикариб ташланган кисми <Р'-Р —> ( u , v )  акслан

тириш ёрдамида ]0;2л-[х к ж 

2 ’ 2

лади ва х =  Rcosucosv,  у  ■■ 
параметрланади.

элементар сох,ага гомеоморф акслантири- 

/^sin и cos v, z  — sin V тенгламалар ёрдамида

s
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4) х  =  Rcosu,  у  =  R sin и, Z  — V .  тенгламалар системаси доиравий 
цилиндрнинг параметрик тенгламаларидир. Бу ерда -°°<u<+“ , -~<v<+~. 

Албатта цилиндр х,ам элементар сирт эмас.

Агар биз r ( u ,v )  =  {x(u' ,v ) ;y(u;v ) ' ,z(u;v ) }  вектор функцияни киритсак
(1) ифодани

—►
r = r (w ;v ), ( u , v ) e G  (2)

куринишда ёза оламиз. Бу тенглама Ф сиртнинг вектор куринишдаги 
тенгламаси дейилади. Табиийки, Ф сирт элементар сирт булмаса, (1) ва
(2) тенгламалар уни бирорта нукта атрофида аниклайди. Агар Ф 
элементар сирт булса, уни тулик (1) ёки (2) тенгламалар ёрдамида 
аниклаш мумкин.

2. Сиртнинг ошкормас куринишда берилиши.
Бизга О с й ! очик, туплам ва G да аникданган силлик F(x,y,z) 

функция берилган булсин.
Шунда Ф =  {(x;y;z) е G:F(x;y,=) = о} туплам F функциянинг сатх, 

туплами ёки сирти дейилади.
Агар gradF Ф 0 булса, Ф  хдкикатдан х,ам содда сирт булади. 

Хакикатдан, агар р  = (x0;yu;z0)  е  Ф  нуктада Fz ф 0 булса, ошкормас 
функция х.акидаги теоремага кура, шундай S>  0 ,£>0  сонлари ва 
G0 = ^х-у )  :\x0 - x \ < S , y - y 0 < S }  сох,ада аникданган z - f  (х\у) функция

мавжуд булиб, (-*; у )  е G 0 лар учун F(x;y, f (x ;y ) )  =  0 тенглик, z(l = f  (хп:уи)

ва \z„ -  / (х,у)\ < е муносабатлар бажарилиб,

П  =  {(л ;у ; z ) : |лг0 - х |< S ,\у0 - y \ < S , \z0 - z \ < s }

параллелигшпеднинг Ф  билан кесишмаси z  =  f  ( х ' , У )  функциянинг 
граф и ш дан иборатдир. Демак, Ф узига тегишли хар кандай нуктанинг 
етарли кичик атрофида элементар сирт булади.

Бизнинг курсимизда асосий метод математик анализ булганлиги 
учун, биз сиртлардан кушимча шартларни талаб киламиз.
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I  аъриф-3. CD сирт учун унга тегишли ихтиерий нукта атрофида 
( J ,G )  нараметрлаш усули мавжуд булиб, бунда x(u;v),y(u;v),z(tr,v)

функциялар узлуксиз хусусий хос ил ал ар га Эга ва У" Z"j матрицанинг

ранги иккига тснг булса, Ф сирт регуляр сирт дейилади, нараметрлаш 
усули эса регуляр нараметрлаш дейилади.

Сиртнинг регулярлик шартини *  0 куринишда хам ёзишимиз

мумкигг. Биз курсимизда асосагг регуляр сиртларни урганамиз.
Энди сиртларнинг’ берилиш уеуллари хакида куйидаги 

теоремаларни иеботлайлик.

Теорема-1. Бизга G сохада аникланган силлик x(m;v),v(h;v),z(«;v) 

фуггкциялар берилиб, хар бир нуктада rang  ^ " У" Z" j  =  2 булса,

х =  х(м; v )

У =  У ^ )  ( M; v ) e G  
z  =  z ( u ; v )  

система регуляр сиртни аниклайди.
Исбот: Тсоремани иеботлаш  учун

Ф =  { ( x;y;z):x =  x(u;v),y =  y(i/ ;v).r =  z(u:v), (u;v)  e g }  тупламнинг содда сирт 

экаилигини исбоглаймиз. Буггинг учун эса Ф  тупламга тегигшги ихтиёрий

P o = { x (u0',v„),y(u{]\v0),z<<u()\va) )  нуктанинг етарли кичик атрофида Ф  

элементар сирт эканлиг ини курсатамиз. Бирорта о  0 ва 

е  е G . (utl — и) + (v„ -  v ) c t j  очик дойра учугг

/ • (м.v) -> ( x (u ;v ) , y (u ;v ) , z ( u ;v ) )  коида билан аникланган / ; Gc -> f (G,.) 
акслантиришни караймиз.

x ( u , v ) , y ( u ; v ) , z ( u m, v )  функциялар учлуксич булганлиги учун f  хам 

УЗ'ГУКсич акслангиришдир. Агар  /  узаро бир кийматли булса, унинг 

тескариси / '  мавжуд ва узлуксиз булади ( /  1 узлуксизлиги хам 

X(u;v) ,y (u;v )  ва z ( u ; v )  фуггкциялар узлуксизлигидагг келиб чикади), 
демак Ф  нинг р„ нуктани уз ичига олуичи /(GJ кисми элементар сирт 
булади.

Ш унинг учун бирорта е > О учун /  акслантиришнинг узаро бир 
кийматли акслантириш эканлигини исботлаймиз.

Фараз килайлик, г; > О, Е,. 0 , =  1.2.3,... ва доира.а тегишли

1 1 ;
(w,>v, )  ва ( m,2;v,2) хар хил нукталар учугг /  (г(‘ ;и‘ ) = / (n*;v,2) тенглик

уринли булсин. Умумийликни чегараламасдан аниклик учугг и] < цг ва

v, <  V, деб фараз килайлик.
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Шунда,
х  (n 'iv ,1) - *  (и,2; v,2)  =  О, у  ( u j ; v ' ) - y  (u? :v f )  =  0 , 2  (m ';v(' ) - z  (»,2;v,2)  =  О 

тенгликлардан ва Лагранж теоремасидан

Х„ ( р ) , V,' )(н 2 -  и) ) + x v ( u f , q) )(v,2 -  v ;) =  О

y„ {p l ,v! X м,2 -  ) + у  у ( и: > ч, )(v-2 - v! ) = 0 

i p ]>v! X м,2 - « ! ) + -v ( < .  ft3 )(v,2 -  vI ) =  о

тенгликларни оламиз. Бу ерда р ,  р?, р- е[и',и,:], q) ,qf,qy, e[v,',v(2] ва м,2-м,' 

ва vf-v,1 сонлари бир вактда нолга айлана олмайди.
Шунинг учун юкоридаги тенгликлардан

x » ( p ! ‘>v! )  =  УыЫ ' У , )  = г . (д 3;у,')

x v( u f ; q ] )  у Л и? ’Я?)  2Л К ' У )  

муносабатни оламиз. Бу муносабатда
X „ ,x v, у„, yv ва : и, 2,. функциялар узлуксизлигидан фойдаланиб, /-> оо 
лимитга утсак,

* „ K » v o )  =  У„ К . У р )  =  z „ K > v o )

•*v(«o>vo) y A uo’ v o )  zv(«o>vo)
муносабатни оламиз.

Бу муносабат эса теорема шартига зид булган,
|Ч х, .rang <2
U , Л

тенгсизликка тенг кучлидир. Демак, фаразимиз нотугри, ва t: > 0 етарли 
кичик булганда f ' .Gc -> f ( G c) акслантириш топологик акслантиришдир.
Бундан эса, Ф  тупламнинг
ра ни у3 ичига олувчи / (G, ) кисми элементар сирг эканлиги келиб 

ч и кади. □
Теорема-2. Регуляр Ф  сирт унга тегишли p(u0,v0)  нукта атрофида, 

х  =  x (u ,v )

■ у =  y(u,v),  ( u , v )  е  G 

z -  z(u,v)

*» У» детерминантпараметрик тенгламалар ёрдамида берилиб, р нуктада

нолдан фаркли булса, шундай силлик f (x ,y )  функция мавжудки р нук- 
ганинг атрофида Ф сирт z = / (х,у) функциянинг графигидан иборатдир.

Изох. Биз ре1уляр сиртларнинг параметрлаш усулини 
танлаганимизда хар доим x„,xv, у„,уу, zn,zv хосилалар мавжуд ва 

узлуксиз булишини талаб киламиз.
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Исбот. Теоремами исботлаш учун, I *  x(u' v\  х и̂" ' v„ * х" системага
[>’ = y(.u-,v) .V («0,v 0 ) =  ^ 0

га математик анализ курсидаги тескари функциялар х,акидаги теоремани 
куллаймиз.

Бу теоремага асосан шундай ё  >  О сони ва 
= {(х>У)-\хо ~ x\<S,\y0 -  y\<s} сохдца аникланган шундай

дифференциалланувчи и=и(х\у), v = v ( x ,у) функциялар мавжудки, улар 
*( “(х,у), v(x,y) ) = х, >■( и(х-у), v(x,y) ) = у тенгликларпи каноатлантиради ва 
и(*о; v0) = и,„ v(x„; у„) = v„, муносабатлар уринли булади. Демак, р нукта 
атрофида Ф сирт г = z( и(х,у), v(x,y) ) = f (x ,y )  функциянинг графигидан 
иборатдир.П

§2. Сирт устида ётувчи эгри чизиклар

Peiyjiap Ф  сиртнинг реФ  нукта атрофида регуляр (/,G) пара
метрлаш усули

г =  r ( u , v )  (1)
тенглама ёрдамида берилган, сирт устида р нуктадан утувчи у эгри чизик 
берилган булиб, у

► ►
р  =  p { t ) ,  а < t < b. (2) 

тенглама ёрдамида параметрлаиган ва У с  / ( G )  булсин.

Аникдик учун, р сирт нуктаси сифатида ( u0;v0)  координаталарга, 

эгри чизик нуктаси сифатида параметр 1 нинг 10 кийматига мос келсин. 
Табиийки, х,ар бир / е (a;h)  учун шундай (u ( t ) ,v ( t ) )  е С  нукта мавжуд 
булиб,

P i t ) =  k < t ) , v ( t ) )  (3) 
тенглик уринли булади. Агар у силлик эгри чизик булса, u ( t ) , v ( t )  
функциялар х,ам дифференциалланувчи функциялар булади. Буни 
исботлаш учун Ф нинг рыуляр сирт эканлигидан фойдаланамиз. Ф

регуляр сирт булганлиги учун rang “ J'j =  2 . Аникдик учун

\Х" У" П '■ \Х = X(M’V)
|х у  *  0 булсин деб фараз килиб, j _  системани караймиз.

Агар У  силлик эгри чизик булса, pit )  вектор функциянинг 
координаталари x ( t ) , y ( t ) , z ( t )  дифференциалланувчи функциялар булади. 

Бирорта Г  е ( а ; Ь )  учун х* = х ( Г ) ,  у  = у(Г ) ,  z* = z(t' ) . ва и = и ( Г ) ,  

v =  v(t )  белгилашлар киригиб,

( х - х  (u;v )

\y  =  y ( u ;v )
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\ x ( u , v ' )  = x '

\у(и , v ' )  =  у '

бошлангич шартлар билан караймиз. Тсскари функция хдкидаги 
теоремага асосан шундай д > 0, /; > 0 сонлари ва

П* = {(* ,у):|*’ -  х\<8,\у’ -  v\<s}  
сохдда аникланган ва дифференциалланувчи и =  н(х,у) ,  v = v (x ,y )  фупк- 
циялар мавжуд булиб, улар

| « * - и ( х , у )  \< с, x = x (u (x ,y ) , v ( x ,y )\u ’ = и (х\у ‘ )

| V* -  v (x,y )  |< е. у  = y(u{x,y) ,v (x,y) ) ,  v ‘ = v ( x ' , y ‘ ) 
муносабатларни к,аноатлантиради. Биз умумийликни чегаранамасдан 
П г = {(м, v) :| и'  -и\<  e ,\v '  -  v |< г }  сох,а учун //̂  c G  муносабат уринли

деб х,исоблаймиз.
Энди Sa > 0 соиини шундай танлаймизки, |Г -/|<<*„ булганда 

\х’ -*(0|<<5,1 у‘ муносабатлар бажарилсин. тг:(х,у,г) - > (х,у)  коида 
билан аникланган я : R' > R1 проекция ёрдамида |/*-<|<<У„ учун

(x(t), у(0)  = яг(х(0, у(0,z(0)
тенгликни х,исобга олиб,

u(t)  =  u{x(t ) ,y(t j )  

v ( t )  =  v {x ( t ) ,y ( tj )
дифференциалланувчи функцияларни аниклаймиз. Бу функциялар 
u(t ' )  = u , v ( t ’ ) = v '  ва р (0  = т{и(0 -v (0 )  тенгликларни каноаглантиради ва t* 
нукта атрофида аникланган функциялар булади. Бу С нукта ихтиёрий 
танлангани учун u(t),v(t) функциялар (а,Ь) ораликнинг хар бир нукгасида 
дифференциаллапувчидир. □

Агар у рс1уляр эгри чизик булса, у х,олда

p ’( t ) =  г  „ -и  +  г  v - v  

тенгликдан и , v 'ларнинг бир вактда нолга тенг булмаслиги келиб 
чикади. Шундай килиб, у  эгри чизикни

( и  =  u ( t )

[ v  =  v (0
тенгламалар билан бериш мумкин. Бу тенгламалар у  чизикнинг ички 
координаталардаги тенгламалари деб аталади.

Ф сиртда u — t, v =  v0 = const ва и =  щ  =  const,  V  — t 
тенгламалар билан аникланувчи эгри чизиклар координата чизиклари деб

аталади. Координата чизикларининг уринма векторлари мос равишда г „ 

ва r v векторлардир (4-чизма).

www.ziyouz.com kutubxonasi



Чизма-4

Таъриф-1. а вектор сирт устида стувчи р нуктадан утувчи эгеи 

дсгГеталадИУРИИМа ВеКТ° рИ бУлса’ У ф сиртга р -нуктадаги уринма вектор

Теорема-3. Регуляр сиртнинг берилган нуктадаги уринма вектор- 
лари туплами икки улчамли чизикли фазодир.

Исбот. Ф -peiyjwp сирт, р -упга тегишли нукта ва а -бирорта урин
ма вектор булсин.

Агар Ф сирт (1) тенглама ёрдамида ретуляр параметрланган, а 
вектор u - u{ t\v  = v(t) тенгламалар ёрдамида аникланган эгри чизикнинг р 
нуктадаги уринма вектори булса,

-» > 
а =  r „ - u ' +  r v-v ' ,

тенглик уринли булади. Демак, ихтиёрий уринма векторни г„ , г ,  - 
векгорлар ердамида чизикли ифодалаш мумкин.

Ьундан келиб чикадики, уринма векторлар тупламида, г „ , >-*„ 
векторлар базисни ташкил килади. □

1 аъриф-2. Ф сиртнинг р( иа; v0) нуктасидан утувчи ва ~ru(u0;v0),

> v(w0,v0) векторларга параллел текислик р нуктадаги уринма текислик 
деб аталади.

Уринма текислик таърифида сиртнинг параметрланиш усулига бопшк

Г'  ва г " векторлар кдтнашишига кдрамасдан уринма текислик тушунчаси 
сиртнинг параметрланиш усулига ботик эмаслигини куйидаги теорема 
курсатади: 1

Теорема-4: П P( М(, ;М  нуктадан утувчи текислик, q сиртнинг р 
га якин нукгаларидан бири, d- р ва q нукталар орасидаги масофа, h — q 
нуктадан П текиеликгача булган масофа булсин. Шунда П текислик р 
нуктадаги уринма текислик булиши учун,

Нгп7 = о (*)
q-> р &

тешликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
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Исбот: П текисликнинг бирлик нормал векторини п  -билан

белгилайлик. Ф  сирт р нуктада г = r (u,v )  тенглама билан параметрлаиган 
булса, q ва р нукталар орасидаги масофа учун

d  =

h учун эса

г(м 0 + A m,v0 + A v ) - r ( i/ 0,v0)

—>

r ( u 0 +  A u , v 0 +  A v ) -  r ( u 0, v Q) , n

формула уринли булади.
Шунда,

lim  j  = П т -  = limИ «  д«-*оAv—*0 Av-+0

l (A r ,w )|

r  (u0 +  Aw, v0 +  Дv ) -  r  ( « „ , v „ )

булади. Бу ерда, Дг = r(u0 + Au,v0 + A v ) - r{un,v„\ u„ + Au, v 0 + A v -q

нуктага мос келувчи аргументлардир.
Зарурлик: П уринма текислик булсин. Таърифга кура, П -текислик

векторларга параллел булгани учун, п

г„,г,

г„,г„
тенглик

уринлидир.
Тейлор формуласидан фойдаланиб, Лг -  г,(и„;v„)An+ г,.(и„;v„) ■ Л v + г ва

lim e  = 0 ни х,исобга олсак, П ш ^ =0 келиб ч и кади.
у *'' а

Ду—>0
Етарлилик: П -текислик учун (*) тенглик уринли булсин. У  х,олда 

(*) тенгликда Ды = 0 ва Av = 0 х,оллар учун (г,;и) = 0 ва (г,,,и )-0 
тенгликларни х,осил киламиз. Демак, П -текислик уринма текисликдир. □
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§ 3. Сиртнинг биринчи квадратик формаси

Л’ да регуляр Ф -сирт берилган булса, Ф га уринма фазо J p Ф

га тегишли иккига а,А-векторлар учун уларниш скаляр купайтмасини

I (a,b)  билан белгилаймиз. Бу скаляр купайтма ёрдамида Ф  сиртнинг 
биринчи квадратик формасини аникдаймиз.

Уринма фазода г„ ва /•„ векторлар базисни ташкил килганлиги 

учун а -  <2 [ ru +  а2 rv , Ъ -  ги+  Ь2 г„,-тенгликларни ёзиб,

Ца,Ь) =  а ф { ги +  ( а ф 2 + a 26 i ) - ( r w, r v )  +  a2b2 г ,

ифодани хосил киламиз. Демак, 1(а,Ь) ни хисоблаш учун, а ва А

векгорларнинг г , ,  г, базисдаги координаталарини ва Е = Р д  F  = ( r„ ,rv)

ва 0=/-,.2 функцияларни билишимиз етарли.
Биринчи квадратик формами,

1(а, а )  =  а х2 ■ Е  4- 2а ха2 ■ F  +  Ga \
куринишда аникдаймиз. Биринчи квадратик форма ёрдамида куйидаги 
ишларни бажариш мумкин:

1. Сирт устида чизиклар узунлигини хисоблаш 
Ф-сиртнинг (/,6') -  параметрлаш усули

-> > 
г  =  r ( u , v )

тенглама ёрдамида берилиб, сиртда и = u(t) , v = v(t ) .  тенгламалар билан

Г чизик берилган булсин. /-учун нараметрларнинг ва t2 (tl < i2) 
кийматларига мос келувчи ёй узунлигини хисоблайлик.

Биламизки, бу ёй узунлиги й’да,

h
формула билан хисобланади.

Р \ 1 ) dt

Бу ерда p ( t )  = r ( u ( t ) , v ( t ) )  ва р '(/ ) =  « ' +  rvv' эканлигини 
хисобга олсак,

12 ________ ________________ ____________

К Г ) \ 2 =  j y j E - u ' 2 + 2 F - u V  +  G - v ' 2dt
'I

формулани хосил киламиз.
2. Сирт устида стувчи чизикдар орасидаги бурчак.
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Ф -сиртда p  =  p ( t )  ва р, = p,(s) тенглама билан регуляр чизиклар
>

берилган булсин. Агар бу чизиклар кесишса (яъни p ( t 0) = f\ ( )

тенгликни каноатлантирувчи 10, SQ лар мавжуд булса), P  ( j 0 )-, p[(s0), 
векторлар орасидаги бурчакни шу нуктадаги эгри чизиклар орасидаги 
бурчак деб атаймиз: Бу бурчакнинг киймати <р булса,

Pjfoo))
—>
p'i(s о)

тенглик уринлидир. Бу ерда,
—> —► —► 
p \ t Q)  =  ru u { t Q )  +  rv v\t0),

—> —у ^
P\(so)  =  ru и'\ ( л0 ) +  rv v [ ( s0) 

тенгликларни хисобга олсак,

с о _____  £ m '(Q » [ (A ) )+  f*'W(t0)v[ (^0) + v ' ( < o K ( ^ o ) ) + ^ ( < o)v! Ц )  ............

^ y 0) f + ^ u \ t {y ( t ^ + c K A t » ) f  ■д/ дм ;(50) ) 2+2/>и;(5„>; ( * „ ) + g ( v ;  < х ,))2

муносабатни хосил киламиз.

§4. Сиртларни силлик, акслантириш

Ф-ре1уляр сирт ва g : 0  —> R m акслантириш берилган, р сиртнинг 
бирорта нуктаси булсин.

Таъриф-1: Ф-сиртнинг р нукта атрофида ихтиёрий силлик, ( f , G )  
параметрлаш усули учун g - f . G - y R " '  силлик акслантириш булса, g~ 
акслантириш р -  нуктада силлик акслантириш дейилади. Агар

(/ ,G )- параметрлаш усули /• = r(u,v) ~ тенглама билан берилган булса, 
g - f  акслантириш g акслантиришиинг Эфи чизикли (u,v) 
координаталардаги ифодаси дейилади.

Изо*: Таърифга кура g силлик акслантириш булиши учун 
сиртнинг р нукта атрофидаги ихтиёрий (/,G) параметрлаш усули учун, 
g f  \G -> R'" акслантириш дифференциалланувчи булиши керак. Бу ерда 
G (i/,v) -  текисликдаги элементар соха булганлиги учун g - f  

акслантириш т -  та
У, = g t(u,v )

Уг = #2(«>у)

Ут =  gm( « » v)
функциялар ёрдамида берилади. Берилган g акслантириш силлик булиши 
учун бу функциялар дифференциалланувчи булиши керак. Пекин
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куйидаги теорема курсатадики, g силлик, акслантириш булиши учун 
бирорта регуляр (/,0)-параметрлаш усули учун g  ■ f  нинг дифферен
циалланувчи булиши етарлидир.

Георема-5: Берилган g -.Ф —» R'" акслантириш р нуктада силлик, 
акслантириш булиши учун Ф  сиртнинг р нукта атрофидаги бирорта 
рауляр ( f , G t) -  нараметрлаш усули учун g f : G t -> R'“ акслантиришнинг 
дифференциалланувчи булиши зарур ва етарлидир.

Исботи: '[ абиийки, бу ерда факат етарлилик кисмини иеботлаш 
лозимдир. Демак, биз ихтиёрий силлик параметрлаш усули ( f , G ) ~  учун 
8 ' / G - > R  акслантиришнинг дифференциалланувчи эканлигини курсати- 

шимиз керак. р нуктанинг (/ ) ,G [ ) — параметрлаш усулидаги координата

лари (и ’0,50), (/,С)-параметрлаш усулидаги координаталари ( u q , v 0 )  ва

W = f (G )r\ f  (G,) булсин. Шунда U  =  f  \ l V )  —туплам ( u q ,Vq )  нукта

нинг атрофи булади ва бу атрофда g -/ = ( g - / ) ■ ( / ,  ' ■/) тенглик уринли. 
Теорема шартига кура, # / ,-дифференциалланувчи акслантиришдир. 
Шунинг учун, биз /, /:(У —> G, акслантиришнинг дифференциалланувчи 
эканлшини курсатишимиз керак. Ре1уляр параметрлаш усули (/, G, ) 
дифференциалланувчи

1 х =
у = у(и>,л)

2 = г(и\.т)
функциялар ёрдамида берилади ва r a n ^ *  ” = 2 тенглик уринлидир.

Фараз килайлик, К  *  0 
х, У,

булсин. Тескари функция х,ак,идаги

теоремани
[дс = *0 =̂ (И'о>-5о)
|.V = y(w,5) Ч: 11 с

сисгемага куллаймиз. Шунда силлик w = w(x,v), s = s(x,y) функциялар 
мавжуд булиб,

*  =  п’о =  w (x 0,^ 0)

у  =  y ( w ( x , y ) , s ( x , y )), s0 =  5 (х0,у 0 ). 
гешликлар уринли булади. Учинчи координатамиз
Z =  z ( w ( x ,  у ) ,  s (x ,  у ) )  =  у ( х ,  у )  х, у  ларнинг функцияси булади.

Демак, р нукта атрофида, (Х ,у )  лар ички координаталар булиб, 
сирт z  =  (р(х,  у )  функция графигидаи иборат булади. Шунда 
71 ■ —> (х, у )  проекция ва w = w(x,y). s = s(x ,y ) функциялар

ёрдамида берилган / :(х ,у ) -> (w,s )  акслантириш дифференциалланувчи
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булганлиги учун /, \x ,y ,z )  = fn(x,y, : ' )  акслантириш диффсренциалланув- 

чидир. Демак /, ' ° /  хам дифференциалланувчидир. I !
Бизга Ф].Ф2 сиртлар ва " : Ф, > К'  акслантириш берилиб,

g(d\) -  Ф, булса, g : Ф, >Ф, акслантириш берилган дейилади.
Табиийки, g : Ф, —> /г3 дифференциалланувчи булса, £ :Ф ,-> Ф 2 

дифференциалланувчи дейилади. Агар g дифференциалланувчи булса, 

Ф, сиртдаги силлик. эгри чизикнинг образи Ф2 сиртда силлик этри чизик

Таъриф-2: Ф, сиртдаги ихтиёрий у эгри чизикнинг р нуктадаги 
уринма векторини g(y)  эгри чизикнинг g(p)  нуктадаш уринма векторига 

утказувчи Г,Ф, - * Т ^ Ф г акслантириш g акслантирмшпиш р нуктадаги 

дифференциали деб аталади ва dg( Р )  куринишда белшланади.
Бизга g : R * -> R 3 дифференциалланувчи акслантириш берилган ва 

Ф2 = ^(Ф,) булса, d g ( j > ) - g  акслантиришнинг р нуктадаги Якоби 
матрицаси билан усгма-уст тушишини курсатайлик.

Ф] сирт р нук,та атрофида

тенглама билан берилган булса, p (u,v )  -  вектор g (x (u ,v ) ,y (u,v ) .z (u,v ) )  

нуктанинг радиус векторидир. Энди p(u0,va) -нуктадан утувчи ^Э1ри

тенгламалар билан берилган ва иа = u(t0), v0 = v ( t0), булса, г чизикнинг

булади.

г = r ( u , v )  (1)

тенглама билан берилган ва Ф2 сирт g(p)  нукта атрофида

p  =  p ( u , v )  ( 2 )

чизик ички координаталарда

(3)

р нуктадаги уринма вектори а — rtiu (t0)  +r vv (t0)  вектордир.

Ф2 сиртда g ( / )  эгри чизикнинг g (p )  нуктада уринма вектори

Ь = рп n'(t0)  + pvv'(t0)  (4)

вектордир.
Агар g ( x , y , z )  =  { g ' ( x , y , z ) , g \ x , y , z ) , g \ x , y , z ) \  ва Х0 =  X(u0,v0),

У о = Л « о ^ 0), z0 = z ( u 0,v0)  булса, Ь = Ш х 0,уа,га) - а  тенглик уринлидир.

Bv ег)да.

g  акслантиришнинг р нуктадаги Якоби матрицасидир.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Теорема-6. dg{p)  чизикли акслантиришдир.
Исботи. (4) формуладан куриниб турибдики, агар

а вектор Т,<!\ фазода ах,аг координаталарга эга булса, Ь вектор хам 

! 8(р)Ф 2 фазода худди шу координаталарга эга. Координаталарниш 

чизиклилигидан dg(p)  акслантиришиинг чизикли экашшги келиб чикади. □

§5. Изомегрик акслантиришлар

Таъриф-1. Ре1уляр Ф, ва Ф2 сиртлар учун # :Ф ,—>ф 2 силлик
акслантириш берилган булиб, хар кандай р  <= Ф , нукта учун

d g ( p ) -  ^,Ф| —> акслантириш скаляр купайтмани с аки аса (яъми
чизикли изомегрик акслантириш булса), g изометрик акслантириш 
дейилади.

Демак, g изометрик акслантириш булса, ихтиёрий р  е  Ф , нукта ва 
ихтиёрий а,Ь е Г  Ф, векторлар учун

/,(йг, b )  = I 2(d g (p ) (a ) ,  dg ( p ) ( h ) )  
leiiuinK уринли булади. бу ерда I, ва 12 мос равишда Ф, ва Ф, 
сиртларнинг 1-квадратик формаларидир.

Изометрик акслантиришлар хакида куйидаги теоремаларни 
исботлаймиз.

Теорема-7. Изометрик акслантириш диффеоморфизмдир.
Исбот. Силлик g:Ф , —> Ф г акслантириш учун тескари акслантириш 

g  :Ф 2 ->Ф, мавжуд ва дифференциалланувчи булса, g диффеоморфизм 
дейилади. Демак изометрик #:Ф, —> Ф 2 акслантиришиинг диффеомор
физм эканлигини курсатиш учун g ' нинг мавжуд ва дифференциалла
нувчи эканлигини курсатиш керак.

Фараз килайлик, Ф  сирт ( f , G t) параметрлаш усули билан, Ф2 
сирт (/,,(/',) параметрлаш усули билан берилган булсин. g\0t -> Фг 
дифференциалланувчи акслантириш булганлиги учун, таърифга кура 
Я С/ > К' Дифференциалланувчидир. Биз g ' f 2 .G2 > R ! 
акслантиришиинг дифференциалланувчи эканлигини курсатишимиз 
керак. Акслантириш g изомегрик булганлиги учун унинг дифференциали 
dg чизикли эркли векторларни чизикли эркли векторларга угказади. 
Х,акикаган хам, Ф  сиртнинг р нуктасидаги р  ва q уринма векгорлари

чизикли эркли булса, \рШ +  1 булади. Лекин

h {dg (p ) , dg (q ) )  = I t{ p , q \  |p|=|4r(p)|, \q\=\dg(q)\ 
булганлиги учун
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\l2(dg ( p ) ,dg ( (]))\ ^ ^

\dg{p)\\dg(q)\

келиб чикади.
Бу эса dg (p ) ,  dg (q )  векторларнинг чизикли эркли эканлигига тенг 

кучлидир. Агар р  = d f (a ) , q  = d f ( b )  булса, dg (p )  =  d ( g - f ) ( a ) ,  

d g ( q ) =  d ( g - f ) ( b )  булади. Шунинг учун g - f  акслантиришнинг ранги 
иккига генгдир. Чунки g - f  акслантиришнинг ранга иккидаи кичик 

булса, d ( g -  f  ) (a ) ,  d ( g - f ) ( b )  векторлар чизикди богланишли булади.
Шундай килиб, G, сох,анинг ихтиёрий нуктасида g - f  акслан

тириш ранги иккига тенг булади. Агар f  = g - f  акслантириш 

x =  g ' ( u , v )

• y  =  g 2(u ,v )  (1)

z = g '(u ,v )

функциялар ёрдамида берилган булса, G, нинг х,ар бир иуктасида
I 2 Л

: , : ]  -  2
g, g r g j

тенглик уринли булади.
Демак, (1) тенгламалар Ф2 сиртнинг регуляр (f,G ,) параметрлаш 

усулини аниклайди.
Тескари функция хакидаги георемага асосан ([2|га каранг) (g/j) 1 

мавжуд. Демак, g = /  - ( g / i ) х,ам мавжуд ва g '1 нинг дифференциал

ланувчи эканлиги g~ ' f (u , v )  =  f ( u , v )  тенгликдан келиб чикади. □
Бсрилган силлик g -Ф, -> Ф2 акслантириш изометрия булишинн 

текшириш учун куйидаги теоремалардан фойдаланилади.
Теорема-8. Силлик g:0, -> Ф2 акслантириш изометрия булиши 

учун бу акслантиришда ихтиёрий чизиклар ёйи узунлиги сакланиши 
зарур ва етарлидир.

Исбот. Изометрик акслантириш g : Ф\ —» Ф 2 ва Ф (да ётувчи у 

Э 1р и  чизик Р~—Р(1) тешлама ёрдамида берилган булсин. Шунда бу 

h
чизик, ёйи узунлиги \\ p \ t ) \ d t  формула билан х,исоблаиади. Агар g ( y )  

h
чизикнинг уринма вектори i \ t )  булса, g изомегрик булганлиги учун 

| T ' { t )  |=| p \ t )  | тенглик уринли. Демак,

] \ p \ t ) \ d t  =  \\T\t )\dt .  

h h
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Аксинча, силлик, g: Ф, —> Фг акслантириш берилган булиб, у 
ихтиёрий чизик, ёйи узунлигини сакласин. Ихтиёрий р  е  Ф  нукта ва 

й  е  ТрФ]  векторни карайлик. Ихтиёрий уринма вектор бирорта эгри

чизикнинг р нуктасидаги уринма вектори булганлиги учун, шундай 
силлик, у эгри чизик, мавжудки, унинг р иук,тадаги уринма вектори а га 
тенг. Фараз кдлайлик, у чизик, p  =  p ( t )  тенглама билан берилган ва 
p ' ( t „ ) = a  булсин. Теорема шартига кура

}| p \ s )  | d s =  j| f ' ( t )  | dt, (2)
'o '(>

бу ерда эфи чизикнинг уринма вектори.
Биз (2) теигликнинг иккала томони Г буйича дифференциаллаймиз 

ва |/5'(/„)|=|г'(#0)| тенгликни хосил киламиз. Демак дифференциал dg (p )  
ихтиёрий а векторнинг узунлигини саклайди, яъни |й|=| dg(p) (a)\.  Энди 

ихтиёрий a,b векторлар учун

/|(й,Ь)= \1у{а +  Ь ,а  +  Ь ) - \ 1 х{ а , а ) - ± 1 х( а , Ь )  =  ±1 г№ ( р ) ( а  +  Ь ) ^ ( р ) ( а  +  Ь ) ) -  

- yi l i ( d g ( p ) { a \ d g (p ) ( a ) ) - ' 2I1(dg ( p ) ( b \dg (p )b ) )  =  I 1{dg (p ) {a ) ,dg(p ) ( b ) )

ни хосил киламиз. Демак, dg (p )  скаляр купайтмани саклайди. □
Теорема-9. Силлик, g: Ф. —> Ф2 акслантириш изометрия булиши 

учун Ф, га тегишли ихтиёрий р нук,ганинг атрофи учун Ф, нинг шундай 
(f,G ) параметрлаш усули мавжуд булиб, ва Ф2 сиртларнинг (f,G) ва 

параметрлаш усуллари учун хисобланган 1-квадрат формалари 
коэффициентлариниш мос равишда тенг булиши зарур ва етарлидир.

Исбот. Акслантириш #:Ф, —» фг -нзометрия, р е  Ф| ва р пинг 
атрофида Ф, сиртнинг (f,G) параметрлаш усули

г  =  r ( u , v )
тенглама ёрдамида берилган булсин. Биринчи теоремага кура g- 
диффеоморфизм, ва ( g  ■ f , G )  - Фг сиртнинг параметрлаш усули булади. 
Фараз килайлик, Ф 2 нинг бу параметрлаш усули

P  =  /k»>v)  
тенглама билан бсрилсин. Шунда

Ри = <lg (p ) (ru) , p v =  d g ( p ) ( r v)
тенгликлардан g изометрия булг анлиги учун

=  I\iru,rv )  =  I 2{ p u,p v )  =  Е2 

F \ = I \ ( r « S v )  =  I 2( P « > P v )  =  F2 

Ъ\ =  1\1Ги,Ю =  Ы Р г п Р * )  =  в 2
тенгликлар келиб чик,ади.
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Энди, аксинча р нукта атрофидан Ф, сиртнинг (f,G) параметрлаш

усули ва ф2 сиртнинг g ( P )  нукта атрофидаги ( g  ■ f  , G )  параметрлаш 
усуллари учун

E, (u,v )  = E1(u,v) ,

Ft(u ,v )  =  F2( « ,v ) ,

G , ( u , v ) =  G2(m,v)
тенгликлар уринли булсин.

Шунда, d g ( p ) ( r u)  =  р и, d g ( p ) ( r v )  -  p v тенгликларни х,исобга олиб, 

h  (?и Л  )  =  Е\ ( » , v )  =  Е2 (и, V ) =  /2 ( р и , p v ),

=  F2(u ,v )  =  I 2( p „ , p v\

h i f ’u A )  =  G lO >  v )  =  G 2(l/ ,v )  =  I 2 ( p u , p v )  
тенгликларни х,осил киламиз.

Демак, d g ( p )  акслантириш ru,rv векторларнинг скаляр купайтма- 
ларини саклаиди.

Дифференциал d g (p )  чизикли акслантириш эканлигидан ва скаляр 
купайтманинг бичизиклилигидан dg (p )  нинг скаляр купайтмани саклаши 
келиб чикдци.

§ 6. Сиртнинг иккинчи квадратик формаси

Ф сиртнинг 2-квадратик формаси х,ам Т рФ га тегишли векторлар 
жуфти учун аникланган бичизикли (яъни хдр бир ар1уменги буйича 
чизикли) функция ёрдамида аникданади. Ф сиртнинг р нуктасидаги 
бирлик нормал векторини Я билан белгилайлик. Иккинчи квадратик 
формани II билан белгилаб, уни а е Т Ф  учун П (а ,а )  ни бериш 
ёрдамида аниклаймиз.

Агар р нук,та атрофида Ф сиртни параметрлаш усули f  =  f ( u ,  v )  
тенглама билан аникланиб, Ф  сиртда р нуктадан утувчи у эгри чизик 

Р  =  Р (1 )  тенглама билан берилган ва p ' ( t o )  =  3 булсин. Юкорида 
курсатилганидек, i t = u ( l )  v = v( /) дифференциалланувчи функциялар 

мавжуд булиб p ( t ) ~ r ( u ( t ) , v ( t ) )  тенглик бажарилади. Иккинчи 
квадратик форманинг {<3, а] жуфтлик учун кийматини 

1 1 (3 ,3 )  =  (/5”(/0),Я ) формула билан аниклаймиз. Энди

Р\‘о) = ^(wo,v0)m'(?0) + fv(u0, v0)v'(^o) ва

P \ l о)  =  ' L O U ) ) 2 +  rm,u’V  +  г м "  +  rrHu 'v '  +  rm ( v ' ) 2 +  rv( v ) "  

тенгликларни х,исобга олиб,
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I I (а,  а )  = ( rm(и0 ,v0) , ” Х ^ ' ) 2 + 2^ M° ,V° ^ ^  *1 + (/v„(Mo>vo)>'7X ^ ) 2

формулани х,осил киламиз.
Энди

L = (Гт,, Я),М  =  (ruv ,n ),N  = (ruv,n)
бслгилашларни киритиб, иккинчи квадратик формага мос келувчи бичи- 
зикли функцияни

И { а , Ь )  = La'b '  +  M ( a ' b 2 +  a2b l ) + N a 2b 2

формула ердамида аниклаймиз. Бу ерда a =  r„a +  rva , b = r ub + r yb .
Биринчи ва иккинчи квадратик формалар коэффициентларидан 

тузил ган

(Е (Р )  В = { 1(Р ) М(р)\
U \р) G(p)J'  U/(p) N( p) j  

матрицаларни киритамиз. Биз биламизки, detA>0 булганлиги учун теска-

ри А   ̂ матрица мавжуд. А  ' В  матрица учун куиидага теорема урин- 
лидир.

Теорема-10. А " 1 В матрицанинг хос сонлари \ак.икий булиб, улар 
х,ар хил булганда уларга мос келувчи хос векторлар узаро 
нернендикулярдир.

Исбот. А ' И матрицанинг хос сонларини тониш учун 
det| Л 'в Я/,' |=0 тенгламани ечиш керак. Бу тенглама del, II - Я А \ - 0  

теш'ламага тенг кучлидир. Ф сиртга тегишли р нуктани фиксирласак А,В 
сонли магрицалар булади. А симмстрик булганлиги учун уни бирорта 
С : Т Ф —* Т Ф  матрица ёрдамида бирлик матрицага айлангириш мумкин. 
Бунда А матрица САСТ матрицага утади. Демак САС'=Е ски 
. 4 -  С  ' ( С  'У  бу ерда Ст гранснонирланган матрица. Шунда

dct | В - Я К  |= det j  С ' В (С  ' ) т- Я С ~ ' ( С  1 )7' |= det | С ' ( В -  ЯЕ) (С  1 ) т |=

= det С  1 det | В -  ЯК | det( С  1 ) 7'

бу ерда В  =  С В С Т. Демак, det|B-A^|=0 тешлама det| В  -  Щ  = 0 тенг- 
ламага теиг кучлидир. Лекин

В 1 = ( С В С Г f  = С В / С  = С  В С  , 

яъни В симмстрик булганлиги учун унинг хос сонлари хакикийдир. 

Демак, А  ХВ  матрицанинг хос сонлари хдкикий, ва улар \ар хил 
булг анда хос векторлар узаро ортогоналдир1. □

Агар Я,, Я2 -хос сонлар, <?,, ё2 -хос векторлар булса, яъни 

А  ё 1 =  Я,?,, А е 2 — Я,ё, тенгликлар бажарилса Я, £  Я , булганда Я, >  Я, 

деб х,исоблаймиз.

1 И.М .Гельфанд. Лекции по линейной алгебре. М :, Наука, 1971.
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Таъриф-1. Л., Ф Л2 булганда е, ва <?2 векторлар аникдюичи туфи 
чизиклар р нуктадаги бош йуналишлар деб аталади.

Нормал эгрилик ва Менье теоремаси

Ф  сиртни унинг р нуктасидан утувчи текислик билан ксссак, 
кесимда Р нуктадан утувчи силлик эфи чизик хосил булади. Бундай эфи 
чизикни тскис кесим деб атаймиз. Агар у гекис кесим булса, албатта 
унинг буралиши нолга тенг булади. (нима учун?)

Энди Ф  сиртнинг р нукта атрофидаги F — f ( u , v )  параметрлаш 
усулини карайлик. Аниклик учун р нинг ички координаталари 
К  =  и(  1„ ), v0 =  v (t0)  булсин. Текис кесим у тенгламасини табиий 

параметр (яъни ёй узунлиги) ёрдамида р  =  F ( u ( s ) ,  v(.v)) куринишда
ёзиб, унинг учун Френе формулаларини ёзайлик (буралиш нолга 
тенглигини х,исобга олиб)

{
?  =  kv

V =  —кт

Бу ерда г  =  р ,  v - бирлик нормал вектор, к эса у чизикнинг р 

нуктадаги эфилиги. Шунда

// (f, т )  =  ( г ,  п )  -  (kv ,  п )  =  к COS в  

ни х,осил киламиз. Бу ерда 0  — П ва V векторлар орасидаги бурчак. 

Энди у ни р  =  р ( 1 )  тенглама билан аникласак (бу ерда t-ихтиёрий 
параметр), унда t-ни s нинг функцияси эканлигидан ва

' d s ' 2 j 2 -

dt
тенгликларни хисобга олиб

Н ( р \ р ' )  =  { р \ п ) = ( ф 2( р , п )  =  ( & ) 2kcos 0
ни хосил киламиз.

Бундан

( d s  2 I ( p ' , p ' )  

ydt (•)

тенгликни хосил киламиз. Бу тенгликнинг унг томони факат Р '  
векторга богликлиги куриниб гурибди. Агар у дан бошка текис кесим 

У ’ ни олсак, ва улар умумий уринмага эга (яъни бир хил йуналишга эга 
булса), улар учун ( I )  тенгликнинг унг томони бир хилдир. Бу формулани 
теорема шаклида ёзамиз.

± d s  
Р  = Р  - у , р  

d t

± d  s 
+  Р  2 

dt
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Теорема-11 (Мснье). Ф сиртнинг Р нуктасидаги ихтиёрий а  урин

ма вектор ва Р нуктадаги уринма вектори а  га тенг булган текис кесим 
учун (1) формула уринлидир.

Энди кесувчи текислик П нормал п векторга параллел булсин. Бу 
холда текис кесим уринмасига п вектор перпендикуляр булади. Демак 
cos0 = ±1 ва (1) тенглик

к =  ±  nS b P ' \
К р \ р ’ )

куринишга келади.
Бу \олда текис кссимни нормал кесим деб атаймиз.

» ~ Щ а , а )  _ — ~1аъриф-2. - - ----- сони Ф сиртнинг р нуктадаги <2 иуналиш
1(5,  а )

буйича нормал эгрилиги дейилади ва Аи(<3) билан белгиланади.

Шундай килиб, сиртнинг а  иуналиш буйича нормал эгрилиги а  
вектор апикдговчи нормал кесимнинг эгрилигига абсолют кий маг и буйича 
тенг, ишораси фарк килиши мумкин.

Теорема-12. А ] В  матрицанинг хос е, ва е, векторлар 
йуналишлари буйича нормал эгриликлар мос равишда шу матрицанинг 
хос сонларига тенг булади.

Исбот.

к„(ё,) = П(еи еЛ  
Щ , ё , )

ни хисоблаш учун Т Ф  да ё, ва ёг хос векторлардан иборат ортонормап 
базисни танласак,

. (Л, (Л  (X, (П
А В = ва В = А \ тенгликлар уринли булади.

V 0 A2J V 0 X2J
/(ё,,е, )нинг скаляр купайтма эканлигини хисобга олсак,

/(<?,,?,) = I2 + 0 2,1(&2, г 2)  =  О2 + 12
келиб чикдци. Демак бу базисда

f l  f/t, 0 
А =  \ ва В =  И

l o  l j  U  Л2
Демак,

П ( е 1гё , )  Я, - I 2 + Я . - 0 2 П ( ё 2, ё2)  Л -1 2 +  ^ - 0 2 
А\. (<?,) = --------- , = Л ,Д „(е2) = • - - - - - ч = ------ = Я2

тенгликлар келиб чикдци.
Таъриф-3. Бош йуналишларга мос келувчи нормал эгриликлар бош 

эгриликлар деб аталади.
Энди Т Ф  -уринма фазода базис сифатида бирлик хос е, ва е2

векторларни олиб, ихтиёрий а  вектор учун (р билан а  ва ё, орасидаш 
бурчакни белгилайлик.
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1еорема-13 (Эйлер). Ихтиёрий а еТ гФ  уринма вектор учун 

кп( а )  -  к, cos2 <р +к,  sin2 (р 

тенглик уринлидир. Бу ерда к,,к2-бош эгриликлар булиб, аниклик учун 
к. >  к2 деб хисоблаймиз.

Исбот. Уринма векторни а =  a,<?, + а,ё2 куринишда ёзиб кп( а ) ни 
хисоблаймиз:

г- +  ^ г а 2 1 a i . 1 а 7  <1 г 7 7
Кп\а > -  ---------2----------------------2---- 7 T + / t 2 -------------------s- =  A ,C O S  tp +  Я 7 COS ОТ =

/ ( a , a )  a ,2 +  a 2 ' j a |2 | a | 2 2

= k\ cos2 <p + k2 sin2 (p.

Натижа. Бош эф иликлар  нормал Эфиликнинг экстремал 
кийматларидир.

Хак,ик,атан хам, уринма фазода е, ва е2 ортонормал базисларни

танласак, а  йуналиш аникловчи кп(а )  нормал Эфиликни 49 нинг 
функцияси сифатида караймиз:

кА<р) = К cos2 ф + К sin2 V  ■
(р = Ода а = е, ва

*„(0)=А„(5) !

— 71 _
да а =  е2 ва кп( ~ ) =  кп( а ) =  к2. Ихтиёрий tp учун юкоридаги формулани

к =  (к, -  к2) cos2 <р +  к2
куринишда ёзиб,

к' ( (р) = 2(Л, -  £2)cospsin$9 = (A, - k 2)sm2(p

ни хосил киламиз. sin2<р = 0 тенгламаии ечиб <р=0 ва ф = Я ни топамиз
2

Демак, к, ва к2, kj<p)  функциясининг экстремал кийматларидир. с '

§ 7. Дьюпен индикатрисаси. Сирт эгриликлари

Регуляр Ф сиртнинг р нуктасини фиксирлаб, ихтиёрий уринма О  

вектор буйича кп( а ) нормал эгриликни хисоблаб, уринма текисликда О

йуналиш буйича боши р нуктада жойлашган узунлиги га тенг булган
/\м

кесма олиб, бу кесмалар учларининг геометрик уР1,ини Дьюпен 
индикатрисаси деб атаймиз.

Дыопен индикатрисаси иккинчи тартибли чизик, эканшш исботлаш 
учун Ф сиртнинг V ~ F ( u ,  v ) тенглама билан аниклаган параметрлаш 

усулини танлаб p(m,,,v0) нуктадан утувчи уринма текисликда
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/ ^ (w 0 , V q ) ,  ?v ( u 0 , V q )  векторларни базис сифатида олиб, аффин 

координаталар системасиии киритамиз. Ихтиёрий а  йуналиш буйича 

боши р нуктада ва узунлиги -------г га тенг булган кесма охириии
VI л.(«)1

т(х,у )  билан белгиласак

1 rux + rvy
p m  -  rux  +  rvy  =

л/1 к „ ( а )  | | rux + rvy  |

тенгликни хосил киламиз. Бу тенгликнинг иккала томонини квадратга 
ошириб,

2 2 1 E (u 0,v0)x + 2 F ( u 0,v0)xy + Gy  = — —
1*л(«)1

тенгламани хосил киламиз. Бу ерда

к ^  __ Ци„,у0]хг + 2M {u„,v0)xy + N (u0,v„ )y2 
ЕЛ и„, v0 ) х2 + 2F (  и„, v0 )ху + С( ц,, v0 ) у 2

тенгликни хисобга олсак,

| L(M0,v0)x2 + 2A/(«0,v„)jcy + 7V(M0,v0)y|= 1

тенгламани хосил киламиз. Демак, Дьюпен индикатрисаси иккинчи 
тартибли чизикдир. Биз аналитик геометрия курсида иккинчи тартибли 
чизикларни урганган эдик. Шунинг учун айта оламизки, агар
а) L N  -  М 2 > 0 булса, Дьюпен индикатрисаси эллипс булади.
б) L N — М г <0 булса Дьюпен индикатрисаси гипербола булади.
в) LN  -  М 1 =  0 булса Дьюпен индикатрисаси 2 та параллел тугри чизик 
булади.

к + к
Ф сиртнинг р нуктасидаги бош эгриликлар к„к2 булса, Я  = 1

ва К — к, ■ кг ифодалар мос равишда Ф сиртнинг р нуктадаги урта ва 
тулик (ёки Гаусс) эгриликлари деб аталади. Бош эгриликлар 
det|B-/W|= 0 тенгламанинг ечими эканлигини хисобга олсак

L N  - М 1 ,, E N  - 2 F M  + G L
К  = ---------- — ва Н  -----------------------

E G - F 2 E G - F 2

формулаларни хосил киламиз. Биринчи квадратик форма мусбат 
аниклангани учун Гаусс эгрилигининг ишораси L N  -  М 2 ифоданинг 
ишорасига богликдир. Агар р° нуктада К>0 булса, уни эллиптик нукта, 
К<0 булса, гиперболик нукта, агар К=0 булса, р ни параболик нукта деб 
атаймиз.
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Бирорта а, йуналиш буйича кп(а )  =  0 булса, бундай йуналишни 
асимптотик йуналиш деб атаймиз. а =  {х,у }  вектор аникдовчи йуналиш 
асимптотик йуналиш булиши учун Lx1 +  2Мху + Ny1 =  0 булиши зарур ва 
етарлидир.

Эллинтик нуктада асимитотик йуналишлар йук, гиперболик 
нуктада иккита асимптотик йуналиш мавжуд, параболик нуктада битта 
асимптотик йуналиш мавжуд ва нихоят яссиланиш нуктасида (яъни 
к, =  0,к2 =  Обулганда) х,амма йуналишлар асимптотик йуналишдир.

Ф  сиртда силлик у  чизик u = u ( t )  , v = v ( t )  тенглама билан 
берилиб, унинг хар бир нуктасида уринма вектори асимптотик 
йуналишпи аникласа, бундай чизик асимптотик чизик дейилади. 
Табиийки, сиртда тугри чизик ётса, у асимптотик чизик булади. 
Аналитик геометрия курсидан биламизки, бир паллали гиперболоиднинг 
хар бир нуктасида иккита асимптотик йуналиш мавжуд. у асимптотик

чизик булиши учун u ( t ) , v ( t )  функциялар Ldu2 +  2Mdudv  + N d v 2 = О 
дифференциал тенгламанинг ечимлари булиши зарур ва етарлидир. Ф 
сиртда 1/ = const ва v = const тенглама билан аникланадиган чизиклар 
(яъни координата чизикдари) асимптотик чизиклар булиши учун 
L =  N  =  0 булиши зарур ва етарлидир.

Эллиптик нукта 

Чизма-7

К

Гиперболик нукта 

Чизма-8
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Параболик нукта 

Чизма-9

§ 8. Ёпишма параболоид

Ф регуляр сирт (камида икки марта дифференциалланувчи), р унга 
тегишли нукта, F -  учи р нукгада булган ва р нуктада Ф билан уринувчи 
параболоид булсин (яъни р нуктада Ф ва F еиртларнинг уринма 
текисликлари устма-уст тушади). Энди Ф сиртда р га якин q нукта олиб, 
q дан F сиртгача булган масофани h билан, q ва р нукталар орасидаги 
масофани d билан белгилайлик.

г 1 h
Гаъриф-1. Сиртда q нукта р нуктага интилганда 2 —> 0 булса, F-

d
параболоид Ф  сиргнинг р нуктадаги ёпишма параболоиди деб аталади.

Р

Чизма-10

Теорема-14. Икки марта дифференциалланувчи регуляр сиртнинг 
хар бир нуктасида ягона ёпишма параболоид мавжуд.

Исбот. Ф-регуляр сирт, р унга тегишли нукта булсин. Координата 
бошини р нуктада жойлаштириб, фазода х,у,г-декарт координаталар 
системасини шундай киритамизки, бунда ху-текислиги Ф  сиртнинг р 
нуктадаги уринма гекислиги билан устма-уст тушади, z укини уринма 
текисликка перпендикуляр килиб оламиз. Бу координаталар системасида 
Ф сиртнинг ре1уляр параметрлаш усули P =  F ( u , v ) тенглама ёрдамида 

берилган булса булганлигидан ва векторнинг z укига

х „ У„параллеллигидан |
У.

Ф 0 келиб чикади. Шунда 2-теоремага кура 

шундай икки марта дифференциалланувчи /  (л , у ) функция мавжуд
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булиб Ф  сиртни р нукта атрофида z —f  (х , у ) тенглама ёрдамида 
аникдаш мумкин. Бу координаталар системасида р координата боши 
булганлиги учун /  (0,0) = 0 булади. Уринма текислик тенгламаси

z = z t (0,0)jc + z г (0,0)j 
булиб, у ху текислик билан устма-уст тушганлиги учун

z t (0 ,0 )=  0,2 v (0,0)= 0
булади.

Энди учи координата бошида жойлашган параболоид тенгламасини

z = ~ ( ах2 + 2Ьху + су2)  (1)

куринишда ёзиш мумкинлигидан фойдаланамиз. Агар (1) параболоид р 
нуктадаги ёпишма параболоид булса, унинг ягоналигини курсатамиз. 
Бунинг учун Ф  сиртдаги д { х 0, У 0 , г 0)  нуктанинг координаталари 
параболоид тенгламасига куйиб

М х 0, у 0,2: 0)  =  z„ - ~ ( a x l  + 2bx,y{1 + с у г0)

функцияни х,осил киламиз ва q нукта координата бошига интилганда Я 
ва h микдорларнинг нолга интилиши тартиби бир хил эканлигини 
курсатамиз.

Ьунииг учун — микдор q  —> р  да аник чекли лимита интилишини 
И

курсатамиз.

1 7 9
< p ( x , y , z )  =  z  -  -  {а х  + 2Ьху +  су  )

функция учун <рг ^  0 булади. q нуктани р  га етарли як,ин деб 

хисоблаймиз ва р т билан (1) иараболоидга тегишли шундай нукталарни 

белгилаймизки, | qpm \ масофалар h га, р т нукталар эса бирорта p t 

нуктага интилсин. Шунда p t нукта хам (1) иараболоидга тегишли 
булади. Энди р0 билан q нуктанинг радиус вектори белгиласак, ва

Р = [х ,У 2 + 2Ьху +су  2) }

вектор функциясини киритсак |р~р0|2 функция р = р. нуктада мини- 

мумга эришади. Бу ерда /3, — p t нуктанинг радиус-вектори. Демак,

( Р . - Р о . Р х ) = 0  

(Р.  - Р о » Р у ) = 0
тенгликлар уринли булади. Бундан p^q  кесманинг параболоид уринма 

текислигига пернендикулярлиги келиб чикади. р* нуктанинг координата- 

ларини x , , y , , z .  билан, p tq  тугри чизикнинг йуналтирувчи косинус - 

ларини n l , n 2, n j билан белгилаб,
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х ,  = x 0+ n lh,y .  =  y 0 +  n2h , z , = z 0 +  n3h 
тенгликларни х,осил киламиз.

Энди q > ( x * , y * , z *) функцияни Тейлор кдторига ёйиб 

<Р(хо’ Уо’2о) +  (<РЛ +<Ру«1 + < p n , ) h + h s  =  О 
тенгликни хосил киламиз. Бундам эса 

<Р(х0,Уо,*о) 
h

ни хосил киламиз. </>2 (0,0.0) = 1 ва + п\ + п\ = 1 булганлиги учун унг

томондаги ифода нолдан фарклидир. Дсмак,  ̂ -5-~ ифода q  —»  рда
h

чекли нолдан фаркди лимитга эга. Энди f ( x , y )  функцияни р нукта 
атрофида Тейлор каторига ёямиз.

А х ,  у )  =  2  (/ „ (0 ,0 )х 2 + 2fJ0,0 )yx +  / „ ( m f ) + Ф ,  У ) ( х 2 +  у 2 )•

Энди q нуктанинг x0, y 0, f { x t}9y 0)  координаталарини параболоид 
тенгламасига куямиз ва

г0 = А*о,Уо) = ^ {/„ (0 ,0К 2 + 2/„(0,0)W o  + /w(0,0)^2} +

+  £(ха,Уо ) (х1о + у 20)  
тенгликни хисобга олиб

М х„ , у„, -,) = ^  { (/ „  (0,0) -  я )xl + 2( /„ (0 ,0 )- Л)х„у„ + ( /г(0,0) -  с ) у г0} +

+ (■*0 +^)Ч (-«о»Уо)
тенгликни хосил киламиз. Сиртнинг q ва р нукталари орасидаги масофа 
квадрати учун

d 2 =  х20 + у га +  z\ = х20 + у ]  + f 2(x 0,y „ ) 
тенгликдан фойдаланамиз. Энди (1) ёпишма параболоид эканлиги учун

- 1 ифода q > р да нолга иптилиши маълум. Демак, ^ ифода хам нолга 
d d
интилади. у„ = 0,дг„ -> 0 да

2
d х0 + x0s2(x0,y0)

ифода нолга интилиши керак. Бундан а = / „ (0,0) келиб чикади. Худди 
= 0 , >  0 ва х0 =  у0^> 0 холларни куриб b =  /„(0,0) с = /„(0,0) 

тенгликларни хосил киламиз. Демак, уринма параболоид

z =  ~ { f xx( m x 2 +  2/jy (0,0)x_y + fyy (0,0)^2} (2 )

тенгламага эга ва ягонадир. Иккинчи томондан танланган координаталар 
системасида (2) параболоид уринма булади. Хакикатан хам,
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. = К 2 + >>o K fa ,^ n) ___
d Х0 + Уо + (*0 + >0 )£'l(X0’ % )

лгенгликда х а, у 0лар нолга интилганда булади. □

Юкоридаги 14-теорема исботидагидек координаталар системасини 
киритсак, Ф  сирт

z  =  0,0 ) =  / ,(0 ,0 ) =  / у (0 ,0 ) =  0
генглама билап, уринма параболоид

- = 2  + 2/ДО,0)ху + / (0 ,0 )/ }

тенглама билан берилади. f ( x , y )  функцияни Тейлор каторига ёйсак

z = 2  { / » (°>0 )*2 + 2 f J 0 , 0 ) x y  + / „ (0 ,0 )/ } + 0 (х г +  у 2)

тенгламани х,осил киламиз. Бу тенгламалардан куриниб турибдики, сирт 
ва ёпишма параболоиднинг биринчи ва иккиичи квадратик формалари 
коэффициентлари мос равишда тенг булади. Бевосита х,исоблаш натижа
сида

L  =  / „(0 ,0 ), М  = / Д  0,0), N  =  / „ (0 ,0 ) 
тенгликларни оламш. Демак, ёпишма параболоид тенгламасини

z =  - { L x 2 + 2 M x y  +  N y 2}

куринишда ёза оламиз. Энди куйидаги теорема ёпишма параболоид 
тенгламасидан келиб чикади.

Теорема-15. Эллиптик нуктада ёпишма параболоид эллиптик 
параболоид булади, гиперболик нуктада ёпишма параболоид гиперболик 
параболоид, ва параболик нуктада параболик цилиндр булади.

Чизма-12

О
Чизма-14
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Регуляр сирт Ф  нинг р нуктасида бош эгриликлар узаро тенг булса, 
омбилик нукта, агар бош эгриликлар нолга тенг булса, р нукта 
яссиланиш ггуктаси дейилади. Яссиланиш нуктада ёпишма параболоид 
сиртнинг шу нуктадаги уринма текислиги билан устма-уст тушади. Чунки 
Эйлер теоремасига кура ихтиёрий а уринма вектор учун

кп( а ) = к, cosV  + £2sinJ^  = £,(cos2 >̂ + s in V ) = к, =0 
тенгликни х,осил киламиз. Демак нормал кесим ёки тугри чизик, ёки 
туфи чизик кесмасидир. Энди координаталар системасини юкоридагидек 
киритсак ва уринма текисликда х,у координаталар укларини бош 
йуналишлар буйича йуналтирсак биринчи квадратик форма матрицаси 
бирлик матрица булади, иккинчи квадратик форма матрицаси 

(к, 0 )
В  =  ̂̂  ^ j  куринишда булади. Демак бу х,олда ёпишма параболоид

2  =  ^ { К х г + к2у 2} функциянинг фафиги булади. Шунинг учун kt =  кг =  0

булганда ёпишма параболоид г = 0 текисликка айланади.
Теорема-16. Регуляр Ф  сиртнинг хдмма нукталар и омбилик 

нукталар булса, у сфера ёки сферанинг кисми, агар Ф  сиртнинг х,амма 
нукталари яссиланиш нукталари булса, у тскислик ёки текислик кисми 
булади.

Исбот. Ф сиртнинг' хдмма нукталари омбилик нукталар булсин. 
Ихтиёрий р  е  Ф  нукта олиб, р нукта атрофида Ф сиртнинг регуляр 

Т =  ? {u ,  v ),(m, v ) е  G  параметрлаш усулини караймиз. Бу тенглама билан 
аникланувчи сирт нукталари учун уринма текисликларда базис сифатида 
А 'И матрицанинг ортонормал хос векторларини оламиз. Шунда 

Е  = G  = \,F =  M  =  0,I. =  N  =  A (u ,v )
булади. Бу ерда

Л(и,\’) =  kl{u , v )  =  k2(u ,v ) .
Маълумки, ихтиёрий параметрлаш усули учун

1 =  ( Ги > Пи )■>М  =  ( гиА '  )  =  - (^ v  > Пи ) ’ N  =  ~ ( F v > «v ) 
булиб, r l ( u , v )  — q ( u , v )  нуктадаги бирлик нормал вектор. М  =  0 

булганлиги учун Пи X  Fv , ftv _L Ти ва n бирлик вектор булганлиги учун 

n,„nv векторлар уринма текислик параллел. Бундан Ии = Я>„, Яу = 
тенпгикггар келиб чикади. Бу тенгликларни дифференциаллаб 

^ UV — +  ^Ktv > ̂ Vll ~  Яц̂ у Я/гиу 

тенпгикларни ва натижада A^fu — =  0 тенгликни х,осил киламиз. Бу 

ерда Ти, 7Х, векторлар чизикли эрклилигидан Я =  Лг =  0 тенпгикларни

х,осил киламиз. Демак, р нукта атрофида Л =  const экан. Энди р дан 
фаркди ихтиёрий q ггуктани оламиз ва p,q нукталарни чизик билан 
туташтирамиз (бу мумкин, чунки сирт таърифига кура, Ф богланишли ва 
локал чизикли богланишли. Бундан эса сиртнинг чизикли богланишли 
эканлиги келиб чикади). Бу чизик у  : [ а ,  Ь\ —»  Ф  акслантириш ёрдамида
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параметрлаиган булиб, у  ( а )  -  р ,  у ф )  =  q булсин. Хар бир t е  [а ,  Ъ\ 

учун y ( t )  нук.танинг атрофида юкоридагидек Я ни узгармас эканлигини 

курсатамиз. у  ( [ а ,  Ь ] )  компакт булганлиги учун у ни чекли сондаги 
атрофлар билан коплаш мумкин. Хар бир атрофда Я узгармас, атрофлар 
кесишади. Шунинг учун р нуктани уз ичига олувчи атрофда Л = Я,, булса, 
хамма атрофларда, шу жумладан q нуктада Л = Д, булади. Демак, Я 
узгармас сондир. Энди

п „ - Л г  =  ~ ( п - Л г ) =  О 
ди

п ^ - Л г  = — (и-Я/-) = О
OV

тенгликлар п - А г  векторнинг узгармас вектор эканлигини курсатади. 
Шунинг учун

h {u , v ) ~  Ar (u ,v )  =  n(u0,v0) ~  Ar (u0,v0)
ёки

r ( u , v ) - r ( u a,v0)  +  j n ( u 0,v0)  =  j n

ва | r ( t i , v ) - r ( u 0,v0)  + — n(u0,v0)  |= —L  муносабатлар уринлидир.
Я I Я I

Бу тенгликлар r = r ( u , v )  тенглама билан аникданувчи сирт нукта- 

лари марказининг радиус вектори r(u„,v0) - булган ва радиуси
А

эса гт-га тенг булган сферада ётишини билдиради.
И

Агар Я = 0 булса,
й„(м,у) = 0 ,«„(w ,v )=  О 

тенгликлардан, Fl (u ,v )  узгармас вектор эканлиги келиб чикади. Шунинг 
учун ( г , п ) и = 0,{ r , n ) v -  0 тенгликлар хосил киламиз. Бундан эса 
{ г  - r ( u a,va) , n )  =  0 тенглама келиб чикади. Бундан эса сирт нукталари п 

векторга перпендикуляр текисликда ётиши келиб чикади.

§ 9. Деривацион формулалар

Бу параграфда биз сиртнинг биринчи ва иккинчи квадратик форма- 
лари орасидаги богланишларни курсатамиз. Регуляр Ф сирт р ( щ ,  Vq )  

нукта атрофида регуляр г  =  r ( u , v )  параметрлаш усули билан берилган 
булсин. Хосил буладиган формулаларни ихчамлаш учун тензор хисоб- 
китобдаги белгилашлардан фойдаланамиз. Бунинг учун щ — и ,и 2 — V 

белгилашларни киритамиз. Бундан ташкари биринчи квадратик форма
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матрицаси элементларини лар билан, иккинчи квадратик форма 

матрицаси элементларини д^лар билан белгилаймиз. Демак,

Sll gl2
,В  = ' g n g]2

V&21 £22, v&21 g l l )
А  =

Иикиндиларда агар биронга индекс юкорида ва пастда бир хил марта 
учраса бу индекслар буйича йигинди белпюини ташлаб сзамиз. Мисол учун

а ф х +  а2Ь 2 +  ...а„Ь” =  '£ j aib '
/=1

X X V ’ 7 = Y , av b '
i j  i

гл 3 „  К  , fи-) ]
лнди R яа г  г  ва Ft -  ‘ вскторларни базис сифатида олиб,

I K , ^ « 2]I

» Яц2 ва ^u,uj векгорларни бу базис векторлар ёрдамида чизикли 
ифодалаймиз:

fc , . ,  = Г ^ г  +Л и
1 ,1  А j  1 = 1,2; 7 = 1,2; (1)

[ п, =  а, Ч  + t',w 

Бу ерда И, =  . Агар биринчи тенгликда i =  \ , j  =  2 булса

Г 
"1М2

тенглик хосил булади.

Ана шу ёзилгаи (1) формулаларда Г,* ва b y ,a f  , c t функциялар

(коэффициентлар) факат биринчи ва иккинчи квадратик формалар 
коэффициентлари оркали ифодаланишини курсатамиз. Бунинг учун

^и,и/ “ Г у ruk +  ЬуП тенгликни п векторга скаляр купайгирамиз ва

( ч ’ " ) = ° ,  fo,*,’ " ) = г * ( ч > « )+ ЬЛ ^ )
тенгликларни хисобга олиб

тенгликни *осил к,иламиз.

Энди й, — afr tik +Cj fi  тенгликни ^  га скаляр купайтирамиз ва

к » %  ) = а)  (г„,, ги. )+  с, (и, rUj )  (и, fUj ) = О 
тенгликларни хисога олиб

~ 4ij =  a i Skj (2) 
тенгликни хосил киламиз. Бу тенгликни одатдаги куринишда ёзсак
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~ Я и  == a fg -u  + c i { g 2l 

- q \ 2 = a \ g n  +  a l g 22 

- 4 2 l = “ 2 g l l + a 2g2l

-  q22 =  a\g l2  +  а2ё22
системани хосил киламиз. Бу системадан det А >  О булганлиги учун а‘ 

коэффициентларни топиш мумкин. g 'J билан А 1 матрицанинг 

элементларини бслгилаймиз. Шунда Л ] А =  Е  тенгликни

П i =  j

куринишда ёза оламиз. Бундан фойдаланиб, (2) тенгликни g ^ v  а 
купайгириб ва j индекс буйича йигиб, куйидаги формулаларни хосил

2
киламиз: — q ^ g ^  =  a f g ^ g ^  ■ Бундан af  =  - ^  q ug lk тенглик келиб

j =1
чикади.

Мисол учун к =  1, / =  1 да

а \ = ~ q \ j g J' = -< 7 п £ 11 -4 x2  я 21 
ни хосил клламиз. Бу ерда

11 _  1 21 1 
g  ~  А л g  22’ g  ~  , . ,Sl2  det A  det A

булади. Шундай килиб, a‘ ,6. функцияларни топдик. Энди

К,,, =  Г*Я, + Ь„п
ui uj  'J ик У 

тенгликни Ги векторга скаляр кунайтириб

( '̂1,11, ’ ̂ 11/ )  — ^ij ( Гик 1ГиI )

тенгликни хосил киламиз. Бу ерда (?Uk ,?и/ )  =  g/d эканлиги маълум. Биз 

(1) системадаги Г* коэффициентларни топмокчимиз. Бунинг учун 

Гу / =  ( f u.u ,rU/ )  белгилашни киритиб

= ^ijgkl (3)
тенгликни хосил киламиз. Энди

( ru, A l )  =  gil
тенгликни и} буйича дифференциаллаб
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( rutu j ’ Ги, )  ■> ruIи j )  — ^  ( g i l )

тенгликни хосил киламиз.
Бу тенгликни /’;7 функциялар оркали ёзсак

I Г  -4-Г -  ^
I (/./ //',»' Sil

J (4)
куринишда булади. Бу тенгликда индексларни айлантириб яна иккита 
тенгликни ёзамиз

Tjl i + г ,°  =  ди, g ij ’ r " J  + FjU = dut g "  ' (5)
Энди (4) тенгликдан (5) тенгликларни айириб

Гу,/ -  гд/ +  г//., -  г //,, -  Г,/,, -  Гn j  =  f  8ц -  у  g/, -  ~  g „
сЪ) ди, ш,  (6)

тенгликни хосил киламиз. Бу ерда Г,и = /V,, тенгликни хисобга олиб 
(6)ни куиидагича ёзамиз

- 1 \ '  - д  д  д
,/J d u jgi‘ d u gj i  du,8lj'

г  _ 1 J u °
* . ~ 8 r j + - * .  Z.H ~  (7>

Бупдаи эса

1 I д  д

2 \ d u , g,j ди,

тенгликни хосил киламиз. Энди I функцияларни гопа оламиз. Бунинг 

Is
учун (3) ни g  га купайтириб / индекс буйича йигсак

Г’ г-А /5 т-А c-s i-.v
/>*,/£ ”  Гу gk jg  — Г,/ <5̂  — Yy 

тенгликни хосил к,иламиз.

Демак, Г* =  , g ls формулани хосил килдик. Нихоят (7) тенг

ликни gJt га купайтириб j индекс буйича йигамиз ва натижада

т-'к -р jk  ̂ ik / ^  д  3
г н -  1 u j g  = - g J ( —  g i  +  - ■  gij -  — ■ g u )  (8)

2 dut > dUj duj

формулани хосил киламиз. Бу (8) формула бизга 6 та функцияларни 
топиш имконини беради. Мисол учун / = А = / = 1 да 

г 1  ̂ г,11/ ^  д  \ \ ->\ \ д  д  д  1
Г"  2 *  W " + a ,  * "  W ' f v  + i ,  -  А ,

11 д  21 д  1 21 д  
~ g  y S u + g  -  g n ~ ~ g  g\\

w/j 2 ^ 2
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тенгликни х,осил киламиз. Юкоридаги (8) формуладан куриниб туриб- 
дики, Г* функциялар факат бириичи квадратик форма коэффициентлари 
ва уларнинг х,осилалари оркали х,исобланади. Них,оят (1) формуладаги 
х,амма коэффициентлар тонилди. Энди (1)ни куйидаги куринишда ёза 
оламиз:

Бу формулалар деривацион формулалар деб аталади. Деривацион 
формулаларни биринчи ва иккинчи квадратик формалар орасидаги 
богланишни тониш учун ишлатамиз. Бунинг учун

куринишга келади. Бу генгликларда дифференциаллаш амалини бажариб

тенгликларни х,осил кдламиз.
Бу тенгликларда яна бир марта деривацион формулалардан 

фойдаланамиз. Шунда Vu ,П векторлар чизикли эркли булганлиги учун 

улар олдидаги коэффициентларни нолга тенглаштириб

муиосабатларни х,осил киламиз. Бу муносабатлардан биринчиси Гаусс 
тенгламаси, иккинчи Пстерсон-Кодацци тенгламалари деб аталади. Гаусс 
генгламасини gmt га купайтириб индекс т буйича йигайлик:

(9)

r« i 4 uj ,riui«j И“ ,"/ (10)
тенгликларни ёзиб, ги и ,гии ,пи , пи функцияларни деривацион форму 

' j  ' к  ' J
лалар ёрдамида ифодалаймиз. Шунда (10) тенгликлар

ва

ва
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= X(9.j9u
I jn=l

Шунда унг томондаги ифода 
2 2

( Q if lk l — 4 ik 4 j l ) Я  Я /us — ^,{ЧцЯк1 ~  4 ik 4 j l )^ I  ~  ЧуЯк.ч ~  4ik4js 
l,m=1 /=1

куринишга келади. Бу ерда i =  j  =  \,к =  s = 2 булганда

куринишга келади.
Демак, Гаусс эгрилиги К  факат биринчи квадратик форма коэффи- 

циентларига ботик экан. Бу эса унинг ичометрик акслантиришларда 
узгармай колишини курсатади.

§ 10. Сиртлар назариясининг асосий теоремалари

Бу нарафафда бсрилган иккита квадратик формалар учун сиртнинг 
мавжудлиги ва фазодаги харакатга нисбатан унинг- ягоналиги хакидаги 
тсорсмаларни исбоглаймиз.

Теорема-16 (Мавжудлик). Текисликдаги G сохада аникданган 
g,r q<i дифференциалланувчи функциялар берилган булиб, gv ~- gjl,qll=qji

муносабатлар бажарилган ва jg,yJ матрицанинг детерминанти нолдан 

катта булсин. Бундан ташкари бу функциялар учун Гаусс ва Петерсон- 
Кодацци тенгламалари бажарилган булсин. Шунда хар бир (u0,v0)e G  
учун бу нуктанинг F c G  атрофи ва

Г =  ? (и ,  v),(m , v )  G V  

тенглама билан аникланган регуляр Ф сирт мавжуд булиб, унинг 
биринчи ва иккинчи квадратик формаларининг матрицалари мос равишда

jg,, J ва матрицалар билан устма-уст тушади.

Исбот. Бсрилган jg,; j матрицага тескари матрица элементларини g ik

билан белгилаймиз ва
„ к „  jk \ ,к,  д  д
Г ,7 =  г -/, , 8  -  „  8  ( - ^  8 /  +  т  -  8 i j  -  -  8 , 1 )

2 ди, ' ди, ди ■

буйича Г* функцияларни топамиз. Энди куйидаги X |, X 2, N  вектор 
функцияларга нисбатан куйидаги хусусий хосилали дифференциал 
тенгламалар системасини карайлик.
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~ ( х , ) = г * х к + Чум  
«j (1).

N u, -  - q , j g jkX k
Бу ерда и, =  и, и2 = v белгилашлардан фойдаланди. Шуни хисобга олиб 
(1) системани хар бир индекс учун ёзсак, у

^  х \ -  Г,1, * ,  +  г,2,Х 2 +  <7, ,7V 

- Х х =  Г112ЛГ1 +Г ,22Х 2 + qnN
dv 

~  ̂2\Х\ + Г 2] Х 2 + q 2\N 

~v Х-2 = Г ^ Х ,  +  Г2\ Х 2 +  q22 N  

Ш  

ди 
d N  _
— ■ - и 2л { 1-и2л 2 
OV

(2 )

куринишга келади. Энди бу хусусий хосилали дифференциал тенгламалар 
системасининг ечими мавжудлик шаргларини ёзамиз:

дХ, =  дХ, _dN _  dN  

dujduk dukdu j ’ dujduj duJdul

Бу мавжудлик шартлари Гаусс ва Петерсон-Кодацци тенгламала- 
рига эквивалент эканлигини олдинги параграфда курсатдик. Демак 
бизнинг (1) системамиз учун О соханинг хар бир нуктасида ечимнинг 
мавжудлик шартлари бажарилган. Демак, бирорта (m0,v„) eG нук,та олсак, 
шу нуктанинг бирорта V атрофида (1) система (m„,v0) нуктада берилган 
бошлангач шартларни каноатлантирувчи ягона ечимга эга яъни V сохада 
аникланган вектор функциялар

Х х (и, v ), Х 2 (и, v), N  (и, v ) 
мавжуд ва (1) системани к,аноатлантиради. Бошланкич шартларни куйида- 
гича танлаймиз:

l ^ ( « o . v 0) H  ^ 0h l ( ^ i ( « 0 ?V 0 ) ,^ ( W0,v0)) =  ( X 2(M0,v0),yV(M0,v0)) =  0,

8 i j ( uO’ Vo )  -  (  X ,  ( и (), V()), X j  { Щ , l;o )

ва

Х \ ( щ ,  v0 ), X 2( u 0 ,Vq ) , N ( u0,Vq )
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векторлар унг систсмани ташкил килади. Бу бошлангич шартларии 
к,аноатлантирувчи векторлар мавжудлиги {g„.(n0,v0)} матрицанинг мусбат 
аниклашанлигидан кслиб чикдди. Энди г — r(u,v) вектор функция учун

f'u ~  Х ] ,

**v= *2
системасини к,араймиз. Бу система учун ечимнинг мавжудлик шарги
F.n. = К,, тенгликдан иборатдир. Лекин g0 = булганлиги учун Г* = /’* 
ундан ташк,ари qtJ = с/;, мупосабат х,ам бор. Дсмак,

х г =  д  Х 2 
dv ди

муносабат ва гю =  гги тенглик уринлидир.

Шундай к,илиб, агар (i<0,v„)eK нук.гга учун (4) системани

r ( u0,V0)  =  а  бошлангич шарт билан карасак. ( » „ .v 0) нуктанинг бирорта

У0 с  V атрофида аникдаиган r(u,v) счим мавжуд. Энди

r = r { u , v ) ,  (w , v )  G VQ тенглама билан аникданган Ф сиртнинг
биринчи^ ва иккинчи квадратик форманари коэффициентларини 
х,исоблаймиз. Бунинг учун

( X l, X J) , { X h N \ N 2 
функцияларни дифферснциаллаш ёрдамида

( Х ‘ ’ х j ) = r ik ( x i >х , ) + Т ‘,к ( х 1,х* )+ч,к(м,  X j ) + q /к W  X / )

3

' oU ( N , X ) ]  = ~q'lglk(Xk’X >)  + Г‘ч{Х ‘ ’N )  +

8
8u,

{ N , N )  =  -2 q ilSlk( X k, N )  (5)

хусусий х,осилали дифференциал тенгламалар системасини х,осил 
к.иламиз. Бу тенгламалар системаси учун

{ X „ X j )  = qij, {X j ,  N ) = 0 , ( N , N )  = N 2 =  1 
функциялар ечим булади. Охирги тенглама учун бу фактни бевосита

N 2 = 1 , ( X j , N )  =  0
ифодаларни тенгламага к,уйиб текшириш мумкии. Иккинчи тенглама 
учун текширамиз

4nglkgkj +  Чц =  4as 'j +  Яу =  ~4ij +  Qij =  0.
Биринчи тенгламани текшириш учун

г '  д  . д
2 8 \Ж ,е>” Л тёл

тенгликни gfj га купайгириб, индекс / буйича йигамиз.
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Натижада

i 1 I д  д
г ‘кg" = 2 \ л , g</ + гик 8"~  л ,  g“ }

тенгликни х,осил к.иламиз. Худди шундай

1 \ д д д 1 
г ц ён -  21 д , g “ + fu. gji du, git J
тенглик хам уринли. Бундан

, , 0 
r *g,j + г  *g  I, = ~^g,j

муносабат келиб чик,ади. Бу муносабат уз навбатида 
( X „ X 7)  =  g y , (X ( , ^ )  = о

функциялар 1-тенглама учун ечим эканлигини курсатади. Бу счимлар 
учуи бошлангич шартларга кура 

( X , ,  X j  ) ( u 0, v0) =  Я//(м0 ’ v0 ) , ( x t(u( ) ,  v ( ) ) N ( u q , v0) )  =  О

I JV2( m0, v0)  =  1

муносабатлар уринли ва

X l ( u0>v o ) ’ X 2 ( u0’ vo )> ^ (m()> v0
векторлар унг системани ташкил этади. Бундан эса, (5) системанинг 
ечими ягоналигига кура

8о = ( Х ( , Х ; ) , ( Х г Ы)  = 0 , К 2 =\

тенгликлар ва аралаш купайтма учун X \ X ^ N  >  0 муносабат У0 соханинг 
хамма нук,тасида бажаршшши келиб чик,ади. Дсмак, Ф сирт учун

( ' I , , rU j) = SijAr,,,, N) = О, N 2 =  1

муносабатлар уринли. Бундан эса Ф сиртнинг биринчи квадратик 
формаси матрицаси {g^} матрица билан устма-уст тегишли келиб чикаци. 

Иккинчи томондан

(Ги , f t  (и ,  v ) )  =  ( rv , f t ( u ,  v ) )  =  О 

булганлиги учун f t ( u , v )  вектор Ф сиртнинг бирлик нормал всктори 
булади. Демак,

-  {Гщ’ Я щ ) =  < х ь  Я  и, )  =  Ъ]& }к ( X k>X l )  =  4, j8jkgki =  Ча 

муносабат уринли булиб, Ф сиртнинг иккинчи квадратик форма 
матрицаси q„ матрица билан устма-уст тушади.

Теорема-17 (ягоналик). Мавжудлик хак,идаги теорема шартларини 
к,аноатлантирувчи регуляр (1\, Ф 2 сиртлар учун шундай ягона, С:/?3—> R* 

харакат мавжуд булиб, С(Ф,)  =  Ф2 тенглик уринли булади.
Исбот. Фараз килайлик, Ф,,Ф2 регуляр сиргларнинг (./,,Г7,,) ва 

(/2, V„ ) регуляр параметрлаш усуллари мос равишда
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r = r \ u , v )
-  , 2 , ч ( u ,v )e V Q r = r (u,v)

тенгламалар билан аникланиб, уларнинг биринчи ва иккинчи квадратик 
формалари мос равишда х,ар бир (u,v) е ! ', нуктада тенг булсин. Бу 
сиртлар учун радиуси вектори rt(u,v) га тенг булсин нуктани радиус 
всктори r2(u,v) булган нуктага утказувчи F:Ф, -» Ф2 акслантиришни 
карайлик. Демак, F  акслантириш Ф, сиртдаги (u,v) координатали 
нуктани Ф2 сиртдаги (u,v) координата нуктага акслантиради ва демак 
F  дифференциалланувчи акслантиришдир. Бу акслантиришиинг диф- 
фсренциалланувчи эканлигини курсатиш учун 5-теоремага кура
F1 ' A -К R 3 акслантиришиинг дифференциалланувчи эканлигини кур
сатиш керак. Агар х 2 (u,v) ,y2 (u,v),z2 (u,v) дифференциалланувчи функ- 
циялар r 2(u,v) вектор-функциянинг координаталари булса,

F  ■ f {( u , v )  =  {x2(k,v), v2(« ,v ) ,z2(m,v)} 

тенглик уРИ11ЛИ булади ва шунинг учун F ■ f {(u,v) дифференциал
ланувчи акслантиришдир. Хар бир (u ,v )e l '0 нуктада /,(м ,у) = / 2(м,у) 
булганлиги учун 9-теоремага кура F  акслантириш изометрик 
акслантиришдир. Демак, F  акслантиришда скаляр купайтма, хусусан 
уринма векторлар орасидаги бурчаклар сакланди. Демак (ii0,v0) нуктада

2  2
ги ва п -  upr^ 'ijj векторлар унг (чаи) ориентацияии аникласа ru ,rv 

- 2  _ 1>L2.^1ва п -j[^"2 "̂ '2j| векторлар х,ам унг (мос равишда чап) ориентацияии 

аниклайди. Демак

нуктада

векторлар,

нуктада эса
К  Си„, v„ ), г,2 ( и{), v0), Л2 (и0, v0) 

векторлар базисни ташкил этиб, бу базислар бир хил ориентацияии
ташкил этади ва

\ К П г Ж П г 2\ , \п'Пп2\
тенгликлар бажарилади. Аналитик геометриядаги маълум тсоремага кура
Р нуктани Q нуктага, (rj ,rj ,п' ) базисни ( г 2 , г 2 ,п2) базисга утказувчи
С: R3 —> R3 акслантириш мавжуд булиб, у параллел кучириш ва буришдан 
иборат булади [1J. Бу акслантириш изометрик акслантириш булади,

Р(х'(ии, v„), у  \ и а,v0), z 1 (и„, v0)

К'  («О >vo ) л ‘ ( « о > v o )> « ' 1(« о  > V0 )

Q = (x2(u„, v0 ), у 2 (щ , v„), - 2 («„, v0))
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чунки параллел кучириш ва буриш изометрик акслантиришлардир. Энди 
С: К3 IV акслангиришда С(Ф |) = Ф2 эканлигини курсатайлик. Буиинг 
учун p(u,v) = C’(r'(u,v)) белгилаш киритайлик. Бу ерда С’ акслантириш,
С акслангиришнинг дифференциалидир. Акслантириш С изомстрия 
булганлиги учун С - оргогонал матрицадир. Демак,

р(и0, v0) = гг(и„, V,,), р„(и0- Vo) = ( (С (“о, V,,)), Д, (и0, V„) = С*(/•;1 , V,,)) 
тенгликлардан ташк,ари С(Ф,) сиртнинг биринчи квадратик формаси Ф, 
сиртнинг ва демак Ф2 сиртнинг биринчи квадратик формаси билан 
устма-уст тушади. Акслантириш С ориентациями сакданганлиги учун, 
С(Ф,) ва Ф2 сиртларнииг иккинчи квадратик формалари хам устма-уст
тушишини курсатамиз. Уринма d,b е Тг<1\ вскторлар берилган ва 
а =С(а),Ь’ =С'(Ь) булсин. 1/,{а,Ь) = 1Г(а\Ь') тенгликни курсатишимиз 
керак.

Бунинг учун,
L = ( L A )  = м  = М )  =

ва N -  (г„,«,) = (Д,,,«) тенгликлари курсатамиз. Бу ерда п-С(Ф,) сиртнинг 
нормал вектори. p(u,v) = C’(?(u,v)) тенгликни дифференциаллаймиз ва 
p i(ulv) = C’(rJ,pv=C(rv) тенгликларни хосил к.иламиз. Бундан гашкари

„ = — с*(й,) тенглик хам уринли, чунки вектор кунайтма ориента-
Ы ,Р Л

ция сакловчи изометрияда сакданади. Юк.оридаги тенгликни диффсрен- 
циаллаб, й = С‘(«,|) тенгликни хосил киламиз. Демак,

L = (г„„, »') = -(?„, п„ ) = -(р„,п„) = (Д,„,") 
булади. Худци шундай иккинчи квадратик форманинг бошка коэффици- 
ентлари хам тенгдир. Натижада, Ф2 сирт ва С(Ф,) сиртларнинг биринчи 
ва иккинчи квадратик формалари тенглигини хосил к.илдик. Демак,

р(и  ,v ), r2(u ,v ) 
вектор функциялар деривацион формулаларга кура битта хусусий 
хосилали дифференциал тенгламалар систсмасининг ечимн булади. 

Бундан

P(u o ,V o )  =  r2(u{hv 0 ) 

тенгликка асосан = r2(M,v) келиб чикдди. Демак, С(Ф,) = Ф2
тенглик исботланди.

§11.  Сиртларнинг ички геометрияси

Сиртнинг унда ётувчи чизиклар узунлигига бокпик хоссалари унинг 
ички геометриясини ташкил к,илади. сирт ички геометриясини у р г а н и ш д а  
геодезик чизиклар мухим роль уйнайди. Сиртларда геодезик чизиклар 
узларининг хоссалари буйича текисликдаги тугри чизикларга як,ин 
туради.
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1. Геодезик чизиклар

Регуляр Ф сирт ва унда ётувчи икки марта дифференциалланувчи 
параметрлаиган у  эгри чизик p  = p(t)  тенглама билан берилган булсин.

Таъриф. Параметр t нинг х,ар бир кийматида p"(t) вектор 
сиртнинг / ( / )  нуктасидаги уринма текисликка перпендикуляр булса, 
бундай чизик геодезик чизик деб аталади. Бу ерда y( t )  радиус век гори 

р(1)  булган нукта.
Теорема-18. Геодезик чизик Р = /5 (0  генглама билан берилган 

булса, унинг тезлик вектори p'U)  узгармас узунликка эга.
Исбот. Скаляр купайтма (р ' , р ') узунлик квадрати булганлиги учун уни 
дифференциаллаб унинг х,осиласи нолга тенг эканлигини курсатамиз. 
Хакикаган, (р',р'У = 2(р",р') = 0. Демак, \p'(t)\= ^Ср' р') учгармасдир.

Теорсма-19. Геодезик чизик Р = рО) тенглама билан берилган 
булиб, s = s ( t )  дифференциалланувчи функция ёрдамида p - p ( s )  
параметрлаиган чизик х,осил булсин. Параметр алмаштирилгандан кейин 
чизик геодезик булиши учун .v = a t  (- р  булиши зарур ва етарлидир. 
Исбот. s = s(t)  формула параметрни алмаштириш формуласи булгани 
учун s ' ( t ) > 0  (ёки s ' ( 0  < 0)  деб фараз килишимиз мумкин. Агар 

А  = A ( ,v) генглама геодезик чизикни аникдаса,

Р(  0  = P \{ s { t ) ) ,p ' ( t )  = p \ s \ t ) , p \ t )  = p ”( s ' { t ) f  + p [ s \ t )
ва

О = (р \ р") = ( s ' f (p; ,p )  + s's"(p[,p[) = s's\p\,p[)  
ни х,осил киламиз. s ' ( t ) >  0 булгани учун s" — 0 х,осил булади. Дсмак, 

s ( t ) - a t  + р .

Энди s ( t ) - c a  + Р  деб фараз килсак, p " ( t ) — p ”s ’ тенглик p ”{t) 
ва р \  векторларнинг коллинеар эканлигини курсатади.

Натижа. Хар кандай геодезик чизик табиий параметрга нисбатан 
х,ам геодезик чизик булади, чунки s(t) ей узунлиги учун

г
4 0 =  \ \ p \ t ) \ d t  = a { t - t 0 )

1о

тешлик уринлидир.
Энди геодезик чизикдар учун дифференциал тенгламалар 

систсмасини келтириб чикарамиз. Регуляр Ф сиртнинг (/,G ) 
параметрлаш усули г  = r ( u ,  v) тенглама билан берилган булсин.
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Агар геодезик чизик,нинг ички координаталардаги тенгламалари 
и =  u( t) ,v  — v(t)  куринищца булса, 9-нараграфдагидек м, = и, и2 = v  
белгилаш киритиб

р(1)  =  г ( щ ( 0 ,  и2 (/)), p' ( t )  = гщ щ +  г„2 и2,

Р \ * )  = гщи2 (и[)2 + г щщ + г и2иг{и2)2 + гы2и 

тешликнарни хосил клламиз. Энди , ̂ (|„2 , i:Unl,2 ифодалар учун 
деривацион формулаларни ишлагиб

/>’( o = t ( « ;  + z
к=\ /,/=1 /,/=1 

ифодани х,осил клламиз. Энди p"(t) векторнинг Я векторга коллинсар 
экацлиги ва rlA,r u2,n  векторларнинг чизикли эркли эканлигидан

и "к +  ' E T ! j u 'iu j  =  О Д  =  1,2

келиб чикдци. Дсмак, и — и у (/), и = u2(t)  тенгламалар геодезик чизикли 
аникдаш учун щ (/) , и2 (/)  функциялар

d 2u, du. du j
+  T j Г a __J

d t 2 f j dt d t

d 2u2
+ У  I ’.

duj
d u L

d t 2 4—1 IJ
i,J d t dt

системанинг ечими булиши зарур ва етарлидир.

Теорема-20. Регуляр сиртнинг х,ар бир нук,тасидан х,ар бир 
йуналиш буйича ягона геодезик чизик, чикдци.
Исбот. Берилган p ( u q , V q ) g 0  нук;га ва а еТрФ уринма вектор учун (1) 
системанинг

М1 (0 ) = и°, и2 (0 ) =  v0, м;(0 ) = а , , и; (0 ) = а2 
бошлангич шартларни к,аноатлангирувчи ечими о  йуналиш буйича 
геодезик чизикли аниклайди.

Геодезик чизикдарни характерловчи катталик, геодезик эгрилик 
тушунчасини киритамиз. Регуляр Ф сиртнинг р нук,тасидан утувчи у эгри 
чизик. берилган булсин. Чизиклинг р нук,та атрофидаги клсмининг р 
нуктадан утувчи уринма текисликка нроекциясини уо билан белгилаймиз. 
Табиийки, у0 х,ам силлик, Э1р и  чизик, булади. Проекциялаш нагижасида 
х,осил булган у0 эгри чизиклинг р нуктадаги эгрилигини у чизиклинг 
геодезик эгрилиги деб атаймиз.

Бизнинг мак,садимиз, у геодезик чизик булиши учун унинг геодезик 
эгрилиги нолга тенг булиши зарур ва етарли эканлигини курсатишдир. 
Бунинг учун у0 ва у чизиклар эгриликлари орасидаги богланишларни
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топамиз. Аввало, у чизик, нукгаларидан (р нуктадан утУвчи) уринма 
текисликка перпендикуляр тугри чизиклар утказиб, цилиндрик сирт 
х,осил кллиб, уни F билан белшлаймиз. Бу цилиндрик сиртни а  
тскислик билап кесганимизда у0 х,осил булади (а-Ф сиртнинг р нуктадаги 
уриима текислиги). Демак, F цилиндр учун у0 нормал кссим ва унинг 
бош нормали F нинг нормалига коллинеардир. у ва у0 чизиклар умумий 
уринмаларга эга. Шунинг учун, цилиндрик сиргга нисбатан Менье 
теоремасидан фойдаланиб к() =\ к COS0J |тешликни х,осил киламиз. Бу 

ерда ф -  у0 ва у чизиклар бош нормаллари орасидаги бурчакдир, к(ь к — 

мос равишда / 0 вз у  чизикларнинг р  нуктадаги эгриликларидир. Энди у 
чизикни ёй узунлиги ёрдамида параметрлаб, унинг тенгламасини 
Р  — /5(.v) куринишда ёзамиз ва р нуктага мос кесувчи парамстрнинг 
кийматини su билан белгилаймиз. Шунда f  =  p ( s )  -уринма вектор, 
v '0 'о) -бош нормал вектори булса, Г-вектор у0 учун х,ам р нуктадаги 
уринма вектор булиб, [Г,Я] вектор у0 нинг бош нормали буйлаб 
йуналган булади.

Шунинг учун
| к0 |=| к cos <р Н  ( Д  ГД й]) |=| р р п  | 

формулани \осил киламиз. Бу тснгликдан куриниб гурибдики, к„=О 
булиши учун бош нормал вектор сиртнинг нормал вектори Я га 
коллинеар булиши зарур ва етарлидир. Шундай килиб, биз куйидаги 
теоремани исботладик.

Теорема-21. Сиртда стувчи чизик геодезик чизик булиши учун 
унинг геодезик эфилиги х,ар бир нуктада нолга тенг булиши зарур ва 
етарлидир.

Регуляр Ф сирт параметрланганда координата чизикларининг бир 
оиласи геодезик чизиклардан иборат булиб, х,ар бир нуктада шу нуктадан 
утувчи координата чизиклари узаро ортогонал булса, бундай 
параметрлаш усули ярим геодезик нарамегрлаш усули деб аталади.

Теорема-22. Регуляр Ф сиртга тегишли х,ар бир нукга агрофида 
унинг учун ярим геодезик параметрлаш усули мавжуддир.

Исбот. Сиртнинг р нукта атрофидаги регуляр параметрлаш усули
V = F (u ,v ) , ( u , v ) e G  

тенглама ёрдамида берилган, p(uq,Vq)  нуктадан утувчи ва икки марта 
дифференциалланувчи у чизик ички координаталарда 

[и = u(t)
\ a < t < b
[v = v( 0

тенгламалар ёрдамида аникланган ва и0 =  u(t0), О0 = u( t0) булсин. 

Шунда у нинг фазодаги вектор тенгламаси

р  =  r ( u ( t ) , v (0 )  a < t  < b
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куринишда булади. Х,ар бир t учун p ' ( t ) векторга перпендикуляр бирлик 
уринма векторни cl{t) билан белгилаймиз. Бундан гашкдри й{1) 
векторни шундай танлаймизки, {p ' ( t ) , d ( t ) \  векторлар уринма фазода 
{fu, )’v} векторлар билан бир хил ориентацияни аникласин. Уринма 

фазода й(1) вектор, а 1(г ) ,а 2( 0  коррдинаталарга ага булса, a \ ( t ) , a 2\t) ,  
функциялар дифференциалланувчи функциялар булади. Хар бир t учун 
Q(u( t) ,  v (0 )  нуктадан d ( t )  йуналиш буйича чикувчи геодезик чизикди 
jLlf билан, унинг уринма векторини ftt билан белгилаймю.

Х,ар бир t учун /и, геодезик чизикда табиий параметр киритсак, 
унинг ички координаталарда тенгламалари

и =  u , ( s )  , ч 
v = v , ( s )

куринишда булади. Бу ерда ut (s),  функциялар (1) дифференциал 
тенгламалар системасининг

w,(0) = u(t), v ,(0 ) = v (/), й ,(0 ) = a x{t), V,(0) = a2( l ) 
бошлапгич шартларии кдноатлантирувчи ечимидир. Энди шундай 
Я> 0,е>0  сонларни топамизки, | -  t |< 8  булганда,

Ut( s ) ,V, ( s)  функциялар (-£,£) ораликда аниклангандир. Бу ерда t0 
параметр t нинг р иук,тага мое келувчи к,ийматидир. Буниш' учун (1) 
дифференциал тенгламалар системасини хар бир фиксирланган t учун

du,

ds  *
dv.
d s = q 2 

dQk _  v ' t -  ki

(2)

d  =  (<7i>Ягh f l j  1 ^  u j , k < .  2

куринишда ёзамиз. Бу ерда (u,, v„ qj, q2) ларни R4 фазонинг нуктаси 
сифатида к,араймиз. Бошлангич шарглар, яьни

(O’ 4 2 ^ $ ) -  92(0 функциялар t параметр (а,Ь) 
ораликда узгарганда R4 да силлик, чизикдш аниклайди.

Дифференциал тенгламалар системасининг ечими мавжудлиги ва

ечимнинг бошлангич шартларига узлуксиз бокликлиги хакидаги теоремага

асосан |4].

(0) = \ti,a(о),v()(0) }, q t(i0) = ax{to,0),q2{to) = a 2(to,0)) t0

нук,танинг шундай V атрофи ва шундай £ > 0 сони мавжудки, V атрофга 
тегишли хар бир нук,тадан чик,увчи ечим —£ < s < £  ораликда
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аникланган. Агар биз 8  > 0 сонини шундай танласакки, I ~ t0\< д' 

булганида а ,(/) , a 2(t)}, нукта V атрофга тегишли булсин.
Дсмак, \ t - t 0\ < S  булганда и,(л), v( (.S') функциялар (—£, /;) 
атрофда аникланган. Энди сиртнинг р нукта атрофидаги

параметрлаш усулини карайлик. Дифференциал тенгламалар системаси 
ечими бошлангич кийматларнинг дифференциалланунчи функцияси 
булганлиги учун ? ( t , s )  дифференциаллацувчи функциядир. Бундан 
ташкари [>,,FS] ^  0 булганлиги учун ? =  тенглама регуляр
сиртининг параметрлаш усулини аниклайди. Энди унинг ярим геодезик 
параметрлаш усули эканлигини курсатайлик.

Хар бир t учун ц геодезик чизик булганлиги учун 
(?ss((> *),?/) =  О ва (/'.,FS) = 1 
тенгликлар уринли. Лскин

Энди геодезик чизикларнинг яна бир му\им хоссасини 

исботлайлик. Peiyjinp ф  сирт нукта атрофидаги (f,G) параметрлаш усули

геодезик чизик берилган булса, у узига тегишли етарли якян ихтиёрий 

иккига нуктани гуташтирувчи энг киска чизик эканлигини исботлаймиз.

Умумийликни чегараламасдан у геодезик чизик P o ( u (], v ()) нуктадан 
утсин деб фараз киламиз. p 0(u0, v 0) нуктадан у га перпендикуляр 

бирорта у0 чизик чикарамиз ва у0 ёрдамида р 0 нукта атрофида ярим 
геодезик координаталар системасини киритамиз. Дсмак, v=const чизиклар 
геодезик чизиклар булиб, улар ус чизикка перпендикуляр булади.

Бу координаталар системасида у чизик v = v0 тенглама ёрдамида 
аникланади. Фараз килайлик у чизикда ётувчи р  ваq  нукталар р 0 
нукл анинг геодезик координаталар системаси киритилган атрофида 
ётсии. Ярим геодезик координаталар системаси киритилган р () нуктанинг 

атрофини V( р {)) билан белгилаб, Б >  0 ни шундай танлаймизки,

r ( t , s )  = r (u, ( s) ,  v ,( j) )  ( t , s ) e G a

мупосабатлардан ва F(i,o)=o тенгликдан F(t,s)=0 экацлиги келиб чикади.

F — тенглама ёрдамида берилган булсин. Агар Ф сиртда у
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Vс (/?0 )-дойра V(P) нинг К.ИСМН булсин. Шунда р  ваq  нук,талар 

V w ....-£ ( р ()) га тегишли булса, у чизикниш p q  ей узунлигидан кичик

узунликка эга булган у  чизик, албатта V(p) да стади. Х,акик,атан у
V

чизик, V(p) да стмаса, унинг ~~ (ро)  дойра чегарасини биринчи ва

охирги марта кесишиш нук,таларини г ва s билан белгилаймиз. Шунда
и  и и и

\Р о Р \  + \ Р г \> £,\РоЯ\ + \ Я з \ > £
муносабатлардан

v_- о
\РоР\ + \Рг \ + \РоГ + \яз \> 2е

тенгсизлик келиб чикдди. Пекин иккинчи томондан
о

\pr\+\qs\<\p„p\ + \paq\<£ 
к,арама-к,аршилик мавжуд. Демак у  чизик, V(p) да ётади. Унинг
узунлигини х,исобласак,

q ---------------  q и
£ ( у ) =  J ~Ju'2 + G v ' 2d t >  \ \ u ' \ d t > u \ N - u \ M = \ p q \  

р р
KJ

ни х,осил к,иламиз. Демак, бу кдрама-кдршиликдан у нинг p q  ёйи энг 
к,искд ёй эканлиги келиб чикдди.
Мисоллар.
1. Хар кандай сиртда чизикли параметрлаш усули билан берилган тугри 

чизик, геодезик чизикдир. Бу холда p ( t )  = a t  -К? булиб, бу ерда й, У 
узгармас векторлардир. Шунинг учун p"( t)  =  0 тенглик уринли 
булади.

2. Регуляр Ф сирт сифатида ошкормас куринишда берилган доиравий 
цилиндрни олайлик. Координаталар системаси кулай танланганда 
тенглама хг i у 2 = R1 куринишда булади. Бу цилиндрда

х -  Rco s(a t  + р )

• у  -  ^?sin(ctf +  Р )  

z  = at + Р
тенглама билан берилган чизик, геодезик чизик, булади. Бу ерда 

p \ t )  = \ - a 2R c o s (a t  +  p ) , - a 2Rs \n (a t  + Р) , о \  
булиб, gradF{x,y, z)  = {2х,2у,0\ векторга коллинеардир.

F(x,y,z) = x 2 + у - R2 функциянинг градиента F(x,y , z )  = 0 сиртга 
ортошнал булганлиги учун р"(()  вектор хам уринма текисликка 
перпендикуляр булади. Агар а  = 0 булса бу чизик, цилиндрнинг ясовчиси
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булади, а = О булса айлана хосил булади. Умумий холда эса винт 
чизигша айлапади.
3. Икки улчамли S2 сфера х 2 + у 2 + z 2 = К2 тешлама билан бсрилган 

булса, иккита узаР° ортогонал <?| , ё2 бирлик векторлар учун 
p(t)  = R cos t3\ + Rsmt82 тешлама геодезик чизикни аниклайди. 
Хак.икдтан | p{t)  |= R булиб,

p"{t) = - R  cos t8{ -  R sin tS2 = - p i t )  
булиб, p(t)  радиус вектор, демак p it )  вектор хам сфера уринма 
текислигига перпендикуляр булади. Бу чизик,ни хосил кляиш учун 8\ ,ё2 
векторларга параллел ва координата бошидан утувчи текислик билан 
сферани кесамиз. Демак, бу чизик. сферадаги катта айланалардан бири- 
дир. Хар бир нук,тада ихгиёрий йуналиш буйича бигта катта айлана 
утганлига учун сферада хар капдай геодезик чизик, катта айлана ёки 
катта айлана ёйидан иборатдир.
4. Евклид фазоларида тукри чизик^шр ва факдт тугри чизиклар геодезик 

чизиклар булади.

§ 12. Векторларни параллел кучириш

Евклид геометриясида текисликда ва фазода векторларни бир 
нуктадан иккинчи нукдага параллел кучиришни биз яхши биламиз. 
Лекии сиртларда бир нуктадаги уринма векторни иккинчи нуктадаги 
уринма векторга параллел кучиришда Евклид фазодаги параллел 
кучиришдап фойдаланиб булмайди, чунки, бигга нук,тадаги уринма 
вектор иккинчи нук,тада сиртга уринма вектор булмай колиши мумкин. 
Шунинг учун сиртларда параллел кучириш коидасипи бошкача йул 
билан аниклашга киришамиз. Аввало биз вектор майдонлар ва уларни 
ковариант диффереициаллаш тушунчаларини киритамиз.

1. Вектор майдонлар

Уч улчамли Евклид фазосининг бирорта очик, G клсм тунлами 
бсрилган булсин. Агар G тупламга тегишли хар бир р нукгага битта Х(р) 
вектор мос куйилса, бу мослик вектор майдон деб аталади. Фазода Oxyz 
декарт координаталар системасини киригиб, Х(р) векторни базис 
векторлар оркдли ифодаласак

X { p ) = X ;(p ) J  +  X 2( p ) j + Х ъ( р ) к  
тенгликни хосил киламиз. Бу ерда Х ( р )  векторнинг 
Х х{р) ,  Х 2(р) ,  Х 3( р )  координаталари р нуктанинг функцияларидир. 
Демак, вектор майдон бериш учун

X x( x , y , z ) ,  X 2( x , y , z ) ,  X 3( x , y , z ) 
функциялар курсатилиши етарлидир. Агар
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X x( x , y , z ) ,  X 2( x , y , z ) ,  X 3( x , y , z )  
функциялар дифференциалланувчи функциялар булса,

X  : ( x , y , z )  - >  ( X t ( x , y , z ) ,  X 2( x , y , z ) ,  X 3( x , y , z ) }  
вектор майдон силлик (ёки дифференциалланувчи) вектор майдон 
дейилади. Вектор майдон X учун

X i ( x , y , z ) ,  X 2( x , y , z ) ,  X 3( x , y , z )  
фупкцияларми унинг координата функциялари деб агаймиз.

Таъриф. Бирорга G с  R’ сохдда X вектор майдон берилган булиб 
ва шу сох,ада р  = p(t) тенглама билан аникланган дифференциалланувчи у 
чизик. х,ам берилган булсин. Агар х,ар бир t учун p \ t )  =  X ( y ( t  j) булса у 
чизик, X вектор майдоннинг интеграл чизши дейилади. Бу ерда у(1)- 
чизикнинг радиус-вектори f i( t)  булган нуктаси.

Теорема-23. Силлик вектор майдон берилган сох,анинг хдр бир 
нуктасидан шу вектор майдоннинг ягона интеграл чизиги утади.

Исбот. Вектор майдонниш'
Х х{х, у ,  z),  Х 2(х,  у ,  z) ,  Х г {х, у , z )  

координата функциялари, (xg,y0,z0) e G  нукта берилган булса

d x ( 0  v  ,  ч— - = X i ( x , y , z )  
dt

~ ^ -  = X 2{ x , y , z )  (I)
dt

= X 3( x , v , z )
a t

дифференциал тенгламалар системасининг
x (0 ) =  x 0 , y ( 0 ) =  y Q, z (  0 ) = z 0 

бошланв-ич шартларини каноатлантирувчи {x(t),  y ( t ) ,  z ( t )  ечими 
(х 0>Уо’2о)  нуктадан утувчи интеграл чизикли аникдайди.

Энди сиртларда берилган вектор майдонларни карайлик. Регуляр Ф 
сиртнинг р нукта атрофидаги ( f , G ) параметрлаш усули F = T (u ,v ) 
тенглама билан берилган булсин. Агар Ф сиртга тегишли х,ар бир нуктага 
шу нуктадан чикувчи вектор мос куйилган булса, сиртда вектор майдон 
берилган дейилади. Агар вектор майдоннинг координата функциялари Ф 
сиртда аникланган дифференциалланувчи функциялар булса, вектор 
майдон силлик вектор майдон дейилади. демак, X  = { X i , X 2, X j }  
вектор майдон р нукта атрофида силлик булиши учун

X, ■ /  :G -> R3, Х 2 ■ /  :G -> R3, Х 3 ■ /  :G  -> R3 
функциялар дифференциалланувчи функциялар булиши лозим. Сиртда 
берилган X вектор майдонни X ( q )  = X T(q )  + X n(q)  куринишда ёзиш

www.ziyouz.com kutubxonasi



Л(и, v) = (X,fl)  муносабат х,осил киламиз. Бу ерда Я =

мумкип. Бу ерда X T(q) ,  X " (q)  векторлар мос равишда X ( q )  
векторнинг q нуктадан утувчи уринма гекисликка ва нормалга проекция-

ларидир. Шундай кнлиб, сиртга уринувчи X х : q —> X х (q)  ва сиртга

перпендикуляр X " : q —> X ”(q )  вектор майдонлар \осил булди. Агар X

силлик вектор майдон булса, Х т( q ) , X n(q)  вектор майдонлар х,ам 
силлик булади.

Буни исботлаш учун бсрилган р нукта атрофида уларнинг силлик

эканлигини курсатайлик. Бунинг учун X ни X  = X х +  Л(и, v)ft 
куринишда езиб, бу тенгликни п векторга скаляр купайтириб

\?иА,\  

| [ М И
Демак, X "  — ЛЯ , X х =  X  — ЛИ тенгликлар х,осил булади. Бсрилган X 
вектор майдон ва Я силлик вектор майдонлар булганлиги учун Mu,v)

дифференциалланувчи функциядир. Шунинг учун X T( q ) , X n(q)  лар 
х,ам силлик. вектор функциялар булади.

Энди p  = p ( t )  тешлама билан иарамстрланган силлик г чизик 
берилиб, хдр бир t учун y(t) нуктадан чикувчи X(t) вектор мос куйилса, 
у чизикда вектор майдон берилган дейилади. Берилган вектор 
майдопнинг координата функциялари дифференциалланувчи функциялар 
булса, у силлик вектор майдон дейилади. Агар

силлик, вектор майдон булса
d X  d X x d X 2 d X  3'

dt \  dl ’ dt  ’ dl  
вектор майдон X нинг /  чизик буйлаб дифференциали деб аталади.

Энди у чизик регуляр Ф сиртда стувчи чизик булиб, у да силлик 
вектор майдон X берилиб, х,ар бир t учун X(t) сиртнинг у (t) нуктасидаги

d X
уринма вектор булсин. Шунда вектор майдон

dt
сиртга уринма вектор

майдон булиши шарт эмас. Лекин х,ар бир t учун

dX(t)  Г пг Г П" 
dt

\ d X  1г
\ d X , Л+

тенгликни ёзсак, Ф сиртда 

килади. Бу вектор майдон учун

dX(i)
dt

уринма вектор майдонни х,осил
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Dx

л < 0 =

d X  . ' (;)
dt

белгилаш киритиб, уни X нинг ковариант дифференциали деб атаймиз. 
Агар регуляр Ф сирт р  = у(10) е Ф  нукта атрофнда г  = r ( i i , v )  
тенглама билан берилган булса х,ар бир t учун

Х (1) = гщ (Щ 0 ) ,  и2 (О )х’ ( 0  + г„2 {щ ( t ), иг { t) )x2 (О

тенгликни ёза оламиз. Бу ерда щ =  u x( t ) ,u 2 — v 2{t) функциялар унинг

ички координаталардаги тенгламаларидир. x l ( t ) , x 2(t) функциялар эса 
векторнинг ru , rv базисдаги координаталар булиб, улар t нинг 
дифференциалланувчи функцияларидир.

Энди

~ТГ  =  Z  ( 0 , “ г ( 0 ) *  ( 0 -  —  + Х Г«, " ,
wf i,j—\ d t  /_] ut

тенгликда F = Г *гk + q tjn деривацион формулалардан фойдаланиб

d X { t )  у--, . du diij s-^dxk 
- - - - -  = > Г, г х ------Ь > q. .х ' п + > -------г

d t  dt d t  Г  dt
тенгликни х,осил кдламиз. Бу ердан эса ковариант дифференциал учун 
куйидаги ифодани топамиз:

D X { t ) _ ^ \ d x k _

~ 1 Г " Ц ~ л

2. Векторларни параллел кучириш

Регуляр Ф сиртнинг бир нуктасидан иккинчи нук,тасига шу 
нукталарни туташтирувчи бирорта чизик, буйлаб уринма векторни 
параллел кучириш масаласини курайлик. Сиртда ётувчи у чизик буйлаб

с л, - D X  п „оершнан X вектор маидон учун ----- = 0  булса, X вектор майдон у
dt

чизик, буйлаб параллел вектор майдон дейилади.
Таъриф. Ф сиртда р ва q нук,таларни туташтирувчи силлик у

чизик па cl е  ТрФ, Ъ G ГцФ уринма векторлар берилган булсин. Агар у 

чизик, буйича параллел X вектор майдон булиб, X ( t  ) =  a, X ( t  ) = b 

тенгликлар бажарилса, Ъ вектор а  векторни у  чизик буйлаб параллел
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кучириш натижасида хосил килинган дейилади. Бу ерда t  t  ̂ лар мос

равишда параметрнинг р ва q нукталарга мос келувчи кийматларидир.
Георсма-24. Регуляр Ф сиртда р ва q нукталарни туташтирувчи 

силлик, у чизик, р  — p(t)  тенглама билан берилиб, = — q
булсин. Шунда ихтиёрий й е  ТрФ учун ягона b е  ТЦФ вектор мавжуд

булиб, у а  ни у  чизик, буйлаб параллел кучириш натижасида хосил 
булади.

Исбот. Сиртнинг бирорта нукта агрофида

Г = r( u ,v ) , ( u ,v ) G G  (3)
тенглама билан нараметрласак, ички координаталарда 
U\ и\ ( l ) ,и 2 тенгламалар билан берилган у  чизик, буйлаб

координата функциялари X X{ t \  X 2(t)  булган X вектор майдон параллел 
булиши учун

• \ ~ л '■ - ~ > г -  = 0

булиши зарур ва етарлидир. Бу ерда ги  ̂ , гИ̂ векторларнинг чизикди 

эркли эканлигини хисобга олсак

dx1 ^  и du ,
л  +  § г «  л  = 0

< * 2 s r v ^ k d u i „—  + >  1 — = 0
dt t j  ,J dt

( 4 )

дифференциал тенгламалар системасини хосил киламиз.
Энди бевосита теорема исботига утайлик. Агар p,q нукталарни

туташтирувчи чизик, Ф сиртнинг (3) тенглама билан параметрланган
кисмида ётса, (4) дифференциал тенгламалар системасининг

х  (®) ~ х  (0 ) ~  а 2  бошлангич шаргларни каноатлантирувчи ечими 
f 1 2
|X (t),x  (/)} бизга у чизик, буйлаб параллел булган

m ~ r Ulx + г„2х  вектор майдонни беради. Бу ерда лар а

вскторнинг координаталари. Энди теорема тасдигндаги b вектор 
сифатида X ( t2) векторни оламиз. Агар р ва q нукталарни туташтирувчи 
чизик у сиртнинг бирорта параметрланган кисмида тулик ётмаса, бу 
чизикни чекли сондаги майда-майда булакларга шундай килиб 
ажратамизки, хар бир булак сиртнинг бирорта параметрланган сохасида 
етади. Хар бир булакда юкоридагидек параллел вектор майдонни 
аникдасак, у чизик буйлаб параллел вектор майдонни хосил киламиз.
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Агар B = X ( t 2) булса, у й  вскторни у буйлаб q нук,тага параллел 
кучириш натижасидир.

Теорема-25. Сиртда ётувчи ихтиёрий чизик, буйича уринма 
векторларни паралпел кучириш опсрацияси скаляр купайтмани сакловчи 
чизикли изоморфизмдир.

Исбот. Регуляр Ф сиртда р  = p(t) тенглама билан у чизик берилиб,
/ ( h ) = P ’Y i h ) = Q булсин. Агар а,Ь е ТрФ уринма векторларни у
буйлаб q нуктага кучириш натижасида 3\,Ъ\ векторлар х,осил булса, бу 
чизик буйлаб параллел X,Y вектор майдонлар мавжуд булиб,

X( tx) = a,  X ( t 2 ) = a x, Y ( t x) = S , Y ( t 2) = 5x 
тенгликлар бажарилади. Бу вектор майдонлар параллел булганлиги учун 
X+Y вектор майдон ва ихтиёрий Я хдкикий сон учун X X вектор майдон 
х,ам у  буйлаб параллел булади, чунки

dt dt

dt

тенгликлардан
D ( X  + Y ) 

dt
муносабатлар келиб чикади. Бу муносабатларни исботлаш учун

IXX+Y)_DX+DY  
dt dt dt  ’

+ X.
DY
dt

! \ t X )
dt

i f- x , f DX-  
dt dt

формулаларни исботлаймиз. Бу ерда f(t) дифференциалланувчи функция
fX вектор майдон f X { t )  =  f ( t ) X ( t )  коида буйича аншутнади.

Бу формулаларни исботлаш учун
d(X + Y) dX dY d
---------- •; , i,

dt dt dt dt
тенгликлардан фойдаланамиз. Учинчи формулани исботлайлик:

{X,Y)-
dt J ( dt J dt dt dt

IKfx)
dt

d{JX)
dt

d f
dt

( t)X(t) / ( 0 f ( 0at dt dt
Иккинчи формуланинг исботи
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тснгликлардан келиб чикади. Энди теорема исботига кайтайлик. куйидаги
( X  + Y)(ty) = x ( t { ) + Y(tl ) = a + B, 

( X  + Y)(t2 ) = X( t2 ) + Y(t2 ) = a l + B ]

AX(tl) = Aa
муносабатлардан у чизик буйлаб параллел кучириш операцияси 
у"'ТеФ ^ Т чФ уринма фазолар орасидаги чизикли изоморфизм эканлиги 
келиб чикади.

Энди у "  акслантиришда скаляр купайгманинг сакданишини 
курсатайлик.

тенгликда хар бир t учун
П\0)  о  / » ( ') _  о 

dt ’ dt
d

булганлиги учун (X(t),Y(t) =  0 ни х,осил киламиз. 
dt

Демак, у  чизик буйлаб у {!\) нуктадан у(12) нуктага харакат 
килганимизда ( X ( t ) , Y (/)) скаляр купайтма узгармайди ва

тепглик уринли булади.

Регуляр Ф сиртда ётувчи на р  = p(t) тенглама билан аникланган у 
чизик геодезик чизик булиши учун унинг p'(t) уринма вектори у  буйлаб 
параллел булиши зарур ва етарлидир.

Исбот. Уринма пекторнинг ковариант дифференциалини хисобласак
Щ,± 
dt [_ dt'

муносабатини \осил киламиз. Демак, у геодезик чизик булиши учун 

~ булиши зарур ва етарлидир. □

Мисол. Доиравий цилиндр 0XYZ дскарт координаталар 
системасида х 2 + у 2 = R2 тенглама билан берилса, унда ёгувчи 

х = R c o s t , y  = Rs 'mt , z  = Rt 
тенглама билан аникланувчи винт чизиги учун унинг 

/5('() = { - R s \ n t , R c o s t , R }  
уринма вектори шу чизик буйлаб параллелдир, чунки

/5(7) = {-/?cos/,- /?sinr,0 }

d
= k , t

www.ziyouz.com kutubxonasi



DP'(<)вектор уринма текисликка ортогонал ва демак
dt

т

=  0 .
dp( t)  

dt
Регуляр Ф , ва Ф 2 сиртлар учун /• ’ : Ф , —> Ф 2 дифференциалла

нувчи акслантиришлар берилиб, Ф, сиртда р  = /3(0 тенглама билан 
аникланган у  чизик. буйлаб сиртга уринувчи X ( t )  вектор майдон бе
рилган Ф 2 сиртда у чизикнинг образи F ( y )  силлик чизик булади, ва 
F ( y )  буйлаб аникланган Y = d F ( X )  силлик вектор майдон х,осил 
булади.

'Георема-26. Регуляр Ф , ,Ф 2 сиртлар учун F  : Ф , —> Ф 2 изомет
рик акслантириш булса,

dF ( D X )  = D-V
V dt  )  dt

тенглик уринлидир, яъни ковариацт дифференциал изометрик акслаити- 
ришларга нисбатан нивариантдир.

Исбот. Ихтиёрий /0 учун

тенгликни исботлаш етарлидир. Фараз килайлик, y(t„) нукта атрофида 
Ф, сирт г  = r ( u , v ) тенглама ёрдамида аникланган ва у чизик
и = и } ( t ) , v  =  м2( 0  тенгламалар билан берилган булсин. Энди Ф2 

сиртни F ( y ( t 0)) = Q  нукта атрофида а = a (u , v )  тенглама ёрдамида 

парамегрлаймиз. Бу ерда a ( u , v ) вектор Ф2 сиртнинг F(P(U v)) нуктаси 
радиус-векторидир. Акслантириш F дифференциалланувчи булганлиги 
учун a { u , v ) дифференциалланувчи вектор функциядир. Бу

параметрлашда F ( y )  чизикни b ( t )  = a[ut ( t ) , u 2(t))  тенглама билан 

параметрласак, F ( y )  чизикнинг Ф 2 сирт ички координаталаридаги 
тенгламалари и = U\( t ) , v  -  u2(t)  куринишда булади. Бизга маълумки,

dF(y(t))(r:l (/)) = аи (t) тенглик уринли булади. Ундан ташкари биз 

биламизки, F изометрик акслантириш булганлиги учун Ф, ва Ф2 
сиртларнинг юкоридаги параметрлаш усуллари билан аникданган бирин
чи квадратик формаларининг коэффициентлари мос равишда тснг бу
лади; шунинг учун Кристофель символлари хдм узаро тенг булади. Энди

D X (t) =  T \ d x k + V r k ± j  
dt  dt f j  ij dt

формуладан
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DY ( D X  \
^ { t 0) =  dF № o ) \ - j t- i t o ) }

тепгликни \осил киламиз.
Чунки X(t) уринма вектор учун X ( t )  =  fux \ t )  + fvx 2(t)  тенглик-

1 2дан Y(t)  = aux  ( t)  + a vx ( t ) тснглик келиб чикади.
Нагижа. Теорема шартлари бажарилгаида у геодезик чизик, булса, 

/•(/) х,ам геодезик чизик булади ва аксинча.

§ 13. Гаусс-бонне теоремаси

Бу параграфда сиртда берилган ёпик чизик буйлаб бирорта уринма 
векторни параллел кучириб бошлашич нуктага кайтганимизда, вектор- 
нинг бошлангич ва охирги х,олатлари орасидаги бурчак билан сиртнинг 
тулик, эгрилиги орасидаги муносабатни тонмокчимиз.

Фараз килайлик, ретуляр Ф сирг
г  -  (u , v) g G

тенглама ёрдамида нараметрланган булсин. Фазода
-  -  -  \r„,rv] 
г„, г„, л =

Ik . 'V l!
векторлар ёрдамида ориентацияни аниклаб, сиртда ги всктордан rv 
векторга бурилишни мусбат бурилиш деб хисоблаймиз.

U
Чизма-15

Сиртда чегараси бир нечта У\,У2, ........... У т силлик чизиклардан
иборат булган бир богланишли А сох,а караб, унинг чегарасини Г билан 
белгилайлик. Бу сох,анинг чегарасида бирорта р ( и 0 , v0 ) нукга ва битта 
сиртга уринма а„ вектор берилган булсин. Мусбат йуналиш буйича а„
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векторни Г чизик, буйлаб параллел кучириб яна p ( u 0, v 0 ) га кдйгсак. а„ 

ии параллел кучириш натижасида Ь0 векторни х,осил киламиз. Бу 
векторлар орасидаги бурчак Аср билан белгилаб уни хисоблашга 
киришамиз. Бунинг учун Ф сиртда бирлик с уринма вектор майдонни 
Караймиз ва = S(u0, v 0) белгилаш киритиб, (р0 билан а 0 ва б’0 

векторлар орасидаги бурчакни белгилаймиз. Сох,анинг чегараси Г 
чизикнинг х,ар бир нуктасида а ва с векторлар орасидаги бурчакни tp
билан белгиласак, , v()) = (р{) булади. Энди параллел кучириш
натижасида хосил булган Ь0 вектор билан с0 орасидаги бурчакни tp дед

белгиласак, <р] = (р() + /\<р тенгликни хосил киламиз. Чунки, биз мусбат 
йуналиш буйича харакат килганимиз учун бурчак ортиб боради.

Шунинг учун \<р -  <Рх <ри булиб, у сох,анинг чсгарасини бир марта 
айланиб чикишда х,осил булган бурчак орттирмасига тенг булиб, уни

b<P =  id<p (1)

куринишда ёза оламиз. Хисоб китоб кулайлиги учун | а 0 | = 1 деб 
х,исобласак, Г нинг хдмма нукталарида | а |  = 1 булади. Энди <р 
бурчакнинг дифференциали ни х,исоблаш учун ( а , с )  = сожр
тенгликдан фойдаланамиз. Бу тенгликни дифференциаллаб 

(d a , c )  + ( a , d c ) =  - s in  qxlcp 
тенгликни ^осил киламиз. Уринма а вектор Г чизик буйлаб, d,t 

векторни параллел кучириш нагижасида хосил булганлиги учун del 
векторнинг уринма текисликка проекцияси ноль векгорга тенг булади, 
демак, { d a , с )  =  0  ва — sin (pd(p =  (a , d c ) тенглик х,осил булади.

Бурчак дифференциали dtp ни х,исоблаш да яна бир нарсани 
х,исобга олишимиз зарур. Агар а 0 векторни бошка бирлик g 0 вектор 

билан алмаштириб, ад  билан а С), g () векторлар орасидаги бурчакни 
белгиласак, унда уларни Г чизик буйлаб параллел кучириш натижасида 
х,осил булган a , g  векторлар орасидаги бурчак \ам c?q га генг булади. 
Шунинг учун, агар ц/ билан С\ g  векторлар орасидаги бурчакни 
белгиласак, у/ = (р +  qtq булади ва демак dy/ — d(p тенглик уринлидир.

Эггди сиртггинг х,ар бир нуктасида с? га перггендикуляр булган р  
вектортги шундай танлаймизки, хар бир нуктада {S ,p , r l \  векторлар 
оиласи унг системани х,осшг кшгеин.

Мисол учун, бундай векторни хамма нукталарда S векторни
уринма текисликда +  90° га буриб хосил килиш мумкин. Соха 
чегарасига гегишли q нуктани олиб, бу нуктадаги р  векторни М0
нуктага rrapaiuiejr кучириб p cj билан бе;пилаймиз. Энди параллел
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кучирилиши лозим булган da вектор урнига p q векторни Г чизик. 
буйлаб параллел кучирамиз ва натнжада Г нинг хамма нукталарида 
берилган векторни р \j билан белгилаймиз. Агар у  бурчак С ва р ц  
орасидаш бурчак булса, q нук,тада /5| | вектор р  вектор билан устма-уст

тушганлиги учун бу нуктада y/q = — булади ва демак

=ЧР,<*')

тенглик уринли булади.
Биз q нуктани ихтиёрий танлаганимиз учун бу ишни хамма q лар 

учун такрорлаб, (2) тенгликни хосил киламиз. Энди dtp нинг ихтиёрий q
нуктадаги кийматини хнеоблаш учун d(p = d у/ц тенгликдан фойдала- 
намиз ва натнжада

d(p{q) = dy/Cj(q) = - (p ,dS )  (3 )
формулани хосил киламиз. Бу формула биз учун мухим ахамиятга эга, 
чунки ( p , d S )  скаляр купайтмани хисоблай оламиз.

Энди биз ( p , d S )  скаляр купайтмани хисоблашга киришамиз.
Бунинг учун dc -  c udu + c vdv  тенгликни ва (3) ни хисобга олиб ( 1 ) ни

А(Р = ~ j { ( P , c u)du + ( p , c v)dv}  куринишда ёзамиз.
Г

Биз

j ( P d x  + Q d y ) =  f[ dxdy
г А д х  д У )

формуладан фойдаланиб
д  а

А < Р = [у\ д и  {P ,C v )~ T v { Р ’С" Y u j v  = ~ 1 p v)\dudv

ватенгликни хосил киламиз. Энди [ru, rv ] = Я | \?и, rv ] |

\.пи ̂  пг 1 — К\ги > rv ] тенгликлардан [пи, Fiv ] =  К  | \ru, rv J | п тенгликни 
Хосил киламиз. Бу ерда К сиртнинг Гаусс эгрилигидир. Бу тенгликдан 
(с\м Ри) ~  (?!,, p v) ифодани хисоблашда фойдаланамиз. Бунинг учун

с„ =с \с  +с?р + с?п, с\, = с \ с + с \ р  + с\п

Ри = Р\С + Р \ Р  + Р\П, p v = р \ с  +  р \ р  + р \ п  
ифодалардан фойдаланамиз. Лекин с ва р бирлик векторлар булгани 
учун

(S,Su) = (S,Sv) = 0 , ( p , p u) = ( p , p v ) = 0 

тенгликлар уринли. Демак, с ' =  с \  = р \  = р \  = 0 булади. Хуллас
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ги = с \ р  + с\п cv = c \ p  + c\n 

Р„ = P\s  + Ргп’ P v = P2г + p ln
тенгликларни х,исобга олиб

{pv.pu) - { C u, p v) ^ c l p l - c l p l  
тенгликни х.осил киламиз. Энди

пи = N \ c  + jVf p , n v ~ N \ c  +  N 2 p
ёйилмалардан

[П„, ПJ  = N \ N l [c , p \  + N f  N l [ p , c \ =  /V,1 N 22n -  N?N'2n = 

= ( N l N l - N ^ N \ ) n

тенгликни ёзиш мумкин. Лекин Я = [с, р ]  ва
Я„ = [си , р ]  + [с, р„  ] Я„ -  [су, р ] + [с, р ,  ]

тенгликни \исобга олиб [w „ ^ vJ = (с, р 2 — С2р 2)п муносабатни х,осил 
киламиз. Демак,

(с';р1 - c l p \ ) n  = K \ [ r №trv] \ n  
тенглик ва натижада эса ________

с\ Р 2 ~ с\ Рг ~ К  ̂  EG — //2
тенглик уринли булади. Шунда

Л<р = \ \  К -JEG -  F  2 dudv  (4 )

формулани х,осил киламиз.
Энди юкоридаги (4) формуладан фойдаланиб Гаусс-Бонне теоре- 

масини исботлайлик. Бунинг учун А сох,ани чегараловчи Г чизик бир 
нечта силлик чизиклардан иборат эканлигини эслатиб утамиз.  Демак, бу 
чизикнинг уринма вектори т аникланган булиб, Гни айланиб чикиш 
давомида у силлик чизикларнинг туташ нукталарида функция сифатида 
узилишга эга булади, яъни унинг йуналиши сакраб узгаради. Сох,анинг 
чегараси Г чизик буйлаб параллел кучирилаётган а вектор билан г 
вектор орасидаги бурчакни 4/ билан, с вектор ва а вектор орасида! и 
бурчакни юкоридаги дек (р билан белгиласак, с ва г векторлар 
орасидаги бурчак /л учун /Y = ср + 1// тенглик уринли булади. Биз I 
чизикни бир марта айланиб чиксак,

r0 = r(M0,v0),?0 =e(M0,v0)
векторлар яна у3 вазиятига кайтади. Демак, / /  бурчакнинг орттирмаси
2пк га тенг булиши керак. Аслида эса бу оргтирма 2тт га тенгдир. 
Чунки А сох,а доирага ва чегараси эса айланага гомеоморфдир.

Демак, = 2п  ёки t \ (p+ Ау/  = 2ж. Параллел кучирилаётган а
вектор ва чизикнинг уринма вектори г  орасидаги бурчак орттирмаси учун
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ЧИЗИК.НИНГ эгрилиги

Ау/ = j d y / + ^ А ц / ,  
i -1

уринли булади.
Бу ерда Л (//, / -  чи туташиш нуктасидаги бурчак орт гирмасидир. 

Энди dy / ни х,исоблаш учун d y /  =  - ( b , d f )  тснгликдан фойдаланамиз.

Бу ерда Ь вектор сифатида Гни сиртнинг уринма тскислигида + 9 0 ^га

d fбуриб х,осил килииган векторни кабул киламиз. Энди -  = kin
ds

тенгликни х,исобга олиб ' — к(Ь,т )  формулани \осил киламиз. Бу
as

ерда т чизиклинг бош нормалидир. Шунда (В,т) скаляр купайтма 
-  _ d f
т ~ ~Г  векторнинг уринма тскисликдаги нроекцияси эканлигидан ва 

ds

dW  ,га тенглигидан = к., тенгликни х,осил 
ds *

Киламиз.
Бу ерда ^-чизикнинг геодезик эгрилигидир. Энди буларни х,исобга 

олиб А<р Ау/  =  2 л  тенгликни

} { К  \/ EG -  F 2dudv  +  X  J K gds  + £  A y/ t■ = 2ж (5)
A /=1 у  ■ i = I

курипишда ёзамиз. Хосил булган формула Гаусс-Бонне теоремаси деб 
аталади. Энди

J jV ^ G  -  F 2 dudv  
л

интеграл А сох,анинг юзасига тенг эканлигини курсатамиз.
Бунинг учун аввало сох,а юзаси тушунчасини киритамиз. Сиртдаги 

А сох,ани кичкина со\ачаларга ажратиб, х,ар бир кичкина сох,ачанинг 
чегараси ёпик чизик, булиб, бу ёпик чизик чекли сондаги силлик 
чизиклардан иборат булишини талаб киламиз. Бу кичкина со\ачаларни

а билан белгилайлик. Энди \ар  бир а  соцадан биттадан Р  нукта
а

олиб, шу нуктадан сиртга уринма текислик утказамиз. Кичкина а 

сох,ачалар шунчалик кичик булиши керакки, а  сох,ани Р  нуктадан
а

утадиган уринма текисликка проекциялаш узаро бир кийматли мослик
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булиши ксрак. Уринма текисликдаги а соханиш проекциясини ап 
билан унинг юзасини S(an) билан белгилаймиз.

S(an) ифоданинг сохалар сони чексизликка интилгандаги
а

лимитини А соханиш юзаси дсб атаймиз ва S(A) билан белгилаймиз. 
Энди S(A)  ни х,исоблашга киришамиз. Бунинг учун хар бир а учун

S(a„) ии х,исоблаймиз. Агар Р  нуктани координата боши сифатида 

кабул килиб, Z укини шу нуктадагн нормал буйича йуналтирсак, XY 

текислиги Р нуктадаги уринма текислик билан усгма-уст тушади. Бу

х — x(u,v)
координаталар системасида < тенгликлар ап сох,ача билан G

[У = y(M,v)
сох,адаги бирорта а„ сохача уртасида узаро бир кийматли мослик 
урнатади. Агар

r(u,v) = {x(u,v),y(u,v),z(u,vj\
булса,

zu(u<bvo) = 0 >zv(wO>vo) = 0  

тенгликлар уринли булади. Бу ерда w0 ,V0 сиртда Р нуктанинг ички 

координаталаридир. Бундан ташкари, \ru, г,, | Ф 0 ва

[гиОо > vo ) ,rv (ы0, v0 )] = |о,О

тенгликлардан
X (Ur.,Vr.} х . ( и п.у,Л

Ф О

хи ху 

Уи У̂

Xu(uo>vo) xv(u0,v0) 
y«(u0,v0) y v(u0 ,v0) 

муносабат келиб чикади. Биринчи гартибли хусусий х,осилалар узлуксиз 
булгани учун

xu(u0,v0) xv(m0 ,v0)J 

Уи(и 0 ,v0) y v{u0,v0)\ 
детерминант p a(u0,V0) нуктага етарли якин нукталарда х,ам нолдан 

фаркли булади. Фараз килайлик СТа > 0 сон учун 

| и -  и0 \< сга, | v -  v0 |< <та тенгсизликлар бажарилганда юкоридаги 
детерминант нолдан фаркди булиб, сиртнинг
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X = x( u ,v )

< У = y ( u , v )  (u,v)  e  {(и, v) :| и -  и0 |< <т,| v -  v0 |< a }  

z  = z ( u , v )
тенгламалар билан аникланган кдсми а  сохдни уз ичига олеин. Шунда 

fx  = x(u , v ) ,x ( u 0, v 0) = О

} ^  = 7 (w ,v),x(m 0 ,v0) = 0 

тенгламалар системасидан ошкормас функция х.ак,идаги теоремага асосан 
дифференциалланувчи u = u(x,y),v = v(x ,y ) функциялар мавжуд булади. 
Шунда а  сох,ани уринма текисликка нроекциялаш (x ,y ,z )-> (x ,y)  

формула оркали ифодалангани учун u = u(x,y),v = v{x,y) функциялар ап 
сохдчани G сохадаги ап сохачага гомеоморф акслантиради. Демак, а п 
сох,ача юзасини х,исоблаш учун каррали интегралдан фойдаланиб 
S { a „ ) =  j j d x d y  куринишда ёзсак, уни х  = х(и,  v), у  -  у(и,  v)

алмаиггиришдан кейин

Уи

Уу
dudv

куринишда ёза оламиз. 
Ьу ерда

abs Уи 

УV

билан Уи

Уу
детерминантнинг абсолют к.иймати белгиланган. Энди

Р  нук.тадаа

I \rn, rv } |= abs Уи

y v
тенглик уринли булгани ва |[ r u, r v] | функциянинг узлуксизлигидан х,ар 
бир (и, v) е  ап нук,та учун

a b s Xu Уи =\[ru,rv ] \ + £ a {u,v)
*v yv

тенгликни ёза оламиз. Бу ерда £a (u , v ) етарли кичик микдор булиб, а 
кичиклашганда у нолга интилади.

Юкоридагиларни х,исобга олиб
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X  S'(a„) -  X  Jjl r* II +£« v) = jjl Й 1 1 diulv +X j jEa (“. v)dndv

тенгликни х,осил киламиз. Бу ерда А билан G сох,адаги А сох,ага мое 
келувчи соха белгиланган.

Шундай килиб,

l L S(an)=  jjl [ru,rv] | dudv + £  [р-0 (и,v)dudv (6 )
A a S„

тенгликни х,осил килдик. Бу тенгликца а сохдчаларни етарли кичик 
килиш х,исобига бирорта £  >0  учун £ а (и, v) < £  
генгсизликнинг бажарилишини таъминлаймиз. Натижада

0(u,v)dudv\ < = cS(A)
! ° s« I я

i снгсизликни х,осил киламиз. Энди (6) тенгликда А сохдчалар сои и ни 
чексизликка интилтириб лимитга утсак

П гп ^ 5’(а „ )=  jj\[ru,rv]\dudv
а А

тенгликни хосил киламиз. Демак,
S(A) = | |  \ru,fv \\ dudv 

л
формулани хосил килдик. Бу ерда

\[r„,rv\\= J e G - F 2
тенгликдан фойдаланеак

S(A )=  JjVEX', -  F2dudv
A

формулани х,осил киламиз. Энди

ds = y/EG -  F 2 dudv 
белгилаш киритсак Гаусс-Бонне теоремасини

\ \Kds  + X  f  KSds + X  A Vi -  2я
A i=l Yj i'=l

куринишда ёзиб олиш мумкин. Энди Гаусс-Бонне теоремасини А сока

учта У i -У 2 ’У $ геодезик чизиклар билан чегараланган х,олни курайлик.

Геодезик чизиклар учун K g  =  0 булганлигидан Гаусс-Бонне теоремасига 
кура

\ \Kds  +'£&Vi = 2п 
Л  /=1
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куринишга келади. Бу х,олда А соха геодезик учбурчак булиб, унинг 
ички бурчакларн а .  лар учун а .  = я -  Л у / . уринли булади. Шунинг учун 
юк.оридаги формула

а ! + а  2 + а , = к + \\к<Ь
А

куринишга келади. Бу ерда К=0 булса (мисол учун Ф сирт текислик 
булса) а | + а 2 + « , = я- тенгликни хосил кдламиз.

§ 14. Эгрилиги узгармас сиртлар

Сиртнинг Гаусс эфилига хамма нукталарда битта узгармас сонга 
тенг булса, бундай сиртни эгрилиги узгармас сирт деб атаймиз. Мисол 
учун текисликнинг хамма нук,таларида Гаусс эгрилиги нолга тенг булади. 

Биз Гаусс эфилиги уз1 армас сиртларда Гаусс-Бонне теоремасини
геодезик учбурчак учун ёзсак

а, + а 2 + а 3 = к  + KS(A)
тенгликни хосил киламиз. Бу ерда S(A) -геодезик учбурчак юзаси, К- 
сиртнинг Гаусс эфилиги. Текислик учун К=0 ва демак
а | + а 2 + а 3 = 180°. OXYZ-декарт координаталри кнритилган фазода 

S i  = |(x ,y ,z )  & R 3 : х 2 + у 2 + z 2 = R2] 

сферанинг Гаусс эфилиги узгармас ва хамма нукталарда К  = ^
R

булади. Шунинг учун сферада геодезик учбурчак ички бурчакларнинг 
йигиндиси 180° дан катта булади.

Энди Гаусс эфилиги узгармас манфий сон булган сиртга мисол 
келтирайлик. Бунинг учун OXZ текислигида

www.ziyouz.com kutubxonasi



x = Rsin и 

z = R(\rt tg  ̂  + cos м), у  <u < k ,R>  0

У 0
тенглама ёрдамида параметрлаиган эгри чи'шкпи OZ у к, и атрофида 
айлангиришдан х,оснл булган сиртнн кдрайлик.

Бу сиртнинг нараметрик тенгламалари

х -  R sin и cos v 

у  = Я sin и sin v
п < и  < п

r,/i и 40 < v < 2  пz  = R(mig  ̂ + c o s m )

куринишда булади. Биринчи ва иккинчи квадратик формадар 
коэффициентларини х,исоблаш натижасида

Е = R2ctg2u, F = 0,G = R2 sin2 и, L = - Rctgu, M = О, N = Rctgu sin2 и 
ифодаларни тоиамиз. Гаусс эгрилигини

К  =
L N - M
EG -  F

формуладан фойдаланиб х,исобласак

К  =
- R 2ctg2u sin2 и 

R2ctg2uR2 sin2 и R ‘
натижасини оламиз. Бу сирт псевдосфера ёки Бельтрами сирти деб 
аталади. Гаусс-Бонне теоремасига кура бу сиртда геодезик учбурчак ички 
бурчакларининг йигандиси 180й дан кичик булади.
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Энди регуляр Ф сиртнинг ярим геодезик параметрлаш усули 
f  = F(u, v) ,(u,  v) e  G  тенглама билан берилган булсин. Бу х,олда 
Е  — \ , F  — 0 булишини биламиз. Демак бу х,олда Гаусс эгрилигини G 
орк.али ифодалаш мумкин. Гаусс эгрилигини G орк,али ифодасининг
содцалаштириш учун Г* Кристоффел символларини хисоблаймиз. Бу 
холда

Г1 = Г2 — Г2 — П Г2 — Г2 - ^1 II -  1 II -  1 21 -  и-‘ 12 -  1 21 -  ;2 G ди

2 ди 11 ~ 2G <?v
I 0 G  „ 2 1 3 0* 22 ~ _ п — ..—

тенгликлар уринли булади.
Гаусс тенгламасини gmr га кугшйтириб m индекс буйича йигсак

~ д и ’ 1 + S r »r « - Z f ftr r )  = 'Z(4o4u -4 ik4J,)g i"gm  ̂ I ' Ijli
тенгликни хосил к,иламиз. Бу тенгликнинг унг гомонини

H ( cI i j cl k i  - 4 i k 4 j i ) g l mg , m  =  ^ Ч у Ч к !  ~ Я , к Ч , 1  P i  =  
!,т / 

П ч » Я и  ~ 4 i k 4 j i ) C7s -  4 , j 4 k s  ~ 4 i k 4 j S

куринишга олиб келиб, i — j  =  \ ,k  = s = 2 к,уйсак юк,оридаги тенгликдан

|<?22 <712 -  ^ 2  I || — I 12 + Гц| /2 — У . 1 |2t /Т j

тенгликни хосил к,иламиз. Бу ерда и — и ,и 2 — V, |  биринчи квадра

тик форма матрицаси, jq {j  }-иккинчи квадратик форма матрицасидир.
Энди

1
К  =  1^22 Ч \2

формулада g n  — l , g ]2 -  0 , g 22 -  G ва qu q22 ~Ч\г  УЧУН юцоридаш 
формуладан фойдалансак

К = - 1-  
4с; 2

{ dG"' 
ди j

1 дч:,  
2С~диг

формулани хосил киламиз.
Бундан ташк,ари

= dG
д и  2  4 G  д и

ва
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<?2 V g  _  l <?2g ____ i _

д и 2 2 - J g  d u 2 4 л/ g 3
тснгликларни хисобга олсак

VG <?m2
формулами хосил киламиз, Бу тенгликни

д г 4 с

'  а г ^ 2 d G

ди

К  =

J g k + -
д и 1

= 0

куринишда ёзиш мумкин. Биз ярим геодезик параметрлаш усулини 
киритиш учун и 1 = 0  тенглама билан аникланган чнзикха ортогонал 
геодезик чизикларни (v =  const) киритган эдик. Агар биз щ =  0 чизик,- 
нинг ёй узунлиги ёрдамида параметрлаиган геодезик чизик, булишини 
талаб килсак

1 V (?v(0,v),rv(0 ,v )) = ^/G(0, v)

тенгликни хосил киламиз. Бундан ташк,ари Li\ =  0, м2 
геодезик чизик тенгламаларига к.уйиб

Г'2 (0,у) = 0 ,Г 22 (0,у) = 0 
тенгликларни хосил киламиз. Демак,

d_G{ 0,v) 
ди

t ифодаларни

= 0

д  
ди

Энди К ни узгармас сонга тенг деб хисоблаб,

д 24 с
J g k

д и *
= 0

тенгликни Vg  га нисбатан хусусий хосилали дифференциал тенглама 
сифатида кдраймиз. Бошлангач шартлар

v s o w - . e . o
ди

тенгликлардан иборат булади. Бу тенгламада К=0 булса, G {u ,v )  — \ 
булиб, сирт текисликка локал изометрик булади. Агар К>0 булса, бу 
тенглама ечими - jG(u,  v )  =  COS ~J К и куринишда булади. Демак бу холда

Е  = 1, F  = 0, G(u,  v) = cos2 л[Ки
булади.
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Агар К<0 булса, бу тенглама ечими Кт = ch f— Ku  куринишда 
булади.

Теорема. Регуляр Ф сирт узгармас К Гаусс эфилигига эга булса:
1 )К=0  булганда у гекисликка л окал изометрикдир.

2 )К>0  булганда у радиуси га тенг булган сферага локал 

изометрикдир.
1

3)К<0 булса, сирт параметри / =  га тенг булган Бельграми
л/— К

сиртига локал изометрикдир.
Исбот. Регуляр Ф, на Ф 2 сиртлар узгармас К сонига тенг булган 

Гаусс эгрилигига эга булсин. Бу сиртларга тегишли ва р 2
нук,талардан утувчи ва у  г геодезик чизикларгги карайлик. Бу
нук,талар атрофида Ф, ва Ф 2 сиртларнипг рс1уляр параметрлаш 
усуллари мос равишда

т -  г 1 (w,v)

г = r 2{u,v),  (u , v ) e G  
тенгламалар ёрдамида берилган булсин. Геодезик чизиклар мос равишда

\и  =  m'(.v)
У\ : 1 ,

[v  = v'(.v) 

\и  =  u2(s)  

7 2 ' { v =  v 2( s )
тенгламалар ёрдамида берилган булсин.

1 1  2 2 Бу ерда аниклик учун /] (и0 , v0 ), Р2 (и0 , v0 ) нук,талар учугг

Uq -  ы '(0 ) = 0, Vg = v '(0 )  =  0,Mq = м2 (0) = 0,Vq =  v2 (0 ) = О 
тенгликлар уринли деб х,исоблаймиз. Демак,

/ № )  = РиГгФ) = Р2
булади. Бу чизикларда параметр сифатида ёй узунлигини олиб ва бу 
чизикларга ортогонал геодезик чизиклар оиласини куриб, ^ , ( 0 ) = р х ва 
7 2(0 ) =  /72 нукталар атрофида ярим геодезик параметрлаш усулларини 
аниклаймиз (22-теоремага к.аранг). Энди

p  = p !(w ,5)

p  = p 2(w,s) ( w , j ) e G

тенгламалар мос равишда р х ва р 2 нук,та атрофидаги ярим геодезик 
параметрлаш усуллари булсин. Шунда w=0 тенглама мос равишда Ф, ва
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Ф 2 сиртларда у х ва у 2 чизикларни аниклайди ва биринчи квадратик 

формалар коэффициентлари учун Е) = Е 2 =  1 , = F 2 = 0  тенгликлар 

уринли булади. G 1 , G 2 коэффнциентлар эса

4 g k  + = О
д и 2

тенгламанинг

1 =  0
ди

шартларни каноатлантирувчи ечимлари булади. Ечимнинг ягоналигига
1 2кура G  ( w , s )  = G  (w, s )  тенглик уринли булади.

Демак, 9-теоремага кура p (u ,v )  —>• q(u ,v )  формула билан 
аникданган F акслантириш р ] нукта атрофини р 2 нукта атрофига 
изометрик акслантирадн. Демак, агар бирорта Ф сиртнинг Гаусс эгрилиги 
нолга тенг булса, унга тегишли ихтиёрий нуктанинг бирорта атрофи 
текисликдаги бирорта сохага изометрик булади. Агар Ф сирт учун 
К>0(К<0) булса, унга тегишли хар бир нуктанинг бирорта атрофи 
сферанинг (мос равишда псевдосферанинг) клсмига изометрик булади.

III-бобга дойр машк ва масалалар

1. Эллиптик параболоид
z = x2+ y 2 ( x , y ) e R 2 

тенглама билан берилган булса,

u2+v2’ У u2+v2 ' Z u2+v2 ^
ва

х = и cosv, >> = Hsinv, z  = m2 ( 2 )

тенгламалар системаси параболоид учун хар хил параметрлаш усулла- 
рини беради. Бу параметрлаш усулларидан биринчиси параболоиднн М 
(0 ,0 ,0) нукта атрофида аникламайди, аммо бошк,а нукталар учун регуляр 
параметрлаш усулкни беради. Иккинчи параметрлаш усули параболоид 
учун унинг хамма нукталари атрофида регуляр параметрлаш усулидир.

2. Текислик х = и cosv, у =sinv, z = 0 тенгламалар билан 
параметрлаиган булса, унинг координата чизикдарини аникланг.

Ечиш: Текисликда (u0,v0) нукта олсак, бу нуктадан чикувчи коор
дината чизикларидан биринчиси и = I, v = v 0 тенгламалар билан аникла- 
нади.
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Бу чизикнинг фазодаги тснгламалари
x  = /co sv (),

■ у  = /s in v 0, 

z  =  О

куринишда булади. Берилган (u0,v0) нуктадан чикувчи иккинчи коорди
ната чизиги и =иа, v = I тенгламалар билан аникланади.

Демак, унинг фазодага тенгламалари

IX = и  0 COS t 
у = и„ sin t, 
z = О

куринишда булади. Биринчи координата чизиги ярим тугри чизик (нур), 
иккинчи координата чизиги эса радиуси и0 га тенг айланадир (чизма-18).

Чизма-18

2. Сирт z = х 3 f у 3 функциянинг графигадан иборат. Унинг 
М(1;2;9) нуктадаги уринма текислиги, нормал тенгламалари тузилсин, 
биринчи ва иккинчи квадратик формалар топилсин.

Ечиш: Аввало сиртнинг параметрик тенгламаларини
х = и 

• у =  V 

Z  = U 3 +  V 3

куринишда ёзиб, M ( u = l ; v = 2) нуктадаги x , y, z  фупкцияларнинг х,оси- 
лаларини х,исоблаймиз: 
х „ = 1. У» =°. z„ =3, х,  = О, у„ =1, z„ =12, х„„ = 0, у„„ =0, z„„ = 6,

= Or y„  = 0, z re = 12 , x„„ = 0, z„v -  0.

1). Уринма тскислик тенгламаси
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= О ёки Зх + 12у -  z -  18 = О
ix -  1 у -  2 z -  9

1 О 3
' о  1 12

2) Нормал тенгламаси

* -1 _ у - 2 _ z - 9
1 Г _ 12~ _

3) Биринчи квадратик форма.

Я ,,(1;2) = Е (1;2) = 10, fflJ(l;2) = F(l;2) = 36, д  22(1;2) = G (1;2) = 145. 

Демак, биринчи квадратик форма

I = \М и г + 12dudv + Widv2
куринишда булади.

4) Иккинчи квадратик формани топиш учун бирлик нормал
-  _ т_3 - J 2 1 1 
Л "  IV 154  : -Л.г>4 : vf-15 j

векторни топамиз. Энди

q ,, (1:2) = L(l;2) = (7„„, л j  = - щ  , q ,, (1;2) = М (1;2) = , л ) = О,

Иккинчи форма

g M(l;2) = N(l;2) = | r ... л | = -J2=.

6 ,, 2 12  ,II = ----du + dv
л/154 V154

куринишда булади.

3. Сирт z = ху функциянинг фафишдан иборат булса, унинг 
М( 1; 1; 1) нуктасидаги бош эфиликлари х,исоблансин.

Бунинг учун биринчи ва иккинчи квадратик формапар матрицала- 
рини топамиз. Сиртнинг иарамегрик тенгламалари

1х = и 
у =v

Z  —  UV

куринишда булиб, М нуктанинг ички координаталари 
u = 1, v = 1 булади. Демак,

х„ = 1, у„ = 0, z, = 1, x v = 0, у , = 1, = 1, х„„ = 0, у„„ = 0 , = О, 
Хт = О, у „  = О, 7.„ =0, x„v =0, y„v =0, zuv =1.

g„£(l;l) = 2 g 12 = F(l;l) = 1, q 22 = G(l;l) = 2,

' •  ■ 11:0:11 10:1:4 Ч т Г л И з }
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Яч -  Ц 1Д) = ('"«»,«) = 0, ql2 = M(l,l) = (r„„Si) = - r , q22 = О
л/3

тенгликларни х,осил киламиз.
Энди бош эгриликларни топиш учун dot (В -  ЯЛ) = 0 тснгламани 

счамиз. Бу ерда

О
1

Дсмак, det(fi -  ЛЛ) = О тенглама
1

7з

-/з
о

-  2Я 
1

S '
г  -  Я -2А

V3

= 4Л
Уз -Л  = 0 о

^ . - з й
4. Сиртнинг параметрик генгламалари

X = » sin v 

у  = и COSV
Z  =  V

куринишида булса, унда и = О, ц =shv, v =t,  0 < t < t o чизиклар билан 
чегараланган учбурчак юзини топинг.

Ечиш: Аввапо биринчи квадратик форма матрицасини топамиз.
•*., = s i n v .  У " =  c o s v ,  2 „ = 0 ,  jcv = « c o s v ,  _yw= - » s i n v ,  z v =  I,

9ll= ^  = K 9l2 = ^ '= 0, <722 = O' = 1 +M2 /} :
О 1 + г<:

Биз биламизки, юза
det = 1 + и!

5  = JjVdct Adudv

формула билан х,исобланади. Бу ерда G-берилган учбурчак. Интеграл 
Хисоблаш учун (u;v)eG  нуктанинг

0 < и < shv,0 < v s  v„, v 0 =f „.
Узгариш чегараларини х,исобга олиб,

^  = Jt/v jVl t и2Лтснгликни х,осил киламиз.
О I)

Бу интегралда и = ^ ф о р м у л а  билан узгарувчини алмаштирамиз:

jVl + a2du = \ch2wdw =

- + —\ Г -  II е2Г ~е
2 4 I 2 "

. ее ' +  2 + е 2”dw = ------- ------- dw-J л

+ 2v = — sh2v + 1 . 
4 2
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1 1 'L  1 1— sh2v + — v \av = - ch2v + -  v" 
4 2 J 8 4

I 1 2 1 1 ( ch2v0 - 1  21
=  -c h 2 v u +  -V.: - -  =  -< -------—  + v,t  ̂=

8 4 8 4 ( 2  J

1 fe2v” +е~г"‘ - 2  2] 1 / , 2 2\ 
Ц  v„ + v02)

4 [ 4 J 4

Демак, S=-(sh\+v? . \
4

Мустак,ил ишлаш учун масалалар

1 . Йуналтирувчи чизиги р = р(и) тенглама билан берилган, ясовчи-

лари е векторга параллел булган цилиндрнинг нараметрик тенгламалари 
тузилсин.

2. Фазода х = a c h j, у = О, z = и тенгламалар билан бсрилган

чизикнинг OZ уки атрофида айланишидан хосил булган сиртнинг 
(катеноид) тенгламаларини ёзинг.

3. Гинерболик параболоид
2 2 

*— > l  = 2zа1 Ь2
каноник тенглама билан берилган булса, унинг шундай параметрик тенг

ламаларини ёзингки, координата чизиклари ясовчилардан иборат булсин.
4. Сфера

х = a cos и cos v , у = a sin и cos v , г = a sin v 
нараметрик тенгламалари билан бсрилган булса, унинг биринчи квадра
тик формасини топинг.

5. Эллиптик параболоид

jr = ^/pvcosu, y  = Jq vsin u , z = -~-

тенгламалар билан берилган, унинг биринчи квадратик формасини то- 
пинг.

6. Биринчи квадратик формаси I = du2 + (и2 + a2)dv2 куринишда 

булган сиртда u - ^ a v 2, u = -^ av2, v = l чизиклар хосил килган учбурчак-

нинг периметрини ва бурчакларини топинг.
7. Биринчи квадратик форма 6-масаладаги куринишда булган сирт

да и = av,u = -av,v = 1 чизиклар билан чегараланган учбурчакнинг юзини 
хисобланг.

8 . Биринчи квадратик форма 6 -масаладаги куринишда булган сирт
да u + v = 0, г< -  v = 0 чизиклар орасидаги бурчакни топинг.
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9. Бир паллали гиперболоид
х = achu cos v, у  = achu sin v, z -  cchu 

тенгламалар билан берилган булса, унинг иккинчи квадратик формасини 
топинг.

10. Доиравий цилиндр
х  = /fcosv , у  = /? s in v ,z  = и 

тенгламалар билан берилган булса, унинг иккинчи квадратик формасини 
топинг.

11. Сирт F(x,y,y.) = 0 тенглама билан бсрилган. Унинг Гаусс эгри
лигини топинг.

12. Сирт у .=( (х ,у )  дифференциалланувчи функциянинг графига- 
дан ибораг. Унинг Гаусс ва урта эгрилигини х,исобланг.

13. Сфера х 2 + у 2 + z J = 169 тенглама билан бсрилган. Унинг 
М (3,4,12) нуктадан у гувчи уринма текислиги ва нормал тенгламалари 
тузилсин.

14. Геликоид
х  = u c o s v , y  = u s i n v , x  = av  

тенгламалар билан берилган. Унинг урта эфилигини топинг.
15. Сирт xyz = 1 тенглама билан берилган. Унинг jc+ v + z - 3  =  0 

текисликка параллел уринма гекисликларини топинг.
16. Геликоид учун геодезик чизикларпинг тенгламаларини ёзинг 

(14-масала).
17. Сирт х = и2 + v 2, у —и2 — v 2, z = uv тенгламалар билан берилган. 

Унинг р(и = 1,v = 1) нуктасидаги v = и2 чизик йуналиши буйича нормал 
эгрилигини топинг.

q
18. Сирт z =2  х 2 + ^ у 2 тенглама билан берилган. Унинг М (0,0,0) 

нуктасидаги Дыопеп индикатрисаси тенгламасини тузинг.
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Т Е Н З О Р  А Н А Л И З  Э Л Е М Е Н Т Л А Р И

§ 1. Чизикли формалар

Хак,ик,ий сонлар майдони устида аникланган чекли улчамли 
чизикли фазони V  билан, унинг улчамини эса п билан 
белгилаймиз, яъни п — d i m V . Чизикли фазода аникланган

со : V  ->  R'
функция учун

со(Лх + /лу) -  Аа>(х)+ /JO)(y)

тенглик ихтиёрий х , у  векторлар ва барча X, ц хакикий сонлар
учун бажарилса, со чизикли форма деб аталади. Чизикли V фазода
аникланган хамма чизикли формалар тугшамини V* билап 
белгилаймиз.

Теорема 1. Чизицли формалар туплами V п улчамли чипи^ли 
фазодир.

Исбот. Иккита (Ох,со2 чизикли формаларни кушиш

(<у, + сог )(х) = (х) + а>2 (х) 
тенглик буйича, ва Я хакикий сон учун со чизикли формани Я 
сонга кунайтириш

(Ясо){х) =  А<у(х)

тенглик буйича аникданади ва нагижада V чизикли фазога 
айланади.

Бу киритилган амаллар учун чизикли фазо аксиомалари 
бажарилишини текшириш кийин эмас. Агар ихтиёрий х  учун 
а>(х) = 0 булса, (О чизикли V* фазо учун “ноль вектор” булади ва О 
куринишда белгиланади.

Энди V п улчамли чизикли фазо эканлигини курсагайлик. 
Бунинг учун V  фазодаги бирорта {е1, е 2,... ,еп} базис учун

’ ’ ' К  i * j
коида билан п та со1 ,а>2,... ,со" чизикли формаларни аниклаймиз. 
Ихтиёрий

х = х' е, + х 2 е, + . . .  + х" е
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вектор учун со' \х)  =  х ’ тенглик уринли булади, яъни со1 форма х 
векторга унинг i -координатасини мос к,уяди.

Энди со',а>2 ..,со" формалар V* учун базис эканлигини 
курсатайлик.

Агар Д , Д , . . . ,  Д  х,акикий соилар учун

= 0

тенглик бажарилса, х,ар бир х  вектор учун

Х / ? У ( * )  = 0

тенглик уринли булади.

Агар х = е ; булса, £ Д й / ( х )  = Р , = 0 тенглик хосил булади.
/-1

Дсмак Д  = Д2 =  ... =  Д  = 0 тенгликлар уРинли- Бундан эса 
(о ,сог,...,со" формаларнинг чизикли эркли эканлиги келиб чикади. 

Энди ихтиёрий со е  F  учун
(х) =  x'co(e,) + х 1со(ёг) + . . .  + х"со(ёп) =

= а ,й / ( х ) + а 2сог(х )+ ... + a  o f  (х)

тенгликни ёзсак, co = '£ia c o ‘ ни хосил киламиз. Бу ерда а . = с о \ е )
‘ 1 \  '  /

лар со форманинг со' , со\ . . . ,со"  базисдага координаталаридир.и 
Энди V = R" булган холда куйидаги теоремани исботлаймиз. 
Теорема 2. Хар щндай со читали форма учун шундай ягона 

Х0 е  R" вектор мавжудки,

ш{х )= {х 0,х)  
тенглик уамма х  е  R" лар учун уринли булади.

Исбот. Бу теоремани исбот килиш учун R" да ех,е 2, . . . , е п 
векторлардан иборат оргонормал базисни танлаб, кушма фазодаги 
базисни со',й)г . ,,со” билан белгилаймиз.
Биламизки

со(х) = а ксо1 (х)+ а 2со2 (х )+ ... + а/о" (х) 
тенглик хар бир х  учун уринли булади.

Энди

векторни киритсак,
(х0, х )  = ар) '  (х )+  а 2а)г ( х )+ ... + а  со" (х)
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тенглик бажарилади. Албатта хи вектор со га боглик,. Агар со учун 

иккита х„,у0 векторлар мавжуд булиб,

°>{х ) = (*о, х \  0){х)  =  (у„, х) 
теш ликлар бажарилса,

(*» - у , „ х ) =  о
тенгликдан х„ = у 0 келиб чикади.П

Энди V чизикли фазода ва кушма V' чизикли фазода базис 
узгарганда вектор ва чизикли формаларнинг координаталари учун 
узгариш коидасиии аниклаймиз.

Агар ёх, ё г, . . . ,ёп векторлар V чизикли фазода бошк,а базис булса, 

х,ар бир е  ни е , ,е г, . .. ,еп базис оркали ифодалаймиз:

ё. = а]е1 + ...  + а"е„.
ва натижада

/  1 I I Nа , а г . ..  а_

а] а\  ••• а
А =

I “ 2 У
матрицани х,осил киламиз. Бу матрицанинг детерминанта нолдан 
фаркли булади (нима учун?).

Энди ё1, ё 1,. .. ,ёп базисга кушма 8)',сог, . . . , 5 )” базисни

• \ о  i * j
коида билан аниклаймиз. Х,ар бир о)' формани со' , ю г базис
оркали ифодалаб,

со' =  Ь\а> +  Ь'2со2 + . . .  +  Ь'псо"
тенглик ёрдамида

В =

ГЬ\ ъ\

ь: к

уь; ь;

Ь]

Ь"
матрицани х,осил киламиз.

Энди

S ' .=S) ' (e . \  со' =  ва е = Х а ,Ч

тенгликлардан фойдаланиб
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тенгликни х,осил киламиз. Бу ерда а>\со2 . ,,а)" на е[, е 1, . . . , е п 
базислар узаро кушма базис булганлиги учун

а>*(е])=&
тенглик уринли. Демак

к, s к

муносабатдан [Ь[ } матрица {а*} матрицага тескари матрица 
эканлиги келиб чикади.

Чизикли V фазога тегишли х векторнинг е^,ег, . . . , е п базисдаги 

координаталари х 1 , х 2 . . , х " , ё{, е 2,. . . ,ёп базисдаги координаталари 
у ' , у 2, . . . , у ” булса, ■

х  = х е\ + х 2е2 +  ...  +  х"еп =  у'ё, 4- у 2ёг + . . .  + у"еи
ва

% ~ ^  ;
тенгликлардан

* ' = Х > У >  / = 5 » ‘ (1)
тенгликлар келиб чик,ади. Бу формулалар базис узгарганда вектор 

координаталарининг узгариш конунини курсатади.

Энди чизикли формалар координаталари узгариш конунини 

курайлик.

Бупинг учун

ш -  И а,ы ■> ш ~ X  Рр>‘ ва &1 -  X  Ь-со'
• 1 i 

те нгл и кл арда н фойдал ап иб

а, = ЪЬ',Р,, Р, =  Х > Х  (2)/ *
формулаларни х,осил киламиз.

§ 2. Чизикли фазода тензорлар

Чизикли V фазо ва унга кушма V' фазо учун

T : V x V x . . . x V x V , x V , x . . . x V ' - > / ? ‘
4 V / 4 V-----------------------------------/

Г S
функцияни карайлик. Бу функция г  +  л- аргументли булиб г  та 
аргумента векторлар, s та аргумента чизикли формалардир.
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Т аъ р и ф . Берилган Т \ Х Х,Х2, . . . , Х Г, ( 0 \ ( 0 2 функция х,ар
бир аргумента буйича чизикли булса(бошка аргументлари 
фиксирланган х,олда), у (г, л) типдаги тензор деб аталади.

М исоллар.
1. Бизга х  вектор берилган булса, х,ар бир со е  V' чизикли 

форма учун &>(х) скаляр микдор булади. Демак х  векторни 

x : V ‘ —> R' функция сифатида карашимиз мумкин. Шунинг 
учун вектор (0 ,0  типдаги тензор булади.

2. Х,аР бир
c o : V - > R '

чизикли форма (l,0) типдаги тензордир. Чизикли форма ковектор 
деб х,ам аталади.
3. Регуляр Ф сиртнинг /;(ип, v0) нуктасидаги биринчи 

квадратик формаси { g  } матрица билан, иккинчи квадратик 

формаси {q } матрица билан берилса,

( а , ь ) с Т рФ х Т рФ - > 8 о а ' Ь \

£ , б ) е Т , Ф х Т , Ф - > д,,а 'й'

функциялар (2,0) типдаги тензорлар булади. Бу ерда {а ' } , {Ь'}  

сонлари мос равишда а  ва Ъ вскторларнинг координаталаридир. 
Хамма { r , s )  типли тензорлар тупламини Т  (У)  деб белгилаймиз. 
Т еорем а 3. Хамма [г,  s )  типдаги тензорлар туплами чекли 

улчамли чизикли фазодир.
Аввало иккита (г, s )  тиндаги Т , S  тензорлар ва х,акикий Л сон 

учун чизикли амаллар куйидагича аникланади:
(Т + S%cl , x 2, . . . , x r ,co',co2, . . . , cos ) =

= т{х\,х2, . . . , х г ,со\а>2 , . . . ,cos } +

+ s ( x ], x 2, . . . , x r ,co \co1, . . . , cos ),

{ЛТ)(хи х 2, . . . , х г ,сох ,co2 , . . . , cos ) = 

Лт(хи х 2, . . . , х г ,со',со2, . . .  ,cos )

Энди e>,e 2, . . . , e n векторлар чизикли V фазода базисни, 

со', со1,...,со" ковекторлар ^ ’фазода кушма базисни аникласин.

'Г; (У ) фазода
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П '/ , Л  ( v  е*2. - .  % ,  со'\со1\ . . . , т ^ ) = 5 ^ 8 ‘к\ . . .  S I  S ‘;x 5 ‘1г ... 8^  

коида буйича £2'̂  ’ тензорларни аниклаймиз. Бу ерда

1 — i\, 12т ■ гГ’ j\-> Ji t  ■ — п булиб, бу тензорлар сопи п "  га тенг.
Бу  тензорларни чизикли эркли эканлигини курсатайлик. Бунинг 
учун

, X  < ? о £ л - о1</| ,12,
15/1J2...

тенгликдан ocf\"jls = О тенглик, индексларнинг \ам м а киймагларида 
уринли эканлигини курсатайлик. Ш у максадда

Х < ^ / 'Ц у . . 'Х  (е*, ,ekj , . . . , e kr , 0) h , m h ,. . . ,ео'г ) 
ни хисоблаймиз ва натижада

П /|1::Х (**, >■■■>**, V 1 X 2 V *  )=

= £  ...S'ss';S'* ...S'; = a lr ' i  = 0
M <2 ‘r r 1 2 ■’ *1 —*rM <2...If
II-12- -./v

тенгликни \осил  киламиз. Дсмак тензорлар чизикли эркли
оилани ташкил килади.

Бу тенчорларнинг Т ' ( У )  фазода тулик оила эканлигини 
исботлайлик. Бунинг учун ( г , s ) типдаги ихтиёрий Т тензор учун

т - т ^ . г , , ......... г „  , « * , • • » ............ < - )
белгилашни киритиб

Г -  У  Т'1 л £2(|

тенгликни исботлаймиз. Бунинг учун тенгликнинг иккала 
томонидаги тензорларнинг (el i , ek i , . . . , e i r ,a)'1 ,а>'2 оила учун
кийматларини хисоблаймиз:

T f e , . ё*2, . . . ,  ё*г , «у'1, й / 2, . . . ,  а 1’ ) =  Т*'| ,

,, Т Л."Х Q  t t  {ek{: e k i , . . . ,e~k , c o \ ( o ' \ . . . , ( o ^ )  =
/I /2...1 г

= z  T -1' Sk Sll ... 8!г8 1'81.г .. S's =
,|.<2 — Л  Л " ' Уг 1 2 *<• 'I '2 ' j

./I J2  ,— J r

У  T '1"'' 8 klS kl S kr8 l,8 l2 S ' s —
'I .'2
/I -72..... 'r
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Дсмак, тензорларнинг киймати базисларни ташкил килувчи 
ихтиёрий векторлар ва ковекторлар оиласи учун устма-уст тушади. 
Тензорларнинг хар бир аргумент буйича чизик^ж эканлигидан 
уларнинг тснглиги келиб чикади. Шундай килиб {г, 5 ) типдаги
тензорлар туплами чекли улчамли чизикли фазони ташкил киладиЛ  

Энди чизикди V фазода базис узгарганда тензорлар 
координаталарининг узгариш коидасини аникдайлик. Бунинг учун
V да янги базисни ех,ё 7,...,ё„ билан белгилаб, янги базис 
векторларини эски базис оркали ифодалайлик:

<=1

Янги базисга кушма а>\со2 элементларини хам

1=1

куринишда ёзсак, {/?' } матрица {« ' } матрицага тескари матрица

эканлигини биламиз. Бу янги базисларга мос келувчи Т '(К )  
фазонинг базиси

^ / i •••}* ’ ^*2 2 s ) —

=  S ,ki S lki ..J5 ‘k' S l' S ,* . JS ' ’
к \ к 2 Kr J 1 J 2 h

коида буйича аникданади. Бу янги базиснинг эски базисдаги 
координаталарини тониш учун

f c , , ekl , . . . ,  ёк , со1' , 0} ‘2, . . . ,  со'* ) 

микдорни хисоблайлик. Бунинг учун

к к

тенгликлардан фойдаланамиз. Натижада

Q'!h—h Ъ Я К . Ъ Я Ъ , .......*! И к
V"] ”2

2  " 2  

", „К
m,

= У  №  Р12 ■ ■ ■ Plra ' ■■■(X s S'2 ...S'r 5"''5"'г...S'"' =£—1 ^2 г  т \ n,s n l п2 nr J \ h . Js

W|,«2-

тенгликни хосил киламиз. Демак,
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Энди Т тензорпинг янги базисдаги координаталарини топайлик:

Т,,71- = Т Й,  , е, г , . . . , е1г, =

I  <  < ,  I  < 2 % , ^ , 1  Р ('  ^ , I  « Л  ■ ■ ■, I  p i
*i *2 kr /, /2 /?

>: а,*1 а * :1 . . . а * ' /У/1 /У/2 ...  / / / '  Т.'1ь 'I ‘г 1Г ' Ч  ' 2  к{...кг

/
=  т Л-

А-| .к2...кг
hh...I,-

Демак,

Xi'"/ /  = Е  c da:i .Ъ...л i г.A'2...kr
!\Jl.../,

формула уРинли- Бу формула янги коордииаталарни эски 
координаталар билан { « '} , {/?'} матрицалар оркдли ифодалайди. 
Бу формулани тензор узгариш к,онуни деб атаймиз. /- = 0 ,5  = 1 ва 
/■ =  1 ,5  = 0  булганда бу формула мос равишда вектор ва ковектор 
координаталарининг узгариш к,оидасини беради.

Бу параграф охирида тензорлар устида алгебраик амалларни

киритамиз. Юкорида тензорларни к,ушиш ва хак.ик,ий сонга 

купайтириш aMajurapn киритилган эди.

1. Агар I ва S  тензорларнинг координаталари

1/,' ■■//' ва лардан иборат булса, Г + S  тензорпинг
координатлари

[ ' /| /V , Q j \ — is
ц—'к  ̂ i\—i,

сонлардан, Я хак,ик,ий сон учун ЯТ тензорининг координаталари Т 
нипг хар бир координатасини шу сонга купайтириш ердамида хосил 
булади, яъни

ЯТ/ 1‘I v
сопларига тенг булади.

Энди бошкд алггебраик амалларни киритамиз. Кулайлик учун 
0 < г < 3 ,  0 < . у < 3  холларни курамиз.
2 . Тензорларни купайтириш. Тензорларни купайтириш учун 

уларнинг типлари бир хил булиши шарт эмас. Тензор купайтма
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координаталари берилган иккита тензор координаталарини 
купайгириш натижасида хосил булади. Агар (2,3) типдаги Т

тензорнинг координаталари Т ^ '2'3, (1,2) типдаги S  тензорнинг 

координаталари S ^ 2 булса, Т ■ S  тензорнинг координаталари

1112 “
сонлардан иборат булади. Демак купайтма

Т  С — V  Т  /1/2УЗ е / 4 / 5  О ' ^ ' З

'I >'2 .'3
куринишда булади.

3. Бир хил типдаги индексларни алмашгириш. Бизга Т тензор 
берилган булса, унинг координаталарида ихтиёрий 2 та бир хил 
индекс жойларини алмаштириш ёрдамида бошка гензорни хосил 
киламиз. Масалан (3,0) типдаги Т тензорнинг координаталари 
У,д. с о н л а р д а н  иборат булса, координаталари Tjkj сонлардан 
иборат тензор

*  = £ V > " *  куринишда булади. 
ijk

Худди шундай (0 ,2) типдаги {Т '}  тензор учун

r  =  T . t jici9
ч

формула билан бошка гензорни хосил киламиз. 
Индекслар буйи 

берилган булса,
4. Индекслар буйича йигиш. Бизга (2,3) типдаги } тензор

R JU з = 1 Т ^ з  
к

коида буйича Rf'п сонларни аникласак, (l,2 ) типдаги {R/,'1' }
тензорни хосил киламиз. Бу амал к-индекс буйича йигиш деб 
аталади.

5. Индексларни тушириш ва кутариш. Бизга (2,0) типдаги 

тензор берилган ва det А ф() булсин. Тескари А ' 

матрица элементларини а'к билан белгиласак, 
тенглик уринли булади.

Энди бизга (3,2) типдаги Т = {Т^'~} тензор берилган булса,

С 2
к
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коида билан (2,3) типдаги {S'f^2 } тензорни аиикдаймиз. Бу
операция индексни кутариш операцияси деб аталади. Худци шундай

S J] = У  а Т ' ,к °./н|/2 Z*akil ill2 
к

коида билан (4 ,]) типдаги { 5 ^ }  тензорни аникдаш ммумкии. Бу
операция индексларни тушириш опрацияси дейилади.

Тензор белгилашлар:
Тензор анализда кулайлик учун куйида ва юкорида бир хил

маротаба такрорланувчи индекслар буйича йигипди ёзилганда

йиганди белгиси езилмайди.

Масалан,

х = ' £ х ‘е, = х' е ,
;=1

У  а'* Т /|72 — п ‘кТ /|72 \ i 2 ~ а  hiltl
к

демак

^ |/2 =  а'*Т/ 172 /|>2 */|/2
Ксйинчалик бу коидадан фойдаланганимизда бу хакда эслатиб 

утирмаймиз.

§ 3. Сиртларда тензор майдонлар

Peiyimp Ф сирт берилган булиб, у
r = f ( u , v \  ( u , v ) e G  ( 1 )

тенглама ёрдамида параметрлаиган булсин.
Хар бир p ( u , v )  нукта учун сиртнинг шу нуктадаги уринма 

фазосини 1 ;,Ф билан белгилагап эдик. Уринма фазога кушма 

фазони Т^Ф билан белгилаб, (г, л) типдаги тензорни 

R{11, v) : Т/;Ф х Т^Ф х ... х ТрФ х Т*Ф х Т^Ф х ... х Т*Ф > R 1
- v  ■ v--------------- .-------'

r s
акслантириш сифатида аниклаймиз.

Гаъриф-1. Сиртнинг хар бир нуктасига 

G /,v )->  R(u,  v)
акслантириш билан (r , s )  типдаги тензор мос куйилган булса, Ф 
сиртда (/,.?) типдаги R тензор майдон берилган дейилади.
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Мисоллар.

1. Сиртда аникланган вектор майдон (0,1) типдаги тензор майдонга 
мисол булади.

2. Сиртда аникданган чизикли форма майдони (1,0) типдаги тензор 
майдондир.

3. Сиртнинг 1-чи ва 2-квадратик формалари х,ам сиртда (2 ,0) 
типдаги тензор майдонларни аникдайди.

Агар а  =  \ и \ и 2\ b  = \ b \ b 2] вектор майдонлар, {я,;i  {<7,,} матрицалар
мос равишда 1-чи ва 2-квадратик формалар матрицалари булса,

Т, (а, b ) = X  g i j d b 1, Т2 (a, b ) = £  q tjd h J

формулалар

тензор майдонларни аниклайди.
Маълумки p ( u , v )  нуктадаги ТрФ уринма фазо учун ru, F,

векторлар базисни ташкил килади. К,ушма Т*Ф фазодаги со'р ,й)р 

Кушма базисни

коида буйича аникланади. Бу ерда ut —u, u2 = v ,  i , j ~  1,2. Биз 
биламизки, агар Ф сирт етарли даражада силлик, булса, ru, rv 
векторлар и, v ларнинг дифференциалланувчи функцияларидир. 

Худди шунингдек со'р, со2 чизикли формалар х,ам и, v ларнинг 
дифференциалланувчи функциялари булади. Буни курсатиш учун 
ft)’ ,а>2 формаларнинг ихтиёрий силлик X  вектор майдон учун 
кийматлари и, V ларнинг дифференциалланувчи функциялари 
эканлигини курсатишимиз керак. Агар

Х ( и ,  v )  = rua l (и, v) + fva 2 (и, v) булса,

a)'p{ X )  = a l(u,v),  w 2p( X )  = a 2(u,v)
тенгликлар уринлидир. X  силлик, вектор майдон булганлиги учун 
d ( u , v ) ,  a 2(u ,v)  лар дифференциалланувчи функциялардир.

Таъриф 2. Тензор майдон R  учун

= ’—’K Jr ’ (0р ’ с0п )
функциялар дифференциалланувчи булса, R  дифференциалланувчи

тензор деб аталади. Бу ерда 1 < i x,i2,...,is , j u j 2, . . . , j r < 2 .
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Таърифда киритилган функциялар R тензорнинг координата 

функциялари деб аталади.

Энди геометрияда мух,им роль уйиайдиган эфилик тснзорини 

киритамиз. Бунинг учун аввало вектор майдонлар учун коммутатор 

тушунчасини киритамиз.

Ф сиртда дифференциалланувчи X  ва Y  вектор майдонлар 

берилган булсин. Бу вектор майдонларни

X  = х 1 (и, v)ru + x 2(u,v)rr

Y = У  (и, v)ru + y 2(u,v)rv
куринишда ёзиб

[X ,Y lu ,v )  =
V/=I

I л

V ди.
-у

, дх 

ди ,
г.. + / 2 (  .,дуг

8U:
У

дх

ди

2 Л
К (2)

< /у
коида билан янги \ X , Y \  вектор майдонни х,осил киламиз. Бу вектор 
майдон X  ва Y вектор майдонларнинг коммутатори деб аталади.

Агар /  : Ф —> R 1 дифференциалланувчи функция булса, х,ар бир 
силлик X  вектор майдон ёрдамида

x { r ) = i ^ x
/=] oui

коида билан X ( f )  функция аникланади. Бу X { f ) функциянинг 
p{ u , v )  нуктадаги киймати /  функциянинг Х ( р )  вектор йуналиши 
буйича х,осиласидир.

Энди коммутатор х,акида куйидаги теоремани исбоглаймиз. 
Теорема 4.Силлиц X ,  Y вектор майдонлар ва дифференциалла

нувчи f  функция учун цуйидагилар уринлидир:
1) [ х , х ] =о
2) [ X , Y ]  = - [ Y , X ]

3) [a x , + ^ x 2, y ] = x [x {j } + m [x 2, y I

4) [ .  . (• ). , [. , f Y ] .  f [ X , Y ] .  X ( f ) Y
5) [ X , Y \ f ) =  X { Y { f ) ) - Y { x { f ) )

Исбот. Теорема исботи коммутаторнинг аникданиши ва диффе- 
ренциаллаш коидаларидан бевосита келиб чикади. Шунинг учун 
факат 4-нунктни исботлаб, кдлган пунктларни исботлашни укувчи- 
ларга х,авола этамиз.
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Силлик,

X  = x \ u , v ) r tt + x 2(u,v)rv
вектор майдон ва дифференциалланувчи /  функция берилган 
булса,

.fX = f x x{u,x)ru + f x 2(u,v)rv 
тенгликни х,исобга олиб, \ j X  у Y ] коммутаторни х,исоблаймиз:

\ j x , r ]  = \ I
l v= ' v ди, ди К +  Z

/=1
А ' З Ч - у »

д и , ди.

= f l
2 f  , < У

К  + / 1 1
2 < , а /  , а х 2

х ' -----у
дм, ди

- Е
V

5м, ^ Эм JJ 
f c 4 + * 4 ) = / [ J 5 r , r ] - y ( / ) ^ .

' VJ

Худди шундай

[X , . fY ]  =  f [ X , Y ] + X ( f ) Y
тенгликни х,осил киламиз.□

Сиртда ётувчи ва
х  = х(е)

' У = у ( 0  a < t  <Ь  
z  =  z ( 0

тенгламалар билан берилган у  чизик ва X  вектор майдон учун
p \ t )  = X { x ( t \ y { t ) , z { f ) )

тенглик бажарилса, у  чизик X  нинг интеграл чизиги деб аталади.
Бу ерда p ( t )  = { x ( t ) , y ( t ) , z ( t ) } . Бу тенглик дифференциал
тенгламалар системаси булганлиги учун, хар бир (х0, у 0, z0) е  Ф
нуктасидан чикувчи X  нинг интеграл чизиги мавжуд.

Бу факт

j P ( f )  = X { x { t ) , y { t \ z { l ) )  ^

1 р ( ‘о ) = { х о , У о > 2 0}
Коши масаласининг ечими мавжудлигадан келиб чикади. Демак 
(xo>J'o>zo ) €  Ф нукта учун (t0 —e , t 0 +£•) ораликда аникданган p ( t )  
вектор функция мавжуд булиб, у (3) системани каноатлантиради.

Сиртда аникданган дифференциалланувчи Y  вектор майдон 
берилган булса, х,ар бир t g  (cl, b)  учун X  нинг интеграл чизиги га
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теги шли ( x ( t ) , y ( t ) , z ( t ) )  нуктада Y(x(t  ) , y ( t ) , z ( t )) вектор аникланган 
булади. Энди

V Y(x v  -  ) -  D Y (x ( t \ y ( l \ 4 t ) )v x 1 vxo > Уо>z o ) — ,
dt

1=10
коида билан V д, У вектор майдонни Ф сиртда аниклаймиз. Бу ерда 

хо ~  х(10),У0 -  y ( t o ), z n = z ( t0).  Бу вектор майдон учун куйидаги 
теорема уринлидир.

Теорема 5. Силлиц X , Y , Z  вектор майдонлар ва дифференциал
ланувчи f  , g  функциялар учун цуйидагилар уринлидир:
1) V , ( 7 + Z ) = V x r  + V vZ
2) V Х( / У ) =  / V XY  + X { f ) Y

3) V.fx.gyZ = f V x Z  + g V YZ  
Исбот.

1 ) v x { Y + z i x 0, y 0 z 0) =  DS Y^ y ^ zM {. ш ы м ж  =
dt

D Y I D Z
d t \ +  7, = V .v}"(xo ^ o 2 o ) + V ^ z ( x 0,y 0 z0)

U = t n  I = i t)

Бу ерда p ( t ' ) = { x ( t ) , y ( t ) , z ( t ) }  вектор функция X  вектор 
майдоннинг / = /0 булганда (x0, y 0, z Q) е Ф  нуктадан утувчи интеграл 
чизигини аниклайди.

2) V x i f Y X x 0, y 0, z 0) = ^ - ^ ^ ^ ) ) )  =
at t=i о

/ т ( х 0, у 0, г 0) 

dt 1=1 о

v (.. .. _ \ df { x { t ) , y ( t ) , z { t ) )
1 Vxo 1 У о 9 2о ) :

d t  1=1

= j y x Y(x0, y 0, z 0) + X ( f ) Y ( x 0, y 0, z 0)
3. Тсореманинг 3-кисмини иеботлаш учун

V A Z = yV A.Z ва V x+rZ  = V x Z  + V rZ
тенгликларни иеботлаш етарлидир.
Аввало

^ jXz  = y v ^ z
тенгликни исботлайлик.
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Бунинг учун p \ { t ) =  f iC{x ,y ,  z )  системанинг ечимини {Зс(/),3^(0Д (0}  
билан, p' ( t )  = X ( x , y , z )  системани ечимини [x { t ) , y { l ) , z ( t ) }  билан 
белгиласак

* ' ( 0  = f i ’(t) 

у ’( О  =  fy’iO
z ’(t) = f z \ t )

тенгликлар уринли булади.
Энди шу тенгликларни х,исобга олиб, V fXZ ( x , y , z )  ни 

хисоблаймиз.

V/v z ( W o ^ o )  

d[Z{x(t),y(t) ,z{t))

D{z({x(t),m,z(t)}))
dt

dt
= k o ) 4  + y ( t 0)Zv +z(70 ) Z , f  =

=\fiHta)zx + № 0)ZV +fz\t0)zz]  =  / ' М 4 ' ^ < 0 Ж 0 )
at

~ xZ(xQ,y Q, z 0)

Энди V x+t,Z = V VZ + V yZ тенгликни хисоблаш учун

P\ (0 = X (x> У>2) + Д  У-.*)
системанинг t = t0 да (x0, y 0, z 0) нуктадан чикувчи ечимини 
{x(/), j ( 7 ) ,z ( / ) }  билан белгиласак,

x '( 0  = * '( 0  + * ! ( 0  

y ( t )  = y \ { t )  + y \ { t )  (4) 

z ’{t) = z \ { t )  + z \ ( t )

тенгликлар уршиш булади. Бу ерда {х, (/), у-Д/), z ^ /)}  ва 

{ ^ ( 0 ,7 2 ( 0 ^ 2 ( 0 }  вектор функциялар мос равишда X  ва Y  вектор 
майдонларнинг t = t0 да (х0, y (j, z()) нуктадан чикувчи интеграл 
чизикдарни аникушйди. Энди (4) тенгликларни хисобга олиб 
? Л у  + Z )(х0, у 0, z0 ) ни тог I ами з:
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V ,  (У + Z)(xQ, y 0, z 0) =  =
dt (~fQ

d { Z ^ { t ) , y i t ) , z { t ) )  

d t

=  [(*, ( t0) +  x 2 ( t0 ) ) Z X +  (y ,  ( t0) +  y 2 ( t0 ) ) Z y +  (zj ( t 0) +  z 2 (t0 ) ) Z z ]r =

D { Z ( x x ( t ) , y { ( / ) , z , ( 0 )
Г

-j- D { Z ( x 2 ( t ) , y 2 ( t ) , z 2( t ) )

d t '='(> _ d t '=' 0 .

V A,.Z(x0, y 0, z 0)  +  V j,Z (x 0, y 0, z 0)  .□

Энди Э1рилик теизорини аникдашга киришайлик. Бунинг учун 
X , Y, Z  вектор майдонлар учун

R ( X ,  Y)Z  = V v Vj,Z -  v rv xz  -  v u  K]z
вектор майдонпи киритамиз. by вектор майдон ихтиёрий учта 
силлик X ,  Y, Z  вектор майдонлар ва ю ковек гор майдон учун

{ X , Y , Z , co) ^ x o (r ( X , Y ) z )
Коида буйича (3,1) типдаги тензор майдонни аниклайди. Геометрия- 

да R ( X ,  Y ) Z  ни эгрилик тензори деб аташади. Бу тензорнинг 
номидаги “эф и л и к” кушимчаси куйидаги теорема билан асосланади.

Теорема 6 . Сиртда аникданган силлщ X ,  Y вектор майдонлар 
yap бир нуктада ортонормал системани аницласа,

К = - I ( r ( X  , Y )Х ,  Y )
тенглик уринлидир.

Бу ерда К  -сиртнинг Гаусс эгрилиги, /-биринчи форма.
Исбот. Теорема шар г ига кура хар бир р  е  Ф учун

( Р)> ^ (Р)  векторлар узаР ° ортогонал бирлик векгорлардир. 
Шунинг учун

ru = ахХ  + a 2Y
(5)

rv = b xX  + b2Y
тешликларни ёза оламиз. Энди R  ниш- хар бир аргумента буйича 
чизикли эканлигидан

I № , К )ru,rr) = {ахЪ2 -  a 2bx)2l ( R ( X ,  Y ) X ,  Y)  
тенгликни хосил киламиз. Бу ерда (5) сисгемадан

(а А  ~ a i h f  ~( К>КУ  = guZ22 - S n
тенгликни олиш к,ийин эмас. Демак, тсорсмани исбоглаш учун
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^ ( Г и Л У и ’ Г*) _ к

ё п ё 2 2  ~ 8 п  
тенгликни исботлашимиз керак.

Бунинг учун аввало

V - г  =  Г  kf  (6 )ги . ' « !  j,  ' u k

тенгликни исботлайлик. Ковариант диффсренциални топиш учун ги.

вектор майдоннинг интеграл чизиги и, = t тенглама билап аниклани- 
шиии хисобга олсак

dr..Dr
V , г.. ■-

dt dt = 1

тенгликни хосил киламиз. 
Энди

= Г к г  +  а пи jUj 1 J1 “к Ч.!1

деривацион формуладан фойдалансак (6 ) тенгликни хосил киламиз. 
Бундан гашкари

к , г у]= о (7)
тенглик хам уринлидир. Бу ерда [ru, rv ] эса ги ва rv век гор 
майдонларнинг коммугаторидир. Юкоридаги (5) ва (6 ) тенгликларни 
хисобга олиб

R(r.,rv>„ = V,.V%FB - V ,y , r „  = V j  S r ‘ r,t - V ,J  ХГ,
.  . v .  И  «4к J V A

+(?£г“>' =

f - r,'2- J-г/,V + (~ r,22- 1 г,2,V + if ir *r ;;- z г*г;2V
ou du J уди du J m\k к J

тенгликни хосил киламиз.
Энди l (R(ru , rv )ru, rr ) ни хисоблаймиз:

- | - г й  + i r * r ; ;  - s r x l k
[ m=lVOM OU к к )  J

тенгликни Х.ОСИЛ кдаламиз. Бу ерда g m2 = 7 k m’rv)
Демак,
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l{R{X, Y)x,  y ) =
& U & 2 2  ~  S \ 2

r -2 ra r ,7 ar,

тсиглик уринлидир.
Биз Гаусс эгрилигини хисоблаш учун

^  _  det В 

det А
формуладан ва

' А г - _  э . .
11 ди

тенгликдан фойдалансак,
K  = - I ( R { X , Y ) X , Y )

тенглик келиб чикдци.П

d e t f i  q„q22 q 2xl _  £  I ”  -  l ” +  £ г ‘,Г "  -  £ Г * 2Г ”

§ 4. Фазода тензор майдонлар (мисоллар)

Фазода х = (х ,,х 2,...,х„ ) нукта берилган булса, боши шу нуктага

куйилгап векторлар туплами чизикли R" фазони ташкил этади. Бу 
векторлар фазосини TXR" билан белгилаймиз.

Бизга G c T  сох,а берилиб, унинг хар бир х нукгасига битта 

тензор мос куйилган булса, G  сохада ( r , s )  тигщаги
S  : х  —> Sx тензор майдон берилган дейилади. Демак хар бир х учун 

Sx : TXR" х TXR" х ...х TxR n х TXR" х Tx R n х ... х t 'R" ->  R'
4------- — ----------- v------------------------ ' -------------------- v---------------- А ^

Г S

функция (г, .v) типдаги тензордир.

Агар Т ' 1 , (х)  билан Sx тензорпинг координаталарини
белгиласак, бу координаталар х нуктанинг функцияларидир.

Таъриф. Берилган G сохада
T /" ,4 v )

Ч - ’г v '

функциялар дифференциалланувчи булса, S  силлик тензор майдон 
деб аталади.

Мисоллар.

1. Берилган G  сохада дифференциалланувчи f ( x \ x 2,. .. ,x") 
функция аникланган булса, унинг х  нуктадаги градиенти
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Г ду1 Д./’’ д./* 1
Т{х)  = g r a d f ( x )  =  \~  f ( 1 ,0 ) типдаги тензор булиб,

[йх дх дх")
а  е  TXR" векторга

7Y v -л 1 , 2 5 /  „ й /Т(х)(а) -  а —г + а  ---,- + •■• + а  -----
V Л 7 дх дх2 дх"

сонини мос куяди. Агар берилган функция /  камида икки марта 
дифференциалланувчи булса, х —> Т{х)  мослик 0 -0 ) типдаги силлик 
тензор майдондир.

2. Инерция моментлари тензори. Уч улчамли евклид фазосида
О нукта (координата боши) атрофида айланаётган каттик жисм 
берилган булсин. Кдттик жисм узаро вазиятлари узгармайдиган N та 
материал нуктадан иборат булиб, уларнинг массалари т ] ,/и2 m N, 

t вактдаги координаталари эса xx{f),x2{t),...,xN{t) векторлар билан 
аиикдансии деб фараз киламиз. Бу векторларни

X, (< ) = {xj (0, Х 2{ (0 , х,3 (0 J, *2 (0 = {х2 (0> * 2  (0. Х 2 ( 0  }» ■ • ■>

куринишида ёзиб,
N  . . . .  А' ,

а „ =  - Ъ т кх 'кх 'к +  5" И * П к Ы
к=\ к =I

формула билан симметрик {а^} матрицани аниклаймиз.

Агар кузгалмас О  нукта оркали / тугри чизик утказиб, униш 
бирлик йуналтирувчи векторини e = j e l, e 2, e 3j билан белгиласак 
жиемнинг /  укка нисбатан инерция моменти II(/)  учун

H(l)='Z,alje'eJ = £ х * е 'Х > /е ' + ' Z 8 ‘Je,e l '£,mk\xi \ =
ij £=1 i = l / ij 1

(хк, е )}= X mkVkl
k=IV

тенглик \о си л  булади. Бу скаляр микдор жиемнинг инерция 
моментидир. Бу ердаги } матрица (2 ,0) типдаги тензор майдон 

булиб , у инерция моментлари тензори деб аталади.
3. Д еформация тензори. Бизга R" фазодаги бирорта G  сох,ани 

тулдирувчи туташ мух,ит берилган булсин. Бу мух,ит ташки куч таъ-
сирида деформацияланса, ( х ^ х 2, . . . ^ " )  нукта (х 1 + и ( х ) , . . . , х "  + и"(х))

нуктага утади. Иккита як.ин а {х ' , х 2 ва в ( у ' , у 2, . . . ,у")  нукта-
лар орасидаги масофа
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( Д ^ ^ ' - г ' Ь х М  
/=| 1=1

г-- г:., „ПГ|Я v' = х' -  Ах' деб х,исобладик. byкуринишда булади. Бу ерда ^  ^  ^
нукталар деформациядан кейин А ,  В iiyKianapia утеа,
нукталар орасидаги масофа квадрати учун

(Ае f  =  £ ( / + « '  ( у )  - х  - и  (x)J  = Z  (Лх' + А и') =
1= 1

=  (Де)2 + 2 Х Л х ' А м ' + 1 (Ам'У

тенглик уриили.
г) 1

Агар А и =  X  ^  тенгликни хисобга олсак
F) X
дх ( Л 2

= 2 1
ди'

дхк
Ах'Ах1

ди' ди

" 5 1 дхк дх'

-« ,  у  ди‘ А х ' =
ijr.p дхк дхр

, ди' ди' , . р
ос'Ах +  Z  д Т Т 7  

iXp дх дхр

тенгликни оламиз.
Агар д е ф о р м а ц и я н и  аникдовчи и (х)  функциялар с

даражада кичик булса, ^

( ,7? \ 2 _  (,ieY  ~ у  — - + - dx'dxk ( 1 )

муносабат уринли деб х,исоблашимиз мумкин.
ГГ ЦП

ди ди 

дх' дх

Биз
ди' д и ’

^ т я ? * Ъ гдх Ох
белгилаш ёрдамида (2 ,0) типдаги тензор майдонни аниклаимиз Бу 
тензор майдон деформация тензори деб аталади. Бу тензор ер

(1)  ни  , ,
(cle f  -  (fife)' =  ц / x ' d x

куринишда Ь а  с а м и ,.  Б , ерда такрорла„у»чИ и , « а , а р  буйича
йигинди белгиси ёзилмаган.
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§ 5. Кучланиш тснзори ва Гук кону.,и.

Жисмни! 1 Р  тскис!гтк?аЛ(1ИИ'1' бУладИ'
олувчи кичкина сохачани !> Л бУ нУ ^ан и  уз ичига
п(Р )  билан белгилаб сохал'а н Г '"  НуКТадаги ноРмал векторнни 
киритамиз- Р ~ > п ( Р \  РМЗЛ ВеК1()Р ёрдамида ориентация

« Г ™  .j z  : г : к„0т с т  б*ли ш и ш  ™ аб ■*
Кучланиш деганда жисм б и п  C° Xd4a икки Кисмга ажратади.

тушу,,шадд:  б; смк1 1 к7 " " " и —  ■ * “» ' » » *ир
вектор,м н г фуикцияси булади  ^  у HopMaJI

кисликлар чексиз кУп, шунинг учун хап б и п  т НуК1 адан УТУИЧИ
• Х -И - w  т а м .  ™ б о р Л л „ а 1 1 Р Тскисл"™а « M W 4 .

Деб ,СКГОР" ИШ' Ф » ™ ™ »
«из). Бундам Т ^ ^ р Г т ь с и Т  * УЯ“ К*" 
пропорционал деб вдбуя килам„  1и^щ Г “ “ “  *  111 ТУ>1>"

F'  = Q ‘/n lds

тенгликни оламиз. Бу срдаги матрица СУ п п  т и т  
майдонни яви ,,,. - 7  ̂ '  ги п д ат  тензор
ва деформация

Q) ~ a friki

Б у : рда ф аю  * —  у , , , ,“ j  , Функциялар сони 81 та булади: 81 = 3 ' +s = 3 4

IV- бобга дойр машк ва масалалар
I - Ьерилган

топаыиз"Ш БУ"“‘" УЧУ" а“ “ ° f  Ф)™“»Ы|||||1г |радисши1ш

t o { x , y , z )  = gracl f = -

Б " з  б ш ш т ы ,  ш ковсктор „ аПд „„ ун1|щ.

“ < и Л )(а ,  =  1  + 7 з ^ ^
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к.иймати /  функциянинг Р  нуктадаги а  йунаггиши буйича

хосиласидир. Бу ерда сo ( x , y , z )  консктор G  = R'  /{(),(),()} сох, ад а 
аникланган силлик, ковсктор майдоидир.

2 . Тскисликда бсрилган Х ( х , у ) = { у , х }  нсктор майдоннипг 
интеф ал чизикларини топинг.

Бу вектор майдошшнг (х0, у 0) нуктадан чикувчи интеграл 
чизигини топиш учун

(х = у  

\ у  = х
системани х (0 ) = х 0, у ( 0 )  ■- у 0 бошлангич шартлар билан ечамиз. Бу

ерда А -
1 л 

1 О
матрицанипг хос сонлари А, , =—1Д , хос

векторлари эса I ] | ’ z I ]|  вскторлардан иборатдир.

Ш унинг учун ечим вектор куринишда r ( t )  = c\exe '  + с 2е2е' тенглама 
билан, коордипаталар оркали ёзсак

x { t ) - c xe ' + с 2е'

y ( t )  = - c le ' + с 2е' 
тенгламалар билан берилади. Бошлангич шаргларни хисобга олиб

х { 1 ) = Ч - Уо е ' + Х(,+У,> е' 
2 2

v( t )  = Уо е~' + х° +Уо е ' 
2 2

( 1 )

генгламаларни оламиз. Демак (х0, v0 ) нукгадаи чикувчи интеф ал 
чизик ( 1 ) нараметрик тенгламалар билан берилади.

3. Доиравий цилиндрнинг Гаусс Эфилигини топинг.

Бунинг учун х 1 + у 2 -  R 2 тенгламадан фойдаланиб 
х = и

У

Z  =  V
-00 <  V <  00

нараметрик тенгламаларпи сзамиз. Аниклик учун P(u, v)  нукта 

атрофида у  = л[к2 -  и 2 булсин.
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Эади
- и

х,осилаларни х,исобга олиб R(ru,r\,)ru ни х,исоблаймиз.

R (rM>rv)ru =  V ,e V ru - v fyV ,1(r „ = 0 - V rv( r * r lu ) =

=  - Г , 2Ч . Ч  - £ ( r , ‘2 K ,  = 0 .

Бу ерда Г ^-коэф ф и ц и ен тлар  ^ ц , ,? 12’Я22 функциялар оркаси 
ифодаланади. Бизда эса коэффициентлар факат и га боглик-

Ш унинг учун Г* = 0  тенглик к = 1,2 булганда уринлидир. 
ди

Демак,

v  -  _  7 ( ^ f c ^ v K » fy) _  п
2 2 2 

Яий'гг £12

Мустак,ил иш учун масалалар

1. Берилган функцияларнинг берилган нукталарда курсатилган 
йуналишлар буйича х,осилалари х,исоблансин.

1 ) j \ x , y , z )  =  x 2y  + x z 2 - 2 ,  P(l,l,—l),a  = {l,—2,4}
2) f ( x , y , z )  = xey + y e x - z 2, P(3,0,2),a =

3) f ( x , y , z )  = X P(l,l,),a  = {4,5} 
У x

2. Берилган функцияларнинг курсатилган нукталардаги берилган 
чизиклар йуналишлари буйича х,осилаларини тоиинг.
а) f ( x , y )  = x 2 + у 2, Р ( \ ,2 ) ,у  \ х 2 + у 2 —5

2 2

б) / ( * , .у) = 2ху + у 2, Р(л[2,\) ,  у : ~  + “ - =  1
4 2
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В) f ( x ,  у )  = х 2 - у 2, Р {  5,4), у : х 2 -  у 2 =  9
3. Бизга регуляр сиртда силлик, F  вектор майдон бсрилган булса,

(Y,e>)^>a>(VxY)
мослик ( 1 ,1) типдаги тензор майдонни аникланишини курсатинг.
4. Э ф и ли к  тензори ёрдамида икки улчамли сферанинг Гаусс 
ЭфИЛИГИНИ топинг.
5. Э ф и л и к  тензори ёрдамида эллингик параболоиднинг Гаусс 
эф илигини х,исобланг.
6 . Текисликда берилган Х ( х , у ) =  {х ,у }  вектор майдоннипг интеграл 
чизикларини тонинг.
7. Текисликда берилган Х ( х , у ) - { х , у }  ва Y = { y , - x }  вектор 
майдонларнинг коммутаторини топинг.
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