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КИ1Ч1Ш

Уцувчининг эътиборига х,явплн кмлпнастган мп:1кур к5 | 1нмма, унингр 
сиктлариннг, педагогикн инстнтутллрииинг "Матемятика”, "ДмалмН мате 
мятнка" на "Физика", шунингдпк, шрнгод r ii т с х н и к я  ушнмрситгт.шриниш 
галабалари учун хп'1 м^лжалланган б$лнб, унда м чои фян на тех
никасннннг ясоснП булнмлярн.цш бири • хисоблаш усуллари im:ui|Mi»< n ясос* 
лари бясн цплннади. Illy  нарсянн таькндлаш лолнмкн, республнкамнлда 
давлят тилидагн дяртликляр стишмаслши туфяйлн галабялярнинг муггацил 
билим олншнда, олий 5’чув юртларишпп дастурдарн асо«ндя кош |>or; мяьлу 
мот олшнларида мяълум киКинчиликлар ссзнлмокда. 1>ундан гшнцари, \п- 
собляш методлярн б<гйпчя чон этилган деярли барчя да|*лнклар капрон 
,,Мягемнт1*ка'\ "Лмалш! чнтомятнкя", "Механика' мугахассисликларнга 
м^лжалланган бУ'Лнб, нцтигодчи ап мухлндиеларга мяълум маъмода огнрлик 
ннлади. Ьуларни хисобгп ал гни холди yuifiv к?лланмя нцтигодчи в» муцин 
Л1К.П1К му-гахасенс.шклнри б^'шча таглич олястган талабалар учун \ям 
м^лжалланган б^либ, годда пл рааон тнлда елнлган.

Х,отрги яямон niaxriiii комш.кттгртрида халк х£жялигининг турли 
мягяляларинннг математик моделлярини ечншдя к$лланнладиган чнгоблаш 
чатсмягнкаоннинг агогиП усулллршш баги килуичи дарслик mpjp.

Дярглнкни тпйёрлпшдя мишх^р олимлар томонидян ярагилгян 
адабиётлардан, жумладаи: Л.Д.Сача|>скш1, И.И.Крилов, В.В.1><)бкон,
Н.М.Монастирнн«, Г.ПЛ1ирчук, Н.П.Мнижо, Л.Н Тихонов, И.С.1»срмин, 
П .II.Ж идкой, Ь.Н.ДеМндовнч, М.И.Пгронлов ва бошкаларшшг дарслик 
лпрн ва рнсолаларидян фойдаланнлади.

У’куи кУ'ЛЛянма хятодяр няялрнясидян бошляннб, корреляция налярня- 
сигача б^лган бобларин р ичига кямраб олгам.

Магялян, 3-бобда алгебраик вя трянсцендснт тттлямпларпи тагфкбий 
счишнинг ватар ва урнимялар усули тудрисида ф  юрпти.м», 4 ва 5- 
бобллрдя матрицаляр алгсбраси пя тенглммялар енггемипши ечшишмм яимк 
на тацрнбнй (*411111 угуллпри баеии бернлган.

Шуннигдск, $нун К^лланмада такрнбий лнс|>ферсицнялла1П ва 
такрнбий шггсгралляшнинг кулай у гул л яри тутрисидя хяр томонлямя 
мяълумотляр бернб $̂ гилгян.

Оддий дифференциал тенглямяларнн такрнбий ечншнинг кетмя-кет 
яцпнляинпи усули, Эйлер усули, Эйлер-Коши ва PjHte-KyiTe угуЛляри 
Г̂ ГрИГИДЯ С$~1 ЮрИТИЛЯДИ.

ЧсглряннП мягялпларни счишнинг rj'p вя Гялеркин усуллярининг tJ- 
лик И.)Ь\ИНИ беришгя хярякнт килиндн.

У'ц)-вчн баёи этилган усуллярни янада яхширок, амялиЯ жих,атлан 
мукаммял ?1 >гани1нн учун хяр бнр усул мнголлар ррдамнда бата<|м:ил сригиб 
бернлган.

”Х,нгобллш .мятематнкаен ясослари" китоби шу со̂ пда тажрнбл 
cikJmith.v  чнкпрнлатянм учун, ахтимол кямчнлнклардан х,олн пмаг. 
lllvTiiiiir учун дярсликнннг бяопп, мяз\1\ии хякидягн барчя фнкр ва
м\:юх1яиалл}и111 муаллнфлар мнниятдорчн.1Ш{ билли кабул циладпляр.
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I i» o i i .  х л т о л л р  н л з л р и ж м  \ л ц и д л  а с о с и й  т у ш у и ч а л а р

1.1. Такрибнй coil

Н ж чж нит утишим ачи.шй <|uio.iiihti( давомида сонлар бнлан беиосита 
иужиабатда бу.шди. (лш.чар - табнатнннг у ёкн бу ч,однсаларшж улчаш 
IJUTiMia.lUplUiip.

){упннча турмушда учрнйдигпн катта.шк.шрш» аник улчаш мумкнн «мае. 
Демин, биа 6у кигга.шк.ш|>ни млълу.м аникжикача у.иаб, шу билан 
кж|кж.|шц|1ш а мажбурмиа. Шундай \«ллар буладики, бнрор катгаликни 
улчлгаидаги апик-шк, бошца катгаликни ?лчаш иаги аннклмкка мутлацо 
H|MWii:< Г>$'.шши мумкнн. Mat-илаи, yii куршжшида и|*>кли деб тшшлган улчои 
аниклш и, стапокда жмлаб чицарнлаётгаи дсталиинг у.ччов аинклнгнт мутлацо 
ироценз б^.шшн г^бниЙ.

Miinuiaini ечишда шилатиладнгаи дастлаб.ж маълумотлар всосан 
тажрибадан «».жнганлшн сиблблн, аник ЦнПмнтга »га будмасдаи, такрибнй 
цийчапи  :>гадир. I l ly  сабибли кУМнлгнн мненлани киндай аинкликда ечмайлик, 
даст.шбкн маьлумот.шриниг тнкрибинлнгн ту<|мйлн олннган ечнм х,ам 
такрибнй характерга эга булади.

1.2. Абсолют иа лимит  абсолют хато

Х.иооблишллр охнрмда аинк А сондан сеанларснз фарк киладиган а сон 
т а к р и б н й  с о н  Д«*б аталадн-

Amp а < А булса, а такрибнй сон А аник сондан ками бнлан олинган, 
а>А  булга, купи бнлан олннган дейилндн.

1-мигол. А = v'3 аинк сон учун 1,732 гакрибнй сон камн бнлан олннган 
булга, 1,733 купи бнлан олннгпн дейнладн, ягни 1,732 <-/3 <1,733.

2-мисол. А - 13,265 кг аинк о*ж >'Ч>Ч1 13 кг «камн бнлан олннган булса, 
13,5 кг купи билам олннган, ныш 13ki < 13,265кг< 13,5кг.

Аинц А сон бнлан а такрибнй сои орнендаги фарк. такрибнй сожжнг 
хатоси Да доб атяладн:

Дл = А - а .
Агар /4>0 булга, хато мусбат, ньни Да>0, агар А <а булса, хита. Ad <О 

маифнй булади.
Аник А сонни Х.ОСИЛ килшн учун такрибнй а сонга унинг хатоенни 

кУнжж  кернк:
А =0 + Да

Купинча хнн) ншораси номаълум булади, шуиннг учун амалнй
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мясллялярда абсолют хато тупгумчяги инматнлн h i.
1-таъриф. Аииц A COIt билЯН ТаЦрнбиП а гон аПирмагншни ябсолют 

цнПмяш Л, такрнбиП соннннг ябсолют хатогн доб ятяллдн:
Ь=\А-а[. ( I I )

Агар А сопи бп.на мяълуи б$’лги, абсолют хато (М )  <|юрмула орцчли 
осон мк-облянадн- Дммо ачалш! мягялилярнннг кГичиимидя аник соннинг 
Уэнни аннцлаш мпшии амас. Мясалаи, бирор млсофани О, J гм лнн1;лнккачл 
М1собллш с^жлгян белели. Лскнн, унп бунда» лннклнкда хисобляб булчяИди. 
чунки ^лчанагтглн мяс<н|мшинг J:m аник нмчлш тсиглшн бшгя мяьлуч эм««-.

Mlyimui учуй кСнчилик ячллиГг маслляллрдя номльлум абсолют хато А 
у'ринга, ундин нам бФлмшпн лммптш; абсолют хато тушунчагидян «|н1|1дяланнш 
млцслдгл мупофш^дир-

2-таърнф. Абсолют хатосидлн кмчик бум ага» *ар кяндяП такрибий сон 
л и м и т  а б с о л ю т  х а т о  дсб ятладн.

Агар яннц А соннп тлкрнбш! а сои билян алчаштиргяндяш лимит 
ябсолют хятонн Аа билан белшласяк, у пактда:

Д=^-о|5Дп, (|.2 )
ДйДя (1.3)

окп лбсолют кпймат тат»рифнгя асосян
-AoS А-а < Да, ( |.4 )

бундан
a-&aSASa + &a. (1 • **»)

Amp о, тяцрнбнй сон А шин; гонга нкнк б^либ, ундан ошмягя па ч2 
тяцрибий с°н  А дан кям бСл.чяся. у .\олдя куИшдяш тснггнзлик «ртми: 

а,£А<а} , ( | .в )
буерда а ,*а- й а  (клмн бнлан олншяи гацрнбиЛ сои), в,=а-»Ло (кГнн билпи 
O.IIIIHHH тякрнбнн сон).

Лимит абсолют хятонн урга Арифметик кнПмяг коидясн орцили 
хисобляймня. Тякрибпй а соннннг урги арифметик кнИмятн:

а = >-1
2

Энди я, =я+Дл дан а, =а -6п ми лиирнб куПндягннн хогнл к».тямнз:

2
>шбу Да нннг кнйматнпн (1.5) га куГчяк,

бундан -"».Г 
2 2 2 2

па ннтижада
А ^ ^ Г а\
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Шуидай км.шб, тацрибий тон учун лимитик абсолют хато

цуйидашдан нборат булади:

2
Мисол. Агар /5 «они учун 2,236 пн 2,237 сонлар нами ва купи била и

2,236 + 2.237 . . . . .
»лишаи гакрибнй сонлардаи по.цки булса, у аацтда а - ---- ------ 2,2365

сонн /5 книг тацрибий цийматидаи иборат булнб, лимитик абсолют хаю 
Куйидагша то т булади:

2 237-2,236 = 0,00. =00()й5_
2 2

1.3. Писбий иа лимит нисбий хато

()113 юцориди курнб утган абсолют иа л и м и т  абсолют хатолар улчаш 
аниклнпшн итарщ даражада тулнк н(|и»далаб бера олмайди. Мясалан, 
курнлшнда ку.мшпиган на етарлн даражада аник деб тонилган 5 см 
апнцлнккача яроцли д*:б олинган лимитик нбсо.лот хатони станокда 
яеаладиган детал учун нУ’ллаб 6y.iMnii.ui ёки имборда I кг гача т^грн деб 
тоинлган лнмитик абсолют хато грамм Аки мнллиг^ммларни цисобга 
оладшан лабо|мт»рпялар учуй муглацо щюкеиадир. Шуиинг учун бна 
тацрибий сонларниш абсолют хагосидаи ташкарн, гнии1 ниобий ва ниобий 
лимит хагосиии \ам билшннмиа зарур. #

З-таьриф. Абсолют хатонинг Д «инк А сон модулнга ниебати тацрибий 
СОИИ1ШГ н и с б и й  х а т о с и  8 деб аталндн:

бундан
д=!4<у.

Агар 20.« масо<|шпн улчаганда, абсолют хато 0,5л» булиб, 1000км 
масо(|)анн улчашдаги абсолют хаю  1к.м булса, ула[1Ш1нг нисбий хатолари мое 
рааишда:

—  = 0,025 на - * =0,00! була.цн.20 ’ 1000 *
Амалда кунинча нисбий хатолар <|мшадн олинади (1%, 1% = 0,01#я) ёки 

жуда аник • х^нсоблашлар талиб кнлшнан масалаларда п|м>мил.1Ш1Дн 
(°/ио- 1 и/(ж, = 0,001а) олинади. Ьнр иромиллин ироислтнинг уидан бир цисмнга 
тенг.

Олднн айтиб утганиммадск, абсо.шп ха гони аиицлаш цншш булмши

Г>
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учун, унинг урншя лимит нбсплигг ximi анипнн :»;|и. Худди шунинп**к, 
ннгбнО хятонн пниклиш киКнн бУлгтш учун лимит н тб и й  хи-it) ятниянпдн.

4 тп-ьриф: ТяцрнбиН соинниг нш-бнй хятогндлн кнчнк бУлмягяи *яр 
клидяй сон лимит ннобнП хято • Дв д»*б птялидн:

(1.8)
ОКИ

\А
Н-П)

буидян
& & Ш ..  (М О )

llly iun ii кнлиб, а  тякрибий соинниг лимит «бсолют хптогини 
цуАндлгпчя fount мумкии

Л ,* 'Л бв. ( I l l )
АмЛЛДП KjillfHMn ЯИШ< А СОНШШ1 i-IHIIII 1И1ИКЛЯ1И ЦНИИН булшни учун 

А *а  дсб олиияди. Пуни хнсобгл олгнк, ( I  I I )  «|м!рмуля куПидлгнчя глилидн:
Ал = аб„.

Лниц А гон o ( l- ie) вя о(\ +£,) орилнцчл г т т н н  учун, уни шяргли 
рашпиля куИидлгнчя ёзиб оля.ми:>:

Лннклнк учун Л > 0, а  > 0 ия Д„< а  дш-ак, у ияктдя

S - ^ . Л  . ( I  12)
Л л-Л.

|5у ||(|МДЯ1Я ЛИМИТ ННгбпИ хлгонн хисоблшИ форЧуЛИОИ ;И> ягяллди. 
ВуНДНН ЛИМИТ ябсолкгг ХЯТОНН хнгоблши <|н*рМуЛЯГИИИ хям кс.пириб чнклрпш 
мумкии:

Д=/4(Т5((1 + Лв)5п.
Д4 = (а +Дв)5, тгигликднн цуПнднги лимигик ябсолют хпюки хисоблпш 
(|н>рмулнгинн тонямнл:

А = — “ ,
1-<5.

ягяр Л. « а  пн , « I бСлсп, у нлктдл

а
дгб плит мумкии. Вуидин Д„ *<э<5л.

1-мисол. Геометрии <|ииу|»шшнг юли у.тишгяндя 2.42 м' натижя олниган 
булнб. ytmin ЛИМИТНИ ябео.ЧЮГ ХЯТОСИ 5г ч ! бу.ЧГЯ, шу соннипг лимигик
Ш1(биГ| ХЯТОГН 10МИ.1ГНН.

Нернлгян: о = 2,42 и! = 2.42 104r V ,  А, = 5c.w*.
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Кчшн: = —  =— — т = 2,0 6 6  10  4 <*ки ({мнпдягн циймати 
а 2,42 • 10 см

6Л ~ 2.066 10 4 100% = 2,066 10 2%.
2-мнсол. Икни хил onip.iiiK.uHII дон т»|ммида (мчнгандя 125,46кг ва 

4,33« ¡жянлиги яннцлянди, Улчашдн лпмиинг абсолют хато Юг чегярягнча 
Кабул ЦИ.1ИНДИ. Мккала \ол учун хам лимит шм-бий хшх» хжобланпш.

|м‘рн.иян: о, = 125.46кг> 125,4>>-Ю\’ , а. =4,15« = 4,15 Ю‘ г, Да, * До, = Юг.

Кчмш: б а . м ^ ш ----— - - 0,0797-10 1, 6 а. = ^ = — \2-~ = 2,4096-10'*.
' и, 125.46 10' 2 о. 4.15 10*

1.4. Хитонинг исоснй манбалари

Маи'матмка мясалилярнда учдшйдшан хяголар неоген бешта гуру^гн 
бу.шнндм.

1. Математика мнгяласинииг бсрилнншда йул цу'йиладнган хаго. Одат/М*. 
гуанлган математик мод«<ллярнниг дснрлн хаммнгн идеаллаштирил ганднр. 
Дсмак, математик мод«мдн <|м»рмулалар |н*ал \олягни аИрнм холлардягима 
аник н|)м|дн.1 н1ни чумкам.

Одатдн, математик мидс.мнрнн тулпш жя|м1гнила нйрим чгкланишлар ва 
шяртларгн ;п»тнбор берган холла <-о;ия|>о|< модел туишна ф ри  кедади. |>ундай 
иаьгда й$>л цуйилгям хата м ятш ти к  модг.мш туияндяги масалаиинг хатосн 
дсб аталадн.

Шундай \олляр хам буладикн, мягялани аник купилган математик 
мод«‘л  билан счиш цийни, \аги> мумкин умас. V кнктда бу мж-алаин упга нкии 
б^лган тяцрпбий мясяла билан ялмяипирлб ечшн мумкнн. Демак, биа бу срдя 
цнгман хягогя ¡1 ^ 1  ц£нмнл. Вупдай хаго усулинииг хагоги ;м̂ б нгнладн.

2. Маи-мятики (|и)р.му.шларндин «|к>йдаляннш жаряённдя, кушшча 
чекгнз кетма к<тлик ви кнто|иарпдян <|и1Йдм.итшнги ф ри к<мядн. Бу чекгил 
кстмя кстлнкляршнн лим ит маснланниг счими бу.тди. Лекнк, н тчж  тслкор 
Э\М лар ёрдамидя хам чгкпм кгтмя-кстлнкшиП .\нмчаснни хнсобгя олшигя 
цодир умя<\ Ш уннпг учуй чгкпм 1£<ггмп-кетлшмяртшг чсклн соидши 
х.адлярнни олнш билан чсклянямиа. Ьуиниг иатижагидп йул кУйил^н хпто 
Колдиц хато д<*б атяляди.

3. Магсмигнка ва фндика мясялялярним синода кУлланилиппап анрнм 
сонли иа|>пм('т|>.1яр11ннг тацрибий олмнишидир. Айтайлнн, хамма фиат; 
клтгаликляр, жисмларнинг »ркиц гуншш имлаиниш  ̂= 9,81м сг , гал

босимииинг П’рмнк ьчкм|м|>шмн'иги V = град ' на бошкаляр.

Вундай хя'гола|1ИИ, бнз иицпли {»акшнда бошлнигич хато дсб нтяимил.
4. \и<-ибляш жараГчшда цилинган хаго. Снцнонал сонляр билан
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ирнфчсгмк амаллар бажлрнш жараснида соиларда н«‘ргу.|дан кейнн чсксиз 
рацамлар ити-нстлиги x<*ni б$:шт . Вун;у.П вацтда верещ а и ксГшн маъдум 
Конда асоснда чеклн еондяги рацамларнн илнб хнеоблашни даном эттирамиа.

Масалан: j  = 0,333... f ir = 3,14159 ..

Пн:» бу ердн 0,333 на N 2  сонлирнн олшинмнэ мумкнн. Ьунда iijU 
«ÿiiHjiraii хат»» яхлиглаш хугоси деб аталадн.

5. liÿmiH'ia математик амалларнл бажариш имраёнп тацрибий сонлар 
билаи бор.чашан бу'либ, бу амаллар ха-госи деб агаладн. Маълумкн, хиеоблаш 
охнрнда ц^ллаиилган тацрпбиЙ еонлар на бошлангич хнтоларш» цццдайдир 
ftjtoap била». цисобга олинпа *,|>акат цнлинади. Нундай х«лларда амаллар 
хагоси гуаащб бу'лмайдиган хыто деб нгалади.

1.5. Такрибий сонларнинг цийматли на иншнчли рацамлири

tillara маълукн, х,ар цандай такрнбнн а шин чекли ёки чексиз ÿнли каср 
шаклида ифодалаш мумкнн.

Агар $гнли каср таклпда «чилган гакрнбий сонниш чаи гомонидан 
бошлаб рацамларнн кушгиб бортик, иолдан ({шрцли б?лган бирннчн цийматли 
ракам га дуч кедами;».

Масалан: 5,2138... сондагн бмрпнчи циКнпык ракам 5 6ÿjica, 0,00028.. 
да эса биринчп кнйчатлн рнцяч 2 дан нбо|нп б£ладп.

Умуман, х«|> кандай такрнбнй сон ÿ iiu . каср шаклида куйидагича 
ифодаланадн:

я = ая10-+п. ,10-' +. . + ая., ,1o--1 + . (М 3 )
Ьуидягн а, ляр такрнбпн а сшшшн |>акамляридян иборат б^лнб, 

а, = (0,1,2, ,9} циймагларни кабул цнлади Г.упдаи ташкарн т  бугун сон б£либ, 
а сонда катнашунчн (0 нищ :т г  юц.-рн дарвжащднр.

I таъриф. iii.n i каср шаклида Н(]юдалангап нолдан фарцли аа ноль, 
агар у иккнта кийматли ракам оксида жойлашган 6ÿjica ёки ÿiuiu хонанн 
саклончи номэихади нборат 6ÿ;nan м р  «айдаЛ ра«ам1»  маънолн ракам деб 
аталади. Масалан: 0,0004070 пм.дагп чаидан бнрннчи rÿ,*Tra ноллар маънолн 
Р“ нам V '^ « » m « íU h , Kt'iiaiirn иккнта ноллар маъноли рацамлардир, чунки 
улардан бирн иккнта маънолн ракачлар 4 ш, 7 орасидд жойлашпш 6 W  
охирндаш по.и. пса $‘нли хонаии сацланиа хиямат «клади.

Агар сонлар одатдагиднй ёлнлган б*лса, унинг маънолн ракамларшш 
аниклаш нокулай. Масалан: 704000 опт,да н е т , маъноли ракам бошшшни 
«йгнб булчайди, лек.ш бу сонда камида учта маьноли ракам бор. Вунднй 
ноаниклнкни нукотн. учу,., ушбу еоиш, ÿu.i,. каср шаклида «ниша г«,,,,, 
кслади. Ьерилган сон учта маъноли ракачга :,га б$лса 7 64 Ю \ агар t¿ th
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магно.ш рянямга :»гя булгя 7,640-Ю5 па хокаао. Соиларни буидяй уили кагр 
шаслидя ñ iiiiii янча цуляЙ пн нхчачдир. Мнсаллн, 0,0000000750 = 7,50 ■! О'*.

2 тяъриф. ТпцрпбиП гоннпнг ............. и та маьноли ракамляри чяпдян
Virria хпсоблнганда п-маънолн рлцлч буйичя т у  сош тш  абсолют хятоси 
нрпмдап ошмяса, шу п та мяъноли ряцямлар ниюнчлн ряцямлар деб яталади. 

Агар а тацрибнЙ соннниг аииц А цийчятн мап^ум булга,
0,5 ♦

у вяцтдо 2 тяърифг я ягоеаи тацрибпй а гоннпнг п га рацамИ 
а  .а«.,,.... ,а*-я,(.■••• ишоичлн буляди.

1-МиеоЛ. Л, =43,87 ainii« <*<»» учу» а, =43,91 сопи учтя ншоичли ряцям
буйичя тнцрнбий гои буляди, нъин тагрнфгя «coran
И] - a j = (43,87-43,90| = 0,03 < — ■ IO'1' 1'1 Ю 1, бунда»: ¡43,87-43,90) = 0,03 < -

2-мисол. Нуйидаш А, =107,13 аник сои учуй уиннг тяцрибий цийматн
о, =107,12 lfp rrn  шноНчлн ряцамгя яги. Чункн

\At -0,1-1107.13-107,12| = 0,01 < y  10 ' ■

I.e . Соилярии яхлмтлат

Купинча, ямялнётдя унли кагр шяклнда бермлгаи сонларнн яхлитлаб
........га T jrp ii яелади. Лммо сонларнн яхлитлаш учун хисобловчи мяьлум
копдаларгн амал килшч мякгядга мунофнкднр.

У'нлн кагр шяк.шда борн.паи би|шр а ан т; скн тяцрибий сои ишоичлн 
рацамлар соин нам болтан о, гякрнбий гон билли я лчаштнргяидя jo,-ai фарн

знг кем булиши талаб цнлниядн.
ОммавиЙ хисобляшларда цуГшдши лхлн глиш цондяларнгя эътнбор 

бсрнш таягия цилинади.
1. Агар ташланадшан рпцамлярдяи бнринчиги 5 дни качта булга, 

КоляднгяИ ряцямлариннг янг охиргнги кучпйтнриляди. лч.ни унга I кУшиб 
ёяиляди.

Мигол. Бгрилгаи <7 = 2,35671 гонии псргулдан кеГнш учта рацамшчн 
яхлитлаш таляб цплннгяп булги, яхлнтланган гон л, =2,357 бу.чади.

2. Агар имиландшан рякямлярдпн Гтрничиги 5 дин кичик булга,
цолаШган ракамлпршшг ¡им охнргнси кучайтярялияйди, яч>ни у н т  1
НУшилмагдай J'iirapuuiein мнлади.

Мигол. Вгрнлган о = 4,8144 гонки пгргулдан кгйнн учтя ва нккитя
ракамГячл яхлитлаш талаб цилииса. куйидяшча бу.чади:

=4,814 на ft, =4.8!.
3. Агар тйшланадтан ракямлардяи бнрпнчисн ") булиб, ундан кгйингн
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KiiiUwT.ni рацамлар бумага, эиг нкнн жуфг пиши к$>ад« тугмб ях.ипданадн, 
ньни агар цоладтни охнргн ракам жу<|гг бу.к'и кучнйтнрнлмайди, агар тоц 
булеи, кучантнриб, I |фпнб н<)фг кнлимидп. Ну ж уф г ракам цоидаси д«гб 
аталадн.

1-мисол. |н-рн.тш 0  = 2,835 сошш исргулдан тП п н  мккыта рацнмшча 
яхлитлаш талиб кнлншам б^лси, бу сон а, =2,84 буладн.

2-мисол. а  = 3,0685 гонндн вергулдан наш и учтн.|жкнмгачн яхлшлаш  
талиб цнлннса, а , =3,068 бСлиди.

3-Коиданн нирнм сонларга тадбнц цнлншнмнэ бнлан бна нхлнтлашнннг 
аннцлнк дв|м)Ц{Л(‘шш  ошн|ж олиас.мнчпии \ам мумкмн.

Масалан, 0,270.1 сипи асргулдан ксГшп учтя рацамгача нхлнт.ншга,
0,270 бу.шдн ;>мак, кочиднпш охнрш |жцам кучаичирилмайдн, лснип 0,277 
*ам 0,270 бнлан 0,2705 га бнр хнлда нкнн соплардан нборат.

Лммп бил кун сонлар би.шн чнооблшп.чарни бажирганичнлда, (фшича, 
кями бнлнн ихлмглаб о.1ншан соплар, |фш  бнлнн нхлкт.мб олинган сонларга 
карнйб теш бу.шб, \то б .1ин| натижасн хигонннг кам бу.жшига о;шб ксладн.

1.7. Хатонн чмгобланшниг умумий формулами

Вн:на /| та ,х, ярклн (-лнрунчи.шрш боынк болтан
дн<|м|х,|к,шм1ал.]ннуичн

и = Лх,.х3,. хя)  (1.14)
функция борилган бу.ЮИН.

Вундагн х,,х,. ....,х„ :>рклн У-чгарувчнларнинг абсолют хатолари мос 
рапншда 4г(,Дг}, ,Дс„ б£л< нн. V на>{тда фучшцишшш абсолют хатосн 
куйнда»нча бу'ладн:

Ы !  = /(х, + Д*.......х. + Дх,)-/(х,,х,.... ,х„).
Ьундан

(У+ди = /(х1ч-Дг11, х„+Д(„) ( | . | 5 )
Энди М< нфодлнн анмкляш учун (1.15) теж.жманинг уиг гочониии бнр 

нечтн уагарунчта боглик бу’.пан функциалар учуй Т»*й.юр «торнга ейиб 
чикамн.ч:

/С*. + *,+ Л*. )*/(•«■■.*„ ,0+ЛГ| -- + Лг. ^  +Дт $ .+
(*, Аг, . * дх.

+ - 
2 (Дг,)' + +(4дг„)3 £-4 + 2Дх,Дга ¡*1-. +... 

'Я сг,
Очатда Дх,.Д*., ,Лг„ абсолют хатолар х ,,^ ...^  лярга нисбагн!. жуда 

кнчш; бу.нанм учун хусугнй хоенля.гарпши нккннчн па унд;,ц шцори глрчиблн 
х,ядлярннн х.псобг» о.чмага хам б^лндн.
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Дгмак, яйтнлгянляргя ягосяи (1.15)шшг Трйлор кяторигя ёйилмяои 
цуйидяпгаа ёзиляди:

Г/ + Д (/= Г{х....,хп)+ £г Ах1+ .. + -2-&х„.
(ТГ, ахй

& (1.16)

Энди, (1 .15) дян (1.14) ми яНирнб (1.16) ми аътиборгя олгяк, 
куйидягигя яге 65'лпмиэ:

Д{/ = —  Дх, + + Дг Рки
г*,

аг, йг.
1 17)

Бу п тя эркмн ^гярупчшп боглнк бу.чгпи Г/ функция учуй ябголют хято 
чисоблаш формуляси деб ятяляди. Шунингдск (/ функциянииг нисбий 
хятосипи хигобляш учуи гмучмй формуле «уйидягичв б?:№дн:

и  ех, и  сх  и 
ЛмалнА мясялялярни ечшидя, кСпиичв, функцпяпшн ¡Гягярупчнлар 

буйнчя олиНгяи хугугпй хоснлвлярииннг абсолют циПмятимн олиш анчя 
куляАднр:

ДГ/ = ди\
аг,|

д». +...+ 5(/
дх.

Дг. па нигбмй хято «У » - ^ + ,+
и

?и
дг.

Дг„
~и

Олдингп ияряграфларда яйтиб ^ггаинмнлдгк, ямялнЛ мясялалярнииг 
к^ичилигидн ябсолют ва нисбий хятолпр ^шпгя лимит абсолют на лимит 
иисбнй хатоляр кабул НИЛШ1ШНН эсга олгяк, лимит ябсолют хято:

ди
Д„ =

пя лимит ниобий хято
дх,

\еи 
* * ■  +к

Дг.

¿1п1/
Лг,

I я
дг,+...+!

дх,
•!п и\&хт.

1.19)

( 1.2»)

Мнсол. Берилгян Г/ = г, + х1, + г,2 функцпиншп х,,х: вя х, циЙмпмарида
лимит ябсоЛн'т хято на лимит кпсбмй хятоляри тонилсии.

я-, *  2,24(±0,01> Х2 =4,«5(±0.01> *,=8.18(10,01).

Кчиш: х, =2,24; х,2 = 17,2225, х,5 = 547,4434; 1/^ 566.8059. ^  = 1; ^ -  = 2т,; ^  = 3г‘
дх1 (л ̂

Лимит «бсолнгг хятонн \исобляймн;»:

Л,- - Дх, + еп
0хг

Ахг + Дх, = 1-0,01 + 2 4,15 0,01 + 3 (8.18)* - 0.01 = 2.1004

Энди лимит ннсбий хятони хнсобдясяк,
6„ --*0,00$7 оки буни фошля к и т , 6„ =0,37% булади.
и 566,8059 3 М 1
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2.1. Умумнй муло\азалар

^исоб.'шш мишшниарн ёрдамндн «(юрчу.па курннншдн бершнан 
функцнялнрннш кнймяпши ^шоблжн мшиум маыюдн ушбу <|н>рмулаляриинг 
КиндиП куршнипда Гчилишнгн бш.шкднр. Miiivmutiik “нущни иаларда бир- 
бнрига акшншленг 6ÿ.imn п(|м1дн.1нр тацрнбнЛ хш-облашдн бнрбнрнга 
:>кшшал1‘нт бу.шолмжмши \им мумкнндир. Illy  сабнбли нмнлнй жи\н 1Д!н1 

му\нм бу.пнп мнсалп, кыш илсчентнр функцнмлярнннг уш кулии аналшик 
к£ринншдяш и<|юднларшш топши мнгяласн вужудго келади.

Бмагя ма1 «лумкн, *нр кандаП :>Х,Мции \Hi»H'itiiu оне|ыишнлариннн1 

кунчнлигн арифметик амаллнр (|ф ш ил, айрнш, KÿiKiÎm ipinii ка ö Jjihh j} на 
мннтикнЛ нмяллнр ёрднмидн бнжарнлнди.

Демак, бил ечнлястгам млтомйтнк мигал»ни кетмя-кет бнжарилнспнл 
алемснтар иш^мцмнляр дсб тяганнур нилншнмиа зарур экян.

Агар x,iieo6.iaui матемятнкясида функция кнАчагини хисоблаш 
жн|шёи111{|| так|и>рланувч1г цикллнрга келгнрнб олншга эрмшплся, \н<облаш 
нмии натнжя 6t*|»a;ui.

ЦуЙнда бил Укунчнларни функция кнйматннн \и<-облнишиш айрнм 
усуллнрн бнлан пнннигирнб чнкнмна.

2.2. Куих;ад цнйматинм ^нсоблаш. Горнер гхемагн

НхтнсрнЛ и дн рожали кч'пхпд берилган брлсин:
P.(x) = a X  + «,*ñ ' + • +a,-iJr+e- ■ (2.1 )

by ердаш а„,оиаг,.. ,<гя ко;и|>фицментл«ф хякикнй сиплардаи ибо|>ат.
Ьу Kÿiityw бирор х=£ киГшятда хисоблйш таляб кнлингнн булсин:

Л (* )г <чГ + « |£ '"+-+».. ¿  + ая. (2 .2 )
/’„(<£) к$>11\яднинг кнПмятнни хнеоблаш учуй (2 .2 ) ни куйиднги 

курнншидл оанб Олимпа:
!\ (ff)-(- (((«.¿ + « ,) í + » i^  + ■ + e_,)* + « „)

liy  ердп K)íin.iarif гонлнр ютмп кгг.шги rap i»t6 билпн хтч>блнтин: 
uc,
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(»из бу ррднгп ft, =о0, Л,, . Д ., сопляр /‘„(х) >ф|*яднн дг = £ гя б^лгандл 
\ооил 6$>л1йн б?линма • /’„ .(* ) к^нхаднипг ко;>ффицт>нтднри лкянлнгнии 
куронтнми». Умучан о.ннкдя, P„.,(jr) к?и*ядшн1г к^риншни куАидя1НЧя белели:

Л Л ^ А * " ’ + А * " г+ +А-,. <2 4 )
Д(‘МЯК,

n W = ^ . № - i ) +A -  <2-5 » '
Веду теоремясигя ягоснн колдиц VW  рп нуПпдлгидян иборат:

А  = П(£)-
Энди (2 .4 ) в« (2 .5 ) <1юрчулалярдйн куПиднгшя яга буламнз:

Л М “ (воГ*1 +ДХ"'1 + ....+ fin  ) ( W ) +А- 
Цавглярин очпГ», ^хмшш хядлярним »хчимлаИмиз:

W » A * " +(/»,-A i V " 1*- .■■+(A..-A*f)*+<A-A.i)- (2-0)
Энди (2 .1 ) iwi (2 .6 ) дани к^нхадларшнн бир хил днражялари бГйичн 

киаффицнонтлирннн теиглшитириб оламмл:
А*<*о. А = °о»
Д ~0„4=а,, Д=а,+Д,£.

* - * « - > •  , бунде,, А - . + А Л

А - . - А А - .  = < v.+ A.:f.
A ,- A , i  = «- А » я .+  A , i

\ IM-ил булган нфодлнн (2 .3 ) бнлпн такцослясяк, А “ *г- A " Ai....•A= A-

экянлнги келнб чиклдн. .
Ьиз юкорндлгн нятнжяни нгбот кишмиш олдммнагя мяцсяд килмб 

КуЛган эдик.
Ш ундяй цнлмб (2.3) формуля ёрдпмиш б?лши ячалинн бпжярмнгдяи 

ря(х) кСихяднинг к<к*|>фициентд«рн»н1 на /’„(г) цолднк \мднн тоннш мумкик. 
Бу ердлгн f t „ A A * - A i  гонляр Горнер схсмаси деб ятялядигяи угул бнлнн 
тоннлндн.

Амалий хигобляшлярдя ц^ллянилялиган бу гхемяга ягослн (2.3) 
геныиклпр нунидлгмчя Гмиб олпиадн:

а0 а, аг ■■■ о„
ЬЛ Ь,4 -  

Ь0 Ь, ьг Ь.=~р& у  
1»у орда h0 = л„ б£либ. охнрги кятордяги цолглн хпм.ча сонляр уллрннкг

уггнда турмпг иккмта пншиж Пиптдисидли иГмцнггдир.
Гиркср гхсмягн o iflii'ia /*(х) к¥тг*я;шш1г бирор х = § дагн циймятинм

\исоблан1 учуй п тя к>1г|н5тнрнш на и - А тя kViimiik а.чал.три бяжярнллдн. Ну 
f-рди к гони а, тки^крициогглпрнннг но.мярн сони. Одднй ЛУ-ч билян
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хнсоблаганда фацат кулаИтирншнннг у:пин 2л  - 1 та ома.» бажаршига т>Ч|и:
КСЛЯДИ.

\о:шрги инПпачн ^игоб^жш мытсматиклеида функция кнйматини Горнер 
схемасид<“К годдя иа тч;;* хнеоЛ.ниЦнпш бн|юрта усул тонилгин эмнс. Горнгр 
сх<*масм1П1НГ устунлнш, у машина нацтннн нхиш гежнПдн.

1 мнсол. Цуйндаги б^рнлиш Рп(х)= 2х*-1х: + 5х + 4 к)'н*ал * = 2 кийчагда 
Чиообланснн. •

Кчнш. Горнер ехсмапши туяамиз:
2 - 3  5 4 

2 2 12 7 2
2 1 7 18 Г / ^ )

Х.ацикятаи кам /*(2)=2 2} -3-2! +5-2 +4»18.
2 м иго л /»(г)=х>-2гЧ8х + 5 иСп^ад х = 3 «ийчятдн Горнер схемжи 

буЛкчя чнгоблнненн.
Нчиш:

1 - 2  8 5
3 3 33

1 1 I ! 38 » /*(3)
Токшириш: Л(з)= 3’ - 2 -31 + 8 3 + 5 = 38 .
Ушбу мисолдн арнфмпнк ямялляр сонник ^игоблвймиэ. Горнер 

схемасида кфняйтнрнш 1-3,1-3; !1-3 амали 3 мн|ггя бажярклди, кУтинш ямпли 
V»« -2 + 3;8+3;5+33 3 марш бвжярнлди. Ж ям н в та амял бажарнлдн.

Тснширишда к^риннв т)рибднии, одди-1 усулдя лея «фтйтнриш 3 3 3 ;
2 3 3; 8 3 ямплн 5 марта, >фннш ямялн 3 марта бяжарнлди. Ж ачи 8 те амол 
бнжнрилядн.
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3 - Б О Б . А Л Г Е Б Р А М И  В А  Т Р А И С Ц К П Д Е Н Т  Т Е И Г Л А М Л Л А И Ш  
Т А Ц Р И Ы 1 Й  ЕЧИ 1Н

3.1. Алгебраик ва тряпсцгилснт тешламяларни счишпииг 
тяцрибиЛ усуллари

Алгебраик «я трянсцсидпгг тсигламяллр муряккяб бу.юя, уларншм аник 
.'ЧММШМ1 айрим холлардагмня том ит мумкин. Умумян о.наидя, уллрппиг аниц
ечимларипн топит мумкии амис.

К у  бнрнпчн иявбягда Т|#ШСЦСНД01ГГ тонглямаляргя, ЯЫ1И НОМЯЪЛуМ 
трянсцендент функцнянииг яргументн б^лгян теиглямадарга таялуклидир. 
Ш унншдев, беипшчн вн уидпи юк«Рн даряжяли Х«[> КяндаЛ я;пеб|>япк
ТОНГЛНМЯЛЯрИННГ рЯДНКЯЛЛЯрИДЯ OHII.IMflr.llini АМЯЛНЙ жпхптдпм псботлянгян.

Тенгламаларнинг аник гчимини тоииш »финна холларда зярур 
б^лмоПди. Тешламаларнннг илднэларнии иеряклн лннкликдя тона олсяк ва 
бунда ÎK.I к^ П иш и т мумкнн бСлгяп хятолнкннпг чсгярпгиии к?|хптя олсяк, 
-пшгламлллрнннг нлдиялярмии тоиши магалясн амалда хал :пилгпн б?лади. 
Ш уннпг уч)-н тенгламаларнинг илднлларнни маълум аниклнккпчя .\игоб.тш
мучим п.\ямнятгя агадпр.

Бил бу бобда юцорн тартиблн алгебраик ва трянсшндент 
Т4МНЛЯМЯЛЛрШШГ хннпкиЛ илднзлярннн ТЯКрибиП 4*411111 усуллпри билан 
тянншнб чнклмил.

Бу  ердя тяклиф  цилннадпган угуллар н.црбряш: ва тряжцендент 
тсжлячаларин П\Мларди ¡циссЯлашгя кгнг нмкошнгг ирятлдн *амда зуи чЛ м т  
жаряённдл мамкин кядяр хиеоблоячшшнг >н>*иятн»1« ешилллштирншгя Ррдлм 
б«*|н1дн.

Бу усуллярдяп цлПен бирннн THii.iaiii хлгпбловчшини xo\iiimira <и>мпк.
М ятлаи , u vfim nn i ггпглачя бернлгян бу.юни:

/(*)=0.
Бу  ердя f {x ) функции a< x< h  чск.ш ?кн чскгия орялшиа аниклпнгян ва 

уалукеиэ. Ьундан ташцари, / (г ) функцияинмг f \ x )  бнрпнчн на лИрим
холларда нккннчи гяр ш б лн  \4*гнлялярн мявжуд булсин.

Агар / (т ) функция цяндяйдир <* кнПмптда ио.иа artлпнга, ягни
/< iM -

У  вя!\Тда £ (3 .1 ) гешллмлиинг янпц илднлн Fiîm / ( г )  4|»ункцннншн ноли

;Г4'б ИТЯЛНДИ.
Агар (3.1) т е тл а м п и и т  илдн-иари маълум бнр атро<|>лн (‘охаларга эта 

булиб, т у  ««рофлн со\н.шрда тенгламашшг битга ил .им нтн  бошка нлшлларн 
булмагн. бунда»! мккаланган нлднялар деб лглла.ш.

М)
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Тенгламанинг яккялялгян хякиций лллпннм топит» икки богкичда олиб 
борилади.

1. Илдлзлярнн а;К}ЖТНШ, Я-ЬНИ иложи борлча шундяй кмчик оря.ищ 
олиш керакки, латижада, шу оряликда (3.1) теигламяляриинг 6|ггтя яя фякят 
блття ИЛДНЛИ мявжуд б?ЛГ|1Н.

2. Тя^рлблй илдлзлярни яниклянгшршн, яллш > 1111 етярлл яллц-шк 
дпряжясида дяпом тггнриш.

Алгебрялк вя трялсцелдент теиглячялярлллг ллдихтярннн ажратиш учун 
матемятик анали з курелдаги куйидаги тсоромялярдаи «¡тПдалямпчнз:

Теорема I. Агар узлукеиз / (* ) функция Узининг х,яр хил шноралн 
КиЛмягларипл [о,й] кесманилг четляридя кябул цллиб, / (а )/ (б ) < 0  шярт 
бяжярилса, у вяктда /(х)=0 тшглямянннг [я.А] кесмяда *сч булмягялда блтгя 
х,яклцлй илллзн мавжуд булади, яъли шундай £ е {а,Ь) сон толиладлкн. 
/ ( £ ) = 0  булади.

Агар / (*) фулкциялннг блринчл тартиблл \ослляси мавжуд булиб, у 
(а,*) оряллцда узгярмас ишорялл саклагл, яъли /'(*)>  0 ,/'(т)<  0, у вяктда
(3.1 ) тенглама ягола £ плдизга эга булади (1-члзма).

Илдлллярлл ажрятиш жараёлн / (г ) функцияиинг ораликли четки 
лукталаридагл ишорллариии аниклаш бллал бошляляди. [а,А] кесмянинг ички 
нуктплярндя / (*) функцияиинг илюрялярл текшириб бориляди. Агяр (а,,аЬ1) 
орялпкда /(о,)/(о,.,)с0  шарт бажарилса, юцорндаги теоремага асосан (3.1)

тенгламанинг мавжуд илдизн булади.
Ш у  оряллндягл нлдиз тенглямя учун ягола илдиз була оладимл ркн  

Кукми, б)нга лшолч \огил кмлиш учун амялиётда теиг иккига (ярлмга) булмн 
угул»; шнлнтилади. Яримга булиш усулииилг мяьлоси шундал лборятки, 
оралнции икклга, туртга, саккизга вя хокало тенг ораллцларга булиб, *ар бир 
ораллцнилг четки нукталярнда /(х) фуикцлянлнг илюралари аницляб
борлладл.

Тенгламанинг клдизлярини тацриблн цшфпк усулда хям аиикляш 
мучкин, чунки /(х ) функция эгри чнзигининг О Х  Ун билан кесшлган нуктаси
тенгламанинг хяклклл нлдилидян лборятдир.

Биз бу \vy.r билял кейнлги буличда батяг}и*лл гянишиб утамиз.

у /(х)>0

1-чнзма.

17 М г о г т у  П' Ю Р Ы

К и т и Б Х 0 1 Ч А 8 1
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Мисол 1. 1\уйндагн /(х)= 1,2х* -8,2г + 3 = 0 тенгламашшг нлдизларн
¡11<|ШТМ.1(-ИН.

Кчиш : Бсрнлган тснглама х--3 да манфнй ншоранн кабул цилади,
ньии:

/(- З) = -1,2 • 27 - 8.2 • (- 3) + 3 = -4,8 < 0. 
х=~2 да мусбат ишорага эга

/(- 2)= -1,2-8 - 8.2 (- 2)+ 3 = 9,8 > 0.
Демак, бсрнлган тенгламанипг битга нлднзи (-3,-2) оралиада жийляш ти 
Шунигдек, тенгламашшг япа нккнта нлдизларн (о,|) ьа (1,3) оралицларда 
мавжуд экаллигини аннцлаш мумкнн.

Дсмак, тенглама учта \ацнЧ1'Й нлднзга эга б^лнб, булар (- 3;-2} (0;1) ва 
(|,3) оралнцларда жойлашган экан.

2
Мисол 2. Куймдагн /(г)= ^х + еи +4 трансцендент тенгламашшг ^яцнций

илднзларм аннкллнсин.
Ечиш : / (х) фуикцмянннг бнринчи тартнблн х,оснласи

. Г М Л + г ^ - ^  + е’^ О ,

ви /(-оо)=-оо, /(+ *)= + « цнйматларга эга б$либ, бсрнлган генглама факат 
бнгга \ацнций илднзга эгаднр-

Ал1сбранк ва трансцендент тенгламаларнн такрибнй ечншда йу'л 
к£йнладнгал хатони умумнй \олда бах,олаш учуй цуйидап теоремани куриб 
чицямиз.

Теорема 2. Агар (а,&] кесмада 4 соки /(д) = 0 тенгламанинг аник. * эса 
такрнбиЙ ечимндан иборат б£либ, бундам ташкари нккаласн цам айхйЬ  
к т м д а  жойлаинан б$лнб, \/'{х\ г /я, > 0 б$лса, у х,олда куйндаш ба*о 
урннлндир:

' (»-2)
1

Исбот. /(х)=0 тенгламанннг х=4 ншщ счнми (/(^)=0) экашшннн 
\mo6ia олиб Л а 1 |>анж тсоремасннн к^лласаи, цуйндагнга эга б$ламиз:

/ (*)-/ (*Ы *--ъе)/ '(г ).
бу с 111.я С -  х ни 4 лир орасидагн гон, нънн С е (а ,Ь ) .

Энди /(<£)-0 в а | / (С )* и  иканлнгнни эътнборга олнмиз 

|/(*)- / (4 ) - |/(*И2 да||? ' $! - нигнжада,

|*- {|5№ 1  (Я.9|./И,
ХусучнН \ojiih т ,  5рннга а$ х < .Ь  штмада Г(х) шин :>нг кичнк 

КиГижиши олиш мумкнн.
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Эслат.ча. Баъэн бир холлардя (3 .2 ) формула KÏnpoK натижа бсришн 
мумкин. Бундай \оллярда [а,/>] оряликни маълум бир утулляр билам 
торпйтириб. хятони куйидагича \ам бя.\олаш мумкин: \х - i|  s (/> - о).

3.2. Алгебраик ва трансцеидент тенгламяларни 
график усулда счиш

Тенгламаллрнинг илдизларини график у гул билян сяишии кяряймит 
Мяълумки, у  - f(x ) функциянинг ОХ ÿn билан кесншган нуктясн 
тенгламанннг хлипкий иллшндан нборят б£лар эди. Тенгламанннг нллнэини 
грпфнг усулда аннцлаш учли, к^пиичя, (3 .1 ) тенгламанн унга тенг г  учли 
бФлган тенгллма билан алмаиггириб олинади, льни ф(х)=^(г), бу орда <р(г) ва 
^(т) функцияляр f(x) функцняга нигбятан ^исоблашга кулай б^лган соддя 
функциллардян нборят. у  = ср(г) ва у  = ̂ (х) функциялор графнкларини чизиб. 
изллняётган нлднзларни îny эгрн чизнкларнинг лбцнгса Укида кегншгям 
нунталарндл ахтарамиз. Тенгламанн бундай счнш график усул дсб ятялади

Мисол. Берилган у  = 2‘ -2х = 0 тснглямани график усулда ечинг.
Ечиш. Берилган тенгламанн 2 ’ - 2х к^ринншдя ёзнб олямиз. кейки 

у = 2* ва у  = 2х функцняларнннг графнклярнни чизиб оламиз (2 чи зм я.).

Перилгян 2*-2г = 0 тенглямя 2тя: *, = I ва лг2 - 2 илднзга эга.

3.3. Тенг нккига булига усули

1\\йндяп1 тенгламя берилган б^'лсин:
/(г)=0 ‘ (3 .4 )

Бу  ерда /(х) функцня [д,л] кеемядя яниклянгян ва уялуксиз, бундам 
тяшкпри унннг четки нуктялярида х,яр хил иишряли кийматлярнн кабул 
кнлиб, / (« ) /(/>)< 0 шярт бажарилгмн.
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(3 .4 ) тенгламашнп- [а,б| кесмада ёгган илднзнин юниш  

\екикпй сон (3 .4 ) теигламаиинг илдизидан иборат булади (лекин бундай \ол 

амалнй масалаларда дсярли учрамайди). Агар 0 булса, у иактда

кесмаларшшг чсгараларнда функциннинг ишо|«еи \ари + Ь а + Ь .
а, -— ёки . - А
. 2 j 2
хил булган кегми танлаб олинадн.

Ьнз шаргли равишда танлаб олинган кссманн (а,; Л,] дсб бслгилаб 
оламнз. Миги, торайган [а( ] кесманн яна тспг иккнга булиб, *ар бир кссма 
•н-шраларнда функция нишраларинн текшнрнб борамиз. Натнжада, маъиум 
бир бооцичда берилсан (3 .4 ) ичи .ш м аннт аник ечимннн ёки бнр-биринннг 
ичида жойлашган чексиз [з.йД  1^.^.] кесмалар кетма-кетлигини х.о4-ил

циламизки,
/ к ) Ж ) < 0 ,  (п = 1,2,3. ) (3.5 )

шаре бажариладн на натижада охиргн, торайган кесма цуйидагидан иборш 
булади:

Ь - а = ~ ( Ь  -а). (3.6)
2*

by ердм кесмаларшшг чаи таряфншшг охнргн нукталарн ,а„.
камаймяйдиган монотон кетма кст.шкдан нбо|шт булса, унг тарафииннг 
охир1И нукталарн 6*,62,... Д,,.. аса угмайднган монотон кетма-кетликдан ибораг
булади. Пнтнжнда, (3 .6 ) тешлнкнинг лим1гги

£ = lim а. - lim b (3-7)

бершнан (3 .4 ) тенгламаннш нлдизидан нбо|шг буладн.

Бунда й^л куйилган хнто Дх. = —  - , талиб килинган е (бу масала

шартида бернлган булади) аннцлик бнлан солнштириб чикилади. Агар &хя$е 
luiipT бмжарилга, масала ечилган булади ва ушнп ечнмн  ̂= i„  ± Лгя булади.

Мисол. Тенг ИККИ1М булиш усули * ёрдамида [и,]] кссмадн 
/’(г)ь х1 + 2х - 1 - 0 тенгламаннш бигга илднзи £ = 0,01 анлклнккача гпннлгин 

Кчиш . Теш  иккнга булшн жа|м»ёниш1 цуйидагн кУ'ринишда ёзиб 
чмкамиз:

/(0) = 03 + 2 0-1 = • I <0, / (|)= Г + 2 1-1 = 2>0;
/(0,5) - 0,5* + 2 0,5 -1 = 0.125 > 0, /(0,25)= 0,25’ + 2 0,25-1 = 1,484375-* 0, 

/(0.375)-- 0,175* » 2 0,375 - 1 = --0.I98265625 < 0,
/(0,4375) = 0,4375* ♦ 2 0,4375 - I = -0,0413 <0,
/(0,46875) - 0,46875’ 4 2 0,46875- I --0,0401 > 0 

liy орда Topafliaii [0,4375; 0,46875] кесмнда мш лачаннш  битс« 1нкрпбш1 
ил (.11,111 сифлтинп куйиданши «имми мумкнн:
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4 = i  (0,437? + 0,4687?) = 0,453125

Тенг iiKKiirn 6ÿiinni ycy.'iii x h ' k t |m>î i  х.иеоблаш чаншмилнри учун  ян чя  
кулай усул 6ÿ.iii6 хиспбллплдн, яммо fis yry .i борн.иап iriii.iiiM iiiiiiiii k Vm«>.i |h>k
еЧИЧЛЯрИНН TOIUIIIIW МОСЛЯШПШДНр. ТгНГЛЯЧЯШ Ш Г ЯНШ(|М)|{ («(IIMIIIIIt 11I1IIIIII 
учун жудя K‘ÿn  хисобллш шнлярннн блжарш нгл тугри соллчпкн, бу 
учун янчя иякт ся|м||.|я|ш1м тяляб ;ггяди.

Нин ко й и н гн  б^лим.шрдя бопщя утулляр  ёрдн.чн.га л 'и м лчл лл рн и м г 
ЯНШ<|К>К гчнмлнрш ш  TOII1I11I бпляц ТЯМШШгб ЧИЦЛЧИЛ.

3 .4 . Мроиорнионал булнш  уеули  (п лтяр  угули )

Энди (3 .4 ) теиглячшншг плдпмпмн бернлгян |яч-млдл тс:) км
ЯНИЦрОЦ ТОШНИ усулн биляи ТЛНМНшб ЧНЦЯЧНЛ. ЬерНЛГЯИ /(*•) ф\НКЦИЯ [<*,л] 
кегчядя узлукш з пл унииг чегяряллридя хлр хил шпорили киичнтлнрга :mt 
б$либ, f(a )- / (b )<  0 111я|гг бяя;арилсин.

1)ИЭ бу ердя ЯКННЛЯНШШ ЖЯ|М|ёН11НН К$|М«ТН111 учун фуПКЦНННМНг илднли 
ЯЖрЯЛГЯН ВЛ ННКИНЧН ТЯрТиблИ / ’(г ) \ОСНЛЯ [л;Л] К(Ч\ЧЯДЙ 5 »1Я|>МЯГ НШО|МШИ
гакляйди, деб фяра:» цилямиз. Лницлик учуй  / (а )< 0 , f{b )>  0 пя /’*(х) > 0  

(3 -чиямя).

By орда [с,h] кгсчанм тенг икиша бу.шш ÿpiniifl ундпм габннироц 6V;unii 
булит угулинн, яънн f { a )  / (b ) шнбяпмш карайчпл. Демнк, берилгян [а;б] 
ьчч'ма (tí. г,] ко косчялярга Сулила,(it (3-чнлмя).

I [роппрцшшал булиш угулиниш геометрии мш.носи у  f {x )  :»грн 
чиликни Л [«;/(<»)] нн #[Л,/(А)] нуцталардаи ÿiytm ii нагар бнлян алмашгиршн.ган 
нборнтдир. ЛИ  натяр тешлямасн кунндяшдан нборат:

х "  а  _ У  ~ /i*7) У-J о>
b - a - / { b ) - f ( a y  {Л '*>
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by ерда г — x, ва у  = 0 деб олсак, (3.8) формула куйидагн к^рншиша 
ЭП1 б^лади:

М (3.«>
1 т - м

Агар h¡ = -^ | И д (й-а)  деб белгиласак, (3 .9 ) дан х,= а + А,

к^рннншдаш (3 .4 ) теигламанмш гакрнбмй нлднзини топган б^ламиз.

а - х ь ии эътиборга олсак, х,=х0— . A b - a ).

Шупннгдек, лДх,;/^,)] ва В [Ь ,/ Щ  нукгалар оркали О Х  £кни хг иуктада 
кесиб Jtjb4H  А В  ватарнм угказнб хг такрнбин илдизни топамиз:

. í 3 -10'
Чизмадан куриниб турнбдики х3 пинг циймаги £ илдиэга xt га ннсбаган 

анча нциндир.
Бу  жараённи кетма-кет давом эггнриб, (и +1) -яцннлашиш х„, ни 

х,исоблайднгаи куйидагн формулага эга б^ламиэ: «

r~ * v  i w h f  <3" >
(З.П )-формулага 4 илдизга кетма-кег нции.шшувчи такрибиЙ илдизни топиш 
формуласи дейнлади. х нинг ишилган киймаглари ^<xí <xJ <..<xm<xmt<<4..<b 

монотон $сувчи кегма кетликнн ташкнл кнлади.
Amp / (а )> 0 , / (b ) <0 ва /*(х)>0 булга, к<гтма-кет якинлашувчи г.,, 

такрмбий илдизни *исоблаш учуи куйидагн формула к?лланади (3-чизма):

<312'
Умуман, / ’(г) ва / '( г )  х,оснлалариинг ишораларнга комбинация acocan 

у  = / (х )  эгри чизнк координата текислнгида турт хил к£рннишда жойлашадн.
1. / (а )< 0 , / (b )>0, / '(х )> 0  ва / '(х )>0 бфлганда, эгри чмзик ватардан 

пастда жойлашган бу.чади (3-чизма).
2. / ( а )>0 , f (b )< 0 , / '(г ) <0 ва / '(г )>0 б$лса \ам, агри чизик ватардан 

пастда жойлашган бу'ладн (3-чизма).
3. /(о )> 0, / (¿ )< 0 , / '(х )< 0 ва /'(х)<0.
■1. /(ti)<0, / (b )> О, / ’(х)>0 на /*(х)<0.
3 ва 4 .\олларда / (г )  функция цаварнц функция булганлигидан. ¡»гри 

чизик иятардан юкоридн жойлашган б$ладн
Шундай килиб, куйидагн хулоснгн келамиз: ватмр усули ердамида 

илдизларин аниклаганда, уиинг бш та нукташ х,н|>акяг;1аиуи'Ш 6J.ua, 
йккинчнги ха|жкатланмайдиган б^ладн. Демак, / (а ) /*(х)<0 шарг бажарилга. 
(3 11) (|м|рму.1а ц^лланмлл ш.
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Нккаля *олда хам чар бир кейииги х.., якннляшиш х. гя нигбятян 4 гя

якинрон буладн.
Энди вятяр усулииииг хатосиии бяхоляйчиз. / '(* ) косила |а.й] ксгмлля 

уялукгиз вя узииииг ишорясини сячлайди, доб фяряя цилямия. £ ва х, (3  1) 
тенгламянинг яник вя тякрнбиП ечнмлярндян мбпрят б^лонн, у вяктдп:

| { - * . | 4 ^ ^ К -  -т.,1 (3-13) 
т \

тгнгсизлнк уринли булиб, бу срдя «, вя А/, лярии (о;й) кесмядя / (х )  п и т  
модули буйича эиг каггя ва эиг кичик кийматлярни олиш мумкин. Хусугнй  
\олда, агяр [п,л] кссма жуда «искя булся, М , <2т ,  деб олмш мумкнн. У  вяктда
(3.13) теигсизлик куйидягияя буляди:

li- x .ls ii .- x j.  (3.14)
Кулиичя ЯМЯЛИРТДЯ, ягяр тяляб НИЛПИГЯИ ЯНИК.1ИК е > 0 гоиидян иборят 

булса, хатоии аниклаш учуй охирги х„ якинляииии х ,, якинлашншдян е  гя 
нигбатян кямрок фярк килга, ш.ни |х. - х..,| < е  булга, у вякгдя лимит абсолют 

хато сифатида куйндяш олнияди:

Мисол. Цуйидаги /{х)=2х! -0,3 тенгламяиииг битга илдияи 4=0,005

аниклик билан топилсин.
Ечиш: /(0)=-0,5<0; / (О .З ^ О .З1 -0,3 = 0,2 >0 .

4 ч ш м а .

Демак, изланяётгяи £ илдиз (0;0,5) оралнадя жойлашгнн 0< £ <0,5, 
'/(а)=/(а}<0, /(*)= /(0,5)>0 булгаии учун (3.11) форму.юдян фойдаланячил.

'  ^ ' " - Т ( & (4-О)=0+^ (0-5‘ 0)=0''7857;
/ (г ,)=  2-(0,17857)3 - 0,3 = -0,23623; хг = 0,17857 +■ ^ ^ ^ з ^ ' 5" 0’17857  ̂ ‘ ° ’35264 ’ 

/ (х : )=  2-(0.35264)1 -0,3 = -0,05129; х3 = 0 ,3 5 2 6 4 - ^ ^ ~ (0 ,5-0,35264) =018272;
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/ (О * . 2 (О 38272)* - 0,3 -0,00705 ; t, =0 38272 t-  -0,38272)= 038671 
0,2 ч 0,00705

Талиб 1{н.1ш ш ш  аннцликка щмшшлди. чункм, |х4 -х,|<£ ша|ша наняли 
(0,.'8671 - 0 38272¡ < 0,005 .

3.5. Ih.toroH угулм ( y]>MHMii.iU|) усулн)

У|1ИИМ11.М|> ycy.iii нлюбрнш; пчнламаларпши нлднзннн тацрибни 
M<fo6.iaiii учуй энг ку ши усулларднн бн|>н *мсо6линади.

Фа|мм k h u ií i.i i i i;, / (г )  = 0 ’г<* игла мни ни г [u,¿) ораликдн илдизи мавжуд 
б^лшн, бундан ташцарн фуш.цмншшг /'(г) ва / '(х ) \<>щлаларн уздуксиз 
6ÿ,Mifi, т у  ьчч миди уннрмис миираларнпи гакласин.

Лнпцлнк учун / '(х )> 0  на ./*(*■)>0 деб олачнз. Н ь и т ж  угулининг 
геомегрнк мигшми у  = f {x )  :мри чн.шцнн, шу :»фн чизнкнннг бщн>р 
иуктагиднн ÿnau  урипча билли нлмаштнрпб олншд.-ш нбо|ыпд|ф.

У = /(*) »4»» чн.»11« 1шмг л |а„ ;/ (х„)) нукпкидан урннма ^тказамнз, бу ерда 
/ (")< 0  ва /(/>)>О булнб, хи ~ Ь  да /(х(1)/*(х „)> 0  (5-чнлма).

Д1г| /(‘|)] клдн-на блрннчи ицннлашнш <-ш|шшда х,. ни оламнз. ¡Jii.tn 
Д (г1./(^|)] нуктдан ОХ Укини х, нуктадан к«чнб угувчи уринчани Отказами:!, 
Ву жяраёилм даном этшрмб, х,,х2, ,х„ иукцмар кстмакстлишни -\шнл 
Кнламиз.

Ракшанкн, В,(г.,/(х,)] нуктадан ÿiVH'ut >ринма тппламагм куйидншча 
(н - 0,1,2. ) ж|юдяланадн:

* - У ( 0  = / '( * .Х * - 0 -  (3.15)
A iap (3.15) <|н)|»мулада >< = 0 ва х - х„,, ,ц*б олоак, куйндаш <||црмуляга 

зга бу'ллмиз:

f e i '
Агар биз х0 - а  ва / (х „) / ’(х0)<0 деб и лея к, ,-í|r(l,/(x )j нуктадан $туичн 

М»инма О Х  уцннинг [а,л} нггмадап татцарнда п увчн  г, иукпнндаи кш-мб
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ушли. Домик, бошлажнч аукта шфатида олпжан и нуша учун Ньмшш уоули 
н|юцси:( булиб позади. Шушшг учуп координата онгтемашда н|ш чи.шкииш 
цандай жойлашжжна караб, |<.*;Л] косма.мп и нукталарнннг к а н т  бнрн
х.аракаглануапн ¡»канлигиии Гшлиб, Ньютон усулннн цуллаш мумкин булади.

Чгар (З .Ш ) <|юрмулада Л-»хда лнмнтга учтак бу кгтма-котлик 4 аник
иллн-ин моногон якиилашуичи ытма-кетликдаи иборат бу'лнди:

1нп х„=£. (3.17)
•')ндн н-нкииланпнща х„ тацрнбнй нлдн.1 учуп Ньютон уоулнннж

хатоснпи кунндагнча бахолаймна:

т
бу ерда т  сони |о;/>) космадти |/’(х|ниш 'э«п кнчнк цийчаш.

Мисол. Цуйндаги /(х)зЗх* - х-1 =0 тошлама [о.5, || коомада Пьнмои 
усули ёрдамнда е = 0,005 аннцликкачн хнсобланоин

Кчнш: / ‘(х)~9хг - I ; /(0,5) =-1,125 <0; /<1) = 1>0; Л * ц)|,с | =8- 

[)нди (3.16) |к{юда ёрдамида борилган тонгламанжн 1акрнбнй нлдизини 
ХШ'об.ппша кирншамнз:

г = | 0125^ 0,875; / (х ,) = 3 (0,875)! 0,875 1=0,1347,
' Л * , )  *

/ ’(х,) = 9 (0,875)2 -1 - -5,890о; г. *0,8481. /(х} ) = -0,0180, / '(* ,) - 5.4735; 
х, =0,85139, /(х3) = 0,00004; / ‘(х,) = 5,5238, х, =0,85)385 
Итерация жараёни коракли аницликкача дивом шчнрилди, чунки 
\4~ х>\&/<х4)/т, =0,0000028, бу Орда т , -- 5,4735; 4 = 0,851385±0,0000028.

З.й. Аралаш усули (комбинмроианний усул)

Амалда к^иинча ватарлар аа уринмалар уоулнни бнр найтда кетма кеч 
ку'ллашдан ибораг булган аралаш (комбннщюианннй) уоулдан (}юйдаланила
ди.

Агар бнз ватарлар усули билан Нмотои усул ига ¡и.тнбор бо|юнк, на гар 
лар уоулнда олпжан хл такрибий илднз х,амма иацт »пик нлднз 4 •'« нпоби
та н ками билан олиноа. Ньмпон уоули буйича олмнган такрибпн илдиз х» ку
пи билан олина.1 и.

Домик, тсжлнманшн аник 4 нлднзи х„ аа х* ла(> ораоида жойланнан 
булади. Олднжн юмаларда куриб угганимпз.док (3 .4 ), / (х) аа Г<х) хоонда- 
ларнниг питраларнга «араб у - /{х) сирн чпзикниж координата ож'томншда
жонланпнни тур! хилда булар эди.

1>нз бу ерда /  (х)>0,/ н(х) > 0  бу’̂ нан *ол учун аралаш усул билан тяии 
шиб чикачн з (Н - ч ш ч а ). ай х < Ь  коомада х„ -• ¿г. х»=-Ь деболами:».
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6-чизма.

Ватарляр вя Ньютон усулляри буйпча яцинляшупчи тацрнбий илднз- 
ляр }чун куйн щги формулялярни сзнб оламил:

Демак, тенгламанннг яниц нлдизи хл <4 <*• орасида ётган б£лади.
Агар х„ такрибий илднзнииг й^л к^нлпшн мумккн б^лган абсолют ха- 

тосн £ берилган б$лса, нкинляшиш жаряёни г„-г„ <£ шпрт бажарилштш би- 
лан тухтатилади. Натижнда, тякрнбий илдкз снфатида х„ ва х„ ларпинг Урта- 
ча арифметик киПмятн олмнадн:

Мисол Цуйидаги / (г )е х 3 -0,2 = 0 тенгламанннг бнтга илдиэн [о,|] кесмада
О,(Ю5 аницлнккача х^соблянснн.

Ечиш: /(0) = -0,2 < 0; /(1) = 0,8 > 0

Энди х0 =0 «а х0 =1 деб а рала ш усулнп ку'.члаДмиз.
/(*о) = /(0) = -0,2; / (0 )  -  -0,2; /(хс)  = /(1) = 0.8; / '(х .) = / '(! ) = 3.

Сунгра (3 .1Г) па (З Л Я ) формулалар орцалн тякрнбий илднзларни топишга 
киришамнз:

Д х,) = (0.266)3 - 0,2 = 0,0188 - 0,2 = -0,1812; /(х,) = (0,734)* - 0,2 = 0,3954 - 0,2 = 0,1954,

(3 .1 8 )

(3 .1 )

Демак, тенгламанннг битга илдиэн [о,|] оряликдн жойлашгян булнб, бу 
оранивда / ’(*) > 0, / " (* )>  0 х,осиляляр ишораляриш! еяклайдн.

/•(х) = 3х: , Г0 г ) = 6х.

х = 0 + - ° =2 (0,8 - 0) = 0,266, х, = х0 - - ^ 1  = 1 ~ —  = 0,734 
0,8-0,2 0 / '(х 0)  3

/ ’( * , )  = 3 (0,734)* = 1,6163;

-(.г. -х.)« 0,266+ —Ч '  1 1 '  ’ П1|

= 0,6131. Пх,) = (0,4912)* - 0,2 = -0,0815,

= 0,4912;
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/(x5) = (0,6l31)J -0,2 = 0,0304. 3 (0,6131)3 =1,1277;

(0,6131 - 0,4912) 0,58 U;

x} = 0,5849
liy  ерда x j- r, =0,5849-0,5811 = 0,0038, кераклн анимикка аришилди. ТакрибиН

Мисол. 1\уАндаги / (х )■ х5 - х-0,2 = 0 гешламанмж яи>на илдшшнк
0,0005 алицликда \исобланг.

Кчиш: Функцнянкнг илдизи ётгаи орнлицни топамиа:
/(1) = -0,2 < 0; /(1,1) = 0,31051 > 0.

Функцияиинг х,осилалари / '(г ) = 5 х4 - 1, /"(х) - х1 кыралаёпац орнлмцд«
/•W > 0 , / V ) > 0  ’ ч _.

Демак, аралаш усулим к^Ллыш мамкин, яъни х0=1 на хи=1,1 деб ола 
Mila. У х,олда /(х0)= -0,2,/(хо) = 0,3105;/ ’(хи) = 6,3205.

Юцорндаги ( 3.18 ) ва ( 3.IU ) <|х>р.м>лаларпдан
X, =1 + 0,10,2/0,51051=1.04469; х. = 1,1 -0,31051/6,3205 * 1,051 

Ьу ерда х.-х, =0,012 6jjiu6, аиицлик етарли эмаслигидан кейинш 
якиилашншллрнн х.необлаймнз

Алгебранк ва праисцендент теигламаларни счкшнжп :мп мухим усулла- 
ридпн бирн итерация усули хисобланадн. Бу  усул кетма-кег нкинлншши усули 
дгб х,ам атяладн.

ЦуЙндагм и.небраик ёкн трансцендснт юнглама берилпш б^ленн:

by ерда / (г ) у;иукеиз функция б$>лнб, унинг х,акнкий млдизнни t o iih ih  
талаб цилншап 6ÿ;inm. (3.20) тешламанн ÿ.iiua теш кучли б^лгаи на х,исоб 
ляш уч>и кулай б^лгян

илдиз гнфатнда 4 = — (0,5849 + 0,5811) = 0,5830 цнйматнн олцш мумкнн

X j  = 1,039 + 0,012 0,0282/0,0595 * 1,04469;
Хг = 1,051-0,0313/5,1005 *  1,04487, 
x i-*,=1,04487-1,04469 = 0,00018

Етарли аннцликкн аришилди. Демак, 4 = -(1,04469 + 1,04487) = 1,04478

3.7. Итерации усули

/(х) * 0 (3.20)

x*v»(x) (3.21)
теш.жчн билни алмшитирмб идами.) liy  ерда ç (r) уплукеил функция.
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:)нли (3 .21) тешллмпннш чацикнй нл цопни н п ^ п н я  угули оркалн то- 
пипнн ннрншлмнл.

1Ь|>лция жаряёии цуПнлягадап пборяг: бирничн навбятда бгрилгян 
ггш тм яш н п  бирортя тнкрнбиА илднли гртфик скн бошца бирор усул оркали 
гониб олинади, кп ш н  уни (3 .21) гсшллмшшмг унг томонига |$Аиб. г„ га 
нисбатан аинцроц б у л т н  г, тацрнбнП сон тпннлпдн:

Ь у  жарагннп кггиа к .т  давом ;тириб , цуйндагн гонлар кегмя 
шгглшиии \oriui килами:*:

* .- 9 (х я Л  « “=1.2 . (3.22)
Лгяр бу кгтма кетлнк якнилашувчи б^на, ял,ни куйидаги лимит мавжуд

булга

4 - Нго х„,
у \олда (3.22) т»'Н1Л1П;нит нккалл томоиидя лнм1пта 5тиб

! '« г" = 1 ̂  ~ ̂ (|'т  х- > ̂  
иьни 4=<р{4) ни *осил кнламп:!.

Шуидай килиб, 4 нлдия (3.21) тсшламанниг, шу билаи бнрга (3.21) 
т<чнламя (3 .22) гпплнмя билаи гонг кучли бонами учун, (3 .20) тенгламя 
ниш хам ечимн эканлпгн ьчмпб чикадн.

I I (грация угулииииг юометрнк маъноги «уйидя!ичя Г.улпди (7 чилмя). 
0<̂ (х><1 В,

*2 X, ХЛ
7-чп:<ма.

Х(П координата текиглигида у  = х на >• = ?(* ) функцияларшшг Г|жфнк- 
ларин" ясаб оллмил. (3.21) тгигламаиинг хакнкнн 4 илднзи нккалл г]»а- 
фикнннг км-ишган нуцтастпин абсцисса иуцгагмдир. С утр а  А,\х.®{хй)\
нучтадш. ;ш;<шю......аклидл.и <>■ ииК ипиц буйича ^ракнгллнамих
Ьу срдлгн .шняноя поюлалари 0 * на ОГ укларша паряллел буш б, А,„А„А.. 
учлари у.-^х) :>грц чизицда жойллшган. В ,.^ , иукгнллр ася у = х ф ри  чн- 
анкда жойлашганднр.

Ьу 4>р!|»‘и А,.Н,.А,,Ь:ъ. нукгалар аГнцисса укидащ 4 яшщ илди;на ии- 
гилунчи х..х„ иуцталар кпмн игт.шги билли мог тушади. Ьундн шу павлин
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курнш мумкинки, aiap >0 б^лоа, тонгламанинг тпкрнбий ечммн ;unum<ui 
шаклидагн й$иилнш буйнча топилади (й-чизма).

Аммо \<р'(х)| > 1 б$лган чолпи царасак, нцицлашнш жараёни уэоцлашуъч:» 

б^лади (9-чизма).

Ьунинг геомегрик маъносн шумдан иборатки, знпапоянинг шжшалари  
(спиралнинг бугннлари) борган сари катгалашади, т у  сабабли Л,,Д  
нукталар М (•) га ннинлашмайди, балки уэоцлашади.

Шунимг учуй амалий масалаларни счишда итерация жараегАши K$juiaui 
учун уиинг нцинлаишшидаги етарлнлик шмртини анпклашичлз :шр>р. Ьуниш  
учуй нуйидаги теорема билян таниншб чикамиэ }9 12|.

Теорема. Агар tp(x) функция [л,Ь] кесмадя аникланган ка ди<|и[>е|»енци 
аллннупчи б^либ, jiim ir барча кнймнтлари ?(*-)€ [<;;А] ва а<х<Ь  да 
У(*)1 s<? < 1 ннцп бнжарнлеа.

1. *м= р (г„,) ин'ряцмя жлраёми сц бош лантч цнй.чЯтниш кин'шй бори 
лИ1ИИДМ11 кап,кй назар, нкннлашунчн буладн jrc е [а,А)

2. 4 = limr„ лимит г = р(дг) ниш (<г,б) д а т  ягона илипн  булади

М'геряцин усулиниш  хатоонни бнхолши учуи куйиаш и ||юрму.чаднн с|м>й- 
да.шнями:«.
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“ xn)- (3.23)1 -q
Лгяр бу ердя q кянчалик кнчик б$лга, (ггорацля жараёни шунчалнк тея 

:1КИН.1Л1па;(Н-
Ьнр нсча шякл алмаштнршидлн кеПнн (3.23) формулами к>1шдаги к£- 

ркнишдл ёзиб оламиз

¡ í - ' . h ^ k . - O .

Агар q < I б^лса, хато ба\оси соддалашядн.
\4-хщ\$\хя-хя„,\.

Итерация усулининг бопл;а усулляргп нисбатан устуцлиги шундаки, опе- 
(мцияларкинг бажари пип хлр бир кядамда бир хил б$либ, Э^М  дя иршрам 
ма тузи т нмыарини гс.шларли ди|)ажадя енгнллаштирядн.

Мисол. 1 у̂йидяп1 / (х )я 0,2»’ -0,5г-190 = 0 тенгламанинг энг катга муг- 
бат нлдпзм 1 0 'J пнпклнккача топплснн:

Ечиш . Бирннчи тякрибиЛ якннланшш снфатида х9 = 1 0  деб оламиз, 
равшянки £ <х„. Бернлган тенгламяим куйидаги к$р>ппштда ёзиб оламиз:

0,2J - 0,5х -190 = 0, х = ^5х + 950’
Охирш тенглямани куПндаги куршшшда ёзиб оламиз: 

ф{*)~У2,5х+950, <р(х)нимг х,оснласн )?’(x)|s

1,1'мяк, итерация жараёни якииляигувчидир.
extirpa якиилашувчн кетма-кетлпкнн куйидаги формула орняли топямиз

V ~ 9 {* л  я’ьни =?>(*(.) = V2-5 to +950 = </975 *9,916;
= ?»(*,) = • х, +950 =^974,79 »9,915; х, =f>(x,)= \¡2j^+9SÓ = iJ^TAJSTS *9,9145

Мйълумки, берилгян теигламянннг счими 9<^<10 оралиеда ётибди, uiv 
гнГ>аплн гацрнбий х, ни хам маълум хатолик билян ечнм деб кябул кнлнш 
мутмкин. Лгар биз берилгян теигламани х = 0,4х5-380 к?ринишдя ёзиб олгак, 
р(х) = 0,4.г} -380 ни ^осилаги f '(x ) = l,2xJ б^либ, х нииг 9 s x s l0  кнйматларида 
f ’(x) \оснла У (х )г97  б£либ, итерация жярлёнинииг лкинлашиш шарти бажа- 
рилмайди.

Демяк, бундам к^ринядики, (3 .20 ) теиглямаин (3.21) куришиидп их- 
mépiift угулда «онб олиш макгидга етиниа ёрдам бермаелнш хам мумкнн экан. 
М ини, ш'ерлцпл усулини якниляшишн <р{х) функциями тянлаб олншга боглик 
:жан. Итерация усулининг якинлашнши ёкн узоклпшннш (3 .20) тенг- 
шчяннкг нлдизини кичик атрофцда <р'(х) хоенлянннг кшЪттнгп бшлиц гжан- 
;*иги итграиия угулиии кенг кулланншнгн т^скнилик кнлунчи омпллардян fin- 
риднр.

2.5
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Í958 йнлда irft.X.lieirretíii итерации усулнга бггыш блр узицггши.шр кп 
рнтиб, итерация усулинй нкшылишшн <р'(х) шин кинчапмя боглиц булм.и-.ш 
[и хам мумкинлнгнни исботладн. Е>у усул адабпёгда Ueirreím  усули д*-6 ном 
олдн. Вектейн  усулнга acocan х0 ни яцннлашиш танлаб о.шшаидн д«:б
олннадн С$нгра иддий итерация усулнга acocaн х. = <р(хй) хамда zx=<p(iQ) лар 
хнгоблаб олииади. ШундаЙ кейин хг = <р(2, ) топн.шб г, на чокаш) цнймитлар

формуладнн гопнладп. Тинилган z „ t ни цнйматша acocan = vHz„.,) (3 .25) 
Хисобланади. Кейингн хнсоблашлар (3 .2 4 ) ва (3 .25) формулаларнн ксш а-ксс  
ишлатнш оркали бажарнладн.’ Веггтейн усулинн ц^ллаш учуй п > 2  б^.шши 
ксрак. Ну усулнннг якннлаишш (еилнгшш асослаб £тирмасдан, уин мисолда 
к^рамиа.

Мисол. Юцорида келтири.иан мнсолни х = 0,4г3 -38и куринишдн 
цн|шймна.

Маьлумкн, бу \олда одднй нгс|>ацин усулини нцнилашиш шартн бажа 
рилмасдн. Нолиичи »щннлашишнн = 10 д»“б ü.iiimh:i

Тешламаннш ечимига Вегсп 'йн усул и билак тинилган кетм акет  
якннлашшилар куйидагн жидвалда келтнрилган._____________________ _____

п *П«Т za JCntl-Й^г)
0 ю 10 10
i 20 20 20
2 2820 10 2820
3 20 9.965 8970306820.0
4 15,8147 9,9157
5 9.969 9.9152
6 9.9120 9,9152
7 9,9122 9,9152

Жадиалда учннчн уступ п-2  дан бошлаб (3 .24 ) <|шрмула ёрдамндн томилган 
Т5тлннчи уступ оддмй итерации усулида хисоблангаи б^либ, итс|шцин усулинн 
у.тоцлшиншнни к^рсатиб турнбди

Шундай цнлнб, Ве|гтейн усулини кУ-ыяш уч>и п > 2  булиши ке|>ак :жан.

3.8. I I k i;h номаълум.щ икни генгламалар сж-тгмасн учуй  
Н ь к т ж  усулн

Алгебранк на фангцрндснг тснгламллар систсчнсинн х;ам Ммотон ркн 
Н1е|>ация усули ёрдамиля ечшн мумкнн. Пил »иди нккн номаичучли иски 
тсшлАмяляр снстсчнснни I lf.H>niu усули ердачиш счншнн ?ргниячи:».
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(3.27)

1̂ \ йиднгн тенгламалар системаси берилган б^лсин:
F(x, у) = 0,1 1 J> Ч  (3 26)
<;(*,*)«o.j

1>у тенгламалар снотемягннинг такрибнй илдиэлари хт ва уя б^леин. У 
холда гисгеманинг аник илдн.члари

х = хт + Л„, У - У .+кя
Ну киЛмлтларни (3.26) гя цуйсак,

F{xe + Ья,уя +*„) = 0,
G(xn + Ия,уя + А„) = 0.

Су-нгра (3 .27) тенглямалар снстемасига F(xn + h„,y, + *.) ва 
f i(r , \Ия,уй+кя) функциялярни Тейлор катерн буП|па ёйнб чикамиз ва А. *ам- 
да к_ нинг хя,у, га иисбатяп кнчнк сонлар акашшгини *иеобга олиб, Тейлор 
формулаендаги чнзиклн кисмидан кейинги юцорн тяртиблн х,оснлалн \адлярн 
пи талтлаб юборамиз ва куйидашгя эга булами.т

П * , 'У Я) + + k»F,(xnly „)  = 0
G(x.,>-„) + h fi, (х„ ,уя) + кяО‘г(хя,уя) *  0

(3 .2 8 ) тенгламалар системасининг Якобиан 
([>ар(с>1и б^лгя, унинг ечимлари Л, ва кя ларнн топамш

I -F(xKtym) FT(xK,y„)

(3.28)

детерминант« нолдан

А.=
\-G{x,yyK) Gr (x „y , )

D
К(*п'Уя)
G , (x „ y J

* - Е Ж - Г . )  - 
‘ D

- П к .У ш )
0(х„,уя) = _ _ i н**,Уш  

~йр ‘Л х*-у.) (' ( w .
<|юрму;мдан хисобланадн.

Бу ерда Якобиан детерчннанти
К { х й>У») К ^ - У - У
С ,(* ,.л ) G'y(xr,y„) 

Патмжада (3.26) гнетеманинг ечими

*0

Х р Ч * . . * )  K t * »
D p (x „,ym) Gy(x„

(3.20)

(3.30)

и = 0,1,2.. (3 .3 1 )

Гмнплангич хд ва у0 лкннлашншлар шфатнда 1ф ю л якинлашкшнн \ям 
олнш мумккп.

Мисол. 1\уйидяи! бёрнлган тенглямалар системасининг \ак><кий нлднз 
;|лрм тониленн.
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/•■(г, у ) я х > + >’ -9 = 0,
<7(т, у) в ху — 2 = 0-

Гчиш  Ву сиптманинг купол сними график угулда топилгаидя 
г0=1,2, у 0 = 1,8 бу.тгин. Бу кнйматлярии бсрилгаи тепглам яляр системясИгя
к*йиб, куйидягилярнн *осил киламиз:

/г(12Д,8) = 1.21 + 1,8' -9 = -1,44, (7(1,2,1,8) = 1,2 1,8 - 2 = 0,16.
У  вя С  функиняларнинг ^оснлялярнии топиб,

Г,=3х2, =3_у’, 0,=у, 0,=х

О »х* ь 1 3(1,2)5 3 •<!.«)*
У X 1,8 1,2

= -12,312 * О

х, = 1,2 + 112,312
-0,971 9.721 . .  -1.1652-1,5552 2,7204 _ ] 2 - 0 221 = 0,979.
0.16 1,2 ’ 12,312 * 12̂ 12

1 |4,32 -1,441 чп_
V =18 +---- 1 I = 2,066
У* ’ 12,31211,8 0.161

\иео6ляш жараснини давом этгириб, етарли даражада аникликдаги х 
на у  такрибий клдизларни топши мумкнн.

3.9. Икки .шмаълумли икки  тснгламалар снстемаси 
учуй Н1ГГРрация усулн

Цуйидаги икки номяълучли икк 1гга тснгламалар снггемаси бсрилгян 

б{лсин:
= 0,| (3 .32)

Бу  тснглама :.\р системасини куйидаги мрнншила ёзиб олямнз:
* = Р,(х,.у),1 (3.33)
у  = рг ( ',> ))

Агар »о вя >•„ кийматлар (3 .3 2 ) тснгламалар систсмасшинг 1ф ю л  
такрибий илднхларидан иборат б^лса, одятда, ха,у0 лар (3 .32 ) тенгламалар 
шгтемяои учли нолиичи яцинлашиш хам дсб аталади. У  вяктда биринчи, ик-
кинчи -вя кгйинги якинланнинляр аиикланади:

1 - якинлашнш х, = Р ,(х п,у0У, у% -Р ^ (х п,у„)\

2 - якинлашнш х2 =/^(х,,^); уг = /г.(х|,.к1),
3 - якинлашнш х, = Ь ](х2,уг ), у,

п - ЯКИН.1ЯШИШ Хя = Р ,(х ^ „у ^ у , у я = РЛхя_ „ у я_,).
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Агар итерация жараёни якинлашувчи булса, >гыж £ = 11тх , = ли
»-** я >■->« *

чнглар мавжуд булса, у хрлда
«■ В » * .., е = в И т^ ,(*,,,>.).

лимитик кнйматлар (3.33) сисгеманинг, яънн (3.32) сисгсмашшг илдиии бу- 
ладн.

У*гга номаълумли учта теш.шчалар ва ундан юкори тенгламалар снсте- 
маги учун \ам шу йул бнлан такрнбий илднзни \исоблаш мумкин.

Умуман, тенгламалар системаскнн итерация усулн билак енгаида, но- 
лиичи якинлашиш сифагида исталган соннн олиш *ам мумкин, аммо айрим 
холларда шундай магалалар учрайдикн, уларда якинллшнш жараёни жуда се- 
кин булади. Демак, хжобловчи иоликчи яцинлашувчи киймат учун иложи бо 
рича тенгламалар снстемасшишг акик ечимнга нкинрок кийматларии олиш 
тавсия цилинадн. Одатда, бу иоликчи якинлашувчи кийматларии Iрафик 
усулда ёки соддарок усул орцали осой тонкш мумкин.

Мисол. Верилган тенгламалар снт-масниит такрибий илдизи тонилеин: 
Р(х,>)= х + 3

= 2х2 -ху-5х + 1.
Ечиш. Тенгламалар системасинниг кУпол такркбиЙ счимлари, яъни но- 

лиичи якинланжши г0 = 3,4 ва у0 = 2,2 булсии.
Верил гаи тенгламалар снстемасики куйидаги кУрннишда ёзиб олами:<:

Сунгра нолинчи якннлашишдагн цийматлардан фойдаланиб, бирикчи,
иккинчи ва кейинги итерацннларни топамиз:

М(2,2 + 5)-| ,------------
*> = У---- 1  ’  = 3,426; у{ = Д 426 + 318 3,426 = 2,243;

13,426(2,243 + 5) - I А ---------
V------ 2------ = 3-4Н  Уг = Д451 + 31в3,45 = 2,2535

*з * 3.466. у> = 2,255; х4 = 3.475. у4 = 2.258, 
х5 =3.480, >-,=2,259, х6 = 3,483; >*=2,260 

Шундай килиб, ечим сифатща £ = 3,487. т} = 2,262 цнймагларни олишн 
мумкнн.

Ьу ерда и'Н‘|шция жа|иичш жуда секнн якннлашаёгганинн курамуи. Ай 
рим холларда бошлангич коль ечимнм кур корона олиш, к»“Гжши кадамларда 
счлмиинг «'монлапжб кшиимиа габаб булншн мумкин.

Ьи.» ничкщ ия угулндан кпйсн гнпТгда унумли с|*ой чаланиш вп ннчаларгл 
.»|>|ибор бгрнш |>)‘раклнгн fni.mil кейпши на|шрнфда чулиц танинжб чнцамт.
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3.10. Иккм номаълумли икки тенгламалар системаси  
учун итерация жаряёнипинг яцинлашиши

Икки номаълумли икки тенгламалар системаси учун якинлашиш шя|пк 
ни текширамиз. (3 .32) тенгламалар системасини куПидяги к^ришштдя саиб 
оламил:

x = F,(x,>-),] (3 .34 )
y * F ¿ x , y ) . !

(3 .34 ) тенгламалар системаси учун бириичи якинлашиш:

(3 .3 5 )
Ух = ^ (»о^о ),

Cÿurpa (3 .34) тенгламалардян (3 .35) теигллмаларни мое равмшдя аЙп 
риб куЛидагига эга буламнз:

*- х , = F ,(x .y )- F ,(x e,y B)
г ,  , г ,  м <3*3 в>y - y l = F î (,x ,y )- F î (xa,y n)}

(3.36) тенгламалар системасидаги биршгчи тенгламаиинг ÿnr тяряфии; 
икки $згярувчили функция ^ггача киЯмят теоремясини кУллаК.
куйидягига эгя буламнз:

яр  яр
F ,{x ,y )~ F t(x0ty 9) = (x - x 0) —l- + ( y - y 0) —!-. (3 .37)

ду ду

Буерда ^■ = ¿ / r¡(x0+©(jr- ro).>’o+©(>'->’e). O s © s l ,  tír ox

в» — ■•— ■F, (x„ + 0 (r  - x0 ),y9 + Q {y-  y9). 
ay ax
U ly  Пул билан (3.36) тенгламалар системасидаги иккинчи тснглача 

пинг £нг томони учун куйидагкни тоням из:

F^x .y )-  г'г(х0,у0) = (х - х 0) ^ - + ( у ~ у в) ^  . (Я .38)

B y  ердп (х0'+© (ï- х0),>’0 + ©О-- у0)). ^ -  = ¿-/rJ (xo+ 0 (r-x o),>()+9O-->-o)
. от er су ду

(3.37) вя (3.38) ифодяларни (3 .36) тенгламалар систечясинннг ÿHr томонш ■>
rçpihi6. куАидапиа яга б^лямиз:

Ж  ,  Жr -х, = (х-х0)—7 +0 '-^'«)“Ôr ду

/ • , . д¥. У-Ух= (х~х0) - ^  + 0 '- л ) ~
(3 .3 9 )

Сиотемянннг унг вя пап томонларнни мое рявитда rçÿimrô абсолигт 
КиПмлтлярини оламиз.
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|х- я ! *[*-*»!

Ф а  раз килайлик,

ая. ♦ К * ¿у- • ИР,
дх \дх + |> -М

ду
Т

ду
(3.40)

с¥; |ак иа дР\
дх +| йх" ду ду

хуеусий \оеилаларнииг эиг катта цнймячлари тутри каср булиб, т  га теш 
б$лсии, у \олда (3 .40) теигсиалик куНндаш к$'рпншша эга б^лади:

|* - *\ + \У ~Ух\* т {* - *»1 +|^-л|}- 
Ьу 1« 111< |ш ик бириичи нциилаишш учуй уринлндир. Цилгяи яцннлашишлар 
уч)н ^ам шуша ухшаш тенгсихчиклнрни ёзнш мумкин:

|х - 1,1 +1 у -  >,| 2 т (г -х,! + \у - у,\\

¡х - + \у~ у} | £ « {*  -*г\ *\у - л|1

\х-*п\+\У-У,\ * т )* - *« 11 + \У ~У.-, 1}
Ьу ч'енгсизлнкларнинг чаи ва уиг тимопларнми мос равишда \адма-*ад 

ь-улпйтириб, кейии начижани {х- х,| + \у- {х- х2| + ¡>*- >,|},. ..,{х -х„| +1у ->>л|}
умумнЙ купайтуичша булиб, куйидагига зга буламиз:

¡х - х„| + 1>’ -у„\£ т ’ \х - *и| +(>' - ,Уи|} (3.41)
М аьлумки, бу ерда т  ф р и  касрдаи и борат, демак, итерация жараёни 

ни игга|аича давом зггириб, (3-41) тетсиздикнииг уиг томонини игтагаича 
кичик ки.шб олиш мумкин. Ьошкача айпанш , аник ва чацрибий сонлар ай 
ирчягиииш абсолют циймачлнриин |г - »-„¡(у - у.\ т та 'яп чп  кичик килиб оли-

шнмиз мумкии. Шуидай килиб, нкки узгнрувчилп икни ченглама учуй иигера 
ция жараёни

« ¡ з и ,  ю | » ;  ¡ » . и ,
Йг | дх\ | ду I ду \ 

шврчларн бажарилга. пущи агрофнда нцииляшувчи б^лади.
Иге|»ацнн жараёни чел якиилашукчи булиши учул 1:\ ,+ Р 21 ва 1-\у+Р':г 

киймитлар бирдан анчн кичик булнши зарур. 1>|Г* олдкнги на|>а(1>афдя к^риб 
Упнн мнголда

= 0,521 + 0,304 - 0,825,

1с/1;!* р !  я 0,162
1 <У\

бцрИНЧИ ЙШИНДИ I 141 ПИЧИ 11ЦИ11 булш ми учуй И1Ч‘раЦИЯ жараёни жудя сскин 
б£л1аи ;»дн.

Ушбу х«кка амалин масаиаларда мухим «хямиятга :иа булиб, ЭХ,Млярда 
итерация жараёниии сезиларли дяражим) качяйтнриб, машина «нцччши те 
жаипл ёрднм берпдн.

д3 ■
дК

дх
т

дх

№ .  
I <*У

:п>
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4 .КО Б. М АТРИ Ц АЛАР АЛ ГЕБРА С И

4.1. АсоснА тушунчалар

ИнтсгрЯл ........................... хутутий д ослали  д и ф ф ^н и нал  ТСнглянялар
Л,.ИЙ^Ш1К Ы 1К'НЦ11ЯЛ тенгламяларнинг ечимларинн аницляш >чуя >ляр 

ни вя оддий - ^ Г 7 нг1яма1ар СНГИ.ЧЯГ11ГЯ кг.тгнршпга т?гри келалн. 
ни чшинли “ " « Г - ™  и ■ чпгян мпсялалярн„  ечнш у^уи уларни *ам

^  —  —  —  

гнстрмяси^билан мге6ря|1К тгнгламаляр снгтгмагини еяишп.

^ г Ри келар’экяч. Ч ш щ -  « « б р а и к  тсигламалар си^м агини  е ^ т д а н  аваал

дан хосил булган, ушбу
о,. а>.
а „  о. (4.1)

курннншдаги жадвалга Д<* аталади. (4 .1 , жадвалнинг гятрлари вя

устунлари унннг каторлари деб аталади. ^ н,
Матрииядяги „  *

булиши мумкин, яън» т >и, т < п  ва т  » , и ЯОчепи
ментлари деб аталади, бу ерда
> = и . ,« устунлар номери. А матриц*.... ку*ид«ги Л = К |е к н  А ~ ^ 1 -  УР

ни.пда етиш мумкин. _ а а  ялементлар
А матпицага тж л  ?лпамли матрица дейилади. в „ .в в .. .о-

бои, Д11.ГОНМИ, а ,..» ,..,. «■- « * » - Р  -  “ ™  ДИ,,ГO’ ,■ 

ЯЛ€М7 га7 ^ » —  ™ "р,„р  с и и  у с о ™ .Р  - и г « * -  < *~ 0  >

Х.УСУОИЙ цол»« матрица 1хл ?лл»мли Гф.ся, ю-кп.р - «пр . "  ?•
бСлса вектор уступ деб аталади.

( кляр соннн 1x1 улчамли матрица деб караш мумкин.
\п.р квадрат матричаииииг бош диагонали,таи бошка хамча эле 

,ж  „оллардан иборат « * » .  буидай матрица диагонал матрипа деб аталл

Масалян:

Я'7
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А =

а, О 
О д.

О 0 ... а.
Диагпнал матрицами цисцпчн цуйпдагнчя х,ям кипи мумкмн:

,о ,]

Агар дншош.л матрнцянинг б и т  диагиналидаш злементларн блр соиндан 
в4' , с .  „ Ъ1Ш (/ = 1.2...л), у  , Ш1Д„  щ щ мца 6 „р л „к  матрица д а « "™  

ладн ва у К \н|н|)и бн.шн белшланади:
Г | 0 ... о

£  =
О I

О О

Кронскер снмволиии кнритсак, 6 =/0, агар 1 *'*
* 11, агар I » ) '

бирлнк матрицами кро1№1жр символи ирцали цуйидагича ёзамиз: £ - (? ].
Мнт|1ш(мш|нг *«мчп алечпггларн налднн иборят б*лса, матрица ноль 

матрица д<*> аталади на бу О ёки Отя «рцнлн белгилапнди. Квадрат матрицц-
нниг д<-г*рмнманп. (япиклончнги) длб куКиднгичн белгиланган сомга яй ття  
Ди

в,: .... а, 
я „  а „  .... а.с1еМ =

Матрица билам детерминант турлн хил мньно.а эгаднр. Матриц* т^гри
турт^урчцк к$рниишда, гартиб бнлан жойляшгнн лоилар системаеидяи иборят
б£лса, мнгрмпямннг детсрминанти маьлум кондя билан аницланадиган соидян
ибо|мтднр. Юкорн .тнртибли детерминант киПматнни х,исоблши «пча муряккаб
Хуеу.нй * ,л ДЙ п т т ч и  ш, ^ „ „ ч н  тарт.гблн деггерминамтларни *исоблаш 
цондж-ннн келтирями;»;

!<»., а.

ь
- а „  а „  -в.

= омапа „  +в,|«1вам +а,|а„а,2 ~а„оиап - а г,а,3а„ -о „аао„.

4.2. Матрица устида амяллар

Умумян, матрнцаляр устидя К^пиш, айириш, кфпаАтнрнш, брлнш ачал- 
лвридаи ташцяри логярифмлаш. илдил чицариш, дшМюренцналляш »а »игл*
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граллаш амаллярини \ам бажариш мумкнн. Виз цуАида бу амалллрдян нйрим- 
лари билян тпнншиб утямиз.

Дастлаб икки матркцпнииг тснглнк шартиин яииклайми:».
Агар иккита Л = К ]  ва Я = (^ j (/ = 1.»«,; = !,«) матрицпларнинг гятрлврн

иа устунларндягн \яр бир элемент мое рниишда бир-бнригя тгmi булга, яьии 
a4=bv , у \о .ш  А ап В  мятрицалар бнр-бнрнга теиг деб ятяладн А - В .

1. Матшшялярни kCihiiiu ва аПтин. Мккнта бир хил улчямлн /I = } иа 
= матрнцаляр йипшднси деб шунднА С = (с,; ] мтрицагя яйгилядики. 

уиинг cs элсментляри мое рашилда А ни В  мягрицаларниш ¡ыементлярм 
йипшдисндян иборнт Пеляди, яы ш  cv - я, + />,,. Дсмик:

С=Л+ 0=
а,. +Ь,

1«-1 + К
Матрнцалярнн цуишш: 

1.Л+(Я+Оя (Л+Д)+С  ZA+B=B+A,

а„+Ьп 

3. /4+0=4

+ Ь1Я1

аш»+ т̂Я

4. А~А=0, 5 А-В=АЦ-В)
хоссаляргя буИпшади.

2. Матринннн сонга кУнайтирнш. Л = р„] матрицами Л гонга куттяйтн
риш учуй, шу гонии мятрицанииг хар бир элемснтига куияНтиниш зарур:

Гд.ом Д.в„ ... До,."

А А  = | Л}' Х ° а Хл"

[Ал_, Для1 ... Ад*.
Матрицами гонга купантириш тнърифйдян цуЛидягн хоггалнр кел»гб 

чнцяди:
\ А  А = А, 2. 0 /1 = 0; 3. а(р  А) = (а ■ 0)А, 4. {а + 0)А = аА + рА\
5. а(А + В) = а 1+аВ; 6.аА-Аа.

Бу ердя А вя В мятрицялар, а  вя /? сонлир.
Лгар матрица квадрат мятрмцядям иборят булеа,de\A- А = A"áetA.
3. Матницялярми кУнайтириш. Икки матрицяни бир-биригя куняптир- 

ганда, биринчи матрицанинг устунлпр соин нккннчи мятрицанмнг raí |>ляр со- 
тгга^тенг.булишн керяк. Магадан, Л ва В мягрнияляр бсрилган булснн:

«и а,, я,„ А. А, V

А * <»и Оц - °7п В* ъ* Ьи ■ К

.в-| ав, ат, ь* *>г V

Бу  ерда А ва В  матрицаларнинг тартнблари мое раашидя т * п  rn p x q  
булиб п = р  булснн.
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A Ba B  MaTj>MU,ttJiapHHHr K îiartTMacH al-6 uiymaft m*q J>:i*iaMjm O MarpH 
uaia aih'UJiajiMKH, y Ky■"!ii.-i.ftiMía am utianaflii:

C =

f . j
HUiiH, C = A B  ■

byxda A MaTpimaHHiir B  Marpima fituiaH K^liaflTMacn/iaH HfSopar 6$JiiaH C 
MarpHuaiiHHi c aneMeHTH nyAH^aruna ToiiHviajuc

MaTpmi¿u>iapuH K^uafinipniu:
I. /*<£(’) = (/<0X', 2- a(AB) = (aA)B\ á. (A + B)C = AC + BC, 4. C(A + B) = CA + í'fi 

KHHaaJiapia 6£ñrH iiaaii.
M h io ji I. A bs  B  MaTpHua-iHputiHr K^iiaATMaoi \hco6jaHcmi.

cosa -sin a , B  = eos P - sin P
sin a  cosa sin P eos P

A B  

iieMa«,

A =

cosa eos P  - sin a  sin p  - cosa sin p  - sin a  eos p  
sinacos/í + cosasin/? - sin a  sin/J (• cosacos^

eos(a + p) -sin(a + >ff) 
sin(a+/?) eos(a 4/8)

C = A ¿U cos(a + P ) - sin(a + P) 
sin(a + /0 eos( a + p )  

M hcojí 2. V iuóy MarpimaJiap 6opH.nuii:

A = 2 1 3  4 
2 -3 I 0

I 2
3 -i
1 0
] 4

A. B na B, A K$naítTMa.iap t o iiiij ic h h . 
K4HI0

" l  2

C‘ = AB

12 19
6 7

I 4

D = BA -

2 1 3 4 13 1 2 1 i 1 3« 3 1 + 41 2 2 + i í-1) t3 0 4 4 4
2 3 1 O lí 0 2 1 f { J) 3  ̂1 1 < 0 1 2 2 + ( 3) (- I)H  0 + 0 4

1 2 6 -5 4
3 1 2 1 3 4 4 6 8 12
1 0 2 i 1 0 2 1 4
1 4 6 II 7 4
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Низ бундан куйидаги иатнжага кллампз. Матрицаларни гупайтирнтдл 
Урин алмаштириш коидасн Уринли амяс, яъни А В *  В  А.

Хусусий холла АВ=ВА булса, у вакгда А ва В  лар Урии алмангтирурчи 
матрицалар деб аталади. Масалан, Е бнрлик матрица *ар «аидай А квадрат 
матрица билан Урин алмаштирувчидир.

Агар А ва В  матрицяларнинг тартиблари бир хил булга купайгчлннш
нникловчиси, аникловчилар купайтмасига тгнг була;Ги, »гьни 

йеЦЛВ) = ЛеЦВА) = даА6« В

4.3.Трансноиирланган матрица

Бсрилган А матрнцанииг сатрларнни мое равишда уггуиларига алмапгги 
риш натижагида хосил цилииган А1 матрица транспонирланган матрица
агалади.

Агар А матрица тхп  улчамли булса:
~а„ а„ ... а.,

А =

'II “ и
а „  а „

|/»* °тг ••
транспонирланган А1 матрица пит  улчамдан иборат булади:

А1*

а» ап
°и  ап

ХусусиЙ \олда вгктор • оатр учуй: 
А=\а, аг

0 -1

° т ,

«Л
транспонирланган матрица вектор устундан иборат булади:

Л’ =

* Транспонирланган матрица куйидаги хоссаларга :>га:
1-хосса. Икки марта транспонирланган матрица дясглпбкн матрица би

.щи мос келади:
Ап = (А 'У  = А

2-хосса. Матрицалар йипшдисииинг трансионирлашани тр>ш 
ионирланган матрицалар йипшдисига тент:

{А + ВУ =АТ +ВГ

И
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3 Х1КЧИ. Матрицалар кунайтмасннннг трансцонирлаигаии транспонир 
шшин мигрнцалар кунийтмасига тенг:

(АВ)Т = АТВТ.
А|ар А матрица фзииинг траиспснирланган матрнцаси бнлан мос келса. 

ожидай ма1 рици гимметрнк матрица деб аталади, яъни
АТ =А.

Бундам шу перса маълумки, симметрии матрица квадрат матрицадан 
иЪират б$либ, элемснт.шрн бош диагонал элементларнга нисбатан симметрии 
дир, яъйи ач - а ,  

Алар А квадрат магрицадан иборат б$лса,
Ат = (!« А.

К$)рнниб ту^ибдики, А Матрицами Ат га к^найтмасн симметрик матри- 
цнднр.

4.4. Тескари матрица

I гаьрнф. А магрицани бнрор А' матрицага ^игдан ва чапдак к^найгир 
ганда бмрлик матрицнни бсрса, А' матрица А матрицага тескари матрица доб 
агалади:

Л '-А *Л -Л '*Е ,
бу ерда Б бирлик матрица. 

Одатда, А матрицага тескари матрицами А 1 д.-б белгилаш кабул 
ЦИЛННГЯН, ЯЫ1И

АА 1=А 'А *Е . (4 .2 )
2-таьриф. А|ар квадрат матршщиинг детерминанта нолга тенг б<лса 

махсус, аксинчя махсус б$лмаган матрица, деб нталадя.
3-таьриф л :таргнб.ж дстсрминантда а, элементнинг минори деб, шу 

ю емю т тургян / -сатр ва > -устуини ^чирншдан кеймн ^осил б$лгяк п - 1 

тартибли детерминнипа айтиладн ва Мч д«*б бел«плакали.
Мисол.

I 2 3'
Л = 4 5 6

7 8 9
чнгрицаиинг а,7(а,; -8) элементинимг минори

1 3

■-С4 б
ДАН ||Ги»р»ПНр.

(т м ц ж ф . Л матрицлниш а  алемеитишшг пли^нш к 'фрдирувчисн 

Д<‘б. ЦуЙИШШ М<|и>ДЯ1Н яП’Ш.'ШДН.
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4 = Н Г 'л / ,
Теорема: Х,ар кяндяй махсус б$лмагаи матрица тескяри матрица™ ;*т 
Исбот: п- таргнбли махсус б?лмаган матрица берилгян бФлгпн:

о „ а „

А _ <>» ° п  ••• «*„

9 ,. о.г -• а~.
6у ерда ёе1 А = Д * О

А матрица учун бириктирилган (тиркялгян) матрица деб атп л увт ч т  
рицапи тузамиз:

Аи Ац ... Ая 
А., Аг, А.А = (4 3)

А  К  - А~.
бу ерда Лщ лар, а, ларга мос алгебраик т^лдирувчилярдян иборат:

0-1,2,. ..я», (7 = 1,2,.. ,и)
Бириктирилган Л матрицаиииг Д, элементлари А мятрицядяг» а, ало 

меитларнинг алгебраик тфлдирувтпаринннг сатрлартги угтунляри би/»ян ял 
чаиггирилганидан иборат.

Бириктирилган Л матрицаиииг бир элементлярини, А мятриияинч' 
яиикловчиси А га б?либ ёаамиз:

Ч / А  4,/Д - 4 и 'А '
А,,/А Ла /А ... Ая11 Д

А ' = (4 .4 )

4 ./Д Аг„/Д ... ^ / Д  
Бия /4’ матрица иялаиаётган . тескари матрица акпи .ш пм т и г б т  

цнлямиз.
Маъл\мки,

= ^ Д
*«1

2 > Л = * А

(4 5) 

<4 0)

бу ерда
1, агар I - у булса.

[0, агар ¡-* / буладн 
Бу хоггяга япучж Л ипгринани А' |я г^пийгмягп
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АА’ =
'аи « „Т и ./ д АяУ!ь 1 0 0 

0 1 ... 0

9* • Л ./4. 0 0 0 1

= £ . (4.7)

!>> ерда (4 .5 ) ва (4 .в) формулаларни \nco6ia олсак:

А А = £  эканлигмш х,ам ишонч \оснл килиш мумклн. Матнжада, А' = А ' , б> 
ерда:

1эслатыа. Верил ган А матрица учун битта ва фацат бит га тескари А 1 
матрица мавжуд.

2-эслатма. Махсус квадрат матрица учун тескари матрица мавжуд эмас, 
чунки:

<1еЫ = 0
Мисол: Верилгаи А матрица учун тескари А '1 матрица топилсин.

I - 2  - 3  

А- А О -I
3 2 I

Кчиш: Верилган А мнтрицаниш аникловчнсини ^исоблаймиэ:
1 -2 -31

Ле\А = *6-24+2 + 8=-8*0.4 0 -I
3 2 1

Демак, А матрица махсус матрица »мае :жан.
С^нгра Л мнтрицага тиркалган матрица т>зами:|:

А =
2 4 2 
7 10 М 

8 - 8  8
А •' =

2 4 • 2 - I  1 1
8 8 8 ~4 2 ~ 4

7 10 11 7 5 И
8 8 8 8 4 8
8 8 8 1 1  -1

. 8  8 8.
Л мягрнцша т»чкари б^ияи А 1 матриман х,(*'И.1 «илдик:

АА =

I I  1
1 2 -3 '4  2 4 1 0 0‘
4 0 -1 7 5 11 0 1 08 4 83 2 1 1 1 *1 0 0 1

= Е
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4.5. Теокари матрнцгшинг хосгалари

1-хосса. Теокари матрицмшнг аникловчиси дштлабки бсрилган матрица 
аннклончиснниш тескари кнйматмга тенг.

Исбот. Маълумкн: А '1 А = Е , бундах &\А '¿е 1 А <!«£ = I . Натижада
Л а  А’1 = . - . да А

2-хосса. Иккнта А во В матрццалар гфшйтмасиншп тескариш. шу 
матрицалар тескариснниш Урин алмаштнргандагн кунайтмаснга теш:

( А В у '^ В '  А '
Исбот. \акнцатдан х,ам АВ(В 'А~') = А(ВВ ')А 1 = АЕА ' -АЛ 1 --£ ка 

(В 'А  ')АВ = В \А 'ХА)В = В 'ЕВ = В  'В = Е .
/(смак, В 'А 1 матрица АВ учун пчкари матрица.

Натижа. п та матрнцалар к^иайтмаоиниш тесцарнси шу матрнцаларга 
тескарн б^лгаи матрнцаларшш $рин алмнштиргаидаги купайтмагша теш:

{А,А7 А,У1 =а/ 'а„.'* ...А,
Патижани математик нндукцни усули орцнли ш-ботлаш мумкин.
3-хос«'«. Тескари матрицанинг трипецонирланпшн грашионнрлинган 

матрнцаншп' тескариснга тенг:
(а ' ? = { ат) ’ .

Исбот. Ьнл А'1 А муиосабагнн трннгпопирлаб, куйидпгига эга буламиа: 
(А-'А)' * Аг(А ‘)г * £ г » £ , бундам А ' ( А 1 У * £ .

Ну тенглнкшшг иккала томоншж чандан (Лг)~’ матрица!« «фшйтирсак,
3-хосоа исботлакадн:

(А1) 'А Г(А 'У  =(АТУ 'Е  ёки (А У  = (/47) ’ •

4.0. Митрицмниш нормыги ва абсолют кнймати

/4 = [о,] ва 5 = [¿,; ] бир хил улчамли матрицнлар берилган б^ленн. Ьу мат
рицаларни х,ар доим \ам фааро гнкк<х'лаб б^лмайдн, чумки А йВ  тешгизлиги- 
дан а, йЬ̂  келиб чицвди

Магрнцаннш нбоолют киймнт» ,А\ деб, куй и д а т  |Л) = |ик ¡] матрицага яй 
тилади. Ьу ерш ,«,! берилган А матрица *:ысм«'1 Плприниш абсолют
киймнтндан иборат. Дгмр Л ва и мшрицп >ар ^ уи  к^ш ит А+В ва кунайтнриш 
Л*Н ачаллари маьмога э т  б?лса, у холда куйидаш тениилликляр уринлндир:

I. ¡Д + Д! 51/4| 4 |й|; 2. \А ■ /̂] <> |̂ | |#|, 3. |а ■ А\ Ч |а| |.4|; ( а  • донмнй сон);
4. (А - нагурал сон)
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Матрица А = {<*,) кинг нормаси деб куйидаги шартларни 
кпноатлантирувчи хацикнй |<4| сонга айтилодн:

1. Норма х;ар доим мусбат ёки колгя тенг, яъни:
|^|г О, бу ерда |Л| = 0 тенгсизлик фанат ва факат А=0 булгандагина 

Урнили булади.
2. Доимий гонни норме ишорясидан абсолют микдордан чикариш мум-

4. КФлайтмаиинг нормаси нормалар к^лайтмасидан катга »мае, яъни

генгсиалик келиб чикади (К  натурал сон).
5. Агар А ва В  лар бир хнл тартнбда булса, - й |г|5 | - ¡/4Ц тежгизлик

урин.'шдир.
Ш уни :к\латиб утиш керакки, корма купгина лолларда улчамни, яъни 

мягофа, узунлик ва х,оказоларни билдиради. £'лчамни турли хнл усулда кнрн 
тиш млмкинлнгидан нормали хам турли усулда киритиш мумкин, яъни маса- 
лан,

! .  = шах , бунга т  - норма дейиладн.

( а -Л\ = [а]• |Л| ( а -доимий сон), хуеусий х,олда

3. Корма учбурчак тенгензлнгини каноатлантиради, яъни

М + * 1 Ф Ж -

Агар А квадрат матрица булиб, А=В булса, бу муцосабатдан |^>|£|/4|<

2. = , бунга к - норма дейнладн.

3. 1^1 = тах , бунга I - норма дейнлади.

Мисол.
(\  I 5̂

С= 2 3 1 матрица берилган буленн.
4 1 3

Пу матрица учун юкоридяги нормаларни караб чицамиз. 

и _  ~ тах - тах( 1 + 1 + 5, 2 + 3 + 1, 4 + 1 > 3) = тах(6,7,8) = 8;

[С^ = |о¥|* »V I*  +13 Ч 52 +22 +За +13 + 42+ Г  +3* = >/67*8,18;

л
¡|С'(. = т а х £ | а ((|*-тах{1 + 2 + 4, 1 + 3 + 1, 5 + 1+3) = тах(7,5,9) = 9

> «.и
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¡к-латма. Юцорида кирнтилган т,к,1 нормалар, иорма таърнфмнши 
*амма акгномаларинн каноатлантиради. Норма таърифишпм I па 2 
шартларининг каноатлантиришини текширганда Коши тештизлнги деб атн

лувчи ушбу 5¿ ¡в , 1*214,1* тенгснзлнкдан фойдаланилндн.

4.7. Матрицанипг ранги

Верилган б^лсин

мат рица на унга мое

Д =

" щ /•
(4 .8 )

(4 .9 )

аннкловчн. Агар А матрнцада К  та устун ва К  та «птр танлаб олинса, бу грда 
*£гтп(/я,л), у х,олда бу сатрлар ва устуиларни кесишиш нуцталаридаги ;*ле 
менглар К  тяртибли квадрат матрица *осил цилади. \осил б^иан кш!Д}ми 
матрицанипг аникловчисига А матрицанипг К-тартибли минори дейилади.

Минорларнинг тартнби турли хил 1,2,3 ва хоказо н -тартибли б^лиши 
мумкнн. Масалян: [тхи] ^лчамли матрнцада С'С* - та К-таргибли минорлар
тузиш мумкнн. 

Мнгол:

матрнцада бнринчи тартибли минорлар С{4, =4 3 = 12 та, 
2-таргиблн минорлар

с ’с,’ = 6  з = 18;
3 2 
2 0

3
2

1
-1 •

гч 
о

1
-1

таргиблн минорлар ( ’(Г, = 4 та Н Ы1Н

3 2 1 3 1 1 3 2 2
2 0 - 1 2 -1 1, 2 0 1* .
0 4 5 0 5 1 0 4 1

па \ока:<о.

I
- 1 
5

Тгкншриб к^рит мумкиики, х,аммн З тп|ггиб.ш минорлар ноЛга пнг 
булиб, 2-тпргибли мииорляр орасида :м*а молга теш бельки лила рн хам ммпжуч 
(мпсн.жн, бнрмнчиги). Нундлй х;олдп бнз А матрицанмнг рашм 2 гл ими н‘Й
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мни. Дсмяк, матрицанинг ранги деб, мятрицяпинг нолга теш б^лмаган минор 
тарининг энг юк»>ри тлртибнга яйтнлядн. Шундяй килиб, агар матрицанинг 
ранги К  га *тенг булса, у холла бу мятринянинг минорлари орасида кямила 
бигга нолга тенг булмагнн К  -тартибли мннори мавжудки, цолган \яммя К  +1 
ва ундан юкорн тартибли мннорляр нолга тенгдир. А матрмцанинг ранги г(А) 
деб бслгиляняди.

Ихтиёрий матрнцяда элемснтяр уэгаргиршилар, яънн трянспоннрляш, 
икки сатр ёки пккн устунларни ялмяштнрши, сатр ёки устунниг \яммя эле- 
чентлярннн бнрор дои.чиЙ сонгя куляйтнрнш, бирор сатр ёки устун элемент- 
лпрнгя, иккинчи бир сатр ски устун элсментларини мос рявншда |фпиш на- 
гижасида матрицанинг ранги ргярмяйди. Ш унн эътиборга олиш керакки, 
аннцловчининг мннори тушунчяси, яннкловчинннг бирортя элементигя нисба- 
тян хам ишлатилади. Масалан, ал элементининг мннори Мл деб, Д-
яницловчида »' ва к устунни {‘чирнб ташлаш нятижяснда *осил б£лган 
аннкловчнга айтилади. Худдн шу маънода ал элементининг алгебряик т$глди- 
рулчиси Ал нуйндаги формула ёрднмида хисоблянади:

Лл = Н Г *  м л.
Мисол:

3 2 1
=0 га тенг б$?лнб,

О 4 5

2 тартиблиси |̂ = 0-4*0  б^лганлигидян г(А) = 2.

Алгебряик т$лдирувчилар, масалан, 1-сатр ва 1-устун кесипггаМ «„=3 

эломентники Д, =(-1)ы ЛУ„ =(-1)*^  ̂ га тенгдир. Худди шундай а „ = 4 сони

учун Л,, = (-1)’°Л /и

'3 2 Г 3 2 1
А- 2 0 - 1 матрица учун учинчи тартибли минор 2 0 - 1

0 4 5 0 4 5

3 1
2 - 1

ва \оказо.

Кошка элеменглар учун хам алгебряик тулдирувчиларнн юкоридагидек 
гопни! МУМКШ1.

4.8. Матрицанинг даражаси

Фяряз киляАлнк, (4 .1 ) матрица квадрат (т  = п) чатрнця б^лснн. А мят 
риняни 'фя- я̂ига Р  марта ^найтнриш амялнгя А мятрицянинг Р дпряжясн 
З''йнлади.

¿А ^ А  = А ' , { Р г  0).
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А2=А А =

2 0 0 0 
0 2 0 0 

0 0 2 0 

0 0 0 2 

2 ' 0

матрицами Р-дармжага к$таринг.

Хуеугий \илда Р=0 булсн. А -Ь  бирлш; матрица \ocn.i б^ладн Агар \ 
матрица махсусмас матриц# б£лся, у холдн бу матрица уч>н манфнй даража 
тушуичаси \ам Уриклиднр, яъии:

Матрицалариииг даражалари б>туи соилардан иборат б$л<а, куйидат 
коидалар уринлидир:

I. АеА* =А"',,\ 2. ( А ’ У= Л *
Мисол:

2 0 0 0 
0 2 0 0 
0 0 2 0 
0 0 0 2 

2 0 0 0 
0 2 0 0 

0 0 2 0 

0 0 0 2 

0 0 
0 V  0 О 
О 0 2 ' О 
0 0 0 2 '

Агар Л ва В матрицалар бир хил таргибдагн квадра1 чатришмир б^шГ» 
А В = В А  муносабат Уринли б^лса, у *олда матрицалар йн»инди<и уч>н Пью 
тон биноми формуласи ^риилидир

(А + В)> = ¿ 0 ^ ' * .
1-0

Мисол: [м'рнлган А ва В  матрицалар учун А Ь  = И А шарч бажарилш. 
Ньютон бниоми формулаицан ||тйдалнннб

Л *

22 0 0 0 2’ 0 0 0
0 2: 0 0 , Л' = ААА = 0 21 0 0
0 0 2’ 0 0 0 2* 0
0 0 0 2\ 0 0 0 Г

ва *ока:ю. А* =

2 Г 2 1 I
0 1 3 на В - 0 3 1
2 1 1 4 1 2

матрицалкрниш 4-да|>ажал>1 йшиидиенин тоииш.

(-4 - НУ
Т) 2 Г 2 1 1

0 1 3 Н 0 3 1

I 2 1 4 1 2

1 2 1 • 2 1 Г
! о 1 з 0 3 1

2 1 1 4 1 2

4 1 2 1 * 2 1 1

1| 0 1 3 0 3 1
|.и 2 1 1 О 1 2

*(•
1 2 1 2 1 1
0 1 3 0 3 1
2 1 1 4 1 2

www.ziyouz.com kutubxonasi



П 2 13 '2 Г5 П 2 IV '2 Г' 1 2 Г '2 1 Г
+с4*1о 1 3 0 3 1 + С4*1о 1 3 1 •41 1 0 3 1 +с; 0 1 3 0 3 I

¡2 1 1. 4 2 [г 1 И 4 2 1 1 4 1 2

2 1 Г 160 161 115' 172 134 112] 142 102 90' 1 2 Г
0 3 1 + 4- 232 195 153 + 6- 160 130 104 | + 4 • 132 102 96 + 0 1 3
4 1 168 153 115 152 138 104] 128 100 84 2 1 1

2243 1859 1494 
2416 1969 1623 

[2102 1842 1423

4.9. Клтяклн  матрицялар

Катлкли мятрицаляр - мнтрнцпляр алп'^мм’ининг асосий тушун- 
чя.шридин бирн \нгобляппдн. Кятякли  мятрнцялярми цуйидягнча тягаввур 
ки.пин мумннн. ИхтиорнН бгрилшн т  -гятрли ва м-устулли матрица, горизон- 
гл.1 ил пяргикял т$ч‘нцллр билин бир почта кичик улчямлн матрнцяларгя яжря- 
тнляди. М т я л а и , цуПидяги матрица, \нр хил ¡рлчамдаги т^ртгя кнчнк матрк- 
цяляргя пжрптилгян:

А =

я н ° ! 1 «1» <*и

а : . я з «21 а и а » ч . в ,5 «

" л 0 .и а У4 « » А ,  = а п а п  а

°4 3 о » О м а « в « о ,2  а

<7,, а м а »

а »

<*п

« я

° 35.

, А з
Г " *

.1Г?1

0*1

а ч а » }
л ‘ [ * »

А, =

Демпк, бил бгрмлгян А матрицами бир иечтя матрицалардлн тузилган 
муряккнб матрица дпб тнсяппур к и л ш н тш з  мумкнн экяк. ВунляП мятрицаляр- 
ни клтякли оки блокли чятицяллр деб ятлЛмиз.

Кягякли  матрицплярипнг хуоусий куршпнилярндан бнри квяздиашнял 
матрица хигобллняди. Ну мятрицлипиг к^ршшши цуПндяшчя:

I 41

А

\Аг !
бу орда, А,,А ,,..,А , клтнклар, кгмицшт мятрицалярдян нборат. Л матрицалииг 
К»лгям ¡»домтглари поллардаи '»"юрят.
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Квадрат матрицалар аннклалчиларинши к$'иатма<н А мнтрмцшшш 
аииклончигига тенг:

det А = А, (1е1Л2 ..был,

Катаклм матрицлларшпи хугулнй курпшшынриднн бири ^шиинлашли 
матрнцадир. Путин мятлики шукн, бсрнлган м-тлргибли киадрпг матрица 
л-Мартиблм квад|«т матрицам! на шунпшдск бнплдлн уггуи на ппр м аг 
рицаларга на Питта элемеигли матрицага ажратилнди:

Я 7 р / Л

ш г 1
А. =

бу ерля

А._. =

.42 -  я.
°... 1 
О’ .и. =

п — I тлргибли матрица,

■ уступ матрица,

К~\р».1 а-л а**~\] • сатр матрица вл ат  - элемент матрица (п т ) .
Катаклм матрицалар устида блжариладиган амалллр, одлий матрицалар 

устида бажарлладиган амяллар кабн б^лади.

4.10. Учбурчакли матрицалар

Квадрат матрицаларнниг хусугиЙ к^рипишларпдаи бнри, учбурчакли 
матрицалар ^гоблаиади.

Тагриф. Агар квадрат мятрицанмнг бош диагоналидян юкорндаш оки 
пасгдаги барча элемяитляр «(мцат ноллардал иборат б^лга. бундий млфицнллр 
учбурчакли матрицалар деб яталади.

Мягялан,
1,1 '.1 0 . 0 '

I. -
0 12г *1я

. п  = ч
0

0 0 1т /»I •т
юцори учбурчакли матрица (бу ррдя />у да /„ =0 ) па гкмткп учбурчяк.чи мат 
рицадир. С/>/)да (<, =0).

Диагонал матрица х,ам иаггки на юцори учбурчакли матрнцаларнпш ху 
сусий *оли \нсоблпиядн.
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Учбурчакли матрицаннмг аницловчнои (детермиианти) диагонал эле 
ментлярининг ку-пайтмягига тенг.

с1й А = /ц • ¡22  ̂л»
Учбурчакли матрица махсус булмаслиги учуй, унинг диагонал алемягг- 

ларннинг хаммаси нолдяи фаркли булшии шарт.
Учбурчакли мятрицялар устидя бажяриладигаи амаллар, квадрат мятри- 

цлляр угтида бажариладигаи амаллар кяби б^лади. Шунингдек, махсус булма- 
гяи учбурчакли А матрицянинг тескярисининг тузилиши А ' хам А мятриця- 
ниш тулилиши каби буляди.

Мигол Ь\уйидаги учбурчякли матрица топилсин:
Гг о о'

3 оА~
2 -1  I

Ечиш: Демак, изланаётган тескари матрицанинг тузилиши А матриця- 
кикн кяби булиши керак:

и 0 . 0

А ' = 'и >а ■. 0

/« -
Энди А ва А ' матрицяларни к^ляйткриб ку^идягигн эгя буламиз 

А А '1 -
2 0 0‘ 0 0 ‘ 2/„ 0 0 ‘

3 0 'г, 0 Л, +31*1 0
2 -1 1 /« '32 'я . _ ,н + *п V

Мяълумки, тескари матрицаларни бнр-биршя гупяйтирсак, бирлик мат
рица хоеил булади. Бирлик матрицанинг диаюна.1 элечситлари бирга тенг б$- 
,1иб. колгяи элементларнинг хаммаен иолгя тенг булишнни хисобга олсяк:

2/„ = 1, - I»

= 0- '»=>
Энди булардян, тескари матрицянинг элементлариии топамиз:

(„=1/2; |м *-1/б; /а *1/3; =-7/6; 1а  =1/3; /„ =1

Демяк,
1

А* =

С О
2

- I  I  О
6 3

Л  I  .
б 3

Теорема. Ьош диагонал минорлари иоллан <|юркли бултяи
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4, *0. Д, -
.a t\ ua J

* 0, Д. - \л\ * о,

ихтиёрий

А =-

О»
а,. а.

|«ч а-г • а-
квадрат магрнцанн иккмта \«р хил тузил ишдяш (куйи на и>к»ри) матрицалпр 
к^иайтмасига ажратиш мумкин |3|.

Ьиа бу орда теоргманн исботламжднн учбурчакш магрицалнр!« Kaiijmii 
ÿniui усули билан танишиб чикамна. п та|л»1бли А квадрат матрица 7, ва /;
учбчичакли матрицалар кунайтмасидан ибораг б£'лсин:

А = Тг Тг, (4-Ю)
бу ерда

Т{ = К1  (/>»' у у  <4
и • гартиблн куйм учбурчакли матрица.
Шуннигдек,

W  с» = 0 > ( * |2 )
п - тартнбли к»к<*Р» учбурчакли матрица.

Ну иккала )чбурчакли мацжцаларни к^найтнриб, куйидагини *ж-ид
килами»:

î ^ , = » , .  d .; = iA - ") Н-1Л>
1-1

(4.13) система (4.11) ва (1.12) iiiHprjiapia жчм-аи цуйидаш к^рининши «аб\л 

цилади: ~а^1 ага  ̂ i2 J  6ÿjM.-a,

2 v *  ~ °v « игаР ,<L j  б>лга* 6у еРдн С/ = w . я- * = , 2> л ■ ^
»Н

Мисол. Цуйидаги А квадрат матрица
2 -I 3 

А « I 2 - 2
3 1 1

иккша /; ия >чиу|*чакли мл грина »»р куиай|ма«и к^риынидл ш|и>.|а шиаги 
Кчиш 1[ ва 7, учбурчнктн магрнцалнрпн к.'йчднги куринишп) и<}юдали

сип:
‘и 0 0 1 г.з

- h hi 0 т: ~ 0 1
/» >п 0 0 1

Г»:*
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1>)ля|>ни х,игобга олсак:
2 -1 3 'и '»

А = 1 2 -2 -1;-г, - 'л 'Ь+ 'и 'Ь+ 'и 'а
3 -1 1 .'и •>,г,г+1 а 'и'Ь + 'п ги + '» .

Г>ундан,
*11ГЮ =-1; \гп = 3; гм~ -1/2; г„ =.3/2;
'«  + '22 11 «̂ 11+ /цг„ = - нг* 2; '»=1;

'«=3; 1Г1} + 'н Г21 IIи+ 1/2; <„«-14/

га =-7/5;

'*=5/2.
Демак, иаланган 7| ва Тг учбурчакли матрицаларни ёзиб оламиз:

I 3

3 .1
?,=

1 -- -
О 
о
14

2 5
Бу нккаля Г, па Г} матрицаларни кУпайтиргяк. А матрица ^оснл б^лади.

Юцорида аЛтнлгаилардан шундаЙ хулоса чикарига мумкинки, агар А 
квадрат матрицанинг детерминант 6& А * 0  б^лса, у аЛблтга иккнтп х,ар хил 
гу^илиищаги учурчакли матрицаларга ажратилади ва уларнннг к^паПтмаги А 
мпгрмцага тенг булади:

Л = Т,-Т2.
Ш униждек, А матрицанинг тескари матрпцасн Ал ни \ам, Т̂ ' па Тг' 

пекари учбурчакли матрицаларнинг купайтмаси шаклида ифодалаш мумкнн:
л-' = т{'-т;\

4.11. Аникловчиларнн (детерминантларни) хн<тоблаш

Магрицалар аЛ1ебраснда матрнцалариинг яникловчнларннн ^нсоблаги 
мучим ахамиятгя эга. Матрицанинг торткбн к>к<>ри булса, уни элсмснтяр ал- 
чяиггиришлар ёрдамида лнинловчиларииинг тартиби цадамба-кадам пагаПтн- 
рнл>гб борилади.

Визга п сатр ва п уетуидан иборат булган А матрицанинг яннкловчиси 
берилган булеин:

а„ а „ ... а„ 
а „ а,

Д = (414 )

«■* -  о.
Д„ нинцлкьчининг нолдан <|шрк-ш булган бнтга элсменгннн танляб 

олямил на уии бош элемент деб х,исоблаймиз. 1^улайлнк учун бу элемент о,, *0 
бужин. .Энди Д, ни цуйидагнча ёзиб оламиз:
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Д. =0.1

I 1 а,
£22.
«и

23

Энди, Жордан-Гауссшшг элсментларни кетмак^г й^отиш  усулидин 
фоАдшшниб, А„ аникловчшш куйндагнча ёзиб оламиз:

Д. = о . .

бу ерда

4 . . =

« а(,) ^  -

0 ° ' а З }

(4.15)

ва и.|1|ав . - (/,./ = 2,3,. л ) .

Шунингдек, Д „ в а  бошка аницлончи.тр учун хам угказилган жараённл 
такрорлаб, куйидагинн тонамиз:

Д„=а(|Оп1"а11(1).
Умумнй \олда, таилангнн бо т цемент ам  б<?жа (мнцжца 

аннкловчисндаги /7-сатр на ф-усгунда жойлашган элемент ), у х,олда
А ,= (- 0 ’ "А ..,

Мисол.
Ч ;  -I 3 2

2 1 1 - 2
3 -2 33 4 
1 2  3 1

Ичиш: Ьош аюмент <-ш|гп|ди «м = I *0  ни олншими^.мучкин (/> = I, </ = !.)

Д< =

Д3 = М  Г

I Л  2 1 6  - 2-4 
Д, = ( I)"'! 2 ( 3 3- 9 4-6 

\ 2 1 3+3 1+2 
-5 18 -6- 
- 6 - 6  - 2

-9Ы  23 -15 
- з| |- 12 -5

.3 -5 -<|
I в - г !

1 6  з |
= П5 180 - -65.
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4.12. Матрнцанинг хос киймати ва хос вектори

Амалий мясаляларни счиища матрицаларнннг хос гони в» хос векторла- 
|М11И1 аникляшга ■фри келади. Г))илай масалаларга хот сонларнинг т$лиц му- 
ЯММ.Н'И дейнладн. Фяряз цнлайлик, А = Ц  ] квадрат матрица берилган булсин.

Нолдан фяркли х вектор А матрнцанинг хос вектор-дейилади, агарда 
шундай А гон топилиб,

Ах = 1г <4.16)
геиглик бажарилса. А гонга А мятрнцанинг хос киймати дейнладн.

Матрнцанинг хос сонн вя хос вектори хицидагн маълумотлар математи- 
када ва ботця турли гозалярдя кенг кУлланилади. Кейинги булимлардя урга- 
ннладиган х -В х + С  чизкклм алгебраик тенгламалар системасини кгтма-кет 
якинлашиш усули билян счшидя якинлашшн тезлига В  матрнцанинг модули 
буйича энг катга хос соннпнг кийматнга боглик булади. Тебряниш жараёнла 
рндя, ядро масалаларида хам матрица хос сонлярининг энг катга ёки кичик- 
ллрини топиит зарур булади. Матрицаларнннг битта ёки бир нечта хос сон ва 
хос векторлярнни топиш мясаласига хос гонларннннг цнсмий муачмосн дейи- 
лади.

(4.10) тенгламанн куйидагнчя ёзиб олямил:
(Л - ЛЕ)х = 0. (4.17)

Ьу система нолдан фаркли ечимга эга булишн учуй
?(А)=<1е1(Л-А£)г = 0 (4.18)

тннглик бажарнлиши керак.
(4.18) тенгламага А матрнцанинг характеристик тенгламаси дейнладн. 

Характеристик тснгламанинг ёйилган холдяги курншпнн
в,,-А в,: в,. ;

«и "2- | = 0 (4Л д )

а я1 ...

ёки р (Я )= (- 0 " ^ )= °  бУлиб. 6> СРД*
/’(А)=А"-/>А"1 - РгХп' г - , . - Р я (4.20)

кунхадга А матрнцанинг хос М'п\ади ёки характеристик кунх;яди дейнладн. 
Хос 1:<пхаднинг илднзлари матрнцянннг хос соIпари буляди. (4.20) кущадни 
очиб А, Х„ хос киймнглпрни топнб, х,ар бир А,(/ = !>) нниг кийматида (4.17) 
снггсмянм, яъин (А-Х ,Е)х  =0 системами ечнб, А, га мос хос г10 вскторлярнн 

тинам иа.
Агар (1.20) ха|*яктернстик генгламашшг нлднзларн хар хил булса, ХЯ[> 

бир хос сонга фаг.ят бштя хос вектор мос келядн. Демак, А матрнцанинг хос 
сонлари вя хос вскторларини топиш учта бооцичдпп иборат булар :>кян.
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1. P{X) к^н^адни туэмш.
2. P (à)=0 тснглямамн ечиб, Д,(/ = 1.«) хос сонларни гоинш.
3. Х,ар бир À, ru мос хос вскторларии, (4.17) сштеманн ечнб гони. ..
Бу бое-цпчларпннг \ар бири маьлуч мураккаблнк да|>ажаеидап1 ми

салалардир. Хос сонлар т^иламига А чатрнцаиинг отч;тори дейнладп. ! ‘(Л) 
куп\адп11нг коэ<1*ф]щиентл1фи А матрнцаниш /-тарчиблм бот мшюрларн, /’ - 
ларни (-l)~l шпора бнлан олнпган Кигинднларпдан нборагдир.

Жумладан:

' . - Ilikü

liner теоремпсига acocan

~|<4 <7. 

/> = (- I)" 1 del 4.

A¡ + Aj + А я = l\
Я, ■ • . - Д„ s det A.

Ьундлн i;ÿ|)inia;un;i!, А матрицншшг бщ трта хос гони ио.на тсш 65'лишн 
учун det/í = 0 6ÿ.iiiuiii эарур uh кш )ю н  э к «  h.

Хос сон на хос нскторларни гопнш усулларн икки iypy\ra, пыш «ниц ва 
кстма-кет яцинлаш усулларша асослангаиднр.

Аник усулларда юцорндяги 3 та боскич кстми-кст бажарнлади на бу хос
сонларнилг т^лпк муяммос.... i *ал килиш угли ишлапмади. Нтг-рлцин усулла
рн хос ооплярии характоржтнк Kÿiixa.uimn киэДОнцнсишнртиш тоимасдан 
бевоснта хлсоблайди па хос сонларннш кисмиП муяммосннн сш ш  учун шила- 
тиладн. Бу усулда хос сон ка хос пекторлар соилн ва пек-ицмш кеш а 
кетлигинннг лнмигн снфатндя топнлади.

Хос сон на хос векторларпи топшннинг аник усуллярндан аиг кун 
куллаиадшани А.П.Крилов усулн, lt.JlaiHi.oiii усули, А.М.Даинлонский усули, 
Ловерьи усулн, Д.К.Фадоев усули, ноаннц колффицисиглар усули, хошннлаш 
усулларидир.

Итерация усулларидпи Kÿn ншлагнладнгаин даражали усул, скаляр ку- 
пантмалар усули. очирша <*ткн:пип усулн, мусбат жнщланган матрнналарнн 
хос сонларини тонинншиг терапии усу.шдир. 1>у усухмр бп.тн гннитиб 
чнцшннн укунчиларшии флирта хаиола цилами.г усуллар хакида т^лик
маълумшнн [2,3.4.12,14,15,28] адабисглардан lu inti мумкии.

Мисол.
I 2

5 4
А :

матрнцаннш хос сонлнрн ни хос некторларнии книшг.
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Я * ) “
1-Я

5 4
Гсжламанннг нлднзлари: Я, = 6,Я, = -1

Демак, А матрицажип хос соилари нккита булнб, Я, = 6,Я2 = -1 га тенг
»кии.

А матрицанинг хос векторшж
Ш - д .к+ гх ^ о ,
15х, +(4 - Д,)га =0

еисгемадан топамнз.
_ Г — 5ж, + 2л\ = 0,

Д, =6 6}лга„да, | 5г1. 21|. а

Тенгламалар бнр хил б$лганлжи учу» биггасини 5^ -2*: =0 цараш 
х 2с 1а|)лмднр. Ьундан 5х,=2х1 ски —  = я-ьни х,:х,= 2:5.х, 5

Хос вектор сифатида х(,) = (2,5) ни олиш мумкнн.

Я, - --1 б^лганда, |^Х| ’ булиб,
1*х, +5.т, =0

буцдан х,+х, =0 ёких, х, =-1 ни х,осил кплачнэ. Демак, иккинчи хос вектор 
г,;|={1,~1) ни олиш мумкин. Шуидай килиб, А матрицанинг хос гонлари 
Я, - 6 Я, = • I, хос векгорлари х "=(2;5), г|:’ =(1; I) га теш якан.
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5 БО В. ЧИ ЗИ Ц Л И  ТЕН ГЛ А М АЛ А Р СИСТЕМ АСИИИ ЕЧИ1Н

5.1. Чизицлн тенгламалар гисгемасини ечитнинг умумий 
характеристикаси

Х,исобляш мятемятнкясидя чизикли тенглямяляр гигтгмягним п и ш  
масалалари к^п учрайди. Чиянкли тенгламалар гисгемасини еяишнинг хил 
ма хил усуллари мавжуд булиб, биз бу ерда асоеан Г)Х,М дя фойдаляниипп 
кулай булгяи }туллар бнлан танишнб чикямиз.

Чиянкли тенгламалар системасини ечиш усулларнии нккн гинф т аж  
ратиш мумкин. Аник усуллар вп итерация угуллярн.

а ) Аник усуллар. Бундай усулларгя Крамер коидаси, Гаусс усули, б о т  
алемектлар усули, квадрат нлдиэ усули ва бошкяляр кирадн.

б) Итерация усуллари. Бундай угулларга оддий итерация, Зейдел 
усули, релаксация усули ва бошцалар кирадн.

Умуман олгянда, тенгламалар системасини аник усуллар бнлан ечган- 
да хам аник ечнмнн топа олмаелнгимнэ мумкин. Чунки берилган снстемада- 
гн айрим коэффнциентлар такрнбан олнмгаи б^лиши мумкин, бундяи 
ташкари \нсобляш жаряенида сонларни яхлитлашга т$три келади. дочяк 
тенгламалар системасннинг аник ечнмнни топя олмаймнэ.

Лекнн аник усуллнр бнлан итерация усуллари бнр хил экан, деган ху- 
лоса чнкярнш ярамайдн. Итерация усулларида яхлиглаш хатоляридяи 
ташкари усулнинг хатосн *ам мавжудднр.

Биз бу усулларнннг айримларн билли тянишиб чикамиз.

5.2. Крамер коидаси

Тенгламалар системасини ечншнинг аник усулларидан бири б$лпш  
Крамер кондасинн баек кнлямнз.

Бизга п номяълумли и та чнзикли тенгламалар системаси берштгян 
б^лсин:

в„х1+ои12+...+в1.г. = *,:
а11х,+апг,+ ... + а 1йхя =Й,; (

0^ + 0^  + .. + ат хя ^Ья 

1»уни матрица к£рннишндв нфодялягяк
А ЛГ = Й. (5 .2 )

бу ерда, А - мягриця, В - вектор >стуи, X  • вектор устун (шланяйтши »»'* 
чпълумлар).
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h . л,. V ’»i

1 •••
°«

. . .
; ü *, * и X}

L"«. Д,2 *V A , xñJ
Лшр Л члтрнцлнииг AirrcpMiiiimmi (япиклончпси) мол гни фярцли 6jto- 

«•п. del А = А * 0, у тескяри А 'млтрицягл ага.
(Г».2) шин иккала томонинн члидяи А ' га KÿnaÜTitpcaK,

А ' А  Х  = Л-' В.
Кундян А ' А=Е бир.тш; митрицп «жнилипмш х,нсобгя олиб, (1 .2 ) тсмглама- 
лар сигтсмлгннннг ечичинн томлмия:

Х  = А ' В .  (5.3)
Лммо, Л мятрнцанииг тпргибн torçopif б£лсп, jura тесиори А '  матри

цами \нгоблн!и жудя киШшлншнб кстади. Шуиннг учун амялнстда (5.3) 
<})»рчул«ЛЯН КЯМ фоМдЯЛЛИНЛЯДН.

Мш>лумки. A ' = .4/Д, бу ордя, Атиркялгяи матрица:
\А„ Аг1 ... А.,

Аи ... А,,

Домик, 

бу ордя

1 а  ли  ... Ат j

X  = А - В  / А скн х,=Д,/Д,

Ь, о,

(5 .4 )

Д ,= £  а ,Ь ,ш

vl м1,М I*
b, ö, , „ .

Юкоридя ке.тгмрилган (5 .4 ) с|юрмулагя Крамер формулпляри доб ага
лади.

Мигол. Ьорнлшн юнглямяляр системной Крямор цоидпси срдямндя 
очилсин.

х, + х2 +■ 2х, = 4 
2х, + г, + г, = 3 .
X, + 2х, + X, = I 

ГСчииг 1>у ГИГГСМЯМИН1 лмпц.тп'шги 
¡I I 2Г

A = j2 1 i l - I + 1 + 8 - 2 -2-2 = 4 *0  
■ || 2 !;

Цушиичп аниклончиларни toiiíim iuc
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4 1 2 1 4 2 1 1 4

А,- 3 1 1 = 4, Д, = 2 3 1 = -*; Д,= 2 1 3
1 2 1 I 1 1 1 2 !

бу ерда

д '“ } ' 5* г,=  д = ~ '; х,= Д ~ 2
Демак, (5 .1 ) тенгламалар снгтемасиниг аникловчиги нолдан фарклн 

булса, тенгламалар системасннинг ечими (5 .4 ) формула оркали *игоблана- 
ди. Бу формуладаги кагрминг махражи агоснА А чятрицянинг 
яницловчисндян иборат булнб, касрнинг сурати эта, асосий А матрица 
аннкловчисидан /-уступии оэод х,ад уггунига алмамггирнб тузнлгандаги 
аннкловчидан нборятднр.

5.3. Гаусс усули

Олдинги мавзуда Урганилган Крамер коидасидян алгебраик тенглама- 
лар системагидя номаълумлар сони кямро« булган \оллардя фойдяланиш 
кулай булнб, номаълумлар сони к^п булса, бу угулдан <)-»оДдала><««<* система 
нинг ечимнин топиш жуда кнйнн.

Биз тенгламалар системяснни ечишнннг кулай усулларидан бири бул 
ган Гаусс усули билан таиишнб чикамгм Бу угул Узгарувчнларии кетма-кет 
йукотнш усули деб х,ам агалади.

Визга (5 .1 ) тенгламалар системаси берилгаи булсин. Система детгр 
мннанти (аникловчиги) <№/< = ¿ * 0  деб фаряз киламиз. Демак (5.1) тенг 
ламалар системаси ягона ечнмгя эта.

Гаусс усулини соддарок изохлага учуй турт помяълумли тенгламалар 
сиггемаспни текшириш билан кифояланамнл.

в идг, +а„хг + а „х , + онх4 = а„. 
а^х, +апх ,+ о „х ,+ а 14х4 = *,,,

о к г, + оп * 2 + «и х> * а м *• = «и •
<741х, + в „х , +а„х, +амх, =а,<

(5 .5 ) тенгламалар снстемасндни нолдян фаркли булган нстал1аи 
коффнииентнн танлаб оламиз. Кулайлнк учуй а,, * 0  пн танлаб олами:» вя 
буни ббш элемент деб атаймиз.

Виз эндн (5 .5 ) тенгламалар гнстечасидаш бириичи генглама но 
чаълумларннинг коэффнциснтларнии аи га булиб куйидапшн озиб оламмгс 

х, +Ь,}х, + Ь„х, + Ьых4 = Ь „, (5 .6 ) 
буерда О  > I)

Энди (5 .6 ) тенгламани кетмакет о „, а,, па а п гя купайтириб. ч<м. 
[мжишда (5 .5 ) тенгламалар системной нккннчи, учннчи иа пЛугйнчи теш па

(5 .5 )

>;о
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маларидаи аЙнрмб, х, ни й^котамнз.
Х.осн-1 б?лшн янги тенгламалар снстемаси куйидагн к?ринншда б$ла

ди:
+Л«)Г + д«>* -л<'>аи хг +ао х) * а1* * ии

ап *г + ви > + вл х* “ »
^  . „о>,. =л(1)

(5 ,5 )'
Л«')» * я ‘,,г 4-ли,г -Я*1'
« 4 2  * }  +  ° 4 .  Х 1 +  ° 4 4 Х 4 Ы45 •

Бу ерда коэффнциентлнр куйидагн формула оркали хисобланади:
< и * 2). (5 .7 )

Энди (5 .5 ) тенгламалар системасидагн *  0 ни бош элемент деб 
олиб, системаиинг бирннчи теигламасндаги узгарунчиларнинг коэффициент- 
ларини о£ коэффициента б^либ, куйидагини \осил кнламиз: 

х1+Ь^хг+Ь ^ = Ь ^ ,  (5 .6 )
аи

бу ерда Ьг, = -ну , 0 > 2 ).

Олдннгидек (5 5)' тенгламалар гистемасндан хг ни йукотамнз:
я * 21 г  + п <,)г  - а {2>-а »  x  ̂+«м *4 - «»  •: .. -у,
_(!)„ +д(1)г - аМ * '  'в«1 Х1 +аи х* ~ан

бу ерда
< * = < ’ - « / .  (5.7)‘

Шунингдек (5 5)" тенгламалар системасидаги бирннчи теигламанн 
а*]’ * 0 бош элементгя б^либ, куйидагига эга б^лампа:

х1+С *< = С >  (5.6)"

бу ерда Ь\? = - ^ 7  , (/ > 3).
“ и

Яна х, ни илгаригидАИ (5 5)" дан йук«тиб, куйидагиии *осил циламнэ:
о” \ = а‘;’ , (5 зу

бу ерда
( и  а 4). (5 7)"

(5.5)"' дан х4 = - ^ = С -
°4 4

Долган номаълум уэгарувчилар кетма-кет (5.6)", (5.6)' ва (5 6)
тенгламалардан топилади:

х «= С . *>=*»’ “ С * * . ^  *, =Ьп -¿.„х,-6пг,-$ „гг.
ШуидАй килнб, тенгламалар еттемненни ечиш икки богкичда олиб 

борнлади:
а) Тугри юриш. 1)<‘ри:пни тенгламалар сиггемагини учбурчакли

матрица куринишигя келтирилнди-
Г») Тескнри н>рин1. Кгйин (5 6)", (5 6)' на (5 6) <|юрмулнляр ёрдимидл
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(5 .8 )

х4.х},х, ва г, номяълумлар кетмя-кет аннцланали
Мисол: Берилгян тенглямаляр системасиии Гаусс усули ёрдямидя

р ч и н г :
х, + х, + х, + х4 = 2,
2Х| -Зх, +2х, - 4х, =5,
Зх, +х, -2х5 -2х4 - 4,
4х, + 2х* - Зх, + х4 = 2.

Ечиш. Т$три юриш. Берилган тенгламалар гнгтгиагннинг бнринчн 
тенгламасндаи коэффициент»! нолдан фарклн б$лган уэгярувчи танллнади 
Мнсалан, х, нинг коэффициент аи = 1*0.

Вупи х^л княувчи коэффициент деб кабул килями.! ва биринчи теиг- 
ламанинг *ар бир коэффнциентини ап = 1 гя Сулиб чикамиз: 

х,+х,+х,+х4=2. (5 .9 )
бу ерда 6„ =1; Ь,3 = Ц =1; А„ =2. Энди (5 .7 ) формула оркали я;" 
коаффициентларни *исоблаб куйндаш системани х,осил киламия: 

ап =ап = -3-2.1 = -5; Оц1 - ап ~аи̂ 1 з =2-21 = 0; ,
<  = ом - агХ  = -4- 2■ 1 = -6; «£> = <хи - =  2 - 2 2 --2; 
ян "  ап ~ аньп = 1 “ 3 ■ 1 = -2; Од = “  °зА » = —
<  = -5, <  = -2; <%=-2; < = -7 ; ^ ’ =-3; <>=-6

Шундай кнлиб, у :  номаълумлн утта тенгламалар системясиии *оенл 
цнламиз:

- 5х2 - 6х4 - -2,
2х, + 5х, + 5х4 = 2,
- 2х, - 7х, - Зх4 = -6.

(5 .8 ) тенгламалар снстемясида биринчи тенглямя узгарувчнлариншн
х,амма коэффициентларини <»£ = 5*0  гя б£либ, куйидяги тенглямани *огил
кнламш:

х2 + 1,2х4 = 0.4, бу ерда ¿'У = О, Ь™ = 1.2; Ь „ - 0.4.

Энди (5.7)’ формула оркали о<2> ко:»ффициентларни яникляймиз: 
< = 5 ; <  = -!; < = 0 , а” ’ =7; о” 1 =0,6; < = 5 ,2  

Патцжада икки номаълумлн иккита тенглямаляр смстемягн хоонл брлди: 
5х3-х, =0,

(5 .8 )

Г • (5 8)"7х ,+0.6х 4 =5.2’
Шуниигдек, (5.8)" тенглямаляр системасинниг бирин’Ш тенгламасидпги 

я „= 5 *0  ни бош элемент доб кабул килиб, системанннг биршгш 
кмпламасидаш узгарупчнларипнпг ког^ффициентлярини балами:»: 

х, - 0,2х4 = 0, бу “ рда /£’ = -ОД; Ь\? = 0.

Энди (5.7)" формула оркя.ш а*1’ коэ(|к|шши‘чтлярни гопамй»:

www.ziyouz.com kutubxonasi



ШундаЙ килнб, бнр номаълумли бшта тснгламани \оснл циламиз:
2х4 = 5,2.

Ьулардан фойдаланнб, учбурчакли матрица куринишдагн тенгламалар 
сисгкмагини тузамиз:

л, + х} &X) + х4 = 2; 
х,+1,2х4 =0,4, 
х, ~0,2*4 = &,
2х4 = 5,2.

Тескари юриш оркалн номаълумларнн кетма-кет аницлаймнз: 
х4 = 2,6, х, =0,52; х2 * -2,72, х, =-1,6

Масалакн ечнш жараёнида сонларнн яхлнтламай счганмыиз туфайли 
топилган ечнм иник ечимднр.

5.4. Гаусснннг нхчам схемасн

Тенгламалар гистсмаснки Гаусс усулн билах ечнш жараёнида 
номаълум узгарувчнлариннг бекм-ита иштирок этиши, \исоблаш ишларини 
мураккаблаштнриб юборади. Вундан ташка ри, хисоблаш жараёнида ха то га 
й$л к^йишимиз мумкин. Шунинг учун, цнсоблаш жараённни назорат килнб 
боришга т^гри келадн. Назорат килншнинг знг кулай усулларндан бири 
"назорат йигинди" усулндир. Бу усулнинг мох,пяти шундан иборатки, 
тенгламалар системасндиш *ар бнр тенгламадагн узгарувчкларнинг 
кояффжцкчп-ляри вя озод х,адлар йнгиндиси назорат килнб борЛгади:

".»= 1 !«,-  (»=Г5».
/■I

1 у̂йидаги жавдал ёрдамнда Гаусснннг'нхчам схемасини ифодалаймиз. 
1»у жядвалдн тешламалар системасининг коЦ^фнцнентларн иштирок этадн 
холос.

Т^рри юриш. а) Жадвалнннг биринчи боскнчида берилгаи 
генгламалар системосишим коэффнцтнтлари ёэилнб, охиргн уст ун т (бу 
назорат угтун деб аталадн), тенгламалар сисгемасндагн сатрлар буйнчп 
?згарунчиларнииг коэффнциентларнин ва озод х,адларни кУшишдан хосил 
б^лгаи йигннди ёзилядн.

б) (5 .5 ) тенгламалар гиггемасинннг биринчи тенгламасидан 
к«:>ффнциенги нолдан (¡мркли б$лгян ^нярувчн танланади (умуман. 
гнстгманиш ш-галгнн теныамнсинн олиш мумкнн), млснлаи, тинлаигин 
ко:м|>фицигнт <»,,*0. Ву ь‘о:к|к{)НЦНС1{Т11И аниклокчи коэффициент л<*б 
тайми.» пн унн кнл'цшт кагнкчпгп белшллб кУямн:«.

<м
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/ •*1 *2 *э ■*4 <оод х,ад 
дар

на.ю|мл
йигшшм

«и ап <>14

2 «2. °п О» «и
1 3 «и в» в» «ь

4 « 4 . в« О« Оы «*5 0«
»»+1 (1) *Ь к Ь,

¿2 •а1 < <
II < < < < «а*

•5? -а* <* <с
т+1 0 ) *£’ '

I II <
-5?

<
-8'

«а1
«£

т+1 *й-
IV

т+1
<С
Ф С

¿2
С

1
1 *3

V
1

1
•

*2
*1

Тенгламадаги барча коэффиционтлар, оэод х,ад на нлзорат йшиндини 
о„ га б$либ, т  +1 сатрга ёзиб к?йилади. «  + ’ сатрдаги коэффициеитлар

Ь формула орнали цисобланади. Кейин У  Ьи йиишдини хисоблаймю
* «п '*•

ва арифметик амалларнинг т^рри ёии нот^гри бажарилганлипжи текшириб 
чикамнэ.

в) жадвалнинг нккинчи боокнчида а"* коэ<|»фицш‘Нтлир (5.7) 
4>ормула оркали хисоблаииб, кейин пнзораг йигинди туаилади.

г) И боецнчда системанинг биринчи тонгламасидаги Фагарувчиларниш 
ко;>ффициентларини а „ га булиб, т+1 сатрга ёзиб чикамкз:

д) II I  босцичдн х«м биринчи теигламлдши фннрунчилырнинг хнчмп 
коэффшмгснтларини я^1 *0  п» булнб, т +1 оатрт ё;шб олпми:«. Ву снтрнии 

а}*>
ллементар Ь™ = ни хнеоблаймн:!, кейин текшнриш ^килами». ¡Жди 

ап
я” ’ = ни х,жч»блаймиа ка иатижанн IV  боскичгн ёлнГ> кунмкл

Ы
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Тескари юриш. Тескари юриш билам х4,х3,х2 ва г, ларни 
х,нооблаймиз.

л<3>
*4=~Ш> »1 * * и Ч Ч  хг=Ь("-Ь<"ху-Ь("х<, х, =Ь1,-Ь„х4-Ь))х>-Ь1гх2. 

аи
Мисол. Цуйидаги теигламалар системасн ечнлсин:

2х, + хг + Зх3 = 13
Х,+Х2+Х5 =6
Зх, +Xj +х, =8

Ьчиш . Жадвалнипг I боскичнга бернлган алгебраик теигламалар 
снггемагининг коэффнциснтлярнни, озод хадларнни па ’’наэорат йигинди“ 
сини ёзамиз. С^игра бнрннчи тенгламадан коэффнциенти нолдан фярцли 
б^лган узгарувчи танлаиадн. Масалян, х, пинг коэффициенты (2*0 ) 
танланади ва квадрат катахчага олннпди. Энди биринчн тенгламанинг *ар 
бир \адини ва наэорат йнгиндннн 2 га б^либ, т  + 1  сатрга ёяиб к^ямиз.

Жадвалиинг иккинчи босцичи куйидагича т^лдирнладн: т + 1  сатрдаги 
тенглмманн мое рапишда -1 га ва -3 сонларга к$иайтирнб, системанинг 
иккинчи ва учиняя тенгламаларига к^ишб, х, ^згарувчилярнн й^котамия.

( х\ *2 *3 озод хадлар назорат йигандн
I 1 3 13 10
2 1 1 1 6 9
3 3 1 1 8 13

т +1 ф 1/2 3/2 13/2 19/2 1-1Н-3»
0 1ш1 -1/2 -1/2 •1/2

II 0 •1/2 -7/2 -23/2 -31/2
0 ) •1 -1 -I 1/2
0 ш -12 -16

III I 3 4
1 3

IV 1 2
1 1

II боскнчда х,оепл б^лган нккн номаьлумли иккита теигламалар
гиггемясидан ко:х|>фнцие)Ггн нолдан фяркли б^лган ^гарувчи танланади, бу 
танлангяи х2 Узгаруячшшнг коэффициент 1/2 квадрат катакчяга олимгпи, 
пенни шу тпилямянннг *ар бир кпэффнцшчтши, озод х,адиии ва наэорат 
йнгиндисипи 1/2 га б^либ, т  + 1 сатрга ёзиб ц^лми».

Энди II  босцичдаги т  + 1 сатрни ‘1/2 гн к^найтириб, шу боскичдаги 
иккинчи тснгламага к^шиб, III боскнчнн х;оснл кнламш. III богкичда х, = 3 
пн топамил u;i токари й$1л билан х2 ва х, ларни аиинлаЙмиз:
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х, - jc, — —1; Xj =3-1 = 2; x, =2
1 3 13 x, +-x, +-Xj=— тешламадан t, = I .

Жавоб: x,=l; х2=2; x, =3.

5.5. Оддий итерация усули

Чизнкли тенгламалар системасида номаълумлар сони к^найиб ктх-а, 
унн аник усуллар (Крамер коидасн, Гаусс усули ва бошкалар) билан ечиш 
жуда кийинлащиб кетядн. Бундай \олларда чизикли тенгламалар 
системасини такррбнй усуллар билан ечишгя -фри келади. ТацрибиЙ 
усулларга одднй итерация усулн, Зейдел усули ва бошкалар ни|*ади Бу ердя 
оддий итерация усули билан танишиб чикямиз.

Итерация усулининг митинг» куйидагича: Ьернлгаи п номаьлумли п 
та тенгламалар сжтемаси учуй нхгиёрий г,и| = (х|,0),х2,с|, ..,х„(0))  кскторни 
ганрибий, яъни к^пол ечим сн<|мпидя кабул килямиз, буни биа нолинчи 
мкинлашиш деб атаймиз.

Бу такрибнй ечммдан аник|юк б^лган шундай

ечимлар кетма-кетлнгини \осил кнламнзки, Oy i стма-кетликларниш л ичиги 
бермлган тенгламалар гистемаиимг ечимндян ибо{шт б^лади.

Аммо, нхтиёрий олингян бошлашич ечим итерация жаряёнинн кпкин 
ошнриб юбориши мумкин, шуниш j’vyH иложи борича бошлашич счимни 
изланаётган ечим1а нцннрок цилнб олнш керак.

Виз бу ерда г101 якннлашииши кандаЙ танлаш \оллари билан танишиб 
чнкамиэ. (5 .1 ) гешламалар системасида А чптрицишшг бош днашнал 
элементллрини Яп,а,,,.,а,„ нолдан <|ю|>кли д<̂<5, (5 .1 ) чизикли ченгламаляр 
системасини куйидагича ёзиб олямиз:

г, = ß. +агх, -ЮцХ, + ... + а1ях,,,
Х1 ftl 1 а лХ1 + «1«Г1 + ... + О .Х ,21 1 * 1 " (5!10)

г„ = ра +а„х, +ап,х, *... + авя |х„_| 
бу ерда /* I учун ß, -b{ !a f , а,, = -о,,!ач на Ы  j  б^лгмндн ач =0, (/ Пн).-

Бу ерда (5. И )) тенгламалар сис-темнсини кетмн-кет нкмнлншнж уули  
билан куЙидагнчя ечамиз.

Кунинча x l ' = (xl(0,,x,l0,t. ,x„<c)) иолничн яциилжиши cjiifw niw  (5.10)

<Ш
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мчилямаляр системасид* озод \адлар кабул кнлинади.
Бириичи якнплашиш:

*1(1, = Д +а д (в’ +«11*1,0|+ +а„,х-'0).
Х , “ 1 »  / ? ,  + О г1Х 1( 0 ) 4 в ц Л Г , ( 0 , 4 .  + « , „ Х ™ ,

х.«> = /> .+ аЛ -Ьа.л » '*.
Иккмнчи якинлашиш:

-+а,„х Д
. + в,„x1I(l,,

хя(,1 = А +« ^ ." , + а,1х3(,)+-■ + а я̂ 1х,-|(1*-
хоказо * + 1 якинлашиш:

Х|,**,| = Д  +а11х1(*,+а(,х/*' + ... + « ,А (0.
х3(*",| = у?2 +а1|х|и +авх)(*) +

- А  + «,.*,1*1 +ап1х1{,) + . ,40н , 0 * 1 
Бу ерла * -»да да (5 .1 ) тенгламалар скстемаси аник ечимга интилади. 
Агар (5.10) тенгламалар сигтемасннн матрица куринишда ифо- 

даласак, куйидши куринишда ёэиш мумкин:
Х  = 0+ аХ . (5.11)

(5 .И ) тенгламалар системасида нолинчн якинлашиш гнфатнла, 
мвсялан озод *ядлар устунини олишимиз мумкин:

Х 1в) = 0 .  (5.12)
Сунгра бнрннчи яцинлашнш Л'ч) = 0+аХ[г>'< нккинчн якинлатпнш 

.Уп'*/?+ а¥(1) на хоказо *+1 якихляшнш
х '^ - Д  + о*'«*1. (* = 0,1,2... ) (5.13)

^■орчуладаи топилади. Агар .г1*1,.' якин.;ашнтилар кстма-кетлиги
чеклн лимнтгя зга булса, х = К тг1*’ бу лимит к-*<х> да (5 .П ) системанииг

аник ечпмннн бсради.
(5.13) ([юрмуля кетмя-кет якинлашиш усули ёкн итерация усули деб 

агалядн.
Миеол I»прилган чизнцли тснгламяляр гистеиаснни о циП итерация 

усу га ёрдамнда ечинг:
2х,+0.12;г,-0,04х,=4,
О.ОЗх, + х5 -0,05х, = 3, . (5.14)
0,08*, -0,16х; +8х,=40.

Ечиш: Бу тсиишмалар гигтсмагининг диягокал ко;*ффт1Ж‘итляр« 
оСйичл х,. г . V лпрнн тоиами.ч:
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г, = 2 - 0,06т. + 0,02дг,.1 
Xj= 3-0,03 х,+0.05г„ (5 .1 5 )
x¡ = 5 -О.ОЦ + 0,02 r2 

Нолинчн якиплншнш гпфлтндп озпд \)|Д1Л|ШИ o.iaMici:
* ' “  = 2, »,*•'« 3, , , " ”  = 5.

By кнйчатларки (5.15) гн i;yíiiií», бнрипчи »кннляжшшш toiih .mim : 
г,'0 »  2 -0,06• 3 + 0,02• S = 1,92; *,'"»3-0 .03• 2 + 0,05-5 «3.19; 

х,("  = 5-0,01-2 +0,02 3 = 5,04.

By жн|м10мпи дпиом згпфиб, нккинчн нцшмашнги: 
дг,1,,= 1.9094, дг,(;> = 3,1944, r,(i| = 5.0446,

учинчн якннляшнш:
r,fî, = 1,90923, Tj,3, = 3,19995; г,1,1 = 5,04485 

ИЯТНЖЯЛНрИН Х.ПСоблШМ мумкнп.
Птсрнцмя ЖЯ|М(Г'1Ш ЛЦНМЛЯШНПШМПНГ ГТЛрЛМЛНК ШЛрПШН нсботсн:) 

теорема орцяли кслтирямни.
Теорема: Агар келтнри.иаи (5.11) ичиллмяляр сиггемяги учун 

куПндпги шартлярдии кнмидя бигглгм блжарнлса,

I- ¿ ¡o j- e l, (í = 1,2,. ..h)l РКП 2. (/*1.2,. ...я) 
;.l .=1

у х,олда итгряцнл мнцмёии бош.шншч, нолнкчи якннляшншмннг каидяП
тлнляпмшигя Гюг.ин; б^лмясдям люки счнмгн нкшмяншдп.

5.Ü. ХалецкмП уеули (гхгмаги)

Чмзнцлм тепгллмалар сжтемнгшишг нхчнм к^ршжшллрмчлп бири, 
утк и  матрица курмниимягп нс|к>днслдир.

Матрица v .'шмнидаш чнлицлн тгшлнмллпр сисгечпгм Горними 
булснн:

ЛХ= Ь, (5.16)
бу ердл А п - тяргибли кнад|>аг чятрмцп:

г. , 1  г--..]

^ к \  J r . H  » f - j .  

U i  k - - J
M iiv ivm iîii. \ap клндлй млхгуг 6\.iM iii'in кнлдрлг мятрпцлпп ш гкш л  

учбурчяклн мм1 [)11цлин1н кушиггмш п шлк.шдя (1<|и)дп.тш м ум кин :
А -И С , (5 .I7 )

бу «'рД!|
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\ 0 . 0 ' 1 • с,-'

в =К Ъ* 0 с= 0 1 . cii

А. Кг 0 0 . 1
Цуйи ва юкорн учбурчакли матрицалардаги Д, ва сч лар цуйидаги 

формулалар оркали аницланади.

К  =0í ‘ ¿ é-*c* ' (/ гУ >1)
(5.18)

(5.19)

»•i /
Изланаётгян X  вектор цуйидаги тенгламалар системасидан топнлади: 

ВуяЪ , С Х  = у. (5.20)
В  ва С учбурчакли матрицялар б^лганн учун, бу системаларнн осон- 

лик билан ечиш мумкин, п и н :

ва

/>1

I

(5.21)

(5.22)

(!м;ш1(ли тенгламалар системасиникг бундай ечнлнши Хялецкий 
схемаси деб аталяди. Хусусий *олда А симметрии матрицадян иборат б$лга, 
я"Ы1И а# = ар б$лсв, у вактда

«• *
Мнгол.

X, - Зг2 - 6г4 з 9,
2х, +хг - 5*| + xt = 8,
2*2 - Jf3 + 2*4 = “ 5. 
г, + 4г, - 7х, + 6х4 = 0.

Кчнш. Системами ечишда жадвалдян фондалаиачн:*. Жядвал уч 
iHVlllM’ÜUI HÓOfUII Пп.'ИНЧИ булнмиинг бирпнчи гятрмни \<УИЛ ЦЧ.1ИШ учуй.

(И*
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бнрмнчи бу.шмнинг барча элементларини о,, = *„ бу.шб олимнз:
Мисолнмизда

<»„=¿„=1; Сп = 3; е „  - 0, см *-6 ; с1} =9, с|4 = I

Жадвалдагн иккинчн б$лнмнинг иккинчн устунини тУ-мирами:».
(5.18) формуладян <}юйдаланиб Ь/г ларнн аннцлаАмнэ:

~ агг-^иси = ап ~^исп = 2. ~в« ~^«си = ^
Шунингдек, (4.19) формуладан фойдаланнб с1г‘ (/ = 3,6) нм топами.» 

х,амда ж ад валки цолган кисми т^лдирнлади.

V, -«а ь Х а ъ -VI V* Аз *4 £
«и ап *м *и 1 -3 0 6 9 1

1 <*1, а11 «и а» аV, а* 2 1 -5 1 8 7
"и вм аи "м 0 2 -1 2 5 -2

0,1 а« <»« ам <*45 «46 4 4 -7 в 0 4
К «п Сп С,4 СЧ «■* 1 1 3 0 в 9 1

¡1 К СН «*. Си с» 2 8 1 0,625 1.625 -1.25 0,625
К ь* Си Си 0 2 0,25 1 -5 10 13
*4. Ь1 С* С* 1 7 • 2,025 10,5 | 2,52 3.38

у\ *1 9 3
III У1 *1 10

8
А

VI -1(1 1
У* *4 1 1

5.7. ЗеЙдел усулн

Виз одднй итерации угулндан мукаммалрок б^лгаи Зейдел усулн 
бнлан тапишиб чикамиз. (5.1) тешламалар снстсмасининг матрицами бош 
днагонал э.’и>м(мгглврк а„ / 0, (/ = 1,2 , ,п) дгб <|>а|(аз «иламмз на гнгп'мянинг 
сатрларини мое я„ элементларш а б$либ, куйида келтнрилган тсмгламалар 
системясини \ooiu киламил:

*, а А + 2 Х * , .  (/ |,«,у = 1,/|). (5.23)
/*>

Теигламалар снгтемасиниш илдихшркиинг нхти<;рий полиции 
якинляшшпи си^мпида х^\х^\. .х ^  цимматларни дг,,г2, . ,хя нома’1.лу1Цларги 
маълуч мяънодя м(м'|к>к килиб танлаб олнми:». .г.1' 1 илдия.'прниш 
к -икннлашшни мнълум дсб фнрал килиб, ^сйдгл \ry.ili б£ничя 
нл’имлнршом ( ■ I лкнп.шшшпшш куйн.'мнп г|н»|»му:»а.'|Н|» ордтш.ш тои«>ш.«:
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Зсйдсл усули билли иддиЛ итсрацпм усулмниш фарци шуидаи 
ибораткм, оддмй итсрацияда к -лкнилашишин топнш учун * - 1 - 
якннлашншдлн фойдалашшади. ЗеНдсл усулида эса х, помаълумларнинг
**-1 »щинлашшшпш х.исоблнглнда, к -лцпиллшиш билап бнргллнкдл

- иома'ьлумларшшг .\исоблаб тоиилган * + 1 »цшишшмшмдлц \ам
({юйдалаиилади.

Одатда ЗсПдсл усули оддий итсрицин усулига нпсбатаи ечпмга тсэрок 
лкшишишдн. Бу нккала усулнипг лкиилашшшшри усгма-уст тушмайдн, 
лскин ксснпшдн. АПрим \олларда оддий итерация усули уэоцлашуичи 
б$\и ганда *ам, Зейдсл усули ечпмга нкинлаилшш мумкин. Амалнстда 
шундай доллар х,ам учрлйдикм, оддий итерации усулига нпсбатан Зсйдел 
усули секии лцинлишиши \ам мумкин.

Агар система матрпцасишшг днагонал аисмснтлари 2] |я¥ !<(<*,)

тенгсизлнкии цаиоатлантирсн, счимгл лкиилашнш жлраёим тезрок булнди. 
Мисил. Бсрнлгаи тсигламалар снстемаси Зсйдел усули ёрдамида

Илдизшшг нолинчи лцннлашиши сп»)штнда х,1“* = 2, х,|0> = 1, г,*0* =2

счилспи:
2х, +х2 + *, =4, ’ 
х} + Зга + г, = 6, 
х, +х, + 5х, = 10.

ски

озод хадларин оламиз.
ЗеЛдел усулиин ксгмн-кет к^ллаб, цуйидагшшрнн х,осил циламнз: 
» Л * « - ! * « . * -  1 .9 - 1 .9 - л  * М _ э » . М - ! . М „ , _«2 - -  0-- 2 = 1,333, 

3 3
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Иккинчи якинлашиш:
х,М = 2 - -х.1" - - х,1,) = 2 - - • 1,333- - 1,75 = 0,459;
1 2 2 2 2

х,м  = 2 - - х.Ш - - , «  = 2 - - 0,459- - 1,75 = 1,277,
1 3 3 3 3

х,(,) = 2 - -x,W - -х ,'2> = 2-- 0,459-- 1,277 = 1,684 
3 5 ‘ 5 1 5 5

Учиичи якинлашиш:
- 2  -  1 -  0. 52»,  г , 01 =  2 - i  X,1’ 1 - 1 =  1.179.

х,«*' = 2 - Ix ,1*» - jx,*» - 1,в*4.

Туртиичи якинляшиш:
ж,14' = 0,576, х,(<) = 1,157; х,(4' = 1,426

Бешинчи якинлашиш:
x,w = 0,7085, х ? ' = 1,3327, х,(,‘ = 1,6534.

Олтннчи якинлашиш:
x,w = 0,5169, х}М = 1,309, х,“ 1 = 1,604.

Бу топилган кийматлярни берилгяи тенгламялар сигтемаситя куйсак, 
улар систсмани тахмииан каиоатлаитиряди.

5.8. Релаксация усули

Виз чизнкли тенгламаляр систсмасини тякрибий ечжшшнг одднй 
итерация вя Зейдел усуллари бнлаи тяншинб утгян адик. Бу усулларнинг 
ялшритмляри бир-бирига жуда J-хшяш эканлнгини билямиз.

Чизикли тенгламаляр системясини тякрибий ечишдягн релаксация 
усули алгоритми одднй итерация ва Зейдел усулляридпн аича фирк киляди. 

л номяьлумлн и та тенмямяляр снстемяси берилгяи б^лсии:
01|Х|+0„Х, + . +а,„х.= *|,

я2.* .+ В Д + (5 .24 )

а«*х+<*яг+хг* +а-х.=Ья.
Бу генгламалар системясини атементяр алмпштиришлпрдан кейнн 

куйиддги к^рниишга келтирамиз:
-X, + &,;*} +..+ 6|.Х.+С, =0,
-хг +*„х, + .. + Ь;„хя +с, =0, (5 .25 )

-хя (Х^+С. вО
Бу срдп (5.24) тешлпмнллр с»ктечяснда1И бирничк теныаманн -а,
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га, иккинчи тенгламани -аа га, шунингдек, л-тенгламанн -ам га б^лнб

чнмнк ва Ьи = , 0 *  /), с. = — деб белгиладн. 
ая ау

Келтирнлган (5 .25) тенгламалар сисгемжн учун ,*̂ 0) лар
ечимнннг иолинчн икннлашиши б^лсин. Бу кийматларни (5.25) тенглама- 
лар сиггемасига куйнб, куйиднш <|мркнн (хатолнкни) аннцлаймнз:

(0 )
Ч~1 . ■

(5.26)

Агар, номаълумлардан .бирортасига, масилан х£0) га 6 орггирма 
берсак, бу иомаълумга мое келган Я?5 фарк З х '^  ми морга камалди. 
Долган И1/ ’ фарнлар аса Ьи3 х1°' миадор1я  ошади. Шупдай нилиб, навбатда 
ги фарцни нолга айлантириш учун, х£01 мнкдорга <5 х̂ 0> = Я̂ 01 орттирмы 
бериш старый. Шундан ксйин га эга буламиз, шунингдек / *.$ да 

Л<1, = /г‘0)+6и£ г ‘0\  (5.27)
Релаксации «узи "кучсиз.нинии" маъносиин билдиради. Релаксация 

усулининг алгоритми шундан ибо|М1Тки, чар бир цаламдг фарнларнинг абсо
лют цнймат буйича энг каггаси гаиланиб, нолга айлантирклади. Агар охир- 
га алмаштиришда системадаги х,амма Н{}‘ ] фарклар талаб цилинган
аннкликда нолга тенг булса, масалани ечиш жараеин т^хтатилади.

Мисол. Цуйндаги чизикли теигламалнр сиегемаси релаксация усули 
ёрдамида еяилсиц.

Юх, + Х, + X, = 12,"
2х, *10х2 +х, = 13,
2х, 4 2х, + Юх, =14

Кчнш. Тенгламалар снстемасини релаксация учун кулнЙ куринишга 
кслгиркб сзнб оламия:

| х,-0,1х,-0,1*,+ 1,2 = 0,
-х2 -0,2х, -0,1х, +1,3 = О,

- х5 - 0,2х, - 0,2х, +1,4 * 0.
Бошламшч ечим учун куЙщягини кабул килишими» мумкин:

х̂  = ,(«) = г(°»=0

Энди (5.20) фоомуладан «(юйднлаичб, Я^’ни Л,"'’ хнтолнкларнн
аницлпймиз:

л ;"  = 1,2, Я}1”  = 1.3, Й Г  *1,4
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Энг катта фарк Я Г  б^лгани учуй, орггирма гн«|»йтида &?= !.* 
цийматни оламиз. Вундай (|>ойдалани6, навбатдяги Я '0,/?*1’./?'”  фарк-.ярнн 
яннцлаймдо

Л,П) = Л,,0> + *,,<5г® = 1,06, Я?1 = < ’ +*:,&? =М6, = /?Г“  С = 0  
CÿHrpa & ;= U 6  деб оламиз ва R'C) фярцларнн \»»собляймиз:

х, я. Л'2 Я2 X* ъ
0 1,2 0 U 0 1,4

-0,14
1,06

-0,14
1,06

1,4 -1,4 • 
0

-0,116
0,944

1,16 -0,116
0

- 0,232 
-0,232

0,944 -0,944
0

-0,1888
0,1888

-0,189 
. -0,421

0,0421
0,0421

0,0421
-0,1469

-0,421 0,421
0

0,0147
0,0568

-0,1469 0,147
0

0,0294
0,0294

0,0568 -0,0568
0

-0,0114 
-0,0114

-0,0114
0.018

Г, 1,0008 1,0131 0,979

Я,'1* = Я‘°  + Ь Ж ’ = l’06 - ̂  U6 = 0.944, Я‘"  = *<”  - « i,! = 0;

Я<”  = Й 'Ч М г ?»  = 0 - -  • 1,16 = -0,2321 10
Кейинги орггирма гифатида энг кятга фарк Дг^ии олиб яна 

яу\ 0 = Û ) ларни топамиз. Шундяй нилиб, хисоблаш натижаляринк жад
на ira ёзамия. Х^собнмнг т£три бажар1иншинн такрибий нийматинн борув
чн йигнндидан фойдаляииладн. Демак,

х, =04- 0,944 + 0,0568 = 1,0008; хг =1,16-0,1469 = 1.0131; х} =1,4-0,421 = 0,979
Наэорят )-чуи топилган х,, (i= Ü ) ечимларни берилгян тенглямалар

clirrélrtaCBra к^ямиз:
10 1,0008 +1,041 + 0,979 - 12,072, 2 • 1,0008 +1,0131 + 0,979 = 13,126,

2 -1,0008 + 2 • 1,0131 +10 0 979 = 13,832.
Натижяин яхлитляеяк, гигтеманинг ÿwr вя чан томонлярнниш relit 

;н;амлнП1гп ишокч \оонл килпмиз, яъни:
12,072 *  12; 13.126 * 13, 13,832*14.
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6 БО В . ФУНКЦИЛЛЛ1Ч1И И Н ТКРП О ЛЯЦ И ЯЛ АШ

6.1. Интерноляциялаш масаласининг к$йилишн

Олнй математика курсида функциялар \ар томонлама Ургаишнан эди. 
Амалий магалаларда учрайднган функцияларнннг курнинши к?пннча мурак- 
каб б^либ, улирнииг аналитик и<]м)даснни айрим ^оллардагина топиш мумкин, 
бошца \аыарда уларнннг аналитик 11<|к>двп!ни гоииш мумкин эмас. Бундам 
х,олларда бернлган мураккаб (функциями урганнш кулайроц б?лган соддарок 
функция билам алмаштнриш макоадга муиофшадир.

Интерполяция дегянда, эрклн ^иарувчи мивдор билан фуикцинииш 
дискрет нукталардаш мое кийматлири орашдагп муносабати маълум б^лган 
\олда функционал богланжшшнг тякрибий оки аинк аналитик нфодасини ту
зи т тушунилади. Интериоляциянннг асосий маоаласн [а;*] ораликинш ихтиё- 
рнй нукталарда /(дг) функция киймагнии бу функцнянннг уша ораликка 
царашли б^лгаи чеклн соидаш г,, 0 = Г«) нукталардаги у, =/(*,) кнйматлари 
оркали тонншдан нборатднр. Бошкачя айтпшда, ннгериоляциялаш - бу функ- 
цннпинг дискрет нийматларндан фойдалаииб, унииг аналитик нфодасини ту- 
31Н11 демакдир. Фнряз цилайлик, [а.б] орилнцнннг х(1 (/ = 0, л) нукталарнда 
у = /(х) функциянннг уп (/ = 0.н) кнйматларн маьлум б^лени:

Ж ) = Л  ■ Я »1) = У ,. . Я * .) = У„

Шунднй <р(х) фуикцнянн т\знш к<‘|н1ккн, бу функция маълум функция- 
лар сиифмгя пришли булнб, х, нукталарда /(ж) (функцнянннг /(х,) 
кийматларнни к«бул килсин, нъни <р(х0) = уа, ф(.х,) = у,,.., <р(хя) = уя.

Функциянннг маълум кнймагларша к$ра унинг аналитик нфодасини то- 
ниш масаласн, геометрик нудой низардин, (х0.>-0), (*„>»,),. ,(хя.уя) нукталар
бершияндо, бу нукталар оркали угуичн эгрн- чиэнкнн тошииин билдиради. 
Одатди бернлган нукталардан нсксиа кун :ири пнанц $'тказиш мумкин.

Агар / (х ) функциянн интершымщшовчн ‘̂ (х) (функция к^щад к$ри 
нишда б£лса, бу||га |ф|\ад курннншдаги интерноляциялаш дсб атялади. Аыр 
4>(х) функция тригонометрии к^щиддпн иборат б^лса, тригонометрии 
курннншдаги инторполициллаш дсб атялади. 1»>ндан гашкарн <р(х) (функция 
к^наткичли функция шаклнда, Лежандр купхадн, Ьт-ел функцнягн 
к<рининшда х,ам тузилади. Амалнёгда куш ита ео,(да на кулай б^лган кунх,нд 
к<;рииининагн.ннтер1тляцнон (|юрмулалар кУлланнлади. Паъзн \оллардн, ашр 
бернлган функция дяврий функкиидан иборат б^лса, уни трнгономегрнк 
курннншдаги кунх,лд билан ллмаштнриш ч«кгад1а мунофнк-

Берилгмн функциями к£’п\ял ёки грнюномс1рик к^ришнидагн к^н\пд 
билан алмаштнриш назарнясн, 188Г» йилда В<-йсршт|»а<‘с томонидан
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исботланган иккита теоремпга асослангандир. Теоремаларнииг мнзмуннни 
исботсиз келтирамиз:

1-Теорема. \ар  ' кяндяй [<г,б] оралнкда берилгаи ухтуксиз ftx ) 
функциями шундай Р(х) к?п\ад билап алмпигтирши мумкин, буларниж 
аниклик дяряжаляри бир-бирига истплганча яцнк булади. Ьошкпча айтганда 
(а,й] оралнкда шундай Р{х) k Jtijw j топиш мумкннкн, х нинг \яр цандай 
кийматида j/(x)- < е шпрт бажариладн, бу срда е > в старлича кнчик 
мусбат сон.

2-Теорема. Даври 2п булган *ар киндяП уалуксиз / (г) функнияни 
цуйидаги тригонометрии к^щад билан алмаштирнш мумкин:

^(x)=O0+e, sinx + o, sin 2x4 . +O.SÍnttr + é1COSX + ..- + ¿>.COSrtr, 
бу ялмаиггиришда f(x ) ва g(r) функилялар х нинг ихтисрнй ципчятида 
\/{х)-АЛ<* тенгсизликни каноятлянтнрадн, бу ерда S ихтиёриП кичнк 
му t-бат сои.

Бу теоремаларнинг геометрик маъносини куйиднгича пзо\лаш мумкин 
(10-чизма).

Агар у  = / (* ), у - f(x)+s ва у~/[х )-е  фуикцияларнинг графиптни 
чизсак, у вактда шундай алгсбраик скн тригонометрнк к$и.\адни топиш 
мумкннкн, бу куи.\адгя мос эгри чизнц х иннг [a;¿] ораликдаги бярча 
циймятлари учуй у-/(х)+е  ва у  = /(х)-е эгри чнзиклар билан чегараланган 
оох,ада жойляшгян б$лади.

Бу теоремаларнинг мо^няти шундан нбо|>атки, бернлган функцканн иг- 
талган аницликдагн кунздд билан алмаштирнш мумкин.

6.2. Чекли айирмалар

Агар у  = /(х) узл>т«сиз функция Уо<У},Уг>,У* кийматларига эга булса, у 
вл^гда у, -уа, у2 -у,,. . у щ-у^ айирмалар бирннчи таргибли чекли айирмалар 
дсб яталади. Бу айирмаларни мос равишда Ау0,Ауийуг,... куринишда бслгилаб, 
куйидаги 1-тартибли чекли айирмаларга эга б^амиз:
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4Кв**1-Л. Ду. =>1-*. А>Ъ *>| "И .- . А>».-| Ьу„= у^ -у ,.
Бнрннчи тартибли чекли айирмаларнннг фарцн нккинчн тартнбли чек- 

ли айирма деб аталади:
Д Ч  *  АV, -АКо -Уг -У, “ Уу +Уо - У }- 2у, +у0,
Л* У, - АУг ~ АУх =У>-У1 ~У1 +У,=У1- 2уг + >,;

^ У . ~ А)*-, - АУ. = У~1 ~ У^ - + У.-У..2- 2уы, +
Утончи тартибли чекли айирмани \ам куйидагича тониш мумкнн:

Д Ч  = А*ух - ДгЛ  =>*,- 2^, +У,-(У1-2У,+У0) = У>-Ь* + 3̂ , - >-в;

д1>'- = ДЧ . !  - Д>. = - 3>-.,з + *Ут1 - 
Ш у йул билан л-тартибли чекли айирмани *ам топиш мумкнн.

6.3. К^п^адимнг чекли айирмалари

Б из га ихтиёрий п -тартибли к?п*ад берилган б^лсин:
у  - / (х )-ах' +Ьх-' +сг* 2 +... + 4г + / (6.1)

Бу куп*ад учун чекли айирмалар кетма-кетлигини тузамиз. Бунинг учун, 
агар аргумент!« х + 4х ортгирма берсак, функция \ам у  + Лу ортгирмани кабул 
килади:

у  + 4у = /(х+ Л)" =а(х+Ь)’ +. +*(х+А)+А, (6 .2 )
бу ерда А= Дг, агар (6 .2 ) дан (6.1) ни айирсак куйидагига эта б$ламиз:

Ду = <*{(х+А)' -х*]+ .+*[(х+А)-х)
Ньютон бнноми б^йича (х+А^Лх+Л)*"1,.- куп*адларни очиб чиксак, 

куйидагига эга б$ламиз:

Д у г^ х ' +пкх 1 + ^ ~ ^ ь 1х '1 + ...-*^  +

+ А̂ х- 1+(л-|)Лх-, +^ ^ ^ А 1х- 1* ^  + . +*А,

еки

бу = алАг"1 +^аА1̂ - у ^  + А(/1-|)л|х"“1 +

+ + + с А ( м  _ 2) * АА

Агар Ах с А $згарма<? сондан иборат б$лса, охирги формуладаги квадрат 
кавслар ичндаги х"'1, х "3 ва хоказо $згврувчиларнинг коэффициеитлнрк хам 
$зшрма<- <'онлан иб«|>нт б^лади. Булнрнн мое рявншдн Ь\ с' ва хоказо деб бел- 
гиласак, у влктдн куйиднги куриншига эга бу.жмиз:

Лу = онАх" ' + А'х* 2 +с‘х" ' +. . + к'х +/'. (6.3)
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Шундай кнлнб, л-тартибли кфтцяднинг биркичн чекли айнрмаои rt- I- 
тартибли к^тдидан иборят экан.

Иккинчи тартибли чекли айирманн топнш учун х п  Ах = h орттирма бе- 
рамиз, у вактдв (6.3 ) формула куйнлаги к^рннишга эга б?лади: 

Ay+A(Ay)=anM(x+hy'' +b'(x+h)*1 +..+Г. (6-4)
(6 .4 ) дан (в .З ) ни айнриб куйидагига эга б$ламиз:

Д(Дк) = А1 у  = апЩх + А)-' -  х*'1)+ А'|(х + А)"-1 -  х“ 1 ] + .  + k'h.
Ньютон бнноми бТОкча (х+Л)"'1, (х + А)*’ 1 к^тцадларни очиб чициб 

х” \  х*4,... Узгарувчиларнииг коэффнциеитларини олдингндгк мос равишда 
Ь\ е‘ *арфлар бнлан белгнлаб, к^пхаднинг куйидаги иккинчи тартибли 
айнрмасини х,осил киламиэ:

А*уя = an (n -I)A V 1 +Ь"хт'г +.. + к"х + Г.
Демак, (я-2)-даражалн к^ттхад нккинчн тартибли чекли яйнрмадан ибо 

рат экан. Бу жараённи давом эттириб, берилгаи к?п*1»д учун и -тартибли чек 
ли айирманн *осил циламиз:

А'у, *о^Кп-1Хя-2)-..ф"х'" =an*h'xB =aA'nl.

Натижада л-даражали чекли айирмя $згармас сондан ибо рат экан.
Мисол. Цуйидаги у  = Зх*-х1+4х-2  функция учун гориэоитал жадвалдаи 

фойдаланиб чекли айирма тузилсин. хв =0 бошлангкч кийматдан кадамнн 

А=| деб цабул килинснн.
Ечиш. х0 = 0, х, = 1, 1 } = 2 кийматларда функция мос равншдя 

куйидагиларга эга б$лади:
Л —  2; У, =4; >,=18.

Чекли айирмалар эса
Ау« =У> -  л »  4 -(-2 ) = 6; Ау, = у г -у , =18-4 = 14; А*у, = Ау, - Ау0 = 14 -  б = 8

6.4. Умумлашган ,таража

Виз кейинги мавзуларда аПрнм мураккаб математик нфпдаллрнп cn.inj 
ва цулай усулда ёзиш учун умумлашган да|«жа тушупчаендяи фойлаияия- ii.t

Таърнф. Агар и та к?пайтувчиш1нг хар бири олдингигндян А famp't.i- 
ернг?.. кичнк б^лса, бундай к^пх.ад г  нинг п-дл|>яжяли умумлашган дяражяги 
деб атал&Ди:

jW = х(х-  АХх-  Щ ..[х  -  (п -  1)А], <6.5)

бу ерда А - $згармас сон.
Одатда умумлашган даражаиинг к^рсаткичн [г] кфрипишда ёэилади. Ху- 

гусий *олда, crap г =0  б^лса, х^ = 1 б^лади. Агар г = п бСлг», умумлашган да 
ража одатдаги даражя бнлан мос келади: х1"1 = х".

Умумлашган даражалар учун чекли айирмаларнн хигобляй’чнл Ьиряпчи
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• И 'К Л Н  айирма учун, (6 .5 ) ифодани ^нсобга олган \олда куйидагн формулам 
ага буламиз:

Шунингдек, к -чекли айирма куйндагмча булади:
Агар к>п  булга, Д*х*'1 = 0 булади.
(6 .0 ) формуладан оддий чекли йигиндн формуласини келтириб токарит 

мумкин.
Агар х0,х,, х,, -, тенг узоклнкда ётган нуцталар б^либ, улар орасидаги 

масофалар узгармас А кадамдан иборат булса, х(.,-х, =А куйндаги йигнндинн 
караймиз:

Биэ (6 .6 ) формула буйича нуйидагига эта буламиз;

Бу формулага асосан чекли йигиндн куйндаги курннишга эга булади:

Ньютчжнннг биринчн интерполяцнялаш масаласининг мохнятн
куйидагича нэо\ланодн.

Ьирор оралнкда у  = /(х) функция аницлашан булсин. Бу фуикцинни 
(“чнш кулай булган шундай /’ (*) кун*ад билан алмаиггирншни максад килиб 
куямиз Танлаиган Р„(х) куп*ад л-даражали кун\аддвн нбо]>ат. Бсрнлгнн 
у ~ / (х )  функция г нинг тенг уэоклнкда жойлашган х ^ .х ,, 
кнймнтларида у0,у ,.у „ ,у, цнйматларнн кабул килснн. Куп*аднн куйндаги

= (х + А)1"1 - х1"1 = (х + А)х.. [х - (л - 2)А]- х(х - А) |х - (л -1)*] =
= х(х - А), [х - (л - 2)А]|(х + А) - (х - (л  - ОЛЦ = х(х - А) [х - (л - 2)А^А = лАг("

<ГЫ1Н,
Дх^мАх1* '1. 

Мккинчнчеклм айирма куйидагича булади:
д’х<-1 = Д(Дх^) = Д(лАх)^ ’' - лА(л - 1)Лг|*_г1 = пИг(п - 1)х*'**,1

(6.6 )

демак,
(6.7)

Б у  формула бугун мусбат даражалар учун одатдагн НыотонЛейбниц 
формуласндан иборат.

6.5. Н ьктж нннг биринчн интерполяция формула™

www.ziyouz.com kutubxonasi



кУрннишда иалаймиз:
/>„(х) = а0 +а,(х“ хв)+а,(х-хв)(х-*,)+•■ t e ^ x - x ^ x - x ^ x  -х.). К *"*-» ) i b-8 )

Виз во,в;,в„...,в. коэффнциентлирни шундай аницлайликки, натижада 
Р , Ы -= = Л »Л (^1):= У*>--А1*'У=У. 

б$?лгнн. Нукгалар тенг. узо«ликда ётаиганлиги уяун х -хв =А, х, -х0 = 2А, , 
х, -х0 =яА б^лади.

Буларнн чнсобга олсак у0 =а0 ёки а0 =>0 ёки
= а0 +e,(x-r0) = у0+а!А, о, = O', ->„)/A - Ау0 lh,

= а0 + а, (х, - х0) + й, (х, - х0Н*! - *,) = Л  + 2А + a ia!* 3

Бундан О] коэффициентнн х,исоблаймиз:
= (Л  - +>-0)/(2!А3) = Д Ч  /(2IA1).

J 'l =Л0 +°] (Х1 “  Jro) + flfl(JC3 _ xoK*j “  *i) + a)(xJ ~ *дХ*| - *|Х*1 ~ r j) “

бундан а, ноэффнциентни аиицлаймиз:
Ух - 3>1 + 3̂ , _ ¿ 4  

“  6А* ’  3!AS
Дл̂ у

Ушбу жараённи давом эттирнб, в, коэффициентнн аниклаймиз а„ - -

Бу коэффициентнн (6.8) формула» к?йиб, Ньиггоининг 1 интерполяции 
формуласинн ^осил кнламнз:

/(х )*Р.(х ) = >0+А>0(х-*в)/А + Д Ч (* - урК»-*.)/(2!Л5) +

1 Н - 9 1

Амалиётда Ньютон интернолициялаш формулаеининг содда усули 
цулланилади. Бунинг учун (в .в ) формулани цуйидаги куринишда ёзиб ола-
мнз:

. (х-*),4?Л< х-*)< *-*>  . Д Ч и - ^ Н х ^ )  ( i z i r i )  |0>
W ^ * ^ - * - 2 k ~ T  d Ъ А - ft

Бу ерда (x-x0)/A =  <ji белгилаш кнритсак, x = xB+qh булади. Нуктялар теш 
узоклнкда ётгашшги учунХ|=х0+А, х, * r 0+2А,..., х„ = х0 + iih булиб, цуйидшшн

эга буламнз: ,,
х “ *L - *-(*■.+*> = i Z  xjl J!L  = - -  = q 1,

А А "  * А " А  А
Х-Хд _  х — (х0 «• 2А) _  x - x t, 2А _  2.

А "  А А А

х-х,., _ х-[х0+(п-1)А] = х-х0 _ (I» - 1)А _ (п ,у 
h А А А
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Бу кийматлярни (в . 10) га куйсак, куйндагм формула хосил булади:
/ (г ) *  Ря(х) = Л  + дАуа + *3-^1 Д*л  + д^о +

[ <?(?-1)...(д-Я+1) .<6 П >
«! Л *

бу ерда х0 нуктадан х нукгагяча етиш керак бйладнган кадямлар сонидап
«боратдир. Бу формула Ньютоншшг 1-ннтсрполяциялаш формуласиминг 
охирги курииншндир.

Ш уни эътиборга олиш керакки, (в . 11) формула у  = /(х) ф икция 
нинг кичик цийматида х0 нуктанинг атрофнда ннтерполяциялащ учуй ишла- 
таш кулайдир. (6.11) формуладан к = 1 булса, Р{(х) = у„ + дйу0 - чизнцлн интер
поляция, /» = 2 булса Р2(х)в Уъ + д&у0+ч(д-))Дгу9/2 - параболик ёки квадратик 
иютрполяция формуласи \оснл булади.

Мисол. Верилган у  = 6^ функция учуп {1; 1,4] кесмада Л = 0,1 цадам буй- 
нчп интерполяция куп*адн />(х) тузилсин. Жадвалда х га мое у  нинг 
кийматляри берилгян:________________ _______________

X 1.1 1,2 1,3 1.4
У 7,38906 9,02501 11.023 13.464 16.445

Ечмш.

1 х \ У ¿V Д*у
1.0 ' 7.38906 1.63595 0,36204 0.08097

...1,1 9.02501 1,99799 0,44301 0.09699
. .!,2 11.0230 2.44100 0,54000

1.3 13:4640 2.98100
1.4 16.4450

Энди л = 3 па х0- 1; ^„=7,38906 кпйматлярни ^нсобга олсак ва (6.11) 
формуладан »[юйдаллнсак, куйнднгиларги эга буламиз:

Р ,(г )*  7,1*906 +1,63595 «? + 0.36204• + 0,081 ^К|,
2 6

^)(г) = 7,38906+1,63595-9 + 0,181 —- +0,013 ?(</-!)(^-2), бу ерда Ч~——- = Ю-{х-1)

6.6. Нмото1П1ипг ипкнн'ш шггсрполяция формуласи

Ныотонничг бнринчн интерполяция <}юрмуласида у  - /(х) функцнянинг 
Кийматини х„ бошляншч кнймати нтрофнда \исоблнш цулай булиб, функция
ми жидвалнинг охнридяги" кийматларн учун *исоблаш нокулай. Шунинг учун 
У а Л * )  функцнянинг жадвалдяги нхтиёрий циКматларини ^исоблаш учун

www.ziyouz.com kutubxonasi



Иьютоннннг 1 -интерполяция «|юрмуласн ха дан олдижн «араб бажарил«.-н, 
Ньютоннинг 2-интерполяция формуляси охнридан х0 дан оркяга кн}м)б бажи- 
риладк.

Ньютоннинг иккннчи интерполяция формуласнни келтирнб чикариш 
учун таиланадиган к?п\адни куйидаги к^ринншда кабул цнлнмиз:

Л (* ) = Оо + о .(»-^ ) + о2(*-*.К-г-*,1) + а)(х-х.К1г-*..1Кх Дгя.а) + ...+ 
+а,(г-хвХ*-*,.1)...(*-*,). ■

Биэ бу ерда а0,а„а2,. ,ая коэффициентларнн шундай аииклайликки, на-
тижада (0.12) кун\аддап1 * Урнига, кетма-кет х „ , ....х, кийматларни
К^йгандан Ря(хщ), Ря(х ^ ,),, Л (*|) булснн. Агар Р.{хя) = уя, Р.(х, ,) = У .1. ■ 
Р.(Х] ) ХУ, деб олсак, куйидагиларга эга б$ламиз:

У. =о0. Уш-х ) = уя + а,(-А)
ёии ав =>-,, а, = (у ,-у^ )!Ь  Агар у ,- у^ { = Ауя деб олсак,

а - У'~Уш-1 ¿У , '
1 А '  А

У*-2 ~аа +«.(*►» " * , )  + в2 (^1-».Х^1 -*,л )жУ. +:̂ ~ ( -  2А) + о2(-2АХ-А),п
а ^ у.-гу~1+у~г=* у .
г 2А1 2! А*

Цолган коэффициентларнн \ам шу усулда ыииклаймиз: 
д3>. Д4>. Д">,
3(А’ • "  4!Л* ’ "  = /АН"

Энди топилган ....а, коэффицмснтларнинг цнймятларнни (6.12)
формулага к^йиб, Ныотоннинг ^-интерполяция формуласнни кслгнриб 
чикярамнз:

(6.13)
Л < * > - л + ^ (* - 0 + ^ (* - * иХ*-*«-|)+

^ г ( *  - г„Хх - х_, Хх - »_ ,) +... + ̂ г ( *  - К* - *.-! )■■■<* - )

(6.13) формула ^*(х-х,)/А эканлигнни \исобга олсак, у пактда
х-х. х-х.+А х-х_ + 1 *«/ + !, = 4 + 2.А А А л

1>у киЙмнгларинн (6.13) (рормулага к^'йиб, куйидагннн хосил циламш:

(6.14)
2! /И

Ьу Ньютоннинг нккиичи интернмлнция формуляси деб агаладн.
Мисол. 1\уйидяги жадвллдн >- = *¡пх функциянинг кийматлярндян фой 

далпниб, функциянинг $¡111,95 киймити хисоблансин.
X 1.5 1,6 1,7 1.8 1,9 2,0
У 0,99749 0,99957 0,99166 0,97385 0,94630 0.90930
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.»арии х,исоблаймиэ.
X У АУ А1, Д5>
1,5 0.99749 0.00208 -0,00989 -0.00001
1.6 0,99957 -0.00791 -0.00990 0.00016
1,7 0,99166 -0,01781 -0,00974 0.01919
1.8 0,97385 -0.02755 0.00945
1,9 0,94630 -0.03700
2,0 0.90930

Энди г, = 2,0 эканлигини хиообга олсяк, у вяктда
х-х, 1,95 - 2,0 0,05 

а  ------ - - ----- — = — -—  = -0,5;
Ь 0,1 0,1

зт(1,95) = 0,90930 + (-0,5) • (-0,03700) + (-0,5) • (-0,5 +1) 0,00945/2 +
+ (-0,5)- (-0,5 + 1Х-0.5 + 2) 0,01919/2 = 0,92373.

6.7. Лагранжнннг интерполяция формуласн

Олдинги мавзуларда танншиб чиццан Ньютоннинг биринчи вя иккинчн 
интерполяция формулаляри г Узгарувчининг тенг ууоклнкдя ётган нукталари 
учли яроцлн эдн. К$пннча амалнётдя фуикцнянинг кийматлярини Уэгарувчи- 
нинг тенг ораливдаги кийматлярн учун ^нгоблаш ипцуляй, х,мтго мумкнн бул- 
мнй коляди. Бундай ^олларда х,яр хил узоцлнкдя етгнн нуктяляр учуй интер
поляция формулясидан фойдаллинш куляй Виз бу ердя ,\ар хил узоцликда ёт 
гяи н)ктялар учун Лагранж интерполяция формула™ билян тяиншиб чицамнз.

|а,&] кегмада а = х0,х„хг, ,хя =Ь, (л+1) тя т к и ! осрплгян булсин, шу 
иукталарда у  = /{х) функция у0,у,, ,у„ кийматларни кяб\| мькин. Берклган 
функцияни куйидаги л-даражали куи\ад билан алмапгтирямиз:

¿ ,(* ) = о0(х - *1)(х -х 2). .(х-х>) + я1(г-х 0Х *- »2) (^ - ^ ) + . + /а . . .( 0 . 1 0 )
+а„(х-хр)(х-х1)...(х-х_)).

Бу кул\аддяги ха,) бир *ад (л+1) тя кСпайтувчидал нборат.
(6.15) формулядаги оп,а,,..,а, узгирмас кийматларни шундаЙ 

ннпцляАликки, нятижада Цх0)=у0, Цх1) = /,(г„) = уя булгии. Энди (6.15) 
формуляга х = х0 ва Цх0) =Уо кийматларни к^ гяк , куйидягн \осил булядн:

У» = О0(х0-дг,)(х0-х3 -(*0-*,). бундам а„=- Уь

Шунингдек, (6.15) формуляда х=х, ва ¿(х,) = >’, кийматларни куйнб, 
Куйндапня эгя б^ламнз:

у, = а,(х1~х0)(х1-*,)...(х,-х„), бундаи о,=-~ У1
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by жяраённи да ком ;гпи|»иб, (ü .15) Kÿii\a,u»iiiu u.,at, ,я. ко:и|>фш(11 
ситларнни гонамнз:

а ------------h ................... ..... а_=. У.
(* ,- *0X*j-*i) (»i * „ ) ......... (* .- * 0) ( х. -*.-()

Энди аи,а,, ,а, коэффицнеитларшшг цийматлярнни (6.15) га к^нмиз: 
, . . (r-x ,X*-» i)- (*-*.) | ( X - X O K X - X j )  (х-х.)
'  “ (j^-r.XJfe-x,) .(Xu-x„) 0 (v-x .X*,- JC j) (*.*-*■)' 

t (х-х0)...(х-х,..,)
(* „- Io )(* .- X „.|) "

(6.16)

Бу \ap хил узонликд« ётган нукталар учун Лагранжнинг интериолнцнн 
формуласи деб аталади. Лагранж интерполяции <|к»)>муласн тенг узоцликдя ёт
ган нукталар учун *ам кУлляшиади. Лаг|мнжнниг интерполяция формулами 
Узида нккнта х вa y  узгарувчинннг муносабатшш ак<‘ эггнради.

Шунннг учун уларнинг \ар бирнни эркли узгарувчн сифатида kujwiii 
мумкнн, у  ни эркли Узгарув ш гифатида кабул цилсак, яъни х билан у  ниш 
жойини алмаигтмрсак, (6.16) формула цуйидагича буладн:

i  ( у ) ,  +
' (Л  -ЛХКо-Уг)-(Уи-У*) O’. - ЯХИ ~Уг) O í -Л ) 

, СУ-Уо)■ (* ~ Л ,) х 
(У.-Уо) -Ь'ш-Уч) ''

(6.17)

1-мнсол. Жадвалда бернлпш циймятлар буйнчн Лагранж интерполяция

У 1 1 3 4 6
X -7 5 8 14

By кийматларпн (6 17) формулага куйиб, Лагранж интерполяции Kÿii- 
\адини чнкярямиэ:

/ (у -ДХу - 4К>-5) { 7) t (г - О О ^ Х г - в ) д | 0  -1)0’ -зю--ь) g t
(1-ЗХ1-4Х1-6) (3-1X3-4X3-6) (4 - 1)0 - 4)(1 - 6)

+ .Q llj)f c a * : z j ) 14 = 1 ( >'-П /+ 69|> -92 ).
(6-IX6-3X6 -4) 5 '

Дсмнк, /.40') = - (у1 ■ 1 '1V1 + Ь9у ~ '92)
2-мнсол. Цуйидиги жндвалдя г ниш ва А’ = lg * функциншнм

X 321,0 328,8 324,2 325,0
y  = \gx 2,50651 2,50893 2,51081 2,51188

Логярнфмнк функциями X = 323,5 да \иг»блянг.
К.чит. х = 323,5; х0 =321,0, т, = 322,8, х} =324,2; х, -325,0
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Бу кийматлярни (6 .16) формуляга кФйиб хнооблаймиз.
I ^  с _ (323,5 - 322,8)(323,S - 324,2X323,5 - 325,0)

’ (321,0-322,8X321,0-324,2X321,0-325,0) ’ 
t (323,5 - 321,0)(323,S - 324,2X323,5 -325,0)
(322,8 - 321,0)(322,8-324,2Х322,8 -325,0) ’ 

t (323,5-321.0X323,5 -322,8X323,5-324,2) .
(324,2 - 321,0X324,2 - 322,8X324,2-325,0) ’

+ (323,5-321,0X323,5-322,8X323,5-324,2) 
(325,0-321,0X325,0-322,8X3250-324,2) ’

6.8. Ньютоннннг бнриичи, иккинчи ва Лагранжнинг 
интерполяция формулаларннинг хатосинн бах,олага

Низ олдннги мавзуларда бирор ораликда бсрилгаи функциями хисболаш- 
гя кулай б$лгян ь-унхад билан алмаштирнш угтнда nui курдик. Танлаб олинган 
купхаднинг циАмятлАри, бсрилган функциянннг кийматляри билан 
(W o ), (лг, ),. , (хя,уя)  нукталарда мос тушади. Бундам куйидаги хулосага 
келиш мумкин.

Ораликдагн нуктплар гонининг оиишш билан купхаднинг кнймати бе- 
рилган функциянинг кнймнти бнлаи исталганчя якин б?лиши мумкин. Бу ху- 
лооа оралик кичик булган лолларда яроцли Агар оралик жуда кагга булса, 
ва;жят бошкача булади, яыит бу ораликдягн иуктялар роим дг0,г ,, ,х, чеклян-
маган даража ошнб боради. Демак, интсрполяцилланувчи купхад мураккяб- 
лашиб, чскснз каторга ялмашиб кстади. Придай ^олларда шггерполяцкя фор- 
мулаларнинг цолдкк хадларини, яънн хатоликлярини бпхолиш зарур булади.

Ньютоннннг бирннчи ва Лягрянжннш интерполяция формулаларннинг 
хатолари Тейлор формуласииииг колдиц хидлпрн билан мог тушади.

Виз бу цолдик хатоларни хнсболяш учли z хакнкий уэгярувчи буйнчя 
F{s) функциянн куйидагича танлаб оламиз:

^ >  = /(г)-?*(г) - [ / ( г ) - ^ ) ] 5 - - ^ - '- % ^ - 4  <0 |8 >(x-*0X i-x ,). (JT-X j
(6.18) формуладагн /(х ) берилган функция б^либ, р(х) эса шлсрполяцля 
ланган купхад.

Фараз кнлайлик, / (х ) уялукснз фунцпя интерполяция тугунларинмнг 
Хаммпсида тартнблн хосмляляргп эга булсин.

F(z) функ1шя s — х\ х0, хи. ; хя кпйматларии кабул килганда, яы(и л + 2 
иукгада ножа айляиади. / (г ) па F{z) функцмялар \ам /(.г) функция каби ху- 
еусиятлар^ :>га б<либ, иутиёрий тартибли хоенлагн :»ra. F (r ) функция Ролл 
теоремагини каноатлантиряди, шу сабабли унннг бирничн тяртиблн хосилжи
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икни нукта ургнтдн вямида бир марта но.на анлянадн. Домик, Ь{г)  функ 
циннннг бнрничи таргибли F (z ) \оснлиси х„ нуцтадан х, нуцтшачн /л | 
марта нолга айланишм ыерак, F “ (t) эта п марга, F"'(z) аса п -1 марта, . 
/•'"“ '(z) эса х0 ва х, нукталар орасида \еч булмвганда | марта нолга айлннн 
дн.

р(х) к^пх,ад н-даражалн к$п*аддан нбораг б$Ыиб, униш я+1- таргибли 
\осиласи нолга тенг. *

(6.18) формулада (г-хиХг-х ,) .(*- * „) кфлайтма (л + 1) та *ядлар
кУпайтмасндаи нборат.

(6.18) формуланн г буйнча п + 1 ма|/га диЦмререшшаллаб куйидагини 
^осил цилымиэ:

F (~"(z) = / ‘->(1) - [¿(И -  V(x)b---- ~ ~ -(х-хД х-х ,) .(х - х .)’ 
бу х,оснла z — 4 да F OM)( i)  = / c*'l,( i )  = 0 б^лснн,

у вацтда 0 = / (,,,|)(£)~|/<х)-*>(х)]-----v— ----v
(х-хвХ * - * ,)...(* - 0

Бундан /(х ) - <р(х) = (х - х0 Хх - х,). (х - х.).
(л +1)!

Бу формуладаги /(х)-р(х) айнрма / (х ) функциями <р(х) к^пх.ад бнлан ал 
маштнрганда< и хатодан иборат. Ш ункпг учун хатолик цуйндагича ниицланвди:

^ (X - X o x x - X 'M X - X j. (6.19)

Бу ерда 4 гони х0 на х, нукталар орясидаги х и.инг кнймагн. Ьу фор
мула Ньютоннинг бмрннчм ва Лагрнижнннг ин гермолнция формулмларинииг 
хатоси деб аталади. Агар q=(x-x0)lh  аканлигннн эыиборга илсак, 

х - х0 = qh, х-х, = h(q-]), х-х, =A(g-2),..., х - г, = h(q - п)
Бу кнйматларни (6.19) га к?йиб, куйидагиии \оснл кнламиз:

A"*1
ЯЛх)=--{ - - * 2<1(Я; 1X^-2)... (?- ;.). (6.20)

Агар f ix ) функцнянннг аналитик кфодаси иомаълум б^лса, у вактда 
/ '"''(*?) ниш кнйматннн пекли айирмаляр оркали ифодалаш яхнпцык- Одптдм 
хоснла бнлан чсклм яйнрма £ртасидаги муносабат куЙидпгнчп аниклннядн:

А*/(х) = (Ах)" f  "(х  + бмДх), 0 < 0  < 1,
Л" fix) , , (6.21)lim = Г \ х )  ’

А. «О ( Д Г ) -  ’

Агар х = х0 ва Лх = А деб кабул килгак, (6.21) (|шрмула куЙиднги к^ри- 
нишгя эга б£ляди:

/ '"’(г + 0нА) = .

www.ziyouz.com kutubxonasi



Лчялиётдп, кСиинчя куйидягн формула кУлланилади:
‘ / '- > « )»/ ‘-)(гв+епЛ|)*д'/(*в)/л-.

д**| £1% \
Вулярга ясооян: / (" ')(£ )« — г ;г ,~  топилган бу киймятни ( 6.2 0 ) формулягаП
куйиб, колдик хяднинг такрибий шродасини \осил кнламиз:

К ( * ) * ? - , г М Я - 'К Ч - * )  Л ч - ” ) ( в . 2 2 )(и + 1)!
Шунингдек, Мьютоннннг нккинчм интерполяция формуласи учун хятони 

куйидяги формула орцали ифодалянг мумкин:

К Л * )* 7“ ~<?(‘? + 1)- (? + «) (6.23)(н + 1)!
Агар нуктиляр орясидаги кадямлар «анчалик кнчик б$лса, такрибий 

колдик хадлар (6.22) ва (6 .23 ) ляр колдик хндгя шунчапик якин б^ляди.

6.9. Тригонометрия ннтерполяцнялаш

Олдннги мявзулардя Ургяиилган Нмотониинг бир,инчи, иккннчи вя Ла-
грянжнинг интерполяция формулаларм к£п\ад курннишдагн интерполяция
формулялярндян нборят эдн. Агяр бернлган функцияиинг к£рнниши дяврнй
б^лса, трию 1юм«трнк шггерполяция формулялярндян фойдяляниш янча кулай.

Амалиётдя, к^пнича дяврий функцияляр учун Эрмитнинг интерполяция
формулясидян фойдяланнлядн:

э (н)_ -х»)8'п(х~*з>яф-х,)  ̂ +
* мп(хв - х ^ п ^ - х ,). ,яп(х0-х,) 0

, ¡̂П(х -X0)ап(х -х, )з!в(х -х,)...»т(х - х,)  + | мп(х-х^>п(х-х,). ип(х-х..,)
sin(xI -Х0)мп(Х, -ха).. 8Ш(Х, -X .) ^  $1п(х , • X )811»(хв -х ) аг^х.-х,.,)
Ну ердя функция 2я дявргя эгп, яъни бунга ншоич ^осил цилиш учун г 

ни г + 2я  билан «лмпнггириш кнфоя.
Эрмитнинг дяврнй функцияляр учун келтнрнл18н интерполяция форму

ласи Лагранжнннг даорнй булмвгяи интерполяция формуляги пя Ньютошшнг 
бнрничи вя иккмнчи формуляларидан янча я<|пяллнккя эга.

Мигал. 1\уйидяги жадвялдя х ва / (г ) функцнянинг кнймптлари радиан 
о>йнча бгрилган; / (* ) ниш г  = 0,6 д а т  киймати хнсоблангнн

X 0.4 0.5 0.7 0.8

Л*) 0,0977 0,0088 •0.1577 -0,2(92

Кчи ш : |>у ердя г0 = 0,4, г, =0,5, хг =0,7; х1 = 0,8, х = 0,6 

1»у к ‘н"гматларни формуляга |{$'0иб хнсоблаймиа:
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anÇi-x, )gin(x-T2 )sn>(x-x, )  sitKx-x^siiKx-xJsfflU-t , )  +
* яп(хф>х|)яп(х,«х})яп(хф«х|) ю(Чхгхл)»п(*,-»,)яп(*,-»1) 
w n (  Г-Ха ) ц п (  X«X , ) r i n (X - X j  )  | s n (  x-xa )  s in (  x-x, )  м п (  x - x :  )

+ sin( V *» ) «П(ХГХ0)МП(Х,-Х,)»П(Х,-Х1 ) 5
>in(0,l)wn(-0,l)sm(-0,2) rtfV„ 7>n(Q-2)»ÍP(-0.1)»n(-0.2) nnn„ v 

,l sin(-0,1)*in(-0,3)srn(-0,4) ' sin(0.1)sin(-0.2)sirt(-0.3) 
мп(0.2)яп(0.1)«ш(-0.2) , 57?) + «in(0j)sin(0.))sin(-0,l) (^ )9Д 
íin(0,3)íin(0,2)íin(-0.1) ' srn(0,4)sin(0j)«n(0,l)

y  = / (* ) 3 -0.016M + 0,00592 + (-0,10601) + 0,03778 - -0.07915
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7 БО Б. Т Л КРИ БИ Й  Д И Ф Ф ЕРКН Ц И А Л Л А Ш

7.1. Масаланинг кУЙнлиши

Функцияларни такрнбиЙ дифференцналлаш усулн билан танишамиз. 
Амалий масалаларнн ечншда, кунмнча тнцрлбнй дифференцналлаш усулн k£ii 
ишлатнлади. Одатда у  = /(х) функцнянинг кмйматлари жадвал куринишда бе- 
рилган булга, уларнинг хосилаларини топишга -фри келади. Буидай лолларда 
функциями интерполяция формулалари ёрдамида тиклаб днфференциаллаш 
мумкин булади. Маигумки, агар у ~ / (х )  функция мураккаб куринишда бул- 
са, уни хнсоблашга кулайроц булган функция билан купннча купхад билан 
алмаштнрнлади.

Агар (a .ij ораликда бсрнлган / (* ) функция интерполяция кунхади Р(х) 
билан етарлнча аницликда устмаует тушеа ва /(х ) ф)-нкция (а;Л) да снллнц 
функция булиб текнс уэгарса, у холда интерполяции кутцаднннг хоснласи хам 
талаб хилинаётгян хосиладан кем фарк кнлади, яънн a S x sA  кссмада 
/ '(* )* ? (* )■

Шунингдек, бу тасдин функциянинг к>к<>рн тнргиблн хосилалари учун 
хам уринлндир:

/'(*)*/> '(*);
/• (х ).Р*(х );

/ (*’(х)«/>‘-Чх).
тякрибий ткнгламаляргя эгя буламиз. Лекин шу на|ианн эгднн чиклрмоглик 
ке[юкки, интерполяция тутунляри орнсидя /(х) функция куп гондя) и акгтре- 
мумларга »1«  булмаглши учун, бу тугунлар орягидяги магофя ота|1ЛИ даражягп 
кн'шк деб олинадн. Акг холдя /(х ) функция бнлян интерполяциялянгян /’(.г) 
куихяд книматляри орягидяги фярк кнчнк булгадя, уларнинг х,огиляляри орл 
гидп х<“ ' бир учумийлик (Ухшншлни) С^лчяс.мми мумкин.
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Агар бернлгян у  = /(» ) функция интерполяция тугунлари орасила снллнк 
уэгарса, у \олда жадвал кУрлиишида бсрнлган функциянинг хосилалярннн го 
пнш учун уни бемалол интерполяция к^п\ади билан алмаштнриш мумкин.

Биз бу ерда Ньютоннинг бирннчн интерполяцнон формуласигя асосан ва 
Стирлингнинг интерполяция формулалярнга асосан такрибнй дифференциал- 
ляш уеуллари билян тянишиб чицямил.

Бу формуляляр нчидя кайси биридаи фойдяляниш мясяласн хоеилпни 
кайси иукга атрофида нзлашга боглик- Агар ^осилани жадвал наторинннг бо- 
шидаги нукгалар атрофнда изланея, Нмотоинииг бирннчн, агар хосиланн 
жадвал охирндаги каторнинг нукгаляри атрофидя излясяк, Ньютоннинг ик 
кянчн интерполяция формуласидан фойдаланамнл. А|яр ходила жядвял У)ггя 
ендагн нукгя кийчятлярн ятрофидя карался, у \олда Стирлинг ёки Beet-ел 
формулаларидян фойдялянилпдн.

Агар ннтерполяцион Р[х) к5’П\аднинг хатолиги Я(г) = /(х)-Р(х) маълум 
б^лса, Р(х) функция ^оснласининг хатоси куйхдагича аникланади:

Демак, интерполяцион к^пхад хоснласининг хатолиги шу к^пхад хато 
лигндан олннган хоенлага теиг экан.

Шуни таъкндляб in iu i керяккн, умумнй холдя тякрибий дифференциал 
ляи| жаряёни ннтерполяцияляш жяряёнигя нисбатан камрок аникликка эга. 
Х,акинатян \ам У~  / (г) >*а у=Р(х ) иккп згрн чнзнк ордниатвеининг ¿>] кет- 
мада бнр-бнрига якннлиги, уларнниг / '(* ) ва Р\х) хоенлалариниш 
лкинлигинн таъминлаб бера олмаЛдн.

7.2. Ньютоннинг биринчи интерполяция форнуласяга а сосал 
тякрибий дифферепцияллаш

Берилгян у  - / (х) функциянинг |o;ft] кесмадаги тенг узоцликда ётгян г, 
нуктяляридя (тугунларида) у, = /(г ,) киймятларн яниклангян б^лсин. Бу ерля 
г, (i = 1,2 л) б$лнб, А интерполяция кадями деб атаяади.

Фар«:« килайлик, / (г ) функция кяралаёттан [o ,ij м'смада етврли тяр- 
тибдяги хогилаларгя эга б£лсин. Биз /  = / '(* ). у ' = / ’(*). . v"" = / '” (*) ия чо- 
кязо*\ойМпляр|1и топншда тенг уэок-шкдп ётувпи нуктлар  учли Пмптонннш 
биринш ннтерполяцион «¡юрмуляснлан фойдялянямиз:

2! 3' (7.1)

41 ■">
бу ерда q~(r- x„)/h, A = r,.,-г,, (/*0,1,2,.)

(7.1) форчу ЖДЯГН хндлирни ихчамляб
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И » )« Л  *ч&у01-~т- ^ А Ч +*— ^  + 29д Ч + -— ^  !~|1у— ^ Д Ч  +2 6 24
У шб) ()юрмуладан 4 аргумент буйнча ^осиля оламиз:

М * )  л 2̂ --1 391-б9 + 2 л,
~  = А>'0+-=^--ДЧ + — Л Ч + (7-2)

Мураккаб >■{</( г)] функциями днфференциаллаш куйидагича эди:

•г - -г лекин экднлнгини эътиборга олсак, —  = га эга бфламнз.&  Л/ А  ах к (Ьс Ъ<к{
У \олда (7 .2 ) формуланинг к£ринншн куйидагича брлвдн:

Дл + ̂ Д Ч * 3̂  б6у + ДА Ч + ...|. (7.3)

Шунмнгдек, >*(х) = ^  ^  эканлнгини эътиборга олиб, (7 .3 ) дан ах ад ах
косила оламнз:

/ (* > 4

Ш у уеул бнлан у(х) фуикцклнинг исталган тартибдат хоснласннн *м 
соблаш мумкни.

Баъзн холларда Я г) функциянннг х, нукталардагн х>осиласини \исоб 
лаш аарур б^либ колади. х„ нуктада >{х0) ва ц = 0 эканлигндан фойдалансак, 
хусуснй *олда нуйидаги ({юрмулалар ^осил б?лади:

+ <7 5 > 

/ (^ » ^ [Д Ч - Д Ч + ^ Д Ч "  ]■ (7.6)

Агар Ду0.ДЧ> >ДЧ чсклн айирмалардян ташкил топтан Ньютон иктер- 
поляцион крп*ад /*,(х) нинг хатосннн К,(х) десак, яъни Л,(х) = ><х)-Я,(г), у 
^акгда бунннг бнринчи тартнблн *осиласн Д,(х) = / (х )-Р ,(х ) га тенг.

Энди цолдик \ад формуласидан фойдалансяй:
Дя(г) =Л'"1 -<?~||) у>ч^) ,  (7.7)

бу ррда 4 Уагарувчи х нннг х^г,, ,х. цийматлари орасидагн сон. Энди
(7.7) дяп биринчн та {/гибли х,оснла олсак, >(уйидагига эга б^ламна:

.....................................................ЮГ

Агар [к|’" п(^)) н<}х»днни чггараланган деб фараз цн.тгпк *ммдн

^ [9 (9 -') (Я " ) | '(- ]) '« ! эканлшинн эътиборга олснк вя х = х0, а - 0 бфлсп. 
<'Ч
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куйидагигя »га буламня:

Айрим \олларда у  = /(х) функция учуй И етарлича ннчик б?лса, у ” «*) 
ни чекли яйирмага алмаиггнриб олкш мумкии:

 ̂ *** нятнжа *̂а

■ Н ) ^ Ч  
я м ~ ( „ + 1)

(7 .9 )

Шундай йул билан / (* 0) учуй д а  К (х 0) хатони толиш мумкии.
Мисол. Жадвалда берилган у *  1п» функцияиинг чийматлари оркали

V Ду д V А V
5 1.6094 0.6932 -0.2877 0.0598

10 2.3026 0.4055 -0,1279
15 2.7081 0.2776
20 2.9857

Ечиш. А = 5, х*х0 булгаяи учуи (7 .3 ) формуладан фойдялянамиэ:

У! ) =|[0,6932 - 0.1438 + 0,0199]=0,П58

7.3. Сгирлииг интерполяция формуласига всосан 
тацрибнй диффсренциаллвш

Олдинги мавзуда урганилган у(х) функцияиинг х = *0 нукгадв сонли 
диф<}»еренцияллаш формула«! функцияиинг факат х>ха КиАматларн учуи 
фойдяланшнга яро*ли. Ньютоннннг биринчи интерполяцион формуласиии 
тацрибий диффгрен1ишллаш формуласндан умумийроц булгян формула билян 
танишиб чиквмнз.

Функцияиинг х>хв *амда х<хв даги киЛматларидпп фойдаланилпдипш 
днфферснцналлашиинг симметрии формулалпри катга аннцлнкка згадир. 
|Бу11Л&Й ^гурдаги формулаларга дифференциаллаишинг маркаяий формулалпри 
дейилади* Ушбу турдпгн формулялардян бири Стирлинг «рорчуиасиднр.

Фарал килайлик, бир-биридан тснг Ь = -х, узоцлнкда ётувчн 
,Х „  х.г, х.,, х0, х„ х7, . нунталврдя у  = /{х) функцияиинг у, =/(*,) 

КиПматлари маълум булсни. Бу  функция учли Огирпииг нитерноляциои фор 
м\ляси куйндягидан иборат:
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2 2 3. 2 41 .у j0)
^ - l JK ^ - 2 ] ) A * ,. ,* * , . ,  ? У - 1 * Х ? ’ -2’ )

51 2 6! & y 'l +
Ai-ap q-(x-xa)lh  ва y, = ÿ  qt * \-ÿ кийматларни хисобтв олсак, кейин

h
(7.10) дан биринчм тартибли \(н ,ыа олсак, цуйндаги формулага эга буламнэ:

5g4- lS g 4 4  ¿ t y p i f y ,  6q*-20g1 + Ц  ,
5! 2 6) Л>-) +

Шунингдек, нккита ва ундан юцорн хосилаларни \нсоблаймнз:

30e'-6Ôfll + 8 .»
Я  6. " **-»+-■

d 'y  1 
A 1 "  h*

Ь'У-i * A*y ,  . «

Хусусий \олда, агар * = г0 6ÿnca, i/ = 0 булиб, юкоридагн формулалар 
куйидагича буладн:

fí£f| _ 1 [ АУ-1 + ДК» 1 А1 у  , + AV., t 4 AV., + ¿ y . ,  [
.dx,

( S L) , 4 K , ' i ï A V '-+î 4 V ,+ - }
d V ) 1 Г A1 y., + A*>., 30 Д’уч + Д’> : 1
A , J * " * 4  2 51 2 J

ÿ ) t o i  =_L А’Ля + Д^-, .
' U ’ J „  * ’ 2 +-J

Оглатма. Такрнбнй дифферищинллашда лкиилншиш жяраёпи пнча 
KÿiKMi буляди, шуиинг учун такрибий ди<|м|ю1ю>щнйллашда аник яциилагшпл 
кам холлард» pÿfi береди.

Мисол. Цуйндаги жядвялда бсрилган кнйматлардаи фойдаланиб, г = 0,6 

кмйматидя бнрммчм на иккинчи тартибли чосилаляр хмсобланшн.
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X У Ду Агу Ь'у л* у
0,4 1,5836494

0,2137932
0,5 1,7974426

0.2467950
0,0330018

0,0034710
0,6 2,0442376

0.2832678
0.036472*

0,0038358
0.003648

0,7 2,3275054
0J235764

0.0403086

0,8 2,6310818
Ечиш. В у  ерда хв=0,6; q -О кнЛматларни ва жадвалдагн чокли аЛирчя- 

ларни, юкоридагн формуланинг бнрипчн ва нккинчи тяргнблн хооснлаляригя 
куйиб, х=х„ да хисоблаймиэ: h=0,1.

(  £ \  s 10- (о,2650314 - 0,0006081) = 2,644233,

[ Я ]  *  100 (0,0364728 - 0,0000296] = 3,6443 2.
)ы>л

(¡V d3y
Бернлган функция ,у = 2*'-х-1.Бундан -f-=2e - I; -гг*2 гах dx

Энди х = 0,б цнйматни бу *осклаларга к^ямиз:

^  * 2,644238; ^  = 3,644238. 
dx dx

Бу ерда сонлн дифференциаллаш оркали топнлгян бирннчи тартиблн хо 
сила 4 та ишончлн ракам бнлан т^гри келади. Демак, днффгрснциалляш тар 
тнбинн оширган сарн хато *ам ортиб борар экан.

7.4. График усулда дифференциаллаш

Бу усулнинг мо^илтн а соси да, агар у - / (х ) функциянн чизмясн берил 
гаи булса, игу чнзмага всосан у  = / ’(г) \оснлннннг чнзмаснни чиэит ета/ш. 
Фяраз нилаАлнк, ^ = /(х)функциянннг чнэмаси (12-чизма) берилган б^лсин.
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О Х укнни нукгалар ёрдамида и та булакка буламиз. Бу
нукталарни шуидай зич цилиб оламнзки, >ыожн борича функция графигиниш 
ли  характерли нукталарни абсцисс« Укидяги координаталари )ш бу н>'кталарга 
адос гушсин. х„х„.. нукталарни функция чизмасидаги мос уринларини то-
ииб, уларни 1,2,3,4 ... рацамлар бмла11 белгнлаймиз.

Ушбу белгиланган нукталартн функции графигнга уриималар утказамиз. 
ОХ Укидаги А{-1,0) нукпщаи 1,2,3,.. иукталарга ?гказилгаи уринмаларга па 
раллел цилиб А,', Л:\ А,\. ф р и  чизикларни ^гказамиз.

Бу ф р и  чизицларнинг 0У Укн билан кесншган нукталарни Г, 2*. 3',... деб
белгнлаймиз. У \олд« координата бошмдан 0У Укида ётгаи Г, 2', У,
нукгаларгача булган 0Г, 02', 03\. кесмалар пропорционал *олда у=/(х)
функция графигида ётшн нукталаршшг ординатасини беради. ^акикатан хам
1 ракамли нукти учу»

—  - 1%а ёки 0В~/1§а) -1/'(х), (0А = 1)
О А

1\олган *амма нуцтплар учун худдн шундай натнждлар хосил кнламнз 
Шундан с^нг Г, 2' 3', нукгалардан абсщмта Укига параллел ^гказилгам ф ри 
чизикларнинг 1,2,3,.... нуцталар ординатасм билан кесишгаи иуцталари 
1", 2", 3", . У =//'(х) функциянинг граф ита тегишли нукталар булади. Ш у 
нукгиларни бирлниггнриб, / улчамдагн у функциянинг \осиласи у' нинг чиз 
магнии \ооил киламнз. Чизманинг аниклнгини ошириш учун уринмаиинг йу 
налишини аник кУрсятиш ва сутр а  урнниш нукгаяяриы белгилаш тавгия 
цилинлди

www.ziyouz.com kutubxonasi



8.1. Такрибий ннтсграллаш масаласининг кУйилнши

Маьлумки, (а,й| кесмада аникланган /(х) узлукснз функциянинг бош 
лантич функцияси F(x) мавжуд булеа, у \олда бу фуикциядан олишан аиш; 
интеграл Ныотон-Лейбшщ формула«» билаи хисоблаиар'эди:

}/(r)d t = F (x )|;= f(i)-F (a ), (8.1)

бу срда Р(х )= /(х )
Аммо купинча, амалиётда бошлангич функция /-(х) ни элементар угу.1 

лар ёрдамнда топиб булмайди ёки топнлса хам мураккаб кУринишда болтни 
учун аник интсгрални х,нсоблаш цнйин буладн. Бундам тажкари /(х) функции 
жадвал куринишда берилгвн булса, бошлнншч функции тушунчасиниш уз и 
^ам маънога эга булмай колади Буидай хо^ирда аник штчралларни 
такрибий \исоблашга тутри келади. Маеалан,

1.5 I

Jln(1 +x2)dx, Jsinx'tir
о о

интегралларнинг бошлангич функцмяларн мавжуд булмаган.шги еабабли, 
уларни элементар функциялар к^рннишдагн аналитик ечиминн топиб 
булмайди. Демак, бундай \оллардп интегрални такрибий хисоблашгя мажбур- 
миз.

Аник интегрални интеграл оетндаги функциянинг олдиндан бершиан 
бнр квтор кийматларида хнсоб.шш такрибий ннтеграллаш деб аталадн. Вир 
карралн шггегрални сонли х,исоблашга механик квадратура, икки карралн 
сонли хисоблашга механик кубатура дейилади. Уларга мое формулаларни 
квадратура на кубатура формулалари дейилади.

Виз бу ерда бнр карралн интегралларни сонли \iico6.ihiii маеалаеша 
тухталамиз. Механик квадратураниш одднй усули куйидагидан ибораг. 
Царалаётган [а,б] кесмада берилган /(х ) функцияии хисобляш кулай булган 
<р(х) билан алманлирилнди на куЙидагн

J/(x )tic =

муиосабат бажарнлишини талиб кн 'нд н .

8.2. Ньютон Котее киадрагу|»а формулалари

Тенг узокликда ётган нукталар учун Нькггон Конн- «}трму.1я< н Гшмн 
таиншиб чикамиз. [а,л] кеемадн у - / (г) уз.|укеиз функции бершган булиб

www.ziyouz.com kutubxonasi



ш гтрАлнн хнсоблаш талаб килннган брлсин. [а>] кесмада / (г ) функция учун 
Н'нг улокликда ётган (и+1) та нуцталар бернлган б$лсин:

Х п =<7, X , ,  г , , . . . . .  ХЯ=Ь.
Ьу нукталярда у  = /(х) фуикцнннинг кийматларн куйкдагидан иборат:

■>-,=/(*,). 0 = о ,и ..л ),
Верилган /(х) функцняии Лагранжнннг ¿,(1 ) - интерполяция формуласи 

билян алмаштирамнэ. '
£/(х> й-= £^(^+ л.- (8.3)

Ву орда, Я, -квадратура формуласикмнг хатосн, Д,(х) Лагранж к^тт^адн, яънн

г.О
(84)

(х, -хДх, -х,) (х, - гм Дх, -хм )...:(х,-х.)
1^уйидягн белгилашларни киритамиз:

х-х„
?  = И

П „ 1(х)= (х-гДх-х|) ... (х-х .)= А "|?(?-1) (?-n)=A•нV '* ,,
П 'я„  (х)=(х, -хДх, -х,)..(х( -хм Хх, -х(.,)..(х, -хв) = (- 1Г'АМ (и-/)!

Ьу белптяшлярни ^исобга олгак, куйидагн формулага эга б^ламия:

1Хх)- % ^ 7 ^ у' ( 8 5 )
(8 .2 ) интегралдаги у  = /(х ) функцияни (8 .5 ) формула- билан 

алмаштнрачиэ ва

деб белгилаймия Ву ифодалннг чаи томонндагн интеграл билан йигандннинг 
урнини алмаштирамиз (чункн, йигнндининг х,адлари х аргументнинг узлуксиз 
функцняси булганн учун, йигиидн \адлаб ннтегралланади):

*]>« • 6У еРЛян 4  = Л .

Дшр ~  хамда х = х0. 9 = 0, х = г„ б^лса, А, куйндагича ёзилади:

»!(л-|)« q~i
Пхирги ТГН1.П1КДЛ Ъ-(Ь- д)/А экамлнгини хнсобга олгак, уни цуйидагнча ёзиш 
мумкин:

А,=(Ь-а)Н,.
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Ьу ерда

" ' ' Ч г ^ Г — ■-*>• <8 в >и мл-/)*1 а- 1

ифода Котес коэффициента деб аталади.
Ьуларни хнсобга олсак, Ньютои-Котес формуласи куйндагича ёзнлади: 

1 = Г>*Ь = (Ь-а)£1Н,у11 (8 .7 )
• >о '

Ь-абу ерда И ~ • >',*/,(«+»*)I (  = 0,и).

Котес коэффициситлари ¿/ / ,= 1, Н1 = Н я1 шартларни цаноатлантирнди.

8.3. Трапеция формуласи

Агар (8 .7 ) формулада п = 1 деб олсак,

= ™  И' =^ иЧ = \

У холда (8 .7 ) <{юрмули хусусиЙ холда куйндагича булади:

• 1 = £ У ‘*х*^ Ь ,о+У1)  (8 .8 )

Бу формула аник шггегрални такрибиЙ хнсоблаш учун трапеция 
формуласи деб аталади.

Ушбу формуланннг геометрии маъносн )3-чиамадаги эгри чиэицли ёй 
билан чегараланган трапецилниш юшши, э|ри чизик ёйигк $тказилган (мпар 
билан чегараланган трапеция кхшии гонишга алмаширишдап иборат.

>~Аг>

Уч :

*и V,
13-чиама.

(8 .8 ) фарчулмда катгн оралицляр учун <|юпда:1аш 1ш мнценд!« ммюфнк 
амаг, буидай хол.щрда цара.шгггпц |«;й) космани И та К .^ Ц .^ .х Д  .[ги1,.гя|
б$лакка брлиб, бу ораликлирда (8 .8 ) трашцил с|юрмуласи м ча|ггн 
К$лланмлади. Бунда агри чияпк синиц чн.чнк билпн алмнштнрнлндн (13- 
чшма).

ОН
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Бу формулалнрни мос рявшидя кУшиб, куйидмк формулани хот ил 
циламиз:

£ >Л  = * [ ^  + Л + . +л-,]- (8-»)

Бу формула трапецияляр формула«« деб атялади.
Энди (8 .8 ) т|тнеция формуласининг хатосини хисоблашга киришямиз 

Куриниб турибдики, бу хатолик (8 .8 ) формуланинг чап цисмидан Унг 
кисмини айнриб тяшлаш оркяли топилади:

л  = Гдл - ? и + л )I

Агар Я хатолнкни И кадамиинг функцняси деб каряйдигнн булсак, 
охирги тенглнкни цуйидагича ёзиш мумкии:

Я(А) = Г “  усЬс - ~ [><*,)■+ Я ги + Л)1 

Ву ифодани А буйича дифференциаллаймиз:
й'(А)=><г0+А)-|(><х(,) + ><х0+А)]-^/(г()+А) = 1[к(*о+А)- Я *0)]-^ У ()Г0+Л) 

Хооил булгян ифодвдац яня бир марта хоонла оламил.

Я » »  + Л)“ /(*о + * ) " / ( * «  +*)— т / ( 'в + л) <8 Ш >2 2 *  •
Л!ар А = 0 д<*б олгак, /?(0)=0 ва Я'(0)=0 буладп.

Юкоридоги (8 .8 ) формулани 0 дан А гяча интеграллаЛмиз.

£ / г '( '^ = £ ^ у (х в+/ К  ёкн й’(л )- л '(о )= £ л '(^  = - ^ ^ 0+ ^

Урта киймят хлцидагн теоремами к^ллягак,

/?'(А) = Д’(0)- -2 £  СА*., + 'У ' *  " \ у%  )£ **--  у  /($ , * 6  е (г» ■ ■г» * Л) ‘ 

Охирги и'|юданн янп бир марта интеграллаймиз:
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н(н)-л(о)= = ~ ^у '{4 )£ гЖ  = - ̂ у\$)~ъ = ~ ~у"(4\

бу ерда ¿€(х0.г0 + й). 
Шундай ки-1иб, хатони *исоб.шш ^юрмуласи «уйидагидан иборат:

« = - £ / ( ;)  < « " )
Агар .у* >0 б^лса, (8.11) формулада интеграл цмйматн купи б>ии н, агар у* < 0 
б^лса, нами билан олинган б^лади. 

Трапециялар формулагн(8.9) ниш хатолшн куйиднгига тенг:

п  = Г М  - \ £ {у,л + У,)= { V * - \ £ Ь>.А + У,) *  X [ { ' , У *  ~(у, 1 + >.)].

Агар тенгликнннг ^нг томоннда йигннди остндн1И урти ка не нчндшк 
ифодя учун (8.11) ()юрмула1 и кУллагак, куйидаги хатоликни *<>снл кнламиз:

* — 7 ( 8 1 2 )е!
Фарал килайлик, /и сони у ' нмнг эш кичик »», ва энг капа М, орасида 

жойлашгаи ^рга арифметик кнймати б^лсин: 

*= 4 2 > '(£ > -  <8 | 3 >Я ,.|
у ' \оснла (а;&] кесмада уэлуксиз б^лгаки учун, бу о|мыикда уиининг энг 

капа М , ва энг кичик т , кнйматларига эрмшадн. Демак, бу ораликдв ётган 
шундай £е[а,б] нукта топнладнки бу нуктн учун ц - /'(<£) тенглик бажарилади. 
V \олда >'(£)--/’(£) б£лгаилигмдан (8.13) формулани куйидягича ё:шми:г

¿ Л )  = М*="У"(£)-1.1
Бу тгнгликни эътибор!« олсак, (8.12) ^жрмуланинг к$гринишм 

куйидпгнча булядн:
о »»/»’ ./е\ (¿-оУ»’ .. „  (Ь~а)Ь2 ,/сч

1 г у  ^ =” \г у ек"  12 у ы
|>у «{юрмулн оркяли трапеции формуласииннг хатосини хнеоблаш м>мкин. 

Мисол. |  *• Л  аннк шпоцтлнн п=10 да тнкрибий \игоблаш на 

хаччк-инп амихлаы.
Кчиш. [о, |] 1.'(‘(‘манн «= 10 о^лакка буленк, Л -1 10* 0,1 цнчамга м »»

б$ламиз. У х,о.хш (8 .9 ) формуладан фойдалаинмнз:

|'е *’(Л- - ^  * у, + у-, л л ,гч

Ьорилшн функции у  ~е булгаилиги учун у0,у ,  у„, лнрнп хисоблаймм»:
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ИоЬУо -е 'ю =1; >-(0,!)=>-, = е'т * = 0,9900; у(0,2) = уг = е * 1* =0,9608; _у(0,3) = 0,9139, 
>-4(0.4)= 0,8521; ^(0,5) = 0,7788; у,(0,б) = 0,6977; >т(0,7)= 0,6126;

>.(0,8)= 0,5273; у,{0,9) = У* = 0,4486;
Я О - Л  =0,3679.

Демяг,

‘ ’Л  = 0 ,1 |^ ^ ^ ^  + 0,9900 + 0,9608 + 0,9139 + 0,8521 +

+ 0,7798 + 0,6977 + 0,6126 + 0,5273 + 0,448б] = 0,746575.
Цолдик \адни бах,олайииз;

/  = -2хе‘\  у ' = -2е ~2х{ 2х)е 1’ > ф г, -|)г 
Ву и(|юдалан [о; 1] кссмпдл иккинчи гартибли \ontm  \у‘{х\ $эининг знг 

ка'гта кийматига г = 0 пуктада тенг лканлигинп топямз.
тах^’(гЛ=1у '(0]|^|-2( = 2 .

Демак, хатолнк
_ |А-а|/г. . ч 1-01*

= 12 1шах ̂ = 2 - 0,0016 < 0,002.

8.4 Симигон формуласн (паряболалар формуляси)

Лмалиёгда к$прок фойдаланиладнган Симпсон формуласн бнлан 
гянншнб чпкамиз. Виз (8 .в ) форчулядв п = 2 деб оламиз, /гыги иикикчидвн 
юкори тартибли бнрчя айирмаларинн ташляб юборемиз:

Я °  = ^ Г  (*М Х ? - 2>/? = (?1 - 3? + 2)*7 = 1,

= ~ \ [ , -  ’И  = '
Ву.шрнн *исобга ил сяк:

С * ^ ’ С > * =л[ 2л +2л>’̂ ( * - 2] ^ л > г =

= И 2у9 + 2у,-гу,4^{у, 2^  ^  = * О’с. + + >2>

И\идан Симпсон формуласини хо<ил килямнз:

£ ,-и* =з ^ »+4л +я )- ( ^ И )
Симпсон форчуласинннг июметрнк млъноснни куйидагнчя и зо бат 

мумхин. Ьернлгян у - / {х )  функция эгри чнзшинн (грнфигинн), бернлтн 
вн х. ткталлрднн ^Ьуичи у  = ах} + Ьх + с пя|мбола б»нпн алмаштирк.или 

(15-чизмя).
(8.14) формуладпн, тряппшнляр кпбн. нпттмимн бугун [,/,/>) ксгмщ»

Щ|
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такрибий ^исоблаш формулнсннн *ооил нилшм мумкнн. |>униш р у н  |«т ft) 
кегмнни 2л та тенг булавка б^лямнз вя бу оралнциинг \ар жуфш )-чуи (8 .1 i ) 
формуланн ц^ллаймнэ:

, £ / A  = j ( y 1+4>'1+>%)i

Бу формулалярни мог рявнища »фннб. к^идагинн х«н ил килрм нк

0 л + 0 * 4г+ > C , >A=j^ v',+4>'’ +-v^ +

*-^(у, + 4у,4-П ) + . +*Cv,^3+4>-1̂ 1 +>•,„)

бундам

/ = f> d r = f ^ +>,M + 4(>', + >')-t- +>1.-,)+2(vJ + ^ +  + ^ я., ) ]  (8 .1 5 ) 

Ьунга Симпсоннинг умумиЙ формуласи деб ятялади. Энди Симпгон 
форчулапшниг хягпоинн яниклаймил: Ä(/i)= ~(v„ +4 ,̂ +>. ).

Ну колднн хатони 15-чнэма tiÿflii'ia куйидягича лайб »ламнз:

;í*A) = i (‘ ,У,h - J  И Г1 - Л) * 4>{r,) + }ix, + A))*

Цо.щнк МП они h б?Йича >•» марта Л11<)к)и>р<ч1н"'>ллйб К)<Ы;гягнлнрии 
(̂»сил цилямиэ:

/г'(л) = [К*| + л)+ ><г, - А)] - ~ л) + 4>(лг, ) + >-(r, i А)| *| v'{ï, Ф  *М|- 

= j\ }{x , h) i.vfr, + A)] • jJ* (ï|)- j[~y(r| -Л)4/(г, 4 A)|
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= ~ И * .  - А )]= - |*У ''^ )- Л 1. « ,« (* ,- * ; *.+ *)

Агар биринчи ва нккинчи тартибли \ооилаларда А = О деб олсак, 
/?(0) = 0, Я'(о) = 0, Я*(о)= О б$>лядн. Энди Я*(А) ни кетма-крт интеграллаб, Урта 
цийчат \якидагн тгоремадан фойдаланиб, куйндагиларнн топамиз:

«■(*)=т *  =- | Г ' ’>"■<«. у» = ) £ < ’•* = »

«■(*)=я (о )+ г «•(->* - - £ Г  < у (ь >* - )£<■<*=— *4у <{,)|

бу ерда £, лар (х-А, х + А) оралнада ётади.
Демак, (д^.х,) оралнц учуй Симпсон формуласининг хатоси цуйидагига

тгнг:

Я(*)= —  У (Й  (*• !« )

Энди Симисониинг умумий формуласн (8.15) учуй колднк хатонн 
\ш:облаймиз, буиинг учун хар бир иккилянган [х,,.,. х,,} оралик учун
т|М1Г(гциялар ({юрмуласннинг колдик цадини топиш усулн буйича чуйидагини
тонам из:

Я = - ^ * У М  С М  (8.17)

Агар А/гш*х[>-'' (*)| деб олсак, (8.16) ва (8.17) формулалар куйидагича 

булади:
Я (А )= -~М ,

4 '  90 180
Агар у - /(х) функция жадвал куринишда булса ва уиинг \оснласинн 

топиш кийинрон б^лса, хатоликни чскли айирмалир орцали хам хисоблаш 
чумкин:

Д, *  - -——& у, Лз *  --—-Д'у, Я ,»^ — *у.
’ 12 180 '  п 80

( л}>». Д> чекли айирманинг уртача киймати).

Мисол. Г • —— интегрални п = 10 учун *исобланг.
"1+2х

Книга. и = 10 булгани учун, 2« = 10 б^ладн ва А = 0.1, у х,олда

Г — = Г усЬк = ̂  \у0 + у,9 +4(к, + уг + у, + у , + у*)+ 2(у, + у4 + у6 + у, )).
*  1 -I 2х *  3

у ._!—  функциями х нинг кийматларида хисоблаймиэ:
14-2х
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, 0 = 1 y t =0,83333, у* -  0,714285; >,=0.62500; ^=0,55556, *=0,5,
°л  =0.454545; >,=0,416666; Л = 0,38452; >-,=0.35714; = 0.3333.

Демак,
—  = 0,549305.

"1  + 21
Энди колдик хатонн бн*олаймиз. МаълумРИ, у--(\ + 2 х ) ' , бунднн 

тУртинчн тартибли ^осила оламиз:
, Л - . . 384- ,  бунда» O ä x S l  ва  та х |/Ч  = Э84.

(1 +  2 *У

Берилган масалада хатолнкнн е = 10~} деб олсак, х = 0 ва
о = l)4 • 384 = -0,0002133.

180
Квадратура формулаларннииг жуда к^и хилларн мавжуд булиб, 

(Чебишев, Гаусс, Меллмр, онтимал квадратура формулалари) улар бнлан 
танишишни уцувчининг Jaiira *авола «иламнз.

8.5. Функциями цаторлар ёрдамидн тацрибий интеграллнш

Визга куПидаш ннтегрални тацрнбий \нсоблаш талиб килинган 6y.ntiiu.
(818)

Интеграл остидагн /(*) функция (а,й) оралиадагн 6и1юр иукт» 
атрофнда \осилаларн мавжуд 6?лсш 1. У внктда / (*) фуикц.....и *0 нукта
атрофнда Тейлор каторига ёзиш мумкин.

Демак, /(х) функцнининг лниклаииш кнйматнни бу гоханиш истал!ан
нуктаснда Тейлор «аторн ердамида топиш мумкин. Аммо, амалиегда 
функцнининг аниц цийматнни аАрим \оллардагина кшиш мумкин б$либ, 
кфпинча функциянннг такрнбий кийматини топишга мажбурмн.».

Интеграл остндаги /(х) функции «уйидаги даражали цаторм ейилган

б^лсин:
Лх) = ± » У  ■**(

Бу катор М 1  кесмада етувчи { K .R) о^лнада нцинлашуви дартжалн 

Катар б^лсин.
Днражали кашрни \адма чад иитеграллаш теорммНивн «[юйдалансак,

(8.18) формула куйндагнча ёзилндн:

Лгар (8.19) катор тез яцмнлашеа, бу каторни унннг циемий йиншдиси 
билам алмаиггнриб олшн мумкин:
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Мнсол. [ e  ‘ ‘dr ингкпмы 0,0001 аннцликкача \исоблансин.
Кчнш:

fí *dh-=l I  + -L--L +J---L  + . J____ !_  +
*  3 10 4? 216 1320 9360 75600

(онилган сонли кагор ишоралири алмашувчи катордан ибо(шт бСлнб, у 
|ез якинлашади.

Лейбниц теоремасига «сосан, буидай цаторнинг йнгандиснни унинг 
киемий йириндисн бклан алмаштириш мумкин, алмаиггиришда доил 
б^ладиган хатонинг абсолют киймати ташлаб юборилган биринчисннинг 
абсолют киймятидан квтга б^лмайди. lily  сабабли каторниш биринчи отита 
Хади бклан чсклинмш мумкин, чункн саккнзинчи х,адн

I 7560ó|<0,0001, ........ 0.0000] 32 < 0,0001

Бу етгита хаднинг Йигиндигнин мпоблнб, jY ''d r  = 0,7468 нагижанн 
хосил цилами».

8.6. График усулда интсграллаш

График усулда интеграллаиншнг асосий масаласи узлуксиз у  = /(х) 
функция и и и г графы и берилган б$лса, унинг бошлантч F (x )= j‘/(x^ г 
функциясииинг графигнни ягашдан иборатдир.

Яънн, шундай у = /(х) функцшшннг графигнни нсаш лозимки, унинг 
\ар бир г нукгядаги ординатаси сон киймаги жихатндан у = /(х) билам 
чегараляиган, асоеи [о, х) булган, эгри чиэицли гранецнянинг юзига тенг (Цу 
эгри чизик-ж траиецияннш м н и  '« в * * « ,. .. )  нукпыар tipKHJm
?гган ордината ?клари срдамида тор вертикал йулнкларга б^ламиз (H Í чизма)

Ш у й^лакларнинг .\ар бирннн урта цийчат хадидагн теорсмага ж-осаи 
юзалари тенг, агоглнри бир хил / ( { )  б$лган т?грн тДОурчпилар билан 
алманггирамиэ, бу ерда £ куйндагн [*,.„*,] (, = |,2. ) оралиедн ётуичи иуцтя. У 
Холда

t / t o w f e x * . - * . , )

Энди /(*) = {  J{x \ix  бошламгкч функцншшш киймати / '(»_)= [" f(x\Jx =0 
¡жан.'ниидан ((юМдаланнб,

/ (х,)= f  = £  ' /(г>йг t  {'■ / ( » ) *  = F(x, ,)+ f i l Хх, .. X ,,) .
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Фяраз килайлик, М & г Ж Ъ  иукталпр У = А * )  »фи
чизикиинг н\юаяари б?лсин. Бу нукгялярннш ОУ Укидагп проекциялярннн 
м ;,м 2. леб белгилаймнз. 0/4 = 1 мясофяда егган ОА’ $килага А к>пб 
нукгясини тянлаб оламиз ва бу нукгядяи АМ,.АМг. . т£грн нурларнИ 
5-гкя.шмнз. х0 нукгалан бошляншч нурлярга пярпллел цилнб гор й?ляклярнии 
ордипятяляри бнлян кесшнг)ича кнчик -кнчик ф р и  чнзнцляр утказямил. 
\осил булган сини« чизиклярии тугештириб у = Ь(х) эгри

чиликни доил цнламиз. Шундай килиб,
^^,\\АМ1. А/, А!г\\АМ\...

\я«нкатан х,ям N „Ы , кесмянниг бурчак коэффициент»!
Л = (Г(х ,)-Г(хм ))/(т,-х,_() = Ж )

б$лнб, ОМ, иуриинг бурчяк коэффициента эса К, - —р- = /(£,)•

Демак, ЛАДНОМ,’. (/ = 1.2, )  Шундяй кнлиб, У = F {x ) фунхциянниг
графнгиин чизиш цуйидягняи бажариляр экян.

^ {г 0,у») иукгадаи бошлаб АМ\ пурга пяраллел т?гри чнзицни г=х,
ПУКТШШИГ ординатаси бнлаи к т п и т м а  давом атгирячня, Ф 'П *  >̂пя 
кееншиш иукгасини Ы, деб, шу Ч  дан АМг нурга пяряллел чиликни то *» х , 
нмсганннг ординагаси била», кееншгуичя давом эттирамиэ. Кееншиш 
нукгШ‘»пге Ы, деб, еупгрп яна шу нукгядяи АМ\ пурга иараллел т?гри чизнн 
го х=ху нукга ординагаси бнлян кссинпунчя давом атпцшмия ва хокязо доил
б?чган синиц чизик такрибнй И1ггегралляшнн цийматиии беради. Ш уии  
ггьтнборга олши керенки, бу ерда г, нукгаларни теиг узоклнкдя олиш  унчялик  
ш ярт :*мяод11|). Чнзманииг аник-нп пни ошнрпш учуй  У = Л Х)  ф уикциянш и  
хяряк"И‘рлн пукгаларинп албатга яътиГюрга олиш лоэим. В у  усулнниг яницлш и  
уиЧЯ мжори ^МПС Пф, яммо зярурят Ч'ЧуИ ЖИЛЯТСЯ бу-ЛЙДИ.

кш
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8.7. Кубатура формулалари

И к к и  кяррллм интсгралларии хнсоблаш учун к у б а т у р  формулалари деб 
пталувчи ф о р чул ял ар  пшлатнляди.

Бсрнлган fiÿ.inm  z = f{xyy) иккн ^згарувчнлп бнрор С сосала аницланган 
узлуксиз функция By со^ада S,(г,,у: ) (; - 1,/*/) нучталар (тугунлар) TÿiuiaMit а  
ни тямлаб оламиэ. ¡• / (х ,у ) функци »дан G со^адяги <т насталар -фигами 
буйича олингам jjf(x,y)áxefy интсгралпн тяцрибий *исоблаш учун бу

ннтегралии к {р и н н тд а  оламиз.

17-чизма.

By прдлги А, ко;н|н|»иц)(ентларнни топит учун ку<ттура формуласи 
ихгиёрий

Ъ М *  1 С „г*х ' (8.21)

иолиномляр учуй бнжарилсин доймиз. Бунинг учун х*/, (t,/ = ä й) к^иайтма 
учун (8.21 ) акнк б^лшии корак. (8 .2 !) да /(*,>)=г V  десик, у холда

l *= l\*ty ,dx<b> = 'Z,A-xty ' б̂ /лади.V /«I
Ушбу системадан А, коэффициснтлар аникланяди. Бу система

анинлянган бСлишн учун номя1>лум n  лар сони тенгла.ч&ляр соннга тснг 
б$лмши лозим. Бундан

AÍ = (» + l)+.«*(»-0+ л \ ^ ' 1 " * г).
2

Бу срда бсрилган со*ядяп1 тугунларнн рацнонал тяилаб «лнш маснлаги 
яичл кийнн ыагаладнр.

Агар шгтгролляш со^аси y  = ç>(г), >' = у{<р\ (ç>(x)s v'í*)) г» pu чнзмклар м  
х = 0, х-Ь  Tÿrpn чнзиклар билан чога^жнган б^лся, пмтггра.им»^ f{r,y )Jx Jy

доб езиб олами».

j\ f{*y\b d y  = £ * £ > . , *  = £л (г)д
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KÿJLinc««, = M M Ü  ГСШЛНКИИ XOT.U «илнми, *':•
I»)

нпнбятнда ^ x > r '* > (w > »  = ¿ V ( w , )  д,‘б Н> ° ' ,дп Н-Л  ,1,р•’И** I I
доимнН киИммтя яга кодаНшишчплардир- Иигижида

ÍÍ /{х-> № ,1У - ¿  Z  4 #„/(*, .г ,)
I») • 1 ! '

К)бятурн <|Ю|)МуЛЯСМНИ \OCII.I КИ.ШМИ:1. |;>ГМГГ>-|М <|М1|»МуЛНСННШИ ХИЛЛИрИ 
Ж\дя Kÿii брлнб, шулирдан Симпсон тури д а т  i;\imr\pa <|юрч\.тл»1|>нми 
КСЛТПрНММЭ.

Фп|*аз килаОшк, интегцяллпш сохасн G = Rv.yJ tiSxsA.c-Syst/} oJ.U’HH. 
\ap бир K 4 M I  <>|wwhkларнн 2 тн 6\Vuii:i:a бу.чими»:

x0=a, х,=а + Л, х,=я + 2Л=А, h - —— ,

<J — с
Л » е , у,=с + *, y ¡ = c + 2 k = J .  *= -^~

Натижяда (х , ,^ )  ^ = <Х9; у  = 0^) 0 то пукпипрдпм тип шил топтан туп h im  x.<h*h ï  

б£’ляди. Энди
\\ /(*. jO M ' = £ < / ( * .  >' №
1 i* !

десяк, мчки интсцжлнн Симпсон <|юрчул«с|нн асоснн
J J  f {x ,y }b i t y  = £^l/(x,.v„) + 4/(х,>-1 ) t- / {х .У ?  =

=![£/(*•>.>*+ + Г - Н м ^ ] -
\лр  бир ннт<'г|н1лга ния бир мя|л* Симпсон формуляпни» куллнсяк:

|| /(х, y )ix d y  = ~  f/(x„ ,у „ ) + 4/(х,, у ,: ) V / (х г,у ь ))+

+ 4 / (*в.л)+4/(т,.>',)+/(»,.>,)] + K ' . . ^ ) +V(»,.> 'I )+ /(*I .>*)03

+ 4(/(x|1>'(,)+/(r0,>1)+/(xí ,y1) + /(x l ,y I )]+16/(x1,y l)}

|»у <|м>рмулша Снмнсон |.*1»1Д»рату|>а <|м>рмуласи дсинлади.
Домик,

К  + 4*. + 16̂ )
П)

булнб. бу ср.и. <т0 • шп«“Г,«1л (и'тдаги /(х>) фуммшяшнн .^.гбуцчни 
уылридаш книматлари ишнмдтчиан ибо|ми. сг, • гч'|/К»урчпк ц.чинларимнт

нж
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Уртагидаги кнйматлари Йигиндисинм, о: - функциянинг туртбурчак 
маркозидагн кийматларидам мбо|штднр. Агар G со\анинг $.шамн катга булса, 
K>fMiT)pa формулагннинг яннклигиии ошнриш учун G сохший капп 
тУибурчакяарга бу.шнади ва \ар бнрнга Симпсон (|юрмуласи кУлланилади.

М нем: K )fiaT)jw  формула™ ёрдамнда интеграл такрнбнй

*н< облинсин.

Кчнш: h = = 0,5; *  = 1-2  = 0,5 деб оламиз. /(х + у)={х + у У  ф ункция  

учун жадвал тузаммз:

4 4,5 5

0 0,06250 0,04938 0,04000
0,5 0.04938 0.04000 0.03307
1 0.04000 0.03307 0.16667

У *мда

[  {  = “ “̂ (0,065501 0,08000 + 0.16667 +

+ 0.19752 + 0,16752 + 0,13228 116 0,04}= 0,044688
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9 БО Б. ОДДИЙ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  ТЕН ГЛА М АЛА РН И  
ТАЦ РИ БИ Й  ЕЧ И Ш

9.1. Умумий мулохазалар. Масялянинг «уйнлиши

Мазкур дярсликнинг ушбу «нгмида биринчн ва нккинчн таргибли оддий 
дифференциал тенгламалар учун боииюилп, чегаравий магалаларниш 
куйилнши хам да уларни такрибий ечиш усуллариии Урганамкз.

Дифференциал тенгламалар кургидан мяълумкн, бкринчи таргибли 
дифференциал тенгламалариинг баъзи турлари квадратура формулаляри 
оркали хигобланор эди. Чуики оддий дифференциал тенгламаларни ечиш 
мягаласи бир каррали интегрялларни ечишга нисбатан янча муряккяб ва т> 
гябябли яник иитеграллаш мумкин булган магалаляр микдори янчя камдир.

Бна аник иитеграллаш дсганда, дифференциал тенглама ечимини чекли 
ллементар амаллар (ц^шиш, айириш, к^пайтирнш, булиш, даряжага к^гяриш, 
логарифмлаш, потенцнрлаш, синус ва косинуглар) ёрдамида гртглГиашии 
кузда тутамиз. Аник интеграллаиувчи мясалалярга ечими махсус функциялар 
(масалан, Бесеел фуикцияси) оркали ифодаланядигян мясплалар хам киряди.

Шунга кярвмясдан ечиш мумкин булган турдаги маеаляляр ечилипш 
керяк булган масалаларга ннсбатаи оз кигмни ташкил этади.

Сонли усулларнинг яратилнши ва ОДМлпрнинг кенг кУлланилижи 
дифференциал тенгламалариинг шу пайтгача ечплиши кийин б^.ияи 
турлярини хам ечишга имконият т>тдирди.

Оддий дифференциал тенгламаларни ечиш икки турга булиияди:
а ) АН АЛИ ТИ К УСУЛ. Бу усулда дифференциал тенгламяиинг такрибий 

ечими аналитик (<|м>рмулалар) кУрннншда ифодяланали.
б) СОНЛИ УСУЛ. Бу ерда тацрибнй ечим жадвял куринигадя

ифодял впади.
Бнэ бу ерда оддий дифференциал тенгламаларни сонли уоуллар ёрдями

да ечишни Урганамиз.
Оддий дифференциал тенгламаларни сонли усулдя ечиш н 'Й идтн

богцичлярдан нборат:
Нирипчи боскич. Гпш... усуллярни таилаб олиш. Берилгяи маслами 

ечиш учун бир нечя усулляр мавжуд булиб, шу угуллярдян мягяляншн хяр«**‘ 
тернга мое т>швдигяп усул танляняди.

Нккинчн боауп- Масялянинг алпимтайШИ-ОЗВИ- Масалаин ппии жя 
рпённнинг кетма-кетлик тартиби, яънн мягалаиииг ялгоритми туяшяди.

Учннчи боскич. Кигпблаш ти л арнга бево< >гга гпЦ»"рг^и11к Ьуиш ч учун 
цуйияигилярга ямал килит лозим:

МО
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>0 «'чн.мни m iaó цплннган анмк.шк щ ун  нл цилпш учун *аммн имяллнр 
ии шум у»й аинцлмкда бажлршнни таьмннлаш; 

6 ) хш'обллш учун ;м»рур булиш ёрднмчн жнчпалар - хнгоблыш машина 
ллрн ни к«‘|жк.1н жадналларни тамлаб ».hihi; 

к) х,шч|6.|«111 учун зарур бул сан f».i»икл.'ш¡i, коюзлар im дастурларпи тай- 
грлаш. 

1 у р т ч ч ч  Сии-цич. Хамма хш-облаш.инжн бажаинт ва натжапп плшп 
Aiap xiir<m.i¡Hii ;)\.Мдп бажлрнлт, матланниг дмпурн Э.\.М  хотщженга кири 
тнлндн па машина мисоГжиииг натнжпси олинндн. 

Ü.2. Коши масалагиниш куйилнши ка уни ечиш усулларн 

\<H'ii iar« ннгоатнн счилган кумндаги бирннчи тлрглблн дн<|х(м*ре1щиал 
тенглам» (Vp iuniii белели:

/  = /<*.>)■ № )
(9-П тпнламлпинг умумнн <‘чнмн у  = <р(х,с) куршшшндагм функцннлар онла-
гидан иб(>|М1т булиб, у С шцшметрга бокллц. 1»у счпмнн бн|Ю1) .Y нунтага мое 
КиНматшш х.нгоблаш учуй у  = <р{х,с) счимлар оиласндан бнрорта хугуснА ечим- 
HII «Н!|Ш11(111 лнрур. \ycy« HÍ¡ СЧНМШ1 ЛЖ|Н1ТНШ нхтнсриА дг„ муктада

Ж Х - ..» Л  (Ö.2)
бошлпинч шлрпш Ги*р1Ш1 билли пмнлга ошнрнллди. (9 .1 ), ( 9.2 ) магялнга 
бошлашнч ишртлн мигала еки Коши мнгалпси дойнла.' п на у куйнднгмча 
тнлкнн цилинндн: (9-1) ,ЧН‘|н|н‘И‘|ПМ>»-'» тонгламаимнг умумий счимндлм (9.2) 
бошлашнч iiiHjrnm кнноатллитирунчн шона очимни to iiiiiii kc|mik. Дсмвк, 
(9 .1 ) ди(|м|и*|и'ицш1Л гешламлннш (П.2) бошлашнч шяртнн 
капоатллигнрадшаи хугугий <-чимнни гоишнгл Коши магаласн дсйиладн.

Лглр п та|п нблн Д1к|н|и‘|ич1цши1 теиглама борплмш булса, я-ьнп 
У,Я> = А * .У .У .... У"-'*). ' ( 03 )

by \ол,ча Коши магалагм: (9 .3 ) дш|к|*‘р<ч1цнлл тенг.тмянниг бсрилган 
бошланшч шаргллрнн у(ха)=у„, \‘{х„)=у0,.., ÿ "  "(г,,)=>■„' 1, кипоатлантнрувчн 
пчнмни юнншдан ибо|>ат булади. Шушнпдек, бирннчи тартибли дж|х|>р|нчщи 
ал пчилнмалар гисгомаш учун хам Коши млеалаоини itfinmi мумкнн. 
1\}'{|цдш'|| ди<|м|>ер»ч»Ц11нл тстламаляр системней бгрилган булгии:

гЛ

((М)

, л

i l l
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tiy (-штсмн >"чун бошланшч счим Kviiii Uinu»u мбират:
я С О - Л . .... У.(*о)=>..-■ <!,5 >

Ушбу дифференциал тенглями учун Коши масаласи куйндагнча 
К$йнладн.

Киринчи тартибли (9.4) дифференциал тежламалар гнетемаеимшн 
шундай ечиминн топнш керакки, у (9.5) бошлашич шаргларии

Уг=Уг(х\ ■■■• Л  =->’»(*) •
\ам каноатляитщмгим.

Агпр (9.1) дш|м|>ереши1пл тенгламашпи ёки (9 .4 ) дм<|к|н'реициал теш- 
ламалар онгтемаеинннг умумнй счимн маълум булен, Коши магалапиш счшн, 
унинг учумий ечнмда катнашадигаи нхтиёрий ушар.час иарич^грларцниш 
кийматшш аннклашдан ибо|жт. Умуман Коши маеалаеншшг учумий ечнчи 
клмдаИ'Кам *оллардагииа топилнб, уни копнима такрнбнй счнима ф ри  ‘«'-»и-
дй

9.3. Кетма-кет диффгцмчшиаллиш усули 

Бнринчн тартибли д|к|»фсрелцнал тешлама берилгаи булсип:
у - / М .

бу ерда хай х й X .
Бу дн<|м||еренциал тешламани х = нуцтада бош.шпшч у(х^)-уа инцтш  

каноатлантнрупчм ,у*.у{*) «чнмни топнш галаб килишаи булгин.
|\Уйилпш Коши маеаласи ечи.мншшг маижудлик па нгонилнк шарти б» 

жарнлган х,амда f ( * ,y )  функция зарур булган тартибдаги \оенлаларга :ма ;i.ef» 
г}трлп кнламнз. (прилган у ' = f(x ,y ) тенгламампнг ^ (г )  тацрибин ечичнии
куйндагн курннншда киднрмн:»

л М = 2 > - а У ” Ы .  <»■«)гчО
бу ерда У"(х0) берилгаи функцихннш' г  -таргибли х.огилаги. 1>у x«H ii.i».iapnn 
нуйндагича топамиз: г =0 б^лгаида У о1(х„) = у*  булнб, бшплангнч т щ п т  псо- 
гаи олднндан берилгаи. r = 1 булса у'{х0) х,огила У  = /(*,>) генгламндаи дг уз- 
гарунчп урнигя х„ кпймат к\Тшб тониладн, иъии >'(v0)= /(r, ,.уи).

г пинг г>1 цийматлари уч\н У ''(х ,) хоеплллир y '-  f{x ,y ) ичилнмннн 
кетча-кеч дп<|м|м‘|и.ицш1лллш усули бплан тоннлади:
>,и'(го)=(УСО] ^ [/(-*■<>Jo )] = fA x»-y«Vf, (w«).>'o = / ,(w « V / , (w Jv (w .> )

У " (0 = И * .)1  = [/ f o . * )+ / A w .V (w . ) ]  “

» / J ’iw o W / i- W o W  +/»  (* ..л !/ (* ..л )+
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(* * .л К / (» о .л )+ Л ( w 0)/*(* „ .л )+

+/,(*••>•)/, (хо .л Ь  =/* (w<,)+

+ 2Д. (г „,л )+ / 1(*в.л )/ я, (*„* )■ [/ , (W e W t W e Jz / iW e )]

w#
Охмрги тенглнмадя FK функцнянинг - купх,аднинг к5т>инишн мураккаб 

бу.наилиги учун унииг ёйилмяснни кслтирмаднк.
Бу усул п нинг етярлнча кятга б^лгвнда х„ пинг х га якии 

книмитлярида /  = / (х ,у ) тенгламанннг у(х) аник ечнмига якннлашувчн 
ечимни бсряди.

Зслатма. Amp \х- xj масофа каггалашиб борея, такрибий ечимнннг 
абсолют хатосн ошиб борали ва х нинг киймати(9.5) Тейлор каторннинг 
нкннлашиш донрасидан чпциб кетганда бу усулни к£плаб б^лмайди.

Мисол. Ь\уйидпги у ' = х + 2у\  _у{о)= I Коши ( масяласинииг катор 
к^рниишдагн такрибий ечнмининг биринчи 5 та *ади йигиндисини топит.

Кчиш Масалани счиш учун (9 .0 ) формуладан фойдаланамнз. Бу ерда 
/(r.y )= x f2v*p х0=0 б$лмб у0 = t

.v'(* )=£ г> и (°>=riV ot(o) W (< 0 +* У (о )+ * V (o )+ * У '(о )+ * у  (0)
»■о

Ишикдидп кятмашгаи \осилаларни берилган дифференциал тенгламадан 
<|м)|Цялаииб топамия, яъни,

/  = г  + 2у \  у* = I + 4уу\ у т ~4{у'У +4 )у*. 
у “'  = 12ÿ y "  + 4уу", y r = 12(у*)' +16у'ут + 4уу,у

Ву нфодалярни дг = 0 нуктадап« кийматларннн ^исоблаймиз. Мясаляпииг 
шартися ясосан г - 0  булгянда / 0|(о) = >■((>) = 1 тенгдир.

г«1 да, У(0)в2>', (0)*2-1=2, г = 2 да, /(о )= | + 4 1-2^9,
Ггг? да, у т(0)=$2, Г~4 да, >п(0) = 424, г-5да, /(0)»43Э2

Дсмак, кидирнлярпан ечим 1 + 2г+9*1+52т, +424**+4332*5 дам
нбораг.

9.4. Дникмас коиффлцисктлар усули

Ушбу усул мох,пятиии бяён цнлншда иккннчн тартиблн диффо^нинял 
|сц|'ля\ц| um ||юйчнланямиа. Дифференциал тгнгллма учун Коти мяснллси 
к(ймлгян бу'ленн.

у ' \ /’( * ) / ( Я-" )
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ва куйндаги бошлангнч шартлар берилган б?.кнп:
А*)\,о=Уо> / 0 0 и = л '. <»-»>

Ф а раз цилайлнк, (9 .7 ) дифференциал тенгламаниш Р{х),(Х. г) ва 
коэффициентлариии х нинг даражасн буйичя каторга ёйиш мумкин булпш. 
яъни

Н.х)= 'Ё 'Ргх'< 0 (*)= £ {?.* '; . ( " )^  гшО Г* О
Берилган (9 .7 ) дифференциал тенгламаниш ечнмини куйидаги кагор 

куринишила излаймиз:

Ж *)= 1 ,С ях\  (9.10)

бу ерда С, аннцланиши л озим б?лган коэффнциентлардир. Иа-'анаётпш 
(9.10) ечимнннг иккала томоннин х буйича иккн марта дифференциал 
лаймиэ:

у (х )= £ ,с х '.  , / М = | / ( г - 1 У !с , .
/.I ’ 2

ЭНДИ / (4  / (4  Р{*\ 0 (х) »а ?К*)ларнинг кийматларнни (9 .7 ) гя «\ячн.1:

‘ + ¿ ^ * ' ¿ 0 '  =Т<Р,Х' ■г>2 г«о м! '*0 г«С мО
Энди 9.11 теигламадаги цаторларни }Ьаро к^найтириб, унг ва чаи 

томиндаги х ларнинг бир хил даражаларн олдидаги коэ<|)фициентларни £ш|м> 
тенглаштириб куйидаги системани \огил киламиз:

г с ^ с л + С о О ^ ^ ,
3-2 ■ С, + 2С2Р0 + С,/*, + С ,&  - С &  = ъ ,
4 3 С, + )С,Р0+2С,Р, + С,Р3 +С.Й + СО0, = (9 12)

(г + 2Хг + 1)С„;+ Ф (С „„С ,... С„Св)= а

Бу ерда Ф(СМ|,С,......С,,( о) чизинли функция.
(9.12) системани ечиб номаълум С,(/ = 2,«) коэффицнеш-лнрни тонами:«, 

улардаги С„ ва С, коэффициентлар (9.8 ) бошлангнч шнртндан аннклаиадн
Агар бошлангнч шарт х=х„ нуктада берилса, у чаща иаралаёиин 

маоыа х-х„~1 алмаиггириш ёрдямида юко^ждн кя|тлаё1тни х,о.и» 
келтирнлади.

Агар (9 .9 ) каторнниг \ар бири |г|<К сохвдн нцинлашунчи б^лга, у 
*олда (9.10) катор \ам якинлашувчи б$либ, у (9 .7 ) икиимчи пцггиб.ж 
диф<|х'ренциал тенгламаниш ечнмндан иборат б^лади.

Мисил. Берилган
/••Г),' + _угМПГ, (9.13)
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тенглямяннпг куПидяги бошлангич ШЯрТЛарННН 
КЯНПЯТЛМНТИруПЧИ очпми тоинлгни

>’('’)= 0 вп / (°)=  1 •
Кчнт: 1>у «рдп Г(х)=-х, *. p(x)=sinx. Мяълумки, sinx нмнг цятор

ёиплмяш куНндагндпн ибо|жт:

sinx = x~ b  + b + +{~ 'r (k ^ > r (0 .Г4)

1'лимнн куйидпгн lynop к^рнниншла иэляймиз:
у{х) = с0 + с,х+с5х’ +.. +сгх’ +... . (0.15)

Ьунннг Гшринчн вя игкннчн тпргиблп \оснлнларн куйидаги к^рннлшда 
П\71яди:

У= с, + 2с,х + Зс,х3 +...+гс,хг'} +... , 
у"~  2сг +6c,x+i2i\x2 +. +г(г-1)с,х''г +... (9.16)

Энди (0 .1В), (9.15 ) на (9 .М ) каторлярнн (9.13^ га. к$ямия:
2с, +6с,х+12с4х2+... + r (r- i)c rx' ’ + . .-с,х- 2с2х* -Зс,**-...-гс,х '-...+

+с-+с,” ‘- ''!+ +с' ,,+  " 4 I> + i B I,+  +(- ')' й Г ^ );' ’ ,+
1>у тошлямяни цуПидяшчя ёзиб олнмиз:

1-2с, + с(( + 2с,х + (4-Зе, -с; )гг + (4 - 5с, - 2с3)х3 + (5 6с6 -3c4)xJ + (6'7с,-4св)ж‘ +

+ (8 9с, -6c,)rí +-...+l(r + IKr + 2)c<.,l - (r- l)c ,)lr '+ ...**- ljr, + -Í-jf, +
о  120

.+ н г : г>-ч
(2r-!)t

Тегнламянниг иккпля томоиндаги х лярнимг мос даражлгн олдидаги 
ки;м|н|||и111еитля|н|и тонгляпггнрячиз.

2сг + с ,  =  0  1 

2-Зс,=1
3 4c4=cj

4-5с,-2с,*--} } 3!
5 • 6с4 - Зс< = 0
6 7с,-4с, =1/5!

(П.17)

Энди (9.15) да нп (9 .H i) шин бириичи тешлямасндв х = 0 дога к, 
vi0) = c,, на у(0)= с, ни \ооил килями;». Ьуларми ни Гюнмяншч шярглярни 
\тч>Г>ги олгяк, с0=О кл с, s | пкнилнппш тонами:».

.')ндн (9.17) оипгмядяи кетма-кет с, кодаМниим/нтлпрни тонями:».

с. =0; г,= . с4 -0: с,=- - + - = 2 ' . с« = 0; с7 = - +4 ( 2 - ' ),’ ’ 23 4 ’ 314-5 2 J  3' 5! 7 7! 'i ' 5''
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с.=0; + - » >

Демяк, ИЗЛЯМ1КТ1ЯН ечпм цуйидягилан нборпт экаи:

* * > ' ” 5 ' 4 Н М Н Н ) ]
<-0’ Ч (2г..2/ ± 1 П |+.
(2г + 1)! Л ^ - О !

- ^ 1 + .)■..) (2г-УУ)

9.5. Кстма-кет яцинлишиш усули

Внрмкчи тартибли дифференциал тснгляма учуй Ноши мясалнси 
к?йнлган бйисин.

У-/(г.> ), (» .!« )
> Ы - Л -  (Я .Ю )

Коши масалясинииг ечиминн томит учуй ксгмя-кгт яцмилпшмш усулмни 
цулляАмиз. Ну усу..гп асосян (9.18) д.иНк-рснцнял тснгламанннг ечими 
КуПндаги ргккурент формула прцяли ип.шнади:

У, (*) = Уо+ ] А х'Уг-1(*)•*- <г = 1-2’-■ * (9.20)

Агпр (9.18) дя /(<.у) бирорта л{х-хи1*а, [у-Л,|£*} Рпик т$|ггбурчякдн
б^нича Липшиц ша|1тшм1 цаноятламтирса,

\/(х .у,)-/и ,у^йЫ ,у} - у }\А^=гопи) (9.21)
у х«лда у  бошляшнч функциями гянлаб о.мшма 6огл»щ булмагяи \олда >-г(х) 
гчнмляр ктш -ю гглип. [хц,г0 */,] орали*!» (9.18) ва (9.19) масаланинг 
счиммгя .............. ни вя »‘чимиииг Хатки  куНмдагши тенг б^ляди:

е. =' ■-,<*) - У, <х)| < М Ы’ ( 9-22 ̂

бу <*рда М = тк |/0 г ,Д  Л = «ш т(а ,~ ).
|М.Ш1Ш|П1Ч у0{х) щнЛжп учуй аник ечимга якии б$лган ихтиерий

функция олишци Г„(г ) бо тлаитч  ечимнинг тянлпниши яцннлашиш
жярнгчнтн (чч;нн.шигп1|ин11 на теаллиггаршн мумкнн.

Цигол. 1\уНидап1 У  - х' - у 3, >»(0) = 0 Коши масалясинииг 5 та очимлари
ктю-кетлиги тоиилсин.

Ьлиш. верил ган днДОх'рснниял тенглпманм к\Гшда1 и нитеграл тенглама
бнлли ялмяштнрпмиэ:

*  (*) = } (* ’ у 1 №

н е
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Ьош.шнгнч якинлншнш сн^мтнда >(0) = 0 ни оламиэ. 
Внринчн якинлашнш куйндягнча топнляди:

г = 1 да, у ,(х) = |(г 5 -л1 V*- = !<*> - 0)<ь = = - г 
о о 3

г = 2 да, >2(г) = |(*--у11)Л  = | ( ;г3-^> Л  = ̂ ^ - ,  
о о 3 3 3*4

” 4 ~  й - ^ т - й
Демак, нзлаияётган ечнмминг г -якинляшнши куйндпгичя булади:

^ (Х )- — —  г* х '
"  3 3 4 3 4 5 3 4 -Т-41:‘Г.1г+ТКг + 2)

9.6. Эйлер усули. Эйлер-Коши усули

Дифференциал теигламяларнп етшшши энг цулай усулларпдан бнрн 
Эйлер усули чисоблянади. Эйлер усулининг мо\няти «уйидагидан иборят. Г»у 
усулда нзлянлёпан ечимшшг чизнклн экстраполлцняси биринчи даражали 
кум\ад билам ялмаштирнлади. Виринчн тартнбли дифференциал тенглачя 

/ = / (х ,у )  (9-23)
па унннг бошлянгич шпрти

у(х0) = у0 (9-24)
бсрилгам булснн.

Ву грдя х йняруичи [я,*] ораликдя улярснп. [а;ь] ксгминн х, нуктялар
ёршмндя тенг рунликдаги кссмялирга булиб чикямиэ. Кесмаллрнинг 
уаунликляри Дг булгии, яъни

Дг= Л = Х,-Х0 = *!-*■= =
Дечак, А

п п
Лгпр (9 23) кнф^ренцнал тенгламянннг ечимипи у  = <р{х) курнншшя эга 

деб \и«.ч>блягяк, бу ечпмнинг ...г, иукгаларга мос кийматлари куйидягнча 
булади:

Уо=<Р(х„\ У,=<р{хХ . У*=<Р{*„)
1\уймдпги белпшашлар киритпмия:

4 *  -Уе ■ у,. Ь у , * у г - у и &уг =у3- у „  . 4У\,=>\-уп }- 
<9.23) да он чекли пйирмплар иисбяти билли алмяштирлмнз:

Ар̂ = ((х  ») еки Ду = /(х.у)Дх (9.25)

ПТ
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Энди (9.25) ни ,х„ нуцталардаги цийматларн б£йича кетма кет
ёлиб чикачп»:

х = х0 б$/лганда, Ау0 = у<»0,>0)Дг ёки у, -у,=  Л х 0,у0)И 
Бу ерда у6,х0 ва И лар маълум бонами учуи у, нинг цийматини 

цуйидаги формула орцали х,исоблаб топит мумкнн:
У,=Уо+Л*о.Уо)Н

х = х,да Ду, = / ( х „ я ) Д г  ёки уг -у, = / ( х „ у , ) А ,  бундаи у , = у, +/(х„у,)/| б^лади. 
Шунингдек,

х = х, да у, = уг + /(»,.У:)Л
(9 .20)

х = х„,, да ув ^уа.,+ Д х в.„у..,)к  
Демак, г ,,» ,,. . ,х. нукталарда (9.23) дифференциал теигламаларншп 

тацрибий сними тонилади. Буи и цуйидагича геометрик изо*лаш мумкин.
Декарт координаталар текнглнгида (г0,у0Х г1 ̂ 1)  (г..>'л) иукталарии 

ф ри  чизик кссмалари орцали тугаштирнб чикамиз. Натмжада ф р и  чизикли 
кеемалардан иборат б^лгаи синиц чизиц доил б?лади. Бу  синиц чизик Эйлер 
синик чилиги деб аталади.

Бу синиц чизик (9.23) ди<|>ференциал тсшлама ннтег|>ил :»гри чи 
зшииинг такрибий к^риниши хигобланадн.

Агар /(х ,у ) цуйидаги шаргларнн цаноатлантирса:
а) ихтиёрнй (<«, />] кесмада узлуксиз б$лса;
б) фуш.-щнипии г буймча хоен.мги юцоридп»! чегараланмш,

кйг! |<?х
в) у нннг фумкцннги б?Йнчн Липшиц итргинн кн1н>пг.1нн1И|и'п,

1/(х.у: ) -/(г.у,1|5а!>-, -у,), 
у \<>лда тацрибий ечич билап аниц ечнм орлсидаш хлтолик цуйидящ '|тр м ).1л 
орцали ба\олпна;нг
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Бу срдп, N  ъа L  допмнй сонлар.
Мисол. у ' - 2х+у  дт|м|>с|1с|]цш1л тсжлама ^(0) = 0 бошланшч шартн би- 

лан бсрилгаи б^лсип. Ушбу дн((>фсрс1щпил тенгламани [о, l] кссмада такрнбнй 
ечмми А » 0,1 кадим бшшн тоштснн.

Ечиш. Шартгл acocan а = х0 = 0 ии ¿ = *, = 1 / (х,у) = 2х+ у . Нукталар со
ни и ии гоипмиз:

Ь - а  1-0 
"  ~ h 0,1 "  10 ’

Энди (9 .20 ) <|юрмулиш acocan х „х ,,х ,......х|0 иуктплар учуп
Уо>УхУг> -уУю кийматлирнни ^нсоблайммз:

У\ ~ У о + /(*«.. >о У» ■ У, + (2х0 + ув )А = 0 + (2 • 0 + 0) • 0,1 = 0;
Уз =Ух + f(x ,.y i)h = y i +(2х, +>-,)А = 0 + (2 0 + 0) 0,1 = 0.02;
У }= У 2+ / (* г,Уг)Н = уг + (2х, +>,)А * 0,02 + (2 0,2 + 0,02) = 0,062,
>«=0.1282; >-,=0.22102; >,=0.34312; *=0,4974; • 
у% =0,68714; у, =0.91585; у ]0 =1.18744 

Бсрилгаи дш|к}>ерснцнал теигламашшг шшц счпмн у(х) = 2е‘ -2х~2  га
тенг булнб. vu iiiir [0; 1] оралнцин xe ,x , ,x , , ....,х10 нуцталардаги кнймятлари
куЛидлгилардпи иборлт:

х0 =0; х, - 0,1, хг = 0,2; х, = 0,3; х4 = 0,4; х, = 0,5, 
х4 = 0,6; х, = 0,7; х, = 0,8; х9 = 0,9, х1Л = 10.

Уо =0; У, - 0,01034; у, =0,0428; у, =0,09972; у4 =0.18264; у, =0,29744, 
у , =0,44424; у , =0,6275; у, =0,85108; у, =1,1192; у10 =1,43656.

Бундам куриладикп, тацрпбий спим аипц ечимдаи фарк килади.
Эйлер усулнда ечимшшг аликлипиш ошнришдагн эпг нхши iiÿ-i инте- 

граллаш кодамшж жуда кичрайгириб олншдир.
Умумаи (9 .27 ) (|к»рмуллдан курнилдиии, *ар бнр цадамда Эйлер усули- 

шшг хатоси янча катга. Бу хатонн камайтирнш учуп такомнллаштнрилгял Эй
лер усулн ц^ллапмладм. Такомнллаштирилган Эйлер усулкда \исоблаш \ар
бнр к цадамдл iik i:ii цисмдаи иборат \олдп олиб борилади. лънн X  , = Х к

м у )
нуцтага мис у ^ , шшг киЛмати > , =ук +--- * ■ (¡юрмула 6iliihii хнсоблнпа-

дн. Cÿurpa >1И цуйндлги (|юрмула бнлак тониладн:
* * . .» * + * / (*  ,)• (0.28)

**ï **ï
Яна такомнллаштирилган Эйлер усулларндан бирн Эйлер-Кошн 

усулиднр. Бу  усулга асоспн (9.26) формула ёрдамида *лр бнр к + 1  цадамдн 
у,“1, циймат хнсобламиди:
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№  = П + № ..*> •
ф и р а  бу киймат куЛидаги формула билан кайтя яннкланадн:

Ук„  = У, + ^ |/ (',.Л ) + / (г».1.>Г.’ 1 (9-29)
Бу усулиииг хатолик тяртиби h} га теш . Юкоридаш мнголин '»ftirp  

Коши усули билан ечамиз:
*0 = о; у Г  = >„ ♦ h/(xu .>, ) « 0 + 0 ,1(2 ■ 0 + 0) = О,

г, = 0,1. >,=>„ + +У„ + 2г, + >Г’) = 0 + 0,05(2 0,1 + 0,01 + 0) = 0,01,

», = 0,2 : у? ' = >, 4 М2<, + у,) = 0,01 + ^  + 0 01) = 0,031.

y¡ = >, f0,05(2x 4 у, +2х1 + >1п,) = 0,042;
*,=0.3; У 01 =0,0862, >, = 0.0984. х4 =0,4. ^  = 0,1628, >,=0,1817;
X, =0,5; >;0)= 0,2798; >t =0.29<>7; х4 = 0,6; >1"'= 0.4242; - 0,4406,
*,=0,7, >‘°> = 0,6046, >, =0,6228| X, =0.8, у ™ *  0,8250; >,=0,8451;
*, = 0Д >í0) = 1.0896. >, = 1,1 И 8. х10=1, >£’ =1.4029, >(0 = 1,4175. 

bv ечнмни аник ечим билли солииггирсак, улар орагидаги «1>арк кам 
экянлмгига шионч *осмл цнламнз.

9.7. Рунгс-Кутте усули

Ушбу
>' = /(Х,>) (0 .30)

дн<|")>еренцнал тенглама куимдаги
(9.31)

бошлангич шлрг билан берилган (íViciin |>у масалами Рунге-Кугп* усули би 
ляп ечамиз.

Рунге-Кут гул идя \исобдаш форчулалнрида >(х) функциями Тейлор 
каторига ёииш ва бу катор кмгмимн хот ила катнашмайдигян кмлиб >“тярти 
puni ётяди. Агар хисоблаш с}юрмулялари Тейлор кяторнминг т  тлртибли \оси 
лнснии уягартнршн Пули билам \осил иилинган 6ÿ.ica, бу т  таргибли ycy.i 
деиилади. Рунге-ЬЧпт усулндя ихтиермй i -кадамдагн такрибий хисобляш
КуЛМ.1яги.̂ м>рм>ля оркалм бижярнладм:

>,., -у, +Д, (9.32)
|jy <.|,ди д ми танланншигн кариб Руиге liy n v  усулини |урлн гартибдлт

чмюблаш йул.триин хосм.1 килшн чучкни.
Масалан. учинчи та|ггнблн \ип>блпш ||юрм\лалари учуй -i ¡и»

кушмагича THH.1JIIH мучкнн:
д (= ' ( с  (!* 3;t)
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бу ерди,
к Г * У ( х „ у , )

С = Л /< *,+*.>',+*г(', “ *,‘'')
Туртинни тартибли хисоблям формулалари учун А, куйидагн к^рннишни

оладн:

-ll = ¿ j* 1<'’ + 2(*I" ’ +*í(') )+ d  (9-35) 
бу ерда, лаР куйидагича хисобланади:

*,v>* b n * „ y t)
h к

и LU) (9.3b)

*4<0 = */(*, +*.у,+*,м
Рунге-Кутге усулншшг бандан юцори тартибдаш *исоблаш формулала- 

рида Д, книг KÿpiiHHiiiH анча мураккяб б у.иан-жги учун, уларни бу ерда кел- 
тирамиз. Рунге-Кугге усулидаги \нсоблаш ишлнри куйидагн жадвал ёрдамнда 
олиб борилади.

i X * * = */ (* .»
0 *0 k ¡ ° > *,(0‘

х0 +А/2 y,+k™/2 k ¡ ° > 2*‘в>
x0+h/2 *‘0J 2*‘0>
*„ +А *‘01

1 JC| Л

Жадвалнм т$лдириш куйидагн тартнбда бажарнлади:
1) Пиринчи гатрга х0, у0 ларнинг кийматлярини ёэаммз.
2) f(x0,yt ) ни *исоблаб, А га к^иайтирпб, k,w  снфатнда жадвалгя еля

ми;).
3 ) Иккннчи каторга хв + Л/2, >0 +*/0)/2 ларнинг кнйматлярнни ёзамих 
■И / К  + А/2, у0 +* Г / 2 ) ни хисиблаб, А ся к^пнйтирнб, жядналга *2(,|>

си<)жтида ёзамнз.
5) Учинчи каторга хи + А/2, у0*к,т 12 ларнинг кнйматларини ёллмиз.
6) / {x*4A/2, >q +*,<0,/2) ифндани х,иеобляб, Л га к$?найтириб, жадвялгя
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к,(0) оифатила сзиб ц^ямиз.
7) ТУртинчи каторга г0+А, у0 + к}(0) лпрминг кийматларини ёзамиз.
8) /(Го + К  >о + *з(0)) функциями хигобляб, И гя к?пайтириб, к,,0) сифа 

ТИЛЯ ЖЛДВАЛГЯ озямиз.
9) Дутургян устунга 2к^\ 2к\а\ *‘0) кпйматларни сзиб кУямиз.
10) &,у у спиде тургян гонларии кУинтб 6 га булямиз ва жадвалгя Ар,, 

сифатида езамиз.
И ) у ) * у 0 + &у0 ни *нробляймиз.
Кейинги кадамла (х, ,у,) нуктани бпшлннгич нукта деб хямма хигоблаш 

ишлярн цайта бажариладн ва ^окязо. Юцорида кслтирилган Рунге-Кутте усу 
лннннг тартибн А* га тенгдир. \нсобляшни текшнриб туриш учуй

формуладан фойдаланилади.
Агар 0  2 Ю'5 шарт бяжарилгя, Н кадам тугри тянлаб олннгап деб хисоб 

лаиади, акс х,олда И ни камайтирнб, сунгра яма © нм текшнриб к£рнш лозин.
Умумий холда Рунге-Кутте угулининг хатосмни бах>олаш анча кийин, 

шунинг учун купинча ягосий хяд хатолигинн ба^олаш билаи чсгараланилади.
Руига-Кугге усулида ягосий \яд хатолигинн куй идя гн формула оркали 

топ^ади:

бу ерда, .>'(*) функция х иукгадаги амин ечнм; у2„ ■ х нуктадаги Н кадам би 
лак топилгнн такрнбий ечнм; у к - х цукгадаги 2А кадам билан хисобланган 
тяцрибий ечнм.

Мисол. 1\уйндаги /-0,25уг дифференциал тенгляма ва бошлангич 
шарт ,у(0)*-1 бсрилгам б^лгни. Тенгламанн [о, ]] ораликдп И = 0,2 кадам би
лан ечнмнни тонннг.

Ечиш. Юкорпдагн (9.23), (9 .33) вя (9.36) формулялпрдян фойдаляниб 
такрибий ечнм.шрни топями;).

»=0 бУлганда, у. =у0 + ~(к,т  + 2(кгт  + к.т ) + к.т ) б$лади. [)цди *,<в> (/ = 1,4)О
шрни ЧИРоблнйчнз:

*,(П) = Н/(х0,у0) = *(0,25у0: + х01) = 0,2 • (0,25 (- !)’ + 0’ ) = 0,050 .
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Худди шундай пцида давом ¡/пириб, натнжаларни куймдагн жаднч;п 
t‘.Mi6 борамиз:

1 X У Ду

0 0.0 -1,0 0,050 0,050
0.1 -0.975 0,04953 0.09906
0.1 -0,9752 0,04955 0,09910
0,2 -0,95045 0,05317 0,05317

0.05022
I 0.2 -0,94978 0,0531 0,0531

о.з -0.92323 0,06062 0.121235
0.3 -0,89292 0,057865 0,115731
0,4 -0.835055 0.U9865 0,114865

0,067489
2 0.4 •0,88229 0.0709 0,0709

0,5 -0.8468 0.0858 0.1716
0.5 •0.8398 0,0852 0,1704
0.6 -0.7970 0,1037 0.1031

3 0.6 -0,7961 0.1Ó36 0,1036
0.7 -0.7443 0,1256 0,2512
0.7 -0.7333 0,1248 0,2496
0.Í -0,6713 0,1505 0,1505

0,1258
4 0.8 -0,6703 0,1504 0,1504

0.9 -0.5951 0,1797 0,3594
0.9 -0.5805 ‘0.1788 0,3576
1.0 -0.4915 LU 120 0.2120

0,1“99
5 -0,4904
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10 1. Масаланинг к?йилиши

Биз бу булимда, асосан иккинчи тартибли узгарупчан коэффициентли 
одднй дифференциал тенглачялар учун чргя}« мягалягипинг к^йилпнпши 
уии такрибий <*чи1!1 усуллари билан тянишямия. Бу урулляр электрон хнсоблаш 
машнналярн иайдо булмагдан ил гари *ям маълум эди, ачмо кятгя вя кнчик 
электрон хисобляш мяшиняляринннг вужудгя келиши в« тякомилляшиигн бу 
усуллярдян к^прок фойдялянишга, угуллариинг к^лланиш доираси кенгяйиши- 
га олиб келди.

Бу усуллярдан энг kJtii таркалгянлари прогонка угулн. т£р \тули вя 
бошкалардир. Цуйнда биз шу усуллар билан кенгрок холда тянишиб чн камня. 
Иккинчи тартибли одднй дифференциал тенглямаляр учун чегяря масяляси- 
нинг мохияти куйидагидан нборат. Бнзгя иккинчи тартибли ошкормяг холдаги 
оддий дифференциал теиглама берилгян булсин:

F(_s,y.y\y’)- 0 .  (10.1)
Бу тенгляма учун шундай у  = / (х) функцнянн тоиит кераики, бу функция х 
нинг ?згарнши оркали (о,А] нинг ичкн нуктяларидя (10.1) тонглямяни 
каноатлянтириб, кесмянииг четки ну«тяларидя эта куйидяги чегяравий пгарт- 
ллрни каноатлянтнрсин:

4',[><а),>’(о)] = 0, Т,Ь-(*),У(/»)] = 0. (10.2)
Агар (10.1) тенглама па (10.2) Ч(’гя|)авий шярт чилнкли б^лга, бундяй 

ч<чяряпий мяеяля чизнклн деб яталядн. У х1олдп (10.1) вя (10.2 ) тенглямнляр- 
нннг куриниши куйндягнчя ошкор курннишдя б^лади:

У ' + Р(*)У' + Ч(*)У = /(*). х е (о. А) (10.3)
а (,у{а) + а,у'{а) = у11, 0иу(Ь) + 0 ,уЩ  = г1 (Ю .4 )

бу ерда, р(х), 1дд), / (г) функция.шр (<з,А) ораликда узлуксиз, олдиндан 
яннкланган функцнялярднр.

а0,/?0,о,,Д ,у0,у | ляр берилгян дончий сонллр булиб, ¡ач] + |<7,]*0. 
|Д'+|Д!*0 шяртларин каноатлантирлдн. Агяр /(х ) = 0 вя у0=0, г, = 0 б^лса. 
(I0 ,3 j вя (10.4) чегарявий мясялагл, бнр жинсли чсгаравин масала дейилади. 
икс \олдЙ 'бнр жинссиз чегарнши часала деб атплади. Чегарашш магалаларни 
такрибий счншнниг икки гурухдан иборат усуллари мавжуддир.

1. Аналитик усуллар.
2. Айирчали усуллар.
Кейингн булимлардя шу гурухларнинг накпли б^лгян, ;»нг kJ ii 

кулланиладиглн айрим усуллар билан ташшшб чицамиа.
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10.2. Дифференциал прогонка усули

Мккнмчи тартнбли одднй дифференциал тенглама берилган б^лсин: 
у '  + /**)}•' *  Я(*)У = /(*). (10.5)
ссву (а ) + л ,/(а ) = уа, р0у(Ь) + рху\Ь) = у, (10.6)

Верилгян тенглнмаии ечишнинг дифференциал прогонка усулини баён 
нилишдан олдим (10.5) ва (10.6) тенгламани ечиш масаласи, 2 та Коши ма- 
салагинн ечншга келиш угулинн чикярамиз. Фарал киляЙлнк, (10.6) чегара- 
яиЛ ша|гглари параметрлар а „+ а^ >  0 ва Д1 +Д5 >0 шартларни 
камоатлантнреин. У \олда (10.5) тенгламянинг ечимини куйндаги кфрииишда 
излаймт:

у(х ) = СЧЦх) + У(х), (Ю .7 )
бу ерда, С ■ номяълум донмнй коэффициент, V  = 1!(х) функция (10.5) тенг- 
ламагя мос б^лган

[/ ' + Я(д:К/Ч9(тХ/ = 0 (10.8)
бир жннсли тенгламанн счимидан иборат б£либ, У = У(х) функция эса (10.5) 
тенгламага мос булга» бнр жинслнмас

У "1 р (х У ' + ч[х)У = А  х) (10.9)
тенгламанинг ечимидир. \осил б?лгян (10.8) ва (10.9) тенглямяляр учуй 
бошлангнч шартллр (10.7) ечимнп х = а  нунтяда (10.6) шартни 
кяноятлянтиришдан келтириб чикярнляди, яъни 

Щ а ) = ка ,, и '(а ) = -ка0, (10.10) 
буерда, *# 0  ихтиёрий донмий сон. 

Агар (10.6 ) шартда а0 *0  б^лея, у холда

Г (0) = 21, Г (а ) = 0, (10.11)
«о

деб олиит мумкин, р, * 0 б$лся,

И(о) = 0 ,  ( 1 0 .1 2 )
о,

Шуидяй цилиб, (10.5) ва (10.6) чегаравий масала (10.8),(10.10) ва (10.9), 
(10.11) ёки (10.12) Коши магяляляриии ечишга кр.ггирнлади. Коти  масяля- 
лари эта к£ллянмянннг олдинги бфлимлярида бяён цилингям угулляр билян 
ечилади. 

Юкоридяги (10.7) ечимда С гони ечимни (10.6) шяртиннг х = Ь 
иуктпдяги к^инишидан тониляди, яъни

с = г ^ т ь ) - § т . (1013)
0о1 т + р , и щ  { '

Вундян к^пинядики, С параметр мявжуд б$лиши учуй 0 шп}п 
бяжярклинш ПЯрур ’1ИЯН. Ву Х.ОЛДП чгчяряпий МЛГРЛЯ ЯИШЯ ГЧ11М1Я :»ГЯ 6С.1ЯД1*.
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Лгарда 0oU(b)+filU'(b) = 0 6$дса, чегаравий мяеаля ёки ечимга ага >мнг гки 
чексиз к^п ечимларга эта бФлади. Бу усул назарнй жнхягдяп годдалигн учуй 
жуда куляй бу.шб, купгнна холларда аннклиш яхши Оулган нятижаларга олиб 
келади, а.чмо айрим \олларда кятга хятоликлярга хам олнб кглиши мумкни 
Чунки, (10.8) тсигламакинг ечими С/(х), х иинг Vriiiiiii бнлан а(иолм/г 
кнймати б^йнча JVa бошлайди, айннцга бу угнш И{х) фуикцняниш (а,6] ojw 
лнкда цийматн кал-а б<?лган холдн, жуда хам тез бч'ллди. Шунннг учун сопли 
усуллар ёрдамида тел Усувчи ечнмни кмднргандл [а;6] кесмаипнг охирш х - Ь  
нуктаенда каттп хатолнккн олмб келади. By :н*а (10.13) <}юрмулядян С  V:nap 
маг соини к>7юллнк бнлан топишгп олиб келади. Льни, чегярявий мапыинн 
ечншдя кагга хатоликка олиб келади. Нундаи киПинчнликдяи кутил шн й$лля 
ридян бнрн сш|штида дифференииял н|м>гонкл уеули пшеня кнлннгяп. 1>у 
усулнинг гояси ясосида чегярявий пккпмчп тартмбли лн<|м]и'|мчщиял тенгляма- 
ни ечиш мясялаги, учтя биринчи гяртиблп оддий дш|>фсрснциял тетлпмаляр!«
- Коши мясалялярнни ечишгя келгнрнладн. Фарал кнляГмик, (10.3) тепгла- 
манинг >(х) ечими па унннг бнрннчн дш|м|>е|>ст1нялн кунндягнчя чти кл и  
богланган б^лсин:

/ (* ) = А(х)у(х) + В( г), (10.14)
бу орда, /((г) ita В(х) функцняляр ксимнчялмк аниклянадиган номпьлуч 
фуикцияллрдир. {10 .141 тешлямяни яиа бир марта днф|к“|мчщня.1лличнл, 
яъни, / {x ) = (^'(x)+/il (x)),y(x)+,4(r)eijr) + /?'(r). /(*•) вн у\х) лярни (10.3) 111 

К^йсяк, куйидягн дифференциал тенгламалпрнн \огил кнлямил:
[Л'(г) + Л1(г)1>,(*) + ^(x)fi(Jr)+Д (г) + Я(х)[-4(л:)>{*) + Я(зг)] + (7(г)>(г) = /(х). Ркп 

(¿'(x) + ЛЧх) + p(xM(r) + 9(x)lv{x)+ В\х) + М (х)0(х) + р(х)Я(х) = Д х ) , 
бу ердя >'(*) ечим иолдаи <|тркли бу.иян.пп и учун цуйндагинн «мин мумкни: 

А'(х) = ~Лг(х )- р[х)А{х)-q{x) , (10.15)
В '(т)= f(x)-A{x)B(x)-p{x)B{x). (10.16)

Ну тенглпмалар учуй бошлакшч И1н|гтмн х = а  нук^адя (10.в ) ифелялярпиш 
биринчи тенглямаоидли <}х)йдялпниб тоилмнл:

а«у{а) + а\л (а )у {а ) + й(я)] = уп, ёки [а., + а, А{а)\у{а) + а, В(а) = уп.
Ну ердяи куйндж нларни ёзнб ола.мнл:

а0+а,Л(а) = 0, а,В{а) = уй, (10.17)
демяк,

А(а) = -а,,/а„ Й(а) = уц/а-,. (10.18)
Шундяй килиб, (10.5), (ИМ») мягала (10.15)-(10 10) бнрннчн тргибли 
дн»|н|м*реицинл тенгламалпрнн ал (10.17) - (10.18) бошллигич шлргллрмн 
кпиоатлянтирувчн /4(.т), Н(т) «рмжннялнрии топннпв келтнрилдн. А (г ) . Н(х) 
<}'ункцнялнрни (<» />] ораликяя тонгандан г^иг x = h б^лгяндя (10.14) дан 

y'(b)=A(b)yib)*B(b) (10 10)

■ ’»С»
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и фолами ДОИЛ киламиз. Il ly  бнлан ( 10.tí) чегаравиЙ ишргдан фойдаланнб 
(10.17) óoulihiifhh iua|rr ёрдамнда (10.15) ва (10.16) тенгламалрни ечпб, 
[а,А] кесманинг чаи кнсмидан ÿiir цисмша *айдаб ÿrn6 Tÿrpn *айдашнп 
(прогонканн) ама.иа оишрднк. Энди (10.19) ифюда ва х = Ь нукгада (10.6) 
чсгаравий шартдан фойдаланнб, у(х) фуикциянннг [а,Ь] кесмани ÿur томони 
даги, нгни ж - Ь нукгадаги кнйматини топамиз

<,o■2o,
Демак, (10.14) дифференциал тенглама учуй (10.20) ифода бЛшлашич шарт 
б$.(адн ва яна Коши масаласи доил б^ладн. (10.14 ) гснгламани унгдан чаша 
караб ннтегр&иаб, (10.5-10.6) чсгаравий масаланннг ечнммни топамнз. Бу 
жараёнга тескари \аЛдаш дсЛиладн.

(10.14)-(10.20), (10.15), (10.17), (10.IÖ ), (10.18) Коши масалаларнга 
ÿxrnaui масалалар учуй, ечиш жараёнида тез £сувчи ечим учрамаслиш ва бу 
масалаларнн ечншда сонлн усулларшшг ц^лллнмлиши катга хатолар 
йигилишига олиб келмаслиги, мъни хайдаш (прогонка) усулм тургун эканлигн 
назарий томондан исбот килннган.

10.3. (1екли айирмалар (Tÿp) усули

Ьнз бу цнсмда юкоркда берилган (IÜ .3 ), (10.4) чега|швнй масаланн 
чекли айирмалар (тур ) усулн бнлан ечншин цараймиз Нккинчи тартиблн 
дифференциал тенглама

У ' + Р (* )у ' + Я(*)У = / (* ) (10.21)
на чсгаравий шартлар бернлглн:

а 0у (а )+ а ,у '(а ) = Гд, А у (* )+ А / № )- * .  (10.22)
Бу масалани такрибнй усул • чекли аиирмя.тр усули билан ечшн учун берил- 
ган [а\Ъ\ ораликни узунлнги бнр хил А кадбм билан п та б^лакка булиб 
чкцамиз:

X, =10+»А, (/ = 1,и; х0- а , *, =А, дг, =2А,.... х, =rh,...,xm =яА-А), И = (Ь-а )!п  
У цолда г, нукталарга мос б^лган р(х,), q(x,), y (Xl), / (г ,) функцияларни 
куйидагича белгнлаймиз:

У, = /(*. ), р, - р{х, ), qt = ф ,  ), /, = /(г, ).
Юкоридагн (10.21) т»“ш ламнди цатнашадиган до-ила /  ва у ‘ ларни 

уларга мос келадиган чекли айирмалар билан алмаштнрамнз:
у '~ У .« ~ 2У .+У.>

2h hJ 
Ораликнинг чп ки  хи =а ва хЩ=Ь нукталарида >’ до-ила цуйидагича 

чекли айирмалар билан «лмаштири.шши мумкин:
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Ьиринчи тартнбдаги ашщшкда олинса,

Мккннчи тартнбдаги аникликда олипса,

Уо 2h " 2А
У *олда (10.21) ва (10.22) тенгламалар! а мое 65'лган черли айиомали тсимк 
малар куйидагнча ёаилади:

y . „ - iy ,+ y ,,  у ..,- у .±+  з /  / = r ^ ¡ ,
*■ и

л у . * е ^ л =г,.

К к и  OfcVo + л , ( - ^ + 4 ^  -3>'0)/(2Л) = Го . А . Л + А О х .  " 4 ^ . , + ^ ,  : )/(2/г) = у , .

Бу ифодаларни куйидаги курипишда ёзамиз:
а,̂ , , ~с,у, +h,y,t, = -</,. ( 10.23)

-*,y ,+ M i*y .= * iy- t+th* (10.24)
бу ерда,

Ь = - + £ -  X  =___^ ___  г -  ^
h* 2h’ 1 h1 2h' 1 a ,-o0A’ 2 ß^h+0,'

Виз (10.24) чогаравий шартларни соддалик учуй хмилаларнн бнрннчи 
тартибли алицликда акелантирган \ол учуи ёзднк. Шундай килнб, 6 т  
(10.21), (10.22) чегаравнй масалани ( 10.2o), (10.24)’ чскли айирмалн чога 
равий масалага келтирдик. Бу чекли айнрмали чегаравий масала, чизикли ал- 
|ебраик тенгламалар енстемясинн гашкил килиб, унинг матрицами ÿ-гчами 
(л+00' +О булган, уч диагоналли матрнцадан иборат. Яъни бу матрицами А

д<?сак.
( 1 -*| 0 .0 0 0 .0 0 0
я, -с. Ъ, -0 0 0.0 0 0

0 0 0 а, - с. Ь, 0 0 0

0 0 0 0 0 0..л„.| А . к'-
.0 0 0 .0 0 0.0 Zi 1

у х,олда (10.23) (иггомаии нуйидагич» ёзиш мумкин:
АГ = / ,  (10.25)

буерда, У = {ул,у ... ,уя), /  = <А.-/,....вскториардир.
Агар (10.22) чегаравнй шартларди а, =0, ß,= 0  ö j.ira, у \олда \ матрм

цпmi улчами (л-1)0»-0 ™ тенг б£лади. Чеьми айнрмп.ш чсга|»апий масалп
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(10.23), (10 24) ни, яънн (10.25) алгебранк тенгламалар системасинн ечиш 
>чуи Узгарувчиларни й^отиш  усули, яъни прогонка (хайдаш) усулндан <{юй 
даланамнз. Фараз цнлайлик, изланаётган у, ва ун1 ечимлар узаро Ом|, 5И| 
аиикмаг ко;к{м|>ициентлар ёрдямндя чияицли богланган б^лснн:

Агар бу нфодаин /-1 нукгяда Урннлн дссак, яъни =6,^+5, ва бу кнйматни
(10.23) алгебрами тенгламалар снстемяснга куйсак вя хооил булган нфодани 
у, га нисбатлн гчгак, куйидагинн Х*>снл кнламнз:

Б> генгликни (10.25) тенглик билам таццоглаб, С„, пн 5,., номаълумларнинг 
куринишинн тонамнз:

=*,/(<:, -а,С,), = (<*, +о,5,)/(с,-о,С,), ¡ = Ц Г^ \ . (10.26)
Сунгра (10.24) чегяравий шартлярдан фонляляниб, / = о булга идя

эканлшини тонамнз. Дсмак, С, ва 5, ляр кнйчатшш (10.27) формуладан 
билгян холда (10.26) формулалардян / нпнг 1,2,.. ,«-1 кнймятларига мо<-
IV  ларнннг х1 нуктллар тунламидшн кш’Ыатляршш кетмл-тт хж'облаймиз. 
Шундай кплиб, О,, лярнннг .\амма нуктнлардаш кнймнтлари хнсоблагандян 
'Унт. излнннётган ечим у\ (10.25) формула орцали / + 1 дан I га утиш (яънн, 

ни билгмн х«*1ДА у, ни гониш) йули билам хитблянлдн. Ну х,псоблн1шш 
нмллгл ошнрнш учуй апвало / = « нукгяда уя нннг кийчнтмпи хигоблаш лознм 
буладн. Унннг учун (10.24) шаргллрни нккннчнснлин на (10.25) нфодани 
/ = н - 1  нухгадаги цнйматидан фойдяланилмди, ямш  ». = » - 1  ’ булга, 

= <Я,.), + булганлнгидан па демлк, уп =х:}\*- .ч- -».?л) + р, тенг- 
ликдлн у„ ни тонамнз:

и, + у,5„
Г" =1 Г^ С 7  ■ ( Ю.28)

Юкорнда келгнрилган хнсоблпш кетма-кстлнгидя в,, 5, кннматлардан фоЛдя- 
лаинб < У, лармн тошнша т}трн юрши, уя кнймлтдян «}юйдаланиб
у,, ,. ...г, ллрнн гонинпа теокарн юрнш дейиладн. Эндн юкоридл келтнрилгян 
щннонка формуляларнни хнгоблаш тлртнби буйича ьч*гм» кет ёзнб чицамнз:

(10.25)

(10.27)

*'■ = 1 = /Л. (10.28)

(10.29)

Уп (10.30)

Функнимляр шцорнпмя цуни.пан йунллшн бе.инел хпсоблапшннг нуналнишнн 
|;\|ХЧ1 тио гурлди. нмш (-+) болт / дни м - 1  га царап. («•) болт аса. / И дан
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i га кариб topiiuiHH курсигади. Ьу Уринда (10.29) фтрмуладли канон фойда 
лашш мумкнн дегпн слвол тушладн.

Длбатга, авваломбор бу формулаларниш махражи c,-o,G, * 0 булшми
ларурдир. Бу шарт бажаралши учун |с,|г|а,) + |й,|, / = 1,л-1, |̂ 2р1.
|¿,¡ + |*2| < 2 генгснзликлар уринли булишн ета|Ш1дир.

Бу усул билан \исоблаш, айницса электрон хисобляш машиналари 
кУлланилганда ж уда лхши натижалар беради.

Мисол. Прогонка усули билан v'+(x-l)/+3,125>i = 4x, _у(0) = 1, >»(1) = 1,367 
чегаравий масаланннг такрибий ечимннн A s0,1 кадам билан топинг.

Кчиш. Мосала шартн буйкча 
Р(х) = х-1, ?(х) = 3,125;о0 =1, о, =0, у0 =1, а = 0, ß 0 =1, ß t = 0, у, =1,367; ¿» = 1 

Масаланннг шпртига асосан А = 0,1 булганлигн учун [o,l] ораликнн 10 та булак 
ка буламиз, яъни h = (b-a)/n формулядан н = (1-0)/0,1 = 10 булади, демнк 
х,=хо+/0,1, (/=ÖJÖ) ва х0 =0 эканлигидан x,=0,I-i. У холл« 
Р, =х, -1 = ОД f-1, q, =3,125, /  =4х, = 0,4/.
Прогонка формулаларидаги коэффициентларнни куринишнни топа мил
ь = J_  + ̂ . = _ L r + S l¡Lz l=:|00+(0,5í-5) = 95 + 0,5»; а. = 4 — —  = Ю5 - 0,5/;
' A 2А (0,1)* 2-0,1 A1 2А

с, =196.875, ¿,=-0,4/
А
Прогонка формулаларининг бошлантч шартлари эса куйидагиларга тгш 

булади: G, = =0, 5, = //,, >10 =1 Демак, ^исоблаш жараёниниш тугри юрнш
(10.29) формулаларининг куринишн yui6y холда куймд;нича булади:

Г? - 0  S - V  с  95+0’5/ s  - -0,4/4(IOS- о д а ,
1 “  ’ ‘ 1 “  * 196,875 - (105-0,5/)G, 196,875-(105 - 0,5/)С, ’

Тескари юрнш (10.30) формулаларининг курнниши эса куЙидагнча
Я о * 1» У ,в вм У»  1+Í'm. '= 9-0 -

булади. ^исоблаш натижаларнни жадвал куринишдп ифодалаймиа.

i G, S, У•
0 0 0 1,09356
1 0,4825396 0.531302 1,165210
2 0,6528014 0,3763824 1,209898
3 0.743862 0,297108" 1,22609
4 Ü.804936 0,246492 1,217613
5 0.851127 0.208734 1,185352
6 0,889319 0.149544 1,164720
7 0,923096 0.121072 1,130595
8 0,954635 0.091963 1,087989
9 0,985497 0,060665 1.042504
10 1,017044 0,025460 1,000000
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Юцорндя келтнрилгян чекли айнрмалар усули берилган чегаравий маса 
лаиинг жяднал к^рнниищат тацрнбий ечнмни топишга нмкон берадн. 

Биз куйнда чегаравий масаланннг такрнбнй ечиминн аналитик к^рмни 
шида топишга олиб келаднган баъзн бир аналитик усулларни карами;«. Чунки 
нйрим лолларда фнзика ва механика масалаларининг ечиминн аналитик к^ри- 
нишда ифодалаш цулайднр. Шундай хоссаларга эга б?лган усуллар: Галеркии 
усули, энг кичик квадрат усули, коллакация усули ва бошкаларднр. Бу усул
лар кулланиши ва шнлатнлишн жпчатидзн чекли айирмали ва шунга ?хшаш 
усулларга ннсбатан камртк н^лланилад», аммо ечнмни аналитик к^ринишда 
топишга нмкон бергаилиги сабабли маълум устунликларга эгадир. Н|у усул- 
чардан бири б?лган коллакация усулини кяряймиз. (10.21), (10.22) диффе
ренциал тенгламалар берилган будсин. Уларни к^ринишнии куйидагича сзиб 
оламиз:

Z[>-]=y"+P{x)y'+q(x)y=f (x ) , (10.31)
Ь ]= а М а )  + а , ?  (а ) = у0, Гь [у ] = ßay(b) + ß,y'(b) = r ¡ . ( 10.32)

Фара» циланлик, (10.31), (10.32) чегаравий масала (я;й] ораливда яго- 
на ечимга эга ва бу ечнм бнрннчн, нккинчн тартиблн узлуксиз х,осилаларгя эга 
бу.к-ин. Цуйидаги 9а(х),ф ,(х),.. ,ря(х ) базис функцилларнн танлаб оламиз. Бу 
функциялар куйидаги шаргларни каноатлантнрсин:

я ) Poí*) функция (10.32) бир жннсли мос чегаравий шаргларни 
цяпоатлантирсии: Г > 0(*)] = г0 , rb[<pÁx)] = yv

Р,(х) функциялар эса бир жинсли чегаравий ша'ртларни 
Каноатлантирсин: Гв[<р0(х)] = 0, Гь[р0(х)] = 0,/ = Г»; 

б) <Р0(*\9А х ). ,<РЛ*) функциялар 'nwHK.ni богланмаган функцнялардир;
в ) {?,(* )} функциялар т^плами пкки марта узлуксиз днфференциалла- 

иунчи функциялар классида т$лицдир. 
У  холда (10.31) теигламанинг ечнмн шу базис координата функциялар 

нинг чизицли комбинацияси куршшшда нзланадн 

> ,W  = ̂ o W + Z c^ (x) ' (10.33)i-i
бу ерда, с, лар номаълум коэффициентлардир. Изланаггган (10.33) ечнм 
(10.32) чегаравий шаргларни цаиоатлантиради, яъни

Г .  к  (* ) ]  = Г „ [<ра (х )] + ¿  с, Ги У , ]  = Л ), Г„ к  (.V)] = Г„ У а(х )]+ ¿  с, Г > ,  ] = у ,.
i- i

(10.33) счимнн (10.31) га ц^ямнл, у *олда

z k ] 4 ¿ с , Ф , ]= / ( * )  « ¡и  z f o  ] + ¿  с, z fo  J  - / ( г ) = f í(x, c ¡, С ;, с )
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b) ...... «ИИ M  о|*а.1ИК11И111' ÍI-IKII нущалари гунллми a ;ia (б\ и>i;i» i«pi
колли каци»’ иукталарп дейилади) i.wira теш лаш тирамт, пыж

k * , M >  0 = °.  ' = 1>  (Ш 3 4 )
Патижада биз с„с2, ,с. ларга нисбатан али-браш; тенгламалар сипг.мисиш ;*iu
Oy.iaMii-t ва бу снггемадан с, ларни тсшнб. (10.33) га КУЙиГ. такрибий «чимии
хисоблаш мумкин. Маеалан, М  орвлич учу» ? ,(* ) ф>нкцияла|» . иа ечж  н

у, ••
сифатида цуйидагиларии олнш мумкнн. + <х

У ** г*
Vi(x) = (x-a)(b-x)x,A, ски оралиц [о./г) булга, у х,илда р0(х) = ги +  ̂ (*- в).

« (x ) = s¡nfí>— 'I  i - U  чулки бу функцинлар юкоридаги *амма таргларни
|_ b -  a  J

цаиоаслантирады. ^
Мисол. Коллакация усули билан /+ (1 + Г ) /  -У •-I, J<-0 = 0, >0) •>

чегаракий масаланннг такриЗпй ечнмшш тоиинг.
F.HHiii. Виз кнраёнан \ол учун Л(г) = 1 + х\ q(x) - I, /(*)=- 1 ч = >. «о - 1 

ß  ß  - i уо =о, ¿ = 1, у, - О Казнс функцинлар сифатида цуйидат ф>нкиия-
л » |» . | |  о л и м и .» : ¿ ( * » . 0 , f t W - 0  • * ■ ) ’  К Й » « « *  Т > И « « И К 1, ,  « у

функциялар чегаравий шартлнрни кяншп'лантиради ва чизикли p W  
бигланмаган \амдя бнринчи ви иккнкчи таргнбли д1и|иИ*нциаллари м акж у.

функциялардир. Демак, ечимни Дх) = ¿c,v» (х) = с,(1 - хд) ♦ с,(1 х1) курнншшш

киднриш MVMKHH. Виз бу ррда ео;1Далик учу ! фацет т.вита базис функиинля 
]>инil танлаб олдик. Вуидай функцияларни ихтиерий и та кнлиб танлаб олиш 
м у м к и н . Ечнмни диффсренциаллаймиз па бирилган теигламага к?нчиз:

у\х) - с, (-2х) - 2с2 (1 - хг )2х, у '(х ) - 2с, -4с} (1-д:: ) + 8с2х! г -2с, ~сг( \2х' 4) 
-2c1+cï (12xï -4) + (l + r IK-2fl*-4ci (l- i:1))t c 10 - t î ) *',(1 -х; ) ; = 1 

еки Ä(x,c,,c,) = I -с, - 2с,х-с|х’ -2í,x5 -7Cj + 10t\xJ + 5с2х4
Коллакация нукталар си<|ж1 ида *0=0, х2 = -0,5 нуцталарни ганлаб олн 

мня. R(x) функциями коллакация иукгаларида ^исиблаб полги Tviiuaiim ipcnK.

1-с,-7с, =0 fi- t- i-7 ^ - 0 Г.Н .
67г. +16 = 0 't ,  =lö/67 ' 67’ 2 67

1 - с, - 7Cj = 0
« 5

Дсчак, такрибий счим

Юкорида келтнрилгян (10.31), (10.32) чегаравий масаланп Кигркин 
уг.лн билли <*чи1П учун ^(т)(|=Ь>) базис функцнилар Пилят ....ртларни
кнноатлятнришн шарг:

а ) Казнс <1>ункциялар сит-маси o[rronni!*.4np, ч'.шт
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б) Базис функцнялар систсмагн туликднр, яъни <р:(х), (/ = б]я) функция- 
ларга ортогонал б$лган нолдан фарклн бошка функцнялар мавжуд эмас.

в) Базис функцияллрнинг чеклк кисми (р,(х); (»=0^ )) шундай танлаб 
олинадики. <р0{х) функция бир жинслимас чегарапнй шартлирни 
ца ноатланти реи н: Г.(рп(*)] = Гв.Г,к(х )]= у1; р,(/ = б£) функцнялар эса бир 
жинсли чпаравий шартларнн кялоатлантирсин: Г,(рДх)]=Г6[р,(х)]=0,(/ = б,»). У 
холла ечим куйидаги к^ринншда илланади:

-К*) = (10.35)

Ьу ифодани (10.31) га куйпб, патижани Я билан белгилаЛмнз ва сисг, ,с„ 
|;о:к)>ф|щие>ггларни шуидай танлаймизкн, Л(х,е„е7%...,е^ функция энг кичик 
кийматига эга б^лсин. Бунииг учуй, Я функциянинг <рМ ^г{х),.,<р„{х) функ
цнялар билан ортогонал б^лиши етарлиднр, яъни

Ь
/ 9\ (*)Л(х, с,, с2 )а6г = 0,
4

\<рг(х)Я(х,сис^..,ся)сЬ = 0,

\<рп (х)Я(х, с,, с2,... ,с„ )А  = 0, 

ёки бу тенгламаларни бонщача к^рннншда ёладиган бФлсдк,
ь
/ И к ]“ / 1 М * )*  = 0, к =1,2, (10.30)

* ь н н - I е- К  (* )2 [Ъ  (х)}Ьс = Г<рк (х )1 / (х )- 2\%  $ Ь .
ы а а

Демак, с, колЦнщнентларни яницлаш учуй чизицлл алгебраик 1еигла- 
малар систсмасига эга булдик. Охирги тешламалмр снстемасидан с, лар то- 
пнлгандан с^иг (10.35) га с, ларни кийматларнни кУйгак, (10.31), (10.32) 
чргяривнй масаляиииг тацрнбий очимига эга буламиз Бу такрнбий ечим аник 
ечнмгя, п нииг етарли катгя киймлтларида яцинлашади.

Мнсол. 1алеркин уеули билан >•'- у  со$х + ^ ¡п  х = соях, у(-я) = у (я ) = 2 
чегаравий мяснланинг такрибий ечнмини толннг.

Ьчи т. Базис функцнялар енфатида куйидаги тригонометрии функция- 
ларнп олимиз: х; <р, = сскх+1; <р, = яп 2х; <рл =соз2х-1 Бу функ
цтм ар ¡-гг,л] кесмадя чизиклн боманмаган ка <р„ функция чегарявий шаргнн 
к.шоаыантнради, функцнялар ;к.'а чегарада ноллик шаргни
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кнноатлантнради. Демак, ечимни цуиидаш курипншда килирамна,
4

У •-р0(х)+ £^$>,(1 ) = 2+ с, sin x + c,(cosr+ !) + <:, sin 2x + c4(cos2x -1)
1«)

Биэнинг мисолимизда Z[y] = у ’ - у ' cosx + >>sin х. Валю  функциилырниш
\осилаларини топамнз:

р0'= О, <р0"= 0, ç>,'= cosa, í>,"= sin x, 0>: '= -sin X, <9j"= - cosx, Pj'= 2cos2x, 
p,"=-4sin2x, p4'=-2sin2x, p4"=-4cos2x.

CÿHrpa Z\<p,\ функционалларини х,исоблпймиз:
z{<p0 ] = 0- 0cosx + <рй sin X = sinx = 2sin г, Z[ç>, )= -sinx-cosxcosx + sin xsin X = -6in X - cos2x, 
z[çJ ] = -cosx + sin xcosx + (cosx + l)sin X = sin X - cosx + sin 2r,

Ziç>,l=-4sin2x-2co62xcosx + sin2xsinr = --c03x-4sin2x-"cos3i;
11  2 2

Z[ç>A ]=-^sinx~4 cos2x + ̂  cos3r, /(x) = -Z[<p0 ] = cosx - 2 sin x.

Эндн (10.36) формуладаги интсгралларни куйпдагича белгилайммз: 

ал = J <pt(x)Z[p,\bc, bk = j ? , (х ){/ (х ) 2\<раfyix

Б у  at , b, шггеграллирнк хиеобляш учу и  1, sinx, cosx, sin2x, cos2x фумкцшишр 
нинг ортогоналлнгнни ^исобга оламиз ва к ниш к = 1,2,3,4 цийматларнда хн 
соблаймиз:

= |sinx(cosx- 2sinJ;it = Js in x co sx A -  J2 * in } xdx =

« “ l iT  - Л — L - T  = -(o+o) - 2Í—+—1 -a,; '
2 l t sin 2х\ t 2 Л  2 2 J

Ьг = Jpj(xXcosx-2s¿nx)<¿r =J(cosx + lKcosx --2sinx)í¿r = Jcos2 xdx - 2 jcosxsin xdx +

+ Jcosx*Ar-2js¡nx<¿r = ̂  + ^s¡n2xj| -2sin 3̂  + sin xj*i + 2cosx|*( = n\

Ш M Я t
= |p ,(x )(/ (x )-Z ií> a] ^  = jsin2x{cosx- 2sin x\bc - Jsin 2xcosx<fr - 2 Jsin 2xsin xdx ~

f .  .  , _ f  . .  , (  cos3x co sx T  J  sin3x sinx 'J л = Jsin2xcosx(Ar -2jsin2xsin rtá = l --- ------- -— I - 2 t----— + — I =0;

fr4 = j p 4(x)[/(x)-Z[ç>0]]i£r--J(cos2x-lXcosx-2sinx)rfr= Jcos2xcosxt¿r - 2jcos2xsin xdx -

É[  , _ f  . . (  sin3x s in x T  J  COS3x COSxN . j .  .  ,*- J  cosxdr + 2 J  sin xdx - ----—  + —— J  - 2[̂ ----—  + sin xj  ̂ - 2cosx[  ̂ = 0;

° i i  =  j í ’iíxJZfPilíir =  |sin 2x(-sin x -  cos2x)ii: -  • Jsin2 .Yc¿r • jcos2xbin xdx = -x;
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~ J (Ar)̂ [ç3,JcÄ' = J(cosx + lX~ sinx--cos2x)Jr = - Jcosxsinxíir- Jcos2xcosxdr-

- J  sin xdx - J  cos 2xdx = 0;

a,. = ^<p-,{x)Z[tpy]dx î= Js in  2jc{- sin x -co s2 x )t¿r = - Jsin2xsin xdx - Jsin  2xcos2xí¿r = 0 -  0 - 0; 

ou = J ç ? , ( ï ,)Z(îp, ]dx = |(c o s 2 r-  lX-  sin x - cos2x)t/r = - Jcos2xsin xdx - Jcos2xcos2xdr+

+ Js in  xdx + Jcos2vtir = -я; 

я 21 = jp , (x )Z {p : ]</*--Jsinx{- sinjt-cosjr j sin2x)dr = Js in ’ id v  Js in rco sx ¿r+  Jsinxsin2xcir = ;r; 

аг  = j<p: {x)Z[<p,\ix - J(c o s r  4 1)(-sin X - co s r + sin2x)dx = Jcosxsinxdr- Jco s2 xdx +

) Jcosxsin 2xtir+ Jsinxíír- Jcosxt/r + Jsin 2xA = 0“ T + 0 + 0-0 + 0- -Л-; 

a2' ' J Ф , *х)Т\Ф2 > *= Jsin 2x(sin x - cosr  + sin 2x)dx = Jsin2rsinx«!r- Js¡n2rcosx¿rf Jsin12xdx=n, 

l'n • J  (xtZJç>, J(cos2r -1 )(sin x - cosx + sin 2x]dr=

= J(s inxcos2r-cosrcos2x + sin2xcos2x-sin r + cosr- sin2rjt/r=0; 

i; J ( î t(x iZ [ç),y ir- Jsin  ~ cosx — 4 sin 2x - ^cos3r|/r-

= "  Jsinxcosxi/x- J4sinxsin2x iir-^  Jsinxcosxt/r=0,

•' j (c o s r  Í  1^ “ Cosx - 4 sin 2x - ^cos3xji/r = - ^ ,

(,i; j .  ( x)Z[çi3 Jifr - js in  2xj" - j  cosx - 4sin2v - ^ cos3x jutr - -4л;

J i ’ . l  r)/ .[(p :  |(A - J (cn b 2 x  -  IJ^- ^  c o s x  - 4 s in 2 .r  co s3 v j(¿ r =

r¡ coslvcosx „  . 3 I 3
------ 4cos2xsi»2.r - -cos2rcos3x t--cosv *■ 4sm2t т -cus.lr k/> 0

ч 2 2  2 2

f  - , t- i- f-  i sin r  .  U o s3 i , , л f o'*. )i/V - J 4111 .rj • - - -  4 c n s 2 v -  —
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p,(.r)Z[p4]ú!r = J (cost + -  4cos2x + |cos3jrjúbr = 0; 

p}{x)Z[<p, )t¿r = Jsin 2jt̂ ~ — - - 4eos2x + ~eosЗд: V е = 0.

2

3___ -i .
2 2 )

\<pt {x)7\<pt\b= j(cos2r-1X~sinx-4cos2r + ̂ cos3j:)t*r = --4>t,

Бу цнЛматларни (10.36) формулам к^'йишдян олднн унинг Рйилмягшт 
гаамю.

с,а„ + с2а„ +с,а31 + c,ati -Ъ,,
C.e.j+Cjajj+Cjojj+C.a«»*,,
Cien + CJ °» +£‘jeH+C‘a« •
С|в|4 +С!Й21 +С1а»  + С«°М =*4 •

V холда
с, (-.т) + сгя  - сл |  = -2/т , сг(- я ) - с, J  = я  , с,л - 4Cj* = 0, с, (-я) - 4с,я = 0 .

Демак, - 2с, *• 2с, - с, = -4, 2с, - с, = 2, с, - 4с, - 0, с, + 4с, = 0. Бу пнтемя 
дпн с„с2,с},с4 ларнннг циПмитлярнни топамз:

176 8 2. „  44 
С| "  49’ Cî = 7‘ С%~ i '  4 ~ ~ 49 

Улярни аътиборса олгяидя, игланяётган гчим
^ = 2 +~sm(x)+®(cos(x + l>+*sin(2jr)- ~(со*(2х)-1) к^рннпшда б£лади.
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11-БОИ. ХУСУСИЙ \(К :И Л А Л И  Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  
ТКШ 'Л А М АЛ АРН И  ТАЦ РИ БИ Й  ЕЧ И Ш

I I . I .  Умумий тушунчалар

Жуда куц физики, техник» пн нцтнеоднёт масалалари чизннли ёки чи- 
зик< и! хусусий хосцлнли ди()к|и‘|>енц11а.1 тенгламаларга келтирнлади. Бу тенг- 
ламалар маи‘мнтнк физиканннг Tem.iaMa.iapn хисобланиб, параболик, гнпер- 
болнк вн эллнптш: xa.i.inpia б^лннади.

Хусусий \ocii.ia.in дифференциал тенгламалар назариясида масалалар 
К?йнлнишнннг хнлма-хиллнгн бнзнн куршяб турган дуиёнииг (вокеликни) 
турли хиллиги билян боглнкдир. X jtyc iiil \осилали дифференциал тенглама- 
ларнннг жуда к?п кнгминннг аник ошкор к<ринишдяги ечиминн тониб б?л- 
майди Шунннг учун хусусий *<м-нлнли дифференциал тенгламаларнн ечишда 
такрибиП усулляр жуда кенг куламда к^л-чалнлмоеда. Ушбу тенгламаларнн 
такрнбий ечши усулларинннг ривожлянншнга аооснй сабаблардаи яна бири, 
электрон хисоблаш мяшнналаринннг янада рикожланиши ва такомиллашидир. 
Хусусий *оснлалн диф<}>е|>енцнал тешламаларнинг тури kJti б^лганлиги учун, 
биз бу ерда Укувчини кенг таркалган хусусий ^осилили иккннчи тартиблн 
днфференцнал тенгламалар бнлан тяништирамнз.

Биз бу Уринда £кунчн к}’п узгарунчилн функция тушунчасн / (х ,у ,г ,.) ва 
фуикциянннг аргументлнри бу ни чн олннпднган xycyctfft ^осилалар тушунчаси- 
ни \амда уларнннг турли тяртибдаги xocn.ia.iapn

/• = £  г-%. г -tL r .£ L  r-*LL
J t  Jy  dy' J a  ' J *~dxdy' J * ~  dy11

х,акнда етарлн маълумотларга :>ra деб «(мряз киламиз.
Иккинчн таргнблн чизнцлн хусусий хосидалн дифференциал тенгламани 

умумий кУрниишн куйидятча булядн:

+ + ^ + ^ +< а д =п*,у1  ( I I  ! )

Бунда, А(х,у), В(х,у), С(х,у), Е(х,у), Фи,у), G(x,y) ляр тенгляманинг коэффнцн- 
ентлари, F(x,y) уса тенгламянинг озод хадн .\нсоблянади. Бу функцнялар ол- 
диндан берилган маълум функцнялар б^либ, ёпнк Z) = Я  + Г со^ада 
аикклангандир. D  сох,а иккита А’ ва У  уэгарувчиларнинг узгариш еох^си 6J- 
либ, Г контур билан пегарлянгандир.

Юкоридаги (11.1) тенглямадя куйидагичя операгорли болгнлашии кирн- 
тамиз:

(я  cxvy су ах ду
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У х,олда ( 11 ■ I ) нниг к^риниши куйидягнчя буляди:
L(U ) = F (x ,y ). (11.2)

Бу ерда, I. - днффгргнцнял оперяторднр Агар ( I I . I )  теиглямядя В 1 - АС  > О 
б$лса, у холла бу тенглямяга I )  со\адя гнпр}>Гюлнк хнлдяги теиглачя; 
В г - А С < 0 б '̂лса, эллиптик хнлдягн; В 7- А С * 0 б^лся, параболик хнлляги 
тенглама дейилади.

Дифференциал тенгламаиинг хнлнгя няряб у и га хар хил чегаравий ва 
бошлянгия шартлар куЛиладн. ХуеуоиЙ xoriua.iii лн(]м|н'ре1щиял тенглямаляр 
хнллярининг вякиллпрнга мнеол гифатмдя куйидагн тснглямялярпн кслтириш 
мумкин:

1. Толкни таркялиш тенгламаги:
дЧ/ дЮ  „  ,
дхг дуг ~ *  У

бу тенглямада Л = \, В  = Е  = <S> = G  =0, C = - l, F  = /  б^либ, В  -/4С=0-1(-1)=1>0 
б$лганлнги учун у гаперболнк хилгл кнрядн.

2. Иссицлик таркалиш тенглнмаси:
дЧ/ dU v

бу ерда, А = 1, В  = О, С -0 , Е  = 0, 0  = 0, Ф  = ~^, F  - /  ва В 2 - АС - О-1 О = 0,

демак, бу тенглама пярболик хнлдяги тгмглпчндир (бу орда t иккинчи ?зга 
рувчндир).

2. Пуассон тенгламаги:
д 'и  д2и  .. „
^ Г  + ¥ Г= / (г .Л .

бунда, А = -1, В  s О, С - 1, F -  /, £  = Ф  = (7 = 0 па В : - АС = О- I • 1 = -1 < О 
Демак, Пуассон тенгламаги аллшггик хилдагн тенгламадир.

11.2. Т^р тушунчагн па тур функцимгн

Юкорида зглятиб {тгяннмиздек, хуеугнй \огнлялм лш|к|>еренциал тенг- 
лямннн ечиш acoran такрнбий усулляр ёрдямндя ямялга ошириляди. Нунгн 
«cocuii енбяблардан бирн, тенгллмянинг ко^м^ицшчгглярн чизнксип, бяъэан 
эта иллаиаетгян функцняга ва унинг ^оенляларша \ям боглик б$?лншиднр. 
Ьуидяй хо>ыярда умуман аналитик счимляр цуриб б^лмяйди.

Хусугий х,оснлалн Д1н|н|и'рснция-1 тенглямялярии тякрибий ечишдя энг 
куп к^ллянилялтян усуллярдян бирн - т£р усулндир. Ьу усулни апний мо\ия- 
тн I )  сох,ада аницлянгян (11-2) тенглнмяннш узлукгил U(x ,y ) ечнмни томиш 
мясаласи, шу D  со^ада ётган Д1КК|м*т пукгалар -Киламидаи иборат б^.нян к 
гохядя яникллнгян 11 ̂ ^ *U (ih {j h 2)* U {x ,y )  тякрибий ечнмлярни топиш мясялч
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сигм келтнришдан иборатдир.
Ьсрнлган дис|х[)»'|)енциа-1 тешламани тацрибнй ифодаловчи айирмали 

тешламани ёзиш учун иккита нш бажаралииш керак б^лади.
1. Аргументни узлуксиз ÿjrapiim  со^асини дискрет ÿurapuiu со\асига ал 

миштириш.
2. Ди<|)фе|*епциал оператор.'арми айирмали оие|)аторлар1я, че1а|швиЛ ва 

бошлангмч шартларни айирмали 5^umui.iiiK.ia}>иl'a $ткаэиш.
[iy ншлар амялга ошкрилгаидан cÿiir алсебраик тенгламалар системаси- 

ии xoi’iui циламиз. ШумдаЛ килнб, берилгаи дифференциал тснглнмани 
такрибиЛ ечиш масаласи алгебриик гснглачалар системасининг ечимини то- 
пиш .часаласига келтнрилади. Бсрнлган дифференциал тенгламанн сопли 
ечнишя айнрчалн ечимии аргумсктшшг ÿ.irepntu сохаснднш *амма кнЛчатларн 
учуй v>cici килиб б̂ ’лмайди. Тябнийки, бундяЛ \олдп шу со\анинг цандайднр 
чекли нукталар TÿruiaMiiiin олиб, тацрнбий ечичии шу нукталярда иллаш ло- 
зим. Бу нукталар TÿiuuiMitra Tÿp дсб нталади. Ало\ида олинган нукгаларга эса 
rÿpHH ту|ун нукталари дейиладн. Турни тугун нукталарнда аницлвшан функ- 
цняга rÿp функцнлси доЛилади. Ш уи дай килнб, ар|ументнинг уалуксиз ÿjra- 
рувчи со^аси Tÿp билан алмаштнрмлади, яьни бошцача аЛтганда, диффс|1сн- 
циал тенглама ечимннинг (|>азосн Tÿp функцняси фааосига якслантнрнлади. 
Айнрчалн очнмнннг аник ечимга нкннлик масаласи TÿpiiH танлашга 6oroiiK-

Мисол I. Кесмад&ги текло Tÿp. Цнролаётган [о,|] кесма N  та текис бу- 
лякка б<линади. ж, на Kÿtnini нукталар орасндати h~t,-x ,.y мшчнрнга Tÿp 
цадамн, X, = ih булнниш нукталарши TÿpiHi тугун мукгалири дейиладн.

(пк ={х, =/А,/ = 1,2,. нукталар галлами rÿpiin та ш к ил этади (19-
чнзча).

О X
\----- 1---- i--- 1--- 1----1----1--- 1--- 1-------- ►
*0 X, x¡ х„ , r.v

19-чнзма.

Агар бу rÿpra чегаравий jt0 — 0, = 1 нуктялнрни KÿiurMK, го» = (г, = ih, / =0, .V -1} 
Tÿpiitf v x ’M.i кнламиз. Бу \олда [о, l) кесчада аницлангян унлукгиа f/(r) функ
ция ÿpmira дискрет нукталар тФилами шк да лиицлянган у, = yh(x,)*M (ih) дно 
крст аргучснтли функция кяраладн. Бу функциннинг кнЛчати го» lÿftiin ту- 
гуиларн х, да х,исобланади ка h - Tÿp цадамнга боглнк б$ляди.

Учуман ол гнида rÿp функцннснни бугуп «р»уч<*иг i ни фумкцшк'И си 
i|)íkh;i?i хлч карлш чумкин

>'(') = >•,- i -ОХ N
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Агар [0,1] оралнкни N та буллкка x ,= ¿A , н у к т м р  мркллн бу.ншгн
ni

Х'М'НЛ б^ЛГЯН ту р  ВТ, = кго м п д агн  н о тгк н г  (т г к и г м п г )  1 ? р  ДГЙИЛЛ'И
V

Бу \олдя rÿp кадями А, = х( -х,, бупиб, у £А, = 1  • iiin|nini кннпятллт щчмн
11

Мисол 2. 11kií» улчямли 01>.\ядяги тур.
Флраз кнляАлнк, O s rs i, O s/ s r} го\ада Г (г  i) фумкмия

лнпкланган булснн. х ва / узгарупчиллрнп Jurapimi оралпк-шр«! fo, |) на (п 1 ) 
ларип X, =ih. (i = 0,N,), tt =*r (* = 0,/V,) 1т;таляр ёрдамщя jV, на Л', тн 
иукталлридан кшрдинягя ÿtviapuni \нк- рашпиля плра.шм -фри чишкллр ÿr 
кшямнз. By rJrpH чтиклярим кти н и ш  иуктиллри (х.,1, ) турни гангкн л 
кнладн (20-чнзма).

t

- » - -
1) -

X,

20-чи:<ма.
Ьу t Jp  mSt = |x,,í, ), X' = /А, i = 0.//,. í, =*r, A = Ö./Vj} деб бглгилямлди ия ггкш 
тур (T fiir улчамлн Tÿp) д<*б яталяди.

Агар тскигликии коорлннатнляри х = (х,, хг) булиб, игу тгкнгликни Г ч<* 
гярагя эга булгаи би|юр С  со^ясида Í7(х,,г )̂ функция яииклшпаи булга, у Х'»л 
да бу со\ядя координата уцляригя параллгл х‘‘’ -=/А, un х '° = /h 
(/= 0,±1,±2. .), (у = 0,+1,±2,...) тугри чняиклар $ткя.н|б, уллрнн кгппниш 
муктнларндлн ташкмл топгам, (г,.г : ) т р к и г л н к л л г и  (гА,,уА,) тугунлардан ибо 
par нукгалар тупламн • турни \огил ц н лачт. Tÿp хар бир Ох, ва 0г3 flÿiia.iMin 
оуннча бир хил улчямга зга булиб, у 0 = 0 + 1  со^яда ётгаи гпк =а/н +у дигкргт 
нуктнлар туиламшш нфиаллнди. Бу орда

= fr,'0, х''1 =/А,, x\J ) = jh2, у = |~V/}
TŸpra Kiipraii тугун нуцтнллр G <ч>\ага тегншлм булиб, уша гурни ичкн lyrv it 
цукталари т^нлями деб аталяди. Г чегара бплан ^ '’ = /А. вл x C ~ Jhi "Ф 'ри чи
лицларнннг кегпшглн нукталнр туллям ш т >мта|>янмП гугли нуцтяларн деб нта 
лади ил хамма чегяравий нуктллар тупламинн у* д*>б белгнланмил.
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Юцормдагн 21-чизмадан курипнб турмбдикн, т5"р царалаётган со*ада х, 
ва х, лар буйича текнс булга х,нм a>h тур чега|ш атрофида нотекисднр. Шуи- 
чай кнлмб, аргумпггларшим уалукснз ^згнрунчн С сохаси шу S  гохага тегиш- 
ли б$>лган чскли х, нуцталар ту'иламн й>» т)'р билан алмашгирнлади. Узлуксиз 
£ 1гарувчи i/(x,,х2) функция принта <и* ту'р тугун нукгалари (x^.xl0) да 
аниклангаи ущ = уЫ ^ , х\“ )~  т$‘р <|»уик1Ц1нсм царалади.

Царалаётган функция >'(х,) ми вектор сш|штида караш мумкнп. Агар 
\амма тугун х, нукгаларнм нячдаЛдщ* тартнб билам х,,хг, ,хы номерлаб 
чикилга, у холда т^р функциясининг т)тун нукталармдаги кийматларнннV

- У:
У в

W
вектор комнонентларн (ташкил атувчилари) сж|штнда карат мумкнм. Агар О 
со*а чеклм б^лса, у  векторни $лчами N  чекли, G  чекснз б^лса, С со\ада ёт- 
ган т^рни тугун нукгалари чексиэ к^п булпшлши учун у  векторни улчами 
х,«м чокснэ б$лади. Узлукснз 1/(х) функция (хе(7) бирор функционал Н9 ф»а- 
зони алсменти б^лгинлиги учун, т£р функция у,(») лари т$плами \ам Н„ фа- 
зонн ташкил кнладн, Шундий килиб, чскли айирмалар усулн ёрдямида Н„ фа- 
яони rjp  функцмясн ^„(х) нинг Н к <|«зосига алмаштирнлар экам.

11.3. Дж{|фереициал оне|шторларни ашцижгимацинлаш 
(алмаштириш)

Нил юкорнда 10.3 б^лнмда иккинчн таргиблн оддий дифференциал 
сенгламанн прогонка усули билам счишда чекли айирмали тенгламаларнннг 
кш кнчя бнснини берган эдик. 1\уАидн бил хусусий хосилаларни чеклн айнрма 
iHp би/tan алмаштнрншик батафгил басм цнлямия.
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Лгар 1/(х) функциям тяьсир цилувчн онераторни £ десак, у ^олда Ш  
ифодагл кирган ^осилаларнн аинрмллар билли ялмяштириш натнжасидан \о- 
сил б^лган га айирмали ёки тур опо|жторн доб нтш1яли. Аргументлари
узлукеиз б^лган функцинляр синфндп борплпш Ь  ди()х|»е|>енциал оператор г̂ р 
функцияларида анмкланган 1,к айирчллн опсрлторга алмаштирнладн 
(яппроксимацияланлдк). Бунинг уч>и Ш  операторли ифодага кирган \ар бир 
х,осила айирмллн инсбятляргя алмаштирнладн

1-мисол. И )  = <~  дифференциал куйидагнчл яйнрмали нисбатларга ал- 

маштнрилари:

¿ и  и „ ,- и .  и „,- и . ,, „
—  *>------ = — -—  = и , - унг айирмялн нфода окиах х „} - х, я

и * Г я1/. (11.3)
а и  и ,- и , ,  и ,- и .,
___ *  “ — “—  = — ^—  = '  чяи айирмали нфода еки

(М .4)
<Я/Баъзан —  диффсренцналнинг айирмали муиосабати сн<|м»тидя (11.3) ва 

(11.4) ифодаларнннг чшиги комбниацилгн * оО, + (1 - <т)и- ни *ам олиш 
мумкин. Бу ерда о- ихтнёрнй х,ацнкнй сон. Хусусий холда ст = О б$лся, чаи 
яйнрмали нфода, с - ]  б^лса, £нг айирмали нфода, ст = 0,5 б£лся, маркалий 
(нккн томонлама) айирмали нфодллар V м'11-'1 булади:

и .- \ ( и .+ и - У — (11.5)
Бу ерда, Ш  = (/' тенгламани ¿ к1/ айирмали ифпда (11 .2 )-(М .5 ) к^ринншда
алмаиггнрншда цандяй хатоликка й£л кЛ№<лдн деган савол тугалади. Бунинг 
\"чун у(х ) = £*{/-£(/ айирмяни А->0 да х нэ'кгадаги долети Урганилади. у{х )
Функция)* Ш  онераторни х н^хгадаги аппроксимация (алмаштириш) хато 
лши дейиляди. Хатоликнн А кадамт ннсблгяи тартнбнни аницлаш учун 
(1,  ̂- (/(» +А) функцияншн х, нукга ат|юфндяги Тейлор формуласн буйичп 
ёнилмлсй4

(/,„ = (/(*, ± А) = и, ± Н и = у  Г/,'+ 0(А‘ ) 

каралади. У \олда ( 11.3)-(11.4) ва ( I I . 5 )дан:
,. ,, и, + ми; * +о(а, )-1/,

J ---- !--- 1----+ +
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; 2* - 2* ------------------' tu v r)
Ьулардан влмашгириш (ан11|м»к< .iM uiiiin) хатолнги у шип тартибини тошпи 

МуМКИН.
r= í/ ,- (/ ' = 0(лХ v = U t " U ’ = o(h\ y U .  -U' = o(h2).

Дгмак, бирпичн тартнбли \<нилалп айнрмалн Kÿpitiiiiiuia алмнштириш 
(атцнжснмацннлши) хнныш и ÿiu вя чан аинрмаларда 0(A) га маркалнй ай 
ириада о(/»2) га тенг 6ÿ.iap икай. Ьупдаи ташкяри, ^оснлаим айирма Kÿpnujiiu 
lu м-лпфншдя ÿiir на чаи аймрмялири учун иккита, кетма-кет жойлашган ту 
ly ii нукталн|) iiiiLiaiiLii ii, марказш! айирма у^ун марказий нуцта xt ia симмп 
рик жойланпан X, , ва г._ нуцталар ншлатиладн.

Таъриф. /,, айирмяли оператор L  дш}к|>сре|щиал онераторни г нуцтада 
гя(«>0) тартибда алмаиппрадн дсПнлади, ягарда iy(x) = LJLJ -LU  - OÎ/i“ ) 6ÿ:i<;a. 

J*U2-мнсол. LU  * ^ 7  дн^м|м-рсшшал оператор кунндашчы айнрмалн LJU

онсраторга алмаишфнладн. Мккннчн тартиблн \оснланннг айнрмалн tcÿpiiHM  

u iH H il ёлиш учун T ÿ p i i in i r  учти х, ,, , г ,, нуцталаридан фойдаланнладн, яънн
и / i . v
• h h: 

l '(x )  функциями Тейлор ёйилчагмднн фойдаланнладнган булга,

t/i,= t/#f y í / (',') + 0(A4)t

у \олда алмаппиршн хаго.шги у/ = U ^ - U ' = о(А; ) иккнпчи таргнбга тенг булар 
экаи. Агар Tÿp ноггкис б$лга, я-ьнн h, ~х,-х,\ *A„, - г., - г , у \олда бу Tÿpia 
регулмрмаг Tÿp дсйнлади. Бу х,олдн LU  оператор.

LkU ft ft
ü.,r-U, U .- U ^  1

h " "  h I

(ft +A,
ш л и  u i i i ‘|N i i u | ; i a  m in in ii i  i >1 } »ы н д» |, и )  ^ а д а .ч  n  =

булиб, хатолик »га

курншнндагн айнрм&ш онсраторга алмаитфилндн, бу срда ка дам h - ^

U, = W f 0,5Altl(/* + + 0(hl, \ Ux = U' - 0,5A,tT + 4 i L  + ф> J  
" 6  6

i. ja  = í- '- Z ü A  = a ’ + fcï ( _ h; )- -  + o(a; )  y/ = L J ¡  - LU  = (A,., - A )—- + o(/r) = u(A)
A 6A 3

i»  тенгдир. Кыш , рсгулирмаг турда »iH-pa’uip алманпириш хпто.шгн бнрннчн
rn|irit6ia ;нн :»кнн.
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3 mihoji Ш - Щ  функции нккигн г ин / <i|M'yMeiir.ia|>ia 6oi tin; 
ci A

булиб, l. oiie|Mti4)|>HM аЙ11|>малн KÿpiuiiiiuMHii ёаиш учуй турни iiki.h цгплашмн 
жойлашган iÿp  ryiyu нукгаларндан <|к>йдалаинмиз. Вушшг учуй iÿ|»na 
нуцгадан на 6 га нукгаднн фойдаланамиа. 1\ай<-и нукталарии шллагиш 22 
чмзмада келтнрилган.

(/, *+1)

(М ,А ) О,*) (1+1.*) 

®)
(М.А+1)

0-1.*)

0 ,*М )

(/-1.АМ)

0. *>

0.*)

(i,*+ l) 0+1,Ы )

(Ж , Ai I)

6)

0+1.*)

22чп:>ма.

Amp 22-Ч1Ыманн а) шнк.шда!и xyiyn ну^алнрндаи фойдалангак, айир 
мали ппсраторни куршшшн куйндашча 6ÿ.'ia '.и: 

пои. С - Ь 7
L * u ‘ "  V.....  h 2

( А»дд«ишк учун (/ = (/* , i)  = (/**', U  = деб бслгилаймш, у \олда I 
^агнрувчининг яйирмали xoru.iacii

I, -и'У
1 г г

Вупи ;л>1иб*1р|а и л ганда L^U=U, -U-a  *осил б$лади. Агар 22 чиамани б ) шаи 

.шлаги тугум нуцталари ншлагмладнган б^лса, ИЩ! = 1\ - I J „  айирмалн l'eut 

ламами туаачиа Ву срда, Ни и<|юда U v  ис)м»дами I цаглнмда илншам 
цийматидир К)к<*рндаш /.'*/{/ »a ш|к>даларпи чи:ип0ш комбииацнж иднн

С И  = V, - {o ù * *  И - ф 0)

куршидаш 22-чнамашии н) шаклидяш г.мунларда анмкланган бнр иЯраампр 
лик айирмалн oii<‘|Nni)p.ïiip онлапнш хопы циламн:!. 

Айирмалн алчаигтришларнинг ха голик таргнбмнм аннклаш > ч\н 
ичйи ми и
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*/,= * ';+ * ';!+ °И = < л '+о М  v := ty ttutí>t

Í 4 ,= í/ ;+ * I ^ L + o(*J )= í7 ;- r ^ -  + o(A1+r)l ( ) i,= f7 ;+ íS L  + o(A3+r )) ёйнлма-

ларии ¡}%U, ¿»,7/, L'tfU  айирмали опг|мт>рларга нуямиз:
L<»U = и : -1/; + Ф 2 +т) = L U  + о(а: + 4  r <0) = O J  - ̂  = ojA1 + т)

О 7 =^'-УЦ+0^г +т)= ¿£'+o(fr +r) р"> = ¿f»U - LU  = 0(А’ + г);
< ' v  = ü ; -ü '„  /6(а: + r ! )= ¿ü + o Ja 1 + r ! )  r (WI = - l o  -  o(aj + г1),

Шундай килиб, ¿(¿> оператор L  операторнн а  книг ихтисрнй кнйматида А 
буйпчп iikkiiii'ih тяртнб би.'1йП, (7=0, а  = 1 бултиди г буйнчя бпрпнчи тяртнб, 
а  = 0,5 булгйндя, г б̂ ’иичя некими тяртпб билли алмаштнряр экан. Юкормда 
х,ооилаларни аипрмаларга алмшитнришда бмз хусуспй, льни иуктаднги алмаш- 
тнришларнп кузда тутган пднк. Жумладан, аЛирмалар хатолигн \ам шу 
маъиодя галцпн кнлингаи эдм. Умуман олганда айирмали плмпштиришларни 
тартнбини бугуи т^рда блх,олаш лознм булади.

Фяраз кнлайлнк, <ок, G  Евклид фазосмда |х = (х,, ..,х ,)}ги тур булснн. 
(он турда аниклангян т^р функцнлларнннг чизицли фаэосн Нк булсин. Узлук- 
сиа £/(х) функцияларнинг флзосн Н0 ундаги норма |-̂  деб кабул клламнэ. Тур 
функцияларнинг фазосн H h да норманн Ц» деймиз. Царалаётган фааода нх- 
гнёрнй U  е//0 функция учун шундай Рк оператор мавжуд булсннкн:

1. г„и  = и к.
2. Нпрмалар орагида ула|ю м ослик урпатилган булспн.

бу ерда, |А| векторнпнг нормасн. Кирктнлган тушунчалар ёрдамида днфферен- 
цнал операторнн айирмали операторга алмаштнрпш хаголигн тушунчаснни 
кайтлдан талкнн кнлши мумкнн. Ягнн, yk = LkUk ~ (L U )k т^р фуикцнясига L 
операторнн Lk айирмалп операторга алмаштнрпш хатолигн дейнладн. Бу ерда 
и к - Р ки  ва (1.и)к = Рк(Ш )  булиб, (/€ # „ га кйрашли ихтнерий функциядир. 
Агар 1А|-»0да У !л-»0 булеп, L k янирмали оператор L  днф<|>сре1щиал опера- 
шрни «ппроксимяциялапди (алмаштирадн) дейилади. Lk айирмали оператор 
/. дн»|»ференциад операторнн от > О-тартибча алманггиради деймиз, агар 

Ы  =\ии„ - (Ы / Ц  = ф * ") еки \/.¿tk - (¿U )A[s  КГН".
Ьу ерда, А/ доимий мусбат сон булнб, |А| га боглик »мае. Агар т„ тур 

г* киомйс Tj'p булса, яъни А=(а,,. ..А*) (Л-тУр тугунлар сони), у х,олда |Ai=maxA, 
Рки \М гнфнтнда урта квадратик киймати олинадн.
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11.4. Айирмалн масалаимнг кунилиши

Illy  пантгача биз ifp iiim i курнншилари, tJ'P  фуикцинеи хацида тушуича. 
дифференциал оиерагорларнп айирмалн операторларт алмашгириш уеулла- 
ринн урганиб чикднк. Математик физика масалалари диффе|»онцннл гешла- 
малардан гашкари бошланшч, чегаравни на бошка цушнмча шарглар билаи 
бнргаликда каралнб, бу шартлар манжуд ечнмлар т^плимндан лижа ечичнн 
ажратнб олиипа ёрдам бердн.

Шунинг учун айирмалн масалаларни куйишда дтМх'ронцнал тенглама- 
лярнинг айирмалн оператор ф ш ш ш нпи ёишидян таищари ди<|м|>еренциил 
тенгламанинг уш циемини на цушимча пшргларнн турда айирмалн 
кУрннншларга келтириш иа ундаи кеЯнн айирмалн .масалани цуйиш мумкин.

Асоснй дн(|м|х‘|«'|щиал тснгламаин на кушимча (бошланшч на чегара 
вин) шаргларнн аинроксимациялаш (алмаштирнш) натижасида хогнл бу.иан 
айирмалн тенгламаларга айирмалн мас-ала дейиладн. Ьерилпш теш да малярии 
ва кУшимча шяргларнп айирмалн тенгляма курниишида ё:шш цоиуиингларшя 
айирмалн схсмалар ( [ж ш осптя схема) дейнладн.

Айирмалн маеаланнш кУИк-шишнн куИнднги мисолларда караймиз.
1-мнсол. Бирничи тартибли одднй дн(|м}к‘ронцнал тенгламн учун Коши 

маеалаеи.

= / (*), х>О, (/(О) = U 0. ( I l. f i)их
Оддий текис о>„ = {г, = ih, / = 1, 2,....} турни таилаймиз па ( I I . в )  Коши маеала 
сига мог куйндаги айирмалн масалани куммиз. у, = <р.у0 = ёки бунииг ёйил-

маси куйидагича “ —■•— = ?>,, i = 0, 1 ; >■„ = U„ кУрпнишда буладн. Бундан

y „ l =y,+h<p,, / = 1,2... на >’0 = U0 ни, мы in ечимни кетма-кет у0, у , . .\необ- 
лаб топиш мумкин буладн. By срда </>, ни турли хил хисоблаш мумкин, ш ш  
<р = /(х,), =0,5{/(х|) + / (х „,)) ua <p,~f =0(Л) шарг бажарилншнни тьиинляш  
керак буладн. Келгугида у, *£/(х,) д«б кабул килами:»

2-мнгол. Чогаракнй магяла.

^  = /(v), 0 < х < I, 17(0) = д . (ДО * /1,. (11.7)
d.f

Яия токнс тур Ыь {v = ih, / - oTvV, hr, - |)пи таилаймиз, у холда (1 1.7) га мог нй- 
ирмяли масала куйидагича буладн:

Уь = -<р. Уо = Д. Ук = Ml ёки У,л * 2>\ +у, , = -AV,- #ЧДМ .
Натижада матрниагн уч днаюналли алюб|>аик тешламалар снггемшчити \ог.ил 
Кнламн.г By гиртгмяин прогонка усулн билам гчиш мумкин.
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3-мисол Иггиклик $ткк.гиш тешламаси учун бпринчи чегаравнй масаля:
™  ё ''1’ ,1 \ /  ̂ / 1 .
(И Л '‘ + х €10’^  * € (°. П бснплоишя ШЯртН

(/(г,0) = £/,.(»). хе|0;1] (11.8)
ч.чаравнй шарт ¿/(0,/ )= ^ )  ('(1./)* I е [о 7] Ву чегаравий масалагн 
й»м - {(х =>Л. /, =*1 ). / О.Ы, к 0,Л̂ о} текнс т$рдя куйидагн айнрмялн чега|>аиий

у**1 _ у* у* +
чагалани мог к^нмнз —---—  = ^ — — — + Л*. 0 < |< ^ кг0 , ёки бундан

г Ь 4

(11.9)
у ! = м (',} = М Л  /  -и в(*,).

Бу ерда «»* ни тлрлн усулларда влмаштириш мучкнн <р‘ = /(г,,<Д 

= /^г.Л , па х,ока:ш.

Шунчяй килиб. (11.9) айирмали чегаравий масалага (11.8) чегаравий 
паса 1«ни алмлштирувчи ошкор айирмали схема дейплядн. Бу схемами 
К\ лнйлиги. ечимни вацг б^пнчя юцори катлммдаги у *  циймяти функциями 
иякг буйнча олдимги катламдлгп к киймнтн оркалн ошкор формула билам х,н- 
собланади Агар айирмали масаля ошкормяс схема оркалн ц^йплеа, мшнг 
кфримишп куйнлагнча булали:

V*" г* -2|>14' + I-**'
"  = • 1-. + У‘. = , Ф Л  Л  - * ( 'Л  / = !/ > .)  е.:и

.V, =>’& + 9», >(х,0) = {/0, ,г(0./)= А£|(/) Яи)-Д,(/)1 /6Й>Г, »66)».

\осил бу-лган айирмали масалада >’ = / "  ечимни (к ■■ 1) цлмамдагн кийматнни 
¡ишклаш \ ч)1 ? генгламяни купидаптча ё.чамиз:

? (1 + 2у)у* 1 + у - / = 1 Л - 1 .  бу ерда, I] = пр* +_)* ва у ~ - у .
И■

Матнжада уч диагоналлн матрнцагя яга булган алгебрами гемгламалар 
гнптмаснии хоснл ниламиз. Бу система хам прогонка (хайдаш) угули бнлан 
гчнла т .  Фарал кнлайлнк, (11.8) чпаравпм мягаладл бмрннчм чпараннй шпрт 
урнта ччинчл чпаравмм ша;п цуйи.иан булглн. яъмп

Агар бу чпаравнй масала учун ошкор схема ё .ти аи  булга, у, = у5г + <р, 
г(г,0)=С/„(г) и (1,/)=^,(г) бу схема о(Лг+г) алмаштнриш хаголшмга зга. Эщ н 
х~ 0  пучплчаш чсгпрйкмн ншршн хам ушбу хаголикш алмаштнрниши 
кярайми:». Ь )лингучу<1
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h â :U  
2 d 1

зка!ЫН1 hihi ;*ътибо|»1н олиб, х~0  нуктада, жтиклнк ÿ'iKaaimi
d-U
А*

Д!\
â - / L

■ h(âU\ h i äU  , jv 
тенгламасидан, U,\t 0 = - +j /| ,  „ r  j  +ЩЛ ). .

æ
¡жанлипшн, HI.HH f/,|i4  т|юда —■ ш|шдлнн о(й: ) аницликда алмаипири

æ
шнни типнмиз. Агар,

U 1 ' -Í/*
Н(|м)даШ1 и,м =~~----- лйирмалн хамила билам

XJ« Г

алмяигп1|>сак, X * О нуктада
= °-5 А̂ ..*+с^в-А> Mi * Mi +0,5-/(о,/)Л (11.10)

айирмали чегаравнй шартни х,осил k h . i h m j i j . íiy  шарг бернлгап масаланмш 
ечимнда о(й! + гг) аннкликка эгаднр. Aiap ошкормас <хема кара.иа, у ,= у 0 + <р,

(11.10) yia|rr ÿpmira y tV=0JSfylff +оул+М\* М, S M + 0,5Л/(о,/) шаргни олиш ксрак.

11.5 Айнрмали (гхемани нцимлашиши, аниклигн ка гуркуплнги

Нхтиёрнй масаланн такрибни ечшпда \нмма шп,т тошкиан ечимми
\ак»КиА счнмга цамдяй «никликда лцнплашшни муаммоси гу]мдн. Аигнй.шк,
чегараги Г  6ÿ.iian G со\нда

L U  = / (x \ x e G  ( П . I l )
чизнцли дж}>фср<‘нцнал тснгламаншп ечимшш тоииш керак б£л»нн. By ммн- 
ламани ечимм Kÿuiiona

/ í/ = Mx), х€У  (П-12)
uiajmiB каноатлантнргин. Вунда / - чнзицли дт^к.'ронцнал оператор, / (л ) вм 
Жх) лар олдиндан берцлгян функцнялар. *1>араз ци.тмн:», ( И . И ) - ( П  12) ма 
сяланннг ечим мавжуд ва ягонадир. Царалаёгган ( I I .11) (11.12) часалагн мог 
айнрмалн масалани ця[>анми:1

l-k>\ 4>H< ¡,y\ x€y*.  (11.13)
бу qua, ft»,, ïÿpm im  ички т> гуи нукгаларн -фишмн, yh ■ чггараинй нуцталнр 
тФиламн, <рк,Ик - куринишн чаичум б^лган т$р фуикцнялари 1.л н» 1к 
айнрмалн оиератоцлар, h rÿ|i цалллш. у„ -rÿp функцняги булиб, ( I I  13) мж-а- 
ланнш «»чнмидир. Тур «ядами h нн рпцгшршн ttÿ.m бидпн TV|uri T.Vp foy но 
uiyiiiH мос, h нарампрга боглик {>»} ечимлпр lÿiuuiMiimt х,«и-ил циламмз.

Агар (/* Л(*б, ( 11.11 )-( 11.12) масаланниг гчнмн ( ‘ иинг г», прднги 
киймати д«ч-як (f/»eWft). у *«лдя аник очим l l h билан тацрибий <*чим у,, «»ря
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сндаги четлянишии i k =yk-i/„ деб белгиляПмнэ. Бу ифодадан ум ин топнб 
( I I .  13) га ^ÿficaK, г» четляншнга (хятоликка) нигбатан

£A * * V  »ею», /»2» = v„, х€г», ( П И )
б) ердя, Wk~9k~ •''» = - /„£/„ айирмали млсалани х,осил цилямиз. By ер-
дяги у,, вя i; ллр ( 11.11 )-( 11.12) мнсаляни (П .13) айирмали мясалага ал- 
маигтнриш хатолнгндир. Умумян олганда ^  га Lkyk=pk айирмали гхемани 
( l t . l l )  тенгляманинг ечнми U{x) даги хатолиш, vk га оси шарт учун
( I l . l l ) - ( l l .  12) мягаланниг ечимдаги аппрокгимация хатилиги дейляди.

Айирмали схемами хатолиш г» вя y/h, v„ аппрокгимация хатолнкларини 
бедолаш учуи Tÿp фуикцияляр т$т1ллмида Цщ-НпгНт иормялярни кирктямш.

Агар |/i) —► 0 да |гД() = [ > • , , -»О б$лгя, (11.13) айкрмали мясалаии

ечнми ( 11.11 )-( 1112) мпсаланнш ечимнга яцинляшадн дейнладн ва бу \олдя 
(11.13) якинлашувчи схемядир. Агар ихтиёрнй кичик Ы<На учун 
J i j I  =!>■,,-t/,,1 ( М  >0  - доимий сон б?лнб, W га боншк эмас) Гринли

б^лса, (11.13) айирмали схема о(|АГ) тезликда якинлашувчи ёкн /i-тартиблн 
янинликка »га дейилади. / (* ) ва Щ (х ) ифодаларии <oh Т$рдаги кнйматлариии 
/„ вя (LU),, десак вя (/  - L U )k - 0 акиилигини яътиборга олсяк,

*  = (ft - LhUk) - ( f h -(/-£/)„) = (ft - 1>)*((LU\ - LkU h) = *<’> + r  <«.
Демак, щ  хатолик икки кием: теиглачаиинг J h t  томоии - <рк - f k ва 

операторларин алмаштириш хатоликлярдян у'»”  = (LU )k - LkU h нборят экям. Бу 
ерда Ю'йчдаги савол тугшшши мумкин. Схемани аниклнк таргнби ечнмни ап- 
11|м>кгимация килиш тартнбнга богликми? Хатолик г„ = yh - Uk, ÿHr томоии ^  
ва \\ лар (11.13) масалянинг ечими б^лгсшлиги учли аннцлик тартибини ап 
щюкгнмация тартнбнга боглнцлнк масаляси, айирмали мнпиинннг ечнми 
тенгламаиииг ÿnr томоннга богликлик даражасигя кг.ггириляди. Агар х„ уз- 
л)ъ*еиз (А б^йича текне) ва vh ларга (схема тургун) 6 o r i h k  б 5л га, у \олда 
нницлик гартиби аппрокгимация тартиби бплан уетма-ует тушяди.

Юкорила эсляткб ^тгаиимиздек, айирмали ехемаларии ншлатшп нати- 
жягида дифференциал тенгламаларни ечши мягалягн чпяикли алгебраик тенг- 
ламяляр гистемяеини гчишгл келтириладн. Бунда тенгламаиииг ÿnr томиин, 
бошлаигич вя чгггравий шартлардл цнйматн олдиидни бориладиган функция* 
лар (бу кий^ятларнн бошлаигич цмйматляр деб аташади) цниднйднр хатолик 
билан берила.1|и. Сигтемапи х1иооблнш жараённдл хам яхлитллш хигобнга 
ми ыум  хатоликларгя йул куйилади.

By ерда айирмали мига;1яга цуйнлпдтан агосий та:юб, бошлаигич 
цнимлтлардл йул ¡;ÿftn.iiHU ипчик хатолик х.игоблаш ж«|М|ёнида ошмаслиги вя 
ечпмнм брмлглнп» керяк, /гьпи агар схемя rvpm i б^лон, бошлаигич 
киЙмлтлярни л;уда кичш; 5’:*<арнши ечимнп жутл кичю.* virnpiiiuui олиб келл-
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ди. Л rap схема тургунмас будем, бошлангич кнйматларшшг жуда кнчнк 
Узгариши, етарли даражадаги майда т '̂рда, ечимни жуда катгп $згариийпа 
олиб келишн мумкин. Illy  снбабли гургунмас схемами уиоцлашувчи дейилади.

Айнрмали масалаиннг ечими бошлангич «ийматларга ва т^р цадамн И 
параметрга боглнцдир. Т^р цадами h ни узгартириш оркали {.у*} ечимлар 
тФпламинн хосил киламнз. Маълумки, математик физика масалаларида маса- 
ла коррект (ихчам, аник) куйилган дейилади, агарда к^йидлги иккита шнрт 
бажарнлган б^лга:

1. Цандпйдир синфга тегишли б?лган ихтиёрий бошлангич кийматларда. 
К^йилган масала бнр кнймнтли ечилади.

2. Масаляиинг ечими бошлангич цийматларш у:ыук<-из богликдир.
Худди шундай айирмали масалалар коррект к?йилган дейилади, яшрдц

нхтиёрий WsA,, учун:
1. Цандайдир синфга тегишли б^лган хамма ^  бошлангич цийматлар учун 
айнрмали масаляиинг ечими ук мавжуд ва ягонадир. 1
2. у„ ечим <р> гя уэлукснэ богликдир ва бу богликлик h га нисблган текисдир.

Айнрмали масала ечиминииг бошлангич кийматлярга узлукскз 
богликлнк хоссасига айирмали масаляиинг (схемяни) тургунлиги деб \ам ата- 
лядн. Аникрок килиб айтганда, 2-шарт А га боглик булмагян шундай А/>0 
доимий сон мавжуд б^лнб, ихтиёрий кичнк М £ да

( " - i s )
тенгсиалик бажарилишини билднради. Бу ердя, yk ечим бошлангич к и й м а т н  

ft б?лгаи айирмали масаланинг еяимидир. Ai.ip гь =ук ->», фн=фн- <ph десак,
Ц „ 5Л^ Д г) « и  о м е »

к£рннишда ёзнш мумкин. Бутан  к^ринадики, агар схема тургун б$лса ва бе- 
рилган масалани аппроксимация килса, у якинлашувчидир (к?пгина холларда 
аппроксимация вя тургунликдан яцинлашиш келиб чикади дейилади), бундам 
ташкяри схемяни аннклик тяртиби (якинляшиш теэлиги) унинг аппроксима
ция тартиби билан ямнцланади. Демак, айирмали схемяни якиилашиши ва 
аник-шк тяргнбини Сргяннш, тургунлик вя аппроксимация хатолигини 
?ргяниш мясалясигя келар экяи. Бахоляншннг (11.15) к^жнишнга олдмндан 
(оприор) бн.\ОЛ«И1 дейиляди.

Умумян (11.15) курннишдяги олдиндян бяхоляшни бяжяриш учун 
К̂ ’шкмчя мятемнтик ффмулалар: йигинди формулалари. Гриннинг айирмали 
формулалари, жойлаштириш 'георсмасининг (теорема вложения) турдаги 
Фхшяшлиги керак буляди. Шулар ёрдамидягиня оддий дифференциал тенгля- 
малярининг айирмали Тхшяшлмклярини бяхоляш мумкин.
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12-БОВ. КО РРЕЛ Я Ц И Я  Н АЗАРИ ЯСИ

12.1. Функционои, статистик ва корреляцион богланишлар

\аётда (гурмушдя) ку:1лтилаётган *ар бир ходисплярнннг руй бериш 
х.о.ыари маълум бир цопуннятляргя буйсинадн. Бундай \одисаларнинг pjli бе- 
ршнн пиин \нсобгя олннгян факторлар бнлаи боглнк булиб, улариинг соили 
м)Н«сабятлари, мяълум бир апик характерга эга б$лядн.

Виз иккита X  na Y ^згпруичиляр орасндаги функционал, статистик на 
кор|кмнцнон боглаиишларии ка раб чикамил. Агар X  иинг бнрор киичятнгя Y 
ниш б тта  ёкн бир нсчта яинклашаи цнймати мос келса, X  irn Y уагяруичнлар 
орасндаги богланнш функционал боыаннш деб аталади. Мисол, хаво харорати 
бнлаи термометрдагн симоб устунн орасндаги боглаииш функционал 
бокшншнга мисол б^ла олпди. Учуман \акнкнн функционал богланишляр хп 
pi-да нам учрлйдн, чункн X  ва Y ^гяруъчнлар бошка тасодцфий фякторлар- 
нинг тяьсирига дучор б^'лядм. Бу факторляр ичнда иккала А' ва У лар учли 
умучий булган <|жкторлнр учраншши мумкнн. Бу холда статистик бокланнпт 
пуж\дга келади. Никита микдо|иардан биришшг уитрнши иккинчисннииг 
тяксимоти ^иарншига олнб келса, бундам боыаннш статистик боманиш деб 
италадн. Агар статистик 6<)F.ianra)l мицдорлардан бирининг узгариши иккннчн- 
сннинг у рта кннматиннш forapniiinra сабаб б$лса, бундяй статистик боглаииш 
корреляцион боглаииш деб аталадн. Мисол, яЙтаПлик, }' пахта *осилн na X  
уштллр мнкдори булснн. Виз бу срда тушушии осон булнш учуй пахта *осил- 
юрлнгинн ^»акат JVirrra боглапгаи деб оламнз ва колган бошка факторларнн, 
масалан. сув, ишчн кучи, техника воснталарн «ю бошцллярни старлнчя 
пп.мпилянади деб *нсобланмиз. Маълучк», майдонн бир хил булган паПкал- 
лярга бир хил J-rirr солпнганда хам, хяр хил хоснл олииадп. Демак, Y мнкдор 
.V микдорларнинг функцияси эмяс экан. Албатга х,осилдорликка бошка фак- 
горляр хам таъсир килнши мумкии, мясалаи, ёгингарчилик, \арорат ва 
бшикалар. Чунки бу факторларни иисон бошкара олмайдн. В>тгга карямясдан 
тяжриба шунн к\рсатядики, уртача х,осил, улгглар микдорининг фуикцняси- 
дир. Демяк, Y, X  микдор билян корреляцион бомяигяндир.

12.2. Корреляция нааяриясининг нкки асосий маголаси

'Гскширнлаётган Y чя X  тасоднфнй микдорлар корреляцнон боглаиган 
бл’лсии. Айтяйлнк, X  нинг бирорта кийматига Y ниш бир иечта киймаги мос 
келсин. Бу сопларшшг уртачя кнйматинл у _ деб белгилясак, унга шарг.ш
ургача киймят деб аталади.
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Агар у ,  шартли ^ртача кннмат х га функционал богланса, у пяцгдя Y ва 
X  Jftapo кпрреляцнон богланган деб атпладн:

> ,=/(*)• (12.1)
(12.1) тенглама У нинг X  гя рсг|юссня тснглямаен дсйнлади. /(х ) функция, Y 
нинг X  га регрсссияси, унннг графит Y книг X  га агрессия чнапгн деПиладн.

Аксннча, X  нинг Y  га коррсляцион богляншпи эта куйидагичя б.фладн:
5 , - Ж ) .  (12.2)

Корреляция наяарнясииимг нккита мухим масяласи б^либ, буляр 
куйндагидан нборат:

1. Коррсляцион богланмш «|н>рмагини аниклаш. By орда рег|«чтия * 
функцнясннинг к^риннши яннцлнш керан. Вулар чншкли, квяд|штик, 
кУрсяткнчли ва цокало б£лиши мумкин.

Агар f (x )  ва ргг|»от1я функнняларинннг икквласи х;ам чшнклн
б?лса, корреляция чизнкли богланншга, акг холда ночнзикли богланншга Э1я  
дсйнладн.

2. Корреляция налариясинннг нккинчи масаласн - коррсляцион 
богланншнинг эичлигнни (кучнни) яииклашдир- У нинг X га коррсляцион 
богликлигининг зичлиги, Y нинг кийматларн у я шартлн Уртача кнймат атро- 
фнда тарконлнгига кя|>яб ба\оллнадн. К$н тярцоклпк К нинг X  га кучей:» 
бомнклнпти, кам тарк* цлик аса анча кучли боглнцлик борлигнкн курсатади.

Корреляция назарнясшшнг мо\нятн, утказилгаи бир цатор тажрибалар- 
дан фойдаланиО т£гри чизнкли ёкн э!ри чн^икли тенгламялариинг параметр- 
лариин тонншдан нборатднр. By парамстрларни топши учун купинча энг ки- 
чик квадратлар усулн ну.тланнлпдп. Энг кичик квадратлар уеули билан тани- 
шиб чнкамиз.

12.3. Энг киник квадратлар усули

Кундалик х,астдя тадбик этилаётган \яр кандай налярмй моделларнинг 
барчасн физика цонунларнга асоеланнб яратилганднр. Виз х,ар кандай модел- 
ни тажриба ёрдамида текшнрнб, унииг т£трилигшш нсбот цилиишмиэ мумкин, 
буинж учуй тажрибалпрнн шундай даврий равншда $ткалиш керакки, натн- 
жада модсл физик жараёнларини яхшнлашга в« унннг коэффицисиглариии 
аниклашга ёрдам версии. Купинча, турмушда кузатшнлар вя тяжрибалар 
оркяли, эмпирик (тажриба) форчулаллрнни келтнриб чнкарнш мумкин.

Масалан, *ароратнннг н^гарилшни ёки аксннча пасайишннн, симоб ус- 
тушшннг кутарилншнга еки пасайишнга караб бнлнш мумкин. Демак, х,арорят 
билан симоб устунн <ргисида чизнкли богланнш борлнгнни тажриба орнали 
бнлнш мумкин.
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Фнлмкя цсжунлярниииг дря|х1н хнммяси тяжрибаляр й^лн билак исос- 
лямгяндир. М япинн, I и.шлсн томонидмн каик|> :ггмлгял жнсмлирнлнг бунь 
.1НК.Ш ( .\пн<к*и:1 ндишдя) ;>ркин тушгянднт боснб $*тгян йулшшнг вацт билян 
•шктшпндягн <|юрчултндя

ц - щюиорцноиялллк ко:к|м|нщн> «гг»! я  = 9,81 м/с2 тяжрибаляр Й^лн бнлан то- 
ПИ.1ГЯН.

1>1-г|»тгин яшыиям - бу тяжрмбя мнълумотлярндан экг к£п мос келядигин 
тннляичя Пуйнчл мод«м туянш угулига нПтнладп. .'(екни, бундаЙ ярвтил^ан мо- 
д?л бсри.кян тнжрнбя иятижяляри бнлан яник устмя-уст тлшядн деган гяп 
эмяг. Моделнн шундяй туянш керякки, модел билян * исгялган тажриба 
нуктялмрн о|>я(‘нлягн <|м1рк эпг кям кшЫятнн кабул цилснн. Лъни, модел бн- 
лнн берилгян м»ъ.|ум<гглнр орнскдшк (|м|>ц мннимумга эрншсил. Булдай магя- 
лялярнн счншдн эн г ккчик ккадрнтляр усулн к?-тланнлади.

Энг кичкк кпядратляр угулн бирннчн марта 1974 йилдя Гаусс томонидан 
ишляб чнкнлгап булнб, пЙркм адабнётларда бу усул Гнусс усули деб аталяди.

Ондк энг кнчик квядрятляр усулннннг мо.\нятн бнлан танпшнб чикамия. 
Айтяйлик, X  дрклн Сшярувчниннг п та кнАматн бернлган б^лсин: х „ х „ Б у  
пркли {-л-ярувчидарга мос болтан фулкциннннг кийматларн уиу и .. ,у„ б?лсин. 
Бнз, эатн шундяй т-тяртлблн <р{х) г{т1хадни

р(х)=о0.г” +а,х*" +а,т"'3 +. л а щ_ух*-ап 
вниц.тайлнкки, бу к£пхяд .V нннг х, кнйчятлярнда, У  нинг у, кнйматларнга 
тенг бу-лскн, яыш

ввхГ+в,х,-'+...*в^1т1+ в .-у,,
аех;+а1х Г 1+...+ат.,х1+ая =у1,  ̂ ( |2 3 )

а9х" +а,х~'+.. л а яАхя +ат =уя.

бу ерда, т  + \ номпълум коэ<)>фициентли п та тенгламалар сиггемагн *осил 
бГлди. Бу номяълум коэффицнеитляр куйндаглляр: ц,,о,...,,ат .

Умуман олгянда, (12.3) тенгламялар снстемасини к^шнмча шартларгня 
ечига мумкин эмас. Бу ерда, р*(х) функция куйидаш шартларга б£йсинсин. 
Пьни, аг,а„...,ая коэффтцюнтлярнн шунляП тянляб оляйлнккн, <р{х,)-у1 яй- 
нрмялярнинг кяядрятларн йигиндиги минимум киймятли кябул кллгин>

?  ‘ ¿(Оп*."' +*|*Г‘ +агх' ’* *  +«. • (12.4}
м

>1нбу шарт бяжарилишн у’гун, НЛМЯТи'»\М кссм^^ниипггляртлн Ш ПННЯН  
тугугнй хосиляляр 11*>,?гя Т1*нг валищи:

www.ziyouz.com kutubxonasi



¿¡-»0 ; —  = 0; —  = 0;. , - -  = 0 
<Эп0 сЬ, да} Лт,

зярур ва етарлидир. Ву «+1 иомаълумли .т» + 1 та тешлпмалар гиггемясинп 6с- 
(млн. Вошцачя айтгяндп, Г(а0,а „ ,ая ) функиня ми1 кятгя ёкн :ин кнчнк
кмйматга эршиншп учуй (бу митсмитик анализ курсиднн миълуч) а„,а ,....а я
номяълум к(км|м|»н1ин‘нт.1лр буйича олннгян хусугий .чоси.ш.шр нолгя тем» Г>?- 
лииш зярур нм стар.ш.

12.4. Чианцли корреляции

ЭНДИ ЧИЗНЦЛИ КО|>|>ГЛШ1ИНШМ1Г К1КМ]К)МШ1Н'1ГТ.ШРНМИ лиг кичнк 
квндратлар усулпдяи фоЛдялнниб типами;», п тн тнжриГж угкяш.инн булиб, 
улярнннг нятижялнри мос |нн>инма (г ,,У: ), Л *Щ,У .) б$лсии. Ш уипк
гдек, мятсмятнк модел *ам чпзицли булсии:

>■.=«,+0,1 (12.5)
бу ердя, у , - реп>есоия модели тукрп чиликни нфоднляиди. Виз (12.5) дни а„ 
ва о, ко:к}»фнцнснтлярнл аннцляшии мицеяд килмб «уямпз. 23-чнлмядн 
ягялган (12.5) т^гри чилнк билян \ар бмр иуктя орясидят мямк|»ялш* 
яйирмаеннииг квяд|ютлар йкгнндисшшнг хятиляри минимум б^лсип:

г„ ~уг =а0+аухг...... у , * а 9+а,хя.

^ар бир нукгадан тутри чшицшчя б?лгаи хатони (мвеофиин) 
куйидяппа ифодалаймиз:

~У\-о, +а,х] -у ,....... . -/.*«•+ «!*-“ Л-
Умумий хато цуйндагича тоииладн Р  = Р *  +Р}г+ + Р ,г ёкн

Р  = (а„ +а,*, -.у,)2 +(а0 * а,х, ->,)*+...+<«, + а,х„ - Ув)\  
б\нн циркача я^шнитдя ифодяллсяк
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Виз аа ва а, коэффицншггларшшг шумдай кийматларшж тоиайликки, 
натижада Р  мниимал кийматни кабул кнлсин. Бунинг учун унинг хусугий 
\огклаларн нолга тенг б$лнши зарур ва етарли.

¿7* ^ * ■ * д . *
~  = 0’ 1 Г  = 0> = *<ЬС Л, А в &>а ,«|

= £ 2(а„ + а,х. - )  * 2(«а0 + ¿ * . - ¿ Х )  = 0.

бундам

(12.0)

шунннгдек,

4 г ~ Т ,4 г 1 а* +«Л -Л )* - ¿2 г ,(а 0 + а,х, -у,)=2а0'£х, + 2а,]Гх(1 -2£х(.у, =0,
Д*1 .-I «*| ..I ю |>1 ..|

бунднн

( ¿ '» К  + (£ * ,2К - ¿ » л  (*2 .7 )»1 (‘I
Натижада мккн о„ ва а, номнълум копффнциентлн, иккнта тенгламалар 

гистемасинк *осил киламиз.

вд .+ ^ £ *,^

( ¿ ' ■ Й 1 4 Ф *
Бу тенгламалар пктсмасидан «0 ва а, ко^^^мцмоитлярни аннклаймиз.

|.| м!_____ 1-1 «»I

» ¿ » ( ¿ О 1 
<•1 |>|

<■1 <.| .-I

( 12.8 )

(12.9)

Бу срда п - тажрибалар сони.
Одатда, амалиет масялялярннн ечшнда, регр^сия моделининг 

хатогннинг ^лчови, стандарт (ургача квадрат) четланнш 5 орцалн тошвдди:

¿ ( а 0+в,г, -у,)3
( 12. 10)
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Агар текшнриляртган жаряён нормял тякгнмоггя эга булса, тяжрибя 
иукгаларнинг танрибан 66 фпизи агрессия моделидан битга квалрят 
чсгланиш сох.асида жойлашади, нукталариииг 95 фоизн иккнта квадратик 
чгглаиши сочаоида жойлашади. Агар бу яйтганларни геометрик и д о и  
назардан тасаввур «нладигаи б?лсяк, иукгаларнинг 66 фоизн А кувурда (б.птн 
квадрат четланиш). шунингдек, нуктялярниш 95 фоизн И кувурда (нккитя 
квадрат четланиш) жоПлашган булядн (24-чизмя).

Стандарт четланиш бу моделнипг ишочли »нанлигнни текширишда
му^им ах,амиятгя эга.

Катга мгголик, регрессии модели тяжрибалар жараенишмг 
пятижаларнии етарлн диражада т}и>даламас.1игидадир. Лекнн моделнинг к а тт  
хятоои бошн* сябабларгя *ам боыик булиши мумкин. Мясалан, тнжрнбяляр 
сони кямрон булиши мр1кии. Бупдяй лоллард* регрессия модеяииинг 
хятосини камайтириш учуй тяжрибалнр гоиини куляйтнрнш талиб цилннади.

Мисол. Лабораторияда уткал и.пян тажрибяларнинг нятижаси куПидягн 
жадвалда берилгян. Чнзицяи регрессия моделининг ком|>фииие1гглари

24-чизмя.

_____гл.

I  67*6

10,0
1.1А

3,1
4,3

Ы
9,1

х

271,44
220,00

94,72
129,75
153,55
173,81

М .
24,86

53,75
33.79

75.06
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Энди, биз жадиалдаги «ийматлардан фойдяланиб (12.8) ни (12.9) 
формулялар ёрда.мнда а0 на а, коэффициентларни аницлаймиз:

шундай цилпб, а0 = 6,9; а, =2,71- Демак, регрессия тенгламаси куйидагича 
б£ляди:

Моделнииг $ртача квадрат четланиши S  -±25,2 га тенг. Бунинг маъноси 
шуки, тажриба натнжнларининг Й6 фоизи ^  чегарада ётадн, яъни S  = ±25 2 
ва 95 фоиз нуцталар эса Ау = ±50,4 чега|>ада ётадн.

Корреляция масаласшш ечиш жараёнида *иеоб ишларини 
еш иллаштнриш учун, клинча координаталарициг Сртача кийматлари 
ишлатиладн. Л ьни, миги бошлангич координаталар сифятида уларнинг ургача 
тажрибавий кийматлари ишлатилади. Айтайлик, X , У лар ил гари берилган 
кийматларнинг координаталари б^ленн ва *•’, у  - координаталар эся янги 
координаталар б£лгин. У’ртача кнйматлар к^ндагича аниклаияди:

Янги координаталар б^Йича регрессия модели к?йидагича аниклаияди:

_ 164,1 • 541,82 - 67.6-1230.73 5715,31
10-541,82-(67.6)5 = 848,44 =6’9’

^ Z ^ - Z ^ Z *
— l i _______ í±!___ ä-J___ 10 1230,73-67,6-164,1 :Т1

у ,  = 6,9+,271х

12.5 Чизикли регрессия моделини Уртача циймят 
орнали ифодаляш

Координяталарни куйндаги формулалар билан ялмаштирачил
jf' = ï-jr,  y ' = y ~ ÿ . (12.11)

( 11.12)

(12.11) im (12.12) га кУйиб, рег|>есгия тенгламаси моделини «линии 
координигалар б^Йича аницлайми.ч.
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у-у= Л ,{х-х ) л 

ёки у  = у  + А,(х - х) = А0 + Ахх , бу орда А0-у- А, х.

12.6. Регрессия моделининг ншончлилиги

Регрессия модели тузилганднн кейин уиинг ииюнчлштшини янмцляш му*им 
а^амиятта эга. Ьошкачя айтгяндя, регрессия модели книдяй яникликдп, 
етарлича т^грн экаилигипи яниклаш жуда му\нмдир. Ре1 [Х'ссин моделининг 
яниклигини вя ишоичлнлигини тя*лил КИЛШН учул куй»ДЯ«и чизмялярдяги 
хяряктеристикалярга эътибор цилиция -фри келяди.

• ( Х ь Л )

( * , Я

* < * ь Л )

•
<*.*>

» . « ¿ ( г , - Я 1

25-чизма.

И .У)

* {»!.>»)

•
(х~У.) -¿0-, -у )1

} 26-чизма.
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»1
2в-чизмада бершиан нукгалар регрессия чизиги атрофида гаркалган

~ У ? ■»1
27-чизмада |млрессия т^гри чнзшн атрофида берилгап кийматларшшг Ургача 
кийматшшнг гаркалншм ифодалашан.

ЖУ, + « ,.
Моделннш ншончлкк методикасн ФаЛер гомонидан ншлаб чикнлган.

Мисол. 1\уйндагм у-<р(х) бмринчи даражали куп*ад эрклн х нинг х1 = 1, 
г2=2, *,=3; г4 = 4 кийматларида, у  = <р{х) функция ух =0, у г =1, =3, у ,  =5 
цийматларни кабул килса, регрессия темгламясинм топинг.

Ечиш . Масала шартм буйича, берилган биринчл жадвал купхдд 
у  = а„х + а, куршшшда булади.

№ X У XV
1 1 0 1 0
2 2 1 4 2
3 3 3 9 9
4 4 5 16 20

У
м! 10 9 30 31

Олдингн формулалардан фойдаланиб, коэ<|>ф|Щ11ентларни аниклаДмиз:

Ди<|и)м‘|№нциаллаш амалларшж бажариб, куйндагига эга буламиз:

*.* +а< Е  *. - £  *<У. = °. «и + 4°| "  Т,У, = 0<*| 1.1 »1 ,г| * ,4
Ву тенгламалар сиггемаеига жадвалдаги йшиндиларнннг кийматини кУйиб, 
содда тснгламалар систсмасини хосил киламиз:

30а0 + 10а, - 31 = 0,
10а„ + 4а, - 9= 0.

Ву системами ечиб, ап - 1,7 на а, = -2 эканлигини аникляймиэ. Цемак, 
(мтресснм тенгламнси

у= р (х )= а0х + а ) = 1,7х- 2. 
р(1) = -0,3 да хато -0,3; ?(2)=1,4 дп хато 0,4; р(3)=3,1 да хато 0,1; >̂(4) = 4.8 да 
хато -0,2 булади.
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12.7. Эгри чиэицли корреляция

Виз юкорида чизицли корреляция бнлян таншинб чиккаи ЭДИК. ;ь.,ш 
У ,= / (х )  корреляцион боглшушк учун эгри чизикларшшг содда к$'ринишдаги 
\оллари билан танишамиз. Бу эгри чизицлар / (х )~ а 0х2 +а,х + а 2 парабола ва 
/ (х)-а0 +о, I х гиие||болалардян иборат б?лсин.

1 . / ( Х) = ах} +Ьх + с квадрат функцилнинг коэффициент^ ими вниклаш 
талаб этилган булсии. Бу ерда п та функцинни йигниди шаклдн ифодалаймил 

+«.*. +аг ~ у ,У  (12.14)
1 « Г

ау ва о, коэффициентами топиш учуй ва (12.14) минимал кийматга »га 
булиш учун а0, о, ва аг лар буйичн хусусий ^иилала* олиб, полги 
тенглаштириб ёэамиз:

—  =й, £-=0; —  = 0. 
Л 0 <%2

Демак,

£ '
Яг* = 2£.(аох?  +а1х< +°з  ~У‘^>г в2[ а2 л 4 +6Х л *  с1 ьх-2 " ¿ л ’М„ I 1_ <•' '-1 1-1 '•! и

- =2¿ (^ х ,1 +а,х, +а, - у , )  = А а „ ¿ х ,1 +«.!>■ "«а- I
1] 1.1 I  г-1 М м  J& )

)^ар бир хусусий хосилалярни но.иа тенглаштириб, куйидаш 
тенгламалар системасига эга буламнз.

« .2 л 4 + « .2 л ) + я ,5 л а = 1 л 2>’,,

«о2л* + я . =  1лХ >  (12-15)

« .2 л ’ + в ,5 л  +а* .= 1 л
Бу ерда чизицли корреляциядагидск коэффициентларни тониш унчалик 
максадга мувофик эмас. Чунки бу системадан а0, а, *«* а г ко:м|к)>ициентлар 
топилганда жуда кУнол формулялнр х,оеил булади. 111у еабаблн хисоблаш 
енгил булииш учли иитндиллрни хшоблнб, гигтемага куйиб, кейин 
коэффицигнтлар юиилса, \игоб.тши ишларн анча осои б£лади.

Мигол Цуйидаш жядвалда Гм'рилгаи х ва у  пинг цийммтляри учун 
у= а„х2 +а1х + а г ква;цтт учх,адннш аи> а, вм а, кож!>фнцие1П лпри тоннлпш.

X 0,2 1,0 1,4 2,1 2,6

У 0,6 2,1 4,6 7,6 14,0

НЮ
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1 X , .У, X 7 *i *î *,У, *ïy,
1 0,2 0,6 0,04 0,008 0,0016 0.12 0,024
2 1,0 2,1 1,00 1,000 1,0000 2.10 2,100
3 1,4 4,6 2,96 2,744 3.8416 6,44 13.616
4 2,1 7,6 4,41 9,261 19,4481 15,96 33,516
5 2,6 14,0 6,76 17,576 45,6976 ,36,40 94,640

5

X
'•1

7,3 28,9 15,17 30,589 69,9889 61,02 143,896

¡Энди бу цнйматларни (12.15) слстемага KÿfieaK,
2а0 + 3,2а, + 24,5а3 = 14,2,
За0+22о, + 6,4 lOj =10,4, . (12.16)
2,209+4,5^+5,202=7,2 

Ьу гистгмадин о, ни П^котиб, икки номяьлумли иккнтя тенгламаляр 
сиггемясини зцосил цилнмиз

5а0 + 2а, =4,
2Оа0 +5а, =12.

Вунднн, а0=2,42 ня а,=-3 топнб, бу кнАматляркм олдинги системага кУйиб, 
о, =0,8 топамия. Демак, иэланяётган эгри чизикли функция тацрибан 
кумкдагмгп теш- б^ладн:

у  = 2,42т1 - Зх + 0,8
2. Энди бернлган f (x )  = a0 + a ,/x  гипербо.тнннг коэффнциентларинн

анмцлашга киришамна. Бу ерда хам энг кичик кяадратлар угулинн к^лласак, 
d| _

! '  = 2^(а о + ~ ~ У . )  Ф икц ия иккнтя а0 ня я, пярямртргя г»гя. F  функциядвн о0*-1 X,
ня а, буйнча хусугий х,огилалар олгяк,

I „ „  § . . г ± ъ + * - м - ' - .Ä 0 х, д.7, X, X, ^  х, X , X,

Энци - ^ ' *0  па ~  =0 шаргнн хпеобга олгак,
*0

« e Z ^ + ^ É p ’ - É j ' . ^ O  ёки ^ ¿ “  + a ,Z p -  = Z ^  ;-
(-1 •*/ i-«l -»i к 1 *1 ,.-.1 X , , . |  X , ,«| X,

па ¿  (а„ + ---y t ) = 0, па0 *■ a, ¿  = ¿ .у , ларнн хосил киламил.
i-i xi í-i х, .-.i

а0 ня а, кааффициентларни топит учуи сигглмннн куйнднгича гзамил
А  ] "
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