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Узбекистон Республикаси мустакиллигк- 
нинг 13 йиллигига батшланади.

С У З  Б О Ш И

Д и с к р е т  м атем ати к а  — м а т ем ат и к ан и н г  б и р  к,исми були б , 
м и л о д д а н  ав в ал ги  IV  ас р д а  я р а т и л а  б о ш л а н г а н . Д и с к р е т  
м а т е м а т и к а  м а т е м а т и к а н и н г  т а к о м и л л а ш г а н  с о н л а р  н а з а -  
р и я с и , ал геб р а , м а т ем ат и к  м антик, к и с м л а р и д а н  т а ш к а р и , 
X X  аср  у р тал ар и д аги  ф а н -т е х н и к а  тар ак ,к^ёти  ту ф ай л и  ж адал  
р и в о ж л а н а ё т г а н  ф у н к ц и о н а л  с и с т е м а л а р  н а з а р и я с и , гр аф  
ва ту р л ар  н а за р и я с и , к о д л а ш т и р и ш  н а за р и я с и , к о м б и н а т о р  
а н а л и з  к а б и  б у л и м л а р н и  \ а м  уз и ч и га  олад и .

Д астл аб , ф ак д т  м а т ем ат и к  м антик;, ал геб р а , м а т е м а т и к  
а н а л и з , м а тем ат и к а  ас о сл ар и , э ^ т и м о л л а р  н а з а р и я с и , г ео 
м е т р и я , т о п о л о ги я , со н л ар  н а з а р и я с и , м о д ел л ар  н а з а р и я с и  
к а б и  м а т е м а т и к  ф а н л а р д а  татби к , э т и б  к е л и н г а н  д и с к р е т  
м а тем ат и к а  X X  ас р н и н г  4 0 - й и л л а р и д а н  б о ш л аб  х .исоблаш  
м атем ат и к аси , к и б ер н ет и к а , ах б о р о т  н а за р и я с и , ик^тисодиёт, 
п с и х о л о ги я , м а т е м а т и к  л и н г в и с т и к а , т и б б и ё т  ф а н л а р и  ва  
д и с к р е т  тех н и к ад а  \а м  к е н г  к у л л ан и л м о к д а . Д и с к р е т  м ате
м а т и к а  э л е к т р  с х е м ал ар н и  л о й и ^ а л а ш д а  ва т е к ш и р и ш д а , 
ав т о м а т и к  ^ и со б л аш  м а ш и н а л а р и н и  л о й и х д л аш  ва  п р о гр а м - 
м а л а ш д а , д и с к р е т  а в т о м а т л а р н и  м а н т и л и й  л о й и ^ а л а ш д а , 
Э Х М  э л е м е н т л а р и  ва  к ,и см л ар и н и  л о й и х ,ал аш д а , \ а р  хи л  
т е х н и к  си сте м ал ар , к у р и л м ал а р  ва а в т о м а т и к  м а ш и н а л а р н и  
а н а л и з  ва  с и н т е з  к ,илиш да к е н г  м ик;ёсда татбик; э ти л ад и . 
М а т е м а т и к  м а н т и к , ф а н и  э л е к т р о н  ^ и с о б л а ш  м а ш и н а -  
л а р и н и н г  вуж удга к е л и ш и га  ва у н и  м у к а м м а л л а ш т и р и ш га  
к атта  х;исса ку ш ди .

Д и с к р е т  м а т ем ат и к а  м а т е м а т и к  к и б е р н е т и к а н и н г  п о й д е - 
в о р и  б у л и ш и  б и л ан  б и р га , х о зи р ги  зам о н  м а т е м а т и к  таъ - 
л и м и н и н г  м у \и м  б у ги н и  х,ам х и со б л а н ад и .
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Китобнинг асоси сифатида муаллиф томонидан 1973 йил
дан бери Самарканд давлат университета амалий математика 
ва информатика факультета талабаларига узлуксиз укдлаётган 
маърузалар олинган. Унинг структураси ва мазмунига 
факультет базасида «Дискрет математика ва унинг татбик- 
лари» мавзусида утказштган Халкаро илмий анжуманлар, 
Москва давлат университетининг «Дискрет математика» 
кафедраси билан укув-услубий сохалардаги \амкорлик х,амда 
факультет талабаларига дискрет математика фанининг етук 
олимлари А. Дородницин, Ю. Журавлёв, М. Комилов,
В. Кудрявцев, А. Зиков ва В. Крбулов томонидан укилган 
маърузаларнинг хам ижобий таъсири бор.

Китоб дискрет математиканинг ривожланиш тарихи 
(кириш) ва 9 бобдан иборат.

Кулланманинг биринчи бобида тупламлар назариясининг 
элементлари, муносабатлар, бинар муносабати, функциялар 
суперпозицияси, тартиблаш муносабати ва панжара хакдда 
тушунчалар берилади.

Иккинчи боб мулохазалар алгебрасига багишланган 
булиб, унда мулохазалар ва улар устида мантикий амаллар, 
формулалар, тенг кучли, айнан чин, айнан ёлгон ва бажари- 
лувчи формулалар, тенг кучли формулаларга дойр теорема- 
лар, формулаларнинг нормал шакллари, мукаммал дизъ- 
юнктив ва конъюнктив нормал шакллар, мулохазалар алгеб- 
раси функциялари, Буль алгебраси, мантик, алгебрасидаги 
икки тарафлама конун ва арифметик амаллар, Жегалкин 
купхади, монотон функциялар, функционал ёпик синфлар 
ва Пост теоремаси каби масалалар куриб чикилади.

Китобнинг учинчи боби мулохазалар хисобига багиш
ланган булиб, унда мулохазалар хисоби формуласи тушун- 
часи, исботланувчи формула таърифи, мулохазалар хисоби- 
нинг аксиомалар системаси (тизими), келтириб чикариш 
Коидалари, келтириб чикариш коидасининг хосилалари 
булган бир вактда урнига куйиш, мураккаб хулоса, сил
логизм, контрпозиция, икки карра инкорни тушириш коида
лари, формулалар мажмуасидан формулани келтириб чика-
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риш кридаси, келтириб чикарилган формула (исботлаш) 
тушунчаси, дедукция ва умумлашган дедукция теоремалари, 
айрим мантик, (асосларни урин алмаштириш, асосларни 
кушиш, асосларни ажратиш) к,онунларининг исботи, муло
хазалар алгебраси ва мулох,азалар х,исоби уртасидаги муно- 
сабатлар, мулохазалар \исобида ечилиш, зидсизлик, тулик,- 
лилик ва эркинлик муаммолари каби масалалар куриб чик,и- 
лади.

Туртинчи бобда предикатлар мантици баён этилган. Бу 
ерда предикат тушунчаси, предикатлар устида мантик,ий 
амаллар, умумийлик ва мавжудлик кванторлари, предикат
лар мантик,ининг формуласи ва унинг к,иймати, предикатлар 
мантик;ининг тенг кучли формулалари, предикатлар мантик,и 
формуласининг нормал шакли, бажарилувчи ва ум ум к ,и й - 
матли формулалар, ечилиш муаммоси, хусусий лолларда 
формуланинг умумкийматлилигини топиш алгоритмлари, 
предикатлар мантик;ининг математикага татбик,и, аксиома
тик предикатлар \исоби х,ак,ида маълумотлар келтирилади.

Китобнинг бешинчи боби математик назарияларга ба- 
гишланган булиб, аксиоматик назария тушунчаси, биринчи 
тартибли тил, терм ва формулалар, мантик,ий ва хос (махсус) 
аксиомалар, келтириб чикариш коидаси, алгебра, геометрия 
ва анализда мавжуд булган математик назариялар, назарияда 
исботлаш тушунчаси, тавтология хусусий \олларининг исбот- 
ланувчанлиги, дедукция теоремаси, назария тилининг интер- 
претацияси (талкини), берилган интерпретацияда формула- 
ларнинг чинлик кийматлари, назариянинг модели, интер- 
претациянинг изоморфизмлиги, назариянинг катъийлиги, 
назариянинг зидсизлик, туликпилик ва ечилиш муаммолари, 
предикатлар \исобининг зидсизлиги, натурал сонлар наза
рияси, Гёделнинг туликсизлик х;акидаги теоремаси сингари 
масалалар ёритилган.

Китобнинг олтинчи бобида алгоритмлар назариясининг 
элементлари атрофлича баён этилган. Бу ерда алгоритм 
тушунчаси ва унинг характерли хусусиятлари, ечилувчи ва
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саналувчи тупламлар, Пост теоремаси, алгоритм тушун- 
часини аниклаш, х,исобланувчи функциялар, к,исмий рекур
сив ва умумрекурсив функциялар, А. Чёрч ва С. Клини 
тезислари, Тьюринг машиналари, Тьюринг машинасида 
алгоритмни жорий килиш, натурал сонларни кушиш алго
ритму Евклид алгоритми, алгоритмлар назариясининг асо
сий гипотезаси, Марковнинг нормал алгоритмлари, Марков 
буйича кисман хисобланувчи ва хисобланувчи функциялар, 
Кисмий рекурсив (умумрекурсив) функция билан Марков 
буйича кисмий хисобланувчи (хисобланувчи) функция 
уртасидаги муносабат, нормаллаштириш принципи, алгорит- 
мик ечилмовчи муаммолар, математик мантикда келтириб 
чикарувчанликни таниш муаммоси, уз-узига татбик этув- 
чанликни таниш муаммоси каби масалалар курилган.

Китобнинг еттинчи бобида математик мантикнинг техни- 
кага татбик,лари келтирилган. Бу ерда реле-контактли схема- 
лар, контактли схемалар ва уларнинг синтези, функционал 
элементлар ва улардан схемалар ясаш, куп тактли схемалар, 
функционал элементлар системасининг туликлиги, схема- 
ларни минималлаштириш муаммоси, тескари богланиши 
булмаган автоматлар, чекли автомат х;ак;ида умумий тушун- 
чалар, Мили ва Мур автоматлари каби масалалар к^риб 
чикдпган. Мантик, алгебраси функцияларини схемалар (авто
матлар) оркали реализация этиш масаласига алохида а^амият 
берилган.

Саккизинчи бобда математик мантик; функцияларини 
минималлаштириш муаммоси баён этилган. Бу ерда дизъ- 
юнктив нормал шакл (ДНШ)ни соддалаштириш, энг киска 
ДНШ, кискартирилган ДНШ, тупикли ДНШ, Квайн ДНШ 
ва минимал ДНШларни ясаш алгоритмлари келтирилган. 
Аналитик ва геометрик тарздаги алгоритмларнинг эквива- 
лентлиги курсатилган.

Туккизинчи бобда графлар назариясининг элементлари 
ёритилган. Бу ерда оддий графлар, графларнинг изоморф- 
лиги, маршрутлар, занжирлар, цикллар, богликлилик,
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дарахтлар, хроматик сон ва хроматик синф, турлар ва турдаги 
окимлар, Форд—Фалкерсон теоремаси каби масалалар караб 
чик,илган.

Назарий масалаларни баён этишда мисоллардан кенг 
фойдаланилган, деярли хар бир параграфнинг охирида мус
такил ишлаш учун машклар, савол ва топшириклар берилган.

Китобда ёритилган масалалар «Математик мантик ва 
дискрет математика» ва «Математик мантик ва алгоритмлар 
назарияси» фанларидан ташкари давлат таълим стандартла- 
рида курсатилган «Машиналар арифметикаси ва автоматлар 
назарияси», «Информатика асослари ва хисоблаш техни- 
каси», «ЭХ.М ва дастурлаш», «Операцияларни текшириш» 
каби фанларни укитишда хам мухим ахамият касб этади.

Китобни тайёрлашда америк&тик С. Клини ва А. Чёрч, 
австриялик К. Гёдел, англиялик А. Тьюринг ва Э. Мендельсон 
Хамда россиялик А.А. Марков, А.И. Мальцев, П.С. Новиков, 
С.В. Яблонский, О.Б. Лупанов, В.Б. Кудрявцев, В.А. Горбатов. 
С.Г. Гиндикин, А.А. Зиков, Л. Пихтарников ва Т. Сукачёва, 
узбекистонлик Р. Искандаров, Т. Ёкубов каби математиклар 
томонидан яратилган монография, дарслик, укув кулланма 
ва илмий маколалар ва самаркандлик М.Исроиловнинг 
мулохазалар алгебрасига багишланган кулёзмасидан фойдала- 
нилди.

Олий укув юртлари математика факультетлари талабалари 
учун узбек тилида ёзилган дастлабки китоблар мархум 
устозимиз Р.И. Искандаровнинг «Математик логика эле- 
ментлари» (1970) номли дарслиги ва Т.Ёкубовнинг «Мате
матик логика элементлари» (1983) укув кулланмасидир. Бу 
китоблар математик мантик фанини укитишда, табиийки, 
ижобий рол уйнади.

УКУвчиларга тавсия  этилаётган уш б у  ки тоб  « М атем атик  
м а н ти к  ва ди скрет  математика» хамда «М атем атик  м а н ти к  
ва алгоритмлар назарияси» ф анлари буйича  Республикам из 
давлат таълим  стандартларида курсатилган  укув  дастурларига 
т ул и к  жавоб беради.
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Китоб университет ва педагогика институтларида 
5460100 — математика, 5480100 — амалий математика ва 
информатика, 5140100 — математика ва информатика, 
5521900 — информатика ва информацион технологиялар
бакалаврлик йуналишлари хамда 5А460104, 5А480101 ва 
5А480107 магистратура мутахассисликлари буйича таълим 
олаётган талабаларга мулжалланган. Китоб камчиликлардан 
холи булмаганлиги туфайли, муаллиф китоб х.ак.идаги танк,и- 
дий фикр ва мулохазаларни миннатдорчилик билан к;абул 
к,илади ва олдиндан уз ташаккурини изхор этади.

Китобнинг кулёзмаси билан муфассал танишиб, унинг 
сифатини яхшилаш йулида фойдали курсатма ва маслахатлар 
берган такризчилар УзР ФА академиги Н. Сатимов, профес- 
сорлар А. Солеев, А. Пулатов, доцентлар Р. Руломов ва 
F. Эргашевга, мухаррирлик ишини бажарган доцент 
А. Мусаевга, матнини компьютерга киритган ва макетини 
тузиб нашр этишга тайёрлаган X. Якубова, Э.Урунбоев ва 
Ф. Муродовга уз миннатдорчилигимни билдираман.

Муаллиф.
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Мантик; — мухокама юритишнинг к;онун-к;оидалари, 
усуллари ва формалари (шакллари) хак;идаги фан булиб, 
унинг асосчиси кддимги юнон мутафаккири Аристотель 
(милод. авв. 384—322) хисобланади. У биринчи булиб дедук
ция назариясини, яъни мантикдй хулоса чикариш назария- 
сини яратиб, мантилий хулоса чик.аришнинг формал харак
тера эга эканлигини курсатди. Аристотелнинг мантилий 
таълимоти формал мантикринг (логиканинг) асосини таш
кил кдлади. Формал мантик; фикрлашнинг формалари ва 
к,онунларини текширади. Шундай к,илиб, Аристотель ман
тилий фикрлашнинг асосий крнунларини очди.

Аристотель асос солган мантик; куп асрлар давомида тур
ли мутафаккирлар, файласуфлар ва бутун фалсафий мактаб- 
лар томонидан тулдирилди, узгартирилди ва такомиллаш- 
тирилди. Шу жумладан, Абу Наср Форобий, Абу Али ибн 
Сино, Абу Райх,он Беруний, Мухаммад ал-Хоразмий, Умар 
Хайём, Алишер Навоий, Мирзо Бедил каби Шарк,нинг буюк 
мутафаккирлари хам узларининг катта хиссаларини 
куш д ил ар.

Мантикринг янгиланишида француз олими Р. Декарт- 
нинг (1596—1650) ишлари мухим роль уйнади. Р.Декарт ана
литик усулда фикрлашнинг асосий принципларини яратди.

Немис философи ва математиги Г. Лейбниц (1646—1716) 
биринчи булиб мантик;ий фикрлашга хисоб характерини 
бериш зарур, деган foh  билан чикди. Бунинг учун, унинг 
фикрича, хамма илмий тушунчалар ва мулохазаларни асосий 
мантик,ий элементларга келтириб, уларни маълум символлар 
билан белгилаш керак.

Г. Лейбниц гоялари фак;ат XIX асрдагина уз ривожини 
топди. Инглиз олимлари Ж. Буль (1815-1864), Ч. Пирс 
(1839-1914), Б. Рассел (1872-1970), А. Уайтхед (1861- 
1947), У. Жевонс (1835—1882), немис олимлари Г. Фрёге
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(1848-1925), Д. Гильберт (1862-1943), Э. Шрёдер (1853— 
1910), шотланд математиги О. де Морган (1806—1871), рус 
олимлари П.С. Порецкий (1846—1907), В.И. Гливенко (1897— 
1940), И.И. Жегалкин (1869—1947) ва бошкалар мантик, 
со\асидаги ишлари билан символик ёки математик мантикри 
(логикани) яратдилар.

Математик мантик; асосчиларидан бири булган Ж. Буль 
(машхур «Суна» романининг муаллифи Лилиан Войничнинг 
отасидир) мустакдл равишда грек, лотин, немис, француз ва 
итальян тилларини хамда математикани Урганади. 1847 йилда 
ёзилган «Мантикнинг математик тахлили», «Мантилий 
хисоб» ва 1854 йилда ёзган «Фикрлаш крнунларини тадк^к; 
этиш» китобларида мантикри алгебраик формата келтирди 
ва математик мантик^инг аксиомалар системасини яратди. 
Булнинг мантикдй хисоби Буль алгебраси деб юритилади.

Ж. Буль мантик; ва математика операциялари Уртасидаги 
ухшашликка асосланиб, мантик;ий хулосаларга алгебраик 
символикани к^ллади. У мантик; операцияларини формал- 
лаштириш (расмийлаштириш) учун куйидаги символларни 
(белгиларни) киритди:

— предметларни белгилаш учун (х, у, z, ...) кичик лотин 
харфларини;

— предметлар сифатини белгилаш учун (X, Y, Z, ...) бош 
лотин харфларини;

-бирор мулохазага акслантирилган хамма предметлар 
синфи 1 ни;

— курилиши лозим булган предметлар йуьутигининг 
белгиси 0 ни;

— мулохазаларни мантикдй кушишнинг « + » белгисини;
— мулохазаларни мантикдй айиришнинг « -  » белгисини;
— мулохазалар тенглигининг « = » белгисини.
Символик буль алгебрасида мантик;ий к^пайтириш

амали, худди алгебраик кдйматларни купайтиришдагидек,
ху = ух

коммутативлик хоссасига
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ва
x(yz) = (xy)z

ассоциативлик хоссасига эга. Мантикдй кушиш амали хам 
коммутативлик ва ассоциативлик хоссаларига эга:

х + у  = у  + х,
(x + y) + z  = x + ( y +  z).

Буль алгебрасида й и р и н д и  купайтмага нисбатан дистри- 
бутивлик крнунига буйсунади:

x(y + z) = xy + xz.
Ж. Буль алгебраик символикалар ёрдами билан хамма 

мантикдй операцияларни икки кдйматли (1 ва 0) алгебра 
к;онунларига буйсунадиган формал (расмий) операцияларга 
келтиришни уйлади. Буль функциялари ва унинг аргу- 
ментлари фак,ат икки кдймат — «чин» ва «ёлгон» кдйматлар 
к;абул кдлади.

Мантик; алгебраси коидалари орк;али оддий мулоха- 
залардан мураккаб мулохазаларни хосил кдлиш мумкин.

Масалан:
ху — бир вакхда х ва у  хоссаларга эга булган предметлар 

класси;
х( 1 -  у) — бу * хоссага эга ва у хоссага эга булмаган 

предметлар класси;
(1 -  л:)у — бу у  хоссага эга ва х хоссага эга булмаган 

предметлар класси;
(1 -х)(1 -  у) — бу х ва у  хоссаларга эга булмаган пред

метлар класси.
Хозирги математик мантик; фанини яратишда фунда- 

ментал роль уйнаган Буль символик логикаси мукаммал- 
лаштиришга мухгож эди. Масалан, Жевонс фикрича, мантикдй 
айириш операцияси айрим нокулайликларга олиб келади.

О. де Морган Буль гояларини ривожлантириб, мантик, 
хисобини эхгимоллар назарияси теоремаларини асослашга 
татбик; этди ва символик хисобни яратиш устида ишлади.
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Ч. Пирс математикани анализ кдлишда мантикдй муно- 
сабатларни курол сифатида ишлатишни асослаб берди, у 
Г. Фрёге ишларидан хабарсиз холда, мантик;к;а квантор 
тушунчасини киритди.

Г. Фрёге математика принципларини мантик; принцип- 
ларидан келтириб чикариш устида ишлаб, мантик; хисобини 
яратди.

Буль ва О. де Морган асарларида математик мантик; узига 
хос алгебра — мантик, алгебраси куринишида шаклланди.

Кейинчалик, Буль методлари У. Жевонс, Э. Шрёдер ва 
П.С. Порецкий асарларида Уз ривожини топди.

Буль алгебрасини У. Жевонс ва Э. Шрёдер мукаммал- 
лаштирди. У. Жевонс «Соф мантик;» (1864), «Ухшашларни 
алмаиггириш» (1869) ва «Фан асоси» (1874) китобларида ман
тик; сохасида алмаиггириш принципига асосланган Узининг 
назариясини тавсия этди. 1877 йили Э.Шрёдер «Der operation- 
skreis des Logikkalkuls» китобида алгебраик мантик; асосларини 
ёритди.

Математик мантик; фанининг ривожланишида Порецкий- 
нинг хам катта хизмати бор. У Буль, Жевонс ва Шрёдер 
ютукдарини умумлаштириб, «Мантикдй тенгламаларни 
ечиш усуллари ва математик мантикдинг тескари усули 
хакдда» (1884) китобида мантик; алгебраси аппарати риво
жини анча илгари сурди. Америкалик олим А. Блейк 
П.С.Порецкий методини Э.Шрёдер методидан устун куяди.

П.С. Порецкий системасида куйидаги белгилар кабул 
килинган:

1) бир-бирига боглик; булмаган ва бир-бири билан хеч 
кандай муносабатда булмаган предметлар классини кичик 
лотин харфлари — а, Ь, с, ... билан белгилаш;

2) синфларни инкор этиш учун кичик лотин харф- 
ларидан кейин «эмас» сузини кушиш, яъни а эмас, b эмас 
ва хоказо каби белгилаш;

3) а, Ь, с, ... предметлар синфи хусусиятига эга булмаган 
предметлар синфини ar bv с,,... билан белгилаймиз;
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4) икки ёки купрок; синфлар биргаликда бир нечта бир- 
бирига боглик; булмаган хоссаларга эга булишини ab, Ьс ва 
хоказо купайтмалар билан белгилаш. Бу операция коммута- 
тивлик ва ассоциативлик хоссаларига эга:

ab = ba, (ab)c = а(Ьс);
5) мантией к^шиш амалини « + » белгиси билан бел

гилаш. Бу операция хам коммутативлик ва ассоциативлик 
хоссаларига эга:

х + у = у + х, х+ Cv + г) = (*+у)г;
6) хеч к;андай мазмунга эга булмаган сифат формасини

О (мантилий 0) билан белгилаш;
7) мумкин булган синфларни уз ичига олган сифат фор

масини 1 (мантикдй 1) билан белгилаш; 0 ва 1 ушбу хосса
ларга эга:

а + 0 = а\ а - 1 = а\
8) а синфнинг инкорини я, синф билан белгилаш;
9) кУшиш, купайтириш ва инкор амалларидан ташкари 

эквивалентлик амалини киритади ва уни « = » символ билан 
белгилайди. Бу амал учта коидага буйсунади: 1) агар а -  b 
тенглигига бир хил синфларни кушсак, у холда тенглик 
бузилмайди, яъни а + с= Ь + с булади; 2) агар а = Ь булса, 
у холда ad = bd булади; 3) агар а = Ь булса, у холда о, = Ь{ 
булади, бу ерда а{ = а эмас, ft, = b эмас.

XIX асрнинг охирида математик назариялар шундай 
ривожландики, энди мантик масалалари математиканинг 
Узида хам мухим ахамиятга эга булиб, мавжуд мантикий 
куроллар математика талабларига жавоб беролмай колди. 
Айрим математик муаммоларни ечишдаги кийинчиликлар 
уларнинг мантикий табиатига богликлиги аникланди. 
Шунинг учун хам математик мантик тор алгебраик доирадан 
чикиб, жадал ривожлана бошлади. Бу йуналишда биринчи 
булиб Г. Фрёге ва итальян математиги Ж. Пеано (1858—1932) 
тадкикотлар олиб бордилар, улар математик мантикни ариф
метика ва тупламлар назариясини асослаш учун кУлладилар.
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1903 йили Б.Расселнинг Лондонда нашр этилган «Мате
матика принциплари» китобида мулохазалар ва синфлар 
Хисоб назарияси ишлаб чщилди. Б. Расселнинг А. Уайтхед 
билан хамкорликда ёзган 3 томлик «Математика принцип
лари» китоблари математик мантик; фанининг ривожла- 
нишида катта роль уйнади. Бу китобларда мулохаза, синф 
ва предикатлар хисоби деярли тулик; аксиомалаштирилди ва 
формаллаштирилди. Улар хозирги вактда урганилаётган 
математик мантик; к^ринишини яратдилар.

Д. Гильберт ва немис олими В. Аккерманнинг 1928 йилда 
чоп этилган «Назарий мантикнинг асосий хусусиятлари» 
китоблари математик мантикнинг янада ривожланишида 
мухим а\амият касб этди. Бу китобнинг муаллифлари ман
тикий амалларда формаллаштириш методини татбик этиб, 
катта ютукка эришдилар.

Буль, Шрёдер ва Порецкийнинг мантик алгебраларига 
таяниб, И.И. Жегалкин логик кушиш ва логик купайтириш 
амалларини куйидагича аниьугади:

1) 0 + 0 = 0; 0 + 1  = 1; 1 + 0 = 1 ;  1 + 1 = 0 ;
2) 0 0 = 0; 0 1  = 1 0  = 0; 1 1  = 1.

Логик кушиш ва купайтириш амалларидан а + а = 0 ва 
а - а = а келиб чикади.

Мантикий операцияларнинг символик куринишлари 
Жегалкин системасида куйидагича булади:

р = р + 1; /> = £; p v  q = p +  q + pq;
Р~> q= i + p  + pq; p = q = l + p  + q.

У символик мантикка умумийлик ва мавжудлик кван- 
тори деган тушунчалар киритди ва предикатлар алгебрасини 
яратди.

XX асрнинг 50- йилларида куп кийматли мантик сохдсида 
илмий изланишлар олиб борилди. К$п кийматли мантикда 
мулохазалар чекли (3 ва ундан куп) ва чексиз чинлик кдй- 
матлари олади. Математик мантик бу булимининг асосчила-
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ридан бири поляк олими Я. Лукасевич (1878—1954) хисоб
ланади. У дастлаб уч кийматли (1920), 1954- йилда турт кий
матли ва нихоят чексиз кийматли мантикни яратди.

Куп кийматли мантик проблемалари (муаммолари) билан 
Е. Пост, С. Яськовский, Д. Вебб, А. Гейтинг, А.Н. Колмогоров, 
Д.А. Бочвар, В.И. Шестаков, Г. Рейхенбах, С.К. Клини, 
П. Детуш-Феврие ва бошка олимлар шугулланганлар.

Конструктив математиканинг ривожланиши конструктив 
мантик масалаларини ечиш усулларини ишлаб чикиш вази- 
фасини к^йди. Бу сохада А.А. Марков, Н.А. Шанин ва 
шогирдларининг хизматлари каттадир.

Дискрет математиканинг катта булимларидан бири алго
ритмлар назарияси хисобланади. Алгоритм с^зи IX асрда 
яшаган замонасининг буюк математиги ватандошимиз 
Мухаммад ал-Хоразмий исмининг лотинча Algorithmi форма- 
сидан келиб чиккан.

Алгоритмлар назарияси алгоритмларнинг умумий хусу- 
сиятларини ургатувчи дискрет математиканинг бир були- 
мидир.

XX асрнинг 20- йилларида биринчи булиб интуиционист- 
лар вакиллари Л. Брауэр ва немис олими Г. Вейлер (1934) 
алгоритм тушунчасини урганишга киришганлар. Алгоритм
лар назариясининг асосчиларидан бири булган америкалик 
олим А. Чёрч 1936 йилда хисобланувчи функция тушунчасига
1-аникликни киритди ва куйидаги тезисни илгари сурди: 
натурал аргументларнинг барча цийматларида хамма жойда 
аникланган хисобланувчи функциялар билан умумий рекурсив 
функциялар эквивалентдир (бир хилдир). У хисобланувчи 
функция булмаган функцияни курсатди.

Алгоритмлар назариясининг кейинги ривожланишида 
америкалик олимлар К. Гёдел, С.К. Клини (1957), Э.Л. Пост 
(1943—1947), X. Роджерс (1972), инглиз олими А. Тьюринг 
(1936—1937), рус олимлари А.А. Марков (1947—1954, 1958, 
1967), А.Н. Колмогоров (1953, 1958, 1965), Ю.Л. Ершов 
(1969-1973), А.И. Мальцев (1965,) Д.А. Трахтенброт (1967,
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1970-1974), П.С. Новиков (1952), Ю.В. Матиясевич (1970— 
1972) нинг хизматлари бенихоят каттадир.

Масалан, С. Клини алгоритм ёрдамида хисобланувчи кис
мий функциялар цисмий рекурсив функциялардир, деган fo h h h  
илгари сурди.

А. Тьюринг ва Э. Пост (1936) идеаллаштирилган х;исоб- 
лаш машиналари атамасида биринчи булиб, бир-биридан 
бехабар холда, алгоритм тушунчасига аниклик киритдилар. 
Пост ва Тьюринг алгоритмик жараёнлар маълум бир тузи- 
лишга эга булган «машина» бажарадиган жараёнлар эканли- 
гини кУрсатдилар. Улар уша пайтдаги математикада маълум 
булган барча алгоритмик жараёнларни бажара оладиган 
«машина» лар синфини хосил килиб, уларга аник математик 
атамалар ёрдамида таъриф бердилар. Пост ва Тьюринг ушбу 
машиналар ёрдамида хисобланувчи барча функциялар синфи 
барча кисмий рекурсив функциялар синфи билан бир хил 
эканлигини курсатдилар. Натижада, Чёрч тезисининг яна 
битта фундаментал тасдиБИ хосил булди.

С. Клини ва Э. Пост биргаликда рекурсивлик назария- 
сини яратдилар ва рекурсив функциялар назариясини тарак
кий эттирдилар. Улар кисман рекурсив функциялар тушунча- 
сини киритдилар.

Дастлаб факат математик мантик, алгебра, математик 
анализ, математика асослари, эхгимоллар назарияси, гео
метрия, топология, сонлар назарияси, моделлар назарияси 
каби математика фанларида татбик этиб келинган алгоритм
лар назарияси XX асрнинг 40- йилларидан бошлаб хисоблаш 
математикаси, кибернетика, ахборот назарияси, икгисодиёт, 
психология, математик лингвистика, тиббиёт фанлари ва дис
крет техникада кенг кУлланилмокда.

Сунгги даврларда математик мантикни техникага жуда 
самарали татбик этиш имкониятлари борлиги маълум булди.

Математик мантикни дискрет техникага татбики нати
жасида унинг техник мантик булими вужудга келди. Бу сохада 
Е. Пост, В.И.Шестаков, К.Шеннон (1916 й.т.), А. Накашима,
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М. Ханзава, С. Клини, О.Б. Лупанов (1932 й.т.), С.В. Яблонский 
(1924 й.т.), В.Б. Кудрявцев, Ю.И. Журавлёв, В.И. Левенштейн,
В.В. Глаголев, Ф.Я. Ветухновский, Ю.Л. Васильев ва бошка 
олимлар Уз илмий изланишлари билан унинг тараккий эти- 
шига улкан \исса к^шганлар.

Математик мантикни техникага к^ллашни биринчи 
булиб рус физиги П. Эренфест (1910) ва гидротехника кури- 
лишлари буйича етук мутахассис Н.М. Герсеванов амалга 
оширганлар.

К. Шеннон хисоблаш машиналарини яратишнинг асосий 
методи сифатида мантик алгебрасини билган, у информация 
ва информацияни узатишнинг математик назарияларини 
яратди, электрон тармокдардаги «1» ва «О» бинар муносабат- 
лар билан математик мантикдаги иккилик (1 ва 0) киймат- 
ларининг мос келишини ва кандай килиб «мантик; машина- 
сини» яратишни курсатди ва \оказо.

Контактли ва реле-контактли схемаларга мантик, алгебра
сини татбик, этишнинг исботини биринчи булиб В.И. Шестаков 
ва К. Шеннон берди. А. Накашима ва М. Ханзава матема
тик мантикни дискрет техника масалаларини ечишда к^л- 
лаш методларини яратдилар. С. Клини дискрет курилма моде- 
лини (чекли автомат модели) яратгани туфайли, математик 
мантик;ни хотирали дискрет курилмаларни лойих;алашда 
ишлатиш имкони юзага келди.

Москва давлат университети дискрет математика макта- 
бининг асосчиларидан бири О.Б. Лупановнинг асосий иш
лари математик кибернетика ва математик мантикка багиш- 
ланган. У мураккаб бошкарувчи системаларнинг асимптотик 
Конуниятларини, контакт схемалар ва функционал элемент- 
лардан ясалган схемаларни (умуман, асосий бошкарувчи сис- 
темаларни), энг яхши асимптотик синтез методларини ва 
локал кодлаш принципини ишлаб чикди.

С.В. Яблонский оптимал схемаларни синтез кдлиш ва 
хдсоблаш курилмаларини ясаш методини яратди.
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Мантик; алгебраси электр схемаларни лойихалашда ва 
текширищда, автоматик хиеобдаш машиналарини лойихалаш 
ва программалашда, дискрет автоматларни мантикий лойи
халашда, ЭХМ элементлари ва кисмларини лойихалашда, 
хар хил техник системалар, курилмалар ва автоматик маши- 
наларни анализ ва синтез килишда кенг микёсда татбик 
этилади. Математик мантик фани электрон хисоблаш маши- 
наларининг вужудга келишига ва уни мукаммаллаштиришга 
катта хисса кушди.

Демак, математик мантик, бир томондан, формал мантик 
муаммоларига математик методларни кУллаш натижасида 
ривожланган булса, иккинчи томондан, математикани асос- 
лашга хизмат килувчи фан сифатида ривожланди. Хозирги 
замон математик мантики автоматика, машина матема- 
тикаси, бир тилдан иккинчи тилга автоматик тарзда таржима 
килиш, математик лингвистика, ахборот назарияси ва уму
ман кибернетика билан бокликдир.

Шундай килиб, математик мантик ва дискрет математика 
150 йилдан бери ривожланиб келмокда. У математика 
асослари, алгебра, геометрия, математик анализ, функционал 
анализ, топология, эхтимоллар назарияси каби фанларда тат
бик этилишидан ташкари кибернетика, икгисодиёт, мате
матик лингвистика, психология, ЭХМ ва дастурлаш, опера- 
цияларни текшириш, схемотехника, радиотехника, автома
тика, уйинлар назарияси, ахборотлар назарияси сингари 
фанларда хам кенг кУлланилади.
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I  БОБ УМ УМ ИЙ ТУШУНЧАЛАР

1- §. Тупламлар назариясининг асосий тушунчалари

[^[ Туплам. Туплам элементлари. Тенг кучли тупламлар. К,исм 
туплам. Хос ва хосмас кием тупламлар. Буш туплам.

Тупламлар назариясига математик фан сифатида немис 
математиги Г. Кантор (1845—1918) томонидан асос солинган.

Математикада доимо турли тупламлар билан иш куришга 
тугри келади. Масалан, тугри бурчакли учбурчаклар туп- 
лами, натурал сонлар туплами, тугри чизикда ётувчи 
нукгалар туплами ва \оказо. Умуман, туплам тушунчаси 
айрим-айрим нарсалар, буюмлар, объектларни биргаликда, 
яъни бир бутун деб к;араш натижасида вужудга келади.

1 - т а ъ р и ф . Тупламни ташкил этувчи нарсалар, буюмлар, 
объектлар бу тупламнинг элементлари деб аталади. Туп
ламлар, одатда, лотин ёки грек алфавитининг бош сарфлари 
билан белгиланади.

А туплам а, Ь, с, d, ... элементлардан тузилганлиги 
А = {в, Ъ, с, d, ...}

куринишда ёзилади. Тупламни ташкил этувчи элементлар 
сони чекли ёки чексиз булиши мумкин. Биринчи хрлда чекли 
тупламга, иккинчи х,олда эса чексиз тупламга эга буламиз. 
Масалан: А = {а}, В={а,  Ь), С={а,  Ь, с}; = 2, 3, ..., п} -  
чекли тупламлар; В = { 2, 4, 6, ..., 2п, ...}, С={ 1, 4, 9, 16, ..., 
л2, ...}, D -  {2, 3, 5, 7, ..., р, ...} — чексиз тупламлар,

а нарса А тупламнинг элемента эканлиги аеА ёки А э а  
куринишда белгиланади. Бирор Ъ нарса А тупламнинг эле
мента эмаслиги b e  А ёки АЛЬ  куринишда ёзилади. Маса
лан: А = {2, 4, 6, 8, 10} да 2, 4, 6, 8, 10е/1, бирок, 12, 1 4ё  А.
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А ва В тупламлар берилган булсин. Агар А тупламнинг а 
элементи В тупламнинг b элементига тенг, яъни а = Ь, деб 
олсак, бундан битта элемент иккала тупламда \ам мавжуд
лиги келиб чикади. Масалан, А = {2, 4, 6, 8, 10} ва Я={1, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8} тупламлардаги 2, 4, 6, 8 элементлар 
уларнинг иккаласида х,ам мавжуддир.

2-таъриф.  А тупламнинг %ар бир элементи В тупламда 
мавжуд ва, аксинча, В тупламнинг х,ар бир элементи А щуп- 
ламда х,ам мавжуд булса, А ва В тупламларни тенг (тенг 
кучли) деб аталади ва 4 =  В ёки В -А  белги билан ифодаланади.

Демак, тенг А ва В туплам аслида бир тУпламдир.
3- т а ъ р и ф . Агар В тупламнинг %ар бир элементи A mpn- 

ламда %ам мавжуд булса, у %олда В туплам А тупламнинг 
цисм туплами деб аталади ва куйидагича белгиланади:

В z  А ёки А а  В. (1)
Масалан: 1) бутун сонлар туплами \акикий сонлар тупла- 

мининг кием тупламини ташкил этади;
2) вилоятлар республика вилоятлари тУпламининг кием 

тупламини ташкил этади;
3) ток сонлар туплами бутун сонлар тУпламининг кием 

тупламидир ва *оказо.
4 -таъриф.  В тупламнинг %амма элементлари А трп- 

ламда мавжуд булиб, шу билан бирга А тупламда В трпламга 
кирмаган элементлар %ам бор булса, у %олда В туплам А туп
ламнинг хос кием туплами деб аталади ва куйидагича белги
ланади:

B t z A  ёки A => В. (2)
Демак, А с  В ва В с  А булса, у ^олда

А = В. (3)
(3) тенглик А нинг узи узининг кием туплами булишини 

курсатади ва бу х;олатни ифодалаш учун «узининг хосмас 
кисми» деган иборадан фойдаланамиз.
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Масалан, А = {а, Ь, с, d, е, / ,  g, h} туплам учун В= {а}, 
С = {о, b}, D={d,  е, / }  тупламларнинг \ар кайсиси хос кисмдйр.

Одатда, тупламлар назариясида битта х;ам элементи бул
маган тупламлар билан иш куришга тугри келади. Масалан, 
дс2 + 4 = 0 тенгламанйнг х,ак;икдй илдизлари буш тупламни 
ташкил килади, чунки х, 2 = ±2/, яъни тенгламанйнг х;акикий 
илдизлари мавжуд эмас.

5 - т а ъ р и ф . Битта %ам элементга эга булмаган туплам 
буш трплам деб аталади ва 0  символы билан белгиланади.
0  буш туплам %ар цандай А тупламнинг к,исм туплами булади 
ва у %ам А тупламнинг хосмас цисми дейилади.

2- §. Тупламлар устида амаллар
\^ \ Тупламларнинг бирлашмаси. Тупламларнинг кесишмаси.

Тупламларнинг айирмаси. Тулдирувчи. Универсал туплам.

А ва В тупламлар берилган булсин.
1 - т а ъ р и ф . Берилган А ва ^  £

В тупламларнинг йитндиси ёки 
бирлашмаси деб, шу тупламлар
нинг такрорланмасдан олинадиган 
Хамма элементларидан тузилган ва 
C=A\J В каби белгиланадиган туп
ламга айтилади ( I . l - ш а к л ) .  1.1-шакл.

Агар Av А2, А3, ..., Ап тупламлар берилган булса, у \олда 
уларнинг A U В  йигиндиси куйидагича ёзилади:

\ j A a = A l UA2 \JA3\J...\JA„. (1)
П=1

Масалан, А = {а , b}, В= {а, с, b}, С= {e,f, к) булса, у х,олда 
A U В U С= {а, Ь, с, е, / ,  к}.

2 - т а ъ р и ф .  Берилган А ва В тупламларнинг %амма 
умумий элементларидан тузилган С туплам А ва В туплам
ларнинг купайтмаси (кесишмаси ёки умумий %исми) дейилади 
ва С = Af] В куринишида белгиланади (1.2- ш а к л ).
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А В А В

Агар Av Av А3, ..., Ап тупламлар берилган булса, у х;олда 
уларнинг С = А П В  купайтмаси куйидагича ёзилади:

П Д х = 4 П Л 2 П ^ 3 П . . . П Л .  (2)
а=1

Масалан, А = {1, 2, 3, 4, 5}, В ={2, 4, 6, 8} булса, у х;олда 
С={2, 4}.

Битта хам умумий элементга эга булмаган тупламлар
нинг кесишмаси 0  буш тупламга тенг булади. Масалан, 
ток; сонлар туплами билан жуфт сонлар тУпламининг кесиш
маси буш тупламдир.

3-таъриф.  А ва В тупламларнинг айирмаси деб, А нинг 
В да мавжуд булмаган %амма элементларидан тузиладиган ва 
С = А -  В ёки С -  А \В  куринишида ёзиладиган С тупламга 
айтилади (1.3-шакл).

Масалан, А -  {1, 2, 3, 4} ва В= {3, 4, 5, 6} булса, у \олда 
С-{1, 2}.

4 - та ър иф.  А тупламдаги унинг В цисм тупламига 
кирмай долган х,амма элементларидан тузилган цисм туплам 
В нинг А тупламгача тулдирувчиси деб айтилади ва В 
(ёки В') куринишда белгиланади.

А= {1, 2, 3, 4, 5, 6, ...} натурал сонлар туплами ва В={2, 4,
6, 8, ...} жуфт сонлар туплами булса, у х;олда В = {1, 3, 5, 7,...} 
булади, яъни В U В = А.

В туплам В ни А гача тулдиради. Ушбу тенгликларни 
келтириб чикариш мумкин:

2?11Д=0, В ( \ В = А ,  В - В  = В, В - В  = В.
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5 - т а ъ р и ф . Бирор М^Пламнингхос щеми дебцаралмаган 
х,ар бир трпламни универсал трплам деб атаб, уни U %арфи 
билан белгилаймиз.

Таърифга биноан* U Нинг хамма кисмлари орасида ик
кита хосмас кисми бор: биттаси U Нинг узи, иккинчиси 0  
б^ш туплам, КОЛганлари хос кисмлардан иборат.

3- §. А со си й  тенгликлар (тенг кучлиликлар)

Асосий тене кучлипиклар. Коммутативлик, ассоциативлик,
дисмрибутивлик цонунлари.

U универсал тупламнинг кисмлари орасидаги муносабат- 
ларни ифодаловчи асосий тенгликлар куйидагилардан иборат.

1. А = А .
Тупламлар назариясида тенгликларни исботлашнинг 

умумий методи тенгликнинг бир томонидаги тупламга 
тегишли хар бир элемент иккинчи томонидаги тупламда 
Хам мавжуд ва, аксинча, эканлигини курсатишдан иборатдир.
_ И с б о т . А туплам А нинг тулдирувчиси. Шунинг учун 
А нинг \ар бир элементи х ё  А , демак, хеА.  Аксинча, 
А нинг \ар бир элементи х в А булгани учун х  ё  А . 
Демак, А = А.

2. А(~] В= Bf )A — к у п ай тм ага  н и с б а т а н  к о м м у т а т и в л и к  
К о н у н и .

Исбот.  Af] В нинг хар бир элементи А ва В да мавжуд, 
чунки Af] В туплам А ва В нинг умумий элементларидан 
тузилган. Демак, АГ\ В нинг элементлари ВГ)-А да хам мав
жуд. Худди шу каби, ВГ\ А нинг хар бир элементи В ва А да 
мавжуд, чунки Bf]A туплам В ва А нинг умумий элемент
ларидан тузилган. Шунинг учун В{\А  тупламнинг хар бир 
элементи А ( \ В  тупламнинг хам элементи булади. Демак, 
АПВ= ВПА.
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3. (Л П 5) П С = /4 П (5П Q — куттайтмага нисбатан ассо
циативлик крнуни.

И с б о т . хе (А П В) П С булсин. Демак, хе {А П В) ва хе С. 
Бу ердан хеА, хе В ва хе С эканлиги келиб чикади. Шунинг 
учун хеА  вахе ВГ\ Сдир. Бу ердан навбатида xeAf]  (-5П О 
эканлиги келиб читали. Исботнинг иккинчи кисмини укув- 
чига хавола этамиз.

4. А[} В = B\ JА — й и г и н д и г а  н и с б а т а н  к о м м у т а т и в л и к  
К онуни .

5. {A\j B)\J С = A\J(B[j  Q  — йигиндига нисбатан ассо
циативлик конуни.

4 ва 5- тенгликларнинг исботлари худди 2 ва 3- тенглик- 
ларни исботлашга ухшаш амалга оширилади.

6. АП{ВУ} С) = (АГ\В)\МАГ\ Q ~ купайтмага нисбатан 
дистрибутивлик конуни.

7. Л U (ЯП О = (Л U Я) П (Л U О — йигиндига нисбатан 
дистрибутивлик конуни.

6-тенгликнинг исботи:  хе Л П (£ U Q  булсин, у холда 
хе А ва хе В U С булади. Бу ердан хе А вахе В ёки хе А вахе С 
келиб чикади. Демак, хеА  П В ёки хе (А П Q.  Шунинг учун 
хе (А П В) U (А П Q. Энди хе (А П В) U (А П Q  булсин, у холда 
хе(АГ\В)  ёки хе(АГ\ Q  булади. Бу ердан хеА  ва х е В  ёки 
хеА  ва хе С келиб чикади. Демак, хеА  f| (i?U Q.

8. Af ] B  = A \ J B  . 9. A U B  = A f ) B  . 10. Af ] A = A.

1 L A 0 U = A .  12. A[ j A = A.  13. A ( J0 =A .

4- §. Тупламлар алгебраси

[7[ Айниятлар. Теоремалар. Д е Морган %онуни. Ж уфт-ж уфт
эквивалент.

Тупламлар алгебрасида U, П, —, с  белгилари орасидаги 
узаро муносабатлар куриб чикилади. Тупламлар алгебрасида,
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у м у м а н , о д д и й  а л г е б р а д а г и д е к  а й н и я т л а р  — т е н г л и к л а р  
к у р и л ад и . Б у а й н и я т л а р  у н и в ер с ал  т у п л а м н и н г  ва у н и н г  хос 
к,исм т у п л а м л а р и н и н г  к а н д а й  б у л и ш и д а н  к а т ъ и  н азар  уз 
к у ч и н и  сак п ай д и .

1 - т е о р е м а .  U универсал тупламнинг исталган А, В, С 
цисм тупламлари орасидаги муносабат ларни ифодаловчи  
куйидаги тенгликлар айниятдир:
1. / Ш ( д и 0  = и и я ) и с .  1'. А П ( В ( ) С )  = ( А П В ) П С .
2 . A [ j B = B { J A .  2'. A f ] B = B f ] A .
3 . л и ( д п с ) = ( л и я ) П ( л и о .  з ; л п ( я и о = ( л г ш и ( л п с ) .
4. A \J0_= A . 4'. А П U=A.
5. A\JA=U. 5'. А П  А = 0 .

А гар  А с 5  ва В с  А б у лса , у х олда А -  В. А н а ш у  х о сс ад ан  
ф о й д ал ан и б  ю ко р и д а  к елти р и л ган  ай н и я тл ар  и сб от к и л и н ад и , 
я ъ н и  т е н г л и к н и н г  ч ап  т о м о н и д а г и  \ а р  б и р  э л е м е н т  у н и н г  
у н г  т о м о н и д а  хам  м авж уд  ва а к с и н ч а  э к а н л и г и н и  к у р с ат и ш  
к е р ак . Б и з  ю к о р и д аги  а й н и я т л а р н и н г  а й р и м л а р и н и  и сб о т  
э т ган  эд и к .

1 ва 1'- ай н и я тл ар  мос р ави ш д а йипшди ва купайтма амая- 
лари учун ассоциативлик к,онунлари д ей и л ад и . 2 ва 2'- а й н и я т 
л а р  коммут ативлик конуни  в а  3, 3 ' - а й н и я т л а р и  э с а  ш у  
а м ал л ар  учун дистрибутивлик конуни д е й и л а д и .

А с с о ц и а т и в л и к  к о н у н и г а  а с о с а н  А, В, С к и е м  т у п л а м - 
л а р д а н  м аъл у м  тар т и б д а  й и г и н д и  а м а л и  б и л а н  х о си л  к и л и н 
ган  и к к и  т у п л а м  т е н гд и р . Бу т у п л а м н и  A \ J B { } C  ш а к л д а  
б ел ги л ай м и з .

А с с о ц и а т и в л и к  к о н у н и г а  к у р а  кавс  б ел ги с и  к а ер д а  т у р и - 
ш и  хеч  к а н д а й  р о л ь  у й н а м а й д и . М а т е м а т и к  и н д у к ц и я  м е то - 
д и га  ас о сан

A, U А2 U А3 U -  U А„ = А,- U Ar  U Ау U ... U А,,., 
б у  ер д а  Г, 2', ..., п' б ел ги л а ш л а р  1, 2, ..., п с о н л а р и н и н г  
и ст ал ган  т ар т и б д а  о л и н г а н и д а н  х о си л  к и л и н г а н  с о н л а р н и  
б илди ради .
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Ш у  тари ф а к у й и д а ги  т е н г л и к л а р н и  х;ам к е л т и р и б  ч и к а 
р и ш  м у м к и н :

А, П А2 П А3 П ... П А„ = Av П Ау  П Ау П П А,,., 

A U ( B t n B 2 n ... П В„) = (A U В{) П (A U В2) П ... П (A U Ви), 
А П {В, и в2 и ... и В„) = (А  п  в,) и (А  п  в2) и ... и (А  п  в„).

К у р с а т и л г а н  1—5 в а  Г —5 ' т е н г л и к л а р д а н  к у й и д а г и  
х у л о  с а  н и  х о си л  к и л ам и з: 1 - т ео р ем ад аги  а й н и я т л а р  ж у ф т - 
ж уф т тарзда ш ун д ай  ж о й л аш т и р и л ган к и , б и р и  и к к и н ч и с и д а н  
U ва П хам да 0  ва U б е л ги л а р н и  б и р  в актд а  у зар о  ж о й л а -  

р и н и  ал м а ш т и р и ш  н а т и ж а с и д а  к е л и б  ч и к ад и .
2 - т е о р е м а .  U универсал тупламнинг исталган А ва В 

к;исм тупламлари учун куйидагилар уринлидир:
6. Агар ^амма А лар 6' .  Агар исталган А учун

учун A U В = А булса, А П В = А булса, у  холда
у холда В= 0 . В -  U.

7 ва 7'. Агар A{J В= U ва А П В = 0  булса, у холда В = А .

2 - т е о р е м а н и н г  а й р и м  т е н г л и к л а р и  ад а б и ё т д а  м ах су с  
н о м га  эгад и р . М ас ал ан , 10 ва 1 0 '- т е н гл и к л а р  идемпотент- 
лик конуни, 12 ва 1 2 '- т е н гл и к л а р  ютиш конуни, 13 ва 13'- 
т е н г л и к л а р  де Морган конуни д еб  аталади .

Т у п л ам л ар  ал геб р ас и д а  б и р о р  т е н гл и к д а н  ш у  т е н г л и к к а  
к и р г а н  U н и  П га, П н и  U га, 0  н и  U га , U н и  0  га 
б и р д а н и га  а л м а ш т и р и ш  н а т и ж а с и д а  хоси л  к и л и н г а н  и к к и н 
ч и  т е н г л и к  б и р и н ч и  т е н г л и к к а  ва, а к с и н ч а , б и р и н ч и  т е н г -  
л и к  и к к и н ч и  т е н г л и к к а  н и с б а т а н  икки тарафлама тенглик 
д еб  ай т и л ад и .

8 ва 8'. А = А
9. 0  = U.

10. A\ JA = A.
11. A\JU=U.

9'. U = 0 .
10'. А П А  = А.
11'. А П 0  = 0 .
12'. AC\(A\JB) = A. 
13'. J f ) B  = A{ J B.

12. A { J ( A (] B ) - A .
13. A \ J B  = A f ] B .
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3- т  е о  р е м а . Исталган А ва В тупламлар учун куйидаги  
мулохазалар жуфт-жуфт эквивалентдир:

( I ) / l c £ ;  (I I )  /4 П #  = Л; ( U\ )A { )B = B.  (1)

Rr R2, ..., Rn м у л о х азал ар  ж у ф т -ж у ф т  э к в и в а л е н т д и р  
д еган  тасдик; к у й и д а ги н и  б и л д и р ад и : и ст ал ган  / ва j  учун  Rj 
м у лохаза R м у л о х азага  э к в и в а л е н т д и р . Бу м у л о х аза  уз н а в 
б ати д а  ф а к а т г и н а  R{ м у лохаза  R2 м у л о х аза н и н г , R2 м у л о 
х аза  /?3 м у л о х а за н и н г , ..., R ^  м у л о х аза  Rn м у л о х а з а н и н г  
т у гр и л и ги н и  к е л т и р и б  ч и к а р г а н д а г и н а  ту гр и ди р .

И с б о т .  ( I )  м у л о х аза  (И ) м у л о х а за н и н г  т у г р и л и г и н и  
к е л т и р и б  ч и к а р а д и . Х а к и к а т а н , А б у л с и н . И с т а л г а н  
А ва В учун  А [}В  = А э к а н л и г и н и  к у р с а т и ш  к е р ак .

а) х  е  А П В  б у лса , у х о л д а  х е  А ва х е  В д и р . Д е м а к , 

А П В с  А.
б) х е А  б у л с и н . У х о л да ( I I )  га а с о с а н  х е  В х а м д и р . 

Ш у н и н г  учун  А с  А П В, я ъ н и  (I )  м у л о х аза  ( I I )  м у л о х а за н и н г  
ту гр и л и ги н и  к е л т и р и б  ч и к ар ад и .

Э н д и  А С \ В  = А б у л с и н , у х о л д а  A { J B = B  э к а н л и г и н и  
и сб о т  к и л ам и з:

A l ) B = ( A n B ) \ J B = ( A \ J B ) r \ ( B { J B )  = (A[J В) Г\ В = В.

Д е м а к , A U В = В.
( I I I )  м у л о х аза  (I) м у л о х аза н и н г  т у г р и л и г и н и  к е л т и р и б  

ч и к ар ад и . Х а к и к а т а н  хам , A{J В =  В ва A q A I J  В б у л и ш и д а н  
А с  В. Б у б и л а н  и сб о т  я к у н л а н а д и .

Муаммоли масала ва топширицлар

1. а) Л п я и я  = 1 и я и я  = 1 и я и я  = 1 1 ) я ;

б) ( Л П Я П С П * ) U ( I n C ) U ( £ n C ) U ( C n X) = с
э к а н л и г и  и с б о т  э т и л с и н .
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2. У ш бу т у п л а м л а р н и н г  \ а р  и к к и т а с и  ва хар  у ч т а с и н и н г  
к е с и ш м а л а р и  ва б и р л а ш м а л а р и н и  то п и н г :
А = {а, b, с}, В= {d, е, / ,  #}, С = {а, / ,  #, к, с}.

■ 3 . /4 = {1, 2, п} ту п л ам  учун В= {3, 6, 9, 12, ..., 3п, ...} 
к и ем  ту п л ам д и р . В н и  т о п и н г .

4 . ( А ( \ В Г [ Х ) \ 1 ( А С [ В Г [ С П Х ( \ Г ) \ 1 ( А ( \ Х ( \ А )  = А ( \ В  
т е н г л и к н и  и сб о тл ан г .

5 . 7—1 3 -а с о с и й  т е н г  к у ч л и л и к л а р н и  и сб о тл ан г .

Мустацил ишлаш учун савол ва топширицлар

1. Тупламлар назариясининг асосий тушунчалари нимадан иборат?
2. Тупламлар устида кандай амаллар бажарилади?
3. Асосий тенг кучлиликларни ёзинг.
4. К,андай тупламлар тупламлар алгебраси деб айтилади?
5. Мулохазаларнинг жуфт-жуфт эквивалентлигининг шартлари.

5- §. Муносабатлар. Бинар муносабат

[7 [ Муносабат. Тартибланган жуфтлик. Унар ва бинар муно
сабатлар. п- ар муносабат. Ани^ланиш соцаси. К,иймат- 
лар со^аси.

Д и с к р е т  м атем ат и к ад а  ф у н д ам ен тал  ту ш у н ч ал ар д ан  б и р и  
булган  муносабат ту ш у н ч аси  п р ед м етл ар  (н ар с ал ар ) ва ту - 
ш ун чалар  о р аси д аги  ал о к ан и  и ф о д ал ай д и . К уй и д аги  ту л и к си з  
гап л ар  м у н о са б а т л а р га  м и со л  була олад и :

... к и ч и к  ... д а н ; ... т е н г  ... га; ... б у л и н ад и  ... га ва  х о к азо .

Б у н дан  к е й и н  м у н о саб ат  ту ш у н ч аси  туп лам лар  н аза р и я с и  
н у к таи  н а за р и д а н  ту р и б  у р ган и л а д и .

М у н о с а б а т  т у ш у н ч а с и н и  а н и к л а ш  у ч у н  тартибланган 
жуфтлик т у ш у н ч а с и га  а н и к л и к  к и р и т а й л и к . М аъ лум  т а р 
ти бд а  ж о й л аш га н  и к к и  п ред м етд ан  тузи лган  элем ен т  тартиб
ланган жуфтлик д ей и лади . М атем ати када  тар ти б л ан ган  ж у ф т
л и к  к у й и д а ги  х у су си ятл ар га  эга  булади , д еб  ф ар аз  к и л и н а д и :
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1) хар  к а н д а й  (и ст а л га н ) х  ва у  п р ед м ет л ар  учун  <х, у > 
к а б и  б ел ги л а н а д и ган  м аъл у м  о б ъ е к т  м авж уд  б у ли б , у х  ва у  
н и н г  т а р т и б л а н га н  ж у ф тл и ги  д еб  у к д л ад и . Х а р  б и р  х  ва у  
п р е д м е т л а р г а  я г о н а  т а р т и б л а н г а н  < х ,  у>  ж у ф т л и к  м о с  
ке л а д и ;

2) и к к и т а  < х, у > ва  < и, v > т ар т и б л ан ган  ж у ф т л и к  б е р и л 
ган  б у л си н . А гар  х  = и ва  у  = v булса , у х олда <х, у > = < и, v >  
б улади .

Т а р т и б л а н г а н  ж у ф т л и к  <х, у > к у й и д а ги  ту п л ам д и р :

<х, У > =  {{х}, {х, у}},

я ъ н и  ш у н д ай  и к к и  э л е м е н т л и  т у п л а м д и р к и , у н и н г  б и тта  
э л е м е н т и  {х, у} т а р т и б с и з  ж у ф т л и к д а н  и б о р а т , и к к и н ч и с и  
э с а  {х}, ш у  т а р т и б с и з  ж у ф т л и к н и н г  ц ай си  хади  б и р и н ч и  
х и с о б л а н и ш и  к е р а к л и г и н и  к у р сатад и .

Т а р т и б л а н га н  ж у ф т л и к  <х, у > н и н г  х  п р е д м е т и  у н и н г  
биринчи координатаси, у  п р ед м ети  э с а  иккинчи координатаси 
д еб  атал ад и .

Т ар ти б л ан ган  ж у ф т л и к л ар  ата м ас и  асо си д а  т ар т и б л ан ган  
л -л и к л а р н и  аник^гаш  м у м к и н . х , у  ва  z п р е д м е т л а р н и н г  
тартибланган учлиги <х,  у, z>  к у й и д а ги  т а р т и б л а н г а н  ж у ф т 
л и к л а р  ш а к л и д а  а н и к д а н а д и : « х ,  у>,  z>. Х удди  ш у  к а б и  
х ,, х 2, ... ва  хп п р е д м е т л а р н и н г  тартибланган п-лиги < х , ,  х 2,

х л >, т а ъ р и ф г а  а с о с а н , « х , ,  х 2, ..., х ^ , >, хп> т а р зд а  аник;- 
л ан ад и .

Э л ем ен тл ар и  тар ти б л ан ган  ж у ф тл и к л ар д ан  и б о р а т  булган  
ту п л ам  тартибланган жуфтликлар туплами д еб  атал ад и .

Б и н а р  м у н о с а б а т н и  т а р т и б л а н г а н  ж у ф т л и к л а р  т у п л ам и  
с и ф ат и д а  ан ю у гай м и з. А гар  р б и р о р  м у н о са б а т н и  и ф о д ал аса , 
у х о л д а  < х , у  > е  р в а  х  р у  и ф о д а л а р н и  у зар о  а л м а ш у в ч и  
и ф о д а л а р  д еб  х и с о б л а й м и з . х  р^  и ф о д а н и  « п р ед м ет  х  п р е д 
м ет  у  га  н и с б а т а н  р м у н о саб атд а»  д еб  у к и л ад и .

К у й и д аги  х  = у, х< у, х  = у  б е л ги л а р  х  и ф о д а д а н  к е л и б  
ч и к к а н .
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п- ар  м у н о са б а т и  т а р т и б л а н г а н  п- л и к л а р  т у п л а м и  с и ф а 
т и д а  а н и к л а н а д и . 3 -а р  м у н о с а б а т н и  к у п и н ч а  а д а б и ё т д а  
тернар муносабат д еб  \ а м  ю р и ти л ад и .

М и с о л л а р . 1. {< 2, 4 >, < 5, 6 >, < 7, 6 >, < 8, 8 >} т ар т и б 
л а н г а н  ж у ф т л и к л а р  т у п л а м и  б и н а р  м у н о саб атга  м и со л  була 
олади .

2. А гар  р а й н и я т  м у н о с а б а т и н и  б и л д и р с а ,  у  х о л д а  
< х ,  у>  е  р д е г а н и  х  = у  н и  б и л д и р ад и .

3 . А г а р  р о н а л и к  м у н о с а б а т и н и  б и л д и р с а ,  у  х о л д а  
< Х у р ш и д а, И р о д а > е  р с и м в о л и Х у р ш и д а  И р о д а н и н г о н а с и  
э к а н л и г и н и  б и л д и р ад и .

4. Т ер н ар  м у н о сабати га  бутун  со н л ар  туп л ам и даги  к у ш и ш  
а м а л и  м и с о л  була о л ад и . 5 = 2 + 3 ё зу в и н и  < 5 ,  2, 3 > е  + 
ш а к л и д а  х ам  ё зи ш  м у м к и н .

Б у н д ан  к е й и н  б и н а р  м у н о са б а т  атам аси  у р н и га  к и с к а -  
л и к  учун  м у н о са б а т  а т а м а с и н и  и ш л ат ам и з .

{х/х е  А} с и м в о л и н и  к у й и д а ги ч а  т у ш у н и ш  кер ак : {Ш ун - 
д а й  х  л а р  т у п л а м и к и , х  е  А}.

{х /ай р и м  у  учун  < х ,  у > е  р} ту п л ам и  р м у н о с а б а т н и н г  
аницланиш со^аси д е й и л а д и  в а  Dp с и м в о л и  б и л а н  б е л г и л а 
н ад и . { у /ай р и м  х  учун  < х ,  у  > е р} ту п л ам и  р м у н о с а б а т н и н г  
цийматлар сощси д е й и л а д и  ва  Rp с и м в о л и  б и л ан  б е л г и л а 
н ад и . Б о ш к а ч а  к и л и б  а й т ган д а , р м у н о с а б а т н и н г  анщланиш 
со%аси д еб , ш у  р м у н о с а б а т н и н г  б и р и н ч и  к о о р д и н а т ал ар и д ан  
т у зи л ган  ту п л ам га  ай т и л а д и , и к к и н ч и  к о о р д и н а т а л а р и д а н  
т у зи л ган  ту п л ам  э с а  цийматлар сощси д ей и л а д и .

М и с о л .  {< 2, 4 >, < 3, 3 >, < 6, 7 >} р м у н о саб ат  б е р и л га н  
б у л си н . У х о л д а  Dp = {2, 3, 6}, = {4, 3, 7}.

Б и р о р  С  ту п л ам  < х , у > т ар т и б л ан ган  ж у ф т л и к л а р  т у п 
л а м и  б у лси н . А гар  х  б и р о р  X т у п л ам н и н г  э л е м ен т и  ва  у  б о ш - 
к а  Y т у п л а м н и н г  э л е м е н т и  булса , у х олда С ту п л ам  X  ва Y 
т у п л а м л а р н и н г  турри (декарт) купайтмасидан тузилган 
туплам д е й и л а д и  ва к у й и д а ги ч а  б ел ги л ан ад и :

С =  Х х  Y= {<х , у> /х е X  ва  ye Y\.
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Х ар  б и р  р м у н о саб ат  ай р и м  о л и н г а н  Х х  К тугри  к у п а й т -  
м ан и н г ки ем  туп лам и  булади ва А ' э Д ,  У з  /?р. А гар р с  Х х  У 
булса, у  х,олда р ш у X  дан Y га булган муносабат  д еб  атал ад и . 
А гар  р с  Л'х У ва X{J Y б улса, у х олда р дан Z  га булган 
муносабат  д е б  ат а л а д и . Z  д а н  Z  га б у л ган  м у н о с а б а т н и  
Z  ичидаги муносабат  д еб  аталади .

X  б и р о р  ту п л ам  б у л си н . У холда X  и ч и д аги  Л'хА' м у н о с а 
б ат  X  ичидаги универсал муносабат  д еб  атал ад и .

{< х, х > /х  е  X} м у н о са б а т  X  ичидаги айният муносабати 
деб  аталади ва ix ёки  / си м в о л и  б и л ан  белги лан ади . Х ар  к а н д а й  
X  т у п л а м н и н г  х  ва у  э л е м е н т л а р и  уч ун  х  ix у  и ф о д а  х  = у  
б и л ан  тен г  к у ч л и д и р .

А т у п л а м  ва р м у н о с а б а т  б е р и л г а н  б у л с и н . У х о л д а  
р [А] = {у/А н и н г  ай р и м  х  л а р и  учун  хру}. Б у  ту п л ам  А ту п л а м  
э л е м е н т л а р и н и н г  р - образлари туплами д еб  ай ти л ад и .

М и с о л .  у = 2 х +  1 тугри ч и зи кн и  {<х, у > е  R x R / y = 2 x +  1} 
ва у  < х  м у н о с а б а т и н и  {< х, у  > е R x  R /y  < х} ш а к л л ар д а  ё з и ш  
м у м к и н .

6- §. Эквивалентлик муносабати

[у7! Реф лексив, симметрии, ва т ранзит ив м уносабат лар.
Эквивалентлик синфи.

1 - т а ъ р и ф .  Агар X  тупламнинг исталган х элементи 
учун х р х  булса, у  холда р муносабати X  тупламдаги рефлек
сив муносабат деб аталади; агар х р у  дан у  рх  келиб чицса, 
у  холда р симметрии муносабат деб аталади; агар х р у  ва  
у  p z  дан x p z  келиб чин;са, у  холда р транзитив муносабат 
деб аталади.

Ш у  к у р с ат и л га н  у ч ал а  х о ссага  э га  б у лган  м у н о са б а т л а р  
м атем атикада ку п  у ч р аган и  учун у ларга махсус н о м  куй и лган .

2 - т а ъ р и ф .  Агар бирор тупламдаги муносабат рефлексив, 
симметрик ва транзитив хоссаларга эга булса, у  холда бундай 
муносабат шу тупламдаги эквивалентлик муносабати дейилади.
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А гар р м у н о с а б а т и  X  ту п л ам д аги  э к в и в а л е н т л и к  м у н о с а 
бати  булса , у \о л д а  Dp = X.

М и с о л л а р .  К у й и д а г и  х ар  б и р  м у н о с а б а т  м а ъ л у м  
ту п л ам д аги  э к в и в а л е н т л и к  м у н о с а б а т и га  м и со л  була о л ад и :

1. И с т а л га н  ту п л ам д аги  т е н г л и к  м у н о саб ати .
2. Е в к л и д  т е к и с л и г и н и н г  х ам м а  у ч б у р ч ак л ар  т у п л а м и - 

д аги  у х ш а ш л и к  м у н о саб ати .
3. Бутун со н л а р  ту п л ам и д аги  п м одуль б уй и ч а т а к к о с л а м а  

м у н о саб ати .
4. М ам л а к ат д а  я ш о в ч и  о д а м л а р  ту п л ам и д аги  «б и р  у й д а  

я ш о вч и л ар »  м у н о са б а т и .
Э к в и в а л е н т л и к  м у н о саб ати  у ш б у  ас о с и й  х у су си ятга  эга: 

у т у п л а м н и  к е с и ш м а й д и г а н  к и е м  т у п л а м л а р г а  б у л а д и . 
К е й и н ги  м и с о л , м асал ан , «бир у й да яш о вч и л ар »  м у н о са б а т и  
м а м л а к а т н и  б и р -б и р и  б и л а н  к е с и ш м а й д и г а н  « б и р  у й д а  
я ш о вч и л ар »  д и с м  т у п л ам л ар и га  булади . Бу а й т и л га н л а р н и  
К уйи даги ча у м у м л а ш т и р и ш  м у м к и н .

р б и р о р  X ту п л ам д аги  э к в и в а л е н т л и к  м у н о саб ати  б у л си н . 
А гар  X  т у п л а м н и н г  А к и е м  т у п л а м и н и н г  ш у н д а й  х  э л е 
м е н т и  т о п и л и б , А = {у /хру}  б у лса , у холда А к и е м  ту п л ам  
эквивалентлик синфи ёк и  эквивалентлик р -  синфи д еб  атал ад и .

Ш у н д ай  к и л и б , X т у п л а м н и н г  ш у н д ай  э л е м е н т и  м авж у д  
б у л с ак и , А =  р[{х}] т е н г л и к  б а ж а р и л с а , у в ак гд а  А т у п л ам  
э к в и в а л е н т л и к  с и н ф и  б улади .

А гард а  р м у н о са б а т  ту гр и си д а  хеч к а н д ай  а н г л а ш и л м о в -  
ч и л и к  ту т и л м ай д и ган  б улса, у в ак гд а  X  ту п л ам  [х] ш а к л и д а  
б ел г и л а н а д и , я ъ н и  р[{х}] = [х] ва х  ю зага  к ел ти р ган  эквива
лентлик синфи деб  аталад и .

Э к в и в а л е н т л и к  с и н ф и  к у й и д а ги  и к к и  х о ссага  эга :
1) х е  [х] — б и р  с и н ф н и н г  х ам м а  эл е м ен т л ар и  у зар о  э к в и 

в ал ен тд и р ;
2) агар  х р у  б улса, у х о л да  [х] = [у].
1- х о с с а  э к в и в а л е н т л и к  м у н о с а б а т и н и н г  р е ф л е к с и в л и к  

х у су с и я т и д ан  к е л и б  ч и к ад и .
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2 - х о с с а н и н г  и с б о т и .  х р у  б у л с и н ,  я ъ н и  х  э л е м е н т  
у  эл е м е н т га  э к в и в а л е н т  б у л си н , у х о л д а  [у] с  [х]. Х а к и к а т а н  
Хам, ze [у] (у  pz н и  б и л д и р ад и ) д а н  в а  х р  z б у л ган л и ги  у ч у н  
р м у н о са б а т н и н г  т р а н зи т и в л и к  х у су си яти га  асо сан  х  р-z к е л и б  
ч и к ад и , я ъ н и  г е  [х]. Э к в и в а л е н т л и к  м у н о са б а т и н и н г  с и м м е т - 
р и к л и к  х о с с а с и д а н  ф о й д а л а н и б , [х] с  [у] н и  и с б о т  э т и ш  
м у м к и н . Д е м а к , [х] = [у].

7- §. Функция тушунчаси. Функциялар суперпозицияси

[7 [ Функция. Тартибланган жуфтлик. Функциялар тенглиги.
Бир цийматли функция. Суперпозиция. Функцияларнинг
функцияси. Тескари функция.

Ф у н к ц и я  т у ш у н ч а с и н и  о л д и н ги  п а р а г р а ф л а р д а  у р г а н и л -  
ган  ата м ал ар  о р к а л и  а н и к л а й м и з . Ф у н к ц и я н и н г  г р а ф и г и  
т а р т и б л а н г а н  ж у ф т л и к л а р  т у п л а м и д а н  и б о р а т . Ф у н к ц и я  
б и л а н  у н и н г  г р а ф и г и  У ртасида хеч к а н д а й  ф а р к  й ук . Ф у н к 
ц и я  ш у н д ай  м у н о с а б а т к и , у н и н г  и к к и  хи л  э л е м е н т и н и н г  
б и р и н ч и  к о о р д и н а т а л а р и  хеч к а ч о н  т е н г  б у л м ай д и .

Ш у н д ай  к и л и б , /  м у н о са б а т  к у й и д а г и  т а л а б л а р н и  к а -  
н о а т л а н т и р г а н д а ги н а  ф у н к ц и я  була о л ад и :

1 ) /  н и н г  э л е м е н т л а р и  ф а к а т  т а р т и б л а н г а н  ж у ф т л и к -  
л ар д ан  и б о р ат ;

2) агар  < х, у > в а  < х , z > э л е м е н т л а р  /  н и н г  э л е м е н т л а р и  
б улса , у  х о л да  у  = z.

М и  с о  л  л  а р .  1. {< 1, 2 >, < 2, 2 > , < 3, 4 >} ф у н к ц и я д и р . 
Д 5 = {1, 2, 3}, R = { 2, 4}.

2. {<3,  4 > ,  < 3 ,  5 > ,  < 4 ,  6>} м у н о с а б а т и  ф у н к ц и я  б ула 
о л м ай д и , ч у н к и < 3 , 4 > в а < 3 ,  5 > э л е м е н т л а р и н и н г б и р и н ч и  
к о о р д и н а т а л а р и  т ен г .

3. {< х, х 2 +  х  +  1 > /х е  R} ф у н к ц и я д и р , ч у н к и  агар  х  = и 
булса, у х о л да  х 2 + х + 1  = н 2 + и + 1 .

4. { < х 2, x>/xsR}  ф у н к ц и я  була о л м а й д и , ч у н к и  у н и н г  
< 1, 1 >, < 1, - 1  > э л е м е н т л а р и  м авж уд .
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А гар  / — ф у н к ц и я  ва <х, у >ef,  я ъ н и  x f y  булса , у хо л да  
х  ф у н к ц и я н и н г  аргументы, у  э с а  /  ф у н к ц и я н и н г  х  д а г и  
киймати ё к и  х  э л е м е н т и н и н г  образы д ей и л ад и .

у  н и  б е л г и л а ш  у ч у н  x f ,  / ( х ) ,  f x  ё к и  xf  с и м в о л л а р и  
и ш л а т и л а д и . / ( х )  с и м в о л н и  / ( х )  = /[{ х } ]  д еб , я ъ н и  х  э л е 
м е н т и н и н г  f -  о б р а зл а р и  т у п л ам и  д еб  к;араш  м у м к и н .

И к к и  /  ва  g ф у н к ц и я  б и р  хил  эл е м е н т л а р д а н  т у зи л ган  
булса, б у н д ай  ф у н к ц и я л а р  т е н г  б улади  (f=g),  я ъ н и  б о и щ ач а  
к и л и б  ай т га н д а , Df = Dg в а / ( х )  =  g(x) б у л саги н а , f = g  б улади . 
Ш у н д а й  к и л и б ,  ф у н к ц и я  б е р и л г а н  б у л и ш и  у ч у н  у н и н г  
а н и к л а н и ш  со х аси  ва  ш у  со х а н и н г  хар  б и р  э л е м е н т и  учун  
у н и н г  к и й м а т и  б е р и л и ш и  к е р ак .

{< х, х 2 + х  + 1 > /х е  R} д а н  / ( х )  = х 2 + х  + 1 к ел и б  ч и к ад и .
А гар  /  ф у н к ц и я н и н г  а н и к л а н и ш  со х а си  б у л са ,

у холда ф у н к ц и я н и н г  у згар и ш  со х аси  Yтуп лам  и ч и д а  булади  
д еб  а й т и л а д и  ва к у й и д а ги ч а  б ел ги л ан ад и :

f : X - >  Y ё к и  X U Y .
Ю к,орида к у р сати л ган  х ам м а  /  ту п л ам и  (ХхУ)  т у п л а м 

н и н г  к;исм т у п л а м и  б улади  ва  у н и  Yx д еб  б ел ги л ай м и з .
А гар  Х = 0  булса , у  холда Yx ф а к а т г и н а  б и р  э л е м ен т д ан  

и б о р а т  б у л ад и  ва  у Х х  Y т у п л а м н и н г  буш  к и е м  ту п л ам и д и р .
А гар  Y -  0  ва X *  0  булса, у  х о л да  Yx = 0 .
А гар  х, ф х2 д а н  / ( х , )  /  / ( х 2) к е л и б  ч и к са , у х олда /  бир 

цийматли функция д ей и л ад и .
И к к и т а  / в а  g ф у н к ц и я  б ер и л га н  б улси н . / в а  g ф у н к ц и я -  

л а р н и н г  суперпозицыясы д еб , g ° f  = {<х , z> ш у н д ай  у  м а в -  
ж у д к и , x fy  в а  ygz} ту п л ам га  ай ти л ад и  ва go/ с и м в о л и  б и л а н  
б е л ги л а н а д и . Б у  ту п л ам  хам  ф у н к ц и я  булади .

Ш у н д а й  к и л и б , ф у н к ц и я л а р н и н г  су п е р п о зи ц и я с и  к у й и 
д аги ч а  булади :

g° f=Z = g(f(x)).
Ф у н к ц и я л а р н и н г  с у п е р п о з и ц и я с и  ф у н к ц и я л а р н и н г  

ф у н к ц и я с и  д еб  хам  ай ти л ад и .
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y  = s in x  ва z=lny  б у л си н , у холда z = ln s in x  ф у н к ц и я  sinjc 
ва ln y  ф у н к ц и я л а р н и н г  с у п е р п о зи ц и я с и д и р .

С у п е р п о зи ц и я  ам ал и  ассо ц и ати в л и к  ко н у н и га  б уй сун ади , 
я ъ н и

g o  ( j o  h )  = g o f ( o h ) .

А гар f \ x  ->  у  в а  g :  у  -»  z булса, у х олда g ° f :  х  -»  z в а  
( g ° f ) ( x )  = g ( f ( x ) )  б улади .

А гар  / б и р  к;ийм атли  ф у н к ц и я  б улса, у холда / д а н  к о о р -  
д и н а т а л а р и н и н г  у р н и н и  а л м а ш т и р и ш  н а т и ж а с и д а  х о с и л  
б у лад и ган  ф у н к ц и я  /  ф у н к ц и я г а  тескари булган функция д еб  
атал ад и  ва / - '  с и м в о л и  б и л ан  б ел ги л ан ад и . Ф а к а т  б и р  к и й 
матли ф ун кц и ялар  учун баж ариладиган  бу ам ал цайтариш амали
д ей и л а д и . /~ ' н и н г  а н и к л а н и ш  со х аси  Df -\ = Rf , Rf -\ = Df .

8- §. Тартиблаш муносабати

[у7! Тартиблаш муносабати. Антисимметрик муносабат.
К^исман тартиблаш муносабати. Иррефлексив муносабат.
Чизин,ли тартиблаш муносабати. К^исман тартибланган
туплам.

1 - т а  ъ  р и  ф . Агар бирор X  тупламдаги х  ва у элементлар 
учун урх муносабат урнига хру  муносабат уринли булишини 
курсатувчи муносабат тартиблаш муносабати деб аталади.

Т ар т и б л аш  м у н о с а б а т и  ёр д а м и д а  э л е м е н т л а р н и  к а й с и  
т ар т и б д а  к у й и ш  м а с а л а с и н и  хал  э т и ш  м у м к и н . Х ,аки ки й - 
со н л а р  ту п л ам и  у ч у н  с ,  <, >, > м у н о са б а т л а р и  та р т и б л а ш  
м у н о са б а т л а р и га  м и с о л  б у ла  о л ад и . Т у п л ам л ар  с и с т е м а с и  
учун  худди ш у н д ай  в а з и ф а н и  с ,  с  м у н о са б а т л а р  у й н ай д и .

2- т  а  ъ  р и  ф . Агар X  тупламнинг исталган х  вау элемент
лари учун бир вацтда хру ва урх  бажарилишидан х  = у келиб 
чи^са, бундай р муносабат антисимметрик муносабат деб 
аталади.
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3 - т а ъ р и ф .  X  туплам ичида рефлексивлик, антисиммет- 
риклик ва транзитивлик хоссаларига эга булган р муносабат 
X тупламдаги цисман тартиблаш муносабати деб аталади. 
Xftp н;андай рефлексив ва транзитив муносабат тартиблаш 
муносабати деб аталади.

К ,исм ан  т а р т и б л а ш  м у н о с а б а т и  < с и м в о л и  б и л а н  б е л г и 
л ан ад и . А гар  < м у н о са б а т и  X  ту п л а м н и  к д с м а н  т ар т и б л аса , 
у \о л д а  X т у п л а м н и н г  и ст ал ган  л: ва  у  э л е м е н т л а р и  у ч у н  х< у  
м у н о са б а ти  б а ж а р и л и ш и  хам  м у м к и н , б аж а р и л м а сл и ги  хам  
м у м к и н .

Х удди  ш у  к а б и , агар  х <у  ва  х фу  б ^л са , у х олда х< у  д еб  
ё зи л ад и  ва х  э л е м е н т  у д а н  кичик д еб  аталади .

4 - т а ъ р и ф .  X  тупламнинг х,ар кандай х элементи учун 
х р х  муносабат бажарилмаса, у  холда р шу X  тупламдаги 
иррефлексив муносабат деб аталади.

А гар  < м у н о с а б а т и  X  т у п л а м д а г и  к ,исм ан  т а р т и б л а ш  
м у н о с а б а т и  б у л с а , у  х о л д а  < м у н о с а б а т и  X  т у п л а м д а г и  
и р р е ф л е к с и в  в а  т р а н зи т и в  м у н о са б а т  булади .

5 - т а ъ р и ф .  р муносабат цисман тартиблаш муноса
бати булсин. р муносабатнинг аникланиш сохасига каРашли 
Хар кандай икки хил х  ва у элементлари учун ехр у ёки еурх 
уринли булса, бундай муносабат чизицли (оддий) тартиблаш 
муносабати деб аталади.

Х ак ;и к д й  с о н л а р н и  к ,и й м ати га к ар аб  тар ти б л аш  ч и з и к л и  
т а р т и б л а ш  м у н о са б а т и га  м и с о л  була олади .

6 - т  а ъ  р  и  ф . Агар бирор X  тупламда кисман тартиблаш 
муносабати берилган булса, бундай тутам цисман тартиблан
ган туплам деб аталади ва у <х, <> тартибланган жуфт- 
ликдан иборат булади.

А гар  X  т у п л ам д а  о д д и й  т ар т и б л аш  м у н о саб ати  б ер и л га н  
булса., у х о л д а  X оддий тартибланган туплам д еб  атал ад и  ва 
у  хам  < х ,  < >  т а р т и б л а н га н  ж у ф т л и к д а н  и б о р ат  б у л ад и , бу 
ер д а  < м у н о са б а т  X  ту п л ам н и  о д д и й  ( ч и з т у ш )  т ар ти б л ай д и .
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М а с а л а н , а гар  /  т у п л а м л а р  с и с т е м а с и  б у л с а , у х о л д а  
< / ,  с  > к и с м а н  т а р т и б л а н га н  ту п л ам  б улади .

/ :  х  х 1 ф у н к ц и я  учун  х < у  д а н  / ( х )  < '/(у)  к е л и б  ч и к с а , 
у х о л да  бу ф у н к ц и я  X  т у п л а м н и н г  < т а р т и б л а ш  м у н о с а б а -  
ти га  ва X 1 т у п л а м н и н г  < ' т а р т и б л а ш  м у н о с а б а т и га  н и с б а 
та н  т а р т и б и н и  с а к д ай д и ган  ф у н к ц и я  булади . Хъа X ' т у п л а м 
л а р  у р тас и д аги  у зар о  б и р  к и й м а т л и  б о г л а н и ш  < х ,  < >  ва 
< х ‘, < ' >  га к и с м а н  т а р т и б л а н г а н  т у п л а м л а р  у р т а с и д а г и  
изоморфизм д еб  ай ти л ад и . А гар ш у н д а й  б о г л а н и ш  м авж у д  
б у лса , у в ак гд а  к у р с ати л га н  к и с м а н  т а р т и б л а н г а н  т у п л а м л а р  
и зо м о р ф д и р .

X  т у п л а м н и н г  х ам м а х  л а р и  учун  у  < х  б у л са , у  хо л да  
X  т у п л а м н и н г  у  э л е м е н т и  X  т у п л а м н и н г  к и с м а н  т а р т и б л а ш  
м у н о са б а т и  < га н и с б а т а н  энг кичик элементи д еб  ай т и л ад и . 
А гар  ш у н д ай  э л е м е н т  м авж у д  б у лса , у я г о н а д и р .

X  т у п л а м н и н г  хеч б и р  х  э л е м е н т и  учун  х< у  м у н о с а б а т и  
б аж а р и л м а са , у холда X  т у п л а м н и н г  у  э л е м е н т и  ш у  т у п л а м 
н и н г  к и с м а н  т а р т и б л а ш  < м у н о с а б а т и га  н и с б а т а н  минимал 
(энг кичик) элементи д е б  а й т и л а д и . Б е р и л г а н  т у п л а м д а  
м и н и м а л  э л е м е н т  б и р  н еч т а  б у л и ш и  м у м к и н .

А гар  хар к а н д ай  х е  у  учун  х  < у  б у л са , у х о л д а  X  т у п л а м 
н и н г  у эл е м е н т и  ш у  т у п л а м н и н г  < м у н о с а б а т и га  н и с б а т а н  
энг катта элементи д еб  ай т и л а д и . А гар  ш у н д а й  э л е м е н т  
м авж уд  булса, у хам  я го н а д и р .

X  т у п л а м н и н г  хеч б и р  х  э л е м е н т и  уч ун  х  > у  м у н о са б а т и  
б а ж а р и л м а с а , у х о л д а  X  т у п л а м н и н г  у  э л е м е н т и  ш у  т у п 
л а м н и н г  < м у н о са б а т и га  н и с б а т а н  максимал элементи д еб  
ай ти л ад и .

А гар  X  ту п л а м н и н г  хар  б и р  б уш  э м а с  к и е м  т у п л а м и  э н г  
к и ч и к  эл е м ен тга  эга  б у л са , у х о л д а  < х , < >  к и с м а н  т а р т и б 
л а н г а н  ту п л ам  тулик тартибланган туплам д е б  а т а л ад и . 
М ас ал ан , {0, 1, 2, ...}.

< х ,  < >  к и с м а н  т а р т и б л а н г а н  ва  А с Х  б у л с и н . У  холда 
и стал ган  ае А учун  а < х б а ж а р и л с а , X т у п л а м н и н г х  э л е м е н т и  
А т у п л а м н и н г  юкори чегараси д еб  атал ад и . Х удди  ш у  к а б и ,
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агар  и стал ган  as А учун  х< а б аж ар и л са , х  эл е м е н т и  А т у п 
л а м н и н г  куйи чегараси д еб  атал ад и .

А гар  М  т а р т и б л а н га н  ту п л ам  булса, у х о л д а  у н и н г  М' 
к,исм ту п л ам и  хам  т а р т и б л а н га н  булади . А гар  бу т а р т и б л а н 
ган ту п л ам  ч и зи к л и  булса , у холда Л /1 к и ем  туп лам  М  т у п 
л а м н и н г  занжири д ей и л а д и .

/ = \М'\ -  1 и ф о д а  занжирнинг узунлиги д еб  атал ад и , бу 
ер д а  |Д /'| — ч и з и к л и  т а р т и б л а н г а н  М [ к и е м  т у п л а м н и н г  
куввати. I у зу н л и к д а ги  хар  б и р  зан ж и р  1, 2, ..., /+  1 бутун 
с о н л и  зан ж и р га  и зо м о р ф д и р .

М  т у п л а м н и н г  э н г  к а т т а  э л е м е н т и н и  т. б и л ан  ва э н г  
к и ч и к  э л е м е н т и н и  тп б и л а н  б ел ги л ай м и з.

М  т а р т и б л а н г а н  т у п л а м  т. э л е м е н т и н и н г  баландлиги 
d(_m) д еб  тп < тх < т2 < ... < mj ( М ту п л ам н и н г) зан ж и р л ар  
у зу н л и ги н и н г  м а к с и м у м и га  (/тах) ай ти л ад и . М  т а р т и б л ан ган  
ту п л ам  узунлиги d(M) д еб  М  ту п л ам д аги  зан ж и р л ар  у зу н л и 
ги н и н г  м акси м у м и га  ай ти л ад и , я ъ н и  тар ти б л ан ган  М т у п л ам 
н и н г  у зу н л и ги  d{M) у н и н г  э л е м е н т л а р и  б а л а н д л и ги  d{m) 
н и н г  м а к си м у м и га  т е н г  булади :

d{M)  = m ax d im ), т.е М.

9- §. Панжара хасида тушунчалар

[7 | П анж ара. С игнат ура. Д ист рибут ивлик крит ерийси.
Дедекинд (модуляр) панжара. Дедекиндлик критерийси.
Изоморф. Изоморфизм.

К и с м а н  тар т и б л ан ган  ту п л ам  ту ш у н ч аси д ан  ф о й д а л ан и б , 
п ан ж а р а  ту ш у н ч аси н и  а н и к л а й м и з .

Т  а ъ  р и  ф  . Тартибланган туплам < М, <> нинг исталган 
иккита т., mj элементи орасида m.f] mj (энг катта куйи ёк) 
ва m .ljff!. (энг кичик юкори ёк) муносабатлар мавжуд булса, 
бундай туплам панжара деб аталади.

Р а в ш а н к и , М  п ан ж а р а га  и к к и  тар а ф л ам а  булган  М  т а р 
т и б л а н га н  туплам  хам п ан ж ар а  булади. М  панж арада кеси ш м а
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амалини бирлашмага ва бирлашма амалини кесишма амалига 
узгартириш керак. Тартибланган тупламнинг хамма кием 
тупламлари энг катта куйи ва энг кичик юкори чегарага 
эга булса, у холда бундай туплам ту лик панжара деб аталади.

П а н ж а р а н и  си гн ату р ал ар и  к у й и д а г и  х у су си ятл ар га  э га  
булган  А = < М, U , П > ал геб р а  с и ф а т и д а  \ а м  ан и к л аш  м у м 
к и н :

1) mUт = т, тГ\т = т — идемпотентлик;
2) m l) nij = /я U тп т.П т. = т.О mj — коммутативлик;
3) (т.П т.) C\mk = т.П (т.Птк),

(т. U т;) U тк = т.  U (mU mt) — ассоциативлик;
4) т.U ( т ,П  т . )  = т., т .П  (m.U /я )  =  /я, “  ютиш.
Панжарага берилган иккала таъриф хам эквивалентдир.
Бундан кейин 0 ва 1 ни панжаранинг мос равишда струк

турали ноли ва бири деб биламиз.
Агар А 1 туплам \ар бир т., ту.е А жуфт элементлар билан 

биргаликда уларнинг йигиндиси т .U т. ва купайтмаси т.П т. 
ни хам Уз ичига олса, у холда А 1 туплам А панжаранинг кием 
панжараси деб аталади. Энг катга т р элемент ва энг кичик 
та элементдан иборат А 1 кием панжара /  интервал деб аталади:

1 = т р] = {/и е А '/та mi < mp}.
Агар

/па П т р = 0, ma U m p = 1

булса, у холда нол ва бир структурали А панжарада иккита 
та ва /Яр элемент кушимча (тУлдирувчи) элементлар булади. 
т га кушимча булган т элемент А  панжарадаги т эле- 
ментнинг тулдирувчиси деб хам аталади.

А панжарада умумий тУлдирувчига эга булган икки 
элемент А да богланган элементлар деб аталади.

Панжаралар синфининг энг мухими дистрибутив панжа- 
ралардир. Куйидаги айниятларни (хамма т., тр ntkeA  лар 
учун) каноатлантирувчи А панжара дистрибутив панжара 
деб аталади:
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(т. и  т )  п  т к = m .fl m kU т.П т к, 
т к П (mj U т )  = тк П m t U ткП mf

Панжаранинг дистрибутивлик критерийси. А п а н ж а р а  
\а р  б и р  /  и н т е р в а л и д а  и ст ал ган  и к к и т а  б о гл а н га н  э л е м е н т и  
тен г  б у л га н д а  ва  ф а к а т  ш у н д а г и н а  д и с т р и б у т и в  п а н ж а р а  
булади.

Д е д е к и н д  (м о д у л яр ) п а н ж а р а  д е га н  ту ш у н ч а  к и р и т а м и з . 
А п ан ж ар а д а  х ам м а  т, т, т.е А ва  т < т. л ар  учунI J К J К

(/n.U /я )  П тк = т.П т к U т.

м у н о саб ат  б а ж а р и л га н д а  ва ф а к а т  ш у н д а ги н а  А д е д е к и н д  
п ан ж ар а  б улади .

Панжаранинг дедекиндлик критерийси. А п а н ж а р а  д е д е 
ки н д  п а н ж а р а  б у л и ш и  уч ун  Ат п ан ж а р а га  и зо м о р ф  б улган  
ки ем  п ан ж а р а  м авж уд б у лм асл и ги  етар л и  ва зарур  (1.4- ш акл).

Ат п а н ж а р а  б и тта  н о л ь  б а л а н д л и к д а ги  эл е м ен т , и к к и т а  
б и р  б а л а н д л и к д а г и  эл е м ен т , б и тта  и к к и  б ал ан д л и к д аги  ва 
би тта  уч б а л а н д л и к д а ги  э л е м е н т н и  уз и ч и га  олади .

П а н ж а р а н и н г  м о д у л я р л и к  к р и т е р и й с и д а н  ф о й д а л а н и б , 
дистрибутивлик критерийсини к у л а й  \и с о б л а ш  ш а к л и н и  
м и со л  учун  к е л ти р ам и з:

А п а н ж а р а  Ат га и з о м о р ф  б у лган  к и е м  п а н ж а р а н и  уз 
и ч и га  о л м а с а  (я ъ н и  д е д е к и н д  булса) ва A k jicm  п ан ж ар а га  
и зо м о р ф  б у л ган  к и ем  п а н ж а р а н и  уз и ч и га  о л м аса  в а  ф а к а т  
ш у н д аги н а  д и с т р и б у т и в  б у лади  (1.4- б ш а к л ).
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Ag п а н ж а р а  би тта  н о л ь  б а л а н д л и к д а ги  э л е м е н т д а н , б и р  
б ал ан д л и к д аги  учта эл е м ен т д ан  ва и к к и  б ал ан д л и к д аги  б и тта 
э л е м е н т д а н  и б о р ат  и к к и  у зу н л и к д а ги  учта з а н ж и р д а н  т у зи л 
ган .

О в а  1 с т р у к т у р а л и  А п а н ж а р а н и н г  хар  б и р  т э л е -  
м е н т и н и н г  ту л д и р у в ч и си  м авж у д  б улси н . У  холда бу п а н ж а 
р ад а  f ,(m) = т у н ар  о п е р а ц и я  б ер и л га н  д еса  б у лад и . А гар  
ю к;орида ак с  э т т и р и л ган  х у су си я тл ар га  эга  б у лган  А п а н ж а 
рада

т =  т , (а)

mt U nij =  аи, П m j , (б )

т П т = 0 (в )

м у н о са б а тл а р  б аж ар и л са , у  х о л д а  А п ан ж ар а  тулдирувчили 
(тулдирувчиси бор) панжара д еб  аталад и .

(а) ва (б) га асосан  U о п е р а ц и я н и  П о п ер ац и я  б и л ан  ва 
П о п е р а ц и я н и  U о п е р а ц и я  б и л ан  и ф о д а л а н и ш и  м у м к и н . 
Д ем ак, тулдирувчили п ан ж арани  си гн ату р аси  U булган  ал геб р а  
с и ф а т и д а  а н и к д а ш  м у м к и н . (а )  ва (б ) м у н о с а б а т л а р д а н  
к у й и д а ги л ар  к е л и б  ч и к а д и  (1 =  0 д еса к ):

0 f |w  = 0, =
1 Г\т = т, 1U т = 1,

m \J in  = 1 .
Д е м а к , 1- п а н ж а р а н и н г  э н г  к атта  э л е м е н т и , я ъ н и  с т р у к - 

т у р аси  1 б улади .
Т улдирувчили  дистрибутив  п ан ж ар а  Буль алгебраси  булади.
Т е о р е м а .  Буль алгебраси Кантор алгебрасига изоморф- 

дир. Буль ва Кантор алгебралари орасида куйидаги изоморфизм 
мавжуд:

a[jb, Ma{JMh, аПЬ,  М П  Mb, а , W a ,

бу  ерд а  и ф о д а л а р н и н г  ч ап  т а р а ф и д а  — н а з а р и й -п а н ж а р а в и й  
ва у н г т а р а ф и д а  — н а за р и й  т у п л а м  о п е р а ц и я л а р и .
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Муаммоли масала ва топширицлар
1. у  = 2х + 1 турри  ч и з и к д и  {< х, у > е  R x R / y  = 2 х +  1} ва у < х 

м у н о са б а т и н и  {< х , у > е  R x R / y < x }  ш а к л л а р д а  ё зи ш  м ум - 
к и н л и г и н и  ту ш у н т и р и н г .

2. {< 2 ,4 >, < 5, 6 >, < 7, 6 >, < 8, 8 >} тар ти б л ан ган  ж у ф тл и к л ар  
ту п л ам и  б и н а р  м у н о са б а т и  була о л ад и м и ?

3 . {<1,  2 > ,  < 2 ,  2 > ,  < 3 ,  4 >}  ф у н к ц и я н и н г  а н и к л а н и ш  ва 
к;ийм атлар с о ^ а л а р и н и  то п и н г .

4. {<3, 4>, <3, 5 >, <4, 6>} м у н о са б а т  ф у н к ц и я  була о л а 
д и м и ?

5. {<х, х 2 + х  + 1 > /х е  R] ф у н к ц и я  б у л и ш и н и  и сб о тл ан г.
6 . {<х, х > / х е  R} ф у н к ц и я  була о л м а с л и г и н и  и сб о тл ан г .
7. Б уль  а л ге б р а с и н и н г  К а н т о р  ал геб р аси га  и зо м о р ф  э к а н л и 

ги н и  и сб о тл ан г .

Мустацил ишлаш учун савол ва топширикдар

1. Муносабатлар тушунчаси нимани ифодалайди? Бинар муносабат 
деб нимага айтамиз?

2. Эквивалентлик муносабати. Кандай муносабатлар рефлексив, 
симметрик ва транзитив муносабатлар деб аталади?

3. Функция тушунчаси. Функциялар суперпозицияси деб нимани 
тушунасиз?

4. Тартиблаш муносабатини тушунтиринг.
5. Панжара хакдца тушунчалар. Панжаранинг дистрибутивлик ва 

дедекиндлик критерийлари нималардан иборат?
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I I  Б О Б МУЛОХАЗАЛАР АЛГЕБРАСИ

1- §. Мулохаза. Мулохазалар устида амаллар

[у7! М улохаза. Абсолют чин (ёлгон) м улохаза. К,ийматлар
сатри. Инкор, конъюнкция, дизъюнкция, эквиваленция ва
импликация мантилий амаллари. Шеффер амали.

М ат е м ат и к  м а н т и к н и н г  уш бу м у л о х азал ар  ал геб р аси  д еб  
аталган  б ули м и д а асо си й  тек ш и р и ш  о б ъ ек тл ар и  були б  гап лар  
х и з м а т  к и л а д и .  М а т е м а т и к  м а н т и к , х а р  б и р  г а п н и н г  
м а ъ н о с и га  к а р аб , у н и н г  ч и н , х а к к о н и й , тугри  ё к и  ёл го н , 
н о ту гр и  б у ли ш и  б и л а н г и н а  к и зи к а д и .

М асалан : 1) « Т о ш к ен т  — У зб е к и ст о н н и н г  п ой тахти » , «О й 
ер  ат р о ф и д а  ай л ан ад и »  д еган  гап л ар  ч и н д и р .

2) «Ер о й д ан  к и ч и к » , «3 > 5» д еган  г а п л а р н и н г  хар б и р и  
ёл го н д и р .

Ш у н и  хам  а й т и ш  к е р а к к и , к у п ги н а  г а п л а р н и н г  ч и н  ёк и  
ё л го н л и ги н и  д ар х о л  а н и к л а ш  к и й и н . М ас ал ан , «Б угун ги  ту н  
к еч аги д ан  к о р о н г и р о к » , д еган  ra n  к а й с и  в а к гд а  ва  к а й с и  
ж о й д а  а й т и л и ш и г а  к а р аб  ч и н  хам , ёл го н  хам  б у л и ш и  м у м 
к и н .

1) О л д и м га  кел. 2) У й д а  б у л д и н гм и ?  3) Я н ги  й и л  б и л ан .
4) А гар  о л д и н  б и л са м  э д и м . Бу гап л ар  ч и н  ё к и  ёл го н  к и й м а т  
Кабул к и л м ай д и .

Ш у н д ай  к и л и б , м а т е м а т и к  м а н т и к : «Х ар  б и р  ra n  ч и н  
ёк и  ёл го н  б у ли ш  х о с с а с и га  эга» д еб  кабул  к и л ад и .

1 - т а ъ р и ф .  Фа^ат чин ёки ёлгон киймат кабул кипа 
оладиган дарак гап мулохаза деб аталади.

Д ем а к , хар б и р  м у л о х аза  м аълум  х о л атд а  ч и н  ё к и  ёл го н  
К и й м атга  эга . Б у н д а н  к е й и н , ч и н  к и й м а т н и  к и с к а ч а  «ч» 
х ар ф и  ва ёл го н  к и й м а т н и  «ё» х ар ф и  б и л ан  б ел ги л а й м и з .
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М у л о х азал ар н и  б ел ги л аш  учун , а с о сан , л о т и н  а л ф а в и -  
т и н и н г  к и ч и к  х ар ф л ар и  и ш л ати л ад и :

а, Ь, с, ..., и, v, ..., х, у , ^

М аъ лум  м у л о х азал ар  б о р к и , улар  х ам м а м у м к и н  б улган  
х о л атл ар д а  (в а зи ятл а р д а ) ч и н  (ёл го н ) к и й м а т н и  кабу л  к и л а 
д и . Б у н д ай  м у л о х аза л ар  абсолют чин (ёлгон) м у л о х азал ар  
д еб  аталади .

М у л о х азал ар  ал геб р ас и д а , одатда, к о н к р е т  м у л о х азал ар  
б и л а н ги н а  эм а с , б ал к и  хар  к а н д ай  и стал ган  м у л о х азал ар  б и 
л а н  хам  ш у гу л л ан и л ад и . Б у  э с а  узгарувчи  м улохаза ту ш у н - 
ч аси га  о л и б  кел ад и . А гар  у згар у вч и  м у л о х азан и  х  д еб  б ел ги - 
л а с а к , у холда х  к о н к р е т  м у л о х аза л ар н и н г  и ст ал ган и н и  и ф о -  
д ал ай д и . Ш у н и н г  учун  х  и к к и : «ч» ва «ё» к и й м ат л и  у згар у в - 
ч и н и  и ф о д а л ай д и .

п та  х ,, х 2, ..., хп у згар у вч и  м у лохаза  б ер и л ган  б у л си н . 
Б у л а р н и н г  хар  к а й с и с и  ч и н  ва ёл го н  к и й м а т л а р н и  кабу л  
к и л ад и . Ш у н и н г  учун  ку й и д аги  к и й м ат л ар  са т р и н и  ту зи ш  
м у м к и н :

ё, ё, ..., ё,
ч , ё, ..., ё, 
ё, ч , ..., ё,

ч. ч .......ч.

Д е м а к , у згар у в ч и л ар  со н и  п та  булса, у хо л да  

С" + С\ + СI + ... + С"п = 2" та  к и й м атл ар  сатрига эга булам и з. 
х ,, х 2 : 22 = 4 та  к и й м а т л а р  сатри . 
х р х ,, х 3 : 23 = 8 та  к и й м а т л а р  сатр и .
М ат е м ат и к  м а н т и к д а  «эм ас» , «ёки», «ва», «агар ... булса, 

у холда», «ш ун да ва ф а к а т  ш у н д аги н а  ..., к а ч о н  ...» су зл а р и  
(б о г л о в ч и л а р )  м у л о х а за л а р  о р а с и д а г и  мантилий амаллар 
д ей и л а д и . Б у  ам ал л ар  ёр д ам и д а  эл е м ен тар  м у л о х азал ар д ан  
м у р ак к аб  м у л о х аза  ту зи л ад и . М у л о х азал ар  усти даги  бу а м а л 
л ар  м а т е м а т и к  м а н т и к н и н г  эл е м ен тар  к и см и  булган  м у л о х а
зал а р  м а н т и к и  ёк и  м у л о х азал ар  ал геб р аси  д еб  атал у вч и  к и с -
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м и д а  у р ган и л ад и . Х ар и к к а л а  ата м а  («м уло х азал ар  м антик,и» 
ва « м улохазалар  алгебраси») с и н о н и м  с и ф ат и д а  и ш л ат и л ад и , 
ч у н к и  у л а р  м а н т и к н и н г  м а ъ л у м  к и с м и н и  и к к и  н у к т а и  
н а за р д а н  и ф о д ал ай д и : бу хам  м а н т и к  (уз п р ед м ети га  к у р а ), 
хам  ал геб р а  (уз м ето д и га  кура).

М ан т и к и й  ам ал л ар  асо сан  5 та  б у ли б , у л а р н и н г  т а ъ р и ф -  
л ар и  к у й и д аги ч ад и р .

1. Инкор амали. И стал ган  х  у згар у вч и  м у лохаза б и л а н  
б и р га  х  к у р и н и ш и д а  б ел ги л а н га н  и к к и н ч и  узгарувчи  м у л о 
хаза хам  б ер и л га н  булсин .

2 - т а ъ р и ф .  х  мулохазанинг инкори деб аталган х  муло
хаза шу билан характерланадики, х  мулохаза «ч» кийматни 
Кабул килганда, х мулохаза «ё» кийматни кабул к ил°ди ва 
аксинча.

Д е м а к , м у л о х азал ар  м а н т и к и н и н г  э н г  содда ам ал и  бу 
и н к о р  ам ал и  б у ли б , о д ди й  ти л д аги  с и ф а т д о ш  «эм ас» га тугри  
келад и . Бу ам ал  « ~ »  си м в о л и  б и л а н  б ел ги л ан ад и . А гар  х  
б и р о р  м улохаза , м а сал ан , «бугун х аво  совук»  булса , у холда 
х  ян ги  м у р ак к аб  «бугун хаво  с о в у к  эм ас»  м у л о х азаси д ан  
и бо р атд и р . х  м улохаза  «х эм ас»  д еб  укш тади . Ш у н и н г  учун , 
агар  х  ч и н  м у л о х аза  булса, у холда х  ёл го н  м у лохаза  б у лади  
ва, а к с и н ч а , х  ёл го н  булса х  ч и н д и р .

И н к о р  а м а л и н и н г  т а ъ с и р и н и  к у й и д аги  ч и н л и к  ж ад в ал и  
к у р и н и ш и д а  т ас в и р л ай м и з:

Х удди ш у ж а д в ал н и  и н к о р  а м а л и н и н г  т а ъ р и ф и  с и ф а т и д а  
кабул  к и л а м и з  ва  б о ш к а  м а н т и к и й  а м ал л ар  учун  хам  ш у н га  
ухш аш  ж а д в ал л ар д ан  ф о й д а л а н а м и з . У лар  чинлик жадвали 
д ей и л ад и . Бу ж а д в ал л ар д ан  ф о й д а л а н и ш  ку л ай  б у ли б , ул ар  
м а т ем ат и к  м а н т и к н и н г  куп  б у л и м л а р и д а  и ш л ати л ад и .
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2. Конъюнкция (мантилий купайтма) амали. х  в а  у
узгарувчи  м у л о х азал ар  усти д а  б аж а р и л ад и ган  к о н ъ ю н к ц и я  
(л о т и н ч а  conjunctio — б о г л а й м а н  с у з и д а н )  а м а л и н и  д  
к у р и н и ш д а  ва бу ам ал  н ат и ж ас и д а  х о си л  бу лган  я н ги  м у р а к 
каб  м у л о х азан и  х л у  к у р и н и ш д а  б ел ги л ай м и з .

3 - т а ъ р и ф .  «Ва» богловчисига мос келувчи мантикий 
амал конъюнкция амали деб аталади. х  ва у  мулохазаларнинг 
конъюнкцияси х ва у  м улохазалар чин булгандагина чин 
кийматни кабул килиб, колган холларда эса ёлгон кийматни 
Кабул килади.

х л у  к у р и н и ш д а г и  м у л о х а з а  «х  в а  у » д е б  у к и л а д и .  
К у р и н и б  т у р и б д и к и , бу та ъ р и ф  «ва» б о гл о в ч и с и н и н г  м а ъ н о - 
си га  т у л и к  ту гр и  к ел ад и . Х а к и к а т а н  хам , «5 со н и  т о к  ва  
туб» м у л о х азаси  ч и н , ч у н к и  у н и  т а ш к и л  эту вч и  хар и к к а л а  
м улохаза: «5 с о н и  ток»  ва «5 со н и  туб» хам  ч и н . «10 со н и
5 га б у л и н ад и  ва 7 > 9» м у л о х азаси  ёл го н , ч у н к и  м у р а к к а б  
м у л о х азан и  т а ш к и л  эт у в ч и л а р и д а н  б и р и , ч у н о н ч и  «7 > 9» 
ёлгондир . К о н ъ ю н к ц и я  т аъ р и ф и н и  куй и даги  ч и н л и к  ж адвал и  
к у р и н и ш и д а  ёзи ш  м у м к и н :

X У хлу
ч ч ч

ч ё ё

ё ч ё

ё ё ё

3. Дизъюнкция (мантикий йдоинди) амали. М у лохазалар  
м а н ти к и д а  и ш л ат и л ад и га н  у ч и н ч и  ам ал  «ёки» б о и ю в ч и с и га  
тугри  келад и . Ш у н и  т аъ к и д л аш  к е р а к к и , «ёки» б о гл о в ч и си  
у зб ек  т и л и д а  и к к и  хи л  м аъ н о д а  и ш л ати л ад и . Б и р и н ч и  хо л да  
рад  э т у в ч и  « ёк и » , и к к и н ч и  х о л д а  р ад  э т м а й д и г а н  «ёки»  
м а ъ н о с и д а  и ш л а т и л а д и . Б у н и н г  ф а р к и  к у й и д а г и л а р д а н  
и борат. А гар  х  ва у  м у л о х аза л ар н и н г  и к к а л а с и  хам  ёл го н  
булса, у х олда «х ё к и  у» м у л о х азаси  ш у б х аси з ёл го н  б улади .
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А гар  х  ч и н  ва у  ёл го н  (ёки  х  ёл го н  ва у  ч и н ) б улса, у холда 
«х ёк и  у» н и  ч и н  д еб  к;араш к е р ак , бу  э с а  у зб ек  т и л и д а ги  
«ёки» с у зи н и н г  м а ъ н о с и га  тугри  келади . А м м о  х ар  и к к а л а  
х  ва  у  м у л о х азал ар  ч и н  б у лган д а  «х ёк и  у» м у л о х аза  ч и н  
булади . Бу вак,тда «х ё к и  у» м улохазага  к а н д а й  кд р аш  к ер ак ?

М а с а л а н , « Б у гу н  я к ш а н б а  ё к и  м е н  к и н о г а  б о р а м а н »  
м у л о х азан и  о л а й л и к . А гар  бугун  я к ш а н б а  в а  м е н  к и н о г а  
б о р сам , у холда бу м у л о х аза  ч и н  ё к и  ёл го н м и ?  У зб е к  т и л и д а  
«ёки» б о п то вч и си  б и р  м аъ н о д а , б аъ зан  э с а  б о ш к а  м а ъ н о д а  
и ш л ати л ад и . А гар ю к о р и д а ги  м у л о х азан и  ч и н  д еб  к а р а с а к , 
у  х олда «ёки» н и  р ад  э т м ай д и ган  м аъ н о д а , и к к и н ч и  хо л да  
«ёки» н и  рад  эту вч и  м а ъ н о д а  и ш л а т и л я п т и  д е й м и з .

4 - т  а ъ  р и  ф  . Рад этмайдиган маънода ишлатиладиган 
«ёки» мантилий амали дизъюнкция (лотинча disjunctio — фарк 
Киламан сузидан) дейилади. Иккита х ва у мулохазанинг дизъ- 
юнкцияси «xvу» каби ёзилади ва «х ёки у» деб укилади.

И к к и  х  ва  у  м у л о х а за н и н г  д и з ъ ю н к ц и я с и  xv>> м у р а к к а б  
м у л о х аза  б ули б , у ф а к а т  х  ва у  ёл го н  б у л ган д аги н а  ёл го н  
к и й м а т  кабул  к и л и б , к о л ган  х о л л ар д а  ч и н  к и й м а т н и  к аб у л  
К илади.

Д и зъ ю н к ц и я  а м а л и н и  ку й и д аги  ч и н л и к  ж а д в ал и  о р к а л и  
Хам и ф о д ал аш  м у м к и н :

X У xvy
ч ч ч

ч ё ч

ё ч ч

ё ё ё

4. Импликация амали. К у й и д аги  м у р а к к а б  м у л о х аза л ар 
н и  ку р ай л и к :

1) «Агар 2 • 5=10 б у лса , у холда  6 ■ 7 = 42 булади»; 2) «Агар 
30 с о н и  5 га б у л и н с а , у х о л да  5 ж у ф тд и р » ; 3) «А гар 3 = 5 
булса, у х олда 15 =  17»; 4) «А гар 4 - 3 = 13 б улса , у х о л д а
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9 + 3 = 12». Бу м у л о х аза л ар н и н г  х ам м аси  хам  2 та  э л е м е н т а р  
м у л о х азад ан  «агар ... булса , у х о л д а  ...» б о ст о в ч и си  ёр д ам и д а  
ту зи л ган . Бу б о ш о в ч и  м у л о х азал ар  м а н т и к и н и н г  и м п л и к а 
ц и я  (л о т и н ч а  implicatio — зи ч  б о п тай м ан  су зи д ан ) а м ал и га  
тугри  келад и . И м п л и к а ц и я  а м а л и н и  -> к у р и н и ш и д а  б ел ги - 
л а й м и з .

5 - т а ъ р и ф .  Икки х  ва у  мулохазанинг импликацияси деб  
шундай мулохазага айтиладики, у  фа цат х  чин ва у  ёлгон 
булгандагина ёлгон булиб, колган хамма лолларда чиндир.

«х->у» м у л о х азаси  «агар х  б улса, у холда у» д еб  у к и л ад и . 
И м п л и к а ц и я  т а ъ р и ф и н и  к у й и д а ги  ч и н л и к  ж а д в ал и  к у р и 
н и ш и д а  ё зи ш  м у м к и н :

X У х-^ у

ч ч ч

ч ё ё

ё ч ч

ё ё ч

Ч и н л и к  ж ад в ал и д ан  к у р и н а д и к и , ю к о р и д аги  м у л о х аза - 
л а р н и н г  и к к и н ч и с и  ёл го н  б у ли б , к о л ган л ар и  ч и н д и р . «х^у»  
и м п л и к а ц и я д а  х  м у л о х аза  асос (utapm, гипот еза, далил), 
у  м у л о х аза  эса  бу а с о с н и н г  ощ бат и  д еб  аталад и . И м п л и к а 
ц и я  ч и н л и к  ж а д в а л и н и н г  о х и р ги  и к к и т а  сатр и  ш у н и  к у р с а - 
т а д и к и , ё л г о н  а с о сд ан  ч и н  х у л о са  хам , ё л го н  х у л о са  х ам  
к ел и б  ч и к а р  э к а н , б о ш к а ч а  к и л и б  ай тган д а  « ёл го н д ан  хар  
б и р  н а р с а н и  кути ш  м у м к и н » .

И м п л и к а ц и я  м у л о х азал ар  м а н т и к и н и н г  м ухи м  ам а л л а -  
р и д а н  б и р и  х и со б л ан ад и . С у зл аш у в  ти л и д а  «агар х  б улса , у 
Холда у» н и н г  хар  хил с и н о н и м л а р и  бор: «х булса, у  булади», 
«агар х  б у лса , у  в ак гд а  у  булади» , «х д а н  у  х о си л  булади», 
«х д а н  у  к е л и б  ч и к ад и » , «у, агар  х  булса», «х у  учун  етар л и  
ш арт» ва х о казо .
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5. Эквивалентлик (тенг кучлилик) амали. К у п ч и л и к  
м у р а к к а б  м у л о х азал ар  э л е м е н т а р  м у л о х азал ар д ан  «зарур ва 
к и ф о я » , « ф а^ ат  в а  ф ак ат» , «ш ун да ва ф а к а т  ш у н д аги н а , к а - 
ч о н к и » , «... б а ж а р и л и ш и  етар л и  ва зарурд и р»  к аб и  б о гл о в - 
ч и л а р и  ёр д ам и д а  ту зи л ад и . М улохазалар  м а н т и к и н и н г  б у н 
д ай  б о гл о в ч и л а р га  м ос  к ел ад и ган  ам ал и  эквивалентлик д е й и 
л а д и  ва  «<->» к аб и  б е л г и л а н а д и . х<̂ >у м у р а к к а б  м у л о х аза  
«х э к в и в а л е н т  у» д еб  у ки л ад и .

6 - т  а ъ  р и ф . М ураккаб мулохаза х<н>у чин булади, агар х 
ва у  лар чин ёки х ва  у  лар ёлгон булса, бошка холларда у  
ёлрондир. Бошкача килиб айтганда, х ва у  мулохазалар факат  
ва факат бир хил киймат кабул щ лгандагина х<->у чин булади.

Б у  т а ъ р и ф н и  к у й и д аги  ч и н л и к  ж ад в ал и  б и л ан  и ф о д а л аш  
м у м к и н :

X У х<г+у
ч ч ч

ч ё ё

ё ч ё

ё ё ч

х<г+у э к в и в а л е н т л и к к а  «х булса (б а ж а р и л с а ), у  булади  
(б аж ар и л ад и ) ва у  булса, х  булади» ёк и  «х д а н  у  к е л и б  ч и к ад и  
ва  у  д а н  х  кели б  ч и к ад и »  д еган  м у лохаза  м ос  к е л а д и , яъ н и  
х ^ у  э к в и в а л е н т л и к к а  м а т ем ат и к ад а  зар у р и й  ва  етар л и  ш ар т  
Х акида ай ти л га н  т е о р е м а л а р  м о с  келад и . Д е м а к ,

х<-^у =  ( х ^ у ) л ( у - ^ х )  (1)

булади . (1) га б и н о а н , х<->у э к в и в а л е н т л и к н и  и к к и  т о м о н л и  
и м п л и к а ц и я  д еб  ат а ш  м у м к и н .

6. Шеффер амали (штрихи). Н и х о ят , я н а  б и р  м а н т и к и й  
а м а л н и  к е л ти р ам и з . У  Шеффер амали ёк и  Шеффер штрихи 
д ей и л ад и  ва у « | » к а б и  б ел ги л ан ад и . «х |у»  м у р а к к а б  м улохаза  
«х Ш е ф ф е р  ш тр и х и  у» д еб  у к и л ад и . Бу ам ал  к у й и д а ги ч а  
т аъ р и ф л а н а д и .
4 — Х.Тураев
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7 - т а ъ р и ф .  Фацат х  ва у  мулохазалар чин булгандагина, 
х|>' мулохаза ёлгондир.

Бу таърифни куйидаги чинлик жадвали ёрдамида ифода- 
ласа хам булади:

X У А у

ё ё Ч

ё ч Ч

ч ё ч

ч ч ё

А сосий чинлик ж адваллари. Юкррида келтирилган чин
лик жадваллари, мос равишда, инкор килиш, конъюнкция, 
дизъю нкция, импликация, эквивалентлик ва Ш еффер амал- 
ларининг асосий чинлик жадваллари деб айтилади:

X У х л у X vy х -^ у х<г^у х\у

ч ч ч ч ч ч ё

ч ё ё ч ё ё ч

ё ч ё ч ч ё ч

ё ё ё ё ч ч ч

М аш цлар

1. Куйидаги гапларнинг кайси бирлари мулохаза булади:
1) Тош кент — У збекистон Республикасининг пойтахти;
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3) Ой — М арс планетасининг йулдоши;
4) а > 0.

2. Куйидаги мулохазаларнинг чин ёки ёлгон эканлигини  
аник^ланг:
1) 2 е  {х |2х3 -  Зх2 + 1 =0,  х е  /?}; 2) {1}е N.

3. Куйидаги импликацияларнинг к,айси бири чин булади:
1) агар 2-2 = 4 булса, у холда 2 < 3;
2) агар 2-2 = 4 булса, у холда 2 > 3.

2 -  § .  Формулалар. Тенг кучли формулалар

[7 | формула. Чинлик жадвали. Тенг кучли формулалар. Эквива
лентлик билан тенг кучлилик орасидаги фарк. Айният.

Олдинги параграфда асосан мантиций амалларни куриб 
чикдик. Энди бу амаллар орасида богланишлар мавжудли- 
гини курсатамиз. Бунинг учун тенг кучли мулохазалар ту- 
шунчасини киритамиз. п та

х,, Х2, х3, .. ., хп (2)

мулохаза берилган булсин.
1 - т а ъ р и ф .  (2) мулохазаларни инкор, дизъюнкция, конъ

юнкция, импликация ва эквиваленция мантикий амаллари  
воситаси билан маълум тартибда бирлаштириб хосил килинган 
мураккаб мулохаза ф орм ула деб аталади.

М асал ан : [ х ,v ( x 2a x 3) ] -> х 4; [ х ,л ( х 2-> х 3) ] v ( x 4<->x5); 
(x<-^7 )a (x v j ) ;  (х —>у)лО '->г)->(г->*) мураккаб мулохазалар 
формулалар булади. Кавслар мулохазалар устида мантилий  
амалларнинг к,ай тартибда бажарилиш ини курсатади.

Энди формула тушунчасига математик таъриф берайлик. 
Бу тушунча куйидагича аникутнади.

2 - т а ъ р и ф .  1) хар кандай  х ,, х2, ..., хп мулохазаларнинг 
исталган бири формуладир;

2) агар А ва В нинг хар бири формула булса, у  холда (А л В), 
(A w В), (А^>В), ( А В )  ва А хам формулалардир;
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3) 1 ва 2- бандларда курсатилган ифодалардан ташкари 
бошка хеч кандай ифода формула була олмайди.

х,, л',, хп узгарувчилар элем ент ар ф орм улалар  д еб  
аталади.

Кейинчалик формулани лозим булгандагина/(хр х,, ..., х ;) 
функция шаклида белгилашдан фойдаланамиз.

\ а р  к^андай формула учун чинлик жадвали тузиш мум
кин. Бунинг учун асосий чинлик жадвалларидан кетма-кет 
фойдаланиш керак. Масалан, (хл,у)—>(х  v у ) формуланинг 
чинлик жадвали куйидагича булади:

X У X х л у х v y X  V у (хлу) ->  
-> (х  v  у )

ч ч ё ч ч ё ё

ч ё ё ё ё ч ч

ё ч ч ё ч ё ч

ё ё ч ё ч ё ч

Ш ундай килиб, \а р  кандай формулага {ч, ё} тупламнинг 
бир элементи мос килиб куйилади.

3 - т а ъ р и ф .  А ва В формулалар берилган булсин. (1) эле
ментар мулоу;а?тарнинг хор бир кийматлари сатри учун А ва 
В формулаларнинг мос кийматлари бир хил булса, А ва В 
формулалар т енг кучли  ф орм улалар деб аталади ва бу А -  В 
тарзда белгиланади. (1) каторнинг камида битта кийматлар 
сатри учун А ва В формулаларнинг мос кийматлари бир хил 
булмаса, у  холда А ва В формулалар тенг кучлимас формулалар 
деб аталади ва Аф В куринишда белгиланади.

А ва В формулаларнинг тенг кучли булиш -булмаслиги  
улар учун тузилган чинлик жадваллари ёрдамида аникда- 
нади.

М и с о л  л а р .  1. х ч у  = А в а В  = х -> у  формулалар берил
ган булсин.
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X У X х  v y х -^ у

ч ч ё ч ч

ч ё ё ё ё

ё ч ч ч ч

ё ё ч ч ч

Жадвалдан куриниб турибдики, туртала кийматлар сатри 
учун А ва В формулаларнинг мос кийматлари бир хил. Демак, 
таърифга асосан А =  В.

2. x v x  = x тенглик исбот этилсин. A = x v x ,  В = х.

XV X

ч ч

ё ё

Демак, жадвалга асосан А -  В.
3. А = (xv  х  ) лу, В = у.

л: У X XV X (i v i ) a^

ч ч ё ч ч

ч ё ё ч ё

ё ч ч ч ч

ё ё ч ч ё

Демак, (xv.x  )л у  = _у.
Худди шу каби куйидаги тенг кучлиликларни исботлаш  

мумкин.
4. xvх = уv у . 5. x v ( x a ^ ) = x .

6. ( x v х  ) -^ у  = (х л х  ) v y . 1. x v ( y / \ z )  = { x v y ) A( x v z ) .  
Эквивалентлик билан тенг кучлилик орасидаги фаркни  

тушуниш учун уларни алгебраик тенглама ва айният билан
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солиштирамиз. Тенглама (масалан, 2х + у =  10) харфларнинг 
айрим кийматлари (масалан, х  = 4, у  = 2 )  учун бажарилиб, 
бошка кийматлар (масалан, х =  1, у =  2) учун бажарилмайди. 
Шунга ухшаш, эквивалентлик А В деб , шундай (масалан, 
a'^CXjA-Xj)) муло\азага айтиладики, унга х ,, х2, ..., хп харф- 
ларининг урнига бир хил конкрет мулохазалар куйилганда 
у чин киймат кабул килиб, бошка конкрет кийматлар куйил- 
ганда ёлгон кийматни кабул килади. Айният деб, шундай 
тенгликка (масалан, а- -  b2 = (а -  b){a + b)) айтиладики, у 
узида катнашадиган барча \арфлар учун бажарилади. Ш унга 
ухшаш, А = В мулохазада катнашадиган барча х,, х2, ..., хп 
харфларининг урнига ихтиёрий конкрет мулохазалар куйил- 
ганда у чин киймат кабул килса, бундай мулохаза тенг 
кучлилик дейилади.

Алгебрада айний ифодаларни бир-бири билан алмаш
тириш мумкин булганидек, мантик алгебрасида тенг кучли 
мулохазаларни (формулаларни) хам бир-бири билан алмаш
тириш мумкин. Бу эса мураккаб формулаларни (мулохаза
ларни) соддалаш тириш  имконини беради.

Биз тенглама ва айният билан эквивалентлик ва тенг 
кучлилик орасидаги ухшашликни келтирдик. Энди эса улар 
орасидаги фаркни курсатамиз. М аълумки, алгебрада хеч 
кандай алмаштириш ёрдамида тенгликни амаллар (кушиш, 
айириш, даражага кутариш, булиш ва хоказо) билан алмаш- 
тириб булмайди. М антик алгебрасида эса эквивалентликни 
импликация (->) ёки конъюнкция (л), дизъюнкция (v) ва 
инкор (-)  амаллари оркали ифодалаш мумкинлигини биз юко- 
рида курсатган эдик (1- § даги (1) формулага каранг). (1) фор- 
муланинг тугрилигини чинлик жадвали оркали курсатамиз:

X У х —>у у ^ х х<г^у (х->у) л( у ->х)
ч ч ч ч ч ч

ё ч ч ё ё ё

ч ё ё ч ё ё

ё ё ч ч ч ч
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Жадвалдан куринадики, охирги икки устуннинг чинлик 
киймати устма-уст тушади. Шу билан (1) формула исботланди.

Оддий алгебрада тенглик белгиси «=» куйидаги аксио- 
маларни к,аноатлантиради: 1) ихтиёрий а сон учун а = а 
(рефлексивлик); 2) агар а = b булса, у холда Ь = а (симмет- 
риклик); 3) агар а = b, b = с булса, у холда а = с (транзи
та вл и к) булади.

Шунга ухшаш, мулохазалар алгебрасида, эквивалентлик  
таърифидан осонлик билан куриш мумкинки, у рефлексив, 
симметрик ва транзитив, яъни:

1) ихтиёрий х мулохаза учун х  = х;
2) ихтиёрий икки х  ва у  мулохазалар учун, агар х  = у  

булса, у холда у  = х;
3) ихтиёрий х, у, z  учта мулохазалар учун х  s  у  ва у  = z  

булса, у холда л: = z-

1. Куйидаги формулаларнинг чинлик жадвалларини тузинг:

М аш цлар

1) ( x v j ) A(y-> (i/->x)); 2) x ,-» (x 2-> (...
3 )  X ,  V X 2 V . . . V X n - > ^ | A y 2 A . . . A j ' ji.

2. Тенг кучлиликларни исботланг:
1) х н у =  х  <г*у ;
3) х ^ у  = у ^ х ;

2) x y v  х  у  v х у  = х —»>>;
4) х->0>-»г)

5) X = ( X A > ’A ^ ) v ( X A y A  Z  ) v ( X A  у  A Z ) v ( X A y  A Z ).

3. Формулаларни соддалаштиринг:
1) (х -» х )—>х;
3) х - 7 v ( x - > ^ ) - x ;

2) х-+(х->>>);
4) (x<-^y)A(xvj;).

3 -  § .  Айнан чин, айнан ёлгон ва бажарилувчи  
формулалар

F7f Айнан чин. Айнан ёлгон . Тавт ология. Б аж арилувчи  
формула. Мантих; щонунлари. Ечилиш муаммоси.
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1 - т а ъ р и ф . Элементар мулохазаларнинг хамма киймат
лар сатрларида факат чин кийматни кабул килувчи формула 
айнан чин (доимо чин) формула ёки т авт ология деб аталади 
ва J билан белгиланади.

А формуланинг тавтология эканлиги ёки эмаслиги к,ий- 
матлар жадвалини тузиш оркали аникланади.

М и с о л л  а р .
1. J=  х л ( х - > у ) - > у  формула тавтологиядир. Хакикатан:

X У хл(х- ^у )

ч ч ч ч ч

ч ё ё ё ч

ё ч ч ё ч

ё ё ч ё ч

2. J -  ( х  v y ) ^ ( x ^ y )  формула \ам  тавтологиядир:

X У х v y х -> у ( x v y ) ^ ( x ^ y )

ч ч ё ч ч ч

ч ё ё ё ё ч

ё ч ч ч ч ч

ё ё ч ч ч ч

2 - т а ъ р и ф .  Элементар мулохазаларнинг хамма киймат
лар сатрларида факат ёлгон кийматни кабул килувчи форму
лалар айнан ё лт н  (доимо ё лт н ) ёки баж арилмайдиган форму
лалар дейилади ва J билан белгиланади.

Масалан, J = (х  v  у) а  (х  —> у) айнан ёлгон формуладир:
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X У X х v y х^>у х  —> у (х v  у )  л (х —> у )

ч ч ё ч ч ё ё

ч ё ё ё ё ч ё

ё ч ч ч ч ё ё

ё ё ч ч ч ё ё

Маълумки, айнан чин формуланинг инкори айнан ёлгон 
формула булади ва аксинча. А йнан чин ва айнан ёлгон  
формулалар унга кирадиган узгарувчиларга боглик, булмай. 
факат битта киймат кабул килади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар (А<н> В) т авт ология булса, у  холда  
А ва В м ант илий эквивалент  деб аталади. Агар ( А ^ В )  
тавтология булса, у  холда В формула А нинг мантилий хуло- 
саси деб аталади.

Энди Э .М ендельсоннинг [39] китобида баён этилган 
тавтологияларга оид айрим теоремаларни келтирамиз.

1 - т е о р е м а .  Агар А ва А^>В айнан чин формулалар  
(тавтологиялар) булса, у  холда В формула хом тавтология 
булади.

И с б о т .  А ва А-> В  тавтологиялар булсин. А ва В ф орм у
лаларнинг таркибига кирувчи узгарувчиларнинг би рор  
Кийматлар сатрида В формула ёлгон киймат кабул килсин. 
А формула тавтология булганлиги учун узгарувчиларнинг 
уша кийматлар сатрида А чин киймат кабул килади. У \ол да  
(А^>В) формула ёлгон киймат кабул килади. Бу натижа  
(/4 -»5) нинг тавтология деган фаразимизга карама-карши- 
дир. Демак, В тавтологиядир.

2 - т е о р е м а .  Агар х г  х2, ..., хп узгарувчиларга боглик бул
ган А формула т авт ология ва В формула А формуладан  
х х, х2, ..., хп узгарувчилар урнига мос равишда A v А2, ..., Ап 
формулаларни куйиш  нат иж асида хосил килинган булса, 
у  холда В формула тавтология булади, яъни тавтологияда 
урнига куйиш яна тавтологияни келтириб чикаради.
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И с б о т .  А тавтология булсин ва В формула таркибига 
кирувчи узгарувчи мулохазаларнинг ихтиёрий кийматлар 
сатри берилган булсин. У холда А г  А2, ..., Ап формулалар 
у г  у 2, ..., у п (хар бир х(. ч ёки ё киймат кабул килади) 
кийматлар кабул килади. Агар х {, х2, ..., хя га мос равишда 
у г  у г, ..., у п кийматларни берсак, у холда А нинг натижавий 
киймати В нинг чинлик кийматига мос келади. А тавтология 
булганлиги учун В формула таркибига кирган узгарувчи
ларнинг берилган ихтиёрий кийматлар сатрида ч киймат 
Кабул килади. Ш ундай килиб, В доим о ч киймат кабул ки
лади ва у тавтология булади.

3 - т е о р е м а .  Агар A t формула таркибига бир ёки куп 
марта кирган А формула урнига В формулани куйиш натиж а
сида В{ формула хосил цилинса, у  холда ((у4<-4 5)->(у4,<->5,)) 
тавтология булади. Демак, А ва В лар мантилий эквивалент  
булса, у  холда А { ва Bi хам мантилий эквивалент булади.

И с б о т .  Агар А ва В формулалар узгарувчиларнинг 
ихтиёрий кийматлар сатрида карама-карши чинлик киймат- 
ларига эга булса, у холда (А<н>В) нинг чинлик киймати ё 
булади ва натижада ((Л< -» /?)-> (/1 ,^ 5 ,)) формула ч киймат 
Кабул килади. Агар А ва В лар узгарувчиларнинг ихтиёрий  
кийматлар сатрида бир хил чинлик киймати кабул килса, 
у холда А } ва Вх формулалар хам бир хил чинлик киймати  
кабул килади, чунки теореманинг шартига асосан /?, формула 
А х формуладан А нинг урнига В  ни куйиш натижасида хосил  
килинган. Д ем ак , бу холда (А<^>В) хам, (/!,<-»£,) хам ч 
киймат кабул килади. Ш унинг учун ((A < -^ B )^ (A t <r-> В ,)) 
формула хам ч киймат кабул килади. Дем ак, ((А<т->В)-+ 
—>(/4, 5 ,))  формула тавтология булади.

4 - т а ъ р и ф .  Элементар мулохазаларнинг камида битта 
Кийматлар сатрида чин киймат кабул щ лувчи ва айнан чин 
булмаган формула баж арилувчи ф ормула деб аталади.

Масалан, (х  а  У) (х  л у ) ; [(х  о у ) л ( х у ^ ) ] - > г ;  xwy;  
х — формулалар бажарилувчи формулалар хисобланади.
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А йнан чин формулалар катта ахамиятга эга булиб, улар 
мантик, к,онунларини иф одалайди. Ш у м уносабат билан  
куйидаги масала тугилади: шундай методни топиш  керакки, 
у чекли микдордаги амаллар ёрдамида мантик, алгебрасининг 
ихтиёрий муайян формуласини айнан чин ёки айнан чин 
эмаслигини аникугасин. Бундай метод ечилувчи мет од , ёки 
алгоритм, ёки ечилувчи процедура дейилади. Куйилган масала- 
нинг узи эса «ечилиш муаммоси» дейилади. Бу муаммо фак,ат 
мулохазалар алгебраси учунгина эм ас, балки бошк,а манти
лий системалар учун хам куйилади. У мулохазалар алгебраси  
учун ижобий хал этилади. Бу ерда ечилувчи процедура сиф а
тида чинлик жадвалини олиш имиз мумкин, чунки бундай  
жадвал хар бир муайян формула учун куйилган саволга жавоб 
беради. Агар берилган формулага мос келадиган жадвалнинг 
охирги устунида фак,ат «чин» булса, у холда бу формула айнан 
«чин», агар охирги устунда хеч булмаганда битта «ёлгон» 
булса, у холда формула айнан чин эмас булади. Табиийки, 
амалда бу усулни хар доим  хам куллаб булавермайди (чунки 
формулада п та узгарувчи к,атнашса, бундай жадвал 2" та 
сатрга эга булади). Л екин хар дои м  чекли мицдордаги  
амаллар бажариб, принцип жихатдан куйилган саволга жавоб 
бериш  мумкин. Кейинги параграфларда бошк,а бир ечилувчи 
процедурани келтирамиз, у берилган формулани нормал  
шаклга келтиришга асосланган. Нормал шакллар математик 
мантик,нинг бошк,а масалаларида \а м  ишлатилади.

М аш цлар

1. Куйидагиларнинг к,айси бирлари айнан чин ва айнан  
ёлгон формула эканлигини аник,ланг:

1) (х v у -> х л у  ; 2) ( х -> у ) ( У - > х ) ;

3) />, ~>(Р2 -» А );  4) р  ->(/>, -> р 2);
5) ((/>л<7)<-><7)<->(<7->/>); 6) ((p - ^q ) A ( q - >r ) ) - ^ ( p - >r ).

2. Айнан чин ёки айнан ёлгон формула эканлигини исботланг:
1) (х -» У) а  (х  -> у )  -> х  ; 2) х  л (х  у)  а  (х  -»  у ) ;

www.ziyouz.com kutubxonasi



3) X V X -» у  л у  ;
4) ( х -» ( у -» г))_»((х-»1у) -»(х -> о );
5) (г-> х )-> ((г -»у )-> (г-> хл .у );
6) (x -» z )-> (0 > -> z )-> ((x v y )-» £ ));
7) (*- >(> ’- > г ) ) - > ( * л у - > г ) ;
8) (хл>’-» г)-> (х -» 0 > -> г)).

[7 | Асосий тенг кучлиликлар. v ,  л,  -  амаллар катнаш ган
мулохазалар. Коммутативлик, ассоциативлик ва дистри
бутивлик к;ону нл ар и. Идемпотентлик ва ютиш конун лари.

Бу параграфда кенг кулланиладиган тенг кучлиликлар 
каралади. Аввало, оддий алгебрада маълум булган айният- 
ларга ухш аш ларини келтирамиз. М аълумки, кушиш ва 
купайтириш амали куйидаги конуниятларга буйсунади:

1) х  + у  = у  + х  (куш иш нинг коммутативлик конуни);
2) (x+yJ + ̂ x + C v + z )  (кушишнинг ассоциативлик конуни);
3) ху = ух  (купайтириш нинг коммутативлик конуни);
4) (ху)г=х(уг) (купайтиришнинг ассоциативлик конуни);
5) х(> + z ) = ху + xz  (купайтириш нинг йигиндига нисбатан  

дистрибутивлик конуни).
М антик алгебрасида шу айниятларга ухшаш куйидаги 

тенг кучлиликлар уринлидир:

Бу тенг кучлиликларни текшириш учун чинлик жадва- 
лидан фойдаланса булади. Бу ерда биз (8) ни текширадиган  
жадвални келтириш билан кифояланамиз:

4 - § .  Асосий тенг кучлиликлар

х л у - у л х ,  
(XAy)AZ = XA(yAZ),  

x v y  -  ) ’V X ,  

(X'vy)vz  = X\ ' ( yvz )  
XA( y v  z) = (XAy)v(XAZ),  
Xv(yAZ)  = (XVy)A(XVZ).

(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
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X У г УЛ1 x v y XV z Xv(yAZ) ( xvy) Xv{yAZ) =
=  (XVy)A(XVZ)

ё ё ё ё ё ё ё ё ч

ё ё . ч ё ё ч ё ё ч

ё ч ё ё ч ё ё ё Ч

ё ч ч ч ч ч ч ч ч

ч ё ё ё ч ч ч ч ч

ч ё ч ё ч ч ч ч ч

ч ч ё ё ч ч ч ч ч

ч ч ч ч ч ч ч ч ч

Дизъюнкция ( v )  амали коммутативлик ва ассоциативлик  
хоссаларига эгадир. (7 )—(8) тенг кучлиликлар эса л ва v  
амалларининг бир-бирига нисбатан дистрибутивлик хоссасига 
эга эканлигини курсатади. Ш уни \а м  таъкидлаш керакки, 
оддий алгебрада (8) тенг кучлиликка ухшаш айният йук, 
(чунки х + у г = (х  + у)(х  + г) айният эм ас). Юкоридаги ухшаш- 
лик асосида x v y  ни мантилий йитнди, х л у  ни эса мантилий 
купайтма деб олиш имиз мумкин. Бу ухшашликни кучай- 
тириш учун, алгебраик купайтмада нукта (•) ёзилмаганидек  
(масалан, х у  = ху), мантикий купайтириш белгиси (л )  ни 
ёзмаймиз, яъни х л у  нинг урнига ху ни ёзамиз. Бундан кейин 
мантикий ифодаларни соддалаш тириш , уларда кавсларни 
камайтириш максадида куйидагича шартлашамиз:

1) бирор мантикий ифода инкор иш ораси остида булса. 
уни кавссиз ёзамиз, яъни (х v у) л z  нинг урнига х  v у л г 
ни ёки x v  y z  ни ёзамиз;

2) конъюнкция белгиси дизъю нкция, импликация ва 
эквивалентлик белгиларига нисбатан мустах,камрок боглайди 
деб \исоблайм из, яъни (xy)v^ урнига x y v z , х-> (уг) урнига 
x -> yz, (xy)*->(zu) урнига x y ^ z u  ёзамиз;
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3) дизъю нкция белгиси импликация ва эквивалентлик 
белгиларига нисбатан мустахкамрок боглайди деб хисоблай- 
миз, яъни (xvy) — урнига x v y - ^ z ^ a  (xvy)<-><:урнига x v y <->z 
ёзамиз;

4) импликация белгиси эквивалентлик белгисига н и с
батан м устахк ам рок  богл ай ди  д е б  хи со б л а й м и з, яъни  
(х->у)<ч>г урнига х->у<->г ёзамиз. Бу келишувлар мантикий  
ифодаларни ёзиш ни соддалаштиради, масалан,

(((х  у )  - » (х л г)) <-» (((х  л у )  v  (х  л у ))  v  (х -» z)))  
урнига

(х <-> у)  —> xz  <-» ху  V ху V  (х —> г)
ни ёзамиз.

Ю коридаги 1- §, (1) тенг кучлилик ёрдамида <-> белги
сини —̂ ва а белгилари оркали ифодалашимиз мумкин. Энди  
х -^ у  импликацияни курайлик. Факатгина х  чин ва у ёлгон 
булгандагина x v y  мулохаза ёлгон, бундан эса факатгина 
х ч и н  (яъни х ёлгон) вау ёлгон булгандагина x v y  мулохаза 
ёлгон булиши келиб чикади. Ш ундай килиб, яна бир тенг 
кучлиликка эга буламиз:

х —» у  s  х  v  у  . (9)
Демак, <->, v , а , -  белгиларни уз ичига олган ихтиёрий 

мураккаб мулохазани унга тенг кучли булган шундай муло
хаза билан алмаштириш мумкинки, натижада факат v , а , -  

белгилар катнаш ган мулохазаларга эга буламиз. Бундай  
алмаштириш мантик алгебрасининг электротехникадаги тат- 
бики учун катта ахамиятга эга, чунки у ерда ишлатиладиган 
ифодаларда факат учта v , а , -  белги катнашади. Энди v 
белгини а ва -  белгилар оркали ифодалаймиз. Буни икки 
карра инкорни учириш конуни деб  аталувчи х  = х  тенг  
кучлиликдан ва де Морган конунлари деб аталувчи хамда 
чинлик жадвали ёрдамида осонгина текшириладиган
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X  Л  у  =  X  V  у  (1 I)
тенг кучлиликлар ёрдамида бажариш мумкин.

Хацикатан хам,
х v у  = х  v  у  = х  л у  (12)

ва шунга ухшаш
х Л у  = х  V у  (13)

эканлиги келиб чикади.
Ш ундай килиб, мантик алгебрасининг ихтиёрий иф ода- 

сини унга тенг кучли булган ш ундай ифода билан алмаш
тириш мумкинки, охирги ифодада факат л ва -  ёки v  ва -  
белгилар катнашади. Шунга ухшаш, барча мантикий амал- 
ларни -> ва -  амаллари билан алмаштириш мумкин.

Ш уни \а м  айтиш керакки, барча амалларни факатгина 
Ш еффер штрихи билан алмаштириш хам мумкин:

х  = х\х,  X А у  = (х И С Ф О , Х л у  = х \ у ,  x v y  = x \ y ,

X —» у  = х\у .
Бу тенг кучлиликларни, Ш еф ф ер амали таърифидан  

фойдаланиб, чинлик жадвали ёрдамида осонгина курсатиш  
мумкин.

Энди мисол сифатида (х —>у)0>->.х)—>(х у  ) ифодани  
шундай алмаштирамизки, натижада факат л, v  ва -  белгилари 
Катнашсин. Бунинг учун аввало (9), (2) ва (3) тенг кучли- 
ликлардан фойдаланамиз:

(х-> у)(у-> х) -> ( х  у  ) = (х >у) • (у->х) -> (х -> у ) (у  -> х ) s

= (х v  у ) (у  v  х) —»(х v  у)(у  v х ) s  (х v  у ) ( у  v  х) v  (х v  у)  • (у v  х) • 
Коммутативлик ва дистрибутивлик конунларидан ф ойда

ланиб, бу ифодани куйидаги куринишда ёзиш имиз мумкин:

(х —»у)  • (у - » х) - » (х <-» у)  = (х  • у  v  у  ■ х  v  х  • у  v  х • у  v  х у  v  х у .
Энди шундай савол тутилади: агар хамма мантикий амал

ларни иккита ( - ,  л) ёки хатто битта х  = х  га келтириш нинг 
хожати борми? Сабаб шундаки, факат иккита ёки битга белги
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оркали алмаштирганда мантикий ифодалар жуда чузилиб 
кетади ва уни куздан кечириш кийинлашади.

Иккинчи томондан, мантикий хулосаларнинг конуният- 
ларини баён этаётганда, юкорида киритилган л, v ,  — 

амаллари катта ахамиятга эга. Бу хусусан -»  амалига хосдир. 
Яна бир нечта мухим тенг кучлиликларни келтирамиз:

х  х = ч (карама-каршилик конуни), (14)
х v  х = ё (учинчиси истисно конуни), (15)

х  х  = х, x v х s  х (идемпотентлик конуни), (16)
х- (x v y ) = х, x v x  y = х  (ютиш конунлари) (17)

x v ё = x ,  x v ч = ч, х ч  = х, х ё  = ё. (18)

Бу тенг кучлиликлар ихтиёрий мантикий ифодаларни  
керакли куринишга келтиришга имкон беради.

М аш цлар

1. Тенг кучлиликни исботланг: х  -» у  = х  л у

2. Формулани соддалаштиринг: A = { x v y - ^ x v  у )  л у .
3. Берилган формуланинг айнан чинлигини исботланг:

А = х  -> {у -¥ х ) ,

5 - § . Тенг кучли формулаларга дойр теоремалар

|71 Теоремалар. Зарурий ва етарли шартлар.

1 - т е о р е м а .  А ва В формулалар тенг кучли булиши учун

А ва В формулалар тенг кучли булиши зарур ва етарли. 
И с б о т .  А -  В булсин . У вактда хамма холатларда

формулалар бир хил кийматга эга булади. У холда А  ва В 
формулалар хам чинлик жадвалининг хар бир сатрида бир

хил кийматларга эга булади. Демак, А = В .

Худди шунга ухшаш, А = В  дан А = В келиб чикади.
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2 - т е о р е м а .  А ва В формулалар тенг кучли булиши учун 
А<г*В формула айнан чин (тавтология) булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  1 . А = В булсин. Бу *олда, эквивалентлик таъ- 
рифига асосан, А<->В нинг \амма сатрларидаги кийматлари 
«ч» дан иборат, демак, А ^ В  тавтологияни ифодалайди.

2. Л<->В тавтология булсин. У  ^олда А<г+В\ар бир сатрда 
«ч» кдйматга эга булади. Бундан эса А ва В нинг \ар бир 
сатрдаги кийматлари бир хил, яъни А =  В келиб чикади.

М и с о л  л а р .  1. x v  у  <г> х л у  — айнан чин.

3 - т е о р е м а .  А++ В айнан чин булиши учун А <-» В айнан 
чин булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  а) А<->В формула айнан чин булсин. У  вакгда
2 - теоремага асосан А = В . Демак, 2 - теоремага асосан  
А В формуланинг айнан чинлиги келиб чикади.

б) А В айнан чин булсин. Бундан А = В келиб ч и - 
Кади ва уз навбатида А = В. Демак, А ^ В  формула айнан 
чин булади.

4 - т е о р е м а .  Р формуланинг исталган А кисми урнига 
шу А билан тенг кучли В формулани куйишдан хосил булган 
янги Q формула Р  билан тенг кучлидир.

М и с  о л .  Р  = x v  у -> z  берилган булсин. х v  у  = х а  у  
булгани учун Р  = Q = х лу z = х л у  v  z = x v  у v  z ■

1. Куйидаги мулохазаларнинг чин ёки ёлгон эканлигини  
аникланг:
1) 2е{х| 2х3- З х 2+ 1 = 0 ,  хеЯ};  2) { 1 } е Ж

2. Куйидаги импликацияларнинг кайси бири чин булади:
1) агар 2-2 = 4 булса, у \олда 2 < 3;
2) агар 2-2  = 4 булса, у *олда 2 >  3.

2. х л у х v >> — айнан чин.

Муаммоли масала ва топширицлар
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3. Куйидаги тенг кучлиликларни исботланг: 
l ) x v x = > ' v y ;  2) х  v  (х  а  у ) = х ;

3) (х  v х )  -» у  = (х л  х )  v  у  ; 4) х  v  {у  л z) = (х v  у) л (х  v  z) ■
4. Куйидаги формулаларнинг чинлик жадваллари тузилсин: 

1) X, V х 2 ; 2) (х  V у )  -> (х  А у  V X -> у ) ;
3) (х, л х 2) v  х3;______  4 ) х л у - + ( y v x - + z ) ;
5) (х, -> х 2) -► (х, v  х2 л х 3) .

5. Тенг кучлиликларни исбот к;илинг:
1) (х  v  у )  a (х  v  у ) = х ;
2) X V (х  А у )  S X V у  ;

3) (х v  У) л  (z v О = xz  v  y z  v  xt  v  y t ;
4) x f v ^  = ( x v  z ) ( y  v  z )(x  v  t ) ( y  v  0 ;
5) X, A x2 A ... A x„ -► у  = Xj -+ (x 2 -► (... -► (x„ -> y ) . . . ) ) .

6. Куйидаги формулаларни содцалаштиринг:
1) (x  -»  у )  а  (у —> z)  -*■ ( z  —> x ) ;
2) (x v  У (Z -> У v  у  v  X)) л (x  v  x  —>• (x  -> x )) ->■ у ;
3) (x  A X A  X -> у  A у  -> z )  v  X V O' A z)  v  O' A Z)
4) (x  A  O' V Z —̂ У V £)) V (у  A  X А у )  V X V (у  A  X A  X) .

7. Куйидагиларнинг кайси бирлари айнан чин ва айнан  
ёлгон формула эканлигини аникданг:
1) (х  -> z )  -> ((у  -> Z) -> (х  v  у  z ) ) ;

2) (А  -> р 2) -> ((Л  v  />) -► ( A  v  />));
3) ( л  -»  ( А  -> А )  -»  « А  -> А )  -> (а  -►а ));
4) (А  А )  -> ((А  а  р) -> (р2 л р )) .

8. Айнан чин ёки айнан ёлгон формула эканлигини исбот
ланг:
1) х л у ^ х ;  2) х  (х v  у ) ;
3) (х -» у )  -> (у  -> х ) ; 4) ( у  х)  -► (х -> у ) .

9. F — айнан ёлгон формула булсин. х л у  F = х у  
эканлигини исбот килинг.
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10. Хамма асосий мантикдй амалларни:
1) дизъюнкция, конъюнкция ва инкор;
2) конъюнкция ва инкор;
3) дизъюнкция ва инкор;
4) импликация ва инкор амаллари орк,али ифодаланг.

1 1 .  Айнан чин ёки айнан ёлгон формула эканлигини исбот
ланг:
1) (х, А  ... л  хя) A  (х, V  ... V  х„ ->  у ) А  у  ;
2) х, (х2 ->  ... -»  (хя_| (х„ ->  у  v  у)). . .);

\
3 )  X  А  X  - ► у х - >  у 2 - »  . . .  - >  у п_{ у п - >  (z л  z) ■

М устакдл ишлаш учун савол ва топширицлар

1. Мулохаза. Мулохазалар устида к,андай мантикий амаллар бажа- 
рилади?

2. Формулалар. Тенг кучли формулаларни келтиринг.
3. Айнан чин, айнан ёлгон ва бажарилувчи формулаларнинг таъриф- 

ларини келтиринг.
4. Асосий тенг кучлиликларни исботланг.
5. Тенг кучли формулаларга дойр теоремаларни исботланг.

6 -  § .  Ф орм улаларнинг норм ал ш акллари

[71 Элементар конъюнкция (дизъюнкция). КНШ. ДНШ . Теоре
малар. Формуланинг доимо чин булишининг етарли ва  
зарурий шарти.

Тенг кучли алмаштиришлар бажариб, мулохазалар алгеб- 
расининг формулаларини хар хил куринишларда ёзиш  
мумкин. Масалан, А -+ ВС  формулани Л v i? C  ёки {A v B )(A v Q . 
куринишларда ёза оламиз.

Мантик алгебрасининг контакт ва реле-контактли схема
лар, дискрет техникадаги татбик/трида ва математик ман
тикнинг бошк.а масалаларида формулаларнинг нормал шакл
лари катга ахамиятга эга. Куйидаги белгилашни киритамиз:

www.ziyouz.com kutubxonasi



Xа х , агар а = ч булса, 
х , агар ст = ё булса.

ст° = ч эканлиги аник;.
1 - т а ъ р и ф .  Ушбу

(1)
куринишдаги формула элементар конъюнкция деб аталади, 
бу ерда ст = {ст,, ст2, ..., стя} ихтиёрий кийматлар сатри ва х. узга -  
рувчилар орасида бир хиллари булиши мумкин.

2 - т а ъ р и ф .  Ушбу

куринишдаги формула элементар дизъюнкция деб аталади, 
бу ерда хам а = {ст,, ст2, ..., стл} ихтиёрий кийматлар сатри ва  х(. 
узгарувчилар орасида бир хиллари булиши мумкин.

3 - т а ъ р и ф . Элементар дизъюнкцияларнинг конъюнк- 
цияси формуланинг конъюнктив нормал шакли (КНШ ) ва  
элемент ар конъюнкцияларнинг дизъюнкцияси формуланинг 
дизъюнктив нормал шакли (ДНШ) деб аталади.

КН Ш  га (х  v  у )  л (Зс v  z) a (х v  у  v  z) формула ва Д Н Ш  га 
x y v x z v  xyz  формула мисол була олади.

1 - т е о р е м а .  Элементар мулохазаларнинг хар бир Р фор- 
муласига тенг кучли конъюнктив нормал шаклдаги Q формула 
мавж уд.

Бу теоремани исботлашда ушбу тенг кучлиликлардан 
фойдаланамиз:

5) = v B ) a ( A v B ) ;  6) A < * B  = ( A a B ) v ( A  а В )  .

И с б о т .  Р  формула нормал конъюнктив шаклда бул- 
маса, куйидаги доллар булиши мумкин:

(1)

1) A a B = A v B \

3) A - > B  = A v B ;

2) A v  В  = А а  В ;

4) А - > В  = А а В ;  (3)
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а) Рдаги элементар мулохазалар л ва v  амаллари билан- 
гина бирлаштирилган булса хам, лекин д сунгги амални 
ифодаламайди. Бу холда Av(BaC)  = (Av B)a(AvB)  дистри
бутивлик конунидан фойдаланиб, сунгги амали д дан иборат 
тенг кучли формулага келтирамиз;

б) Р  формула - ,  V, д, -у, мантикий амаллар воситасида 
тузилган бирор формулани ифодаласин. У  холда Р га (3) 
тенг кучлиликларни татбик этиб, Р  билан тенг кучли ва
v, л билан ифодаланган Р 1 формулани хосил киламиз. Агар 
Р1 К Н Ш  куринишида булмаса, унга Av (Ba Q  = (AvB)a (Av B) 
дистрибутивлик конунини татбик этиб, чекли кадамлардан 
кейин Р  билан тенг кучли Q конъюнктив нормал шаклдаги 
формулага келамиз.

И з о х -  Р формулани конъюнктив нормал шаклга келти- 
риш жараёнида

А аА = А, A vA = A, A a J = A ,  A a J=J,

A a J  = J  , A v  J = A , A v  A -  J  (4)
тенг кучлиликлардан фойдаланиб, уни соддалаштириш мумкин.

М и с о л л а р .  1. Р=  [(xvy)A (x v y  )]v [x a (x  vy)].

P =  {[(XVy)A(X V y  )]vx}A {[xvy)A (X v y  ) ] v ( x  vy)} =

= [(Xvy)vx]A[(x v y  )vx]A[(xvy)v(XVy)]A[(3c V y ) v ( x  vy)] =

= (xvy)A [/v  у  ]A(Jvy)A(x vJ)  = (xvy)AjAjAJ  = x v y ;
P=xvy .

Шундай килиб, P  формуланинг К Н Ш  биттагина дизъ- 
юнктив (xvy) хаддан иборат экан.

2. Р  = х v  у  х а  у .

Р =  х  д у  <->хду = X V у  <-^(хду) =

X  V у V (х д у) А Е(х V у) V  (х А  у)] =

= [(х  V у) V (х д у)] д [(х д у) V  ( х  V  у)] =

= [(х V у  V  х) А  (х V у V у)] Д [(х V у V х) А  (X V  у А  у)] =

www.ziyouz.com kutubxonasi



= (х V  у) л (х V  у) л (х V  у) А  (х v  50 = (х V у) л (х V у ) ;

Р = (х V у) л (х V у ) .

Р  формула тавтология эканлигини чинлик жадвалига 
мурожаат килмай туриб хам аникдаш мумкинми деган са
волга куйидаги чинлик аломати деб аталган теорема ижобий 
жавоб беради.

2 - т е о р е м а .  Р формула доимо чин булиши учун унинг 
К Н Ш даги %ар бир элементар дизъюнктив %адида кам ида  
битта элементар мулохаза билан бирга бу мулохазанинг инкори 
%ам мавж уд булиши зарур ва етарли.

И с б о т :  а) Р  формуланинг

Р = А1 а  А2 А  .. .  а  А„ (5)

К Н Ш  даги хар бир А1. хадида камида битта элементар 
мулохаза билан бирга бу мулохазанинг инкори хам мавжуд 
булсин, яъни А/ = x v  x v  у  v  . . . v  и шаклида булсин, у холда 
x v  х  -  J  ва J  v  А = J  ларга асосан А,- = J v ( y v . . . v u v  V) = J
булади. Демак, Р = J a  J а  . . .  a J  = J  булади, яъни айнан чин 
формула булади.

б) Энди Р  тавтология булсин ва А, унинг К Н Ш  даги 
шундай элементар дизъюнктив хади булсинки, унда бирорта 
элементар мулохаза билан бирга унинг инкори катнашмаган

булсин. Масалан, А, = х v  у  v ... v  и шаклида булсин. Энди, 
элементар мулохазаларнинг шундай кийматлар сатрини  
олайликки, бу сатрда х нинг киймати ё, у нинг киймати ч, 
Z нинг киймати ё, ..., и нинг киймати ё булсин. У  вакгда

Д. = х v  у v  ... v и = ё v  ч v  ... v  ё = ё v  ... v  ё = ё.

Демак, Р  = А1 а  А2 а  . . .  а  А„ н и н г  киймати хам ёлгон була
ди. Аммо, теореманинг шартига асосан Р  нинг киймати 
айнан чиндир. Натижада карама-каршиликка келдик. Демак, 
элементар дизъю нкцияларнинг хар бир хадида бирорта 
мулохаза узи ва у:;ининг инкори билан катнашиши шарт.
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М и с о л .  1. Р = х л х  - + у л у  = х а х  ч у л у - x v x v y  V у .
Р  = х v x v  y v  у  — айнан чиндир.
2. XAXA0;Ay->^)=(3CVX)A(y v y ) v z  = Д х  VX)a(J^V>'V^) ~  

айнан чин формуладир.

7 -  § . Д изъ ю нкти в норм ал ш акл

0  ДНШ. Формуланинг доимо ёлгон булишининг етарли ва
зарурий шарти. Мисоллар.

Эслатиб утамизки, элементар конъюнкцияларнинг дизъ- 
юнкцияси формуланинг дизъюнктив нормал шакли (ДНШ) 
деб аталади.

1 - т е о р е м а .  Элементар мулохазаларнинг исталган 
Р формуласини ДНШга келтириш мумкин.

И с б о т .  Бунинг учун Р  формулани К Н Ш  га келти- 
рамиз:

Р = Ах а  А2 а  ... а Ат, 
сунгра Р  нинг инкорини топганимизда формула Д Н Ш  
куринишига келади:

Р  = Р  = Д  а  А2 а  . . .  а  Ат = Д  v  А2 v . . .  v Ат ■
Энди ёлронлик аломати деб аталган теоремани исбот- 

лаймиз.
2 - т е о р е м а .  Р формула айнан ёлгон булиши учун, унинг 

дизъюнктив нормал шаклидаги хар бир элементар конъюнкция 
ифодасида камида битта элементар мулохаза билан бирга бу 
мулохазанинг инкори хам мавжуд булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  а) Р  — айнан ёлгон булса, у \олда Р  — айнан 
чин булади. Демак, Р  нинг К Н Ш  даги \ар бир элементар 
дизъюнкция ифодасида камида битга элементар мулохаза би
лан бирга унинг инкори \ам  мавжуд булади. Ш унинг учун 
Р = Р  нинг Д Н Ш  даги ^ар бир конъюнктив \адида камида 
битга элементар мулохаза ва унинг инкори мавжуд булади;
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б) энди \ар  бир элементар конъюнкция ифодасида ка
мида битта элементар мулохаза ва унинг инкори мавжуд 
булсин, яъни А, = х,. л х , л у, л ... л z, булсин, у \олда А, = О 
ва P  = 0 v 0 v . . . v 0  = 0.

Демак, Р  айнан ёлгон формуладир.

М и с о л .  Р  = (х а  х) ->  у  а  у  = (х д x ) v  у  л у  =
= (х v  x ) v  у  v  у  = (х v  х) v  (у  v  У);

Р = (х v х) v  (у v  у ) -  айнан чин;
Р = (х а х) а (у  а у) — айнан ёлгон.
3 - т е о р е м а .  Элементар мулохазаларнинг хар бир Р фор- 

муласи учун ечилиш муаммоси ечиладигандир.
И с б о т .  1) Р  ни К Н Ш  га келтиргандан кейин, айнан 

чин булиш-булмаслиги дар^ол аникданади;
2) Р айнан чин булмаса, уни Д Н Ш  га келтириб, айнан 

ёлгон булиш-булмаслигини аникутймиз;
3) Р доимо чин ва доимо ёлгон булиш шартларини  

Каноатлантирмаса, у \олда бу формула бажарилувчи булади.
Демак, элементар мулохазалар формуласининг айнан 

чин, айнан ёлгон ёки бажарилувчи формула булишини чекли 
кддамлар жараёнида аник^аш мумкин. Ш унинг учун ечи
лиш муаммоси доимо ижобий \ал булади.

8 -  § . М укам м ал  конъю нктив ва дизъю нктив норм ал  
ш акллар

[7\ МКНШ. МДНШ. Тулщ ва турри элементар конъюнкция-
лар (дизъюнкциялар). Формулани МКНШ (МДНШ)га кел-
тириш алгоритми.

Мантик, алгебрасининг битта формуласи учун бир нечта 
Д Н Ш  (К Н Ш ) мг.гжуд булиши мумкин. Масалан, (xvy)(xv^)  
формулани куйидаги xvy^, xvxyvxz  Д Н Ш  ларга келтириш  
мумкин. Булар дистрибутивлик ва идемпотентлик к;онунла- 
рини куллаш натижасида хосил килинган.
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Формулаларни бир к,ийматли равишда нормал шаклда 
тасвирлаш  учун мукаммал дизъю нктив нормал шакл ва 
мукаммал конъюнктив нормал шакл (М Д Н Ш  ва М К Н Ш )  
деб  аталувчи куринишлари ишлатилади.

п та х р х2, ..., хн элементар мулохазанинг
х,0' v  х ° 2 v ... v х°" (1)

элементар дизъюнкииялари ва
х°'  д х ,0-’ А. . .АХ°"  (2)

элементар конъюнкциялари берилган булсин.
1 - т а ъ р и ф .  (1) элементар дизъюнкция ((2) элементар 

конъюнкция) ифодасида х,ар бир элементар мулохаза  х. бир 
март а цатнашган булса, у  тугри элементар дизъюнкция 
(турри элементар конъюнкция) деб аталади.

М асалан, x ,v x 2v x 3 ва х, v х4 v х 6 элементар дизъю нк
циялар ва XjXjXj ва х ,х 3х 6 элементар конъюнкциялар мос 
равиш да тугри элем ентар дизъю нкциялар ва элем ентар  
конъюнкциялар булади.

2 - т а ъ р и ф .  (1) элементар дизъюнкция ((2) элементар 
конъюнкция)нинг ифодасида х,, х2, ..., хп мулохазаларнинг хор 
биттаси бир март агина цатнашган булса, у  х ,, х 2, ..., хя 
мулохазаларга нисбатан тулщ элементар дизъюнкция (тулиц 
элементар конъюнкция) деб аталади.

Масалан, х, v х 2 v х 3 ва х, v х 2 v  х3 элементар дизъю нк
циялар ва х ,х 2х3, х ,х 2х 3 элементар конъюнкциялар х,, х2, х3 
мулохазаларга нисбатан тулик, элементар дизъюнкциялар ва 
тулик, элементар конъюнкциялар булади.

3 - т а ъ р и ф .  А гар Д Н Ш  ( КНШ)  иф одасида бир хил 
элементар конъюнкциялар (элементар дизъюнкциялар) булмаса 
ва х<*мма элементар конъюнкциялар (элементар дизъюнк
циялар) myFpu ва тулиц булса, у  мукаммал дизъюнктив нормал 
шакл (мукаммал конъюнктив нормал шакл) М Д Н Ш  
(МКНШ) деб аталади.
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Масалан, xyz v xyz  v xyz  v хуг Д Н Ш  x, у, z  мулохаза- 
ларга нисбатан М ДН Ш  булади. (х  v у )(х  v  у ) (х  v у ) КН Ш  
мулохазаларга нисбатан М К Н Ш  булади.

А сосий м антилий ам алларнинг М Д Н Ш  ва М К Н Ш  
куринишлари куйидагича булади:

а) М Д Н Ш :  х  = х ;  ху = ху  ; х v  у  = ху v х у  v  ху ; 
х  -> у  = ху  v  ху v  ху ; х  -» у  = ху v  х у  ;

б) М КНШ : х  = х  ; ху = (х v у ) (х v у)(х  v y ) ;  х  v у  = х v у ; 
х  —> у  = х  v у  ; х  —> у  = (х  v  у ) (х  v у ) .

1 - т е о р е м а ,  п та элементар мулохазанинг айнан чин 
формуласидан фарцли хар бир А формулани мукаммал конъюнк
тив нормал шаклга (МКНШ ) келтириш мумкин.

И с б о т .  Куйидаги исбот тавтологиядан фарк, к,илувчи 
\ар  к,андай А формулани М К Н Ш  га келтириш алгоритми 
булади.

1. Аввало А формулани конъюнктив нормал шаклга кел- 
тирамиз. Бунинг учун А формулани конъюнкция, дизъю нк
ция ва инкор мантикий амаллари оркали иф одалайм из 
(инкор амали факатгина узгарувчилар устида булиши керак). 
Сунгра дистрибутивлик конунларидан фойдаланиб, А ф ор
мулани К Н Щ  га келтирамиз ва хамма лозим булган содда- 
лаштиришларни бажарамиз.

2. Агар К Н Ш  иф одасида бир нечта бир хил элементар  
дизъюнкциялар мавжуд булса, у холда х д х = х т е н г  кучлилик 
формуласидан фойдаланиб, улардан биттасини А ифодасида  
колдирамиз.

3. Куйидаги икки усул оркали хамма элементар дизъ- 
юнкцияларни тугри элементар дизъюнкцияларга айлантирамиз:

а) агар бирор элементар дизъюнкция ифодасида бирорта  
узгарувчи узининг инкори билан катнашган булса, у холда 
х  v х  = ч , 4 v x = 4 ,  х а х  = х  тенг кучлилик формулаларга асо
сан биз бу элементар конъюнкцияни КНШ  ифодасидан олиб 
ташлаймиз;
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б) агар бирор узгарувчи элементар дизъю нкция иф ода
сида бир неча марта к,атнашган булса (ёки х^амма холда инкор 
иш ораси остида эм ас, ёки хамма холда инкор иш ораси  
остида), у холда x v x  формуласига асосан биз улардан факат
гина биттасини КН Ш  ифодасида к,олдирамиз.

Натижада, хамма элементар дизъюнкциялар тугри эл е
ментар дизъюнкцияларга айланади.

4. Агар баъзи элементар дизъюнкциялар тулик, элементар  
дизъю нкциялар булмаса, яъни дизъю нктив хадларда эл е
ментар мулохазаларнинг баъзилари (ёки уларнинг инкор- 
лари) мавжуд булмаса, у холда бундай элементар дизъю нк- 
цияларни тулик, элементар дизъюнкциялар холатига келти
риш керак.

Масалан, уш бу

х, V х2 V . . .  V  х,_, V Хм  V  . . .  V  Х п

элементар дизъюнкция ифодасида х. ёки х, йук, деб фараз 
к,илайлик. У  холда уни х, л х, = 0 ва D v  0 = D формулалар- 
дан фойдаланиб куйидаги икки тулик; элементар дизъюнк
ция конъюнкциясига келтира оламиз:

(х, v х2 v ... v  х,_, v  хм v ... v  хя) v  (х, л х,) =
= (X, V  х2 V . . .  V  Х,_, V  X, V  Х,.+ 1 V . . .  V  Х„) А  

А  (х, V х2 V  . . .  V  х,_, V X,. V  Х/+| V  . . .  V  х„).

Агарда элем ентар дизъю нкция иф одасида бир нечта  
y v у 2, ..., уп узгарувчилар к,атнашмаётган булса, у холда унинг  
ифодасига (у, а  у,.) (/ = 1, т ) конъю нкцияларни мантик,ий 
кушиб, дистрибутивлик к,онунини куллаймиз. Н атижада, 
битта тулик, эм ас элементар дизъю нкция урнига 2т та тулик, 
элементар дизъю нкцияга эга буламиз.

5. Туртинчи кддам бажарилиши натижасида К Н Ш  ифо
дасида бир хил элементар дизъюнкциялар пайдо булади. Ш у 
нинг учун яна 2 - кддамни ишлатамиз.
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Демак, 1—5- кддамлар натижасида КНШ  ифодасида бир 
хил элементар дизъюнкциялар мавжуд булмайди ва хамма эле
ментар дизъюнкциялар туф и ва тулик, булади. Таърифга асосан, 
бундай КН Ш  мукаммал конъюнктив нормал шакл булади.

М и с о л л а р .  1. А = (х  -» х) л  (у —» у)  v (z  и) формула 
куйидаги М К Н Ш  га эга булади:

А -  ( X  V  Z V  и) А  ( X  V  Z V М ) А ( у  V  Z V  и) А  ( у  V Z V  й ) .

2 .  А =  ( х  V  z) а  ( х  -> у )  = ( х  А у )  л ( х  V  у) .

А = [х V ( у  А у )  V (Z А г)] а  [(х А х )  V (у  А у ) V г] а 
А (х  V у  V (z А £ » ]  = [(X V у  V z)  а (х  V у V Z) а  
A (х  V у V z)  а (х  V у  V f ) ]  А [(х  V у  V Z.) А (X V у V А 

А (X V у V Z) А (X V у V ^)] А [(X V у  V А (X V у V £)].

А =  (х  V у  V z )  а  (х  V  у V  <:) А (х  V  у V  z )  a  (х V у  V f )  А

А  ( X  V  у  V  Z )  А  ( X  V  у  V £ ) .

3 .  А =  ( х  V  у ) А (у  V z)  A ( z  V  / )  .

Л  =  [z V У  V ( z  A V  (Г A  t ) ]  А  [ ( х  А  х )  V  у  V  Z V  ( t  А Г ) ]  А  

А [ ( X  А  X )  V  ( у  А  у )  V Z  V  / ]  =  [ ( X  V  у  V  Z  V  Г) А ( X  V  у  V  £  V  Г) А  

А ( X  V у  V £  V ? )  А ( X  V у  V  V  ? ) ]  A [ ( Х  V у  V  £  V  0 ]  А

a ( x v  y v  £  v  ?)  л  ( х  v y v  £ v  /  ) а ( х  v y v  £  v ^ ) ] а  

A [(x V  у  V  Z V  0  A  X V  у V  г V t\ A ( X  V  у  V £ V Г) A ( X  V  у V  £ V  /)].

я та муло\азали мукаммал конъюнктив нормал шакл

A  (х,‘ V  Xj  V .  . . v x ) ,  )

ифодасида а  урнига v ни ва аксинча, v урнига а  ни куйгани- 
мизда биз п та мулохазали

V  (х,1 A  XjA.-.AX^,)
мукаммал дизъюнктив нормал шаклга эга буламиз.

М укам м ал ди зъ ю н к ти в  норм ал ш аклнинг хар бир
х,1 a x J a . , .а х ), хади конъюнктив конституент деб аталади.
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2 - т е о р е м а ,  п та элементар мулохазаларнинг айнан 
ёлгон формуласидан фарцли хар бир А формуласини мукаммал 
дизъюнктив нормал шаклга келтириш мумкин.
_  И с б о т .  Берилган формулани А билан белгилаб, аввало 
А ни мукаммал конъюнктив нормал шаклга келтирамиз:

А = л(х, v  X2V...VX,').

Бундан А = А нинг М ДН Ш  ни топамиз:

А = л(х, v х'2 v  ... v  х^) = v(x,' л х | л  ... л х'п).

М и с о л .  А = [(х —» х) а  (у —» _у)] v ( z  <н> и ) .
А = (х  V Z V и) Л (х V Z V й) А  ( у  V Z V и) А ( у  V Z V й ) Л 
л (х  v  z  V и) v  (у  Л р ) = (х  v  z  V и v  у) Л (х  v  Z  V U v  у ).

9 -  § . Ф орм улаларнинг асоси й  хоссал ар и

[Tf Чинлик жадвали буйича формулани тиклаш. Формулани 
узгарувчилар буйича цаторга ёйиш. Чинлик жадвали буйича 
формулани МКНШ (МДНШ) куринишида ёзиш.

Маълумки, берилган формула учун чинлик жадвали ту- 
зиш мумкин. Ф ормуланинг чинлик жадвалини тузиш ни би -  
ламиз. Э нди тескари масала билан шурулланайлик, яъни б е 
рилган чинлик жадвали буйича формулани топиш ни мак- 
сад кдлиб куяйлик. М асалан, х  ва у  элементар мулохазалар
нинг куйидаги чинлик жадвалларига эга булган А, В , С, D 
формулаларини топайлик (1- жадвал):

1-жадвал

X У А В с D A v B A v C A v D B v D A v B v C A v B v C v D
1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1

0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1

0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1
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Бундан кейин бирор мулохазанинг «чин» кийматини  
«1» ва «ёлгон» кийматини «О» деб белгилаймиз. Маълумки,

А = х  л у  ■, В = х  л у  ; С = х  л у  ; D = х  л  у . ( | )
(1) формулаларнинг \ар  кайсиси учун жадвалнинг, мос  

равишда, 1, 2, 3, 4 - сатрида «1» киймат ва крлган сатрларида 
«О» к,иймат туради . (1 ) ф орм улалар икки м улохазали  
конъюнктив конституентлардан иборат.

Энди ш ундай формулаларни топайликки, улар учун 
жадвалнинг икки сатрида «1» киймат ва икки сатрида «О» 
киймат турган булсин. Бу талабга куйидаги формулалар  
жавоб беради:

A v В = (х  а у ) v (х  л у ) ; A v  С = (х  л у )  v  (х  л у )  ;

A v  D = (х  л у )  v  (х  л  у ) ; В v  D = (х  л у )  v  (х  л у )  ва Х-К-

Ш ундай килиб, уш бу к°ида уринли: 2 ва 4- сатрларда 
«1», 1 ва 3 - сатрларда «О» кийматга эга булган формулани  
Хосил килиш учун, биттасининг «1» киймати худди 2- сатр- 
да ва иккинчисининг «1» киймати худди 4 - сатрда турган 
икки конъюнктив конституент дизъю нкииясини оламиз:

В v D = (х  а у )  v (х л у ).
Худди шу каби, 1-жадвалдаги учта конъюнктив консти

туент дизъюнкиияси учта сатрда «1» кийматга ва битга сатрда 
«О» кийматга эга булган формулани тасвирлайди. М асалан,

A v  В v  С = (-Х а у) v  (х  а у )  v (х  а у ) .
Ш ундай килиб, туртала А, В, С, D конъюнктив консти

туент дизъю нкиияси туртала сатрда хам «1» кийматга эга, 
яъни айнан чин:

Е -  A v  В v  С v  D -  (х  а у) v (х  а у )  v (х а у )  v (х  а у ) .
Бу формула икки мулохазали тулик мукаммат дизъю нк

тив нормал шаклдан иборат. Демак, Е нинг инкори

Е  = (х  а у )  v  (х  а у) v (х  а у ) v (х  а у ) = 

= х л у л х л у л х л у л х л у
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ёки

Е = ( х  V >') A (X V v) А (X V у) Л (X V у)

а й н а н  ёл го н  ф о р м у л а н и  и ф о д а л а й д и . Бу эс а  икк и  
муло\азали тулик, мукаммал конъюнктив нормал шаклдир.

Ш ундай к,илиб, икки х  ва у  элементар мулохаза учун 
чинлик жадвалларига караб мос ф ормулаларни тиклаш  
масаласи хал килинди.

Энди берилган чинлик жадваллари буйича учта х, у,  z 
элементар мулохазанинг формулаларини топиш  масаласига 
утамиз. Бу уч мулохаза учун 23 = 8 та кийматлар сатрлари 
тузилади (2- жадвал).

2 - ж а д в а л

X У Z X У 1 4 А2 Лз 4 ^5 4 , л А *3 *4 *5 *0

1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 I 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

2 - жадвалнинг сатрларидан биридагина «1» кийматга, 
колганларида «О» кийматга эга булиш талабига жавоб берувчи 
формулалар уш бу уч мулохазали хамма 23 = 8 та конъюнктив 
конституентлардан иборатдир:

1) х  а  у а г =/4,; 4) х А у А г = А , ; 1) X/\у Л Z = А-,\
2) х  а у  a  z = А2 ; 5) х  а у  л z = А5; 8) х  а  у  л z = А . (2)

3) х а у  a z  -  Аъ; 6) х  а у  a z  = Ай;
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Бу (2) конъюнктив конституентлардан хар иккитасининг 
дизъюнкциясини олиб, кийматлари икки сатрда «1», к;ол- 
ганларида «0» булган формулаларни; хар учтасининг дизъ
юнкциясини олиб, кийматлари уч сатрда «1», колган сатр
ларда «0» булган формулаларни хосил киламиз ва х-к. 

Масалан:
ВХ= А Х\?А2, В2 = AtvA3; B3 = AtvA4; B4 = AtvA5;
B5 = A tvAb; B6 = AtvA7; B7 = AxvAH;
С, = AtvA2vA3 = BtvA3; C2 = BtvA4; ... ;
D{ = A{vA2vA}vA4 = C ,v /14; ... ;
E = AtvA2vA3vA4vA5vAbvA7vAg — М Д Н Ш ; (3)

Ё  = A{ л A2 л A3 л A4 л A5 л Аь л A7 л As -  М К Н Ш . (4)

Бунда саккизтасининг дизъюнкцияси (3) айнан чин форму
лани ва унинг инкори (4) айнан ёлгон формулани ифода- 
лайди.

п та х,, х2, ..., хп элементар мулохаза учун хам масала 
худди шу усул билан ечилади.

Юкорида келтирилган мулохазалардан келиб чикадики, 
Хар бир айнан ёлгон булмаган п аргументли А формулани 
куйидаги мукаммал дизъюнктив нормал шаклда ёзиш мумкин:

А ( х ] , х 2, . . . , х „ ) =  V  х [ \  (5)
А(С\ . <72....<т„ ) = 1

яъни кийматлар сатрида чин кийматга эга булган элементар 
конъю нкцияларнинг дизъю нкцияси шаклида ёзилади. 
(5) формулани куйидагича хам ёзиш мумкин:

А ( х 1, х 1, . . . , х п) =  v  Л(0|, о2, ..., оп) х ”1... • х °п . (6)
(Ст|.ст2....а„ )

Бу ерда х,°' . . .х ° п элементар конъюнкцияларнинг дизъюнк
цияси хамма 2” кийматлар сатри буйича олинади.

Худди шу каби айнан чиндан фарк килувчи исталган 
А формулани куйидаги мукаммал конъюнктив нормал 
шаклда келтириш мумкин:
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А(Х], Х 2, . . . ,Х„)  = _ л  x f  v . . . v x ° "  (7)
/!(0| , о?....о„ )=()

ёки

A ( x it х 2, . . . , хИ) =  л  A ( a l , . . . , c „ ) v  х ?  v . . . v x n°" , (8)(СУ|... о„)

яъни х,С| v ...vx„°"  элементар дизъю нкцияларнинг конъ- 
ю нкдияси хамма 2Л кийматлар сатри буйича олинади.

Ш ундай кдлиб, (7) ва (8) формулалар оркали исталган 
функциянинг чинлик жадвалидан фойдаланиб уни М ДНШ  
ва М К Н Ш  куринишида ёзиш  мумкин.

М и с о л .  1. Берилган чинлик жадвалига асосан Av ..., Ап 
формулаларни М ДН Ш  куринишида ёзиш талаб этилсин:

3-жад вал

X У г л 4 А 4 4
1 1 1 0 1 1 0 1
0 0 1 1 0 1 1 0
0 1 0 0 1 • 0 1 1
1 0 0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 0 0 1
0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 0 1 1 0 0 1

А | (х , у,  z) = xyz  v  xyz  v  xyz  v x y z  ;

A2 (x , у , z)  = xyz  v xyz  v  xyz  v xy z  v  x y z  ; 

A ,(* , У, г) = v xyz  v  хуг  v x y z  ;

Д, (x , у , z)  = xyz  v хуг v  x y z  v ху г ;

As(x,  y ,  z)  = хуг v хуг v  хуг  v xyz  v x y l  .

6 -  \ .Т у р а е в
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Машцлар

1. Учинчи жадвалда берилган А г  ..., Аъ формулаларнинг 
М КНШ  куриниш ини топинг.

2. Бир, икки ва уч аргументли хар кандай айнан ёлгон  
булган функцияларнинг М К Н Ш  куриниш ини топинг.

1 0 - § .  Тенг кучлимас формулалар сони

п узгарувчи.!и формулалар сони. Элементар конъюнкциялар 
сони.

«та элементар

•••,* (1)

мулохазаларнинг нечта узаро тенг кучлимас, яъни хар хил 
формулалари мавжуд деган масалани куямиз.

Икки х ва у  элементар мулохаза учун нечта тенг кучлимас 
формулалар борлигини курайлик. х  в а у  нинг 22= 4  киймат
лар сатри учун: 4 та А, В, С, D формулалардан хар к,айси- 
сининг кийматларидан биттаси «1» ва учтаси «0» дан иборат
устуни мавжуд. Бундай устунлар сони 4 та, яъни С ] = 4 .

Ундан кейин, о л т и т а ^ 5 ,  AvC,  ..., CvD  формулалардан 
\ар  кайсисининг кийматлари иккита «1» ва иккита «0» дан  
иборат устунни хосил килади. Бундай устунлар сони С4 = 6 
га тенг. Яна туртта

A vBv C,  A vC vD ,  AvBvD,  Bv Cv D

формулалардан хар кайсисининг кийматлари учта «1» ва 
битта «0» дан ташкил этилган устунни беради. Бундай устун
лар С4 = 4 тадир. Нихоят, Е  формуланинг кийматлари факат

«1» дан тузилган С44 = 1 та устунни ташкил этади.
Ш ундай килиб, 1-жадвалда
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устун мавжуд булади. Бундан эса худди шунча формула бор
лиги келиб чикади. Устунларнинг хеч кайси иккитаси бир 
хил булмаганлигидан, хеч кайси иккита формула хам узаро 
тенг кучли эмасдир.

Демак, икки х ва у мулохазанинг шу 16 та формуласидан 
ташкари, уларни ифодалайдиган бошка тенг кучли формула 
йук,- Бундан, х ва у  нинг исталган А(х, у) формуласи жад
валда келтирилган формулаларнинг бири билан тенг кучли
деган хулосага келамиз. Масалан, ( x e j ' ) A j /  формулани 
олсак, ушбу чинлик жадвалидан

X У У х<->у ( х н у л  у )

1 1 0 1 0

1 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 1 1

( х н у ) л у  = х л у  эканлиги маълум булади.
Юк,орида хосил килинган формулалардан 15 таси М Д Н Ш  

ва 1 таси М К Н Ш  куринишига эга.
Худди шундай фикр юритиш йули билан х, у, z эле

ментар мулохазаларнинг тенг кучлимас формулалар сони

С° + С\ + Cl + Cl + С84 +. . .  + Cl = 28 = 2 2’' 

га тенглиги келиб чикади. Туртта х, у, z, /мулохазаларнинг 
хар хил формулалари сони 22 га ва, умуман, п та мулоха
занинг хар хил тенг кучлимас формулалари сони

С ° + С 1 + С 2 + + С 2" = 2 2"2И 2" 2" *** 2" ’

яъни N = 22" га тенг.
Шундай килиб, п та аргументли тенг кучлимас форму

лалардан 2 - 1  таси М Д Н Ш  ва биттаси М К Н Ш  курини
шига эга.
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* =  Муаммоли масала ва топширицлар

1. Куйидаги формулаларни КНШ  куринишига келтиринг:
1) X Л (х  -» у ) ; 2) (ху -»  х ) Л (ху  -»  у ) ;
3) (х  -> у) -»  О  -» х ) ;_____4) (х v z )  -> у  л г ;
5) (х  v у  -> х л z) -> (х  —> х ) v у  л z  ;
6) (ab —» 6с) —» ((а —» Л) —> (с —> Ь) ) ;
7) (а  -> с) —> ((£ —> а ); 8) (а -> 6 ) —> (6с -» а с ) .

2. 1-м асалада келтирилган формулаларни Д Н Ш  курини
шига келтиринг.

3. Куйидаги формулаларни Д Н Ш  куринишига келтиринг 
ва айнан ёлгон ёки айнан ёлгон эмаслигини аникданг:
1) ху х  v  ху  ; 2) (х  <-» у )  л (ху  v х у ) ;
3) ху —> (х  -» у ) ; 4) х  v у  - » (х <-> у ) ;
5) х  v у  -> * ; 6) (х  -> г )(у  -> г) - » (х -> у ) .

4. 1 ва 3- масалаларда келтирилган формулаларни М К Н Ш  
ва М ДН Ш  куринишига келтиринг.

5 . / ( х ,  у, z) функция узгарувчиларнинг факат биттаси чин 
Киймат олганда ва факат шунда чин киймат олади ./(х , у, z) 
функциянинг чинлик жадвалини тузинг ва уни формула 
оркали ифодаланг.

6. Ч инлик ж адвалидан f t(x,  у, z), f , (x,  у,  z),  / 3(х, у , г), 
/ 4(*. У, z ) , f 5(x, у, z ) , f 6(x, у, z) функцияларни ифодаловчи  
формулаларни топинг ва уларни соддалаштиринг:

X г Z /;(*, у, z ) f 2(x, у, z) /,(*. У\ z) /4(*. у, г) f s(x, у, z) z)

1 1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 0 1 0

1 0 1 1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1
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7. Куйидаги мукаммал нормал шаклдаги формулаларнинг 
чинлик жадвалини тузинг ва уларни соддалаштиринг:
l ) x y v x j > v x y ;  2 )  ( х  v  у ) ( х  v  у ) ( х  v  у ) ;

3 )  xyz  v  xyz  v  xyz  ; 4 )  ( х  v  у  v  z ) ( x  v  у  v  г ) ( х  v  у  v  £ ) .

8. Бир, икки ва уч аргументли хар кандай айнан чин булган 
функцияларнинг М ДНШ  куриниш ини топинг.

Ф  Мустакил ишлаш учун савол ва топширикдар

1. Формулаларнинг норма! шакллари деб нимага айтамиз?
2. Формуланинг дизъюнктив ва конъюнктив нормал шаклларини 

ифодаланг.
3. Формулани мукаммал конъюнктив ва дизъюнктив нормал 

шаклларга келтириш алгоритмини ёзинг.
4. Формулаларнинг асосий хоссаларини келтиринг.
5. Тенг кучлимас формулалар сони нимага тенг?

11 - § .  Ф орм уланинг чинлик туплам и

[71 Чинлик туплами. Мантиций амалларнинг чинлик т уп
ламлари.

Маълумки, п та элементар х , ,  х 2 , . . . ,  х я мулохазаларнинг 
Кийматлари 2" та кийматлар сатрини ташкил этади. Бу муло
хазаларнинг хар бир А формуласи баъзи кийматлар сатрла
рида «1» кийматни ва баъзиларида «О» кийматни кабул килади.

Т а ъ р и ф . А формула « I» циймат цабул цилувчи элементар 
мулохазаларнинг х;амма цийматлар сатрларидан тузилган  
туплам А формуланинг чинлик туплами дейилади.

Утган параграфларда курганимиздек, элементар мулоха
заларнинг {А) формулаларидан С'2„ = 2" таси битта киймат
лар сатрида «1» кийматни кабул килади. Демак, бундай хар 
бир формула бир элементли чинлик тупламига эга.

Худди ш унингдек, {А) формулаларнинг С22,, тасининг  

Хар бири икки элементли чинлик тупламига, С2„ тасининг
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■у;
Хар бири уч элементли чинлик тупламига, ..., формула

эса 2" та элементли чинлик тупламига эгадир. Е айнан ёлгон 
формуланинг чинлик туплами эса 0  буш тупламдан иборат.

х,......хп мулохазаларнинг айнан чин формуласига тегиш
ли чинлик тупламини U универсал туплам деб олсак, шу 
мулохазаларнинг хамма формулаларга тегишли чи н ли к  
тупламлари U нинг к,исм тупламларини ташкил этади ва бу 
универсал туплам

С°„ С 2/ 1 + С 2” = 2 Г та
2 2 2 2

кием тупламларга эга булади.
Шундай килиб, п та элементар мулохазанинг хамма А 

формулалари билан уларнинг чинлик тупламлари орасида 
узаро бир кийматли мослик урнатилади.

Хамма узаро тенг кучли формулаларга битта чинлик  
туплами мос келади.

М и с о л л а р .  1. Уч элем ентар х, у , z  мулохазанинг  
А = х  л у  л z  формуласи фак,ат битта (1,0,1) к,ийматлар сат
рида «1» кийматни кабул килади. Ш у сабабли, бу форм у
ланинг чинлик туплами уш бу бир элементли Р =  {1, 0, 1} 
тупламдир.

2. А = (х  а  у  a  z )  v (х  а  у  a  z )  v (х  а  у  a  z)  формула уч эле
ментли С?={(1,  1, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 1)} чинлик тупламига 
эгадир.

3. Ушбу А = x v  у <г^х л у  формула айнан чиндир. Ш у
нинг учун унинг чинлик туплами универсал U =  {(1, 1), 
(1, 0), (0, 1), (0, 0)} тупламдан иборат.

А формула Р  тупламда чин булса, у холда Р нинг тулди
рувчиси булган Р  тупламда ёлгон булади. Лекин А нинг 
А инкори Р  да чин ва Р  да ёлгон булади. Худди шу каби, 
айнан чин J формула Uда чин, лекин U = 0  да_ёлгон. Айнан  
ёлгон 7  формула эса, аксинча, 0  да чин ва 0  = U да ёлгондир.
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п та элементар мулохаза формулалари билан чинлик  
тупламлари орасидаги бундай богланиш мулохазалар манти- 
кддаги масалани тупламлар назариясидаги масалага ва, 
аксинча, тупламлар назариясидаги масалани мулохазалар 
мантикддаги масалага кучириш имкониятини беради. Х,ак,и- 
Катан хам:

1. А формула Р  тупламда чин ва В формула Q тупламда 
чин булса, А л  В  формула кандай тупламда чин булади?

Маълумки (конъюнкция таърифига асосан), бу формула  
А ва В нинг иккаласи \ам  чин булган тупламда чиндир. 
Демак, P fl Q кесишмада чиндир. М асалан, А = х л у  л z  ва 
В = (х л у  a z ) v (x  л у  a z ) v (x  л у  л z) ф ормулаларнинг (Ал В) 
конъюнкцияси РП (?={(1,  0, 1)} тупламда чиндир. Ш ундай  
кдлиб, мулохазалар мантикддаги а  амалига тупламлар наза
риясидаги П амали мос келади (II. 1- шакл).

2. Aw В формула кандай тупламда чин булади? 
Дизъюнкция таърифига асосан Aw В  формула А ва В ф ор

мулаларнинг камида биттаси чин булган тупламда чиндир. 
Демак, PU Q тупламда Aw В формула чиндир. Ш ундай килиб, 
мулохазалар мантикидаги v амалига тупламлар назарияси
даги U амалининг мос келиш ини курамиз (11.2- ш акл). 
Ю корида келтирилган А ва В формулалар учун
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U 3. А ^ В  и м п ли к ац и ян и н г  
чинлик тупламини топайлик.

I I .3- шакл.

Импликация таърифига асо
сан Л-> В формула фак,ат А чин 
булиб, В ёлгон булган тупламда 
ёлгондир. Демак, Р -  Q =  {(1, 1, 1), 
(О, 1, 0)} айирмада А —>В ф ор 
мула ёлгондир. Ш ундай килиб, 
А ^ В  формула U нинг штрих-

ланган булагида ёлгон булиб, колган булагида чиндир  
(II 1.3- шакл). U нинг колган булаги эса Р U£? га тенг. Демак, 
А^>В формула P [ j Q  тупламда чиндир.

И ккинчи томондан, А формула Р  да ва В формула 
Q да .чин булгани учун, A v  В формула P \ J Q  да чиндир. 
Дем ак. бизга маълум булган А -> В = A v В тенг кучли- 
ликни бошк;а йул билан исботладик.

4. (1) мулохазаларнинг исталган А ва В формулаларини  
олиб, A v  А у  В = J тенг кучлиликни исботлайлик. А форму
ла Р да чин, А формула Р  да ва В формула Q да чин булсин. 
Ш ундай килиб, A v  A v  В формула P [ j  P \ J Q  = U \JQ = U 
тупламда чин. Ш у сабабли, A v A v В айнан чин формула 
булиб, A v A v В = J  дир.

5. К,андай шартда А —> В = J  тенг кучлилик бажарилади? 
М аълумки, А ^ В  формула U нинг Р - Q  дан  бош ка

булагида, дем ак, Р - Q  да чин. А -> В  = J  шарт буйича  
Р - Q  = U булиш и керак. Бундан Р - Q - U  ёки Р - Q  = 0  
келиб чикади. Бу эса Р с  Q эканини билдиради.

6. А - » В формуланинг чинлик тупламини аниклайлик. 
Бу формула А чин ва В ёлгон, шунингдек, В чин ва А

ёлгон булган тупламда, яъни ( Р -  Q ) U ( Q -  Р) дагина ёлгон  
булиб, U нинг колган булагида, яъни (Р - Q ) { J ( Q  -  Р)  да  
чиндир.
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Ш ундай цилиб, А<г*В нинг 
чинлик туплами U нинг штрих- 
ланган булагидан бошка кисми 
билан тасвирланади (II.4- шакл):

Бошка кисмига мос келувчи 
тупламни топамиз. Р - Q = PC\Q 
ва Q - P  = QC\P = PC\Q.  Бундан 
T ^ Q  = P[ }Q  ва Q ^ P  = P[JQ 
келиб чикади. Ш ундай килиб,

( P - Q ) ( X Q - P )  = T ^ n ( F r P = (P{JQ)rXP\JQ).
Демак, формула (/>U 0 f l ( / >UQ) тупламда чиндир.
И к к и н ч и  т омон да н ,  (Я U O f K P U C ? )  т уплам  

(А В) (А v  В)  формуланинг чинлик туплами булгани учун, 
ушбу маълум тенг кучлиликка эга буламиз:

Л<-> В = (Л v B ) a ( A v B).

Куйидаги A v  В = А В, В v А = В -»  А формулаларга 
асосан

А В = (А —> В) л (В —> /4).

7. Формулалар билан тупламлар орасидаги бокгганишга 
таяниб, куйидаги теоремани исботлайлик.

Т е о р е м а .  А ва В формулалар тенг кучли булиши учун 
А<г+В формула тавтология булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  а) А = В булсин. Демак, Р= Q. Л * -»£н и н г чин
лик туплами

( P U G ) n ( P U Q )  = ( i P U P ) n O P U F )  = UC\U = U .
Бундан A+* B=J  келиб чикади, яъни А++В тавтологиядир;

б) (P\JQ)f)(P\JQ) = J булсин, у холда A+*B=J  булади. 
Демак, A+>B=(A^>B)a (B->A) = J. Бундан, конъюнкция таъ
рифига асосан А -*В  -  J  ва В ^ А  = J. Бу ердан, 5 - бандга 
биноан Pq Q ва Q^P.  Демак, Q = Р  келиб чикади. Бу уз 
навбатида А = В булишини курсатади.
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Ш ундай килиб, мулохазалар алгебрасидаги л, v, -  
мантикий амалларига мос равишда тупламлар алгебрасидаги 
П , U , -  (купайтма, бирлашма, тулдирувчи) амаллари мос 
келади. Мулохазалар алгебрасидаги «1», «0» константаларга 
тупламлар алгебрасидаги С/ва 0  (универсал ва буш) туплам
лар мос келади. Демак, мулохазалар алгебрасидаги бирор 
ифодада л ни П га, v ни U га, инкорни ( -)  тудцирувчига, 
«1» ни универсал Uтупламга, «0» ни буш 0  тупламга алмашти- 
рилса, тупламлар алгебрасидаги ифода хосил булади ва аксинча.

1 2 - § . М у л охазал ар  ал гебраси  ф ункциялари. 
Ф ункциялар тен г кучлилиги. Ф ункциялар  

суперпозицияси

0  Функция. Функциялар тенг кучлилиги. 0 ва 1 сацловчи 
функциялар. п аргументли функциялар сони. Бир рангли 
суперпозиция.

Маълумки, мантиций амаллар мулохазалар алгебраси 
нукгаи назаридан чинлик жадваллари билан тулик тавсиф- 
ланади. Агарда функциянинг жадвал шаклида берилишини 
эсга олсак, у холда мулохазалар алгебрасида хам функция 
тушунчаси мавжудлигини биламиз.

1 - т а ъ р и ф .  Мулохазалар алгебрасининг xv ..., хп аргу
ментли /(х ,, ..., хп) функцияси деб, 0 ва 1 цийматлар цабул 
цилувчи функцияга айтилади ва унинг х,, ..., хп аргументлари 
Хам 0 ва 1 цийматлар цабул цилади. /( х ,,  ..., хл) функция 
узининг чинлик жадвали билан берилади:

/ (* ,, •.., хя)
0 0 0 0 0 до, о, ..., 0 , 0)
1 0 0 0 0 / (1, 0 , ..., 0 , 0)

... ... ...

1 1 1 1 0 / (1, 1, •.., 1, 0)
1 1 1 1 1 л и  1 , ■.., 1, 1)
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Бу жадвалнинг \ар бир сатрида аввал узгарувчиларнинг 
(а,, а я) кийматлари ва шу кийматлар сатрида/ф ункция
нинг / ( а , , . а я) киймати берилади. Олдинги параграфларда 
исбот килган эдикки, п та Узгарувчи учун кийматлар сатрла- 
рининг сони 2" ва функцияларнинг сони г  га тенг булади.

Мулохазалар алгебрасида асосий элементар функциялар 
Куйидагилардан иборат:

/(* )  = х, / 2(х) = х , / 3(х, у) = ху, f4(x, у) = xvy,  / 5(х, у) = х^>у, 
f6(x, у) = х<г+у, / 7(хр ..., хя) = 1, / 8(х,, ..., хп) = 0.

Агар /(0 , 0,..., 0) = 0 булса, у *олда/(хр х2, ..., хп) функ
ция 0 сацловчи функция деб аталади. Агар / ( 1 ,  1, ..., 1) = 1 
булса, у \олда /( х р х2, ..., хп) функция 1 сацловчи функция 
деб аталади.

п та аргументли 0 сакловчи функцияларнинг сони 22"~1 
га ва 1 сакловчи функцияларнинг сони \ам 22"-1 га тенг 
булади (исбот килишни укувчига \авола этамиз).

Мулохазалар алгебрасидаги п та аргументли 0 сакловчи 
функциялар тупламини Р0 ва 1 сакловчи функциялар туп
ламини Рх билан белгилаймиз.

2- т а ъ р и ф . / ва g мулохазалар алгебрасининг функциялари 
ва х,, ..., хя лар хеч булмаганда улардан биттасининг аргу- 
ментлари булсин. Агар х,, ..., хп аргументларнинг хамма 
цийматлар сатрлари учун f  ва g функцияларнинг мос циймат- 
лари бир хил булса, у  холда f  ва g функциялар тенг кучли 
функциялар деб аталади ва f =  g шаклида ёзилади.

3 - т а ъ р и ф .  Агарда
Д х р х2, ..., Х(._|, 1, х(+j , ...,  х )  /(х , , х2, ..., Х- Х, 0, Х(+,, ..., Хд)

муносабат бажарилса, у  холда х. аргумент /(х ,, х2, ..., хя) 
функциянинг сохта аргументи деб аталади.

Агарда
Д х,, Х2, ..., Х(._|, 1, х(+,, ..., хя) ф f{x j, х2, ..., Х(._,, 0, xh j , ..., х )
булса, у  холда х аргумент /(х ,, х2, ..., хя) функциянинг сохта 
эмас (мухим) аргументи деб аталади.
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М и с о л .  /(х, у) =xv(xy) функция учун у  аргумента сохта 
аргумент булади, чунки / ( 1 ,  0 )= /(0 , 1).

Ф ункциянинг аргументлари катор и га исталганча сохта 
аргументларни ёзиш мумкин ва у катордан хамма сохта 
аргументларни олиб ташлаш мумкин.

Энди мулохазалар алгебраси функцияларининг суперпо
зицияси тушунчасини курайлик.

4 - т а ъ р и ф .  Ф = {ф, ( х п ,...,xIti),..., cpm ( x ml ,. ..,хткт )} 
мулохазалар алгебраси функцияларининг чекли системаси бул
син. Куйидаги икки усулнинг биттаси билан хосил цилина- 
диган у  функция Ф системадаги ф ,, .. . ,  ф т функцияларнинг 
элементар суперпозицияси ёки бир рангли суперпозицияси деб 
аталади:

а) бирор фу.еФ функциянинг х.. аргументини цайта ном- 
лаш усули, яъни

ф)iXjV Xj2’ •"» Xji-V У* Xji*V •"> Xjkj )>
бу ерда у  узгарувчи, xjk узгарувчиларнинг бирортаси билан мос 
тушиши мумкин;

б) бирор фуеФ  функциянинг бирор х.. аргументи урнига 
иккинчи бир Фе(хе1, ..., хек)еФ  функцияни цуйиш усули, яъни

ф.(хл , ..., х_,, фе( х р ..., x j ,  Х +р ..., xjkj).

Агар Ф система функцияларнинг к рангли суперпозиция- 
лари синфи Ф (*> берилган булса, у  холда ф<*+1> = (ф(*))(1) булади.

1 - и з о х • 4- таърифнинг а) кисмига асосан бир хил чин
лик жадвалига эга булиб, лекин Узгарувчиларнинг белги- 
ланиши билан фарк киладиган функциялар бир-бирининг 
суперпозицияси булади.

2 - и з о х -  4 - таърифнинг а) кисмига асосан бирор х  
Узгарувчини xJk (/ * к) билан кайта номласак, натижада кам 
узгарувчили функцияга эга буламиз. Бу холда х.. ва xjk 
Узгарувчилар айнан тенглаштирилди деб айтамиз. Масалан, 
xvy ва х л у  функциялардаги у  ни х билан кайта номласак, 
у вакгда x vx  = х в а  х л х = О функцияларни хосил киламиз.

www.ziyouz.com kutubxonasi



3 - и з о \ . 4 - таърифнинг а) к,исмига асосан агар Ф с  Ф(1) 
б^лса, у холда Ф (г) с  ( ф ) (,ч1) ва ум ум ан r < s  булганда  
ф<о с  ( ф ) « .

5 - т а ъ р и ф .  х , ху, xvy,  х -»у , х<-»у асосий элементар 
функцияларнинг суперпозицияси формула деб аталади.

1 3 - § .  Б уль алгебраси

ГЛ  Буль алгебрасининг таърифи. Мисоллар.

Т а ъ р и ф .  Конъюнкция (хлу), дизъюнкция (xvy), инкор 
( х ) амаллари ва 0, 1 е М элементлари аницланган М тупламда 
шу мантщий амаллар ва 0, 1 элементлар учун цуйидаги аксио- 
малар

х  = х ; (1)

лу = ух; (2)

& II f (3)

x v y  = у  vx; (4)

(x v y )v z = x v (y v * ); (5)

x ( y v z )  = xyvxz; (6)

X v y z =  (xvy )(xvz); (7)

x  v  у  = x y  ; (8)

xy  = x  v y ; (9)

x v x  = x; (10)

x x  = x; ( 1 1 )
lx  = x ; (12)

Ovx = x (13)

бажарилса, бундай M  туплам Буль алгебраси деб аталади.
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Буль алгебрасига куйидаги тупламлар мисол була олади:
1 . М  — бирор туплам (масалан, TjfrpH чизикда ётган 

нукгалар туплами ёки натурал сонлар туплами) ва \iM -  шу 
М  нинг хамма кием тупламларидан иборат туплам булсин. 
лу(х, у  е цм) орк;али х ва у  тупламларнинг х Г) у  кесишмасини, 
x v y  оркали х ва у  тупламларининг x l l y  бирлашмасини, х 
оркали х тупламнинг М  тупламгача х тулдирувчисини, 
О оркали 0  буш тупламни ва 1 оркали М тупламни белгилаб 
оламиз. У  \одца \хи туплам Буль алгебраси булади, чунки 
юкорида курсатилган 13 та аксиома бажарилади.

2. Мулохазалар туплами учун л, v  ва -  амаллари хамда 
О ва 1 элементлари аникланганлиги учун бу тупламни Буль 
алгебраси деб тахмин килишимиз турган ran. Лекин бунинг 
учун куйидаги аникликни киритиш керак. А ва В мулоха
залар айнан тенг булиши учун А++В эквивалентлик абсолют 
чин булиши керак. Ана шундай тушунча киритилган муло
хазалар туплами Буль алгебраси булади.

Й  Муаммоли масала ва топширицлар

1. Куйидаги формулаларнинг чинлик тупламларини топинг: 
А = x y v  ху  v  х у ; В  = (х v  у ) ( х  v  у )(х  v  у ) ;

С  = xyz v xyz v  x y z  ; D = (x v у  v  ?)(x  v у  v  z)(x v y v z ) ;

E = x y <r + x v x y \  F  = (x ++ y) a  (xy v  x y ) ;

G = xy -> (x  <-> у ) ;  /  = x v y - > ( x « - > y ) ;

L = x v  у  -> z', M  = (x~* z)(y z ) -> ( x -+ y ) .
2. 1- масалада келтирилган формулалардан тузилган A v  В,  

A v C ,  A v D ,  A v F ,  А а  В, A a  С, A a  D, A a  F, A -> B,  
A —> С, A о  D, A F, С  —► D,  С —► F, С  <-> Z), С о  В,  
С  <-> F, F  <-» E, A - * B - * C ,  A -> C,  (Л < - » / ) - >  C,  
( A + + F ) - > D ,  A  <-» F<r* E, E - > B ,  E - > C ,  E < ^ D ,  E + + F ,  
G —>B,  G —>C,  G<r> D, G <-> F, J  —» B, J  —> C, J <-> D, J F ,  
L - * B ,  L - > C ,  L + + D ,  L + + F ,  M - > B ,  С , M + + D ,
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М <r+ F, Е—>F-+L, G, ( /,< -> £ ) -»  А/, (A<r*G)->F,
мураккаб формулаларнинг чинлик тупламини

топинг.

3. f\ = х у  v  z  ва / 2 = х (х у  V  y z  V ( у  V  t z ) функцияларга тенг 
кучли булган функцияларни топинг.

4 .  Ёлгон киймат сакловчи (ДО, 0, ..., 0) = 0) л та аргументли 
Хар хил функцияларнинг сони нечта?

5. Чин киймат сакловчи ( Д 1, 1, ..., 1) = 1) п та аргументли 
\ар хил функцияларнинг сони нечта?

6. Куйидаги /,(х , у , z, 0  = ( x v y ) ( z v /)  ва / 2(х, у , z, 0  = 
= x z v y z v x tv y t  хамда / 3(х, у, z, t) = x y v z t  ва / 4(х, у , z, t) = 
= (x v ^ )0 'v ^ )(x v /)(y v /) функцияларнинг тенг кучлилигини 
исботланг.

? /  М устакил ишлаш учун савол ва тошпирицлар

1. Мантикий амалларнинг чинлик тупламлари.
2. Формуланинг чинлик туплами деб нимага айтамиз?
3. Мулохазалар алгебраси функциялари. Кдчон функциялар тенг кучли 

деб айтилади? Функциялар суперпозицияси нимадан иборат?
4. Буль алгебраси таърифини келтиринг.

1 4 -  § .  Мантик» алгебрасидаги  икки тар аф л ам а конун

[ТТ Икки тарафлама функция. Уз-узига икки тарафлама функ
ция. Икки тарафлама цонун. Мисоллар. Теорема. Лемма.

Энди икки тарафлама (кушма) функция тушунчасини  
киритамиз./|(х,, х2, ..., хл) функцияга икки тарафлама булган 
функцияни топиш учун /  функциянинг чинлик жадвалида 
Хамма Узгарувчиларни уларнинг инкорига алмаштириш керак, 
яъни хамма жойда 1 ни 0 га ва 0 ни 1 га алмаштириш керак.

1 - т а ъ р и ф .  Куйидагича аницланган
f  (Х |, Xj, ..., Х„) — У (хj, Xj, ..., х„) 

функция/ ( х , ,  х2, ..., хя) функциянинг икки тарафлама функ- 
цияси деб аталади.
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2 - т а ъ р и ф .  Агар 
/(х ,, х2, . . . ,х„) = / * ( х , , х 2, ..., хя) = f(.хх, х г, . . . , х п) 

муносабат бажарилса, у  холда /(х ,, х2, ..., хя) га уз-узига икки 
тарафлама функция деб аталади.

Таърифга асосан, /(х ,, х2, ..., хя) икки тарафлама ф унк
ция (а,, ..., а я) ва (ос,, . . . ,  а„) кийматлар сатрларида карама- 
Карши к,ийматлар кабул килади.

М и с о л л а р .  1. Мулохазалар алгебрасининг асосий 
элементар функцияларига икки тарафлама булган функция- 
ларни топинг.

1) fAx ) = х га икки тарафлама функция f*(x)  = х  булади.
2) / 2(х) = х га икки тарафлама функция / 2*(х) = х бу

лади.
3) / 3(х, у)  = ху га икки тарафлама функция f *  = х v  у  

булади.
4) / 4(х, у) = х  v  у  га икки тарафлама функция f *  = ху 

булади.

5) f i x ,  у) = х -»  у  га икки тарафлама функция / 5* = у  -»  х 
булади.

6) / 6(х, у) = х <-»у га икки тарафлама функция f t  = х <-> у  
булади.

7) / 7 = 1 га f*  = 0 ва ^  = 0 га / 8* = 1 икки тарафлама 
функция булади.

Келтирилган мисолнинг ечимидан кУриниб турибдики, 
f (x )  ва / 2(х) функциялар, таърифга асосан, Уз-Узига икки 
тарафлама функциялар булади.

2. /(х , у, z) = x y v y z v x z  ф ункциянинг уз-узига икки  
тарафлама функция эканлигини исбот килинг.

И с б о т .

/*  (х,у^) = ху v  yz  v  xz  = ху  д yz  л xz  = (х V у)(у V z)(x v z )  =

= [ ( x v y ) y v ( x v y ) z ] ( x v z )  = ly v y z v x z ] ( x v z )  = ( y v x z ) ( x v z )  = 
= x y v  y z v  х (х  v  z)z = x y v  y z v  xz.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Д е м а к ,/(х , у, z) = /* (х , у, z) эканлиги учун /у з -у з и г а  икки 
тарафлама функциядир.

Т е о р е м а .  Агар

Ф(Х, , . . . ,  Х„) = / ( / ( х и , , ) , . . .  , / т (хя |, . . . , х трт))

булса, у  холда

Ф *(х{, . . . ,  х п) = / * ( / * ( * , x lpi (х„„, . . . ,  х трт))

булади.

И с б о т .  Ф* ( х , , . . . ,  х„) = Ф (х ,, . . . ,  х„) =

= / ( f l ( x „ , ..... x lpi), . . . ,  f j x m{, . . . , хтрт)) =

~ / ( / |  (Х| | , ..., ) , . . . ,  f т (xmf, ..., Хтр̂  )) —

— / ( /  (Х) | f т(xmi,..., х,ПЛп)) —

= /*(/1*(хп , ..., х1й),..., / л х „ (1,...,

Теореманинг исботидан икки тарафлама конун келиб 
чик,ади.

Икки тарафлама конун. <р,, ф2, ..., фт функцияларнинг 
суперпозициясига икки тарафлама булган функция мос равишда
Ф*, Ф2 , . . . ,  ф* икки тарафлама функциялар суперпозициясига 
тенг кучлидир, яъни агар А -  С[ф,, ф2, . . . ,  фт ] формула f [ x {, ..., хп) 
функцияни реализация эт са, у  холда С  = [ф*, ф^, .. . ,  ф* ] фор
мула /*(хр ..., хя) функцияни реализация этади.

Бу формула А формулага икки тарафлама булган формула 
деб айтилади ва уни А' деб  белгилаймиз. Демак,

А* У'’» Г * * *1А = С [ ф м ф2,.. . ,  фш].

Ушбу конундан уз-узига икки тарафлама булган 
функцияларнинг суперпозицияси яна уз-узига икки 
тарафлама функция булиипиги келиб чикади, яъни агар 
Ф,, ф 2, . . . ,  ф ш уз-узига икки тарафлама функция булса,
7 — Х - Т у р а е в
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у х,олда Ф* = фЧ ф! »•••- ф1,) функция хам уз-узига икки 
тарафлама булади. Хакикатан хам,

Ф* = ф* ( ф* , . . . , ф* )  = ф(ф| , . . . , ф т ) = Ф.

Агар функция формула оркали ифодаланган ва бу ф ор 
мула уз навбатида л, v , -  мантик амаллари оркали иф ода
ланган булса, у ^олда бу функцияга (формулага) икки тараф
лама булган функцияни (формулани) топиш  учун v  ни л га, 
л ни v га, 1 ни 0 га ва 0 ни 1 га алмаштириш кифоя. Бу 
принципни тенг кучли формулаларга ишлатганда, яна тенг 
кучли ф орм улалар хосил  килам из, яъни А ( х {, ..., хп) = 
= B(xv ..., x j  булса, у холда А*(хг  ..., хп) = В*(хх, ..., х ) .  "

У ш бу п р и н ц и п  оркали мантик, ал гебр аси н и н г бир  
форм уласидан иккинчи формуласига, бир теорем асидан  
иккинчи теоремасига, бир таърифидан иккинчи таърифига 
келамиз.

М асалан, юк,орида келтирилган (2), (3), (6), (8), (10), 
(12) тенг кучли формулаларга уш бу принципни ишлатсак, 
(4), (5), (7), (9), (И) ,  (13) тенг кучли формулалар келиб чикади.

Мантик, алгебрасида элементлари п та аргументли уз- 
узига икки тарафлама функциялардан иборат булган туп
ламни S  билан белгилаймиз, унинг элементларининг сони  
2: га тенгдир.

Э нди уз-узига икки тарафлама булмаган функциялар  
Хак,идаги леммани куриб чик,айлик.

Л е м м а .  Агар ф(х,, ..., хп) й S  булса, у  холда ундан аргу- 
ментларининг урнига х  ва х  функцияларни цуйиш усули билан 
бир аргументли уз-узига  икки тарафлама булмаган функция, 
яъни константани х,осил цилиш мумкин.

И с б о т .  ф(х, ,  . ..,  x n) e S  булганлиги  учун, ш ундай  
(а, ,  ..., а ;1) кийм атлар сатри топ и л ади к и , ф (а ,,...,ал) = 
= ф( а , , . . . ,  а„)  булади.

Ф,(х) = x a,'(i = 1,..., п) функцияни киритамиз ва 
Ф,(х) = ф(ф,(л:), . . . ,  ф„(х)) деб белгилаб оламиз. У вактда
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куйидаги натижага эга буламиз:

ф(0) = ф(ф,(0), ф„(0)) = Ф(0“' , О"») = Ф(а „  ..., а„) =

= ф ( а , , а „ )  = ф(1а| , 1а") = ф(ф, ( I ) , Ф „ ( 1)) = ф(0- 

Лемма исбот булди.

1 5 - § .  М ан ти к  алгебрасидаги  ариф м етик ам аллар.
Ж егалкин куп\ад и

[̂ 7[ Арифметик амаллар. Жегалкин ку/цади. М'антиций амал- 
ларни арифметик амаллар орцали ифодалаш. Чизицли 
функция. Теорема.

{О, 1} Буль алгебрасидаги ху  конъюнкция амали оддий  
арифметикадаги 0 ва 1 сонлари устидаги купайтма амалига 
мос келади. Аммо 0 ва 1 сонларини кушиш натижаси {0, 1} 
туплам доирасидан четга чикдди. Ш унинг учун И.И.Ж егалкин
2 модулига асосан кушиш амалини киритади (И.И.Ж егалкин  
утган асрнинг 30-йиллар бош ида М осква давлат универ- 
ситетида биринчи булиб математик мантик, буйича илмий 
семинар ташкил этган). х  ва у  мулохазаларни 2 модули буйича 
кушишни х + у  сифатида белгилаймиз ва у куйидаги чинлик  
жадвали билан берилади:

X У х + у
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Чинлик жадвалидан куриниб турибдики, х  + у  = х у  . 
Мантик, алгебрасидаги купайтма ва 2 модули буйича кушиш  
мантик, амаллари учун коммутативлик, ассоциативлик ва 
дистрибутивлик арифметик крнунлари уз кучини сакдайди.
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Буль алгебрасидаги асосий мантикий амалларни кири
тилган арифметик амаллар оркали куйидагича ифодалаш  
мумкин:

1 ) х  = х  + 1; 2 ) х л у  = х у \  3 ) x v y  = xy + x  + y ;
4) х  —> y = x y  + x  + l \  5 ) х < - > у  = х  + у + 1.
2 модули буйича кушиш амалининг таърифига асосан  

х  + х =  0 ва хх = х  (х" = х ) .
Мантик, алгебрасидаги исталган функцияни ягона ариф

метик купчая шаклига келтириш мумкин. Хакикатан хам, 
биз олдинги параграфларда исталган функцияни конъю нк
ция ва инкор мантикий амаллари оркали ифодалаш мумкин- 
лигини курган эдик. Ю корида конъюнкция, дизъю нкция  
ва инкор мантикий амалларини арифметик амаллар оркали 
ифодаладик. Демак, исталган функцияни арифметик купхад 
шаклига келтириш мумкин.

1 - т а ъ р и ф .  £ х ,-  х,-2 ...x ik + а курини ш идаги  к у п х а д

Ж егалкин кущ ади деб аталади, бу ерда хамма х, узгарувчилар 
биринчи дараж ада катнашади, ..., ik) цийматлар сатрида 
Хамма i лар хор хил булади, а е  Е2 = {0, 1}.

2- т а ъ р и ф . х,- + х,2 +. . .  + х,- + а куринишидаги функция 

чизицли функция деб аталади, бу ерда а е  Е2 = {0, 1}.
Чизикли функциянинг ифодасидан куриниб турибпики, 

п та аргументли чизикли функциялар сони 2л+| га тенг ва 
бир аргументли функциялар доим о чизикли функция булади.

Ж егалкин кущ ади куринишидаги хар бир функциянинг  
аргументларц сохта эмас аргументлар булади. Хакикатан хам, 
х, ш ундай аргумент булсин. У холда ихтиёрий / (х , ,  ..., хл) 
функцияни куйидаги куринишда ёзиш  мумкин:

/ ( * , ,  хл) = х,ф(х2, ..., хл) + у (х 2, ..., хл).

Бу ерда ф функция айнан 0 га тенг эмас, акс холда х, аргумент 
/ф у н к ц и я н и н г  (кущ аднинг) аргументлари сафига куш ил- 
масди.
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Энди х2, ..., хп аргументларнинг шундай кийматлар ини  
оламизки, ф = 1 булсин. У  холда / функциянинг киймати х, 
аргументнинг кийматига боглик булади. Демак, х, сохта 
аргумент эмас.

М антик алгебрасидаги хамма п аргументли чизикли  
функциялар тупламини L харфи билан белгилаймиз. Унинг  
элементларининг сони 2Л~| га тенг булади.

Т е о р е м а .  Агар /(х ,, ..., хя)г  L булса, у  холда ундан 
аргументлари урнига 0 ва 1 константаларни хамда х ва х 
функцияларни, айрим холда / устига « -»  инкор амалини цуйиш 
усули билан х,х2 функцияни хосил цилиш мумкин.

16 - § . М ан ти ц  алгебрасидаги  м он отон  ф ункциялар

[7[ Монотон функция. Кийматлар сатрининг олдин келиши.
Таъриф. Монотон функциялар суперпозицияси. КНШ
(ДНШ) куринишидаги функциянинг монотон функция
булиш шарти.

0 < 1 муносабати оркали {0, 1} тупламни тартиблаш- 
тирамиз.

1 - т а ъ р и ф . а =  (а,, '..., а я) ва р = (Рр ..., ря) цийматлар 
сатри булсин. Агар а (. < Р(. (хсч булмаганда битта / рацам учун 
тенгсизлик ишораси бажарлса) ёки а  ва р цийматлар сатрлари 
устма-уст тушса, у  холда а  цийматлар сатри Р цийматлар 
сатридан олдин келади деб айтамиз ва а  <  Р шаклида ёзамиз.

2 - т а ъ р и ф .  а  =  (а,, ..., а я) ва Р = (Р,, ..., Р„) ихтиёрий 
цийматлар сатрлари булсин.  а < р  дан / ( а , ,  ..., а я) < 
< / ( Р , , ..., Ря) бажарилиши келиб чицса, у холда /(х ,, ..., хя) 
функция монотон функция деб аталади.

3 - т а ъ р и ф .  а  <  р дан / ( а , ,  ..., а я) > / ( р , ,  ..., ря) 
муносабат келиб чщса, у  холда/ ( х , , ..., хя) номонотон функция 
деб аталади.

Асосий элементар мантикий функциялардан 0, 1, х, ху, 
x v y  функциялар монотон функциялар булиб, х , х —>у, х<-»у, 
х + у функциялар номонотон функциялардир.
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1 - т е о р е м а .  Монотон функцияларнинг суперпозицияси- 
дан хосил цилинган функция яна монотон функция булади.

И с б о т . Ф монотон функциялар системаси булсин ва 
шу системадаги функциялар суперпозициясидан хосил 
к,илинган функция монотон эканлигини исбот килиш керак 
булсин. О рангли суперпозиция учун бу тасдикнинг тугри- 
лиги аник, чунки Ф системадаги хамма функциялар монотон 
функциялардир. к рангли суперпозиция учун теоремадаги 
тасдик тугри булсин. Ун и н г (к + 1) рангли суперпозиция 
учун хам тугрилигини исботлаймиз.

Ф(х,, ..., хп), ..., у ) е  Ф<*> булсин. У  холда

ф(Х|, ..., -Х_|, у,  Х^|, ..., хк),
/ ’(х,, ..., Хм , Х^,, ..., Хп, у г  ..., у )  =

= ф(х,, ..., Хм , \к(у,, ..., у) ,  хм , ..., хп)

функцияларнинг монотон эканлигини исботлаш лозим. Бу 
ерда у  ва _у. лар xj узгарувчиларнинг бирортаси билан мос 
келиши мумкин. ф функциянинг монотонлигидан ф(х,, ..., 
х . г у, хм , ..., хк) нинг монотон функция эканлиги келиб 
чикади. F функциянинг монотонлигини исботлаймиз. Бу
нинг учун F функциянинг иккита /  ва у" таккосланадиган 
Кийматлар сатрини куриб чикамиз:

У = (“ i ......a '-i ’ ••••> a /+i, •••, °С  Ри •••. Р/);
п  / i f  i f  i f  *  о  и  п  *  \

У = (®| J ■■■1 I J  ■■■■> ®/ + | 1 Р| > •••> Р/) •

У ^ у" булсин. У  холда F(у)  < F(у") эканлигини курсати- 
шимиз керак. Куйидагилар маълум:

F(y') = ф ( 5 ' )  , бу ерда j =  / булганда 5' = а ' , 5' = у (р ') ;

F( y )  = ф(5"), бу ерда j  = / булганда 5' = а ',  5' = у ф ' ) .

V)/ монотон функция ва у < у" дан Р' -< р" келиб чиккан-

лигидан 8' -с 5' булади. Яъни ф(б') = F( y)  < ф(б') = F(y" ) , 
чунки ф монотон функциядир.
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(р(х„ ...,ХМ, XM,. . . ,Xk)F{xx,...,Xi_x,XM,. . . ,Xn, у х, . . . ,y, )i  
эканлигидан ( k +  1) рангли суперпозиция учун теорема исбот  
булди. Демак, монотон функцияларнинг суперпозициясидан  
\оси л  килинган функция яна м онотон функциядир.

Конъюнкция ва дизъю нкция м онотон функциялар бул
ганлиги учун, теоремага асосан, уларнинг суперпозиция
сидан хосил килинган функция хам м онотон булади.

2 - т е о р е м а .  Агар Д х ,, ..., хя)е  М  булса, у  холда ундан  
аргументлари урнига 0, 1 ва х  функцияни цуйиш усули билан 
х  функцияни хосил цилиш мумкин.

Й Муаммоли мает а ва топширицлар

1. Мулохазалар алгебрасининг асосий элементар функция- 
ларига икки тарафлама булган функцияларни топинг.

2. Хамма икки аргументли уз-узига икки тарафлама булган 
функцияларни топинг.

3. п та аргументли уз-узига икки тарафлама булган функция
ларнинг сонини топинг.

4. /  = (jс v y z ) ( x y  v  x z )  ва <р = (х v  y ) z t  v  x t  функцияларга 
икки тарафлама булган функцияларни топинг.

5. а) х-»у<-».г; б) xvyvzv t ' ,  в) x<-+y<r*z формулаларни  
Жегалкин купхад и куринишига келтиринг.

6. Ф ункциянинг Жегалкин купхади куринишидаги ифодаси 
ягона эканлигини исботланг.

7. Чизикли ф ункцияларнинг кайси бири уз-узига икки  
тарафлама функция булади?

8. xyvxzvyz  = xy + xz + yz  эканлигини исботланг.
9. Куйидаги формулаларни Жегалкин купхади куринишига 

келтиринг:

xvyvz', xyv  y zv  xz; xyz v  xyz v  xyz v  x y z  ■
10. Жегалкин купхади куринишидаги функциянинг хамма 

аргументлари сохта аргументлар эмаслигини исботланг.
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11. Чизикли функцияларнинг кайси бири монотон ф унк
циялар булади?

12. Ноль (бир) сакловчи монотон функциялар айнан бирга 
(нолга) тенг эканлигини исботланг.

13. Икки аргументли хамма м онотон функцияларни топинг.
14. Куй и да келтирилган функцияларнинг кайси бири м он о

тон функция эканлигини аникланг:
а ) ху  v  x z v  x z ;  б) х  - > (х -» у ) ; в) х  v  у  х  v  у  ; 

г) п.) x y v  x v  x z ;  е) x y v  y z v  x z-
15. Айнан константадан (0 ёки 1) фарк; кдлувчи функция  

монотон булиши учун уни конъюнкция ва дизъю нкция  
суперпозицияси оркали ифодалаш етарли ва зарурлигини 
исботланг.

16. М онотон функцияга икки тарафлама булган функция  
м онотон эканлигини исбот килинг.

17. Фак,ат ва факат ёки константалар, ёки узгарувчилар ус
тида инкор амали булмаган К Н Ш  ва Д Н Ш  куриниш ида  
ифодалантан функциялар монотон булишлигини курсатинг.

М устакил ишлаш учун савол ва топшири^лар

1. Икки тарафлама функция ва уз-узига икки тарафлама функция 
таърифларини келтиринг.

2. Мантик алгебрасидаги икки тарафлама крнунни ёзинг.
3. Мантик алгебрасидаги арифметик амаллар. Жегалкин купхади.
4. Мантик алгебрасидаги монотон функциялар.

17 - § . Ф ункционал ёпик, синф лар ва П о ст  теор ем аси

[\7[ Тулин; функциялар системаси. Икки тарафлама функциялар 
системасининг тулик; булиш шарти. Ёпиц синфлар. Хусусий 
функционал ёпиц синф. Максимал функционал ёпиц синф. 
Пост теоремаси. Натижа. Туплам e'nuFU. Пост жадвали.

М антик алгебрасининг Ф = {<р,, ..., сря} функциялар сис
темаси берилган булсин.
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1 - т а ъ р и ф . Агар мантик; алгебрасининг исталган функ- 
циясини Ф = {ф,, фн} системадаги функциялар суперпо
зицияси орцали ифодалаш мумкин булса, у  холда  Ф тулик; 
функциялар системаси деб аталади.

Исталган функцияни М К Н Ш  ёки М ДН Ш  куриниш ида 
ифодалаш  мумкинлигидан {ху, х  v у , х} функциялар систе- 
масининг тулиьушги келиб чикдди. {ху, х  + у, 1} функциялар 
системаси хам тулик, булади, чунки исталган функцияни  
Ж егалкин купхади куринишига келтириш мумкин.

К уйидаги ф ун кциялар  си стем аси н и н г тулицлигини  
исботлаймиз:

а) ху, х ; б) х  v  у, х  ; в) ху, х  + у, 1 ;

г) х  v  у  ; Д) х у  ; и) х + у , х  v у, 1;

ж ) х  + у  + г, ху, 0, 1;  з) х  -> у,  х  ; е) х  -* у,  0.

И с б о т .  a ) x v y  = x y , яъни дизъюнкция амалини конъ
юнкция ва инкор амаллари оркдпи ифодалаш мумкин. Демак, 
{ху, х) функциялар системаси тулик, булади;

б) ху = х у  = х  v  у эканлиги маълум. Демак, исталган 
мантикдй функцияни дизъюнкция ва инкор амаллари орк,али 
иф одаласа булади. Ш унинг учун { x v y , х} ф ункциялар  
системаси туликдир;

в) мантик, алгебрасининг ихтиёрий функциясини ягона 
Ж егалкин купхади куринишига келтириш мумкинлигидан  
{ху, х  + у, 1} функциялар систем асининг тулиьутиги келиб  
чикдди;

г) ва д) мантик, алгебрасидаги исталган ф ункцияни  

У) = ХУ ва Ф(х, у ) = х  v у Ш еффер функциялари орк,али
ифодалаш мумкин. Хак,ик,атан хам, х  = ф(х, х ) ,

x v y  = x v y  = ф(х, у ) = ф(ф(х, у ), ф(х, у ))
ва

ху = ф(х, у ) = ф (ф (х , х ), ф(у, у))
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асосий мантикий амалларни Ш еффер функцияси оркали  
иф одалаш  мумкин. Д ем ак , {ху} ва { x v y }  ф ункциялар  
системаси тулик булади.

и) x v y  = ху + х  + у  булганлиги учун x v y  + (х + у) = ху 
булади. {ху, х + у ,  1} тулик система эканлиги в) бандда исбот  
килинган эди, демак, {х + у, x v y , 1} система туликдир.

Худди шундай бош ка функциялар системасининг тулик- 
лигини исбот килиш мумкин.

1 - т е о р е м а .  Агар Ф = {фр ..., фи} функциялар системаси 
тулик, булса, у  холда унга икки тарафлама булган Ф* = {ф[, . . . ,  ф’ } 
функциялар системаси хам тулик, булади.

И с б о т .  Ф” системанинг туликлигини исботлаш учун 
исталган / ( х р ..., хя) функцияни Ф* системасидаги функ
циялар суперпозицияси оркали ифодалаш мумкинлигини  
к^рсатиш имиз керак. Бунинг учун аввал /*  ф ункцияни  
Ф = {ф,, ..., фн} системадаги функциялар оркали ифодалай- 
миз (Ф систем а тулик булганлиги учун бу процедурани  
бажариш мумкин). Кейин икки тарафлама конунга асосан  
икки тарафлама функциялар суперпозицияси оркали / функ
ция ни хосил киламиз.

М и с о л .  Куйидаги функциялар системасининг тулик 
эмаслигини исботлайлик:

а) х , 1; б) ху, х  v у ; в) х  + у, х  ;
г) ху v  y z  v xz, х ; д) ху v yz  v  xz, 0,1 .
а) х  = х  +1 га тенг. Демак, {х, 1} системадаги ф ункция

лар бир аргументли функциялар булади. Бизга маълумки, 
бир аргументли функцияларнинг суперпозицияси натижа
сида хосил килинган функция яна бир аргументли функция  
булади. Натижада, бу системадаги функциялар оркали куп 
аргументли функцияларни ифодалаб булмайди. Ш унинг учун 
{х, 1} тулик система эмас.

б) {ху, xvy} системадаги функцияларнинг иккаласи хам 
м онотондир. М онотон функцияларнинг суперпозицияси  
оркали хосил килинган функция яна монотон булиш ини  
исбот килган эдик. Демак, бу иккала функциянинг суперпо-
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зицияси оркали монотон булмаган функцияларни ифодалаш  
мумкин эмас ва натижада, {ху, xvy} система тулием ас си с
тема булади.

в) {х + у, х} системадаги функциялар чизикли ф унк- 
циялардир. Ш унинг учун бу функциялар оркали чизиклимас 
функцияларни ифодалаб булмайди. Демак, {х + у, х} функ
циялар системаси тулик, эмас.

г) {ху v  y z  v xz, х} систем адаги ф ункциялар уз-узи га  
икки тараф лам а ф ун к ц и я л ар ди р . Бу ф ун к ц и я л ар н и н г  
суперпозициясидан хосил килинган х,ар кандай функция  
Хам уз-узи га  икки тарафлама ф ункция булади . Д ем ак , 
{ху v  y^ v xz, х }  функциялар системаси тулик, эмас.

д) {ху v  y z v  xz, 0,1} системадаги функцияларнинг хам
маси м онотон функциялар булади. М онотон эмас ф унк
циялар бу системадаги функциялар оркали ифодаланмайди. 
Демак, {ху v  y z  v xz, 0,1} система тулик, эмас.

Ш ундай килиб, юк,орида келтирилган масала ечимининг  
анализидан куйидаги хулоса келиб чикади.

Берилган Ф функциялар системасининг тулик, эм асли- 
гини исботлаш учун системадаги функцияларнинг шундай  
умумий хусусиятини топиш  керакки, бу хусусият ф унк
циялар суперпозицияси натижасида сакдансин.

Хакик,атан хам, у вактда бундай хусусиятга эга булмаган 
ф ункцияни Ф системадаги функциялар суп ерп ози ц и я си  
оркали хосил килиб булмайди.

Функцияларнинг бу маълум хусусиятларини текшириш  
учун одатда ф ун к ц и он ал  ёп и к  синф лар туш унч асидан  
фойдаланилади.

2- т а ъ р и ф . Агар А системадаги функциялар суперпози
циясидан хосил булган функция яна шу системанинг элементи 
булса, у  холда бундай система суперпозицияга нисбат ан ёпиц  
сист ем а деб аталади.

3 - т а ъ р и ф .  Мантик; алгебрасининг суперпозицияга  
нисбатан ёпик, булган хаР кандай функциялар системаси  
ф ункционал ёпиц синф деб аталади.
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Равшанки, маълум бир хил хусусиятга эга булган функ
циялар системаси функционал ёпик, синф ни ташкил этади 
ва, аксинча, маълум ф ункционал ёпик, синф га кирувчи  
функциялар бир хил хусусиятга эга булган функциялардир. 
Куйидаги функциялар системаси функционал ёпик, синф -  
ларга мисол була олади:

а) бир аргументли функциялар;
б) мантик; алгебрасининг хамма функциялари;
в) L — чизикли функциялар;
г) S  — уз-узига икки тарафлама функциялар;
д) М  — м онотон функциялар;
е) Р0 — ноль к;ийматни сакловчи функциялар;
ж) Р, — бир к,ийматни сакловчи функциялар.
4- т а ъ р и ф . Буш синфдан ва мант щ  алгебрасининг щ мма  

функциялари тупламидан фарк, цилувчи функционал ёпиц синф 
хусусий функционал ёпиц синф деб аталади.

Ш ундай к,илиб, функциялар системасининг тулик, бу- 
лишлиги учун бу системада хар к,андай хусусий функционал  
ёпик, синфга кирмайдиган функция топилиш и етарли ва 
зарурдир.

5 - т а ъ р и ф .  Уз-узидан ва мантик; алгебрасининг х,амма 
функциялари синфи (Р,) дан фарк; цилувчи функционал ёпик; 
синфларга кирмайдиган хусусий функционал ёпиц синф макси
мал функционал ёпиц синф деб аталади.

Мантик, алгебрасида хаммаси булиб беш та максимал  
функционал ёпик, синф  мавжуд:

Р0 — ноль сакловчи функциялар синф и, Р, — бир сак,- 
ловчи функциялар синф и, М ~  монотон функциялар синф и, 
S  — уз-узига икки тарафлама функциялар синф и, L — чи- 
зиьуш функциялар синф и.

П о с т  т е о р  е м а с и . Ф = {ф,, ..., фп} функциялар систе
маси т у лиц булишлиги учун бу системада Ра, Р,, М, S, L 
максимал функционал ёпиц синфларнинг х,ар бирига кирмай
диган камида битта функция мавж уд булиши етарли ва зарур
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(яъни Ф = { ф р  ф я} система Р0, Pv М, S, L максимал 
функционал ёпик; синфларнинг бирортасининг хам кием туп
лами булмаганда ва факат шундагина тулик система булади).

И с б о т .  Ф = {ф,, ..., фл} тулик, система булсин, яъни 
[Ф] = Р2. Фараз кдламизки, Ф максимал функционал ёпик, 
синфларнинг бирортаси. У  вакгда /"нинг ёпикдигини хисобга 
олиб, /у Ф ]  с  [/] = F ни ёзиш мумкин, яъни F = Р2. Аммо 
бундай булиши мумкин эмас. Демак, Ф с  / ’муносабат бажа- 
рилмайди.

Теореманинг етарлилиги исботини укувчиларга хавола 
этамиз.

Н а т и ж а . Мантик алгебрасидаги хар кандай функционал 
ёпик синф Р0, Pv М, S, L максимал функционал ёпик синф
ларнинг бирортасининг кием туплами булади.

Амалда бирорта Ф = {ф ,, . . . ,  ф л} системанинг тулик; ёки 
тулик; эмаслигини аникдаш учун Пост жадвалидан фойдала
нилади. Пост жадвали куйидаги куринишда булади:

Ро л 5* L М

ф|

ф2
... ... ... ... ...

ф„-|

ф „

Жадвалнинг хоналарига уша сатрдаги функция функционал 
ёпик; синфларнинг элементи булса «+» ишора, булмаса « -»  
ишораси куйилади.

Ф = {ф ,, ф л} система тулик; функциялар системаси 
булиши учун, теоремага асосан, жадвалнинг хар бир усту- 
нида камида битга « -  » ишораси булиши етарли ва зарур.

Ф = {ф ,, . . . ,  ф л} функциялар системаси тулик, булмаслиги 
учун Р0, Pv М, S, L максимал функционал ёпик; синфлар-
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нинг бирортасининг к;исм туплами булиш и, яъни П ост  
жадвалининг бирор устуни тулик,«+» ишораларидан иборат 
булиши керак.

Функциялар системасининг туликлиги тушунчаси билан  
синф нинг (тупламнинг) ёпиги тушунчаси узаро богланган.

6- т а ъ р и ф .  А билан Р2 (мантик алгебрасининг п т а аргу
ментли хамма функцияларини у з  ичига олган) тупламнинг бирор 
кием тупламини белгилаймиз. А туплам функцияларнинг супер- 
позициясидан хосил килинган хамма буль функциялари туплами 
(А туплам функциялари оркали ифодаланган хамма буль функ
циялари туплами) А тупламнинг ёпит  деб аталади ва [А ] 
каби белгиланади.

М и с о л л а р .  1. А = Р2 булсин, у холда [А ] = Рг
2. А = { 1, jc, -ь jc2} булсин, у \ол да  А тупламнинг ё п и т  

Хамма L — чизикли функциялар тупламидан иборат булади.
Туплам ёпиги куйидаги хоссаларга эга:
1) М ] з Л ;
2) ГМ]]  = [А ];
3) агар А х с А 2 булса, у холда [А{] с  [А2] булади;

4) M . I M J a M J U M J .
7 - т а ъ р и ф .  Агар [А ] = А булса, у  холда А туплам (синф) 

функционал ёпиц синф деб аталади
М и с о л л а р .  1. А = Р2 синф  ёпик, синф  булади.
2. А = { 1. x t + х2} синф и ёпик, синф  булмайди.
3. L синф  ёпик, синф  булади.
О сонгина куриш мумкинки, хар к,андай [А ] синф  ёпик; 

синф  булади. Бу хол купгина функционал ёпик; синфларни  
топишга ёрдам беради.

Туплам ёпиги ва ёпик, синф  тилида функциялар систе
масининг тулиьутиги хакдиаги таъриф (аввалги таърифга  
эквивалент булган таъриф) ни бериш  мумкин.

8 - т а ъ р и ф .  Агар [А ] = Р2 булса, у  холда А функциялар 
системаси т ул щ  деб аталади.
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М и с о л .  Куйидаги функциялар системаларининг тулик; 
эмаслигини П ост жадвали оркали исбот к,илайлик:

а) Ф, = {0 , ху, x + y  + z } ;  б) Ф2 ={1 , х у , х  + у  + z ) ;
в) Ф3 = { х у  v  x z  v y z } ' ,  г) Ф4 ={0, 1,  х  + у} ;
д) Ф5 = {0,1, х у } .

Ро p i S L М

а) 0 + - - + +

ХУ + + - - +

X + y + z + + + + -

б) 1 — + - + +

ХУ + + - - +

X + y + z + + + + -

в) х у  v  x z  V y z - - + - -

г) 0 + - - + +
1 - + - + +

х + у + - - + -

д) 0 + — — + +
1 - + - + +

ху + + - - +

Ж адвалдан куриниб турибдики, юк,орида келтирилган 
\ам м а функциялар систем аси тулик; эм ас, чунки хар бир  
система учун жадвалда битта устун фак,атгина «+» иш орала- 
ридан иборат. Ш уни таъкидлаш им из керакки, хар бир  
система учун бу устунлар \а р  хил. Демак, П ост теоремаси  
шартидан Р0, Pv М, S , L максимал функционал ёпик, си н ф 
ларнинг бирортасини хам олиб ташлаш мумкин эмас. Бу 
хулосадан уз навбатида Р0, P r  S, L, М  максимал функционал  
ёпик,синфларнинг бирортаси иккинчисининг к,исм туплами 
була олмаслиги келиб чикади.
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Муаммоли масала ва топширицлар

1. К у й и д аги  ф у н к ц и я л а р  с и с т е м а с и  ф у н к ц и о н а л  ёпик; с и н ф 
л а р  б у л и ш и н и  и сб о т  к и л и н г :
а) б и р  ар гу м е н тл и  ф у н к ц и я л а р ;
б) \ а м м а  м ан ти к , а л г е б р а с и н и н г  ф у н к ц и я л а р и ;
в) L — ч и з и к л и  ф у н к ц и я л а р ;
г) S — у з -у зи г а  и к к и  т а р а ф л а м а  ф у н к ц и я л а р ;
д ) М — м о н о т о н  ф у н к ц и я л а р ;
е) Р0 — н о л ь  к и й м а т н и  с а к л о в ч и  ф у н к ц и я л а р ;
ж ) Рх — б и р  к и й м а т н и  с а к л о в ч и  ф у н к ц и я л а р .

2 . А гар  Ф = (<р,, ..., фл) ва  F = (/j, ..., f n) ф у н к ц и о н а л  ё п и к  
с и н ф л а р  б у лса , у х о л да  Ф П  Е  ва Ф* = {ф[,. . . ,  ф '} л а р  \ а м  
ф у н к ц и о н а л  ё п и к  с и н ф л а р  б у л и ш и н и  ва ФЦ1 / н и н г  ф у н к 
ц и о н а л  ё п и к  с и н ф  б у л м а с л и ги н и  и сб о тл ан г .

3 . К у й и д а г и  м а к с и м а л  ф у н к ц и о н а л  ё п и к  PQ, Pv S, L, M 
с и н ф л а р н и н г  б и р о р т а с и  и к к и н ч и с и н и н г  к и е м  т у п л ам и  
б у л м а с л и г и н и  и сб о тл ан г .

4. Х ар  к ан д ай  ш ахеи й  ф у н к ц и о н ал  ё п и к  с и н ф  Рп, Рх, S, L, М  
м а к с и м а л  ф у н к ц и о н а л  ё п и к  с и н ф л а р н и н г  б и р о р т а с и н и н г  
К ием  т у п л а м и  э к а н л и г и н и  и сб о тл ан г .

5 . Н о л ь  са к л а м о в ч и  ф у н к ц и я  н о м о н о т о н  ф у н к ц и я  ё к и  у з-  
у з и г а  и к к и  т а р а ф л а м а  б у л м а г а н  ф у н к ц и я  э к а н л и г и н и  
и сб о т л ан г .

Мустакил ишлаш учун савол ва топширицлар

1. Тулик, функциялар системаси.
2. Ф ункционал ёпик, синфлар ва хусусий функционал ёпик, синфлар.
3. М аксимал ф ункционал ёпик, синф  ва П ост теоремаси.
4. Туплам ёпиги ва П ост жадвали.
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■ л-л.

М у л о х а з а л а р  х и с о б и  а к с и о м а т и к  м а н т и к и й  с и с т е м а  
б у ли б , м у л о х азал ар  ал геб р ас и  э с а  у н и н г  и н т е р п р е т а ц и я с и -  
д и р  (т а л к и н и д и р ).

Берилган аксиомалар системаси негизида (базасида) курил- 
ган аксиоматик назария деб, шу аксиомалар системасига тая- 
ниб исботланувчи хамма теоремалар мажмуасига айтилади.

А к с и о м а т и к  н а з а р и я  ф о р м а л  ва ф о р м а л м а с  н а з а р и я л а р -  
га б у л и н ад и .

Ф о р м а л м а с  а к с и о м а т и к  н а з а р и я  н а за р и й -т у п л а м и й  м а з -  
м ун б и л ан  ту л д и р и л ган  б у ли б , к е л т и р и б  ч и к а р и ш  т у ш у н 
ч аси  а н и к  б е р и л м а г а н  ва  бу н а за р и я  асо сан  ф и к р  м а зм у н и - 
га су я н ад и .

К ар ал а ётган  а к с и о м а т и к  н а за р и я  учун  к у й и д а ги  ш а р т -  
л ар  б аж а р и л ган  б у л са , я ъ н и :

1) н а з а р и я н и н г  т и л и  б ер и л га н ;
2) ф о р м у л а  т у ш у н ч аси  а н и к л а н г а н ;
3) а к с и о м а л а р  д е б  а т а л ад и ган  ф о р м у л ал а р  т у п л ам и  б е 

р и л га н ;
4) бу н а з а р и я д а  к е л т и р и б  ч и к а р и ш  к о и д а с и  а н и к л а н г а н  

булса, ф о р м а л  а к с и о м а т и к  н а з а р и я  а н и к л а н г а н  д е б  х и с о б 
л ан ад и .

К у й и д а  м у л о х азал ар  х и с о б и н и н г  с и м в о л л а р и , ф о р м у л а -  
си , а к с и о м а л а р  с и с т е м а с и , к е л т и р и б  ч и к а р и ш  к о и д а л а р и , 
ф о р м у л а л а р  м а ж м у а с и д а н  ф о р м у л а н и  к е л т и р и б  ч и к а р и ш  
К оидаси , д е д у к ц и я  в а  у м у м л а ш га н  д ед у к ц и я  т е о р е м а л а р и , 
а й р и м  м а н т и к  к о н у н л а р и н и н г  и сб о т и , м у л о х азал ар  а л г е б 
раси  ва м у л о х азал ар  х и со б и  у р таси д аги  м у н о са б а т л а р , м у 
л о х азал ар  х и с о б и д а  е ч и л и ш , зи д с и з л и к , т у л и к л и л и к  ва  э р -  
к и н л и к  м у а м м о л ар и  к а б и  м а с а л а л а р  б аён  эт и л ад и .
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1 -  § .  М улохазалар хисоби формуласи туш унчаси

[7 [ Мулохазалар хисоби. Мантикий богловчилар. Символлар.
Формула. Кисмий формула.

\ а р  ц ан д ай  х и с о б н и н г  т а в с и ф и  бу х и с о б н и н г  с и м в о л -  
л ар и  т а в с и ф и д а н , ф о р м у л а л а р  ва к е л т и р и б  ч и к а р и ш  ф о р м у 
л ал ар и  т а ъ р и ф и д а н  и б о р ат .

Мулохазалар хисобида уч катего р и ял и  си м в о л л ар д ан  и б о 
рат  ал ф а в и т  каб у л  к и л и н а д и :

Биринчи категория символлари: х, у, z, ■■■, х2, .... Б у  
с и м в о л л а р н и  узгарувчилар д еб  ата й м и з .

Иккинчи категория символлари: v , л , —», - .  Б у л ар  ман
тикий богловчилардир. Б и р и н ч и с и  — д и з ъ ю н к ц и я  ё к и  м а н 
т и к и й  к у ш и ш  б е л ги с и , и к к и н ч и с и  — к о н ъ ю н к ц и я  ё к и  м а н 
т и к и й  к у п а й т м а  б е л ги с и , у ч и н ч и с и  — и м п л и к а ц и я  б е л ги с и  
ва т у р т и н ч и с и  — и н к о р  б ел ги си  д еб  атал ад и .

Учинчи категорияга к а в с  д еб  ата л ад и ган  ( , )  с и м в о л  к и 
р и тилади .

М у л о х азал ар  х и с о б и д а  б о ш к а  с и м в о л л а р  й ук .
М у л о х а за л а р  х и с о б и н и н г  формуласи д е б  м у л о х а за л а р  

Х исоби а л ф а в и т а  с и м в о л л а р и н и н г  м аъл у м  б и р  к е т м а -к е т -  
л и ги га  ай т и л ад и .

Ф о р м у л а л а р н и  б ел ги л а ш  учун  л о т и н  а л ф а в и т и н и н г  б о ш  
х а р ф л а р и д ан  ф о й д а л а н а м и з . Бу х ар ф л а р  м у л о х азал ар  х и с о 
б и н и н г  с и м в о л л а р и  к а т о р и г а  к и р м а й д и . У л ар  ф а к а т г и н а  
ф о р м у л а л а р н и н г  ш а р т л и  б ел ги л ар и  б у ли б  х и зм ат  к и л ад и .

Энди формула тушунчаси таърифини берайлик. Бу ту- 
шунча куйидагича аникланади:

1) хар кандай х, у, z, ■■■ узгарувчиларнинг исталган бири 
формуладир;

2) агар А ва В нинг хар бири формула булса, у  холда (Ал В),
(А v  В), (А—у В) ва А хам формуладир;

3) бошка хеч кандай символлар сатри формула була ол
майди.
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У зга р у в ч и л а р н и  элементар формулалар д еб  ат а й м и з .
М и с о л .  Ф о р м у л а  т а ъ р и ф и н и н г  1 - б а н д и т а  к у р а  

х , у, z, ••• у згар у в ч и л ар  ф о р м у л а  булади . У в актд а  т а ъ р и ф 
н и н г  2 - б а н д и га  м у в о ф и к  (х л у ), ( x v y ) ,  (х -» у ) ,  х  л а р  хам  
ф о р м у л а л а р д и р . Х удди  ш у  т а р и к а д а  ( x v y ) ,  ( ( х д у ) - > ^ ) ) ,  
( ( х л у ) - » ( у - » г ) )  х ам  ф о р м у л ал а р  б у лади .

К у й и д а ги л а р  ф о р м у л а  б у ла  о л м а с л и г и н и  ту ш у н т и р и н г :

х у , a z ,  x v y ,  х —^у, ( х  л  у )  —> х  .

Кисмий формула т у ш у н ч а с и н и  к и р и т а м и з :
1. Э л е м е н т а р  ф о р м у л а  уч ун  ф а к а т  у н и н г  у зи  к и с м и й  

ф о р м у л ад и р .
2. А гар  А ф о р м у л а  б улса , у  х о л да  ш у  ф о р м у л а н и н г  у зи , 

А ф о р м у л а  ва  А ф о р м у л а н и н г  х ам м а к и с м и й  ф о р м у л а л а р и  
у н и н г  к и с м и й  ф о р м у л ал а р и  б улади .

3. А гар  ф о р м у л а  А* В к у р и н и ш д а  б у л са  (бу ерд а  ва б у н 
д а н  к е й и н  * у р н и д а  v ,  л ,  - »  с и м в о л л а р и н и н г  и с т а л г а н и н и  
т у ш у н ам и з) , у х о л д а  ш у  ф о р м у л а н и н г  узи , А ва В ф о р м у л а 
л а р  \а м д а  А ва В ф о р м у л а л а р н и н г  б ар ч а  к и с м и й  ф о р м у л а 
л а р и  А* В ф о р м у л а н и н г  к и с м и й  ф о р м у л а л а р и  булади . М а 

с а л а н , ((х  v  у ) —> (z ->  у )) ф о р м у л а  учун :

((■* v  У) —■* {z у )) — н о л и н ч и  ч у к у р л и к д а г и  к и с м и й  
ф о р м у л а ;

(х  v  у ) ,  (z —> у )  — б и р и н ч и  ч у к у р л и к д а ги  к и с м и й  ф о р 
м улалар ;

х, у , (z -»  у )  — и к к и н ч и  ч у к у р л и к д а ги  к и с м и й  ф о р м у 
л алар ;

у, z — у ч и н ч и  ч у к у р л и к д а ги  к и с м и й  ф о р м у л ал а р ;
Z — т у р т и н ч и  ч у к у р л и к д а ги  к и с м и й  ф о р м у л а  б у лади .
Ф о р м у л а л а р н и  ё з и ш д а  а й р и м  с о д д а л а ш т и р и ш л а р н и  

кабул  к и л ам и з . Х удди  м у л о х азал ар  ал геб р ас и д аги  к а б и  ф о р 
м улалар  ёзу в и д аги  к а в с л а р н и  т у ш и р и б  к о л д и р и ш г а  к е л и -
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ш ам из. Бу кели ш увга б и н о ан  ((x v y ) л  г), ( х л у ) ,  ( (х л у ) -» (г л /) )  

ф о р м у л а л а р н и  м о с  р а в и ш д а  xvyAZ, х л у ,  х л у - > г л /  к у р и 
н и ш д а  ёза м и з .

2 -  § .  Исботланувчи формула таърифи. М улохазалар  
хисобининг аксиомалар системаси (тизими).

Келтириб чикариш цоидалари

[7\ Исботланувчи формула. Аксиома. Келтириб чикариш кои
даси. Урнига куйиш коидаси. Хулоса коидаси. Аксиомалар
тизими. Исботлаш.

Э н д и  м у л о х азал ар  х и со б и д а  и сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л ал а р  
с и н ф и н и  а ж р ат ам и з . И сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л ал а р  ф о р м у л а 
л ар  т а ъ р и ф и г а  у х ш аш  х ар ак тер д а  т а ъ р и ф л а н а д и . А ввал  д а с т 
л а б к и  и с б о т л ан у в ч и  ф о р м у л а л а р  (а к с и о м а л а р ) , у н д а н  к е 
й и н  э с а  к е л т и р и б  ч и к а р и ш  к о и д а с и  ан и к л а н а д и . К е л т и р и б  
ч и к а р и ш  к о и д а с и  о р к а л и  б о р  и сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л ал а р д а н  
ян ги  и сб о т л а н у в ч и  ф о р м у л ал а р  х о си л  к и л и н а д и .

Д а с т л а б к и  и сб о т л ан у в ч и  ф о р м у л ал а р д а н  к е л т и р и б  ч и 
к а р и ш  к о и д а с и н и  ку л л аш  й у ли  б и л а н  я н г и  и сб о тл ан у в ч и  
ф о р м у л а л а р н и  х о си л  к и л и ш  ш у  ф о р м у л а л а р н и  аксиомалар- 
дан келтириб чикариш д еб  атал ад и .

2 .1 . Мулохазалар хисобининг аксиомалар системаси (ти
зими). М у л о х азал ар  х и с о б и н и н г  ак с и о м а л а р  т и зи м и  11 а к -  
си о м а д а н  и б о р а т  б у ли б , булар  турт  гурухга б у л и н ад и .

Биринчи гурух аксиомалари:
I, х  > (у > х ) .

12 (х - » (у -» г ) ) -> ( ( х -> у ) -» ( х -* г ) ) .

Иккинчи гурух аксиомалари:
I I , х л у  —»х.

П 2 х л у —>у.

П 3 ( г -> х ) -> ( ( г -> у ) - » ( г -» х л у ) ) .
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Учинчи гурух аксиомалари:
I I I ! х —>xvy.

11 1 2 y ^ x v y .

1113 (x -> z )-> ((y -» z ) -> (x v .y -» z ) ) .

Туртинчи гурух аксиомалари:
IV , (х  - > у )  -»  (у -> х ) .
IV , х  -»  х .
i v j  f  - »  х  .

2.2. Келтириб чикариш коидаси.
2 .2 .1. Урнига куйиш коидаси. А гар  А м у л о х азал ар  х и с о 

б и н и н г  и сб о т л ан у в ч и  ф о р м у л аси , х  у згар у в ч и , В м у л о х а за 
л ар  х и с о б и н и н г  и х ти ё р и й  ф о р м у л ас и  б у лса , у х олда А ф о р 
м ула и ф о д а си д а ги  х ам м а х  л ар  у р н и га  В ф о р м у л а н и  к у й и ш  
н ати ж аси д а  хо си л  к и л и н га н  ф о р м у л а  хам  и сб о тл ан у вч и  ф о р 
м ула булади .

А ф о р м у л а д а г и  х  у з г а р у в ч и л а р  у р н и г а  В ф о р м у л а н и  
КУЙиш о п е р а ц и я с и  (ж а р а ё н и )н и  урнига куйиш коидаси д еб  
а й там и з  ва ун и  ку й и д аги  си м в о л  б и л а н  б ел ги л а й м и з:

] (Л) .
х

З и к р  э т и л г а н  к о и д ага  ку й и д аги  ан и кути кларн и  к и р и т а -  
м и з:

а) агар  А ф а к а т  х  у згар у в ч и д ан  и б о р а т  б улса, у холда
в
J (/4 ) у р н и га  к у й и ш  В ф о р м у л ан и  б ер ад и ;
.V

б) агар  А ф о р м у л а  х  д а н  фарьути у  у згар у в ч и д ан  и б о р а т
в

б улса, у холда j ( A)  у р н и га  к у й и ш  А н и  б ер ад и ;

в) агар  А у р н и га  к у й и ш  а н и к л а н г а н  ф о р м у л а  булса , у 

Холда А ф о р м у л ад аги  х  у р н и га  В ф о р м у л а н и  к у й и ш  н а т и -
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В _

ж аси да у р н и га  к у й и ш н и н г  и н к о р и  к е л и б  ч и к д д и , я ъ н и  J ( А )
------ X
В

урн ига к у й и ш  j  А н и  б ер ад и ;
х

г) агар  А{ ва А2 ф о р м у л ал а р д а  у р н и га  ку й и ш  а н и к ^ а н -
в в в

ган  булса, у х о л д а  |( Л ,  * А2) у р н и га  к у й и ш  } ( Д ) *  j ( A2) н и
-V -V X

беради.

А гар А и сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л а  булса, ун и  1- А  ш а к л д а  
ёзи ш га  к е л и ш а м и з . У  холда у р н и га  к у й и ш  к р и д а с и н и  к у й и 
д аги ч а  с х е м ат и к  р ав и ш д а  и ф о д а л а ш  м ум ки н :

М

Ь ? М )х
В

ва у н и  «агар А и сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л а  булса, у х олда j (A)
х

хам  и сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л а  булади» д еб  у кд л ад и .
2.2.2. Хулоса коидаси. А гар А в а  Л —»В м у л о х азал ар  х и с о 

б и н и н г  и сб о т л ан у в ч и  ф о р м у л ал а р и  булса, у холда В хам  и с 
б о тл ан у вч и  ф о р м у л а  булади . Б у  к;оида к у й и д аги ч а  с х е м а т и к  
р ав и ш д а  ёзи л ад и :

\~А', |— А —$В
F *  •

2.2.3. Исботланувчи формуланинг таърифи.
а) Х ар  к а н д а й  а к с и о м а  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л ад и р ;
б) и сб о т л ан у в ч и  ф о р м у л ад аги  х  у згарувч и  У рнига и х т и 

ёр и й  В ф о р м у л а н и  к у й и ш  н а т и ж а с и д а  хо си л  булган  ф о р м у 
л а  и сб о т л ан у в ч и  ф о р м у л а  булади ;

в) А ва  А-> В и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л ал ар д ан  хулоса к р и д а -  
с и н и  ку л л аш  н ати ж ас и д а  о л и н га н  В ф о р м у л а  и сб о тл ан у вч и  
ф о р м у л ад и р ;

г) м у л о х азал ар  х и с о б и н и н г  бош к,а хеч к;андай ф о р м у л а 
си  и сб о т л ан у в ч и  деб  са н а л м ай д и .
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Т а ъ р и ф .  Исботланувчи формулаларни %осил цилиш про- 
цесси (жараёни) исбот цилиш (исботлаш) деб аталади.

1 - м и с о л .  \-А-*А  э к а н л и г и  (и м ш т и к а ц и я н и н г  р е ф л е к -  
си в л и ги ) и сб о тл ан си н .

И м п л и к а ц и я н и н г  р е ф л е к с и в л и г и н и  и сб о тл аш  учун  уш б у

А'

а к с и о м а д а н  ф о й д а л ан ам и з . Бу ер д а  J ( I 2) у р н и га  к у й и ш н и  

б а ж а р и ш  н ати ж аси д а  ’

|- (х -» (у -» х ) )^ ( (д с -> у ) -» (д с -» х ) )  (1 )

к е л и б  ч и кдд и . |-  (,v—̂ (j^—>z)) —> ((.х— —> (л:—»z)) — 12 а к с и о м а  
ва (1) ф о р м у л ага  хулоса к р и д а с и н и  куллаб

h ( x - > j / ) -> (* -* * )  (2 )

ф о р м у л ан и  хоси л  к д л ам и з . (2) ф о р м у л ага  уш бу

J (2 )
у

у р н и га  к у й и ш н и  б аж ар и ш  н ат и ж ас и д а

(- (х^> .х )-^>(х—>х) (3)

и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л ага  эга  б у л ам и з. х ->  х  — IV 2 а к с и о м а  
ва (3) ф о р м у л ага  н и с б а т ан  хулоса к р и д а с и н и  к ^ л л аш  н а т и 
ж аси да

|~ х —»х (4 )

и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л ага  к е л а м и з . Н и х о я т , (4) ф о р м у л ад аги  
х  узгарувчи  у р н и га  А ф о р м у л а н и  к у й с а к ,

\ - А ^ А

и с б о т л а н и ш и  к е р ак  булган  ф о р м у л а  х о си л  б улади .
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2 - м и с о л .  э к а н л и г и н и  и сб о тл ан г .
(г -> х )-> ((г -» у )-> (г -» х л > > ))  — Н 3 ак с и о м а га  н и с б а тан  к е т - 

м а -к е т  и к к и  м ар та  у р н и г а  к у й и ш  у су л и н и  к у л л ай м и з: ав -

вал х  ни х  га ва к е й и н  у  н и  у  га ал м а ш т и р а м и з . Н ати ж ад а  
куй и даги  и сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л ага  эга  б улам и з:

|-  (z -»  х )  - » {(z -»  у)  - » (z -»  х л  j / ) ) .  (5 )

.vvy

(5) ф о р м у л а га  н и с б а т а н  J(5 ) у р н и га  к у й и ш н и  б а ж а - 

р и б , ку й и д аги н и  х,осил к д л ам и з:

h  ( ( х  v у )  —» х )  —> ( ( х  v  у  - >  у )  - > ( x v y ^ j f A  у ) ) . ( 5 . а )  

Э н д и

x v y - > x ,  (6 )

x v y - ^ y  (7 )

ф о р м у л а л а р н и н г  и сб о тл ан у вч и  э к а н л и г и н и  ку р сатам и з. Б у 

н и н г  учун (х -»  у)  —> (У -> х)  — IVj а к с и о м а г а  н и сб атан

x v  v

/ ( I V ,)

у р н ш а  к у й и ш н и  б аж а р ам и з . Н ати ж ад а

( -  (х  —> х  v  у )  - » (х  v  у  —» х )  ( 8 )

ф о р м у л ага  эга  б у л ам и з. (8) ф о р м у л а  ва x ^ x v y  — I I I ,  а к с и о 
м ага н и сб атан  хулоса к р и д а с и н и  и ш л ати б , (6) н и н г  и сб о т 
л ан у в ч и  ф о р м у л а  э к а н л и г и г а  и ш о н ч  хо си л  к д л ам и з . Х удди 
ш у каби  (7) н и н г  хам  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а  э к а н л и г и н и  
к у р сати ш  м у м к и н .

(6) ва (5) ф о р м у л ал а р га  хулоса к р и д а с и н и  к у л л асак ,

I (х  v  у —  ̂у) —> (х  v  у —> х  а  у) (9)

и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а  к е л и б  чи к ад и .
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(7) ва (9) ф о р м у л ал а р га  хулоса к о и д а с и н и  куллаб ,

f - x v y —> х л у
д астл аб к и  ф о р м у л а н и н г  и сб о тл ан у вч и  э к а н л и г и н и  хоси л  к д 
л а м и з .

3 -  § .  Келтириб чикариш коидасининг хосилалари

Хосилавий коидалар. Бир всщтда урнига куйиш коидаси. 
Мураккаб хулоса коидаси. Силлогизм коидаси. Контрпози
ция коидаси. Икки марталик инкорни тушириш коидаси.

Х улоса ва у р н и г а  к у й и ш  к,оидалари  с и н га р и  к е л т и р и б  
ч и к а р и ш  к о и д а с и н и н г  х о си л ал ар и  хам  я н г и  и сб о тл ан у вч и  
ф о р м у л ал ар  х о си л  к и л и ш г а  и м к о н  яр атад и .

3 .1. Бир вак,тда урнига куйиш коидаси.
Т а ъ р и ф .  Агар А(хг х2, хп) — исботланувчи формула 

ва Вг В2, ..., Вп мулохазалар хисобининг ихтиёрий формулала
ри булса, у холда А формуланинг jcp х2, ..., хп узгарувчилари 
урнига бир вактда мос равишда В{, В2, ..., Вп формулаларни 
куйиш натижасида С исботланувчи формулани хосил килиш 
бир вактда урнига цуйиш коидаси деб аталади.

Z v  ẑ , ..., z„ л а р  А, В,, В2, ..., Вп ф о р м у л ал а р д а ги  б о ш к а  
узгарувчилардан ф а р к  килувчи  узгарувчилар ва z^Zj (/, у = I, и) 
б у лси н . У х олда А ф о р м у л ад а  п т а  к е т м а -к е т  у р н и га  к у й и ш 
н и  б аж ар ам и з: ав в а л  jc, у р н и га  г, н и , к е й и н  х2 у р н и га  z1 н и  
ва х о казо  хп у р н и г а  z„ н и  к у ям и з. Н а ти ж ад а  ку й и д аги  и с -

" " Z\
б о тл ан у вч и  ф о р м у л а л а р га  эга  булам и з: \- \ (А)  у р н и га  к у й и ш

jfi
12

М ,  н и , |-  | ( Л , )  у р н и г а  кУ йиш  \-А 2 н и , ..., \- j(A n_,) у р н и -
х2 Хп

га к у й и ш  \- Ап н и  б ер ад и .
Б ун дан  к е й и н  Ап ф о р м у л ага  н и с б а т а н  я н а  п та  к е т м а -  

к е т  у р н и га  к у й и ш н и  б аж ар ам и з: аввал  z , у р н и га  5 , н и , к е й и н  
Z2 у р н и га  В2 н и  в а  х о к а зо  z„ у р н и га  Вп н и  к у й и б  ч и к а м и з .
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В\
Б у н и н г  н а т и ж а с и д а  |-  \ { Ап) у р н и г а  к у й и ш д а н  Ь  С, н и ,

2|
Вп

h  / (С |) у р н и г а  к у й и ш д а н  | - С ,  н и , |-  у р н и г а
2̂ /̂7

к у й и ш д ан  |-  Ся н и  х о си л  к и л а м и з . Д е м а к , Сп и сб о тл ан у вч и

ф о р м у л а  А ф о р м у л ад аги  x v х2, ..., хп у згар у в ч и л ар  у р н и га  
б и р  вац тда  м о с  р ав и ш д а  Вг В2, ..., Вп ф о р м у л ал а р н и  к у й и ш  
н ати ж ас и д а  х р си л  булади .

Б и р  в ак гд а  у р н и га  к у й и ш  о п е р а ц и я  (к о и д а )с и н и  к у й и 
д аги ча  и ф о д а л а й м и з :

м  ( оВ\ ,В2
I- |(Л )

.....-'л

3.2. Мураккаб хулоса коидаси. Бу кр и д ад а

^ A xM A 2 M A , M . . \ A n ^ L ) . . . ) ) )

к у р и н и ш д а г и  ф о р м у л ал а р га  н и с б а т а н  и к к и н ч и  х р си л ав и й  
ко и д а  и ш л а т и л а д и  ва ун и  к у й и д аги  тасдик, о р к а л и  и зо х ^ аш  
м у м к и н .

1 - т е о р е м а .  Агар Аг А2, ..., Ап лар ва

A ^ A 2 ^ { A , M - X A „ ^ L ) . . . ) ) )  ( 2 )

исботланувчи формулалар булса, у  холда L хом исботланувчи 
формула булади.

И с б о т .  Т ео р е м ан и  хулоса к о и д аси н и  к е т м а -к е т  ку л л аш  
о р к а л и  и с б о т л а ш  м у м к и н .  Х а к и к а т а н  х а м , а г а р  А[ ва
(2) и сб о т л а н у в ч и  ф о р м у л ал а р  б улса, у хрлда хулоса к ° и д а -  
си га  а с о с а н

Л2- » ( Л 3 ( Л, ->L) . . . ) )  (3)
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\ а м  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а  булади . Аг ва (3) и сб о тл ан у в ч и  
ф о р м у л а  б у лган л и ги  уч у н

A3M - . ( A n̂ L ) . . . )  (4 )

ф о р м у л а  \ а м  и сб о т л ан у в ч и  булади . Х удди ш у н д ай  м у х о к а- 
м а н и  д а в о м  этти р и б , о х и р и  L н и н г  и сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л а  
э к а н л и г и г а  и ш о н ч  \о с и л  к д л а м и з .

М у р ак к аб  хулоса к ,о и д аси н и  сх ем ати к  р а в и ш д а  к у й и д а 
ги ч а  ё зи ш  м у м к и н :

М | , М 2..... \-An, \ - A ^ { A 2M A^ ( . . . (An^L)...)))
\-L ■

3.3. Силлогизм цоидаси.
2 - т е о р е м а .  Агар А->В ва В->С исботланувчи форму

лалар булса, у холда А—>С формула хом исботланувчи булади. 
И с б о т .  Т ео р ем ан и  схем ати к равиш да куйидагича ёзамиз:

\~ А — В — ( & \

х - > ( у —>х) — I, в а  — 12 а к с и -
о м а л а р га  н и с б а т а н  к у й и д а ги

А.В.С B-+C.A
}(1 2) ва / ( I . )

x.y.z х,у

б и р  в ак гд а  у р н и га  к у й и ш  к р и д а л а р и н и  ку л л аш  н ат и ж ас и д а  
у ш б у  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а л а р н и  ^ о си л  к ,илам из:

|-  ( Л- + (В^  С ) ) ^ ( { А - > В ) ^ ( А ^  О ) ,  (7 )

(. {в ^ С ) М А М В - ^ С ) ) .  (8 ) 

Т е о р е м а н и н г  ш а р т и га  а с о сан

\~А^В,  (9 )

| - Я - > С  (1 0 )

ф о р м у л ал а р  и с б о т л ан у в ч и д и р . (10) ва (8) д а н  хул о са  к,оида- 
си га  а с о сан
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b  А ^ ( В ^ С )  (11 )

ф о р м у л а н и  х,осил к д л а м и з . У в ак гд а  (1 1 ), (9) ва (7) д а н

м у р ак к аб  хулоса к о и д а с и га  а с о сан  \ -А->С  э к а н л и г и  к е л и б  
чик;ади.

А гар  А-^В  в а  В—> С и сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л ал ар  булса , у 
\о л д а  А—>С х,ам и сб о т л а н у в ч и  ф о р м у л а  б у л и ш и н и  силло
гизм цоидаси д еб  атай м и з.

3.4. Контрпозиция коидаси.
3 - т е о р е м а .  Агар А—>В исботланувчи формула булса, у  

Холда В -»  А хам исботланувчи формула, яъни

< | 2 >

булади.
И  с б  о т .  (х  -»  у)  -> (у  -> х) — IV, а к си о м ага  н и с б а т а н  

б и р  в актд а  у р н и га  к у й и ш  к о и д аси
А. В

J d v . )
Х.У

н и  ку л л аб ,

Ь  (А -»  fi) -+(В  -> I )  (13)

и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а н и  \о с и л  к и л ам и з. Т е о р е м а н и н г  ш а р - 
т и га  асо сан

(14)

и сб о т л ан у в ч и  ф о р м у л ад и р . Ш у н и н г  учун  (14) ва (13 ) д ан

хул о са  к о и д аси га  ас о сан  (В -> А)  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а  

э к а н л и г и  к ел и б  ч и к ад и .
А гар  А ^ В  и с б о т л а н у в ч и  ф о р м у л а  б у л с а , у  х о л д а

В —> А х,ам и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а  б у л и ш и н и  контрпози
ция ^оидаси д еб  ата й м и з .
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3.5. Икки карралик инкорни тушириш коидаси.

4 - т е о р е м а .  1) Агар А —> В исботланувчи формула 
булса, у  холда А-^В хам исботланувчи булади;

2) агар А —» В исботланувчи формула булса, у холда А^> В 
формула хам исботланувчи, яъни

V А - ^ В  _ \ - А  — / 1 с \
|- А - > В  60  \ - А ^ В

булади.
И с б о т .  х  -> f  — IV 2 ва х  -»  х  — IV , а к с и о м а л а р г а  

н и с б а т а н  уш бу

J ( IV 2) ва J ( IV 3)
X X

у р н и га  к у й и ш  к ,ои д алари н и  ку л л аб ,

b  А ^ А ,  (16 )

(17 )

и сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л а л а р н и  \о с и л  к,илам из. Т е о р е м а н и н г  
1- ва 2 - ш а р т л а р и га  ас о сан

(18)

I- 1 - > В  (19 )

ф о р м у л ал ар  и сб о тл ан у в ч и д и р .
А гар  т е о р е м а н и н г  1- ш ар ти  б аж ар и л са , у \о л д а  (17) ва  

(18 ) ф о р м у л а л а р д а н  с и л л о г и з м  к р и д а с и г а  а с о с а н  \-А-^>В 
к ел и б  ч и к ад и .

А гар  2 - ш а р т и  б аж а р и л са , у \о л д а  (16) ва (19) ф о р м у л а 
л ар д ан  \- А—> В н и  к е л т и р и б  ч и к д р ам и з .

А гар  А -»  В (А  -> В) и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а  булса, у 
\о л д а  А—>В \ а м  и сб о т л а н у в ч и  ф о р м у л а  б у л и ш и н и  икки мар- 
талик инкорни тушириш. коидаси д еб  атай м и з.
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Муаммоли масала ва топширицлар

1. К уй и д аги  и ф о д а л а р н и н г  к,айси б и р и  м у л о х азал ар  х и с о 
б и н и н г  ф о р м у л ал а р и  булади:

1) (Р\ а  р2)-> {p̂  v  р2) ;

2) ((Р\ v / ? 2) v ( p , p 2)) -> р 3;

3) (Р\ —■> ( р 2 v  Pi ) )  у P i ;

4) (Р\ —> р 2) ((Р\ —■> Рг) ~ 1> Р\ ) ;

5) {Р\ а (—» р2) —» (р 2 Р\)\
6) (Р\ —> Рз) -> i(P2 -*  Pi) ~ * ((Pi w Pi) ^  Рг))
7) ((/>, -» p2) ^ i p \  -> л ) )  - > ( л  - » ( л  л л ) ) ;
8)  ( ( / > ,  - »  Р 2 )  - »  ( Й  V  р 2 »  ( A  v  f t )  •

2. К у й и д аги  ф о р м у л а л а р н и н г  х ам м а к д с м  ф о р м у л а л а р и н и  
ёзи б  чик,инг:

А = х -> у  л (х v у ) , Д = (х <-» у) v (х у ),

С = (х  у ) - » (у —» г ) , D = ху v x z v  yz.

I ) х —>(у —>х); 2) о v  b с 3) а а  с v  b

4 )  х —»ул<:; 5 ) x v y ^ - ^ x ;  6 )  x - > y v x A y ;

7 )  ((л  л ) а  (у  > - ) )  -> (х  v  z ) ;

8) (х  -> у )  -> ( (х  -» у )  -> у ) .

3. Ц = (А —> 5 )  - » ( 5  -> / 4) ,  L2 = AvB,  L3 = A-^Bv С ф о р м у 
л ал ар  учун куй и даги  у р н и га  к у й и ш л а р н и н г  н а т и ж а л а р и - 
ни  ёзи н г :

В.С А—>В В->АлВ,В
1) j (Z. , ) ;  2) J ( Z ^ ) ; 3) J ( L 3) ;

.4.Я /1 А,С

А л В. AvB В, А Ал А,С,  А

4 )  } ( / - , ) ;  5 )  j(L2); 6) J(L}).
А.В А.В А,В,С
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4. У р н и га  к у й и ш  к о и д а с и н и  кул л аб , ку й и д аги  ф о р м у л а л а р 
н и н г  и сб о тл ан у вч и  э к а н л и г и н и  и сб о тл ан г:

1) (А-+В)лВ->В;

2) Aa B ^ A a Bv С;

3) (А -»  В) -> ((С  -4  В) —» (A v  С —» 5 ) ) ;

4) С v D С v D \

5) ( Лл  Д -»  ( С -»  Д а О )  - * ((/1л Д -»  О  -> (Л л  Д-> В л С)).

5 . У рн и га  к у й и ш  ва хулоса к р и д а л а р и н и  куллаб , ку й и д аги  
ф о р м у л а л а р н и н г  и сб о тл ан у вч и  э к а н л и г и н и  ан и к ^ а н г :
1) AvA-+A; 2) А->АлА; Ъ) Аа В ^ В а А;

4) A v B —>BvA; 5) (А—>В)—>(А—>А); 6) А —» А .
6. К ел ти р и б  ч и к д р и ш н и н г  х р си л ав и й  к р и д ал ар и д а н  ф о й д а 

л а н и б , ку й и д аги  ф о р м у л а л а р н и н г  и сб о тл ан у вч и  э к а н л и 
ги н и  и сб о тл ан г:

1)  A v  В —» А л В ; 2 )  Л —» /? ;

3) (A-*B)MA^AvB) ;  4 ) F^>A\

5) (А—>В)—>(/4—>Л); 6) А а  А —> F ;

1) ( А В ) а В ^  А ; % ) A a B ^ A w B.
1. К ел ти р и б  ч и к ,ар и ш н и н г  \о с и л а в и й  к р и д а л а р и н и  и с б о т 

л ан г:

h  м _ .  -)ч _ Ы _ .  ->ч _ h _ d _ • л -» Ь Д  .
1'  |- А л В  ’ ^  '  А - + В ’

\ - A a B  ,  |-Д ^ М - * Д , | - Д .  о ч  М , | - Д _
5) - р т " ,  6) 7) p j  , 8) М л В  ,

n \  t / ’ b A .  i m  Ь ^ . | - Д .  | n  h
| - ^ Д  ’ } УА^В ’ И ) М  ’ '  “ ’
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/7 * /  Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Мулохазалар хисоби формуласи тушунчаси. Мантикий бокловчилар. 
Символлар. К исмий формула.

2. Исботланувчи формула таърифи. Мулохазалар хисобининг аксио
малар системаси (тизими). Келтириб чик,ариш коидалари.

3. Келтириб чикариш  коидасининг хосилалари.
4. Бир вактда урнига куйиш  ва мураккаб хулоса коидалари.
5. Силлогизм, контрпозиция ва икки мартапик инкорни туш ириш  

коидалари.

4 - § .  Формулалар мажмуасидан формулани келтириб 
чикариш коидаси

[7 [  Келтириб чикариш коидаси. Келтириб чикариладиган фор
мулалар синфи. Исботланувчи формулалар синфи.

Н -  {А,, А2, ..., А )  ч ек л и  ф о р м у л ал а р  м аж м у аси  (ту п л а
м и ) б ер и л га н  б у лси н . Бу ф о р м у л ал а р  м а ж м у аси д ан  ф о р м у 
л ан и  к е л т и р и б  ч и к а р и ш  ту ш у н ч аси н и  б ер ам и з.

Т а ъ р и ф .  1) Хар кандай А ^ Н формулалар мажмуаси 
Н дан келтириб чикариладиган формуладир.

2) Хар кандай исботланувчи формула Н дан келтириб чи- 
карилади.

3) С ва С—> В лар Н формулалар мижмуасидан келтириб 
чикарилган формулалар булса, у  холда В формула хам Н дан 
келтириб чикарилади.

Б и р о р  В ф о р м у л а  Н ф о р м у л ал а р  м аж м у аси д ан  к е л ти р и б

ч и к а р и л а д и га н  булса, у н и  с и м в о л и к  р ав и ш д а  Н\- В ш а к л д а  
ёзам и з.

А гар  Н  буш  ту п л ам  ё к и  э л е м ен т л ар и  ф а к а т  и с б о т л а н у в 
чи ф о р м у л ал а р д а н  и б о р а т  б улса , у холда Н  д ан  к е л т и р и б  
ч и к а р и л а д и га н  ф о р м у л ал ар  с и н ф и  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а 
лар  с и н ф и  б и л ан  м ос к ел ад и . А гар  ф о р м у л ал ар  м аж м у аси  
Н н и н г  хеч  б у л м аган д а  б и тта  э л е м ен т и  и сб о т л ан м ай д и ган
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ф о р м у л ад ан  и б о р ат  булса, у х,олда Н д ан  к ел ти р и б  ч и к а р и 
л ад и га н  ф о р м у л а л а р  с и н ф и  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л ал ар  с и н -  
ф и га  н и с б а т ан  кенгрок , булади .

М и с о л .  Av В ф о р м у л а  Н= { А , В} ф о р м у л ал ар  м а ж м у а 
си д ан  к е л ти р и б  ч и к ,ар и л и ш и н и  и сб о тл ан г.

И с б о т .  Ае Н ва  Be Н б у л ган л и ги  учун  ф о р м у л ан и  к е л 
т и р и б  чик,ариш  к о и д аси га  ас о с а н

Н \ - А ,  ( I )

Н \- В. (2 )

А.В.Л В.А

И 3 ва I, а к с и о м а л а р г а  н и с б а т а н  J ( 113) ва J(T, )  у р н и га
х . у . Z х , у

К у й и ш л ар н и  б аж а р ам и з . Н ати ж ад а  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а 
л ар  хоси л  булади . У лар ф о р м у л ан и  к е л ти р и б  ч и к ар и ш  к о и д а 
си га  асо сан  Я  д а н  к е л т и р и л и б  ч и к а р и л а д и , яъ н и

Н Ь  (А^А)  —>((Л —>В)—>(А—>АлВ)),  (3 )

Н\- В- >(А-*В)  (4 )

к а б и  булади. А->А и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а  э к а н л и г и  учун

Н\- А- *А.  (5 )
(5) ва (3) ф о р м у л а л а р д а н  х у л о са  к о и д аси га  ас о с а н

Н\-(А->В)^>(А-+АлВ)  ( б ) '

н и  хо си л  к и л а м и з . Х удди ш у  к аб и  (2) ва (4) ф о р м у л ал а р д а н

Н\- (А->В)  (7 )

м у н о сабатга  к е л а м и з . (7) ва (6) ф о р м у л ал а р д а н  хулоса к о и д а 
си га  асо сан

Н \ - А - > А л В  (8 )

к е л и б  ч и к ад и . У холда (1) ва (8) ф о р м у л ал а р д а н

Н \ - А л В  (9 )

н и  хоси л  к и л а м и з , я ъ н и  Ал В ф о р м у л а  Н ф о р м у л ал а р  м а ж 
м у аси д ан  к е л и б  ч и к и ш и н и  ку р сатд и к .
9 -  Х-Тураев
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Н ф о р м у л ал а р  м аж м у аси д ан  б и р о р та  и х ти ё р и й  ф о р м у 
л а н и  к е л т и р и б  ч и к д р и ш д а  м у р а к к а б  хулоса к;оидасидан  хам  
ф о й д а л ан са  булади . Бу холда (9) м у н о саб атга  (5), (7 ), (1) ва
(3) м у л о х азал ар  орк,али к е л и ш  м у м к и н .

5 - § .  Келтириб чикариш (исботлаш) туш унчаси.
Дедукция теоремаси. Умумлаш ган  

дедукция теоремаси

[7 [ Исботлаш тушунчаси. Келтириб чикаришнинг хоссалари.
Келтириб чикаришнинг асосий коидалари. Дедукция тео
ремаси. Дедукция умумлашган теоремаси. Конъюнкцияни
киритиш цоидаси. Дизъюнкцияни киритиш коидаси.

5 .1. Келтириб чикариш (исботлаш) тушунчаси.
Т а ъ р и ф .  Агар Вг В2, ..., Вп чекли формулалар кетма- 

кетлигининг хар кандай хади куйидаги уч шартнинг бирорта- 
сини каноатлантирса, у холда бу кетма-кетлик Н  чекли фор
мулалар мажмуасидан келтириб чицарилган деб аталади:

1) Н формулалар мажмуасининг бирорта формуласи;
2) исботланувчи формула;
3) Вх, Вг, ..., Вп кетма-кетликнинг исталган иккита ол- 

динма-кейин келадиган элементларидан хулоса коидасига асо
сан хосил килинади.

О л д и н ги  п ар агр аф даги  м и со л д а  ку р сати лд и ки , Н -  {А, В} 
д ан  к у й и д аги  ф о р м у л ал ар  ч ек л и  к е т м а -к е т л и ги  к е л т и р и л и б  
ч и к д р и л ад и :

А, В, ( А^А) - >( ( А- >В)^(А^АлВ) ) ,  В->(А^>В),
А, В, А —>А, (А—>В)^(А^(АлВ)) ,  А—>В, А-^АлВ, АлВ.

А гар  м у р а к к а б  хулоса к р и д аси д ан  ф о й д а л а н с а к , у холда 
(и сб о т) к е л т и р и б  чик ,ариш  ф о р м у л ал а р и  к у й и д аги ч а  булади:

А, В, ( А ^ А ) ^ ( ( А ^ В ) ^ ( А ^ А л В ) ) ,
5 —>(/!—» 2?), А—>А, А —>В, АлВ.
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Ф о р м у л ан и  к елти р и б  ч и к ар и ш  ва ф о р м у л ал ар  м а ж м у а 
с и д а н  к е л т и р и б  чик,ариш  т а ъ р и ф л а р и га  асо сан  к е л т и р и б  ч и -  
К ар и ш н и п г  куй и даги  х о ссал ар и  х о си л  булади:

1) Я  ф о р м у л ал ар  м аж м у аси д ан  к е л ти р и б  ч и к ар и л га н  ч е к 
л и  к е т м а -к е т л и к н и н г  б о ш л ан ги ч  к и см и  \а м  Я  д а н  к е л т и 
р и б  ч и к а р и л а д и га н  булади ;

2) агар  Я  д ан  кел ти р и б  ч и к ар и л га н  к е т м а -к е т л и к н и н г  
и к к и т а  куш  ни  \а д л а р и  (эл ем е н т л ар и ) о р ас и га  Я  д а н  к е л т и 
р и б  ч и к а р и л га н  б и р о р  б о ш к а  к е т м а -к е т л и к  к у й и л са , у х о л д а  
Хосил к и л и н г а н  ян ги  ф о р м у л ал а р  к е т м а -к е т л и ги  хам  Я  д а н  
к е л т и р и б  ч и к а р и л и ш и  м у м ки н .

Х а к и к ат а н  хам , м а сал ан , агар  Bv В2, ..., В., Вм , ..., Вк ва  
С г С2, ..., Ст л а р  Я л а н  к ел ти р и б  ч и к а р и л с а , у в ак гд а  к е л т и 
р и б  ч и к ар и ш  т а ъ р и ф и га  ас о сан  Вг В2, ..., Вр С{, С2, ..., Ст, 
Bi+ р ..., Вк хам Я  д ан  к е л т и р и б  ч и к а р и л а д и га н  б улади .

3) Я  ф о р м у л ал ар  м аж м у аси д ан  к е л ти р и б  ч и к ар и л ган  ф о р 
м у л ал ар  к е т м а -к е т л и г и н и н г  хар к а н д а й  хали  Я  д а н  к е л т и 
р и б  ч и к а р и л а д и га н  ф о р м у л ад и р .

4) агар  Я с  W булса, у холда Я  д ан  к е л т и р и б  ч и к а р и л г а н  
Хар к ан д ай  ф о р м у л а  W  н и н г  хам ф о р м у л а с и  булади .

5) В ф о р м у л а  Я  д а н  к е л т и р и б  ч и к а р и л а д и га н  ф о р м у л а  
б у л и ш и  учун Я  д а н  к е л т и р и б  ч и к а р и л г а н  и х ти ёр и й  ф о р м у 
л ал ар  к е тм а-к етл и ги д а  бу ф о р м у л а н и н г  м авж уд  б у ли ш и  е т а р 
л и  ва зарурд и р .

5.2. Келтириб чикариш коидаси. Я  ва W  м у л о х аза л ар  
Х и со б и н и н г  и к к и т а  ф о р м у л а л а р  м а ж м у ас и  б у л с и н . Я , W  
о р к а л и  бу м а ж м у а л а р н и н г  й и г и н д и с и н и  (б и р л а ш м а с и н и )  
б ел ги л а й м и з , я ъ й и

Я , W=  Я U W.

А гар W м аж м у а  б и тта  С  ф о р м у л а д а н  и б о р а т  б у л ган д а

Хам H{ J{ Q  б и р л а ш м а н и  Я , С  к у р и н и ш д а  ёзам и з.
Э н д и  к е л т и р и б  ч и к а р и ш н и н г  а с о с и й  к о и д а л а р и н и  к у р и б  

у там и з .
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Т Я Н  
1‘ Н, W\- А '
Б у  к;оида б ев о си та  ф о р м у л ал а р  м а ж м у аси д ан  к е л т и р и б  

чик;ариш  к р и д а с и д а н  х,осил б улади .

j j  н , с \-а , н у с

И с б о т .  К р и д а н и н г  ш а р ти га  асо сан  Я , С ф о р м у л ал а р  
м а ж м у а с и д а н  А ф о р м у л а  к е л т и р и б  ч и к а р и л а д и . Ш у н и н г  
учун Я, С д а н  о х и р ги  ф о р м у л ас и  А булган  к е л т и р и б  ч и к д - 
р и ш  м авж уд:

Х удди  ш у  к а б и  Я  ф о р м у л ал а р  м аж м у аси д ан  С  ф о р м у л а 
н и  к е л ти р и б  ч и к а р и л и ш и  м у м к и н л и ги д ан  Я  д а н  к е й и н г и  
ф о р м у л ас и  С  булган  к е л т и р и б  ч и к а р и ш  м авж уд:

(1) к е л т и р и б  ч и к а р и ш д а  С ф о р м у л а  и ш т и р о к  э т м аган  
Холда, у ф а к а т  Я  ф о р м у л ал ар  м аж м у аси д ан  к е л т и р и б  ч и к а 
р и л г а н  к е т м а -к е т л и к д а  б у лади . Д е м а к , Я  д а н  А ф о р м у л а  
к е л ти р и б  ч и к ар и л а д и .

А гар  (1) к е л т и р и б  ч и к а р и ш д а  б и р о р та  ф о р м у л а  С  булса 
(м асал а н  ф о р м у л а  В), у  холда 5_, ва 5  , ф о р м у л ал а р  о р а с и - 
га  (2) н и  к у я м и з . Н ати ж ад а  к у й и д аги  ф ак ат  Я  д ан  к е л т и р и б  
ч и к а р и ш н и  о л ам и з:

Вр В2, ..., Я_р С,, С2, ..., С ,  Вм , ..., Вк1, А.

Ш у н д ай  к и л и б , Я  д ан  А ф о р м у л а  к ел ти р и б  ч и к ар и л а д и . 

ттт  h , c \ - a , w \ - c
H ,W \ - A

И с б о т .  Я , С (- А б у л г а н л и г и  у ч у н  I к о и д а г а  а с о с а н  

Я , W, СЬ  А. К ,о и д ан и н г  ш а р т и г а  б и н о а н  W\- С, у  х о л д а  

I кои дага  кура Я , W\- С. II кои дадан  ф о й дал ан и б  Я , W\- А н и  
т о п а м и з .

н\-А

( О

С , ,  с „  . . . ,  С  , с .Р 2’ ’ т ’ (2)
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И с б о т .  С->Л ф о р м у л а  Я  ф о р м у л ал ар  м аж м у аси д ан  к е л 
т и р и б  чик ,ари лад и ган ли ги  сабабли  Я  н и н г  ш ун дай  к е л т и р и б  
ч и к а р и ш и  м авж у д к и , у н и н г  о х и р и д а  С -> Л  ф о р м у л а  ту р ад и :

Э н д и  Я  ф о р м у л ал а р  м аж м у аси га  С ф о р м у л а н и  к у ш и б , 
Я , С ф о р м у л ал а р  м аж м у ас и н и  хо си л  к и л ам и з . (3) к е л т и р и б  
ч и к а р и ш г а  С  ф о р м у л а н и  к у ш и б , у ш б у  к е л т и р и б  ч и к а р и ш г а  
эга  булам и з:

У з н ав б а т и д а  бу Я , С ф о р м у л ал а р  м а ж м у а с и н и н г  к е л 
т и р и б  ч и к а р и ш и  булади .

(4) н и н г  о х и р и га  А ф о р м у л а н и  ё зи ш  м у м к и н , ч у н к и  у  
хул о са  к о и д а с и га  а с о с а н  С->А ва  С  ф о р м у л ал а р д а н  х о си л  
К и л и н ад и . Д е м а к , о х и р ги  ф о р м у л ас и  А б у лган  Я , С  ф о р м у 
л а л а р  м а ж м у а с и н и н г

к е л т и р и б  ч и к а р и ш и га  э га  б у л ам и з, бу ер д ан  Я , С \- А э к а н 
л и ги  к ел и б  ч и к ад и .

А в в а л  Я , С ф о р м у л а л а р  м а ж м у а с и н и н г  х а р  к а н д а й  
Bv В2, ..., Вк к е л ти р и б  ч и к а р и ш и  учун  Н\- С^>Вк н и н г т $ т р и -  
л и г и н и  м а т е м а т и к  и н д у к ц и я  м ето д и д ан  ф о й д а л а н и б  и сб о т  
К илам из.

1. к =  1 хол учун  м а с а л а  ту гр и . Х а к и к а т а н  х ам , а гар  2?, 
ф о р м у л а  Н, С н и н г  к е л т и р и б  ч и к а р и ш и  булса , у в а к г д а  уч 
Х о л  б у л и ш и  м у м к и н :

а) Я ,е  Я ;
б) 5 , — и сб о т л ан у в ч и  ф о р м у л а ,
в) В{ ф о р м у л а  С  н и н г  у зи д и р .

Ву, В2, ..., Bk i, С—>А. (3 )

В,, В2, ..., Bk_v С—>А, С. (4 )

V . Дедукция теоремаси: ■
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а) ва б) д о л л ар  учун  Я  д а н  ку й и д аги  к ел ти р и б  ч и к ,ари ш - 

н и  ё зи ш  м у м к и н : Bv ВХ- ^ ( С ^ В Х). С -> /? г Д ем а к , Я (- C—>BV
в) хол учун  Я \- С —>С э к а н л и г и н и  и сб о тл аш  кер ак .
А м м о  С —>С и сб о т л ан у в ч и  ф о р м у л ад и р . Ш у н и н г  учун  

уни  х;ар к а н д ай  м аж м у ад ан  к ел ти р и б  ч и к а р и ш  м у м к и н .
2. Э н д и  и ст ал ган  / (/' < к) ч у ку р л и к д аги  хар к а н д ай  к е л 

т и р и б  ч и к а р и ш  у ч у н  м а с а л а  ту гр и  б у л си н  д еб  \и с о б л а б ,  
у н и н г  к ч у к у р л и к д аги  к е л ти р и б  ч и к ар и ш  учун  т у гр и л и ги 
н и  и сб о т  к и л ам и з .

Bv Bv  ..., Вк л ар  Я , С м а ж м у ан и н г  к е л ти р и б  ч и к а р и ш и  
б у л си н , бу ер д а  к > 1. Ш у н и н г  учун хам  Вк ф о р м у л ага  н и с 
б атан  турт хол  ю з б е р и ш и  м у м к и н :

а) Вке Я;
б) Вк — и сб о т л ан у в ч и  ф о р м у л а ;
в) Вк ф о р м у л а  С н и н г  у зи ди р ,
г) Вк ф о р м у л а  хул о са  к о и д аси га  асо сан  к е л т и р и б  ч и к а -  

р и ш д аги  и к к и т а  у н д ан  о л д и н  к е т м а -к е т  кел ад и ган  ф о р м у 
л ал ар д ан  х о си л  к и л и н ад и .

а ), б ), в) х о л атл ар  учун  и сб о т  т у л и к  р ав и ш д а  к=  1 х о л д а- 
ги и сб о тга  м о с  келади .

Ш у н и н г  учун г) х о л н и  ку р ам и з. Бу холда Вк ф о р м у л а  В. 
ва В. ф о р м у л ал а р д а н  хо си л  к и л и н и б  ( i < k , j > k ), В. ф о р м у л а
5  —> Вк к у р и н и ш н и  олади  ва куйидаги  тасд и к тар  тутри булади:

у р н и га  к у й и ш н и  б аж ар и б , ку й и даги  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у 
л ага  эга  б улам и з:

Я  b  С->ВР 
Н \ - С - ^ ( В ^ В к).

(5 )

(6 )

I, ак с и о м а д а

c , B h Bk

J ( I 2)

h  (С,  { В ^ В , ) ) М ( С ^ В ) ^ { С ^ В к)). (7)
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(6 ), (5) ва (7) и ф о д а л ар  Я  д ан  к е л ти р и б  ч и к а р и л а д и г а н  
ф о р м у л ал а р д и р . У ларга м у р а к к а б  хулоса к о и д а с и н и  ку л л аб , 
Я |-  C ^ B k н и  х о си л  к и л ам и з .

Э н д и  у м у м и й , я ъ н и  Я , С\-А б у лган  х о л н и  к у р а й л и к . 
Б у  х о л д а  Я , С  н и н г  Вг В2, ..., Bk_v А к ел ти р и б  ч и к а р и ш и  
м авж уд  булади . Д ем а к , ю к о р и д а  и сб о т  к и л г а н и м и зг а  а с о с а н  
Н\- С^>А т а с д и к  тугри ди р .

Д е д у к ц и я  т е о р е м а с и д а н  м у х и м  а х а м и я т г а  э га  б у л г а н  
К уйидаги  н ат и ж а  к е л и б  ч и к ад и .

Умумлашган дедукция теоремаси:

{С,, С , . Ск}\-А
|-С| —»(С2 (С3->...(С* —>/1)...))

И с б о т .  Hk - { C V С2, C J  б у л си н . Т ео р е м а  ш а р т и га  
асосан  Нк\- А ёк и  Hk V Ск\- А н и н г  тугри ли ги , Нк_х -  Нк 2, Ск_х 
б у л ган л и ги  учун  эса

Н к. р

т а с д и к н и н г  ту гр и л и ги  к е л и б  ч и к ад и . Б у  и ф о д ага  н и с б а т а н  
я н а  д ед у к ц и я  т ео р е м а с и н и  куллаб ,

Н к-2

н и  хо си л  к и л ам и з . Б у  п р о ц е д у р а н и  к м ар та  так р о р л а б , у ш б у  
та с д и к к а  кел ам и з:

Я 0 = 0 | -  С ,-> (С 2-> ( С 3-> ... ( С ^ Л ) . . . ) ) .

А м м о  буш  ту п л ам д ан  ф а к а т г и н а  и сб о тл ан у в ч и  ф о р м у 
л ал ар  к е л т и р и б  ч и к а р и ш  м у м к и н , я ъ н и

Ь  C j—»(С 2—>(С3—>... (С^.—>;4)...)).

к=  1 булган  хусусий  холда

С  \-А 
\ - С ^ А

га эга  булам и з.
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V I. Конъюнкцияни киритиш коидаси:

я Н, н I- в  
Н[-АлВ •

И с б о т .  Б е р и л ган и га  кура

Н\-А,  (8 )

Я Ь  В. (9 )
{А , В] ф о р м у л ал а р  м аж м у аси д ан  Ал В ф о р м у л ан и  к е л т и р и б  
ч и к а р и ш  м у м к и н л и г и , яъ н и

{А, В} \ -АлВ  (10 )

эк а н л и г и н и  ку р сатган  эд и к . К ел ти р и б  ч и к а р и ш н и н г  I к о и д а 
си га  асо сан

Я , А, ВУАлВ,  (1 1 )

Н, А \- В. (12 )

К ел ти р и б  ч и к а р и ш н и н г  II к о и д аси д ан  ф о й д а л а н и б , (11) ва 
(12) м у н о са б а тл а р д а н

Я , А\- АлВ  (13 )

Хамда (8) ва (13) д ан

Н\ - АлВ
л ар и и  хо си л  к и л ам и з .

V II. Дизъюнкциини киритиш коидаси:

Я. А ь С; Я, В у с  
Н ,АчВУС

И с б о т .  Н, А\- С\ Н, В\- С ш ар тл ар д ан  д ед у к ц и я  т е о р е -  
м аси га  ас о с а н

Я М - > С ,  (14 )

Я | - Я - > С  (15 )

ф о р м у л ал а р  кел и б  ч и к ад и .
III а к с и о м а  Я  ф о р м у л ал а р  м аж м у аси д ан  и сб о тл ан у в ч и  

ф о р м у л а  си ф а т и д а  к ел ти р и б  ч и к а р и л а д и , я ъ н и

Я Ь ( Л - > С ) - » ( ( Я - » С ) - > ( ^ Я - » С ) ) .  (16 )
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(14), (15) ва (16) ф о р м у л ал а р га  м у р ак к аб  хулоса к о и д а -  
с и н и  куллаб

H \ - A v B ^ C  (17)

ф о р м у л а н и  хоси л  ки л ам и з.
Э н д и  к е л ти р и б  ч и к а р и ш н и н г  IV к о и д а с и н и  куллаб

/ / ,  AvB\ -  С
ф о р м у л ага  э га  б у лам и з.

6 - § .  Айрим мантик конунларининг исботи

[7 f  Мантик ко ну шар и. Шартларни урин алмаштириш конуни. 
Шартларни кушиш конуни. Шартларни ажратиш конуни.

Д е д у к ц и я  т е о р е м а с и  б и р  к а т о р  м ан ти к , к о н у н л а р и н и  
и сб о тл аш га  ёр д ам  б ер ад и .

I. Асосларни (шартларни) урин алмаштириш конуни:

(у ->£))-> (>>->(*->  г)). ( О

И с б о т .  Н=  { х -> (у —>г), у, х} ф о р м у л ал а р  м а ж м у ас и д ан  
х -» 0 > -> г ), У, х, у — z к е л ти р и б  ч и к а р и ш  к ел и б  ч и к ад и . Д е 
м а к , Н д а н  z ф о р м у л а  к е л и б  ч и к ад и . У холда у м у м л а ш ган  
д е д у к ц и я  т е о р е м а с и г а  а с о с а н  (1) ф о р м у л а  и с б о т л а н у в ч и  
э к а н л и г и н и  х о си л  к и л ам и з .

А со сл ар н и  у р и н  ал м а ш т и р и ш  к о н у н и д а н  и сб о тл ан у в ч и  
ф орм улалар  учун уш бу асо сл ар н и  урин  ал м аш ти р и ш  кои д аси

к ел и б  ч и к ад и .
Х а к и к ат а н  хам , агар

| - * - » ( у - » г )  (2 )

б улса, у холда (1) ва (2) ф о р м у л ал а р д а н  хулоса к о и д а с и г а  
асо сан

Ь > ' - н > ( * - > г )  

ф о р м у л а  хоси л  к и л и н а д и .
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I I .  Асосларни кушиш конуни:

И-х->0'-»г))-»(хл.к->г). (3)
И с б о т .  Н -  х л у } ф о р м у л ал ар  м аж м у аси д ан

л ^ ( у - ^ г ) ,  хлу,  х л у ^ х ,  х л у ^ у ,  х, у, y^>z, z к е л т и р и б  чик,а- 
р и ш  о л и н а д и . Бу э с а  Н  д а н  z ф о р м у л а  к е л и б  ч и к а д и  д е м а к -  
д и р . Бу уз н ав б а т и д а  у м у м л аш ган  д ед у к ц и я  тео р е м а с и га  а с о 
сан  (3) ф о р м у л а н и н г  и сб о т л ан у в ч и  э к а н л и г и н и  к^ф сатади .

А с о сл ар н и  к у ш и ш  к ,онун и дан  и сб о т л ан у в ч и  ф о р м у л а 
л ар  учун а с о с л а р н и  к у ш и ш  к о и д аси

Н * - > ( у - > г ) )
|- Х л у —>z

кел и б  чик,ади.
Х ,аки катан  х,ам, агар

1- x ^ i y ^ z )  (4 )

булса , у х о л да  (3) ва (4) ф о р м у л ал а р д а н  хулоса к о и д ал ар и га  
асо сан  \-XAy^>z э к а н л и г и н и  хо си л  ки л ам и з.

I I I .  Асосларни ажратиш конуни:

(5)
И с б о т .  Н = {х, у, х л у -^z} ф о р м у л ал а р  м аж м у аси д ан  

к ел и б  ч и к а я и г а н  х, у, XAy^z ,  хлу,  z  к е л ти р и б  ч и к а р и ш н и  
к а р ай м и з . Б у н д а  Н ф о р м у л ал а р  м аж м у ас и д ан  z ф о р м у л а 
н и н г  кел и б  ч и к и ш и  к у р и н и б  тури бд и . У холда у м у м л аш ган  
д е д у к ц и я  т е о р е м а с и г а  а с о с а н  (5) ф о р м у л а  и с б о т л а н у в ч и  
э к а н л и г и г а  и ш о н ч  хоси л  к и л ам и з .

А с о сл ар н и  аж р ат и ш  к о н у н и д а н  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а 
л ар  учун  а с о с л а р н и  аж р ати ш  к о и д аси

|-хлу->г
Ь х - Ю ’- к )

хо си л  булади . Х а к и к а т а н  хам , агар

|- X A y ^ z  (6 )

булса , у х о л д а  (5) ва (6) ф о р м у л ал а р д а н  хулоса к о и д аси га  
ас о сан  b - *—>0>— э к а н л и г и  к е л и б  ч и к ад и .
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I V .  Ь  - > v ) -

И с б о т .  I ,  в а  I V ,  ак си о м а л а р д а  к у й и д а ги  

j ( I , )  ва j ( I V , )
У х.У

у р н и га  к у й и ш л ар н и  б аж а р и ш  н ати ж ас и д а

Ь х - > ( .у - » х ) ,  _  (7 )

b  ( у  - » х ) - » ( х  - > у  ) (8 )
и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л ал а р н и  х о си л  к и л а м и з . (7) ва (8) ф о р 
м у л ал ар д ан  си л л о ги зм  к о и д аси га  а с о сан

Ь * - > ( х - > у )
ф о р м у л а  кел и б  ч и к ад и . А со сл ар н и  б и р л а ш т и р и ш  к о н у н и -  
д ан  ф о й д а л ан и б ,

|— х а  х  —> у
ф о р м у л ан и  хоси л  к и л ам и з . И к к и  к а р р а л и к  и н к о р н и  т у ш и 
р и ш  ко и д аси д ан  ф о й д а л а н и б ,

Ь ха  X -» у

ф о р м у л ага  эга  бу лам и з. Бу ер д ан  а с о с л а р н и  аж р ати ш  к о н у -  
н и н и  кул л аб , и с б о т л а н и ш и  к е р а к  б у лган  (5 ) ф о р м у л а н и  к е л 
т и р и б  ч и к ар ам и з .

V .  | - Х А у —» X  V у  .

И с б о т .  Ш 3 а к с и о м а д а  z  н и н г  у р н и га  х л у  н и  к у я м и з: 

|-  (х  -> х  а у ) -»  ( (у  —у х а  у )  —̂ (х  v  у  —̂ х  л  у ) . (9 )

II, ва Н 2 а к с и о м а л а р д а н

Ь  х  а у х  , (1 0 )
Ь * л у - > у  ( 11)

ф о р м у л ал ар  кели б  ч и к ад и . (10) ва (11) ф о р м у л ал ар га  к о н т р 
п о зи ц и я  к о и д а с и н и  кул л аб , у ш б у  ф о р м у л а л а р н и  х о си л  к и л а 
м и з:

h  х  ->  х  л у  , (1 2 )

Ь  у  - > х  л у  . (1 3 )
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Бу ф о р м у л ал а р га  и к к и  к а р р а л и  и н к о р н и  т у ш и р и ш  к,оида- 
с и н и  куллаб , к у й и д аги  ф о р м у л ал а р н и  к е л т и р и б  ч и к ар ам и з:

1- х ^ х л у ,  (14)

\- у  х  л у  . (15)

Э н д и  (9), (14) ва (15) ф о р м у л ал а р га  м у р ак к аб  хулоса к о и д а 
си н и  куллаб ,

b x v y — ( 16)

ф о р м у л ага  э га  б улам и з.
Н и х р ят , (16) ф о р м у л ага  ав в ал  к о н т р п о з и ц и я  к о и д а с и н и  

ва сун гра и к к и  м артали  и н к о р н и  ту ш и р и ш  к о и д аси н и  куллаб , 
и сб о т л ан и ш и  л о зи м  б улган

|— х  л у  х  v у  

ф о р м у л а н и  х о си л  к и л ам и з .

Муаммоли масала ва топширицлар

1. Н ф о р м у л ал а р  м а ж м у аси д ан  к у р сати л ган  ф о р м у л а л а р н и  
к е л т и р и б  ч и к а р и ш  м у м к и н л и ги н и  ку р сати н г:

1) Н =  { / 4 } М - ь 4 ;  2) Н= {А^В,  B - * Q \ - A ^ C \
3) H = { A ^ Q \ - C  - > А \  4) Н={А^>В, В} \ - А\
5) Н={А,  А ^ В } \ - В \  6) Н= { А ^ В } \ - А л С ^ В л С;

’ 7) Н= { А ^ В } \ - { С ^ А ) - > { С ^ В ) \
8) Я = { / ! - > Д } |- ( Я - » С ) - » ( Л - » С ) ;

9) H={ A^> {B^> Q\ -BMA- + C) \
10) Н= {А-*В} \- Av C—>Bv С.

2. У м у м л аш ган  д ед у к ц и я  тео р е м ас и д ан  ф о й д а л а н и б , ф о р 
м у л ал а р н и н г  и сб о тл ан у вч и  э к а н л и г и н и  и сб о тл ан г:
1)  ( х - » _ > ; ) - » ( о > - » г ) - » ( х - » г ) ) ;

2) (Л —> 5 )—>(/4v С —> Bv  Q ;

3) (Л -> Д )-> ((С -» /1 ) -> (С -> Я )) .
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3 . М ан ти к , к р н у н л а р и н и н г  т у гр и л и ги н и  ку р сати н г:

1) х  —> ( х -» у ) ; 2) j c v x ; 3 ) x A > > - > x v _ y .

4. Ш а р т л а р н и  у р и н  а л м а ш т и р и ш , ш а р т л а р н и  к у ш и ш  ва 
ш ар тл ар н и  аж рати ш  к,оидаларидан  ф о й д а л ан и б , б ер и л га н - 
л а р н и н г  т у гр и л и ги н и  и сб отлан г:

1) Ь * -> (у -> х л .У ); 2) \ - ( А ^ В ) л В - * А  ; 3) |-  А ^ ( А ^ В ) .

&  Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Келтириб чикариладиган ва исботланувчи формулалар синфи.
2. Формулалар мажмуасидан формулани келтириб чикариш коидаси. 

Келтириб чикариш (исботлаш) тушунчаси. Келтириб чикаришнинг 
хоссалари ва асосий коидалари.

4. Дедукция теоремаси ва умумлашган дедукция теоремаси.
5. Конъюнкцияни ва дизъюнкцияни киритиш коидалари.
6. М антик конунлари. Ш артларни урин алмаш тириш , куш иш ва 

ажратиш конунлари.

7 -  § .  М улохазалар алгебраси ва мулохазалар хисоби 
орасидаги муносабатлар

[7 [ Мулохазалар хисоби формуласининг киймати. Мулохазалар 
Хисобидаги формулалар билан мулохазалар алгебрасидаги 
формулалар орасидаги муносабатлар. Умулщийматли форму
ла. Айнан чин формула. Келтириб чикариш хщидаги теорема.

М у л о х азал ар  х и со б и  ф о р м у л а л а р и н и  худди  м у л о х азал ар  
ал геб р ас и  ф о р м у л а л а р и  с и ф а т и д а  к а р аш  м у м к и н . Б у н и н г  
учун  м у л о х азал ар  х и со б и  у згар у в ч и л ар и га  м у л о х азал ар  а л 
геб р аси  у згар у в ч и л ар и  с и н г а р и  к а р а й м и з , я ъ н и  у згар у в ч и 
л ар  ч и н  ёк и  ёл го н  (1 ё к и  0) к и й м а т  о л ад и  д еб  х и со б л а й м и з .

л ,  v ,  —  ̂ ва — а м а л л а р и н и  м у л о х азал ар  а л геб р ас и д аги д ек  
а н и к л а й м и з .

М у л о х азал ар  х и с о б и н и н г  хар  б и р  ф о р м у л а с и , у згар у в 
ч и л а р  у н и н г  и ф о д а с и г а  к а н д а й  к и р и ш и д а н  к а т ь и  н а з а р , 
1 ёк и  0 к и й м ат  кабул  к и л ад и . У н и н г  к и й м а т и  м у л о х азал ар  
ал геб р аси д аги  к о и д а л а р  б у й и ч а  х и со б л а н ад и .
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М у л о х азал а р  х и с о б и  ф о р м у л а с и н и н г  к и й м а т и  т у ш у н - 
ч а с и н и  а н и к л а й л и к .

А — м у л о х азал ар  х и со б и  ф о р м у л ас и , х ,, х 2, ..., хп л ар  э са  
А ф о р м у л а  и ф о д а с и г а  к и р у в ч и  у згар у в ч и л ар  (х. *  х.) булсин .
а , ,  а 2, ..., а п л а р  о р к а л и  м о с  р ав и ш д а  х ,, х2, ..., хп у згар у в ч и 
л а р н и н г  к и й м а т л а р и н и  б ел ги л а й м и з , а .е  Ё2 = {0, 1}. ( а , ,  а 2, 
..., о^) в ек то р  2" т а  к и й м а т л а р  сатр и га  эга.

У згар у в ч и л ар н и н г  б и тта  к и й м ат л ар  са тр и  учун  А ф о р 
м у л ан и н г ки й м ати  Ra а _,аи(А) н и  куй и дагича ан и кл ай м и з:

1. А ф о р м у л а н и н г  э н г  катта  у зу н л и к д а ги  к и с м и й  ф о р 
м у л аси  х. б у л ган д а , /?а|в2...„„(*,) = а ,  булади .

2. А гар  к + 1 у зу н л и к д а ги  х ам м а  к и с м и й  ф о р м у л а л а р  
а н и к л а н г а н  б у лса , у  х олда Д а  Д., A v A . ,  Д -> Д ,  Д  ам а л л а р - 
н и н г  б а ж а р и л и ш и  н а т и ж а с и д а  о л и н г а н  к у зу н л и к д а ги  к и с 
м и й  ф о р м у л ал а р  к у й и д а ги  к и й м а т л а р га  эга  булади :

^ а \  42 —а„ (А, -  A  A j  )  — R ai ( Д )  А  /? а[ а2 ( А у  )  ,

К ,  а 2 . . .а.  ( 4  V  A j  )  =  R ai а2 ...ал ( Д )  V  R ai а2 ал ( A j  )  ,

К , а 2 . . . а „ ( А /  A j )  =  /? а | а2 ...а „ (Д  )  R a i a 2 ...an ( A j )  ,

R a i a 2 .. .an ( A , )  =  ^ , o 2 . . . a „ ( 4 ) -

М асал ан , x, v x 4 - » x2 a x 3 ф о р м у л а  x ,, x 2, x 3, x4 
у зга р у в ч и л а р н и н г  (0, 1, 1 , 0 )  к и й м а т л а р  са тр и д а  

^ ll0(x, v  x 4 -»  x 2 a x 3) = 1 к и й м ат га  эга.
Х а к и к а т а н  хам , бу  ф о р м у л а  к у й и д аги  к и с м и й  ф о р м у л а 

л а р га  эга:

х, v x 4, х 2 л х 3 — б и р и н ч и  у зу н л и к д аги  к и с м и й  ф о р м у 
л ал ар ;

х, v  х 4, х 2 л  х 3 — и к к и н ч и  у зу н л и к д аги  к и с м и й  ф о р м у 
л ал ар ;

х 4, х 2, х 3 — у ч и н ч и  у зу н л и к д аги  к и с м и й  ф о р м у л ал а р ;
х3 — т у р т и н ч и  у зу н л и к д а ги  к и с м и й  ф о р м у л а.
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Б у ер д ан  Rollo(x 3) = l ,  Rouo(xi) = ^o llo(* 3) = О, 

^ 0 1 1 0 ( ^ 2 )  =  Ь  ^ 0 1 1 0 (^- 4 )  =

* 0, 10 (*̂ 2 Л *3 ) = Rqi 10 (-^2 ) Л Л0, ю (Х3 ) = 0 , 

^0110 (-^4 )  =  ^ 0 1 1 0 ( ^ 4 )  =  U  ^ o n o ( X |  )  ~  О,  

Rot 1 0 ( ^ 1  V ^ 4 ) = * 0„ o (* ,)  v  У?0||0(л'4) = 1, 

Ло,  Ю ( * 2  А  * 3  )  ~  ^0110 ( Х 2 Л -*3 )  =  1 >

Я о п о ( * 1  v x 4 - > х 2 л х 3 )  =

=  ^ O I I O ^ I  V * . ) - >  ^ 0 l l 0 ( X 2 А * з )  =  1

э к а н л и г и н и  т о п а м и з .
Э н д и  м у л о х азал ар  х и со б и  б и л ан  м у л о х азал ар  ал геб р ас и  

о р ас и д аги  м у н о с а б а т л а р н и  ан и кую вчи  т е о р е м ал ар га  ту х та- 
л и б  у тай л и к .

1 - т е о р е м а .  Мулохазалар хисобидаги хор бир исботла
нувчи формула мулохазалар алгебрасида айнан чин (тавтоло
гия, умумцийматли) формула булади.

И с б о т .  Т е о р е м а н и  и с б о т  к и л и ш  учун  ц у й и д аги  учта 
х о л н и  ку р и б  ч и к д ш га  т у ф и  келад и :

1) м у л о х азал ар  х и с о б и д а ги  х ар  б и р  а к с и о м а  м у л о х аза 
л а р  ал геб р аси д аги  а й н а н  ч и н  ф о р м у л ад и р ;

2) а й н а н  ч и н  ф о р м у л а л а р г а  У рнига к у й и ш  к о и д а с и н и  
к у л л аш  н а т и ж а с и д а  х о си л  к д гш н ган  ф о р м у л а л а р  я н а  а й н а н  
ч и н  ф о р м у л ал а р  булади ;

3) а й н а н  ч и н  ф о р м у л а л а р га  хул о са  к о и д а с и н и  к у л л аш  
н ат и ж ас и д а  х о си л  к и л и н г а н  ф о р м у л ал а р  я н а  а й н а н  ч и н  ф о р 
м улалар  булади .

1 - Х о л н и н г  и с б о т и .  М у л о х азал ар  х и со б и  а к с и о м а -  
л а р и н и н г  а й н а н  ч и н л и г и н и  и сб о т л аш  учун  ч и н л и к  ж а д в а - 
л и д а н  ф о й д а л ан ам и з :
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| "|44|___________________________________ III БОБ. МУЛОХАЗАЛАР ХИ СОБИ

а) и ф о д а си д а  б и тта  у згар у вч и си  б ор  ак си о м ал ар :

X IV, IV,

1 1 1

0 1 1

б) и ф о д а си д а  и к к и т а  узгар у вч и си  бо р  ак си о м ал ар :

.V у I, II, П2 Ш, III, IV,
1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 I 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1

в) и ф о д а си д а  учта у згар у вч и си  бор  ак си о м ал ар :

X У г I, Из III,

1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1

1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1
0 0 1 I 1 1
0 0 0 1 1 1

2 - х . о л н и н г  и с б о т и .  А ввал ку й и д аги  л е м м а н и  и с 
б о т  к д и ам и з .

Л  е м м а . А ва В формулаларнинг ифодасига кирувчи хамма 
узгарувчилар х2, хп, х ва бу узгарувчиларнинг ихтиёрий кий
матлар сатри эса а , ,  а 2, а п, а булсин. Агар Raia2 ,antt(B) = (3
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И с б о т .  Л е м м а н и н г  и с б о т и н и , ф о р м у л а н и н г  т у зи л и - 
ш и н и  х,исобга о л ган  х олда , и н д у к ц и я  м ето ди  б и л а н  ам ал га  
о ш и р а м и з .

а) А ф о р м у л а  х  д а н  ф арк, кд п у вч и  х  у згар у вч и  б у лси н . 
У  х о л д а

К,  а, ... а„ а (Х/ )а < > \ (Х/ ) = Х/ 5

ЯL°1 02 ••• а п а 1(A)

я ъ н и  л е м м а н и н г  тасд и ги  тугри  булади .
в

б) А ф о р м у л а , х  у згарувч и  б у лси н . У х олда \ (А)  у р н и га  

к у й и ш  В н и  б ер ад и  ва

Яа,а2 ... а„ а Н А )

н и  о л ам и з , я ъ н и  л е м м а н и н г  тасд и ги  я н а  тугри  булади .
в) А = А{ * А2 хам да Д  ва Д  ф о р м у л ал ар  учун  л е м м а н и н г  

ш а р т л а р и  б аж а р и л си н . У  холда А ф о р м у л а  уч ун  л е м м а  т а с -  
д и г и н и н г  т у ф и л и г и  куй и даги  тен гл и к л ар д ан  к е л и б  ч и кад и :

К , а 2 ... ап а

1 а2 ... а

](А)
X

К Д )  * / ( Д )
X X

^Dq а2 ... а„а К Д  * Д )

= Дх, а2 ... а. « J (Д  ) * К  а 2 ... а „  а  1 ( Д  ) =

= К [а2 ...а„Р(А) * Я<х\ а 2 ... а„Р( Д  ) = ^ , а 2 ...а„Р(Д * Д )  = ^ , а 2 ...о ,РН )-

А = Д  бу лган  хол учун  хам  л е м м а н и н г  тас д и ги  ю к о р и -  
д а ги д е к  и сб о тл ан ад и . Э н д и  2- х о л н и н г  и сб о ти га  у там и з.

Л е м м а .  А — берилган формула, х — узгарувчи, В — муло
хазалар хисобининг исталган формуласи булсин. Агар А айнан

в
чин формула булса, у  холда \ (А)  формула хам айнан чин фор
мула булади.
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И с б о т .  х ,, х2, ..., хя, х  л а р  А в а  В ф о р м у л ал а р  и ф о д а си га
к и р у в ч и  у з г а р у в ч и л а р  б у л с и н . У з г а р у в ч и л а р н и н г  х а м м а

в
2”*' та  ( а , ,  а 2, ап, а )  к и й м а т л а р  са т р и д а  \ (А)  ф о р м у л а

* в
ч и н  к и й м а т  кабу л  к и л и ш и н и  к у р сати ш  л о зи м . j (A)  ф о р 

м ула а й н а н  ч и н  ф о р м у л а  э м ас  д еб  ф а р а з  к и л а м и з . У холда 
ш у н д ай  ( а ° ,  а 2, ..., а ° ,  а 0 ) к и й м а т л а р  сатр и  т о п и л и б ,

R.fi.
( В
№

б у л а д и .  Б у н д а н  у з  н а в б а т и д а  л е м м а  ш а р т и г а  а с о с а н
Лао„о аоаоР(Л) = 0 э к а н л и г и н и  т о п а м и з . А м м о  бу А н и н г

а й н а н  ч и н  ф о р м у л а  э к а н л и г и г а  зи дд и р . Д е м а к , х ам м а к и й -  
в

м атлар  са тр и д а  \ (А)  ф о р м у л а  ч и н  к и й м а т  кабул  к и л ад и  ва 

у а й н а н  ч и н д и р *
3 - х о л н и н г  и с б о т и .  Агар С ва С->А формулалар ай

нан чин булса, у  холда А хам айнан чин формула булади.
И с б о т .  xv х2, хп л ар  С ва А ф о р м у л ал а р  и ф о д а си га  

ки р у в ч и  у згар у в ч и л ар  б у л си н . А — а й н а н  ч и н  б у л м аган  ф о р 
м ула д еб  ф а р а з  к и л а м и з . У х олда у згар у в ч и л ар н и н г  ш у н д ай  
( а “, cQ, кийм атлар  сатри мавжуд буладики, ^ о ^  ао (А) = 0 

булади . Бу ер д ан  / t y ao ao (С  ->  А) = / t y ao „о (С) / ^ Оо „о (А) = 
= 1 —> 0  = 0 э к а н л и г и  к е л и б  чик;ади. Б у  н ат и ж а  С->А ф о р 
м у л а н и н г  а й н а н  ч и н  э к а н л и г и г а  зи д д и р . Б у  к а р а м а -к а р ш и -  
л и к  А а й н а н  ч и н  ф о р м у л а  э к а н л и г и н и  и сб о тл ай д и .

2 - т е о р е м а  (келтириб чикариш хакида). А — мулохаза
лар хисобининг бирор формуласи; х ,, х2, хп — шу А формула 
ифодасига кирувчи узгарувчилар ва а , ,  а 2, ..., а я — узгарувчи
ларнинг ихтиёрий кийматлар сатри булсин. Н оркали чекли 
формулалар мажмуасини белгилаймиз. Агар

Гх, , а гар  а ,  =  1 булса, 
х , '  =  -! _

[х ,, агар  а ,  = 0 булса,
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у  холда Н = {х*', х22,..., х ф о р м у л а л а р  мажмуаси 
учун:

О Ла1а2 ая(/4) = 1 булган холда Н\-А;

2) /?а|а2 (Л ) = 0 булган холда Н \ - А  булади.
И с б о т .  Т е о р е м а н и н г  и с б о т и н и  ф о р м у л а  ту зи л и ш и га  

К араб и н д у к ц и я  м ето ди  б и л ан  о л и б  б о р ам и з .
1. А ф о р м у л а  х. у згарувч и  б улси н :

а ) а г а р  Rayai „„ (* ,) = а, , =  1 б у л с а , у х о л д а  x. \ -x j ё к и  

\-хР я ъ н и  х “' \-А.  Д е м а к , Н\- А;
б) а га р  Яа,а2...ая(х,.) = а, = 0  б улса , у х о л д а  х,. (- xi ё к и

х “' |-  Х-, я ъ н и  х “‘ |-  А . Д е м а к , Н\- А .
2. Э н д и  ф а р а з  к и л а м и з к и , Вх в а  В2 ф о р м у л а л а р  уч у н  

т е о р е м а  турри д еб  к а р ал ган  х олда А ф о р м у л а  к у й и д а ги  ту р т  
к у р и н и ш н и н г  б и р и  булсин :

I. Я ,л Д 2; II. Btv B 2; II I . В{~*В2; IV. В{.
Х а р  б и р  х о л н и  ал о х и д а  к у р и б  у там из.
I. А ф о р м у л а  В{лВ2 к у р и н и ш г а  эга:

а) агар  ^ |02 „Д Д  лВ2) = \ б улса, у  холда  Rai „2 ая ( Д , ) = 1 

в а  Rai<xi 0„ ( ^ 2 ) =  1 к е л и б  ч и к ад и . Б у н д ан  к и л и н г а н  ф а р а з и -  

м и зга  к у р а  Н\- В{ ва  Н \- В2. Б у  ер д ан  уз н ав б а ти д а  к о н ъ ю н к -  

ц и я н и  к и р и т и ш  к о и д а с и г а  а с о с а н  Н \- ВхлВ2, я ъ н и  Н \- А 
Хосил булади ;

б ) агар  0л(Д  л  Bj) = 0 булса, у х о л д а  Ratai .„„ (Я ,) =  0

ё к и  Raia2...an(B2) = 0 б у л а д и .  М а с а л а н ,  Я01«2 Я, )  =  0 
д е й л и к , у холда  ф а р а зи м и зг а  ку р а

Н \ - В х. (1 )

I I ,  а к с и о м а га  кура |-  В{лВ2—>Вг  Б у  ер д ан  к о н т р п о з и ц и я  
к о и д а с и га  ас о с а н
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|-  Bi ^ B l л В2 (2 )

кели б  ч и к ад и . (1) ва (2) ф о р м у л ал а р д а н  хулоса к о и д аси га  
б и н о ан  Н Ь В{ л  В2 н и  хо си л  к и л ам и з , я ъ н и  Н\- А .

II. А ф о р м у л а  B{v B 2 к у р и н и ш га  эга  булсин :

а) агар /? ...«„(5, v В2) = 1 булса, у холда хеч булм аганда

К  а2... «„ ( ВХ) = 1 ёк и  Ra< а2 0;1 ( В2) = 1 булади. Rn< а<| ( Я, ) = 1 
б у лси н , у холда  ф а р а зи м и зг а  кура

Н \ - В г (3)

Ш 3 ак с и о м а га  а с о с а н  эса

|-  Вх —» Bf v В2 (4)

кели б  ч и к ад и . (3) ва (4) ф о р м у л ал ар д ан  хулоса к о и д аси га  
асо сан  Н \ - В ^ В 2 н и  хоси л  к и л ам и з , я ъ н и  Н\-А\

б) агар  Ra[ „2...„л (5, v В2) = 0 булса, у холда Rai „2 « „ (# ,)  = О

Ba Rnia, ...а„(В2) ~ 0 булади . Бу ер д ан  Н\-  5 , ва Н\- В2 к ел и б  
ч и к ад и . Уз н ав б а ти д а  к о н ъ ю н к ц и я н и  к и р и т и ш  к о и д аси га  
асо сан

Я Ь Д л Д ,  (5)

га кел и н ад и . И сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л ад ан  ф о й д а л а н и б ,

|— 2?| л  В2 —> Z?| v  В2 (6 )

ни  о л ам и з. (5 ) ва (6) ф о р м у л ал а р д а н  хулоса к о и д аси га  а с о 
сан  Н\-  5, v В2 н и  х о си л  к и л ам и з , я ъ н и  Н\- А .

III.  А ф о р м у л а  к у р и н и ш д а  б у лси н .

а) агар  Ra[а, ая (Я, ->  Д2) = 1 булса, ёк и  / ? „ , . . . „ „ ( 5 , )  = 0 ,

ё к и  Raia2...art(B2) = 1 б у л а д и .  М а с а л а н ,  Ла|И2...„„(Я ,) = О 
булса, у холда

н и  хо си л  к и л ам и з .
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И сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л ад ан  ф о й д а л а н и б  |-  Вх -> (# , —> В2) 
ф о р м у л а н и  т о п а м и з . Бу ф о р м у л ад ан  ас о с л а р н и н г  у р и н  а л 
м а ш т и р и ш  к о и д аси га  ас о сан

b  В\ В2) (8 )

ф о р м у л а н и  хо си л  к и л ам и з . (7) ва (8) ф о р м у л ал а р д а н  хулоса  
К оидасига б и н о а н  Н\- В{^>В2 ф о р м у л а н и  ё за м и з , я ъ н и  Н-^А.

А гар  Rata2 ...ап(В2) = 1 булса, у холда

Н\- В2. (9 )

I, а к с и о м а д а н  ф о й д а л ан и б ,

|- В 2̂ ( В ^ В 2) (1 0 )

ф о р м у л а н и  к е л т и р и б  ч и к ар ам и з . (9) ва (10) ф о р м у л а л а р д а н  
хул о са  к о и д аси га  к у р а  Н\- ВХ-*В2 к е л и б  ч и к ад и , я ъ н и  Н\- А;

б) агар ^ ге„(Я, ^ В 2) = 0 булса, у холда ^ (Д ) = 1

ва Raiai ...а„(Л 2) = 0 булади . Бу ерд ан

Н\-Вл , ( 11)

Н \ - В 2 (12)

э к а н л и г и  к е л и б  ч и к ад и . И сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л а  т а ъ р и ф и г а  
ас о сан

Ь (R\ —>В2) —>(ВХ —» В2).
Б у ф о р м у л ад ан  ас о с л а р н и н г  у р и н  а л м а ш т и р и ш  к о и д а с и г а  
к у р а

| - £ , - » ( ( * , -> Д 2) - > Д 2) (13)

ф о р м у л ан и  к е л т и р и б  ч и к ар ам и з . (11 ) ва (13) ф о р м у л а л а р 
д а н  хулоса к о и д а с и га  б и н о а н

Н \ - ( ( В ^ В 2) ^ В 2) (1 4 )

н и  хо си л  к и л а м и з , уз н ав б а т и д а  у н д а н  к о н т р п о з и ц и я  к о и д а 
с и н и  куллаб
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Н\- в 2 - > ( Я ,  - > Я 2) (15 )

ф о р м у л ан и  к е л т и р и б  ч и к а р а м и з . (12) ва (15) ф о р м у л а л а р 
д ан  хулоса к о и д а с и га  асо сан  Н\-  (5 , -»  В2) ф о р м у л ага  э га  

б у лам и з, я ъ н и  Н\- А .
IV. А ф о р м у л а  Я, к у р и н и ш га  эга  булсин :

а) агар  Ла| а, ... а„ ( Д ) = 1 б улса, у холда Ла |„3 ...вя(Я ,)  = 0 

булади . Д е м а к , Н\-  5 , ,  я ъ н и  Я |- Л ;

б) агар  Ra] а2 ап ( Д ) = 0 б у лса , у холда /?„, а2... „я ( Я , ) = 1 
булади  ва б у н д ан

Н \ - В { (16 )

кели б  ч и к ад и . IV 2 а к с и о м а д а н  ф о й д а л ан и б

Н \ - В ^ %  (17 )

ф о р м у л ан и  ёзам и з. (16) ва (17) ф о р м у л ал ар д ан  хулоса к о и д а 

си га  асо сан  Я \- В{ н и , я ъ н и  Н\- А{ н и  хоси л  к и л ам и з .
3 - т е о р е м а .  Мулохазалар алгебрасининг хар бир айнан 

чин формуласи мулохазалар хисобида исботланувчи формула 
булади.

И с б о т .  А ф о р м у л а  тео р е м а  ш ар ти га  асо сан  а й н а н  ч и н  

ф о р м у л а  б у л ган л и ги  учун Ла,а, ап(А) = 1. Б у н дан  2 - т е о р е 
м ага ас о сан

Я Ы  (18)

кел и б  ч и к а д и , бу ерд а  Я „ = {х“' , . . . ,  х “" } .
( а , ,  а 2, ..., а () к и й м а т л а р  с а т р л а р и н и н г  с о н и  2я тага  тен г . 

Ш у н и н г  учун  (18) ф о р м у л а  х ам м а 2" та  к и й м ат л ар  с а т р и д а  
б аж арилади .

А гар  Я„_[ = { * " ',  х “2, ..., х";1,-'} б улса , у  х о л д а , р а в ш а н -  

ки , Я 1Р x j - А  ва Я л|, хп \ -А булади . Д и з ъ ю н к ц и я н и  к и р и 

т и ш  к о и д а с и га  асо сан  бу х о л да  Я ,, хп v  хп \- А булади . А м м о
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хп v  хп ф о р м у л а  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а  б у л ган л и ги  учун ун и  

Я _ , , xnv x „  ф о р м у л ал а р  м а ж м у аси д ан  о л и б  т а ш л а ш  м у м 

к и н . Д е м а к , Я _ , b  А.
Х удди ш у к аб и  Н„_2 = К ' 1, х у x^f - }, ..., Я 2 = {х"1, х "2}, 

Я , = {х“' } ф о р м у л ал ар  м аж м у ал ар и  учун к е т м а -к е т  Н ^ \-А , 
Н^}\-А  , ..., Н"_2\-А, Нх\-А э к а н л и г и н и  и сб о тл аш  м у м к и н . 

М аъ л у м к и , Я , = {х“' } | -А м у н о саб ат  а ,  = 1 ва а ,  = 0 хдллар  

учун ту гр и д и р , яъ н и  х } - А  ва х, |-А.  Бу ер д ан  д и з ъ ю н к ц и я 

н и  к и р и т и ш  ко и д аси га  асо сан  х, v  х, |-  А га эга  б улам и з. А м м о 

X,VX|  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а  б у л ган л и ги  учун ун и  таш л а б  

ю б о р и ш  м у м к и н . Ш у н д ай  к и л и б , 0 ( -  А. Д е м а к , А и сб о тл а 
н увчи  ф о р м у л а  эк ан .

Муаммоли масала ва топширицлар

1. К у й и д а ги  ф о р м у л а  A = x ,v x 2-»x_4 ва у зг а р у в ч и л а р н и н г : 
1) (0 , 0, 1); 2) (1, 0, 0) к и й м ат л ар  сатр и  б ер и л га н . А ф о р 
м ула ва у н и н г  и н к о р и  А н и  м о с  ф о р м у л ал а р  м аж м у а
си д ан  к е л т и р и б  ч и к ар и н г .

2 . К у й и д аги  ф о р м у л а  А = х, v x 2-> х 3 ва у згар у в ч и л ар н и н г : 
1) (1 , 1, 1); 2) (1 , 0, 1); 3) (0 , 1, 0) к и й м а т л а р  с а т р и  
б ер и л ган . А ф о р м у л а  ва у н и н г  и н к о р и  А н и  м о с  ф о р м у 
л ал ар  м аж м у аси д ан  к е л т и р и б  ч и к а р и н г .

3 . К у й и д аги  ф о р м у л а  А -  (х  v  у ) -> х  л z ва  у згар у в ч и л ар 
н и н г: 1) (1, 0 , 0); 2) (0 , 1, 1); 3) (0 , 1, 0) к и й м а т л а р  сатр и  
б ер и л ган . А ф о р м у л а  ва у н и н г  и н к о р и  А ни  м о с  ф о р м у 
л ал ар  м аж м у аси д ан  к е л т и р и б  ч и к а р и н г .

4. У м у м л аш ган  д ед у к ц и я  т е о р е м а с и д а н  ф о й д а л а н и б , к у й и -  
д аги  ф о р м у л а л а р н и н г  и сб о тл ан у в ч и  э к а н л и г и н и  ва  ул ар  
м у л о х азал ар  ал геб р аси д а  а й н а н  ч и н (т а в т о л о г и я )  ф о р м у 
л ал ар  э к а н л и г и н и  и сб о тл ан г:
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(*->>’) -> (xv z - ^ y v  z)\ 

{ x ^ > y ) ^ { ( z ^ > x ) - * ( z ^ > y ) ) .

5. Xf v x4 -> л-, л x 3 ф о р м у л а  x r xr  ху jc4 у згар у в ч и л ар н и н г

(0 , 1, 1 , 0 ) к и й м а т л а р  сатр и д а  Л0 ||0 (х, v х4 -> х2 л х 3) = 1 

К ийм атга эга  э к а н л и г и н и  и сб о тл ан г.

Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Мулохазалар хисоби формуласининг киймати.
2. Мулохазалар алгебраси ва мулохазалар хисоби орасидаги муноса

батлар.
3. Умумкийматли ва айнан чин формулалар.
4. Келтириб чикариш  \акидаги  теорема.
5. Мулохазалар хисобидаги формулалар билан мулохазалар алгебра

сидаги формулалар орасидаги муносабатлар.

8 - § .  М улохазалар хисобида ечилиш, зидсизлик, 
туликдилик ва эркинлик муаммолари

[ 7 |  Ечилиш муаммоси. Зидсизлик муаммоси. Тулщлилик муам
моси. Эркинлик муаммоси. Аксиоматик назария. Тор маъ
нода тулик;. Кенг маънода тулик;. Эркин аксиома. Эркин 
аксиомалар системаси. Тенг кучли формулалар.

\ а р  к а н д ай  а к с и о м а т и к  н а з а р и я н и  асо сл аш  учун  к у й и 
д аги  туртта м у а м м о н и  хал к д л и ш г а  тугри  келади :

1) еч и л и ш ; 2) зи д с и зл и к ;
3) т у л и к д и л и к ; 4) э р к и н л и к .

8 .1. Мулохазалар хисобининг ечилиш муаммоси. М у л о 
хазалар  х и со б и д аги  и х ти ёр и й  ф о р м у л ан и  и сб о тл ан у вч и  ёк и  
и сб о тл ан у в ч и  э м а с л и г и н и  а н и к л а б  б ер у вчи  а л г о р и т м н и н г  
м авж у д л и ги н и  и сб о тл аш  м у ам м о си  м у л о х азал ар  х и с о б и н и н г  
ечилиш муаммоси д еб  аталади .
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8- §. Мулощзашр ицсобида ечишш, зидсизлик, тулш(ли,тк ва эркишшк мусишашри 153

1 - т е о р е м а .  Мулохазалар хисоби учун ечилиш муаммоси 
Хал щлинувчидир (ечилувчидир).

И с б о т .  О л д и н ги  п ар агр а ф д а  а й т и л га н д е к , м у л о х аза 
л ар  х и с о б и н и н г  и стал ган  ф о р м у л а с и н и  м у л о х азал ар  ал ге б 
р а с и н и н г  ф о р м у л ас и  си ф а т и д а  к,араш  м у м к и н . Д е м а к , бу 
ф о р м у л а н и н г  м а н т и к д й  к и й м а т и н и  у зг а р у в ч и л а р н и н г  и с 
тал ган  к ,ийм атлар  сатр и д а  а н и к л а ш  м у м к и н .

А — м у л о х а з а л а р  х и с о б и н и н г  и х т и ё р и й  ф о р м у л а с и ,  
x v xv  ..., хп э с а  А ф о р м у л а н и н г  и ф о д а си га  ки р у в ч и  у зга 
р у в ч и л ар  б у лси н .

Ка, ...а„(Л) к и й м а т и н и  хам м а 2" та  ( а , ,  а 2, ..., а л) к и й 
м атл ар  сатр и д а  х и со б лаб  ч и к а м и з . А гар х ам м а к и й м а т л а р  

сатр и д а  Ra) ...ап{А) = 1 булса , у холда А ф о р м у л а  а й н а н  ч и н  
булади . Д е м а к , 8 -  § д аги  3 - т е о р е м а га  асо сан  А м у л о х азал ар  
Х и со б и н и н г и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а с и  булади .

А гар  ш у н д ай  ( а “, а “, ..., а ° )  к и й м а т л а р  са тр и  т о п и л и б , 

Raо во (А) = 0 б улса, у холда А а й н а н  ч и н  ф о р м у л а  б у л м а й 
д и . У  холда 8 - §  даги  1 - т ео р е м ага  ас о сан  А и сб о тл ан у в ч и  
э м а с  ф о р м у л ад и р .

Ш у н д ай  к и л и б , м у л о х азал ар  х и с о б и н и н г  и стал ган  ф о р 
м у л аси н и  и сб о тл ан у вч и  ёк и  и сб о тл ан у вч и  э м а с л и г и н и  к у р - 
с а т у в ч и  ю к о р и д а  б а ё н  э т и л г а н  а л г о р и т м  м а в ж у д  э к а н .  
Д е м а к , м улох азал ар  х и со б и  а л г о р и т м и к  еч и лу вч и  н а з а р и я -  
д ир .

8.2. Мулохазалар хисобининг зидсизлик муаммоси.
1 - т  а ъ  р и  ф . Агар мулохазалар хисобининг ихтиёрий А ва 

А формулалари бир пайтда исботланувчи формулалар булол- 
маса, у  холда бундай мулохазалар хисоби зиддиятсиз аксио
матик назария, акс холда эса зиддиятга эга булган аксиома
тик назария деб аталади.

Д е м а к , зи д д и я т с и з  м у л о х азал ар  х и со б и д а  А ва у н и н г  и н 
к о р и  булган  А б и р га л и к д а  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л ал а р  б ула  
о л м ай д и .
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М у лохазалар  х и со б и д а  з и д с и зл и к  м у ам м о си  к у й и д аги ч а  
куйилади: б ер и л ган  м улохазалар  х и соб и  зи д д и я т л и л и к м и  ёк и  
зи д д и я т с и зл и к м и ?

2 - т е о р е м а .  Агар мулохазалар хисобида исботланувчи 
А ва А формулалар мавжудлиги аник,ланса, у  холда бу муло
хазалар хисобида исталган В формула хам исботланувчи фор
мула булади.

И с б о т .  Б у н дан  к е й и н  хар к ан д ай  и сб о тл ан у вч и  ф о р 
м улан и  R ва R = F б и л ан  б ел ги л ай м и з .

1. А ввал хар  к а н д ай  В учун

I~ B ^ R  (1 )

ф о р м у л ан и н г  и сб о тл ан у вч и  э к а н л и г и н и  ку р сатам и з.
Х а к и к ата н  хам , I, ак си о м ад ан  у р н и га  ку й и ш  н ати ж аси д а

\ - R ^ ( B ^ R )  (2 )

н и  хосил  к и л ам и з . А м м о  ш ар тга  кура R и сб о тл ан у вч и  ф о р 
м ула, яъ н и

Ь R  (3 )

У холда (2) ва (3) ф о р м у л ал а р д а н  хулоса к о и д аси га  ас о сан  
(1) ф о р м у л а н и н г  ту гр и л и ги  к ел и б  ч и к ад и .

2. Э н д и  хар к ан д ай  В учун

\ ~F^ B  (4 )

ф о р м у л а н и н г  и сб о тл ан у вч и  э к а н л и г и н и  т ас д и к д ай м и з .
Х а к и к а т а н  хам , IV, ак с и о м а д а н  у р н и га  к у й и ш  н а т и ж а 

сида

|-  (В R) - + ( R ^ В )  (5 )

ф о р м у л а  к е л и б  ч и к ад и . А м м о  и сб о тл аган и м и зга  ас о сан

И Я ^ Д ) .  (6 )

Уз н ав б ати д а  (6) ва (5) д ан  хулоса к о и д аси га  б и н о а н

h  R -> В (7)
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ф о р м у л а н и  хо си л  к и л ам и з . И к к и  к а р р а л и к  и н к о р  а м а л и н и  
т у ш и р и ш  к р и д аси д ан  ф о й д а л ан и б  ва R н и  F б и л ан  а л м а ш - 
ти р и л са ,

1- F- > B
ф о р м у л ага  эга  б у л ам и з, я ъ н и  (4) и сб о т л а н у в ч и  ф о р м у л а 
дир.

3. Х ар  к а н д ай  А учун

\ - Aa A ^ F  (8 )

ф о р м у л а  и сб о тл ан у вч и  э к а н л и г и н и  к у р сатам и з.
Х а к и к а т а н  хам , I, ва IV, а к с и о м а л а р га  а с о сан  к у й и д а ги - 

л ар  и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л ал а р  булади :

I- A M R - + A ) ,  (9 )

Ь ( Л - > Л ) - » М ->/=).  (10)

(9) ва (10) д а н  си л л о ги зм  к о и д аси га  б и н о а н

b  А->( А F)
ф о р м у л ан и  к е л т и р и б  ч и к ар ам и з . Бу ф о р м у л ад ан  а с о с л а р н и  
б и р л а ш т и р и ш  к о и д а с и н и  ку л л аш  н а т и ж а с и д а  \ -Ал A ->F  
ф о р м у л ага  к е л а м и з , я ъ н и  (8) га эга  б у л ам и з.

(4) ва (8) д а н  с и л л о ги зм  к о и д а с и га  ас о с а н

\ - А л А ^ В  ( 11)

ф о р м у л ан и  хо си л  к и л ам и з . А м м о т е о р е м а н и н г  ш а р ти га  ку р а  
(- А в а  (- А , у холда  (- А л А . Д е м а к , В и сб о тл ан у в ч и  ф о р 
м ула булади.

3 - т е о р е м а .  Мулохазалар хисоби зиддиятликсиз назария-
дир.

И с б о т .  М у л о х азал ар  х и со б и д а  А ва  А б и р  в а к т н и н г  
у зи д а  и сб о тл ан у вч и  б у л ад и ган  хеч к а н д а й  А ф о р м у л а  м а в 
ж уд э м а с л и ги н и  к у р сатам и з.

А м у лохазалар  х и с о б и н и н г  и х т и ё р и й  ф о р м у л а с и  б у лси н . 
А гар А исботланувчи  ф орм ула булса, у  холда 7 - § даги  1 -т е о -
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рем ага ас о сан  А а й н а н  ч и н  ф о р м у л ад и р  ва, д е м а к  А а й н а н  

ёл го н  ф о р м у л а  булади . Ш у н и н г  учун хам  А и сб о тл ан у вч и  
ф о р м у л а  б у лм ай д и .

Д е м а к , А ва  А б и р  в ак гд а  и сб о т л ан у в ч и  ф о р м у л ал а р  
була о л м ай д и . Ш у н и н г  учун  хам  м у л о х азал ар  х и со б и  з и д -  
д и я т га  эга  эм ас .

8.3. Мулохазалар хисобининг туликдилик муаммоси.
2 - т  а ъ  р и  ф . Мулохазалар хисобининг аксиомалар систе- 

масига шу хисобнинг. бирор ихтиёрий исботланмайдиган фор- 
муласини янги аксиома сифатида кушишдан хосил буладиган 
аксиомалар системаси зйддиятга эга булган мулохазалар хисо
бига олиб келса, бундай мулохазалар хисоби тор маънодаги 
т улщ  аксиоматик назария деб аталади.

3 - т а ъ р и ф .  \а р  кандай айнан чин формуласи исботла
нувчи формула буладиган мулохазалар хисоби кенг маънодаги 
т улщ  аксиоматик назария деб аталади.

Д ем а к , м у л о х азал ар  х и с о б и н и н г  т у л и к д и л и к  м у а м м о си  
и к к и т а  м а сал ан и  хал к,илиш и керак :

1) я н ги  а к с и о м а  си ф ати д а  б и р о р  и сб о тл ан м ай д и ган  ф о р -  
м у л аси н и  а к с и о м а л а р  с и ст е м ас и га  к у ш и ш  н ати ж ас и д а  м у 
л о х азал ар  х и с о б и н и  к е н г а й т и р и ш  м у м к и н м и  ёк и  й укдш ?

2) м улохазалар  ал геб р ас и н и н г  хар  к ан д ай  ай н ан  ч и н  ф о р 
м у л аси  м у л о х азал ар  х и со б и д а  и сб о тл ан у вч и  б у лад и м и  ёк и  
й у к м и ?

Б у м а с а л а л а р н и н г  еч и м и  к у й и д аги  т е о р е м а л а р н и н г  м а з -  
м у н и д ан  и б о р ат .

4 - т е о р е м а .  Мулохазалар хисоби тор маънода туликдир.
И с б о т  .А  м у л о х азал ар  х и со б и д аги  и х ти ёр и й  и с б о т л а н 

м а й д и г а н  (и с б о т л а н у в ч и  э м а с )  ф о р м у л а , x v х2, ..., хп э с а  
А ф о р м у л а  т а р к и б и г а  ки р у в ч и  у згар у вч и л ар  б у лси н . А и с 
б о т л а н м а й д и га н  ф о р м у л а  э к а н л и г и д а н  у а й н а н  ч и н  ф о р м у 
л а  э м а с . Д е м а к ,  х р х2, . .. ,  хп у з г а р у в ч и л а р н и н г  ш у н д а й
а , ,  а 2, ..., а л к и й м а т л а р  сатр и  м авж у д к и ,
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Х„)) = 0 (1 2 )
булади .

Вг В2, ..., Вп л ар  х р х2, ..., хп у згар у в ч и л ар га  боглик; и х т и 

ё р и й  а й н а н  ч и н  ф о р м у л ал а р  б у л си н . В22 В м а ж - 

м у ан и  (н а б о р н и ) к;арайм из. Бу ер д а

В а, _  J агаР a i =  1 булса,
[5,-, агар  а , = 0 булса.

В"1 . Н"2 fl“"
/4 ф о р м у л ад а  J( /4)  у р н и га  к у й и ш н и  б аж ар и б , уш б у

л'1-*2.....*и

ф о р м у л ага  эга  б улам и з:

А ( В ? ' , В ? , . . . , В ? ) .  (1 3 )
(12) ф о р м у л ан и н г  ай н ан  ёлгон  ф орм ула эк ан л и ги н и  кур

сатам из. хр х2, ..., хп у згарувчиларн и нг и хтиёрий  о ,, а 2, ..., ап 
к,ийм атлар са т р и н и  о л ам и з. Bv В2, ..., Вп ф о р м у л ал а р  а й н а н

ч и н  ф о р м у л а л а р  э к а н л и г и д а н  Ra âi a (Bi) = \ б у л а д и . У  

Холда Л0|0, ...„ „ (£ “■') = а ,  у р и н л и . Д е м а к ,

.... В ? )  = А(а , ,  а 2, ..., а „ )  = 0 .

Бу ерд ан  А(В“' , В22, В%”) н и н г  ай н ан  чи н  ф о р м у л а  
э к а н л и г и  к ел и б  ч и кдп и  ва у 7- § д аги  3 - тео р е м ага  ас о с а н  
и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а  булади .

И к к и н ч и  т о м о н д а н , агар  м у л о х азал ар  х и с о б и н и н г  а к с и о 
м алар и  кд то р и га  А(х,, х 2, ..., х )  ф о р м у л а н и  ян ги  а к с и о м а  
си ф а т и д а  ку ш и б  к у й са к , у холда я н ги  хо си л  булган  м у л о х а
зал ар  х и со б и д а  бу  ф о р м у л а  а к с и о м а  б у л га н л и ги  учун и с б о т 
л ан у в ч и  ф о р м у л а  булади . Ш у  вак ,тн ин г у зи д а  ян ги  м у л о х а
зал а р  х и со б и д а  А( В*{, В*2, . . . ,  Я "") ф о р м у л а  хам  и с б о т л а 
н у вч и  ф о р м у л а  б у л ад и , ч у н к и  у и сб о тл ан у в ч и  ф о р м у л ад ан  
у р н и га  ку й и ш  к,оидаси  о р кд л и  х о си л  к д л и н г а н .
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Ш у н д а й  к ,и л и б , я н г и  м у л о х а з а л а р  х и с о б и д а  и к к и т а  

А(В“' , В р , . . . ,  ) в а  /4 (5 “' ,  B y , В“" ) и с б о т л а н у в ч и  
ф о р м у л ага  э га  б у л ам и з. Д е м а к , я н г и  м у л о х азал ар  х и со б и  
зи д д и ятга  э га  бу лган  а к с и о м а т и к  н а за р и я  э к а н . Бу ер д ан  
у н и н г  то р  м а ъ н о д а  ту л и к д и ги  к ел и б  ч и к ад и .

5 - т е о р е м а .  Мулохазалар хисоби кенг маънода туликдир.
И с б о т .  Б и з  7- п ар агр аф д а  (3 - тео р ем а) м у лохазалар  а л 

г е б р а с и н и н г  хар  б и р  а й н а н  ч и н  ф о р м у л а с и  м у л о х а за л а р  
Х исобида и сб о тл ан у вч и  ф о р м у л а  э к а н л и г и н и  и сб о т  к и л ган  
эди к . Д е м а к , м у л о х азал ар  х и со б и  к ен г  м аъ н о д а  ту л и кд и р .

8.4. Мулохазалар хисоби аксиомаларининг эркинлик 
муаммоси. Х ар  к ан д ай  а к с и о м а т и к  х и со б д а  а к с и о м а л а р н и н г  
э р к и н л и к  м а сал ас и , я ъ н и  б и р о р та  ак с и о м а н и  с и с т е м а н и н г  
колган  а к с и о м а л а р и д а н  к е л т и р и б  ч и к а р и ш  к о и д аси  о р к а л и  
х о си л  э т и ш  м у м к и н м и  ёк и  й у к м и  д еган  м у ам м о  м авж у д  
булади. А гар  б и р о р  а к с и о м а  учун бу м асал а  и ж о б и й  хал э т и л - 
са, у холда бу а к с и о м а  си сте м а  а к с и о м а л а р и  р у й х ати д ан  ч и - 
кар и б  т а ш л а н а д и  ва м а н т и к и й  х и со б  бу б и л ан  у згар м ай д и , 
я ъ н и  и сб о т л ан у в ч и  ф о р м у л ал а р  с и н ф и  у згар м асд ан  ко л ад и .

4 - т  а ъ  р и ф  . Агар А аксиомани мулохазалар хисобининг 
к;олган аксиомаларидан келтириб чикариш мумкин булмаса, 
у шу мулохазалар хисобининг бошка аксиомаларидан эркин 
аксиома деб аталади.

5 - т а ъ р и ф .  Агар мулохазалар хисоби аксиомалар систе
масининг хар бир аксиомаси эркин булса, у  холда мулохазалар 
хисобининг аксиомалар системаси эркин деб аталади.

6 - т е о р е м а .  Мулохазалар хисобининг аксиомалар сис
темаси эркиндир.

И с б о т .  А м у л о х азал ар  х и с о б и н и н г  и х ти ёр и й  а к с и о 
м аси  б у л с и н . Бу а к с и о м а н и н г  э р к и н л и г и н и  и сб о тл аш  учун  
м у л о х аза л ар  х и с о б и га  н и с б а т а н  к у й и д аги  у су л н и  к у л л а й - 
миз: м у л о х азал ар  х и со б и  у згар у в ч и л ар и н и  а  ёк и  Р к и й м а т  
Кабул к и л у в ч и  у згар у вч и л ар  си ф ати д а  к а р ай м и з . Б у  ерд а  а  
ч и н  р о л и н и  ва Р ёл го н  р о л и н и  у й н ай д и .
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8- §. Мула\азатр хисобида ечилиш, зидсизлик, тулицшшк ва эркишик муамматри 159

л ,  v ,  -  ам ал л ар н и  ш у н д ай  а н и к д а й м и з к и ,  к у й и д аги  
ш ар тл ар  у р и н л и  булсин :

1) А а к с и о м а д а н  т а ш к а р и  с и с т е м а н и н г  х ам м а а к с и о м а 
л а р и  т а р к и б и д а г и  у зг а р у в ч и л а р н и н г  б а р ч а  к и й м а т л а р и д а  
ф а к а т  а  к и й м а т н и  кабул  к и л ей н ;

2) А ак с и о м а д а н  б о ш к а , ак с и о м а л а р  м аж м у аси д ан  к е л 
т и р и б  ч и к а р и л га н  хар к а н д а й  ф о р м у л а  хам  тар к и б и д а ги  у зга 
р у в ч и л а р н и н г  б ар ч а  к и й м а т л а р и д а  ф а к а т  а  к и й м а т н и  кабул  
к и л с и н ;

3) А а к с и о м а  т ар к и б и д а ги  у згар у в ч и л ар н и н г  ай р и м  к и й 
м атл ар и д а  Р к и й м а т н и  кабул  к и л си н .

А г а р  А а к с и о м а г а  н и с б а т а н  ю к о р и д а  к е л т и р и л г а н  
и н т е р п р е т а ц и я  (и зо х д аш ) у р и н л и  булса, у холда А а к с и о м а  
б о ш к а  ак с и о м а л а р д а н  э р к и н  э к а н л и г и  к е л и б  ч и к ад и . Х а к и 
к атан  хам , агар  А а к с и о м а н и  м у л о х азал ар  х и с о б и н и н г  б о ш -  
к а  а к с и о м ал ар и д ан  к е л т и р и б  ч и к ар и ш  м у м к и н  б у лган д а эд и , 
у ш а р т л а р н и н г  и к к и н ч и с и г а  ас о сан  т а р к и б и д а ги  у згар у в 
ч и л а р н и н г  б а р ч а  к и й м а т л а р и д а  ф а к а т  а  к и й м а т н и  кабул  
К илиб, бу э с а  3 - ш ар тга  зи д  булар  эди . Д е м а к , А а к с и о м а н и  
м у л о х азал ар  х и с о б и н и н г  б о ш к а  а к с и о м а л а р и д а н  к е л т и р и б  
ч и к а р и ш  м у м к и н  э м ас  ва у си стем ад аги  э р к и н  ак си о м ад и р .

У зга р у в ч и л ар и н и н г  у р н и га  у л а р н и н г  а й р и м  к и й м а т л а 
ри  к у й и л ган д а  хам  ф о р м у л а л а р  м аъ н о га  эга  д еб  к е л и ш а м и з . 
М асал ан , а д Р ,  а  —>А, а —>(Р—» а) ва б о ш к а л а р .

6 - т  а ъ  р и ф  . Таркибидаги узгарувчиларни а  ва р билан ал- 
маштирганда бир хил киймат кабул килувчи А ва В формула
лар тенг кучли формулалар деб аталади хамда бу А = В кури
нишда ёзилади.

Т е н гл и к  б ел ги си  л ,  v ,  ->  м а н т и к и й  б о гл о в ч и л а р га  н и с 
б атан  су с т р о к  б о гл а й д и  д еб  х и со б л а й м и з .

Э н д и  II , а к с и о м а н и н г  э р к и н л и г и н и  и с б о т  к и л а й л и к . 
Б у н и н г  учун  к о н ъ ю н к ц и я д а н  т а ш к а р и  к о л ган  х ам м а м а н 
т и к и й  ам ал л ар н и  худди м а н т и к  ал геб р ас и д аги д ек  ва к о н ъ 
ю н к ц и я  а м а л и н и  х л у  = у  т е н г л и к  о р к а л и  ан и к л а й м и з :
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X У x v y х — хлу

а а а а а

а Р а Р Р

Р а а а а

Р Р Р а Р

X

а Р

Р а

У ш бу и н т е р п р е т а ц и я  учун  ю к о р и д а  к е л т и р и л г а н  учта 
ш а р т н и н г  б а ж а р и л и ш и н и  к у р сатам и з.

II, а к с и о м а д а н  т а ш к а р и  м у л о х азал ар  х и с о б и н и н г  к о л 
ган  х ам м а а к с и о м а л а р и  у згар у в ч и л ар н и н г  б ар ч а  к и й м а т л а 
ри да а  к и й м а т  кабул  ки л ад и  (бу х о л н и  ч и н л и к  ж ад в ал и  о р - 
Кали к у р с ати ш  м у м к и н ).

Х а к и к а т а н  хам  I, III ва IV  гурух а к с и о м а л а р и д а  к о н ъ 
ю н к ц и я  ам ал и  к а т н а ш м а й д и . К о л ган  м а н т и к и й  ам ал л ар  худ
д и  м у л о х азал ар  ал геб р ас и д аги д ек  ан и к л а н га н .

М уло х азал ар  ал геб р аси д а  бу ф о р м у л ал а р  ай н ан  ч и н  ф о р 
м улалар  б у л га н л и ги д а н , у ш б у  и н т е р п р е т а ц и я д а  у згар у в ч и 
л а р н и н г  б ар ч а  к и й м а т л а р и д а  улар  а  к и й м а т  кабул  к и л ад и .

II, ,  II,  ва II,  а к с и о м а л а р н и  ку р ай л и к .
П 2 ва Н 3 а к с и о м а л а р  кабу л  к и л и н г а н  и н т е р п р е т а ц и я д а  

у —>у ф о р м у л ага  тенг булади ва х=  Р, х= а  ки й м атл ар д а  р к и й 
м ат кабул  к и л ад и , я ъ н и  хеч к а ч о н  а  к и й м ат  кабул ки л м ай д и .

Э н д и  а й н а н  и га тен г  ф о р м у л ал а р д а н  к е л т и р и б  ч и к а 
р и ш  к о и д а с и га  асо сан  хо си л  к и л и н г а н  ф о р м у л ал ар  хам  а  га 
тен гл и ги н и  к у р с ати ш  к о л д и , я ъ н и  2- ш а р т н и н г  б а ж а р и л и 
ш и н и  к у р с ат и ш  кер ак .

О л д и н ги  п ар агр а ф л ар д а  а й н а н  ч и н  ф о р м у л ал а р га  у р н и 
га к у й и ш  ва  хулоса к о и д а л а р и н и  ку л л аш  н а т и ж а с и д а  ч и к а 
ри лган  ф о р м у л ал ар  ай н ан  ч и н  ф о р м у л ал ар  б у л и ш и н и  ку р сат- 
ган  эд и к . Д е м а к , 2 - ш ар т  хам  б аж ар и л ад и . Ш у н д ай  к и л и б , 
м у л о х азал ар  х и с о б и н и н г  II, а к с и о м а с и  э р к и н  а к с и о м а  эк ан .

Х удди ш у  сх ем ад ан  ф о й д а л а н и б , м у л о х азал ар  х и с о б и 
н и н г  I, I I ,  II I  ва IV  гу р у х яар и д аги  хар  б и р  а к с и о м а н и н г  
э р к и н л и г и н и  к у р сати ш  м у м к и н . Д ем а к , м у л о х азал ар  х и со 
б и н и н г  а к с и о м а л а р  си ст е м ас и  э р к и н д и р .
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Й Муаммоли масала ва топширицлар

1. Х ар  к а н д ай  а к с и о м а т и к  н а за р и я н и  асо сл аш  у ч у н  н еч та  
м у а м м о л ар н и  к у р и б  ч и к и ш га  тугри  келад и ?

2. А(х) в а  В(х) и х ти ё р и й  п р ед и к атл ар  б у лси н . К у й и д аги  ф о р 
м у л а л а р н и н г  к а й с и  б и р и  А(х) —> В(х)  ф о р м у л а г а  т е н г  
кучли  ф о р м у л а  булади :

1 )A(x)vB(x);  2 ) ^ ) v f i ( x ) ;  3) Ж*)  -» В ( х ) ; 

4) В(х) -» А { х ) ; 5) Л( л )  л В( х) ; 6) / 1 ( х ) л Я ( х ) ;

7) В ( х ) - > Мх ) .
3. К у й и д а г и  т а с д и к л а р ( т е о р е м а л а р ) н и н г  н о т у г р и л и г и н и  

и сб о т  к и л и н г:
1) агар  ф у н к ц и я  х0 н у ктад а  у зл у к си з  б улса , у х о л д а  у  ш у 
н у ктад а  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  булади ;
2) агар  со н л и  к а т о р н и н г  п- хади н о л га  т е н г  булса , у х олда  
бу като р  я к и н л а ш у в ч и  булади ;
3) агар  ту р т б у р ч а к н и н г  д и а го н а л л а р и  т е н г  б улса, у  х олда  
бу ту р тб у р ч ак  ту гр и  б у р ч акл и  булади ;
4) агар  [а, b] ё п и к  и н те р в а л д а  и н т е гр ал л ан у в ч и  булса , у 
\о л д а  у ш у и н т е р в а л д а  у зл у к си з  б улади .

Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Мулохазалар х,исобининг ечилиш муаммоси.
2. Мулохазалар хисобининг зидсизлик муаммоси.
3. Мулохазалар хисобининг туликдилик муаммоси.
4. Мулохазалар хисоби аксиомаларининг эркинлик муаммоси.
5. Аксиоматик назария хакида тушунча.
6. Тор маънода тулик. К енг маънода тулик.
7. Эркин аксиомалар системаси. Тенг кучли формулалар.
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К у й и д аги  б обд а п р е д и к а т л а р  мантикни б аён  э ти л ган . Бу 
ерда п р е д и к а т  т у ш у н ч а с и , п р е д и к а т л а р  у сти д а  м а н т и к и й  
ам ал л ар , у м у м и й л и к  ва  м а в ж у д л и к  к в а н т о р л а р и , п р е д и к а т 
лар  м а н т и к и н и н г  ф о р м у л аси  ва у н и н г к и й м ати , п р ед и катл ар  
м а н т и к и н и н г  т е н г  кучли  ф о р м у л а л а р и , п р е д и к а т л а р  м а н -  
ти к и  ф о р м у л а с и н и н г  н о р м ал  ш а к л и , б аж а р и л у в ч и  ва у м у м - 
К ийм атли ф о р м у л ал ар , ечи ли ш  м уам м оси , хусусий хрлларда 
ф о р м у л а н и н г  у м у м к ;и й м ат л и л и ги н и  т о п и ш  а л го р и т м л а р и , 
п р ед и к ат л ар  м а н т и к и н и н г  м а т ем ат и к ага  т а т б и к и , а к с и о м а 
т и к  п р е д и к а т л а р  х и со б и  х ак и д а  м аъ л у м о тл ар  к е л т и р и л ад и .

1 -  § .  Предикат туш унчаси. Предикатлар устида 
мантикий амаллар

[7 f Предикат. Предикатлар мантищ. Бир жойли предикат. 
Куп жойли предикат. Предикатнинг чинлик туплами. 
Айнан чин предикат. Айнан елгон предикат. Предикат
лар устида мантилий амаллар.

1 .1 . П р е д и к а т  туш ун часи . М а н т и к  ал геб р аси д а  м у л о х а 
зал ар  ф а к а т  ч и н  ёк и  ёл го н  к и й м а т  о л и ш и  н у к таи  н аза р и д а н  
К ар ал а д и . М у л о х а з а л а р н и н г  н а  с т р у к т у р а с и  ва  х атто  н а  
м а зм у н и  к а р а л м а й д и . А м м о  ф а н д а  ва ам ал и ётд а  м у л о х аза 
л а р н и н г  стр у к ту р аси  ва м а зм у н и д а н  к е л и б  ч и к а д и г а н  х уло- 
салардан  (н ати ж алар дан ) ф о й д ал ан и л ад и . М асал ан , «Х ар к а н 
д ай  р о м б  п ар ал л ел о гр ам м д и р ; ABCD — р о м б ; д ем а к , ABCD — 
п ар ал л ел о гр ам м » .

А со с  (ш ар т ) ва хулоса м у л о х азал ар  м а н т и к и н и н г  э л е 
м е н т а р  м у л о х азал ар и  б у лади  ва  у л ар н и  бу м а н т и к  н у к га и  
н а за р и д а н  б у л и н м ас , б и р  бутун  д еб  ва  у л а р н и н г  и ч к и  стр у к - 
т у р а с и н и  х и со б га  о л м ас д а н  кар ал ад и . Ш у н д ай  к и л и б , м а н 
т и к  а л ге б р а с и  м а н т и к н и н г  м у х и м  к и с м и  б у л и ш и га  к а р а -
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м а сд ан , к у п ги п а  ф и к р л а р н и  тахли л  к ,илиш га к о д и р  (е т а р 
л и ) эм а с . Ш у н и н г  учун \а м  м у л о х азал ар  м а н т и к и н и  к е н -  
га й т и р и ш  м асал аси  вуж удга кел д и , я ъ н и  э л е м е н т а р  м у л о 
х а за л а р н и н г  и ч к и  ст р у к ту р аси н и  хам  таджик, э т а  о л а д и га н  
м а н т и л и й  си стем ам и  я р а т и ш  м у а м м о си  п а й д о  б улди . Б у н 
д а й  с и с т е м а  м у л о х азал ар  м а н т и к и н и  у з и н и н г  б и р  к и с м и  
с и ф а т и д а  б у ту н л ай и га  уз и чи га о л ад и га н  п р е д и к а т л а р  м а н -  
тик,идир.

П р е д и к а т л а р  мамтик,и а н ъ а н а в и й  ф о р м а л  м анти к , с и н -  
гар и  э л е м е н т а р  м у л о \а за и и  субъект ва предикат к и см л а р га  
булади .

Субъект -  бу м улохазада б и р о р  н а р с а  х ак и д а  н и м а д и р  
тасдиьутайди; предикат — бу су б ъ ек тн и  т а с д и к л а ш . М а с а 
л а н , «5 — туб сон »  м у л о х азаси д а  «5» — су б ъ ект , «туб со н »  — 
п р ед и к ат . Бу м у л о х азада  «5» «туб с о н  були ш » х у су си я ти га  
эга  э к а н л и г и  тас д и к л ан а д и .

А гар  к е л ти р и л ган  м ул о х азада  м аълум  5 с о н и н и  н ату р ал  
с о н л а р  ту п л ам и д аги  х у згарувчи  б и л ап  а л м а ш т и р с а к , у хо л да  
«х — туб сон »  к у р и н и ш и д а ги  м у лохаза ф о р м а с и г а  (ш а к л и 
га) эга  б у лам и з. х у згар у в ч и н и н г  б и р  хи л  к и й м а т л а р и  (м а 
с а л а н , х=  13, х=  3. л = 19) учун бу ф о р м а  ч и н  м у л о х азал ар  ва  
х у зга р у в ч и н и н г  б о ш к а  к и й м а т л а р и  (м а с а л а н , х =  10, х  = 20) 
уч ун  бу ф о р м а  ёлгон  м у л о х азал ар  б ер ад и .

А н и к к и , бу ф о р м а  б и р  х ар гу м ен тл и  ф у н к ц и я н и  аник;- 
л ай д и . Бу ф у н к ц и я н и н г  а н и к л а н и ш  со х аси  н ату р ал  с о н л а р  
ту п л ам и  N ва к и й м а т л а р  со х аси  {1, 0}  ту п л ам  б улади .

1 - т  а  ъ р и ф  . М тупламда аникланган ва {1, 0} туплам
дан киймат кабул кчлувчи бир аргументли Р(х) функция бир 
жойли (бир уринли) предикат деб аталади.

М ту п л ам н и  Р(х) п р е д и к а т н и н г  аникланиш сохаси д еб  
ай там и з.

Р(х) п р ед и к ат  ч и н  к и й м а т  кабул  к и л у в ч и  х ам м а  х е  М  
э л е м ен т л ар  т у п л ам и  Р(х) п р е д и к а т н и н г  чинлик туплами д е б  
а т а л а д и , я ъ н и  Р(х) п р е д и к а т н и н г  ч и н л и к  т у п л а м и  1р = 
= { х : xs  М, Р(х) -  1} ту п л ам д и р .
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М асал ан , «х — туб сон »  — Р(х) п р е д и к а т и  N  н ату р ал  
со н л ар  ту п л ам и д а  а н и к л а н г а н  ва у н и н г  1р ч и н л и к  т у п л ам и  
,\ам м а туб со н л а р  т у п л ам и д а н  и бо р ат . «sinjc = 0» — Q(x) п р е 
д и к ати  R х а к и ^ и й  с о н л а р  т у п л ам и д а  а н и к л а н г а н  ва у н и н г  
IQ ч и н л и к  т у п л ам и  1д ={кк,  keZ\ .  « П а р ал л ел о гр ам м  д и а г о -  
н ал л ар и  х б и р -б и р и г а  п е р п ен д и к у л я р д и р »  — Ф (х) п р е д и к а т 
н и н г  а н и к л а н и ш  со х аси  х ам м а п ар ал л ел о гр ам м л ар  ту п л ам и  
ва ч и н л и к  ту п л а м и  х ам м а р о м б л ар  ту п л ам и  булади .

Б и р  ж о й л и  п р е д и к а т л а р га  ю к,орида к е л т и р и л га н  м и с о л 
л ар  п р е д м е т л а р н и н г  х у су с и я тл ар и н и  и ф о д а л ай д и .

2 - т а ъ р и ф .  Агар М тупламда аникланган Р(х) преди
кат учун Iр = М(1р = 0 )  булса, у айнан чин (айнан ёлгон) деб 
аталади.

Э н д и  к у п  ж о й л и  п р е д и к а т  т у ш у н ч а с и н и  а н и к д а й м и з . 
К уп  ж о й л и  п р е д и к а т  п р ед м ет л ар  о р а с и д а ги  м у н о с а б а т н и  
ан и к л ай д и .

« К и ч и к»  м у н о саб ати  и к к и  п р ед м ет  о р ас и д аги  б и н а р  м у 
н о саб атн и  и ф о д а л ай д и . « х < у »  (бу ерд а  х, ye  Z) б и н а р  м у н о 
сабати  и к к и  ар гу м ен тл и  Р(х, у) ф у н к ц и я н и  и ф о д а л ай д и . Б у  
ф у н к ц и я  Z x Z  т у п л ам д а  а н и к л а н г а н  ва к и й м а т л а р  со х аси  
{ 1 , 0 }  ту п л ам  булади .

3 - т а ъ р и ф .  М = Л /,хА /, тупламда аникланган ва {1, 0} 
тупламдан киймат олувчи икки аргументли Р(х, у) функция- 
га икки жойли предикат деб аталади.

М ас ал ан , «х = у» Q(x, у) и к к и  ж о й л и  п р ед и к ат  R 2- R x R  
ту п л ам д а  а н и к л а н г а н ; « х 1 у »  — х  тугри  ч и з и к  у  тугри  ч и -  
зи к к а  п е р п е н д и к у л я р  — F(x, у) и к к и  ж о й л и  п р ед и к ат  б и р  
т е к и с л и к д а  ётувчи  тугри  ч и зи к д а р  т у п л ам и д а  а н и к л а н г а н .

п- ж о й л и  п р е д и к а т  хам  худди ш у н д ай  а н и к д а н а д и .
1 - м и с о л .  К у й и д а  б е р и л га н  м у л о х а за л а р н и н г  к а й с и  

б и р и  п р ед и к ат  б у л и ш и н и  ва у л а р н и н г  ч и н л и к  ту п л а м и н и  
а н и к л а н г . Б и р  ж о й л и  п р е д и к а т л а р н и н г  а н и к л а н и ш  со х аси  
М = R ва и к к и  ж о й л и  п р ед и к атл ар  учун а н и к д а н и ш  со х аси  
M - R x R  б у лси н ;
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1 ) х  + 5 = 1 ;  2) х 2 -  2х + 1 = 0; 3 ) x + 2 < 3 x - 4 ;

4)  (х + 2) -  (Зх -  4);  5 ) х 2 + >-2 > 0 .

Е ч  и м  . 1) Бу б ер и л ган  и ф о д а  б и р  ж о й л и  п р ед и к ат  А(х) 
б улади  ва 1А = {-4};

2) и ф о д а  б и л ан  б е р и л га н  м у л о х аза  б и р  ж о й л и  п р ед и к ат  
А{х) булади  в а  IA = { 1};

3) и ф о д а  б и л ан  б ер и л га н  м у л о х аза  б и р  ж о й л и  п р ед и к ат  
А(х) булади  ва  1А = {3, +°°};

4) и ф о д а  б и л ан  б е р и л га н  м у л о х аза  п р е д и к а т  б у л м ай д и ;
5) б ер и л га н  и ф о д а  и к к и  ж о й л и  п р е д и к а т  А(х. у) булади  

ва Ia = R x R\{0, 0}.
2- м  и с о л . К уйи даги  п р ед и к атл ар н и н г  к а й с и  б и р и  ай н ан  

ч и н  б у л и ш и н и  аниьутанг:

1 ) х 2 + у 2 > 0 ;  2 ) х 2 + у 2 > 0 ;  3) s in 2x  + c o s2x  = 1;

4) (х  + I ) 2 > х  -  1; 5) х 2 + 1 > (х + I ) 2.
Е ч и м .  Р а в ш а н к и , 1, 3 ва 4 - п р е д и к а т л а р  а й н а н  ч и н  

булади . 2- п р ед и к атд а  х = 0, у  -  0 к и й м а т л а р и д а  т е н г с и з л и к  
б у зи л ади . 5- п р ед и к атд а  б улса ,-х  н и н г  \а м м а  м у сб ат  к и й м а т -  
л ар и д а  т е н г с и зл и к  и ш о р а с и  б у зи л ад и . Д е м а к , 2 ва 5 - п р е д и 
к а тл а р  ай н а н  ч и н  п р е д и к а т л а р  була о л м ай д и .

3 - м и с о л .  M = M ] x M 2 a R x R  т у п л а м д а  А{х, у) ва  
В(х, у) п р ед и к атл ар  б е р и л га н  б у л си н . А(х, у) В(х, у) п р е 
д и к а т н и н г  ч и н л и к  т у п л а м и н и  т о п и н г  ва у н и  Э й л е р  д о и р а -  
л а р и  о р к а л и  и ф о д а л ан г .

Е ч и м .

А(х, у) В(х, у) = {А{х, у) ->  В(х, у )) л  (В(х, у) ->  А(х, у )) 

б у л ган л и ги  учун

=  (1*- , ) П ( / , ^ )  =  « С / ,  и  / , ) п < с / 5 и  О ) -  
= ( / „ n / , ) U ( c / <n c / J).

1А<г*1в ч и н л и к  т у п л ам и  IV. 1 - ш а к л д а  ш тр и х л ан ган  с о \а  
с и ф а т и д а  к у р сати л ган .
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[V. 1 - шакл.

1.2 . П р е д и к а тл а р  у сти д а  м антикий  ам ал л ар . П р ед и к атл ар  
\ а м  м улохазалар  си н гар и  ф ак ат ги н а  чи н  ва ёлгон  ( 1 , 0 )  к и й 
м атл ар  кабул  к и л г а н л и к л а р и  ту ф ай л и  улар  устида м у л о х а
зал а р  м а н т и к и д а г и  х ам м а  м а н т и к и й  ам а л л а р н и  б а ж а р и ш  
м у м к и н .

Б и р  ж о й л и  п р ед и к ат л ар  м и со л  ид а м у л о х азал ар  м а н т и 
к и д аги  м а н т и к и й  а м а л л а р н и н г  п р ед и к атл ар га  т а т б и к  э т и -  
л и ш и н и  к у р а й л и к .

М  ту п л ам д а Р(х) ва Q(x) п р ед и к атл ар  а н и к л а н г а н  бул
си н .

4 -т а ъ р и ф . Берилган М тупламда аникланган Р(х) ва Q{x) 
предикатларнинг конъюнкцияси деб, факат ва факат хе М  
Кийматларда аникланган хамда Р(х) в a Q(x) лар бир вак,тда 
чин киймат кабул кшггандагина чин киймат кабул килиб, колган 
барча холларда enFOH киймат кабул килувчи янги предикатга 
айтилади ва у  Р(х) a  Q(x) каби белгиланади.

Р(х)а Q(x) п р е д и к а т н и н г  ч и н л и к  сохаси  /ГС\ IQ ту п л ам д ан , 
я ъ н и  Р(х) в а  Q(x) п р ед и к ат л ар  ч и н л и к  с о х а л а р и н и н г  ум у
м и й  к и с м и д а н  и б о р а т  б улади .

М а с а л а н , Р(х) : «х — ж у ф т  сон» ва Q(x): «х — т о к  сон »  
п р ед и к ат л ар  учун  «л: — ж у ф т  со н  ва х  — т о к  сон »  : Р(х) л  Q(x) 
п р е д и к а т л а р  к о н ъ ю н к ц и я с и  м ос  келади  ва у н и н г  ч и н л и к  
со х а си  0  буш  т у п л ам д ан  и б о р ат  булади .

5 - т а ъ р и ф .  Берилган М тупламда аникланган Р(х) ва 
Q(x) предикатларнинг дизъюнкцияси деб. факат ва факатгина 
хе М кийматларда аникланган хамда Р(х) ва Q(x) предикатлар
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ёлгон киймат кабул келганда ёлрон киймат кабул килиб, колган 
барча холларда чин киймат кабул килувчи янги предикатга 
айтилади ва у  Р(х) v  Q(x) каби белгиланади.

Р(х) v  Q(x) п р е д и к а т н и н г  ч и н л и к  со х аси  Ip(J  lQ т у п л ам д ан  
и б о р а т  булади .

6 - т а ъ р и ф .  Агар хамма хе М кийматларда Р(х) преди
кат чин киймат кабул кил ганда ёлгон киймат ва хе  М нинг 
барча кийматларида Р(х) предикат ёлгон киймат кабул кил- 
ганда чин киймат кабул килувчи предикат Р(х) предикатнинг 
инкори деб аталади ва у Р(х) каби белгиланади.

Б у  т а ъ р и ф д а н  lp = M \ I P = C I P к е л и б  ч и к ад и .

7 - т а ъ р и ф .  Факат ва факатгина х е  М лар учун бир 
вактда Р(х) чин киймат ва Q(x) ёлгон киймат кабул килганда 
ёлгон киймат кабул килиб, колган хамма холларда чин киймат 
Кабул киладиган Р{х) —> Q(x) предикат Р{х) ва Q(x) предикат
ларнинг импликацияси деб аталади.

Х ар  б и р  т а й и н л а н г а н  хе М  учун

Р(х) ->  Q(x) = Р(х)  v  Q(x)

тен г  к у ч л и л и к  ту гр и  б у л ган л и ги д ан  I Р̂  = I P {J1Q = CIPU lQ 
у р и н л и д и р .

2 -  § .  Ум ум ийлик ва мавжудлик кванторлари

[7 [  Умумийлик квантори. Мавжудлик квантори. Кванторли
амаллар билан конъюнкция ва дизъюнкция амаллари ораси
даги муносабат.

М  ту п л ам д а  а н и к л а н г а н  Р(х) п р е д и к а т  б е р и л га н  б у л си н . 
А гар ае М  н и  Р(х) п р е д и к а т н и н г  х  а р гу м е н т и  у р н и га  к у й с а к , 
у \о л д а  бу п р е д и к а т  Р(а) м у л о х азага  а й л ан ад и .

П р е д и к а т л а р  м а н т и к и д а  я н а  и к к и т а  а м а л  м а в ж у д к и , 
улар  б и р  ж о й л и  п р е д и к а т н и  м у л о х азага  а й л а н т и р а д и .

2 .1. Умумийлик квантори. М  т у п л ам д а  а н и к л а н г а н  Р(х) 
п р ед и к ат  б е р и л га н  б у л с и н . Х а р  к а н д а й  хе  М  у ч у н  Р{х) ч и н
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ва ак с  холда ёл го н  к и й м а т  кабул  ки л у в ч и  м улохаза и ф о д а -  
си н и  \/хР(х) ф о р м а д а  ёзам и з . Бу м у лохаза  эн д и  х  га б о г л и к  
булм ай  к о л ад и  ва у к у й и д аги ч а  у ки л ад и : «Х,ар к а н д ай  х  учун  
Р(х) чин » . V с и м в о л и  умумийлик квантори деб  а й т и л а д и . 
А й т и л га н  ф и к р л а р н и  м а т е м а т и к  т и л д а  к у й и д а г и ч а  ё зи ш  
м у м к и н :

Р(х) п р ед и к атд а  х  н и  эркин (озод) узгарувчи ва УхР(х) м у 
л о х а з а д а  х  н и  у м у м и й л и к  к в а н т о р и  V б и л а н  богланган 
узгарувчи д еб  аталади .

2 .2 . М а в ж у д л и к  к в ан то р и . Р(х) п р е д и к а т  М т у п л а м д а  
а н и к л а н г а н  б у л си н . Х еч  б у л м аган д а  б и р о р та  х е  М учун  Р(х) 
п р е д и к а т  ч и н  ва ак с  х о л да  ё л го н  к и й м а т  кабул  к и л у в ч и  
м улохаза и ф о д а с и н и  З х Д х )  ш ак л д а  ёзам и з . Бу м у лохаза х  га 
б о гл и к  э м ас  ва ун и  к у й и д аги ч а  у к и ш  м у м к и н : « Ш у н д ай  х  
м авж у дки , Р(х) = 1». яъ н и

3 с и м в о л и  мавжудлик квантори д еб  аталади . ЗхР(х) м у л о 
хазада х  узгарувчи  3 к в ан т о р и  б и л ан  б о гл ан ган  булади .

М а с а л а н , N  н ату р ал  с о н л а р  т у п л ам и д а  Р(х) п р е д и к а т  
б ер и л ган  б у л си н : « х — туб сон» . К в а н то р л а р д а н  ф о й д а л а н и б  
у ш б у  п р е д и к а т д а н  к у й и д а ги  м у л о х аза л ар н и  х о си л  к и л и ш  
м у м к и н : \/хР(х) — «Х ам м а н ату р ал  со н л ар  туб со н л а р  бу
лади»; ЗхР(х) — « Ш у н д ай  н ату р ал  со н  м авж у дки , у туб с о н  
булади» . Р а в ш а н к и , б и р и н ч и  м у л о х аза  ёл го н  ва и к к и н ч и  
м у лохаза ч и н  булади .

М аъ л у м к и , УхР(х) м улохаза ф а к а т  Р(х) ай н ан  ч и н  п р е 
д и к а т  б у л га н д аги н а  чин  к и й м а т  кабу л  ки л ад и . 3хР(х) м у л о 
хаза булса , Р(х) а й н а н  ёл го н  п р ед и к ат  б у л ган д аги н а  ёл го н  
К ийм ат кабул  ки л ад и .

VxP(x) =
1, агар  х ам м а х е  М  учун Р{х) = 1 булса,

О, акс холда.

1, агар  б и р о р  х е  М учун Р(х) = 1 булса,
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К ва н то р л и  ам ал л ар  куп ж о й л и  п р ед и к ат л ар га  хам  к у л л а - 
н и л ад и . М асал ан , М ту п л ам д а и к к и  ж о й л и  Р(х, у) п р е д и к а т  
б ер и л ган  б у л си н . А гар  Р(х, у) п р е д и к а т га  х  У згарувчи б у й и ч а  
к в ан т о р л и  ам а л л а р н и  к у л л асак , у х о л да  и к к и  ж о й л и  Р{х, у) 
п р ед и к атга  б и р  ж о й л и  УхР(х, у) (ё к и  б и р  ж о й л и  ЗхР(х, у ))  
п р ед  и к атн и  м ос к и л и б  куяди .

Б и р  ж о й л и  УхР(х, у) (3хР(х, у )) п р е д и к а т  ф а к а т  у  у зга - 
р увчи га  боглик, ва х  у згарувчига боглик, э м ас  булади . У лар га  
у  б у й и ч а  к в а н т о р л и  ам ал л ар н и  к у л л а г а н и м и зд а  к у й и д а г и  
мулох,азаларга эга  булам и з:

Vy V xP(x, у ), Зу \/хР(х, у ), Vy ЗхЯ (х, у ), Зу  З х Д х , у).

М асал ан , тугри  ч и зи к л ар  ту п л ам и д а  а н и к л а н га н  Р(х, у ) : 
« х -Ly» п р ед и к атн и  ку р ай л и к . А гар Р(х, у) п р ед и к ат га  н и с 
б атан  к в ан то р л и  а м а л л ар н и  татбик, э т с а к , у х олда ку й и д аги  
с а к к и зт а  мулох,азага эга  булам и з:

1. Vx VyP(x, j') — «Х ар к ан д ай  х  ту гр и  ч и з и к  хар  к а н д а й  
у  тугри  ч и зи к к а  п ер п ен д и к у л я р » .

2. Зу VxP(x, у) — « Ш у н д ай  у  т у ф и  чизик, м авж у д к и , у хар  
к;андай х  тугри  ч и зи к к а  п ер п ен д и к у л я р » .

3. Vy 3хР(х, у) — «Х ар к,андай у  т у ф и  ч и з и к  учун ш у н д ай  
х  ту гр и  ч и з и к  м а в ж у д к и , х  ту гр и  ч и з и к  У ту гр и  ч и з и к к а  
п ер п ен д и к у л я р » .

4. Зу ЗхР(х, у) — « Ш у н д ай  у  тугри  ч и з и к  ва ш у н д ай  х  ту г 
р и  ч и з и к  м авж у д к и , х  тугри  ч и з и к  У т ^ р и  ч и з и к к а  п е р п е н 
д и к у л яр » .

5. V y  Vxj°(x, у) — «Х ар к а н д ай  у  т у ф и  ч и з и к  хар к а н д ай  
х  т у ф и  ч и зи к к а  п ер п ен д и к у л я р » .

6. V x 3 y P (x , у) — «Х ар к ан д ай  х  т у ф и  ч и з и к  учун  ш у н д ай  
у  тугри  ч и з и к  м а в ж у д к и , х  т у ф и  ч и з и к  У т у ф и  ч и з и к к а  
п ер п ен д и к у л я р » .

7. Эх ЗуР(х, у ) — « Ш у н д ай  х  т у ф и  ч и з и к  ва  ш у н д ай  у  ту г
ри  ч и з и к  м авж у д к и , х  т у ф и  ч и з и к  У т у ф и  ч и з и к к а  п е р п е н д и 
куляр» .

8. 3 x V y P (x , у) — « Ш у н д ай  х  т у гр и  ч и з и к  м авж у д к и , у  
Хар к ан д ай  у  тугри  ч и з и к к а  п ер п ен д и к у л я р » .
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Бу м и с о л л а р д а н  к у р и н и б  т у р и б д и к и , у м у м и й  х о л д а  
к в ан то р л ар  тар т и б и  у згар и ш и  б и л ан  м у л о х азан и н г  м а зм у н и  
ва, д ем а к , у н и н г  м антик;ий  к ,ийм ати  хам  узгаради .

Ч е к л и  со н д аги  э л е м е н т л а р и  булган  М = {av а2, ..., ап} 
ту п л ам д а  а н и к л а н г а н  Р(х) п р ед и к ат  б ер и л ган  б у лси н . А гар  
Р(х) п р е д и к а т  а й н а н  ч и н  б у л са , у х олда Р(а{), Р(а2), ..., 
Р(а,), м улох азал ар  хам  ч и н  булади . Ш у холда УхР(х) м улохаза 
ва P(at) л Р(а2) л ... л Р(ап) к о н ъ ю н к ц и я  хам  ч и н  булади .

А гар хеч б у лм аган д а  б и р о р т а  аке М э л е м е н т  учун  Р(ак) 
ёлгон булса, у холда Х/хР(х) мулохаза ва Р(а])лР(а2)л.. .лР(ап) 
к о н ъ ю н к ц и я  хам  ёл го н  булади . Д е м а к ,

УхР(х) = Р(ах)лР(а2)л. . .лР(ап)

тен г  ку ч л и  и ф о д а  тугри  булади .
Ю к,ори дагидек ф и к р  ю р и ти ш  й ули  б и л ан

З х Д х )  = P(a^v P(a2)v  ...v Р(ап)

тен г  ку ч л и  и ф о д а н и н г  м а в ж у д л и ги н и  ку р сати ш  м у м к и н . Бу 
ердан  к в а н т о р л и  ам а л л а р н и  ч ек с и з  сохаларда к о н ъ ю н к ц и я  
ва д и з ъ ю н к ц и я  а м а л л а р и н и н г  у м у м л аш м аси  си ф ати д а  к,араш  
м у м к и н л и ги  кели б  чикдди .

Муаммоли масала ва топширицлар

1. М = {3, 4. 5, 6, 7, 8} ту п л ам д а  и к к и ш  /4(л) : «л- туб  сон» 
ва В{х): «х— ток, сон» п р ед и к ати  б ер и лган . Бу п р е д и к а т 
л а р н и н г  ч и н л и к  ж а д в ал и н и  тузи нг.

2. М = {1, 2 , 3 , . .. ,  20} т у п л а м д а  к ,уйи даги  п р е д и к а т л а р  
б ер и л ган : А(х): «х со н  5 га б у ли н м ай д и » ; В(х) : «х — ж у ф т  
сон » ; С(х) :  « х— туб со н » ; D(x): «х со н  3 га кар р ал и » . 
К у й и д аги  п р е д и к а т л а р н и н г  ч и н л и к  т у п л ам и н и  то п и н г :
1) Д а-) л В Д ;  2) С(х)лВ(х); 3) С (х )л /) (х ) ;

4) B(x ) a D(x ); 5 )  В(х)  л  D(x); 6 ) A ( x ) a D ( x ) ;

7) B(x ) a D(x ); 8) A(x) a B(x ) a D(x); 9) A(x)vB(x) ;  

10) £ (x )v C (x ) ;  11) C(x)  v D(x); 12) B(x)v D(x);
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13) В(х)  V D(x); 14) В{х) a £>(х) ; 15) А(х) v  Д(х) v  Д х );  

16) С ( х ) ^ Л ( х ) ;  17) Д х ) - > С ( х ) ;  18) А{х)^В(х) \

19) (Л (х) а С(х)) ^  Д х ) ; 20) (.А(х) а Д х ) )  -> С ( х ) .

3 . /? ту п л а м д а  Р(х): х 2 + х + 1 > 0 ва Q(x) : х 2 -  4 х  + 3 = О 
п р ед и к ат л ар  б ер и лган . К у й и д аги  м у л о х аза л ар н и н г  к а й с и  
б и р и  ч и н  ва к ай си  б и р и  ёл го н  э к а н л и г и н и  а н и к л а н г :

1) V x P (x ); 2) З х Д х ) ;  3) VxQ(x); 4) 3 х 0 (х ) .

4. К у й и д аги  п р ед и к атл ар н и н г  к ай си  б и р и  ай н ан  ч и н  к и й м а т - 
га э га  булади:

1) х 2 + у 2 > 0; 2) х 2 + у 2 > 0; 3) s in 2x  +  c o s2x  = 1;

4) (х  + l ) 2 > х  -  1; 5) х 2 + 1 > (х  + l ) 2.

Мустацил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Предикат тушунчаси. Предикатлар устида мантилий амаллар.
2. Умумийлик ва мавжудлик кванторлари
3. Бир жойли ва куп жойли предикатлар.
4. Предикатнинг чинлик туплами.
5. Айнан чин ва айнан ёлгон предикатлар.

3 -  § .  Предикатлар мантикининг формуласи. 
Предикатлар мантики формуласининг 

Киймати. Предикатлар мантикининг 
тенг кучли формулалари

[7 [  Предикатлар мантикининг символлари. Формуланинг таъ- 
рифи. Формуланинг киймати тушунчаси. Тенг кучли фор
мулалар. Асосий тенг кучли формулалар. Тенг кучли фор
мулаларнинг исботлари.

П р е д и к а т л а р  м а н т и к и д а  к у й и д а ги  с и м в о л л а р д а н  ф о й -  
д ал ан ам и з:

1. р, q, г, ... с и м в о л л ар  -  1 (ч и н )  ва 0 (ё л го н ) к и й м а т 
л ар  кабу л  ки л у в ч и  у згарувч и  м у л о х азал ар .
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2 .x , у , г, ... —'б и р о р  М  т у п л ам д ан  к и й м а т  о л у в ч и  п р е д 
м ет у згар у в ч и л ар ; х0, yt), ... — п р е д м е т  к о н с т а н т а л а р , я ъ н и  
п ред м ет у зг а р у в ч и л а р н и н г  к и й м а т л а р и .

3. Р(•), F() — б и р  ж о й л и  у згар у вч и  п р ед и к ат л ар ; (?(•, •,
) — п ж о й л и  у згар у вч и  п р ед и к атл ар .

4. /*’(■). Q°(-, •, . ., •) — у згар м ас  п р ед и к ат л ар  си м в о л и .
5. л,  v ,  — м а н т и к и й  а м ал л ар  си м в о л л ар и .
6. Vx, Эх — к в а н т о р л и  ам ал л ар  си м в о л л ар и .
7. ( , ) (к а в с , вергул) — к у ш и м ч а  си м в о л л ар .
3 .1. Предикатлар мантики формуласининг таърифи.
1. Х,ар к а н д а й  у згар у вч и  ё к и  у згар м ас  м у лохаза ф о р м у 

л а  (э л ем е н т а р ) б улади .
2 .А гар  F{-, •, ..., •) л ж о й л и  у зга р у в ч и  п р е д и к а т  ё к и  

узгар м ас  п р е д и к а т  ва  х ,, х2, ..., хп п р ед м ет  у згар у в ч и л ар  ёк и  
п р ед м ет  к о н с т а н т а л а р  б улса, у х о л да  Д х ,,  х2, ..., х )  ф о р 
м ула булади. Б у н д ай  ф о р м у л ан и  элементар формула д еб  а т а й 
м из. Бу ф о р м у л ад а  п р ед м ет  у згар у вч и л ар  э р к и н  булади , я ъ н и  
к в ан то р л ар  б и л а н  б о гл а н га н  б у лм ай ди .

3. А гар А ва  В ш у н д ай  ф о р м у л  ал ар к и , б и р о р та  п р е д м е т  
у згарувч и  б и р и д а  э р к и н  ва и к к и н ч и с и д а  б о гл а н га н  у зга 
рувчи  б у л м аса , у х олда Aw В, АлВ, А ^ В  хам  ф о р м у л а  б у л а
ди . Бу ф о р м у л ал а р д а  д а с т л а б к и  ф о р м у л ал а р д а  э р к и н  б у лган  
у згар у вч и л ар  э р к и н  ва  б о гл а н га н  бу лган  у згар у в ч и л ар  б о г 
л ан ган  у згар у в ч и л ар  булади .

4. А гар А ф о р м у л а  булса, у х о л да  А хам  ф о р м у л а  б у л а
ди . А ф о р м у л а д а н  А ф о р м у л ага  у ти ш д а  у згар у в ч и л ар н и н г  
х ар актер и  у згар м ай д и .

5. А гар А{х) ф о р м у л а  булса ва у н и н г  и ф о д а с и га  х  п р е д 
м ет у згар у вч и  э р к и н  холда к и р с а , у холда  УхА(х) в а  ЗхА(х) 
м у л о х азал ар  ф о р м у л а  булади  ва х  п р ед м ет  у згар у вч и  у л ар га  
б о гл ан ган  х о л да  к и р ад и .

6. 1—5- б ан д л ар д а  ф о р м у л ал ар  деб  ай ти л га н  м у л о х азал ар - 
д а н  ф а р к  к и л у в ч и  хар  к а н д ай  м улохаза ф о р м у л а  булм ай ди .

М ас ал ан , агар  Р(х) в а  Q(x, у) — б и р  ж о й л и  ва и к к и  ж о й 
л и  п р е д и к а т л а р , q, г — у згар у вч и  м у л о х азал ар  б улса, у хо л да  
ку й и д аги  м у л о х аза л ар  ф о р м у л ал а р  булади :
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q, Р(х), P(x) a Q(^,  j>), VxP(x)^>3xQ(x, у),

0Q(x, y ) v q ) ^ >  г.

\/xQ(x, y)^>P(x) м у л о х аза  ф о р м у л а  була о л м а й д и , ч у н к и  
т а ъ р и ф н и н г  3 - б ан д д аги  ш ар ти  б у зи л ган : х п р ед м ет  у зга 
р у в ч и  \/xQ(x, _у) ф о р м у л ага  б о гл а н га н  х о л да к и р г а н , Р(х) га 
э с а  э р к и н  х олда к и р ган .

П р ед и к атл ар  м антик,и  ф о р м у л а с и н и н г  т а ъ р и ф и д а н  к у р и - 
н и б  т у р и б д и к и , м у л о х азал ар  а л г е б р а с и н и н г  хар  к а н д а й  ф о р 
м у л аси  п р ед и к ат л ар  м а н т и к и н и н г  хам  ф о р м у л а с и  булади .

1- м  и  с о  л . К у й и д аги  и ф о д а л а р н и н г  к а й с и  б и р и  п р е д и 
к а тл а р  м а н т и к и н и н г  ф о р м у л ас и  б у лади ? Х а р  б и р  ф о р м у л а 
д аги  б о гл а н га н  ва  э р к и н  у згар у в ч и л ар н и  а н и к л а н г :

1) 3&z(P{x,  у)  -»  Р(у, z ) ;

2) (р - + q ) A ( r v  р) ;
3) Р(х) л  V x Q ( x ) ;

4) V x (P (x )  —> Q(x)) <-> (З х Р (х )  —> \/х Я (х , у ) ) ;

5) (Р(х) <-> Q(x)  v  3y{VyR(y)) ;

6) 3xVz(P(x,y)  - » P(y,z))  ■
Е ч и м .  1, 2, 4 , 6 - и ф о д а л а р  ф о р м у л а  б у л а д и , ч у н к и  

у лар  п р е д и к а т л а р  м а н т и к и  ф о р м у л а с и н и н г  т а ъ р и ф и  а с о с и д а  
Хосил к и л и н га н . 3 ва 5 - и ф о д а л а р  ф о р м у л а  эм ас . 3 - и ф о д а д а  
л  а м ал и  Р(х) ва  V xQ (x) ф о р м у л ал а р га  н и с б а т а н  к у л л а н и л - 
ган . Р(х) д а  х  п р ед м ет  у згар у вч и  э р к и н  ва V xQ (x) д а  б у лса , 
у м у м и й л и к  к в а н т о р и  б и л а н  б о гл а н га н . Б у  х о л а т  ф о р м у л а  
т а ъ р и ф и н и н г  3 - б а н д и т а  зи д д и р . Ш у н и н г  у ч у н  3 - и ф о д а  
ф о р м у л а  була о л м ай д и . 5 - и ф о д а д а  б улса , м а в ж у д л и к  к в а н 
т о р и  Зу  у м у м и й л и к  к в а н т о р и  т а р к а л г а н  \/yR(y) ф о р м у л а га  
(бу ер д а  у  у згарувч и  б о гл а н га н ) т а р к а л га н . Б у  хам  т а ъ р и ф г а  
зи д д и р . 1 -ф о р м у л а д а  у  э р к и н  у згар у в ч и , х  ва z У згарувчи 
л ар  булса, б о гл а н га н . 2 - ф о р м у л а д а  п р ед м ет  У згарувчи лар  
м авж у д  эм ас . 4 - ф о р м у л а д а  х  б о г л а н г а н  у зга р у в ч и , у  э с а  
э р к и н  У згарувчидир.
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3.2. Предикатлар мантики формуласининг киймати ту
шунчаси. Э н ди  предикатлар м антики ф ор м ул аси н и н г к и й 
мати туш унчасин и аниклайлик. П редикатлар мантики ф о р 
м уласи ни нг и ф одаси га  кирувчи предикатларнинг аникла
ниш  сохаси  М  туплам берилгандагина бу  ф орм улан ин г м а н 
тикий кийм ати \а к и д а  суз ю ритиш  м ум кин. П редикатлар  
м антики ф ор м ул аси н и н г м антикий кийм ати уч хил узга
рувчилар: 1) форм улага кирувчи узгарувчи мулохазаларнинг;
2) М  туплам даги эр ки н  предм ет узгарувчиларнинг; 3) п р е
дикат узгарувчиларнинг кийматларига боглик  булади.

Уч хил узгарувчилардан хар би р и н и н г маълум к и й м ат
ларида предикатлар м ан ти ки ни нг ф орм уласи  чин ёки ёлгон  
Киймат кабул килувчи мулохазага айланади. М исол  си ф а 
тида куйидаги ф орм улани курайлик:

3y V z ( P ( x ,  у) - » Р (у, г)). (1 )

(1) ф орм улада Р (х, у )  икки ж ойли предикат М х М  туп 
ламда аникланган, бу ерда М = { 0, 1, 2, ..., п, ...}. (1 ) ф о р 
мула и ф одаси га узгарувчи предикат Р (х, у )  ва предм ет узга
рувчилар х , у , z  кирган. Бу ерда у  ва z  ~  кванторлар билан  
богланган узгарувчилар, х  — эрки н узгарувчи.

Р(х, _у) предик атни нг маълум киймати сиф атида та й и н -  
ланган Р п(х , у ) : «х < у»  предикатни олам из, эрки н узгарув
чи х  га х° = 5 е  М  кийм ат берам из. У холда у  н и нг х° = 5 дан  
кичик кийм атлари учун Р ° (х (), у )  предикат ёлгон кийм ат  
кабул килади, Р(х, у)^> Р {у, z) импликация эса z  нинг хамма  
г е  М  кийм атлари учун чин булади, яъни 3 y \/z { P ° { x , у )->  
-> Р °(у, z ))  м улохаза «чин» кийм атга эга булади.

2 - м и с о л .  Натурал сонлар туплами N  д а  Р (х), Q (x) ва 
R (x )  п р еди к атлар  бер и л ган  б ул си н . V x(P (x) a  Q ( x )  —» R (x ))  
ф орм улан ин г кийм ати куйидаги холларда топилсин:

1) Р (х) : «х со н  3 га булинади», Q (x ) : «х со н  4 га бул и н а
ди », R ( x ) : «х  со н  2 га булинади» ;

2) Р ( х ) : «х  со н  3 га булинади», Q ( x ) : «х  со н  4 га бул и н а
ди » , R ( x ) : «х  со н  5 га булинади».
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Е ч и м .  И ккала холда хам P ( x ) a Q ( x )  ф орм ула х  со н  
12 га бул и н ади  деган тасдикни иф одалайди . Уз навбатида, 
хамма х  лар учун х  сон  12 га бул и н са , у холда х  со н  2 га хам  
булинади. Д емак, 1- холда ф орм уланинг киймати чин булади.

х  со н н и н г  12 га бул ин иш и дан  айрим х  лар учун х  н и н г
5 га б у л и н и ш и , бун дан  эса  2 - хол да ф о р м ул ан и н г ёл гон  
эканлиги  келиб чикади.

3- м и с о  л . Р(х, у ) предикат М  = N x N  туплам да а н и к 
ланган ва Р °(х , у ) : «х со н и  у  со н и д а н  кичик» бул ган да  
V x 3 у  Р (х, у ) ^ З х У у  Р(х, у) ф орм улан ин г м антикий к и й м а
ти ни топ ин г.

Е ч и м .  Р (х, у )  предикатнинг курсатилган кийм ати учун  
Vx З у  Р (х, у ) : «хар кандай х  натурал со н  учун ш ун дай  у  н а 
турал со н  топ иладик и , у  х  д а н  катта булади» деган  чин м у
л о х а за н и  б и л д и р а д и . Ш у в а к тн и н г  у зи д а  З х \ / у  Р (х , д>): 
«Ш ундай х  натурал со н  м авж удки , у хар кан дай  натурал  
со н  у  д ан  кичик булади» деган  тасдик ни  билдиради . Бу та с -  
д и к  ёлгондир. Д ем ак , берилган ф орм улан ин г м антикий к и й 
мати ёл гон  булади.

3.3. Предикатлар мантикининг тенг кучли формулалари. 
П редикатлар м антикида хам тен г кучли ф орм улалар туш ун 
часи мавжуд.

1 - т а ъ р и ф .  П редикат лар  м а н т и к и н и н г  и к к и т а  А ва  В  
ф ормуласи у з  т а р ки б и га  ки р увчи  М  сохага  оид ха м м а  у зга р у в 
чиларнинг кийм ат ларида бир хи л  м а н т и ки й  кийм ат  кабул килса, 
ула р  М  сохада тенг кучли формулалар деб ат алади .

2 - т а ъ р и ф .  А гар ихт иёрий  сохада  А ва  В  ф орм улалар  
т енг к уч ли  булса, у  холда  у л а р  тенг кучли формулалар деб  
ат алади  ва  А =  В  куриниш да ёзилади.

Агар мулохазалар алгебрасидаги хамм а тен г кучли ф о р 
мулалар и ф одаси даги  узгарувчи м улохазалар Урнига п р ед и 
катлар мантикидаги формулалар куйилса, у  холда улар преди
катлар м антикининг тенг кучли ф орм улаларига айланади. 
А м м о предикатлар м антики хам узи га  хос асоси й  тенг куч-
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ли формулаларга эга. Бу тенг кучли ф орм улаларнинг а со -  
сийларини куриб утайлик. А{х) ва В(х) — узгарувчи п р ед и 
катлар ва С — узгарувчи мулохаза булсин. У холда предикатлар 
мантикдда куйидаги асоси й  тенг кучли формулалар мавжуд:

1. \/хЛ (х) = З х А (х )  ■
2. Зх/1(х) = \ /х А (х ) .

3. \ fx A {x )  = З х А (х ) .
4. ЗхА (х) = У х А (х ).

5. V x/l(x ) л \ fx B (x )  = V x [A (x )  л /?(х)].

6. С а  У хВ (х ) = Vx[C л 2?(х)].

7. С v VxZ?(x) = Vx[C v  Z?(x)].

8. С —> V x B (x )  = Vx[C —» 2?(х)].

9. Vx[Z?(x) —> С] s  З х В (х ) —» С .

10. З х [А (х )  v В (х)] = ЗхА (х) v Э х £ (х ) .

11. Зх[С v В (х)] = С  v З х В ( х ) .

12. Зх[С  л а д ]  = С л З х В ( х ) .

13. ЗхА (х)  а  3yZ?(>0 н З х З у [А (х ) л  £(>’)]•
14. 3х \С  -*  В (х )\ = С  -> З х В ( х ) .

15. 3х [В (х )  -> С] н V x 5 (x )  Г

16. V x /l(x ) н V y /l (y ) .

17. ЗхЛ (х) s  З у /4 (^ ).
Бу тен г  кучли ф ор м у л а л а р н и н г  а й р и м л ар и н и  и с б о т  

кдтайлик.
Биринчи тенг кучли ф орм ула куйидаги одди й  тасдикни  

(далилни) билдиради: агар хамма х  лар учун А(х) чин булм а
са, у холда ш ундай х  топиладики, А (х )  чин булади.

2- тен г кучлилик: агар А (х) чин буладиган  х  м авж уд  

булмаса, у холда хамма х  лар учун А (х )  чин булади деган  
м улохазани билдиради .
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3 ва 4 - тенг кучлиликлар 1 ва 2 - тенг кучлиликларнинг  
иккала тараф идан м ос равиш да и н кор  олиб ва икки марта 
и н кор  к он уни ни  ф ойдаланиш  натиж асида хосил булади.

5 - тенг кучлиликни и сбот  килайлик. Агар А{х) ва В(х) 
предикатлар бир вакгда айнан чин булса, у холда А ( х ) л В (х )  
предикат хам айнан чин булади ва, дем ак,

\/хЛ (х), У хВ (х ), Vx[,4(x)a2?(x)1

мулохазалар хам чин кийм ат кабул килади.
Ш ундай килиб, бу  холда 5 - тен г кучлиликнинг иккала 

тараф и хам «чин» кийм ат кабул килади.
Э н д и  хеч бул м аган да  икки п р ед и к а тд а н  б и р о р т а си ,  

м а са л а н , А (х )  а й н а н  ч и н  б у л м а си н . У холда А ( х ) л В ( х )  
п р ед и к а т  хам  а й н а н  ч и н  б у л м а й д и  ва, д е м а к , \/х Л (х ) ,  
\ / х А ( х ) л \ / х В ( х ) ,  \ /х [Л (х )л 5 (х )]  м улохазалар  ёл гон  ки йм ат  
Кабул к и л ади , яъни бу  холда хам 5- тен г к уч л и л и к н и н г  
икки тарафи бир  хил (ёлгон) кийм ат кабул килади. Д ем ак ,
5- тенг кучлиликнинг тугри эканлиги исботланди .

Э н ди  8- тенг кучлиликнинг тугри эк анлигини и сб о т  ки- 
лайлик. Узгарувчи мулохаза С «ёлгон» кийм ат кабул килсин. 
У холда С -> В (х)  предикат айнан чин булади ва С —>VxZ?(x), 
Vx[C-»Z?(x)] мулохазалар чин булади. Д ем ак , бу  холда 8- тенг  
куч ли ли кн ин г иккала тараф и хам би р  хил (ч и н ) кийм ат  
Кабул киладилар.

Э н ди  узгарувчи м улохаза С «чин» кийм ат кабул килсин . 
Агар бу  холда узгарувчи предикат В (х)  ай н ан  чин булса, у 
холда С->2?(х) предикат хам айнан чи н булади ва, дем ак ,

У х В (х ) ,  С—>Vx/?(x), Vx[C-»Z?(x)]

мулохазалар хам чин кийм ат кабул килади, яъни бу холда  
8- тен г к уч ли ли кн ин г иккала тар аф и  хам би р  хил (ч и н )  
Киймат кабул килади.

Агар В(х) предикат айнан чин булм аса, у холда С —> В(х) 
предикат хам айнан чин булм айди ва, дем ак ,

\ /х В (х ) ,  С —>Х/хВ(х), V x[C -» i? (x)]

мулохазалар ёл гон  кийм ат кабул килади.
12 — \.Т ур аев
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Ш ундай к,илиб, бу холда хам 8- тенг кучлиликнинг и к 
кала тарафи би р  хил (ёлгон ) кийм ат кабул килади. Д ем ак ,
8 - тенг кучлилик уринлидир.

Ш ун и  т а ъ к и д л а б  у т а м и зк и , Vjc[^4(jc)v^(jc)J ф о р м у л а  
У х А ( х ) v V x i? (x )  ф о р м у л а г а  ва Э х [ /4 (х )а .5 (х ) ]  ф о р м у л а  
ЗхЛ (х)аЗх/?(х)] ф орм улага тенг кучли эм ас.

А м м о, куйидаги тенг кучлиликлар уринлидир:
\ /x A (x )  v  У х В (х )  s  V x /l(x ) v У у В (у )  = 

s  \ /х \А {х )  v  Vy/?(_y)] = \ /х \ /у \А (х )  v  Я (у ) ] ,
Э х /4 (х )  л  З х В (х )  = 3 х А (х )  л  З у В (у )  =

= З х [ А (х )  а  З у В {у )]  = З х З у [ А (х )  а  В { у ) ] .
Бу тенг кучлиликлардан би р и н ч и си н и  и сбот  килайлик. 

Б унинг учун V x квантор v  ди зъ ю нк ци я  амалига ни сбатан  
дистрибутив эм асли ги н и  м и солда курсатайлик.

М = {  1, 2, 3, 4, 5}, А (х ) :  « ( х -  1 ) ( х -  2) = О»,
В (х ) : «(х -  3 )(х  -  4 )(х  -  5) = О»

булсин . А н ик ки , М  сохдаа \fxA {x)  ва У хВ (х)  м улохазалар  
ёлгон ва, д ем а к , б у  тен г кучли ли кн ин г чап то м о н и да ги  
Vx/4(x)v VxZ?(x) мулохаза хам ёлгондир. Агар Vx квантор v  га 
нисбатан дистрибутив, яъни

V x[/4(x)v Я(х)] = V x/4(x)vV xfi(x)

булганда эди , V x[/4(x)v 5 (х )] чин мулохаза булганлиги учун  
карам а-карш илик хосил булар эди . Д ем ак ,

Уx [ A (x )w В (х )\  *  Vx/l(x)vV x2?(x)

булади.
Э н д и  б у  тен г кучлиликларнинг унг том он и  хар до и м  

чап том они даги  мулохаза билан бир хил киймат кабул к дп и - 
щ ини курсатамиз. Агар \/хЛ (х) s  1 ёки У хВ (х)  = 1 булса, у  
холда бу  тен г  кучлилик тугри эканлиги  ан и к , чунки бу  
холда тенг кучлиликнинг иккала то м о н и  хам бир вактда  
чин киймат кабул килади. Бу холда факат \ /х В (х )  = \/у В (у )  
эк анлиги ни курсатиш  киф оя. А м м о бу охирги тенг кучли-
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лик таби и й ди р , чунки х  предм ет узгарувчи хам, у  предм ет  
Узгарувчи хам М  сохан ин г хар бир эл ем ентин и  кийм ат с и 
фатида кабул килади.

Э н д и  \/хА (х )  s  0 ва У хВ (х) - О булсин . У холда тенг куч
лилик ни нг чап тарафи О (ёлгон) киймат кабул килади. У нг  
том он и да  Vx кванторининг таъсир сохаси  А (х )v В (у)  ф о р 
мула бул са -д а , В (у) предикатда х  предм ет узгарувчи кат- 
наш маганлиги сабабли, Vx нинг таъсири факат А (х )  га тар
калади. Х удди шу каби, Vy квантор факат В{у) га таъсир  
этади. Д ем ак , Vx V y [i4 (x )v 5 (j)] ф орм ула хам ёлгон  кийм ат
га эга булади.

К елтирилган иккинчи тенг кучлиликни хам худди  ш у  
каби и сб о т  килиш  мумкин ва бун и  укувчига хавола этам из.

4 -  м и с о л . Эх V y (/4 (x )л В (у ))  = V y  Э х(Л (х)л  В (у ))  т ен г  
кучлилик уринли эканлигини курсатинг.

Е ч и м .

3xV y(/4(x) л В (у ) )  =  Эх(/4(х) а  Vу В ( у ) )  = Б х А (х )  л V y B ( y ) , 

V y 3 x ( A ( x )  а  В(>>)) = У у (З х А (х )  а  В (у ) )  = 3х А ( х )  л У у В ( у ) . 

Д ем ак , келтирилган тенг кучлилик уринли экан .

4- § . Предикатлар мантики формуласининг 
нормал шакли. Бажарилувчи ва 

умумкийматли формулалар

Ф орм уланинг деярли норм ал ш акли . Ф орм уланинг норм ал  
ш акли. \ а р  канд ай  ф орм улани норм ал ш а клга  келт ириш . 
Б а ж а р и лувч и  ф орм улалар . У м ум к и й м а т ли  ф о рм улалар . 
А йнан  чин ф ормула. А йнан  ё'лрон ф ормула. М а н т и к  к о н у 
ни. У м ум кийм ат ли  ва баж арилувчи  ф орм улалар % акидаги  
т еорем алар.

4.1. Предикатлар мантики формуласининг нормал шакли.
1 -т а ъ  р и ф . А гар  предикат лар  м а н т и ги  ф орм уласи иф о

дасида ф акат  инкор, конъю нкция, дизъ ю нкция  ( - ,  л , v )  а м а л 
ла р и  ва  ква н т о р ли  ам аллар  (V , 3 ) к а т на ш и б , и нкор  а м а ли
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элемент ар ф орм улаларга  (предм ет  узгарувчилар  ва у зга р увчи  
предикат ларга) т егиш ли булса, бундай ф ормула деярли нор
мал шаклда дейилади.

Равш анки, предикатлар мантик,и ва мулохазалар алгеб
расидаги асоси й  тенг кучлиликлардан ф ой далани б, п р еди 
катлар м антикининг хар бир ф ор м уласи ни  деярли норм ал  
шаклга келтириш  мум кин. М асалан,

(3 хР (х) -> V yG ty)) ->  R (z)

форм улани деярли нормал шаклга келтирайлик.

(З х />(х) -»  V y Q (y ) )  - > R (z ) s  (3 x P (x )  v  V y Q (y ))  -»  R (z )  =

=  (3 x P (x )  v  V y Q (y )  v R (z )  =  3x P ( x )  a  V y Q (y )  v  R (z )  =

= 3 x P (x )  a  3 y Q (y )  v  R (z) .
Д ем а к ,

(3 x P (x )  -»  V y Q (y ) )  -»  R (z )  = fx P (x )  a  3 y Q (y )  v  R (z )  ■

Предикатлар м антикининг деярли нормал шаклдаги ф о р 
мулалари орасида нормал шаклдаги формулалари мухим роль  
уйнайди.

Бу ф орм улаларда кванторли амаллар ёки бутунлай к,ат- 
наш майди, ёки улар мулохазалар алгебрасининг хамма амал- 
ларидан кейи н  баж арилади, яъни нормал шаклдаги ф ор м у
ла куйидаги куриниш да булади:

(0 х , ) ( о х 2) ... (стх п) А  (Х |, х 2, ..., х т) , п < т ,

бунда (ах.) сим воли урнида Vx. ёки Зх. кванторларнинг бири  
туш унилади ва А  ф орм ула и ф одаси да  кванторлар булм айди.

1 - т е о р е м а .  П редикат лар м а н т и ки ни нг хар  кандай  ф ор
м уласини  норм ал ш аклга  келт ириш  м ум кин .

И с б о т .  Ф ормула деярли норм ал шаклга келтирилган  
д еб  хи соблай м и з ва уни нормал шаклга келтириш  м ум к и н -  
лигини курсатамиз.

Агар бу  ф ор м ула эл ем ен тар  ф ор м ул а  булса, у хол да  
уни нг и ф одаси да  кванторлар булм айди ва, дем ак, у н о р 
мал шакл куриниш ида булади.
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Э н д и  фараз киламизки, теорем а купи билан к  амални  
камраган форм ула учун турри бул син  ва уни шу ф араз а со 
си да к  + 1 амални камраган ф орм ула учун и сбот  киламиз.

А  и ф ода  к  + 1 амални уз ичига олган ф орм ула ва ун и н г  
куриниш и c x L ( х )  шаклда булсин , бу  ерда о х  кванторлар- 
н и н г би р и н и  иф одалайди. L{х)  ф орм ула к  амални уз ичига  
олганлиги  туф айли уни  норм ал ш аклга келтирилган д еб  
Хисоблаймиз. У  \о л д а  o x L (x )  ф орм ула таърифга асосан  н о р 
мал шаклда булади.

А ф орм ула L  куриниш да бул си н , бунда L  ф орм ула н о р 
мал шаклга келтирилган ва к  амални уз ичига олган деб  
хисобланади. У  холда

Vx/4(x) = 3х А { х )  ва Зх/1(х) = V x /l(x )

тенг кучлиликлардан ф ой дал ан и б, инкор амалини п р ед и 
катлар устига туш ирамиз. Н атиж ада А  ф орм улани нормал  
шаклга келтирган буламиз.

Э н ди  А  форм ула L xv L 2 куриниш да бул си н , бу ерда L, ва 
Ь 2 норм ал шаклга келтирилган ф орм улалар д еб  каралади. Ь 2 
форм улада богланган предм ет узгарувчиларни ш ундай кай
та ном лай м и зк и, L { ва Ь 2 форм улалардаги хамма богланган  
предм ет узгарувчилар хар хил булсин . У холда 1 , ва Ь 2 ф о р 
мулаларни куйидаги куриниш да ёзиш  мумкин:

I , s  ( с х , ) ( с х 2) ... ( а х га) а | (х | , х 2, ..., х „ ), т <  п,

= ( о ^ ) ( а у 2) ... ( о ^ ) а 2(у ,, у 2, ..., y q) ,  р <  q.

C v V x 5 (x ) = Vx[ C v Z?(jc)] ва V x A {x )  = 3 x A { x )  тенг кучли
ликлардан ф ой дал ан и б, L 2 ф орм улани (a x ,) ,  ( c x 2), ..., (a x m) 
квантор амаллари остига киритамиз, яъни А  форм улани уш бу  
куриниш га келтирамиз:

А = ( о х , ) ( о х 2) ... ( o x m) ( a , ( x l , х 2, ..., х„)) v  

v ( a ^ X a ^ ) ... ( с у р )а.2{ у х, у 2, ..., y q)).

Сунгра а ,(х ,,  х2, ..., х )  ф орм улан и  

( о у х), ( а у 2), ..., ( с у р)
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квантор амаллари остига киритам из. Н атиж ада А ф орм ула
нинг нормал ш аклини хоси л  киламиз:

А = ( о х , ) ( а х 2) ... ( а х я ) ( а у , ) ( а у 2) ... ( а у ^ х  

х ( а , ( х 1) х 2, ..., х„) vex2(у ,, у 2, ..., у ч)).

L ^aL2 куриниш идаги А ф орм улани норм ал шаклга кел- 
тириш нинг исботи  худди ю корида каби булади.

Агар ф орм улани нормал шаклга келтириш  ж араёнида  
3 хА{х) v ЗхВ(х) ёки \/х А (х )л \/х В (х )  куриниш даги и ф одал ар- 
ни куришга тугри келса, у холда

V x/4(x)a \ /х В(х ) = V x[/4 (x )a 5 (x )]

ва

3x/l(x)v3xZ?(x) = 3x[y4(x)vZ?(x)] 

тенг кучлиликлардан ф ойдаланиш  керак булади.

1 - м и с о л .  А = V x3 у Р {х , у )  а  3 xVy£2(x, у )  ф о р м у л а н и  
нормал шаклга келтириш  талаб этилсин.

А ф орм улада тенг кучли алмаш тириш ларни утказиб, уни  
нормал шаклга келтирамиз:

A s  V x 3 y P (x ,y )  л \ /x 3 y Q ( x ,y )  = V x (3 y />(x ,y )  л 3 z Q ( x ,z ) )  =

= V x 3 y ( P ( x ,y )  a  3 z Q (x ,z ) )  = V x 3 y 3 z (P (x ,y )  л  Q ( x ,y ) ) .
4.2.Бажарилувчи ва умумкийматли формулалар.

2 - т а ъ р и ф . А га р  А ф орм ула  и ф о да си га  ки р увч и  ва  
М  сохага оид узгарувчиларнинг шундай киймат лари м авж уд  
булиб, бу кийм ат ларда А формула чин киймат кабул килса, 
у  холда предикат лар м ант икининг А ф ормуласи М  со%ада 
бажарилувчи формула деб  ат алади.

3- т а ъ р и ф . А гар шундай соха м авж уд булиб, унда А ф ор
м ула баж ариладиган булса, у  холда А бажарилувчи формула 
деб ат алади.

Д ем ак , агар бирор  форм ула бажарилувчи булса, бу  хали  
уни нг исталган сохада баж арилувчанлигини билдирм айди .

www.ziyouz.com kutubxonasi



4 - т а ъ  р и ф . А гар А нинг иф одасига кирувчи ва  М  сохага  
оид хам м а узгарувчиларнинг киймат ларида А формула чин ки й 
м ат  кабул  килса, у  холда А формула М  сохада а й н а н  ч и н  
ф о р м ула  деб ат алади.

5 - т а ъ р и ф .  А гар А формула хар  кандай сохада айнан  
чин булса, у  холда А у м у м к и й м а т л и  ф о р м ула  деб ат алади.

6 - т а ъ  р и ф  . Агар А формула иф одасига кирувчи ва М  со- 
Xага оид хам м а узгарувчиларнинг кийм ат ларида А ф ормула  
ёлгон киймат  кабул килса, у  холда А формула М  сохада а й н а н  
ёлгон  ф о р м ула  деб аталади.

Келтирилган таърифлардан уш бу тасдик^ар келиб чикади:
1 .A rap  А умумкийматли ф орм ула булса, у холда у \а р  

Кандай сохада хам бажарилувчи ф орм ула булади.
2. Агар А ф орм ула М  сохада айн ан  чин ф орм ула булса, у  

\о л д а  у ш у сохада баж арилувчи ф орм ула булади.
3. Агар М  сохада А айнан ёлгон ф орм ула булса, у холда  

у бу  сохада баж арилмайдиган ф орм ула булади.
4. Агар А баж арилм айдиган ф орм ула булса, у холда у  

хар кандай сохада хам айнан ёлгон ф орм ула булади.
Д ем ак, предикатлар мантики ф орм улаларини икки си н ф 

га ажратиш  мумкин: баж арилувчи  синф лар  ва баж арилмас  
(баж арилм айдиган) синф лар форм улалари.

7 - т а ъ р и ф .  Умумкийматли формула м а н т и к  к о нун и  деб  
ат алади.

Э нди бир нечта мисоллар келтирайлик.
1 - м и с о л . Vx 3уР (х , у) ф орм ула баж арилувчидир. Х ак и

катан хам, агар Р (х, у ) : «х  < у» предикат М  = Е х Е  сохада  
аникланган ( £ = { 0 ,  1, 2, ..., «}) булса, у холда У х З у Р (х , у )  
форм ула М  сохада айнан чин ф орм ула булади, дем ак , бу  
сохада баж арилувчи ф орм уладир. А м м о, агар Е х -  {0, I, 2, 
..., к } учун « х <  v» предикат чекли = Е хх Е { сохада ани к
ланган булса, у холда V x З уР (х , у )  ф орм ула А/, сохада айнан  
ёлгон ф орм ула булади ва, дем ак , Л/, сохада баж арилм асдир. 
Равш анки, V xB уР (х ,  у ) ум ум кийм атли ф орм ула булм айди.
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2- м и с о  л . ЗхЗу| Р (х )  л / ’(у )] ф ормула бажарилувчидир. 
Хак,ик,атан хам , агар Р (х ) : «х — ж уф т сон »  пр еди к ат  

£ = { 0 ,  1, 2, п } учун М =  Е х Е  сохада аникланган булса, 
у \о л д а  бу ф ор м ула М  сохада айнан чин булади , дем ак , 
М  сохада баж арилувчи ф орм уладир.

А м м о, агар Р ( х ) : «х — ж уф т сон » предикат Е х = {2, 4, 6,
8, ...} учун М х -  Е хх Е х сохада аникланган булса, у холда

З х З у [ Р (х )  л Р (у )]  ф орм ула М х сохада айнан ёлгон ф орм ула  
булади, дем ак , бу сохада баж арилмас ф орм уладир.

3 - м и с о л . V x [ />(x )  v  /^ х ) ]  ф орм ула исталган М  со х а 
да  айнан чин булади.

Д ем ак , у ум ум кийм атли ф орм ула, яъни м антилий к,о- 
нундир.

4 - м и с о  л . V x f/^ x ) л Р (х )] форм ула исталган сохада а й 
нан ёлгон ва ш унинг учун хам у бажарилмас формула булади.

Э нди предикатлар мантикддаги ф орм улаларнинг ум ум - 
кийматлиги ва баж арилувчанлиги орасидаги м ун осабатни  
куриб утайлик.

2 - т е о р е м а .  А ум ум кийм ат ли  формула булиш и учун  ун и н г

инкори А баж арилувчи формула булмаслиги зарур ва етарлидир.
И с б о т .  Зарурлиги . А умум кийм атли ф ормула булсин . 

У холда, равш анки, А исталган сохада айнан ёлгон ф ор м у
ла булади ва ш унинг учун хам у баж арилмас ф орм уладир.

Е т арлилиги . А  исталган сохада бажарилувчи ф орм ула  
булм асин. У холда баж арилмас ф орм уланинг таърифига асо 
сан А  исталган сохада айнан ёлгон  ф орм уладир. Д ем ак , 
А исталган сохада айнан чин ф орм ула булади ва у ум ум -  
кийматлидир.
_  3 - т е о р е м а .  А б а ж а р и л у в ч и  ф о р м ула  б ули ш и  у ч у н  
А  нинг ум ум кийм ат ли  формула булмаслиги зарур ва етарлидир.

И с б о т .  Зар ур ли ги . А  баж арилувчи ф орм ула б у л си н . 
У холда ш ундай М  соха ва А ф орм ула таркибига кирувчи  
узгарувчиларнинг ш ундай кийматлар мажмуи (сатри) м ав-
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ж удки , А  ф ормула бу кийматлар сатрида чин киймат кабул  
Килади. А н ик ки , узгарувчиларнинг бу кийматлар сатрида  
А  ф орм ула ёлгон киймат кабул килади ва, дем ак, А  ум ум 
кийматли форм ула була олмайди.

Ет арлилиги. А  умумкийматли форм ула булм асин. У хол
да  ш ундай М с о \а  ва А  форм ула таркибига кирувчи узгарув
чиларнинг ш ундай кийматлар сатри мавж удки, А  ф орм ула  
бу  кийматлар сатрида ёлгон киймат кабул килади. Бу к и й 
матлар сатрида А  ф орм ула чин кийм ат кабул килганлиги  
учун у баж арилувчи форм ула булади.

5 - м и с о л .  А = ( Р ( х ) ->  Q (x ))  -»  З х Р (х )  a  V x Q (x )  ф о р 
м уланинг ум ум кийм атлигини исботланг.

Е ч и м .  А  ф орм ула исталган М  сохада аникланган д еб  
хи собл аб , тенг кучли алмаш тириш ларни утказамиз:

А  = V x (P (x ) -»  Q (x ))  ->

—> Э хР (х) л V x Q (x )  = V x (P (x ) —> Q (x ))  v

v  3х Р { х )  л V x Q (x )  s  З х ( / , (х ) v  Q (x ))  v  Б х Р (х )  v  V x Q (x )  =

Ш 3х ( Р ( х )  A Q (x ))  V З х Р (х ) V ЭхО й) s  Э х (Р (х ) a  £>(х)) v

v  3x Q (x ) v  З х Р (х ) s  З х (Р (х )  a Q (x )  v  Q (x )) v  Зх/*(х) =

s  3 x (P (x )  v  £?(x)) v  3x.P(x) s  (3x /* (x) v  3 x P (x ))  v  3 x Q (x ) s

= 1 v  3 x Q { x )  = 1,

яъни А ф орм ула исталган сохада хар кандай Р(х) ва Q (x) 
бир  ж ойли предикатлар учун айнан чин, дем ак, у ум у м 
кийматли ф орм уладир.

6 - м и с о л  . А = 3 x [ (F (x )  -»  F (x ) )  а ( / г(х ) —> F (x ) ) ]  нинг  
айнан ёлгон ф орм ула эканлигини курсатинг.

Е ч и м .  ( F ( x ) -> F (x ) )  a ( F ( x ) ^ ( x ) )  = F (x )  F (x )  ra  

эгам из. F ( x )  F ( x )  айнан ёлгон ф ор м ула эк ан л и ги дан , 

A  s  З х ( /7(х ) <-> F (x ))  хам айнан ёлгон  ф орм ула булади.
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Муаммоли масала ва топширицлар

1. К уйидаги иф одал арн и н г кайси бири  предикатлар м ан ти 
кининг ф орм уласи  бул иш и ни аникланг. Х ар би р  ф о р м у 
ладаги эр к и н  ва богланган узгарувчиларни курсатинг:

1) Э хЗуР (х ,  у); 2) \ /x P (x )v \ fy Q (x ,  у); 3) V x 3 уР (х , у );

4) р -* \ /х Р (х ,  у)-, 5) ЗхР (х , у )л  Q iy , х).

2. Р (х , у ) п р ед и к а т  М  -  N x N  туп лам да ан и к л ан ган  ва 
Д х , у ) : «х < у»  булсин .
1) К уйида берилган предикатларнинг кайси бири айн ан  
чин ва кайси бири айнан ёлгон  эканлигини аникланг:

а) 3хР (х , у );  б) VxP(x, у); в) 3уР (х , у); г) У уР (х, у ) .

2) К уйидаги мулохазаларнинг кайси бири чин ва кайси  
бири ёлгон  эк анлиги ни аникланг:

а) 3 x V y P (x ,  у); б ) Vx ЗуР (х, у); в) V y 3 x P (x , у);

г) Vx V yP (x , у); д ) У у  У хР (х, у); е) Vy У хР (х, у);

ж) Зх ЗуР (х , у); з) З у З х Д х , у).
3 . К уйидаги тенг кучлиликларнинг тугри эканлигини и с 

бот к и л и н г :_______
1) Vx/4(x) = З х /1 (х ) ;

2) З х А (х )  = У х А ( х ) ;

з )  С a V x A (x )  = V x(C  л А { х ) ) ;

4 ) С v  \ /х А { х )  = Vx(C  v А { х ) ) ;
5) З х(/4 (х) v В (х ))  = З х А (х )  v  З х В (х )  ;
б) Зх(С  v  А (х ) )  = С v  З х А ( х ) ;
7) Зх(С  л А (х ) )  = С  а  З х А (х ) ;

8) З х А (х )  а  З у В (у )  = ЗхЗу(/4(х) а В (у ) ) ;
9) V x (/l(x )  -> С) = З х А (х )  —> С ;
10) З х(С  ^  А (х ) )  = С  ^  З х А ( х ) ;
11) З х ( А ( х )  -> С) н V x 4 (x ) -> С .
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4 . А (х )  ва В (х ) ихтиёрий предикатлар булсин . А ( х )  —» В ( х ) 
ф орм улага цуйида берилган ф орм улаларнинг кайси бири  
тен г кучли булади?

1) A ( x ) v B ( x )  \ 2) Л (х) у  В ( х ) ; 3) Л (х) ^  Д (х ) ;

4) В (х )  —» Л (х); 5) Л(х ) а 5 ( х ) ;  6) Л(х ) а А(х ) ;

7) В (х )  -»  Л (х ) .
5 . К уйида келтирилган ф орм улаларнинг кайси бири  ум ум 

кийматли:
1) З х (/^ (х ) а  Р2(х ))  -> (ЗхР{(х )  а  ЗхР2( х ) ) ;

2) Зх(/> ,(х) а  Р2(х ))  <-> (З хР ,(х ) а  Зх/>2( х ) ) ;

3) (VxP, (х) v  VxP2 (х)) -»  Vx( Р, (х ) v  Р2 (х ) ) ;

4 )  (Vx/*,(х) v  \/хР 2(х ))  V x (/> (х) v Р2( х ) ) ;
5) V x(? -> Р ,(х )) о  (? -> V x P ,(x ) ) ;

6 ) V x (P (x ,)  -> /> (х )) <-> (V xP ,(x) ->  VxP2( x ) ) ;

7 ) 3х (Р ,(х )  ->  Р2(х )) -»  (З х /> (х ) -> Э х Л ( х ) ) ;

8) V x (/>,(x )  -> Р2(х ))  <-> (З х Р (х ,)  ->  VxP2( x ) ) ;

9 ) V x(A ,(x ) -> A2(x )) -»  (V x/!,(х ) -»  V x/l2( x ) ) ;

10) V x(/4 ,(x ) —> Л2(х ))  -> (ЗхЛ ,(х) —» Эх>42(х )) ;
11) Эх( /4, (х)  -»  Л2( х ) )  (Vx/4, (x)  ->  VxA2(x) ) ;

12) 3x Q (x )  -> V x Q ( x ) ;

13) V xQ (x) —> 3 x 0 ( x ) ;
14) V x P (x ) a  V xQ (x) V x ( f ( x )  a ( ? ( x ) ) ;
15) V x P (x ) v  V xQ (x) «-> V x (P (x ) v Q (x ) ) ;

16) 3 x P (x )  a  3x@ (x) <-> 3 x (P (x )  a Q ( x ) ) ;

17) 3 x />(x ) v  3 x Q (x )  <-> 3 x ( P (x )  v 0 ( x ) )  ?

? /  Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Предикатлар мантикининг символлари ва формуласи.
2. Предикатлар мантики формуласининг киймати. Тенг кучли 

формулалар. Асосий тенг кучли формулалар.
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3. Формуланинг деярли нормал шакли. Формуланинг нормал шакли.
4. Хар кандай формулани нормал шаклга келтириш мумкинлиги.
5. Бажарилувчи ва умумкийматли формулалар. Айнан чин ва айнан 

ёлгон формулалар.
6. Бажарилувчи ва умумкийматли формулалар хак^идаги теоремалар.

5- §. Ечилиш муаммоси. Хусусий холларда 
формуланинг умумцийматлилигини 

топиш алгоритмлари

[7{ Ечилиш муаммоси. Чекли со^аларда ечилиш муаммоси. Ёпик, 
формула. Формуланинг умумий ёпилиши. Ф ормуланинг м а в -  
ж удлигини ёпиш. Таркибида бир т урдаги  квант ор амали  
цат наш увчи нормал ш аклдаги ф ормулалар учун  ечилиш  
муаммоси.

5 .1 . Ечилиш муаммоси. П редикатлар м антикида ечилиш  
м уам м оси мулохазалар алгебрасида кандай куйилган булса, 
худди ш ундай куйилади: предикатлар м ан тикининг истал
ган ф орм уласи  ёки ум ум кийм атли, ёки баж арилувчи, ёки  
айнан ёл гон  (баж арилм ас) ф ор м ула эк анл иги ни  аник^аб  
берувчи алгоритм мавж удми ёки йук,ми? Бу масала ечилиш  
муаммоси д еб  аталади. Агар бундай  алгоритм мавж уд булса  
эди , у (худди  мулохазалар алгебрасидагидек) предикатлар  
мантикидаги исталган ф орм улани айнан чинлигини аник;- 
лаб берувчи критерийга келтирилган булар эди .

Агар уш бу м уам м о м улохазалар алгебраси  учун о с о н  
ечилган булса, предикатлар мантики учун бу м уам м они ечиш  
катта кийинчиликларга дуч келди. X X  асрнинг 30- йи л лар и
да алгоритм  туш унчасига ан и к  таъриф  берилган дан сун г  
мазкур м уам м о ум ум ий холда и ж оби й  хал этилиш и м ум 
кин эм асли ги , яъни изланган алгоритм мавжуд эм асли ги  
маълум бул иб колди.

1936 йилда америкалик олим  А .Ч ёрч предикатлар м ан 
тикининг ечилиш  м уам м оси ум ум ий холда алгоритмик ечил- 
м аслигини и сботл ади , яъни предикатлар м ан ти ки ни нг и с-
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талган ф орм уласи  кайси (ум ум кийм атли, баж арилувчи ва 
баж ари л м ас) си н ф га  кириш ини аниклаб берадиган  алго
ритм мавж уд эм асли ги ни курсатди.

Ечилиш  м уам м оси  предикатлар м антики учун иж оби й  
еч и л м аса-да , леки н  предикатлар м антики ф орм улаларининг  
баъзи си нф лари  учун бу муам мо и ж оби й  хал эти л и ш и н и  
курсатайлик.

5.2. Чекли сохаларда ечилиш муаммоси. Ечилиш  м уам 
м оси  чекли сохаларда ечилувчидир, яъни и ж оби й  хал була
ди . Х акикатан хам, бу  холда кванторли амалларни к он ъ ю н 
кция ва ди зъ ю нк ци я  амаллари билан алмаш тириш  мум кин. 
Н атиж ада предикатлар мантики ф ор м уласи  мулохазалар ал
гебраси ф орм уласига келтирилади. М аълумки, мулохазалар  
алгебраси учун ечилиш  м уам м оси ечиладигандир.

М а с а л а н , V x3y[P (x ,> 0  v  Z ^x,*)] ф о р м у л а  М  = {а , Ь} 
икки элем ентли чекли сохада аникланган булсин . У холда  
уни уш бу куриниш га келтириш  мумкин:

V x 3 y [/>(x ,> 1) v  Р (х ,  х)1 = V x[P (x , a) v  Р (х ,х )  v P (x ,b )}  =

= [Р (а ,а )  v  Р (а ,а ) v  P (a ,b )]  л  [P (b ,a )  v  P (b ,b )  v  P (b ,b ) ] .

Х о си л  этилган конъю нктив норм ал ш аклдаги ф о р м у 
лан и н г хар бир элем ентар ди зъ ю н к ц и я си  и ф одаси да  битта  
м улохаза узи н и н г ин кори билан биргаликда катнаш мокда. 
Д ем ак , мулохазалар алгебраси ни нг бу  ф ор м уласи  д о и м о  чин  
Киймат кабул килади, яъни айнан чи н булади.

5.3. Таркибида бир турдаги квантор амали катнашувчи 
нормал шаклдаги формулалар учун ечилиш муаммоси.

1 - т а ъ р и ф  . А гар  п редикат лар  м а н т и к и  ф орм уласи т а р 
кибида  эркин  предм ет  узга р увчи ла р  булм аса , у  хо лд а  бундай  
ф орм ула ёпиц ф орм ула деб ат алади.

2- т а ъ р и ф . Агар предикат лар м ант ики  формуласи С т ар
кибида  х ,, х 2, ..., х п эр ки н  у зга р увчи ла р  м а вж уд  булса, у  холда

А = V x1Vx2...V x„C (xl , х 2, ..., х„) 
ф орм ула С ф орм уланинг умумий ёпилиши ва
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В = Зх,3.х2...ЗхлС(;С|, х 2, ..., х п) 

ф ормула С ф орм уланинг мавжудлигини ёпиш деб  ат алади.
1 - т е о р е м а .  А га р  п р ед и к а т ла р  м а н т и к и н и н г  норм ал  

ш аклдаги  ёпик, ф орм уласи т аркибида  (иф одасида) ф а ка т  п  
т а м авж удлик  ква н т о р и  к,ат наш ган хам да  бир элем ент ли  ис
т алган сохада айнан  чин булса, у  х;олда у  ум ум ки й м а т ли  фор
муладир.

И с б о т .  П редикатлар мантикининг нормал шаклдаги  
форм уласи

В  = Эх,3х2...3х„С(<7 ,, q2, ..., Pt, Р2, ..., £>,, Q2, ...) (1)

куриниш да бул си н , бунда С ф ормула иф одаси да квантор
лар к,атнашмайди, q. — мантилий узгарувчи, Р. — би р  ж о й 
ли предикатлар, (?. — икки ж ойли предикатлар. Бу ф орм ула
н и н г  ч и н л и к  к и й м а ти  у н и н г  т а р к и б и д а  к атн аш аётган  
q v  q2, ... м антикий узгарувчилар ва Р ,, Р2, ..., Q v  Q2, ... 
предикатларга б о т и к *

Т еор ем ан и н г шартига асосан бир а элем ентли исталган  
М  = {о} сохада бу ф орм ула айнан чин, яъни

C (q t , q 2, ..., Р{{а), Р2{а) , . . . ,  (? ,(а ,д ), Q2(a ,a ) , ...) (2 )

ф ом ула айнан чин булади. А никки, (2) форм ула мулохаза
лар алгебрасининг ф орм уласи булади.

(1) ф орм ула умумкийматли эм ас д еб  фараз киламиз. У  
холда ш ундай А/, с о \а  ва узгарувчиларнинг ш ундай к и й 

матлар м аж м уаси q\’, q2 , Р° ,  Р2 , . . . ,Q X,Q 2 , ... м авж удки , 

унда (1) форм ула ёлгон киймат кабул килади, яъни

q l  ..., />°, Р2° , ..., Q l  Q l ...) = 0 . (3 )

(3) ф орм улан ин г инкорини оламиз:

3 x 13x,...3 .vII(<7l0, q l ..., Р , \  Р2\  ..., 0,°, Q l ...) =

= V x l\ /x 2. . .y x llC (q^ , q°2 , ..., />°, P2l ..., Q l  Q l ...) = 1.
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Бу ердан

(4 )

ф орм улан ин г Л/, со^ага о и д  предм ет узгарувчиларнинг кан
дай ол ин иш и дан катъи назар айнан чинлиги келиб чикади. 
Л/, .со^адан ихтиёрий х0 эл ем ен тн и  ол иб, уни (4) ф орм ула
даги предм ет узгарувчилар урнига куйиб чикам из. У х,олда

Бу натижа (2) ф орм улан ин г айнан чин эканлигига зи д 
ди р  ва (1) ф орм ула ум ум кийм атли эм ас деган ф а р ази м и з- 
н и нг нотугрилигини курсатади. Ш ундай килиб, (1 ) ф о р 
мула умум кийм атлидир.

2 - т е о р е м а .  А гар  п р е д и к а т ла р  м а н т и к и н и н г  норм ал  
ш аклдаги  ёпик, ф ормуласи иф одасида п т а  ум ум и й ли к  к в а н 
т ори к,атнашса ва бу ф орм ула к уп и  билан п т а  элем ент ли  
х;ар %андай т уплам да  (сохада) айнан  чин булса, у  холд а  у  у м у 
м к и й м а т ли  булади.

И с б о т .  П редикатлар м ан тикининг нормал ш аклдаги  
ф орм уласи куйидаги куриниш да булсин:

бунда q v q2, ... — м антикий узгарувчилар, P v Р2, ... — бир  
ж ойли предикатлар, Q r  Q2, ... — икки ж ойли предикатлар. 
(1) ф ормула ум ум кийм атли эм а с д еб  ф араз киламиз. У \о л д а  
п тадан ортик элем ентга эга булган Л/, с о \а  мавж удки, бунда
(1) формула айнан чин булм айди. Бош кача килиб айтганда, 
узгарувчиларнинг ш ундай

Д ем ак ,

Кийматлар м аж м уаси мавж удки,
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Бу ердан

^ х 2...\/хяС(я1 q l  ..., Р,\ Р2°, Ql  Q l ...) ^

-  3 x [3 x 2. .3 x „ C ( q l  q l ..., Р{\  Р2\ Q l  Q l ...) = 1.

Ш ун дай  к и л и б , п р ед м ет  у зга р у в ч и л а р н и н г  ш у н д а й  

л:,0, x l ..., х ° е  М , кийматлари м авж удки,

C(qlql . . . ,P{l P 2l . . . ,Q lQ l . . . )  = \
ва

C(qlql . . . ,P°,P?, . . . ,QlQl. . . )  = 0
булади.

Д ем ак , М х с о \а д а н  купи билан п та эл ем ен ти  булган  
ш ундай М  с о \а н и  ажратиш  м ум кинки, у ерда бу ф орм ула  
айнан чин булм айди. Бу натиж а теорем ан инг ш артига зи д 
ди р  ва у (1) ф орм ула ум ум кийм атли эм ас деган  нотугри  
ф арази м и здан  келиб чикди. Д ем ак , (I )  ф орм ула ум ум ки й
матли ф орм уладир.

Т аркибида факат бир ж ойли  (битта предм ет узгарувчига  
богл и к  булган) предикатлар катнаш ган ф орм улалар учун  
ечилиш  м уам м оси иж оби й  \а л  этилиш и куйидаги теор ем а-  
дан куринади.

3- т е о р е м а . П редикат лар м а н т и ки ни нг т аркибига  п т а  
бир ж ойли предикат  кирган  А ф ормуласи бирор М  т уплам да  
баж арилувчи  булса, у  холд а  бу ф ормула элем ент лари  сони  2" 
дан ка т т а  булм аган М х т уп ла м да  ха м  баж арилувчи  булади.

У ш бу теорем адан  куйидаги натижа келиб чикади.
Н а т и ж а .  П редикатлар м антикининг таркибига факат 

п та бир ж ойли  предикат кирган А  ф орм уласи элем ентлари  
со н и  2" дан  куп булмаган ихтиёрий туплам да айнан чин  
булса, у \о л д а  бу ф орм ула ихтиёрий тупламда \а м  айнан  
чин булади.

К уйидаги теорем а \а м  предикатлар м ан тикининг катта 
си н ф и н и  таш кил килувчи ф орм улалари учун ечилиш  м у- 
ам м оси ни  ^ал килади.
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4 - т е о р е м а .  А гар предикат лар  м а н т и к и н и н г А  ф орм у
ла си  бирор чексиз сох;ада баж арилувчи  булса, у  хо лд а  у  чекли  
сохада ха м  баж арилувчи  булади.

М у аммо ли масала ва топширицлар

1. К уйидаги  ф ор м улан и н г ум ум кийм атли эк ан л и ги н и  и с 
ботланг:

А = (Р (х ) —> (2(х)) —> Э хР (х) л V x(?(x) ■

2 . Агар М  тупламда аникланган А (х )  ва В (х)  предикатлар  
чин к,ийматли булса, у х,олда уларнинг чинлик туплам 
лари кандай ш артларни каноатлантириш и керак:

1) V x(/4(x) ->  В (х ) )  л Зх (Л (х ) а В ( х ) ) ;

2) 3х ( А ( х )  a  B ( x )) a  (V (/l(x )  -> f i ( x ) ) ) ;

3) Зх(/1 (х ) а  В ( х ) )  —> (V x (/l(x )  —> В( х ) ) )  ?

3 . М  = {1, 2, 3, . .. ,  20} туп л ам да  к уй и д аги  п р ед и к атл ар  
берилган:
А(х): «х 5 га булинм айди»; В(х): «х  ж уф т сон»;
С(х): «х туб сон»; Д х ) :  «х 3 га каррали». 
К уйидаги предикатларнинг чинлик туп лам ин и топинг:

I) А ( х )  а  В ( х ) ; 2) С (х ) а В ( х ) ;

3) С (х) a D ( x ) ; 4 ) й ( х ) л Д х ) ;

5) B ( x ) a D ( x ) ; 6) А { х )  л D ( x ) ;

7) B ( x ) a D ( x ) ;  8) А ( х )  л  В ( х )  л  D ( x ) ;

9) А ( х )  v  В ( х ) ; 10) В ( х )  v  С ( х ) ;

I I )  С ( х )  v  D ( x ) ; 12) B ( x ) v D ( x )  ;

13) B ( x ) v D ( x )  ; 14) B ( x ) w D ( x )  ',

15) A ( x )  v  B ( x )  v  Д х ) ; 16) C (x ) —» A ( x ) ;

17) Z )(x )—> C ( x ) ;  18) Л (х ) —» B ( x ) ;

19) (Л (х) a C (x )) D ( x ) ; 20) (Л (х ) л  D ( x ) )  ->  С ( x ) .
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&  Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Предикатлар мантикнда ечилиш муаммоси.
2. Чекли сохдларда ечилиш муаммоси.
3. Ёпик, формула. Формуланинг умумий ёпилиши. Формуланинг мав- 

жудлигини ёпиш.
4. Таркибида бир турдаги квантор амали катнашувчи нормал шакл

даги формулалар учун ечилиш муаммоси.

6 -§ .  Предикатлар мантикининг математикага 
татбики

[7 [ М а т ем а т и к  т аъриф  ва т еорем аларни предикат лар  м а н 
т и ей  т и ли  восит аси билан иф одалаш . Сонлар к е т м а -к е т -  
ли ги  ли м и т и н и н г  т аъриф ини иф одалаш . Ф ункциянинг н у к -  
т адаги  ли м и т и н и н г т аъриф ини иф одалаш . Ф ункц и яни нг  
н у ц т а д а ги  у з л у к с и з л и ги  т аъ р и ф и ни  иф одалаш . У сувчи  
ф ун кц и ян и н г  т аъриф ини иф одалаш . Ч егараланган ф ун к 
циян и нг т аъриф ини иф одалаш . К,арама-к,арши т асдик,лар- 
ни т узиш . Тугри, tпескари ва  к,арама-к,арши т еорем алар
ни иф одалаш . Е т арли ва зарурий  ш арт ларни иф одалаш .

6 .1 . Математик мулохазаларни предикатлар мантики 
формуласи куринишида ёзиш. К уйида асоси й  математик ту
ш унчалар — таъриф ва теорем аларни предикатлар м антик»  
тили воситаси билан кандай иф одалаш  мум кинлигини куриб  
утам из.

Х ар кандай математик фан шу фанда каралаётган объект- 
лар х,акидаги мулох,азалар билан иш куради. М антик ва туп
ламлар назари яси ни нг символлари хамда берилган ф ан н и н г  
махсус сим воллари ёрдам ида ш ундай мулохазалар п р ед и 
катлар м ан ти ки ни нг ф орм уласи  куриниш ида и ф одал ан и -  
ши м ум кин. П редикатлар м антикининг тили математик ту
шунчалар уртасидаги м уносабатни ифодалаш га, таъриф , т е 
орем а ва исботларни ёзиш га им коният яратади. Бу ёзи ш -  
ларни м исолларда курайлик.
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1. С о н л а р  к е т м а - к е т л и г и  л и м и т и н и н г  т а ъ р и ф и .  
С онлар к е т м а -к е т л и ги  ли м и т и н и н г  т аъриф ини к уй и д а ги ч а  
ёзиш  м ум ки н:

а = lim  ап Ve > 03noV n  е  N ( n  > п0 -> Iа -  а\ < е ) .
л-»оо 1 1

Б у  ерда уч  ж ойли предикат  А(е, п , п0): (п >  п0 - > |ап -  а\ < е) 
дан ф ойдаланилган.

2. Ф у н к ц и я н и н г  н у к ,та д а ги  л и м и т и н и н г  т а ъ р и ф и .  
Б у  т аъриф ни уш бу ш аклда  ёзиш  м ум кин:

b =  lim  / ( х )  <-> Ve > 038 > OVx е  £ (0  < Ix -  х0| < 5 - » | / ( х )  - 1\ < г).
X - * X 0 I I I

Б у  ерда В (г , 5, х ): (0 < |х -  х 0| < 6 - » | / ( х )  -  Ь\ < е) уч  ж ой
л и  предикат дан  ф ойдаланилган.

3. Ф у н к ц и я н и н г  нук ,тадаги  у зл у к с и з л и г и  т а ъ р и ф и .  
£  т уплам да  а ни кла н га н  / ( х )  ф ункция  учун  х0е  £  да

Ve > 0Э5> OVx € £ ( |jc -  х 0| < 5 —> , / ( х )  -  / ( х 0)| < е)

булса, / ( х )  ф ункция  х 0е  Е  н укт а д а  узлуксиз деб ат алади.
Б у  ерда х,ам уч  ж ойли Р(е, 5, х) предикат дан  ф ой да ла -  

нилди.
4 . У с у в ч и  ф у н к ц и я н и н г  т а ъ р и ф и . £  т уплам да  а н и к 

ла н га н  / ( х )  ф ункц и я  уч ун

Vx, е  £  V x2 е £ 2(х, < х 2 ^  / ( х , ) < / ( х , ) )

булса, бу ф ункция ш у т уплам да  усувчи деб ат алади.
Б у  ерда Q {xv  х 2): (х, < х 2—>/(х,) < / ( х 2)) и к к и  ж ойли пр еди 

ка т д а н  ф ойдаланилган .
5. Ч е г а р а л а н г а н  ф у н к ц и я н и н г  т а ъ р и ф и . А н и к л а 

ниш  сохаси Е  булган  / ( х )  ф ункц и я  уч ун

3 M e  R y x e  Е  ( | / ( х ) |< Л / )

булса, у  холда бу ф ункция ш у сохада чегараланган деб ат алади.
Б у  ерда ха м  £ (х , М ): (|Д х)| < М ) и к к и  ж ойли преди ка т да н  

ф ойдаланилган .
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М аълумки, математикада куп теоремалар шартли м уло
хазалар ш аклида ёзилади , яъни «Агар х булса, у холда у  бу
лади» тарзида иф одаланади . М асалан, «Агар нукта бурчак  
би ссек тр и саси да  ётган булса, у холда у бурчак том он л ари -  
дан  тенг узокдаш ган (м асоф ада) булади». Бу теорем ан и н г  
шарти «Н укта бурчак биссек трисаси да ётган» ва хулосаси  
«Нукта бурчак том он л ари дан  тенг узокдаш ган» ж ум лала- 
ридан иборат. К ури н и б турибдик и, теорем ан инг ш арти хам, 
хулосаси х^м R 2 = R x R  туплам да аникданган предикатни  
иф одалайди. Бу предикатларни хе R2 учун м ос равиш да А(х) 
ва В(х) билан белгилаб, теоремани куйидагича ёзиш  мумкин:

Ухе R 1 (А(х)—>В(х)).

Ш у сабабли , теорем ан и н г тузилиш и (структураси) ха- 
Кида гапирганда, унда учта к,исмни ажратиш  керак: 1) теор е
ма шарти: R2 тупламда аникланган Р(х) предикат; 2) т е о 
рем а хул осаси : R2 туп л ам да ан и к л ан ган  Q(x) предик ат;
3) туш унтириш  кисми: бу ерда теорем ада ran ю ритилаётган  
объектлар туплам ини иф одалаш  керак.

6.2. К доама-царш и тасдикдарни тузиш. Бирор А м ате
матик тасдик, берилган булсин . Унга карама-карш и булган  
тасдик А булади. П редикатлар мантики тенг кучли алмаш ти- 
ришлар воситаси билан А формулага яхши шакл (куриниш ) 
бера олади. М асалан, чегараланган ф ункциянинг таъриф и

3 М  е R+Vx е Е  ( |/(х)| < М )

ф орм ула орк,али бер ил и ш ин и курган эдик. Бу ф орм уланинг  
и н кор и ни  ол иб ва тенг кучли алмаш тириш ларни утказиб, 
чегараланмаган ф ун кц иян ин г таъриф ини хосил киламиз:

3 М  е R y x  е Е  ( | / ( х ) |  < М ) = У М  е R+Ух е Е  ( | / ( х ) |  < М ) = 

= У  М  е R Jix  е Е  ( | / ( х ) |  < М ) = У М  е R+З х  е Е  ( | / ( х ) |  > М ) .

Х о си л  булган У М  е R+Зхе Е  ( |/(х ) |>  М ) ф орм ула ч е
гараланмаган ф ун кц иян ин г таъриф ини иф одалайди.
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К елтирилган м и солдан  куриниб турибдики, ха м м а  к в а н 
т о рлари  олдинда  т урган  п р ед и ка т ла р  м а н т и к и  ф орм уласи  
оркали  иф одаланган т а сд и кка  ка р а м а -ка р ш и  т асдикни  ясаш  
уч ун  ха м м а  ква нт орларни  ка р а м а -ка р ш и си га  (яъни  V ни  Э га  
ва  3 ни  V га ) алм аш т ириш  ва  к ва н т о р ла р  ост ида т урган  
п редикат нинг инкорини  олиш  киф оя.

М асалан, b  *  lim / ( х )  тасдикни куйидаги ф орм ула и ф о 
далайди:

Ve > 0 3 5 >  O V xe £ ( 0  < |jc — jcq | < 5 —> \ f ( x ) - b \  < г )  =

= Зе > 0VS> ОЭх е  £ (0  < |jc — jcq| < 5 —> | / ( х )  -  b\ < е) г  

= Эе > 0V5> ОЭх е  £ (0  < \х — jcqj < 6 д \ f ( x ) - b \  > е).

Э нди  берилган теорем ан и н г тугрилигини рад этадиган  
тасдикни ясаш ни м исолда курайлик. Vx е  Е ( Р ( х )  -»  (? (х ))  
теорем а берилган бул си н . Бу теорем ан и  рад этадиган тасди к  
Куйидагича булади:

Vx е Е ( Р ( х )  —> (? (х )) s  Эх € Е ( Р ( х )  —> Q ( x ) )  s

О хирги ф орм ула факат Р (х) = 1 ва Q (x) = 0 булгандагина  
чин кийматга эгадир.

Д ем а к , \ /х (Р { х )  -»  Q( x ) )  т ео р ем а н и н г  нот^ррилиги ни  
исботлаш  учун ш ундай х е  £  эл ем ен тн и  курсатиш  керакки, 
бу  эл ем ент учун Р (х) — чин ва Q (x) — ёлгон  кийм ат кабул  
к ди си н , яъни к он тр м и сол  келтириш  керак.

6.3. Тугри, тескари ва карама-карши теоремалар. К уй и 
даги тургга теор ем ан и  куриб чикайлик:

н Э х е  £ ( £ ( х )  д  Q( x ) ) .

Vx е  Е ( А ( х )  —> В ( х ) ) ,

Vx е  Е ( А ( х )  -»  В ( х ) )  , 

Vx е  Е ( В ( х )  —» Л (х)) ,

Vx е  Е ( В ( х )  —» А ( х ) )  .

(1 )

(2 )

(3 )

(4)
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1 - т а ъ р и ф .  Б и р и ни н г ш арт и и к к и н ч и си н и н гхуло са с и  ва  
икки нч и си ни нг ш арт и биринчисининг хулосаси  булган  ж уф т  
т еорем алар узаро тескари теоремалар деб ат алади.

М асалан, (1) ва (2) теорем алар х,амда (3) ва (4) тео р е
малар узаро тескари теорем алар булади. Бу ж уф т теор ем а-  
ларнинг би р и н и  турри теорем а десак , у холда ик ки нч иси ни  
тескари теорем а д ей и ш  керак.

2 - т а ъ р и ф .  Б ирининг ш арт и ва хулосаси  и к к и н ч и си н и н г  
ш арт и ва  хуло са си  уч ун  м ос равиш да  инкорлари булган ж уф т  
т еорем алар узаро царама-царш и теоремалар деб  ат алади.

(1) ва (3) теорем алар хамда (2) ва (4) теорем алар узаро  
Карама-кдрш и теоремалар булади.

М асалан, (1): «Агар туртбурчакнинг диагоналлари тенг  
булса, у  холда бу туртбурчак т у ф и  бурчакли булади» тео р е
мага (2): «Агар туртбурчак турри бурчакли булса, у холда  
унинг диагоналлари тенг булади» деган теорем а тескари т ео 
рема булади. (1) теорем ага карама-карш и теорем а (3): «Агар 
туртбурчакнинг диагоналлари тенг булмаса, у холда у т у ф и  
бурчакли булм айди» ва (2) теорем ага карама-карш и теор е
ма (4): «Агар туртбурчак турри бурчакли булм аса, у холда  
унинг диагоналлари тенг булмайди» булади.

К урилган м исолда (1) ва (4) теоремалар бир  вактда чин  
булади. (1) теоремага тенг ёнли трапеция контрмисол булади.

Равш анки, тугри ва тескари теорем алар, ум ум ан айт- 
ганда, тен г кучли бул м ай ди , яъни бири чин, и к к и н ч и си  
ёлрон бул иш и м ум кин. А м м о, (1) ва (4) теорем алар хамда
(2) ва (3) теорем аларнинг тенг кучли формулалар эк ан л и 
гини о со н ги н а  исботлаш  м ум кин. Хакикатан хам,

V x е Е ( А ( х )  -»  В ( х ) )  = Vx € Е ( А ( х )  v  В ( х ) )  =

= Vx е  Е ( В ( х )  v  А ( х ) )  = Vx е Е ( В ( х )  -»  А ( х ) )  .

Худди ш у каби (2) ва (3) ф орм улаларнинг тенг кучли- 
лиги ни  исботлаш  мумкин:

V x e  Е ( В ( х )  —» А ( х ) )  = V x e  £ \/4 (х )  —> В ( х ) ) .
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Бу тен г кучлиликлардан куйидаги хулосага келамиз: агар
(1) теорем а исбот кдлинган  булса, у холда (4) теорем а хам  
и сбот  кдли нган  булади ва агар (2) теорем а и сбот  кдлинган  
булса, у холда (3) теорем а хам исботланган хисоблан ади .

6.4. Етарли ва зарурий шартлар. К уйидаги  теор ем ан и  
курайлик:

Vx е  Е ( А ( х )  -> В ( х ) ) . (5 )

А (х )—>В(х) предикатнинг чинлик туплами C f A \ J I B туп 
лам дан иборат булади. Д ем ак , бу  предикатнинг ёлгон ли к  
туплами С (С /Л U / в ) -  ( 1А П С / в ) тупламдан иборат. О хирги  
I А П С 1В туплам фа^ат I А с  I в булгандагина буш  туплам  

булади.
Ш ундай кдли б, А (х )  —» В (х)  предикат х е  Е  н и н г  хам м а  

кийматларида А (х )  предикатнинг чинлик туплами В (х)  пре
дикат чинлик туп л ам и н и н г кием  туплам и, яъни I л а  I в 
булганда ва факат ш ундагина чин булади. Бу холда В{х) 
предикат  А (х ) п редикат дан  м а н т и л и й  к ели б  чикади  д еб  ай 
тилади. В (х)  предикат А (х )  предикат учун зарурий  ш арт  ва 
А (х )  эса  В (х) учун ет арли ш арт  д еб  айтам из. М асалан, уш бу  
«Агар х  натурал со н  бул са , у холда у  бутун со н  булади»  
теорем асида В (х ): «х — бутун сон » предикати А (х): «х — нату
рал сон» предикатидан м антикий келиб чикади ва «х — на
турал сон » предикати «х — бутун сон »  предикати учун етар
ли шарт булади.

Ш ундай хол лар мавж удки, буларда

V x e  Е ( А ( х )  —> В ( х ) )  (6 )
ва

V x  е  Е ( В ( х )  ->  /4 (х )) (7 )
узаро тескари теорем алар чин булади. Бу хол факат 1А =  / в, 
яъни А (х )  ва В (х )  предикатлар тенг кучли предикатлар бул 
гандагина м ум кин.

К,аралаётган холда (1) теорем ага асосан  А (х )  предикат  
В (х) предикат учун етарли ш арт ва (2) теорем адан  А (х )  п р е
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дикат В (х) предикат учун зарурий шарт эканлиги келиб чи
кади. Д ем ак, агар (1) ва (2) теоремалар чин булса, у холда  
А(х)  шарт В (х)  учун хам етарли, хам зарурий шарт булади. 
Худди шу каби бу холатда В(х) шарт А (х )  учун етарли ва 
зарурий ш арт булади.

Биз айрим  вакгларда «зарур ва етарли» мантикий 6 o f-  
ловчи урнига «ш унда ва факат шунда» м антикий богловч и- 
ни иш латамиз.

Бу ерда (1) ва (2 ) м улохазалар  чин булганлиги  учун  
куйидаги мулохаза хам чин булади:

V x е  Е ( А ( х )  -»  В ( х ) )  л Vx е  Е ( В ( х )  -»  А ( х ) )  =

= Vx е  Е ( А ( х )  В ( х ) ) .

1 -м  и с о  л .  У ш бу теорема: «Агар х  сон  6 га булинса, у  
холда х  со н  3 га булинади» чиндир. Бу ерда А (х )  предикат: 
«х сон  6 га булинади» ва В (х) предикат: «л: со н  3 га бул и н а
ди». В (х)  предикат А {х) предикатдан м антикий келиб чика
д и , яъни А { х ) ^ В ( х ) .  А (х )  предикат (х  со н  6 га булинади) 
В (х) предикат (х  со н  3 га булинади) учун етарли ш артдир. 
В (х) предикат А (х )  предикат учун зарурий ш артдир. Ш у  
вактнинг узи да тескари теорема: «Агар х  со н  3 га бул ин са, 
у холда х  со н  6 га булинади» нотугридир (ёлгондир). Ш у
н инг учун хам В(х): «х  сон  3 га булинади» предикати А (х): 
<-х со н  6 га булинади» предикат учун етарли шарт ва А(х): 
«х  со н  6 га булинади» предикати В(х): «х со н  3 га булинади»  
предикатига зарурий ш арт була олмайди.

6.5. Тескарисини (аксини) фараз килиш усули билан ис
ботлаш. Т еск ар иси ни  ф араз килиш  усули билан и сботл аш - 
ни куйидаги схема оркали олиб борилади:

Vx е  Е ( А ( х )  —> В ( х ) ) , (8 )

теорем а нотугри, яъни ш ундай х  узгарувчи мавж удки, А (х)  
шарт — чин ва В (х) хулоса — ёлгон д еб  фараз килинади. 
Агар бу ф араздан м антикий фикрлаш  натиж асида карама- 
Карши тасди к  келиб чикса, у холда килинган ф араз нотуг
ри эканлиги  ва теорем ан инг тугрилиги хосил булади.
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Бу схем адан  ф ой дал ан и б (1 ) теор ем ан и н г ч и н л и ги н и  
курсатайлик. Хакикатан хам, (1 ) теорем ан и н г нотугрилиги  
(ёлгон л и ги ) (ф араз буйича) уш бу ф ор м улан и н г ч и н л и ги 

ни курсатади: Vx е  Е { А { х )  ->  В ( х ) ) .
(1) теорем ан и  нотугри д еб  кабул килган ф ар ази м и здан  

келиб чикадиган карама-карш и тасди к  D л  D  кон ъ ю н к н и -  
ядан иборат булади, бунда D  — би р ор  мулохаза. Ш ундай  
кдлиб, тескарисини фараз килиш  усули билан исботлаш  сх е -  
м аси куйидаги ф орм уланинг чинлигини исботлаш га келти-

рилади: Vx е  Е { А { х )  -> В ( х ) )  -»  D  л D .
Бу охирги ф ормула (8) ф орм улага тенг кучлидир. Х ак и 

катан хам,

Vx е Е { А { х )  -> В ( х ) )  —» D л  D  з

s  Vx е Е ( А ( х )  —> В( х ) )  v  D  a  D  = Vx е  Е ( А { х )  ->  В ( х ) ) .

7 -  § .  Аксиоматик предикатлар хисоби хэдида

[у7! А к си о м а т и к  п редикат лар  хисоби . П р ед и ка т ла р  хи с о б и 
нинг аксиом алар  сист емаси. У м ум и й ли к  ква н т о р и ни  к и р и 
т иш  коидаси. М авж удлик  к ва н т о р и ни  кирит иш  коидаси. 
Е чилиш , зидсизлик , т у ли к л и л и к  ва  эр к и н ли к  м уам м олари.

А ксиом атик предикатлар н азари яси н и  хам худди ак си 
оматик мулохазалар назарияси каби яратиш  м ум кин. Бу ерда  
куйидагиларни курсатиш  зарур:

1. П редикатлар хи соби  ф ор м уласи н и н г таъриф и п р ед и 
катлар м антики ф орм уласи ни нг таъриф и билан би р  хил.

2. П редикатлар хи соби  аксиом алар си стем аси н и  танлаш - 
ни  (худди мулохазалар хи соби даги дек ) хар хил амалга о ш и -  
риш  м ум кин. Ш ундай  аксиом алар си стем а си д а н  битгаси  
Куйидаги: мулохазалар х и со б и н и н г ун  бир  аксиом аси  (4 та 
гурух аксиом алар) ва иккита куш им ча аксиом а

\ f x ( F( x )  -» F ( x ) ) , F( t )  -» Эx F ( x ) ,

www.ziyouz.com kutubxonasi



аксиом алардан иборат си стем а  бул и ш и  м ум ки н, б у  ерда  
t узгарувчи х  узгарувчини уз ичига олм айди.

3. М улохазалар хисобидаги  келтириб чикариш  к ои д аси 
га яна иккита коида куш илади:

а) ум ум ийлик кванторини киритиш  коидаси:

F—>G(x)
F^>VxG(x)  ’

б) мавжудлик кванторини киритиш  коидаси:

C(jc)-»F 
3x G ( x ) ^ F  ’

агар F х  га богл и к  булмаса.
4. Х улоса ва исботланувчи ф орм ула туш унчалари худди  

мулохазалар хи собидаги  каби аникланади.
. 5. Худди хамма аксиом атик назариялардагидек уш бу м у- 

аммолар курилади:
а) ечилиш ; б) зидсизлик; в) туликлик; г) эркинлик.

М у а м м о л и  м а с а л а  ва  т опш ирицлар

1. Предикатлар мантики тилида куйидаги таърифларни ёзинг:
1) чизикли тартибланган туплам (тартибланган туплам  
чизикли д еб  айтилади, агар шу туплам нинг хар кандай  
х  ва у  элем ентлари учун ёки х  -  у , ёки х  < у , ёки х  > у  
булса);
2) ж уфт ф ун кц ия ( f ( x )  ж уф т ф ункция д еб  айтилади, агар 
унинг аникланиш  сохаси  координата бош ига нисбатан  
сим м етрик ва аникланиш  сохаси н и н г хар бир х  элем енти  
учун / ( х )  = Д —х) булса).

2. К уйида берилган жумлалардаги нукталар урнига «зарур, 
ам м о етарли эм ас», ёки «етарли, ам м о зарур эм ас», ёки  
«зарур эм а с  ва етарли эм ас» ва каерда м ум кин булса, 
«зарур ва етарли» сузлар и н и  ш ундай куйингки, хоси л  
булган мулохазалар чин булсин:
1) туртбурчак тугри бурчакли булиш и учун уни нг ди аго-  
налларининг узунлиги тенг булиш и ...;
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2) х 2 -  5jc + 6 = 0 булиш и учун х  = 3 булиш и
3) f ( x )  ф ункция [а, b ] сегм ентда интегралланувчи бул и 
ши учун чегараланган булиш и
4) f ( x )  ф ункция \а,  b] сегм ентда интегралланувчи бул и 
ши учун / ( х )  \а, b] сегм ентда узлуксиз булиш и

5) X  ак сон ли  катор як,инлашувчи булиш и учун lima,, = 0
jt=i

бул иш и... .
3 . Уш бу кванторли м улохазаларнинг инкорларини топинг:

1) V x 3 y F ( x ,  у ) ;

2) Vx3yVz/4(x, у ,  z ) ;

3) V x [F (x ) у  Vу В ( х ,  у ) ] ;

4) 3 x 3 y V z[A {x ,  у )  л В(у ,  z )]; _________
5) З х А (х , z) а  З х У у В (х , у )  -> V xV yC (x, у , z) ;

6)  Э х ( Л ( х )  л В(х) а  С ( х ) ) ;

7) V x(/4(x) -»  V y B ( y ) ) ;

8) V x(/4(x) —> В ( х ) )  a  3x(Z )(x) a i? ( x ) ) ;

9)  3х ( Л ( х ) < - > Р ( х ) ) ;
10) V x 3 y V z(/>(x , у ,  г) -»  (?(*, у ,  г ) ) .

Мустакил ишлаш учун савол ва топширикдар

1. Математик таъриф ва теоремаларни предикатлар мантики тили 
воситаси билан ифодалаш.

2. Сонлар кетма-кетлиги лимитининг таърифини ифодалаш.
3. Функциянинг нуктадаги лимитининг таърифини ифодалаш.
4. Функциянинг нуктадаги узлуксизлиги таърифини ифодалаш.
5. Усувчи функциянинг ва чегараланган функциянинг таърифларини 

ифодалаш.
6. Карама-к;арши тасдикдарни тузиш.
7. Тугри, тескари ва карама-карши теоремалар.
8. Етарли ва зарурий шартлар.
9. Тескарисини (аксини) фараз килиш усули билан исботлаш.
10. Аксиоматик предикатлар \исоби \акида.

www.ziyouz.com kutubxonasi



М улохазалар алгебраси ва мулохазалар хи собида ф ор м у
ланинг тавтология булиш и ёки булмаслигини аниклаш нинг  
самарали усулларидан бири  чинлик ж адвалидир. А м м о п р е
дикатлар мантикида бу холат батам ом узгаради. П редикатлар  
мантикида хар бир ф орм уланинг умумкийматли ёки ум ум 
кийматли эм аслигини ечадиган самарали усул мавжуд эм ас. 
Ш унинг учун хам предикат ва у билан боглик; квантор ту- 
ш унчаларидан ф ойдаланадиган  математик назарияларда ак
сиом атик усуллардан ф ой далани ш  зарур булиб колади.

Б ерилган  ак си ом ал ар  си ст ем а си  н еги зи д а  (б а за си д а )  
курилган аксиоматик назария д еб , шу аксиомалар си стем а- 
сига таян и б исботл анувчи  хам м а теорем алар м аж м уасига  
айтилади. А ксиом атик назария формал ва формалмас наза- 
рияларга булинади.

Ф ормалмас а кси о м а т и к  назария  назарий-туплам ий м аз- 
мун билан тулдирилган булиб, келтириб чикариш  туш унча
си аник берилмаган ва бу  назария асосан фикр мазмунига  
суянади.

Кдралаётган аксиом атик назария учун куйидаги ш арт- 
лар баж арилган булса, яъни:

1) назариянинг тили берилган;
2) ф орм ула туш унчаси аникланган;
3) аксиомалар д еб  аталадиган формулалар туплами берил

ган;
4) н азар и я да  к ел ти р и б  чикариш  к ои даси  ан и к л ан ган  

булса, ф орм ал аксиом атик назария аникланган д еб  х и со б 
ланади.

М атематик назариялар орасида биринчи тартибли н аза
рия алохида урин тутади. Бу назария ю кори тартибли м ате
матик назариялардан куйидаги хусусиятлари би л ан  ф ар к  
килади:
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— предикатлар ва ф ункциялар буйича квантор амаллари  
(операциялари) баж арилмайди;

— аргум ентлари бош к а предикатлар ва ф ун к ц и ял арн и  
кабул килувчи предикатлар мавж уд эм ас.

Б иринчи тартибли математик назария бош ка би р  катор 
маълум математик назарияларни иф одалаш  учун етарлидир.

К уйида биринчи тартибли математик назари яни нг тили, 
терм ва формулалари туш унчаси, мантикий ва хос (м ахсус) 
аксиом алари, келтириб чикариш  коидаси , назарияда исбот
лаш  туш унчаси, тавтология хусусий холларининг исботла- 
нувчанлиги, дедукция теорем аси , назария ти ли ни нг интер- 
претацияси (талкини), берилган интерпретацияда ф орм ула
ларнинг чинлик кийматлари, назари яни нг м од ел и , ин тер- 
претаци янин г изом ор ф и зм л и ги , назари я н и н г катъийлиги, 
назариянинг зидсизлик , туликдилик ва ечилиш  муам м ола
ри, предикатлар хисобининг зидсизлиги, натурал сонлар наза
рияси , Г ёделнинг туликсизлик \ак и даги  теорем аси  сингари  
масалалар ёритилган.

1- § . Биринчи тартибли тил. Терм ва формулалар

[у7! Терм. Ф ормула. Суз. Б уш  суз. Н а зариянинг т или . Б иринчи
т арт ибли т ил. Тилнинг сигнат ураси. Ф ункционал %арфлар.
П редикат  %арфлар. Б иринчи т арт ибли  на за р и яни нг си м 
воллари. П редм ет  узгарувчилар . П редм ет  конст ант алар .
К вант орнинг таъсир эт увчи  сохаси.

1 - т  а ъ р и ф . Х,ар кандай сим волларнинг буш булм аган чекли  
т уплам и  а лф а ви т  деб, алф а ви т н и нг сим воллари  эса  х;арфлар 
деб ат алади.

2 - т а ъ р и ф .  К дралаёт ган А  а лф авит  % арф ларининг ч е к 
л и  кет м а -к ет ли ги  А  а лф а ви т д а ги  суз деб  ат алади . \а р ф л а р -  
н и н г буш  к ет м а -к ет л и ги  буш  суз  д еб  а т а ла д и  ва  А б илан  
белгиланади.
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3 - т а ъ р и ф .  А гар А алф авит идаги  а ]а 2...а п ва b ]b2...b k 
сузлар учун п = к ва  а, = b v а2 = Ь2, ..., ап = Ьк булса, бу сузлар  
тенг деб ат алади ва а ха2...а п = b yb2...bk куриниш да ёзилади. Б у  
ерда п сон сузнинг узунлиги деб аталади.

4 - т а ъ р и ф . А гар А( Т) бирор назариянинг алфавити булса, 
А( Т) даги Е{ Т) сузлар туплами Т назариянинг ифодалар тупла
ми деб ат алади.

5 - т а ъ р и ф  . < А ( Т ), А( Т) > ж уф т лик Т  назариянинг 
тили деб ат алади.

Биринчи тартибли тиллар биринчи тартибли назарияларда 
кулланилади.

Биринчи тартибли назариянинг символлари куйидаги- 
лардан иборат:

л, v , -  — м антикдй амаллар;
V, 3 — квантор амаллари;
( , )  — куш имча символлар;

А" (п, у > 1) — п- ж ойли предикат \арф л арн ин г санокли  
туплами. Бу ерда ю кори индекс ж ой н и н г сон и н и  ва куйи  
индекс предикат харф ининг ракамини билдиради;

/ / '  (п, j  > 1) — чекли (буш  булиш и хам м ум кин) ёки  
санокли ф ункционал харфларнинг туплами. Бу ерда ю кори  
индекс ф ункция таркибига кирувчи узгарувчилар со н и  ва 
куйи индекс ф ункционал  харф нинг ракамини билдиради;

а. ( />  1) — чекли (буш ) ёки санокли предмет константа
лар туплами.

М антилий амаллар занж ири х,ам ф ункционал харфлар  
сиф атида каралиш и мумкин.

6 - т а ъ р и ф  . П редикат  харф лар т уплам и ф ункционал  
%арфлар ва конст ант алар тупламлари билан биргаликда бе
рилган назария тилининг сигнатураси деб аталади.

Ш ундай килиб, биринчи тартибли Т  назарияда айрим  
ёки хамма ф ункционал  харфлар ва предмет константалар ва 
ай р и м  (а м м о  х ам м аси  эм а с) п р ед и к ат  харф лар м ав ж уд  
булмаслиги мум кин.
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Биринчи тартибли х,ар хил назариялар би р -би р и дан  ал- 
фавитдаги харфлар таркиби билан фарк, к,илиши мумкин.

Т  назарияни тулик, тавсифлаш  учун терм  ва ф ормула  
туш унчаларини аник^аш имиз керак. Т ерм ва форм ула — бу  
Е{Т)  сузлар туплам ининг икки си н ф и ди р .

7 - т а ъ р и ф .  I) Предмет узгарувчилар ва предмет кон с
т ант алар термдир;

7) агар  /•,, г2, ..., гп лар терм, А эса  п -ж ой ли  амалнинг 
символи булса, у  холда А" ( г ]Г г2, ..., г )  термдир;

3) Т  назарияда I ва 2 - бандларда ат щ ланганлардан т аш 
кари л;еч к,андай терм м авж уд эмас.

Т абиий интерпретацияга (талк,инга) асосан терм — бу  
айрим олинган предм етнинг исмидир. Узгарувчилар ва п р ед
мет константалардан ташк,ари амалларнинг символлари в о
си таси да узгарувчилар ва предм ет константалардан \о с и л  
кдлинган занж ирлар \а м  терм булади, чунки интерпрета
цияга кура терм  би р ор  ф ун к ц и я н и н г к,иймати си ф ати да  
аникуганяпти.

8 - т а ъ р и ф .  I) А гар А — п -ж ой ли  муносабат  символи  
(предикат  ёки функция) ва  rv г2, ..., гп т ермлар булса, у  холда  
А( г х, г2, ..., гп) формула, хусусан, агар А — предикат  харфи А" 
булса, у  холда

г2, ..., г )

элементар формула деб amajiadu;
2) агар А ва  В ф ормулалар булса, у  холда А а  В, A v  В, 

А —> В, А хам формуладир;
3) агар А формула ва у  харф и А ф орм улага эркин кирувчи  

ёки А т аркибига кирмаган. предмет узгарувчиси  булса, у  холда  
Х/уА , ЗуА ифодалар формула булади. Бу холда А кванторнинг 
таъсир этувчи сохаси дейилади;

4) 1—3- бандларда аникланганлардан т аш кари бошка хеч  
Кандай формула м авж уд эмас.
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2- §. Мантиций ва хос (махсус) аксиомалар. 
Келтириб чикариш коидаси

[7 [ М а н т и ли й  аксиом алар. М ахсус аксиом алар. К елт ириб  чи 
кариш  коидаси . Х улоса коидаси. У м ум лаш т ириш  коидаси.

Биринчи тартибли назария аксиом алари икки синфга: 
мантикий ва хос аксиомаларга булинади.

М антикий аксиом алар: А , В  ва С лар Т  назари ян и н г  
Кандай формулалари булиш идан катъи назар куйидаги ф о р 
мулалар Т  нинг м а н т и к и й  аксиом алари  булади:

1) А - » ( В  -> А );

2) (А  -> ( В  -»  С )) -> ((/1 Д) -»  И  -»  С ) ) ;

3) ( В - + А ) ^ ( ( В  ^  А )  ^  В)  \

4) Vx, /1(jc/ ) -> /4 ( / ) . Бу ерда А (х )  — берилган Т  назария
н и нг ф орм уласи ва t — ш у А (х )  ф ормулада эр к и н  булган  
Т  назариянинг терм и. Таъкидлаш  керакки, t терм  х. билан  
хам м ос келиш и м ум кин, у х^олда би з Vxj A(Xj )  -»  A(Xj )  ак
сиом ага эга буламиз;

5) агар X предм ет узгарувчи А  ф орм улада эрки н булма
са, у \о л д а

Ух , ( Л  -> В)  > (А  > Ух, В ) .

И з о  \ . О лдинги б обд а  XI аксиомали классик м улохаза
лар \и с о б и н и  куриб утган эдик. А м м о кам аксиом али м уло
хазалар х и со б и н и  хам яратиш  мумкин (м асалан, 1—3 - м ан 
тикий аксиом алар асосида).

Хос аксиомалар. Х ос аксиом аларни ум ум ий холда тав- 
сиф лаш  м ум кин эм ас, чунки улар бир назариядан иккинчи  
назарияга утиш да узгаради, яъни хар бир назариянинг у зи -  
гагина хос аксиом алари булади.

Б иринчи тартибли назария хос аксиомаларга эга эм ас. 
Бу назария со ф  мантикий назариядир. А дабиётларда б у  наза
рия биринчи т арт ибли предикат лар  хисоби  д еб  айтилади.
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К уп аксиом атик  назарияларда тен гл и к  туш унчасидан  
ф ойдаланилади. У ни икки ж ойли предикат « х = у »  си ф а 
тида киритилади. Ш у сабабли аксиом алар каторига иккита 
хос аксиом а киритилади:

1) V x ( x  = х ) ;
2) агар х , у , z  хар хил предмет узгарувчилар ва F(z) ф о р 

мула булса, у холда VjcVy(jt = у  -> F ( x )  = F ( y ) ) .
Келтириб чикариш коидаси. Х удди мулохазалар \и с о б и -  

дагидек , Н  формулалар маж муасидан келтириб чикариш  ту
ш ун часи дан  ф ой дал ан ам и з. Н  га кирувчи м улохазаларни  
(ф орм улаларни) ш арт лар  д еб  айтамиз. Агар Н  дан  келтириб  
чикарилган иф одан инг охирида А  мулохаза (ф орм ула) тур
ган булса, у холда А мулохаза И  дан  к елт и р и б  чикарилган  д еб  
айтамиз ва Н \ - А  куриниш да ёзам из. Х усусан , Н = 0  булса, 
у холда \ - А  куриниш да ёзилади.

Б и р и н ч и  та р ти бл и  н а за р и я н и н г  к ел т и р и б  ч и к ар и ш  
коидаси таркибига уш бу иккита коида киради:

1. Хулоса коидаси (ёки modus ponens):

2. Умумийлик квантори билан боЕпаш коидаси (ёки умум- 
лаштириш коидаси):

1. Кандай шартлар бажар ил ганда аксиом атик назария формал  
аксиом атик назария булади?

2. Б иринчи тартибли назария ю кори тартибли математик  
назариялардан кандай хусусиятлари билан ф арк килади?

3 . М антикий амаллар зан ж и р и  хам ф у н к ц и о н а л  харф лар  
сиф атида каралиш и м ум кинлигини исботланг.

4. А гар  Ь 4  д ... д А т ->  В  б у л с а , у х о л д а  А г  . . . ,  А т\- В  
булиш ини исботланг.

14 — Х-ТУраев

I- А, У А-*В
F в

\~ Ух,А ■

Муаммоли масала ва топширицлар
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/■&L
/ ? Г  Мустакил ишлаш учун савол ва топширикдар

1. Аксиоматик назария тушунчаси. Формал ва формалмас аксиоматик 
назариялар.

2. Биринчи тартибли тил. Терм ва формулалар. Функционал ва пре
дикат \арфлар. Биринчи тартибли назариянинг символлари.

3. Предмет узгарувчилар ва константалар. Кванторнинг таъсир этувчи 
со\аси.

4. Мантикий ва хос (махсус) аксиомалар. Келтириб чикариш коидаси. 
Хулоса коидаси. Умумийлик квантори билан боыаш коидаси.

3 -  § . Алгебра, геометрия ва анализда мавжуд 
булган математик назариялар

[ / ]  К,исман тартиблаш назарияси. Гуру^лар назарияси. К ес- 
м алар тенглиги назарияси. Н ат урал сонларнинг аксиом а
т ик назарияси.

Э нди алгебра, анализ ва геометрияда мавжуд булган ма
тем атик назариялардан м исоллар келтирайлик.

3 .1 .Кисман тартиблаш назарияси. Т  назария битта А,2 
предикат хдрфга эга булсин. Бу назария ф ункционал х,арф 
ва п р ед м ет  к он стан тал ар га  эга б у л м а си н . /4,2(Х |,Х 2) ва 

Л|?(л „  л 2) формулалар урнига одатда х, < х ,  ва х, -А х 2 м ун о- 
сабатларни ёзадилар.

Т  назария яна иккита махсус аксиомаларга эга булсин:
а) V x,(x , < х ,)  — иррефлексивлик;
б ) V x lV x2V x ,((x l < х 2) д (х 2 < х 3) -> (х, < х 3)) — т р а н з и -  

тивлик.
Бу назариянинг хар кандай модели кисман т арт иблан

ган ст рукт ура  д еб  аталади.
3.2.Гурухлар назарияси. Т  назария битта А 2 предикат  

харфга, битта f 2 ф ункционал харфга ва битта а, предм ет  
константага эга булсин. Алгебрада кабул килинган бел ги - 
лаш лардан ф ой далани б,
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А 2 (Л -0 урнига t = s,

/ , 2 ( t , s) урнига t + s, 
я, урнига О

ни ёзам из. Бу ерда куйидаги формулалар Т назариянинг мах
сус аксиомалари булади:

а) VX|Vx2V x3(x, + (х 2 + х 3)) = ((х , + х 2) + х 3) — ассоииатив- 
лик;

б) Х/хДО + х, = х , )  — нол н инг хусусияти;
в) V x l3 x 2( x 1 + х 2 = 0) — карама-карш и эл ем ентни нг мав

ж удлиги;
г) V x ^ x , = х , )  — тенгликнинг рефлексивлиги;
д) V x ,V x2((х , = х 2) - > ( х 2 = Х | )) — тенгликнинг си м м ет- 

риклиги;
е) V x ,V x 2V x3((x , = х 2) —> ( (х 2 = х 3) - » (х , = х 3))) — тен г

л ик нин г транзитивлиги;
ж) V x,Vx2V x3((x 2 = х 3) -> ((х, + х 2 = х, + х 3) л

а (х 2 + х, = х 3 + х , ) — тенгликни урнига куйиш .

Бу назариянинг \а р  кандай м одели гурух  д еб  аталади. 
Агар гурухда V x ,V x 2(x, + х 2 = х 2 + х 2) чин ф орм ула булса, 
у \ол да  бу гурух, абел гурухи ёки коммутатив гурух  д еб  аталади.

Гуру\га куйидагилар м исол була олади:
1) М  туплам нинг узини узига барча узаро бир кийматли  

акслантириш лари туплами ш у акслантириш ларнинг суп ер 
п озицияси  амали билан биргаликда каралганда;

2) \а м м а  бутун сонлар туплами Z  бутун сонларни куш иш  
амали билан биргаликда каралганда;

з)  теки сл икн ин г х,амма V2 векторлар туплами вектор- 
ларни учбурчак ёки параллелограмм коидаси буйича куш иш  
амали билан биргаликда каралганда.

К,исман тартиблаш  ва гурух, назариялари самарали (э ф -  
фектли) аксиомалаш тирилган назариялардир, чунки бу на- 
зарияларда исталган ф орм улани м антикий аксиом а булиш и  
ёки булмаслигини самарали текш ириш  им конияти мавжуд.
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З.З.Геометрия (кесмалар тенглиги назарияси). Бу наза- 
рияда S  — \а м м а  кесмалар туплами булсин. Т енглик м ун о
сабатини < < jc=>’»  шаклда ёзам и з, яъни « х = у »  и ф одан и  
«  х  кесма у  кесмага тенг »  д еб  укийм из. Н азариянинг мах
сус аксиомалари:

1) Vx е  S ( x  = х ) ;

2) V xV yV z((*  = z )  а (у  = г)) -> ( х  = у ) ) .

4 - § .  Назарияда исботлаш туш унчаси. Тавтология  
хусусий хдлларининг исботланувчанлиги

[7Т И сбот лаш  т уш унчаси. Теорема. И сбот ланувчи м улохаза .
Т авт ология хусусий  х,олларининг исбот ланувчанлиги.

Алох;ида ф и к р н и н г чинлигини (ту ф и л и ги н и ) асослаш  
усулини исбот лаш  д е б  айтамиз.

1 - т а ъ р и ф .  К у р и л а ё т га н  н а за р и я  м у л о х а з а л а р и н и н г  
s x, sv  sk чекли  к ет м а -кет ли ги  уч ун  бу м улохазаларнинг ха р  
бири ёки  аксиом а , ёк и  ш у к ет м а -к ет ли к н и н г  бирорт а м у ло -  
Хазасидан, ёки  к ет м а -к ет ли к д а  узи д а н  олдин т урган бирорт а  
м улохазадан  м а н т и к н и н г  келт и р и б  чикариш  коидаси оркали  
Хосил эт и лга н  булса , бу к е т м а -к е т л и к  исбот (исботлаш) 
дейилади.

2 - т а ъ р и ф  . И сбо т ла ш ни нг о хи р ги си  булган  м у ло х а за  
теорема ёки  исботланувчи мулохаза деб ат алади.

Аник,ки, \а р  кандай аксиом а теорем а булади. Бу тео р е
м анинг исботи  бир кадамдан иборат булади.

Т е о р е м а .  А гар биринчи т арт ибли Т  назариянинг А  ф ор
м уласи  т авт ологиянинг хусусий  хо ли  булса, у  холда А  ф орм у
л а  Т  назариянинг т еоремаси булади ва ун и  (1), (2) ва (3 ) м а н 
т и ки й  аксиом алар  ва  хулоса  коидасини куллаш  йули билан  к е л 
т ириб  чикариш  м ум кин.

И с б о т .  х ,, х2, ..., х п лар ^ ф ор м ул а  таркибига кирувчи  
узгарувчилар мажмуи ва А  ф орм ула В  тавтологиядан урнига  
к^йиш к,оидаси оркали хрсил килинган булсин. М аълумки,
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бу холда В  ф орм улани Н =  {х,, х 2, ..., х )  маж муадан келти
риб чик,ариш мумкин. Б унинг учун куйидаги к,оида буйича  
урнига куйиш  амалини бажарамиз:

1) агар бирор  х (. узгарувчи В  ф орм ула таркибида булса, у 
холда хар бир келтириб чикариш  ф орм уласи таркибидаги х(. 
урнига Т  назариянинг А  ф ор м уласи н и  косил кдли ш  учун  
В  даги уша х. узгарувчи урнини оладиган формула куйилади;

2) агар бирор  х. узгарувчи В  таркибида булмаса, у холда  
келтириб чикариш  формулалари таркибидаги шу узгарувчи
н инг хар бир ж ойига Т  назариянинг ихтиёрий битга ф о р м у 
ласи куйилади.

Ш ундай килиб келтириб чикарилган ф орм улалар кет
ма-кетлиги назариядаги А  ф орм уланинг Т  назарияда келти- 
рилиб чикарилиш и булади.

Т еорем ан ин г исботида факатгина (1), (2), (3) ак сиом а
лар ва хулоса коидасидан ф ойдаланилди .

5 -  § .  Дедукция теоремаси

И  Д ед у к ц и я  т еорем аси. Ф орм улалар  м аж м уасидан  ф орм у
ла н и  келт и р и б  чикариш . Д ед у к ц и я  т еорем асининг исботи.

М улохазалар хисобида

н  ,с \ -  А 
Н\-С  -»А

дедукция теорем аси  уринли эди . И хти ёр ий  биринчи тартиб
ли Т  назарияда бу теорем а айрим узгартириш ларсиз уринли  
булмай колади. М асалан, хар кандай биринчи тартибли н а
зарияда А  Ь V xA  урин ли дир , ам м о хар д о и м  хам А  —> У хА  
ф орм ула исботланувчи булаверм айди. Х акикатан хам, хеч 
булмаганда М  = {а, Ь, ...} н и нг икки эл ем ентин и  камраган  
соха берилган холни караб бунга и ш о н и ш  мум кин.

Т  — предикатлар хисоби  ва А  ф орм ула А\ (х) куриниш да  

булсин. А\ (х) формула факатгина а  эл ем ент эгаллаган ху

сусиятга эга д е б  интерпретация берам и з. У холда А\ (х) ф о р 

www.ziyouz.com kutubxonasi



мула а элем енти булган М  тупламда бажарилувчи булади, 
аммо ш у вактнинг узи да \/хЛ (х) ф орм ула М  тупламда баж а
рилувчи ф орм ула эм ас.

М улохазалар хи собидаги  дедукция теорем аси н и н г ш арт- 
ларини би р оз кучсизлантирганим издагина у биринчи тар
тибли назарияда уринли булади. Бунинг учун аввал б и р и н 
чи тартибли назарияда формулалар м аж м уасидан ф орм ула
ларни келтириб чикариш  кои даси ни  аниклаб олайлик. Ш у  
максадда би р и н ч и  навбатда бир  ёрдам чи тасди к н и  и сб о т  
киламиз.

H, А  форм улалар маж м уаси ва бу маж муадан келтириб  
чикарилган В г  В 2, ..., Вп формулалар кетм а-кетлигини курай- 
лик. Бу келтириб чикариш да В к форм ула А  форм ула билан  
Куйидаги икки холда боглик, булади  д еб  айтамиз:

1) Вк ф орм ула А  ф орм уланинг узидир ва у келтирилиб  
чикарилган формулалар таркибига Н , А  формулалар м аж м у- 
асида мавжуд булган ф ормула сиф атида киритилган;

2) В к ф орм ула B v  В 2, ..., В п келтирилиб чикарилган ф о р -  
мулалардаги узи дан  ол ди н  турган ф орм улалардан хулоса  
Коидаси ва кванторни боглаш  йули билан хосил килинган. 
Узидан олдин турган ф орм улаларнинг хеч булмаганда б и -  
рортаси А  ф орм улага б о т и к -  М асалан, {Vjo4 —> С, А )  ф о р 
мулалар маж м уасидан

A , VaA, V xA  -> С, С, V x C

формулаларни келтириб чикариш  мумкин. Бу ф орм улалар
нинг хар бири  А формулага 6 о е п и к .

Л е м м а .  Н , А  ф ормулалар м аж м уасидан к елт и р и б  ч и к а 
р и лга н  B v В 2, . .. ,  B it_v  В  ф ор м ула ла р  к е т м а -к е т л и ги д а г и  
В ф ормула А ф орм улага боглик; булмаса, у  х,олда Н \ -  В.

И с б о т .  Л ем м ани нг исботи ни  математик индукция м е-  
тоди билан угказам из.

I. п = 1 хол учун лем м а тугридир. Хакикатан хам, агар 
Я, А  формулалар маж м уасидан В  форм ула келтирилиб чи
карилган булса ва у А  формулага боглик булмаса, у холда
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ёки B e  Н , ёки В  ф ормула исботланувчи ф ормула булади. 
И ккала х,олда хам Н  (- В.

2. Э н д и  лем м ани нг хулосаси  к <  п узунликдаги келти
риб чикариш  формулалари учун тугри д еб  ф араз киламиз ва 
унинг п узунликдаги келтириб чикариш  форм улалари учун  
тугрилигини и сбот  этам из. Агар B e  Н  ёки исботланувчи  
форм ула булса, у холда Н  \- В.

Агарда В  формула узидан олдин турган битта ёки иккита 
ф орм улалардан келтириб чикарилган булса, у холда В  ф ор 
мула А  га боглик булмайди, чунки индуктив фаразимизга асо
сан келтириб чикариш  ф орм улалари таркибидаги А  дан  ол 
ди н  турган хамма формулалар А  га боглик эмас. Д ем ак , Н  \- В.

Д е д у к ц и я  т е о р е м а с и .  Я,  А (- В ва Н , А ф орм ула
ла р  м аж м уасидан  келт и р и б  чи ка р и лга н  В ф орм ула м а вж уд  
булсин. А ф ормулага боглик; булиб  келт и р и б  чикарилган  ф ор
м улаларга  квант ор билан боглаш  коидасини  кандай  к улла ш и -  
м издан  кат ъи назар А ф орм улага ки р увчи  эркин  узга р увч и ла р 
нинг бирорт аси квант ор билан богланм асин. У х;олда Н , А —>В.

И с б о т .  B v В 2, ..., В п Г Вп = В  лар Н , А  ф орм улалар  
маж муасидан келтириб чикарилган теорем ан инг ш артлари- 
ни каноатлантирувчи ф орм улалар булсин. И сб о тн и  матема
тик индукция методи билан ол иб борам из.

1. п =  1 хол учун теорем а тугридир. Х акикатан хам, агар 
В  ф ормула Н, А  маж м уанинг келтириб чикариш  ф орм уласи  
булса, у холда:

а) ёки B e  Н;
б) ёки В  — исботланувчи форм ула;
в) ёки В  форм ула А  нинг узидир.
а) ва б) холларда Н \ -  В  ва В —>(А—>В) ф орм ула исботла

нувчи ф орм ула булганлиги учун хулоса кои даси га асосан  
Н  \-А ^ > В  натижага эга буламиз.

в) холда А —>В форм ула А -+ А  форм улага айланади, яъни  
исботланувчи форм ула булади. Ш уни нг учун Н  \-А ^ > В  була
ди , яъни А —>В форм улани / / д а н  келтириб чикариш  мумкин.
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2. Э нди к  < п узунликдаги келтириб чикариш  ф орм ула
лари учун теорем а тугри булсин ва уни к  = п узунликдаги  
келтириб чик;ариш ф орм улалари учун исбот этам из. В х, В 2, 
..., В"_г  В  лар Я , А  формулалар м аж м уасининг келтириб чи
кариш  формулалари булса, факатгина куйидаги доллар ю з  
бериш и мумкин:

а) B e  Н;
б) В  — исботланувчи формула;
в) В  ф орм ула А  ф орм уланинг узидир;
г) В  форм ула келтириб чикариш  формулалари тар ки би

даги узидан олдин келадиган B i ва B p  < j  < п) форм улалар
дан  хулоса коидасига асосан  х,осил килинади;

д) В  ф орм ула келтириб чикариш  формулалари тар ки би
даги B.(i < п) ф орм уладан кванторни б о ы а ш  коидасига а со 
сан олинади.

а), б ), в) доллар учун теорем а и сб о ти  п = 1 хол  учун  
берилган и сбот  билан бир хилдир.

Туртинчи г) холни курайлик. Бу ерда В  форм ула ик ки
та В. ва В Ц  < j < n )  формулалардан келтириб чикарилганлиги  
учун В. ф орм ула В.—>В куриниш га эга булади ва

Ы - > Д (,  (1 )
Н \ - А - > ( В ^ В )  (2 )

тасдиклар тугри булади.
И ккинчи (А - » ( В  -»  С )) - » ((А  -»  В)  -> (А -»  С))  ак си о

мадан ф ой далани б, куйидагини хосил киламиз

|- (А  -> (В,. ->  В )) -> ((А  -> В,) - > (А -> В ) ) . (3 )

М ураккаб хулоса коидасидан ф ойдаланиб, (3), (2) ва (1)

формулалардан Я  А -> В  ф орм улани келтириб чик,арамиз.
Охирги беш ин чи д) холни курамиз. Я , А  ф орм улалар  

маж м уасидан келтирилиб чикарилган формулалар орасида  
/? .(/<  п) ш ундайки, В  ф орм ула V x,5 . булсин. Ф аразим изга  
кура Н \-А -> В '.  ёки В. ф орм ула А  формулага боглик эм ас, 
ёки х. узгарувчи А  ф орм уланинг эркин узгарувчиси булмайди.
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Агар Bj форм ула А  формулага боглик, булмаса, у \о л д а  
леммага асосан  Н  Ь  В.. Н  f- B i формулага кванторни боглаш  
к о и д а си н и  куллаб, Н  (- V x,B i ф ор м ул ан и  \о с и л  ки лам из, 
яъни Н \ - В .  Ш ундан сунг биринчи Л — акс иомадан  
ф ой дал ан и б, Н \ -  В ^ { А ^ > В )  ф орм улани келтириб чикара
миз. Д ем ак , Н \ - А —>В.

Агар х, узгарувчи А  ф орм уланинг эркин узгарувчиси бул 
маса, у х,олда беш и н ч и  V x,(/I -> В,-) -> (А  -> V x ,5 ,) аксиом а
дан  ф ой дал анам из. H \ - A ^ > B j булганлиги учун кванторни  
боглаш  кои даси дан  ф ой далани б, / / ( - V x ,04—>£) ф орм улани  
\о с и л  ки лам из. Б у ф ор м ул адан  хул оса  к ои даси га  а со са н  
Н \ -  /4-»Vx,Z?. ф ор м ул ан и  келтириб чикарам из. Б ундан  уз 
навбатида Н  \ - А - > В  ф орм ула келиб чикади.

Ш ундай  к д л и б , д ед ук ц и я  теор ем аси  беш ала \о л  учун  
х;ам тугридир.

Амалда бу теорем адан келиб чикадиган куйидаги нати- 
жалардан ф ой далани ш  кулайрокдир:

1- н а т  и ж а . А гар Н, А  \- В  ва  А ни н г эркин  узгарувчисига  
к вант орни  боглаш  коидасини  иш лат м асдан келт и р и б  ч и к а 
рилган  ф ормулалар м авж уд  булса, у  %олда Н \ -  А В .

2 - н а т и ж  а . А га р  А  ф орм ула ё п и к  ва  Н, А \-  В булса , 
у  холда  Н  |-  А ~ »В.

6 -§ . Назария тилининг интерпретацияси. Берилган 
интерпретацияда формулаларнинг чинлик 

кийматлари. Назариянинг модели

[ 7 |  И нт ерпрет ация. Ф орм улага инт ерпрет ация бериш. Б ерил
ган  инт ерпрет ацияд а  ф орм уланинг ч и н ли к  ки й м а т ла р и .
Ф орм уланинг баж арилувчанлиги  т уш унчаси . Н азариянинг
м одели .

бЛ.Назария тилининг интерпретацияси.
Т а ъ р и ф .  Ф орм ула т аркибига  ки р увчи  х;амма ко нст а н

т алар, узгарувчилар , ф ункционал ва  п редикат  харф ларга  а н и к
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м азм ун ва  щ м м а  эр ки н  узгарувчиларга  узгарм ас ки й м а т  бе- 
риш га ф орм ула ёки  ф орм улалар м аж м уига  и нт ер п р ет а ц и я  б е- 
р иш  деб ат алади.

М асалан, 3 х ,Д ?(^ 2(х ,, я„), х 2) формулага икки хил интер
претация бериш ни курайлик. Биринчи интерпретацияда хамма 

узгарувчилар \ак,ик,ий кийм ат ол ади , а0 = 1, f? (x ,y )= x + y ,  

А[ (х , у )  = х  < у  ва эркин узгарувчи х2 = 2 д еб  ^исоблайм из. 
У \о л д а  куйидаги чин ариф метик м уло\азага эга буламиз: 
«Ш ундай х, мавж удки, х, + I < 2  » иккинчи интерпретацияда  
\ам м а  узгарувчиларнинг М  узгариш  с о \а с и  иккита а0 ва а 
х,арфларидан иборат, эркин узгарувчи х2 = a v  функция  

ва у4,2 предикат куйидаги жадваллар билан берилган  д еб  
\и собл ай м и з:

X У f 2 X У А 2 (*> у )

°о «о «,) ао а о ё

а п а о ао а , ё

а , ао а , а 1 ао ч

а 1 а , ао а , а , ё

У \о л д а  х, узгарувчига боглик  булган А = Л,2(У̂ 2(х ,, а^),  а,) 
предикатнинг киймати куйидаги жадвал билан аникланади:

У = У12 (х ,, а0) А 2 Су, <*,)

а о а о ё

а , а , ё

А предикат узгарувчиларининг \ам м а кийматлар сатри
да ёлгон киймат кабул килганлиги учун Зх,/1(х|) мулохаза  
ёлгон киймат кабул килади. Д ем ак , исталган интерпретаци
яда ф орм ула м уло\азага айланади. Бу мулохазанинг чинлик  
кийм атини б и з аниклай олам из.
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М  туплам интерпретациянинг предмет  сохаси  д еб  атала
ди . Бу туплам чексиз х,ам булиш и мумкин.

Ш ундай к,илиб, инт ерпрет ация  сиф атида уз таркибида  
куйидагилар булган си стем ан и туш унамиз:

1) интерпретация с о \а с и  д еб  аталадиган буш  булмаган  
М  туплам;

2) Т  назария ти ли ни нг кар бир  элем ентига М  туплам 
н и нг ягон а эл ем ен ти н и , аникрок, айтганда, < А ( Т ) ,  Е ( Т ) >  
аникланиш  сохаси ва кийматлар сохаси М  туплам нинг кием  
туплами булган ф ун кц иян и м ос килиб куядиган бирор  м о с-  
лик.

2 - бан д н и  куйидагича туш униш  керак: кар кайси п р ед и 
кат Ау е  < А ( Т ) ,  Е ( Т ) >  карфга М  туплам нинг би р ор  п-  ж о й 

ли м ун осабатини , \а р  кайси ф ункционал f ” е < А ( Т ) ,  Е ( Т ) >  
\ар ф га  М  тупламдаги би р ор  п-  ж ойли амални ва кар кайси а (. 
предм ет константага М туплам нинг кандайдир эл ем енти  м ос  
куйилади.

Берилган интерпретацияда предмет узгарувчилар М  туп
ламдан киймат олувчи узгарувчилар сиф атида каралади, м ан
тикий ва квантор амаллари символларига булса одатдаги м аз- 
муни берилади. Бундай интерпретация учун:

1) эр к и н  узгарув ч и си  бул м аган  \а р  кан дай  ф о р м у л а  
(ёп и к  форм ула) чин ёки ёлгон киймат кабул килувчи м уло-  
казани иф одалайди;

2) эр ки н  узгарувчиси булган \а р  кандай ф орм ула и н 
терпретация со \а си га  нисбатан би р ор  м уносабатни и ф ода
лайди. Бу м уносабат узгарувчиларнинг интерпретация с о \а -  
сидаги айрим  кийм атларида чин ва бош к а кийм атларида  
ёлгон киймат кабул килиш и мум кин.

М асалан, интерпретация с о \а с и  сиф атида бутун м усбат
сонлар тупламини олайлик ва А ,2 (х р jc2) предикатга х, < х 2 д еб  

интерпретация берайлик. У \о д д а  Л,2 (х ,, х 2) предикат а < Ь  
м уносабатни каноатлантирувчи камма тартибланган (а,  Ь) 
бутун мусбат сонлар жуфтлиги учун чин киймат кдбул кдлади.
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Vx2 A 2 (х, , х 2) ф орм ула «Хар кандай бутун мусбат х 2 со н  
учун jc, < х 2» деган  м уносабатни билдиради . Бу м уносабат  
факатгина битта 1 сон и  учун чиндир.

3x ,V x2 Л,2 (х ,, х 2) ф орм ула булса, эн г  кичик мусбат со н  
мавж удлигини билдиради ва у бутун мусбат сонлар тупла
мида чин булади.

6.2. Берилган интерпретацияда формуланинг чинлик кий
матлари. М  сосали  бирор  интерпретация берилган булсин . 
G — шу М  со \а д а ги  \а м м а  сан окди  кетм а-кет келувчи эл е
ментлар туплам и. S  = (Ьг  Ь2, ..., bn, . . . )е G кетма-кетликда  
А ф орм уланинг бажарилувчанлиги туш унчасини аниклайлик.

К,ийматлар с о \а с и  М  булган хдмма термлар туплам ида  
аникланган би р  аргум ентли (узгарувчили) S* ф ун к ц и я н и  
куйидагича индуктив аниклаймиз:

1) агар /  терм х  предмет узгарувчи булса, у \о л д а  S*(t) = b:,
2) агар t терм  предм ет константа булса, у х,олда S*(t) бу  

константанинг М  даги интерпретацияси билан м ос туш ади;
3) агар М  сохдда g  интерпретацияланувчи / /  ф у н к ц и о 

нал х,арф ва t2, ..., tn термлар булса, у х,олда

Ш ундай к,илиб, S* — бу S  кетма-кетлик билан аникла- 
надиган ва х,амма термлар туплам ини М  со \а га  акслантира- 
д и га н  ф у н к ц и я д и р . О дди й  ки л и б ай тган да , \а р  кан дай  
S = ( b v b2, ..., Ьп, ...) кетма-кетлик ва ихтиёрий / терм учун  
S * ( t) ф у н к ц и я  М  ту п л а м н и н г э л ем ен т и д и р . Бу э л ем е н т  
t терм  и ф о д а си га  кирувчи \а м м а  х. узгарувчилар урнига  
bi элем ентларни куйиш ва ундан кейин t терм нинг ф ун к 
ц и о н а л  \а р ф л а р и г а  м о с  келувчи \а м м а  и н тер п р ета ц и я  
операцияларини баж ариш  натиж асида х;осил булади.

М асалан, t терм / 22(х 3, f 2, (х ,, а ,))  ва бутун сонлар  туп -

\ш  интерпретация с о \а с и  булсин , f 2 — одди й  купайтма  

гида, f 2 — куш иш сиф атида, а, эса  5 сони сиф атида
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интерпретацияланади. У хрлда ихтиёрий S = ( b v bv  ..., bn, 
. . . )  б у т у н  с о н л а р  к е т м а -к е т л и г и  у ч у н  S * ( t )  ф у н к ц и я  
Ь2х ( Ь х + 5) бутун сон н и  иф ода этади.

Э нди  ф орм уланинг индуктив таъриф ига ухш аб, баж а-  
рилган формула туш унчасини аникдаймиз:

1) агар А уш бу A " ( t {, t2, ..., tn) элем ентар форм ула ва В" 
м ун осабат унга м ос булган интерпретация булса, у \о л д а  
А  ф орм ула ш унда ва факат ш ундагина S  кетм а-кетликда  
баж арилган  д еб  \и со б л а н а д и , качонки

B'J муносабатга к,арашли булса;
2) А  форм ула ш унда ва факат ш ундагина S  да баж арил

ган булади, качонки А ф ормула 5  да баж арилмаган булса;
3) А  - » В  ф орм ула ш унда ва факат ш ундагина S  да баж а

рилган булади, качонки А  ф ормула S  да  баж арилмаган ёки  
В  ф ормула S  да баж арилган булса;

4) \/х А  ф ормула факат ва факат ш ундагина S  да баж а
рилган булади, качонки А ф орм ула S  дан  факатгина к ом 
п он ен та  билан ф ар к  килувчи G туплам нинг ихтиёрий кет- 
ма-кетлигида баж арилган булса.

Бу таърифдан куриниб турибдики, А  ф орм ула и ф одаси -  
даги эр к и н  кирувчи х. узгарувчилар урни га 6 н и  куйиш  
натиж асида хрсил буладиган м у л о \аза  берилган ин терп ре
тацияда чин кийм атга эга булганда ва ф акат ш ун даги н а  
S = ( b r  bv  ..., bn, ...) кетм а-кетликда А  ф орм ула баж арилган  
булади.

1 - т а ъ р и ф . Берилган инт ерпрет ацияда А ф ормула G нинг  
ист алган кет м а -к ет ли ги д а  баж арилган булса, ш унда ва  ф а 
ка т  ш ундагина у  чин деб ат алади.

2- т а ъ р и ф . Берилган инт ерпрет ацияда А ф ормула G нинг  
%ар кандай кет м а -к ет ли ги д а  баж арилм аган булса, ш унда ва  
ф акат  ш ундагина у  ё л т н  деб ат алади.

www.ziyouz.com kutubxonasi



б.З.Назариянинг модели.
3- т  а ъ р и ф . Н азария т и ли ни н г инт ерпрет ацияси  ш у н а 

зариянинг модели деб ат алади.
О д ди й р о к  килиб айтганда, бирорта назария берилган  

булса, бу  назариянинг бош лангич туш унчаларига янги маъ- 
но берам из. Агар айрим предметлар мажмуаси ва ин терп ре
тация си ф атида олинган улар орасидаги муносабатлар наза
рияни нг х,амма аксиом аларини каноатлантирса, у х,олда у 
берилган аксиом атик назариянинг м одели  д еб  аталади. М а
салан, олдинги  параграфларда Буль алгебрасини аниклаган  
ва уни нг иккита м од ел ини курсатган эди  к: мантик алгебра
си ва тупламлар алгебраси.

Й Муаммоли масала ва топширицлар

1 . 1 ) М  туплам нинг узи ни  узига барча узаро бир кийматли  
акслантириш лари туплами шу акслантириш ларнинг су 
п ерп ози ц и я си  амали билан биргаликда каралганда;
2) хамма бутун сонлар туплами Z  бутун сонларни куш иш  
амали билан биргаликда каралганда;
3) текисликнинг х,амма V2 векторлар туплами векторлар- 
ни учбурчак ёки параллелограмм коидаси буйича куш иш  
ам али б и л а н  би р гал и к да каралганда гурух, б у л и ш и н и  
исботланг.

2 . Агар Н, А \- В  ва А  нинг эркин узгарувчисига кванторни  
богпаш  к о и да си н и  иш латм асдан  келтириб чикарилган  
форм улалар мавжуд булса, у хрлда Н  \- А - ^ В  эканлигини  
исботланг.

3 . Агар А  ф орм ула ёп и к  ва Н,  А  Ь В  булса, у х,олда Н  \-А ^ > В  
бул иш и ни исботланг.

4. И н тер п р ета ц и я  ва и н терп ретац и я  сох,аси д еб  н и м а н и  
туш унасиз? М исоллар келтиринг.

5. Ь И  —> #) —>((#—> Q —>(A—>Q) булишини исботланг ([4], 5 8 -бет).
6 . Агар А г  ..., А т Ь В  булса, у х,олда Л, л ... л А т f- В  эк а н 

лиги ни  исботланг ([4], 5 8 - бет).
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Мустакил ишлаш учун савол ва TonuiHpmyiap

1. Кисман тартиблаш назарияси. Гуру\лар назарияси.
2. Натурал сонларнинг аксиоматик назарияси. Кесмалар тенглиги 

назарияси.
3. Назарияда исботлаш тушунчаси. Исботланувчи мулохаза. Тавто

логия хусусий хдпларининг исботланувчанлиги.
4. Дедукция теоремаси. Формулалар мажмуасидан формулани келтириб 

чикариш.
5. Назария тилининг интерпретацияси. Берилган интерпретацияда 

формулаларнинг чинлик кийматлари.
6. Формуланинг бажарилувчанлиги тушунчаси. Назариянинг модели.

7 -  § .  Интерпретациянинг изоморфизмлиги. 
Назариянинг катъийлиги

и  И зоморф изм. Н азариянинг цат ъийлиги . Б аж арилувчи  ф ор
м ула . И зоморф, ц - ка т ы ш  назария.

1 - т а ъ р и ф .  Агар биринчи т арт ибли  Т  назариянинг б е 
рилган  /, инт ерпрет ациясини шу назариянинг 12 инт ерпрет а-  
циясига ут ка зувч и  (изоморф изм деб ат аладиган) узаро  бир к и й 
м а т ли  акслант ириш  м авж уд булиб, ш у билан бирга:

1) агар А " предикат  .\арф нинг  /, ва 12 и нт ерпрет ация-  
ла р и  м ос равиш да  ( А ” У ва ( А" ) 2 л а р  булганда, М х сох,адаги 
b v  b v  . . . ,  b n л а р н и н г  к а н д а й  б у л и ш и д а н  к а т н а з а р ,  
( A " )2(g (b ) , g (b 2), ..., g(bn)) баж арилувчи  булганда ва  ф акат  
ш ундагина { А " ) \ Ь Х, Ь2, ..., bt) )  баж арилса;

2) агар f j '  ф ункционал ха р ф ни н г  /, ва  / 2 инт ерпрет ация-  
ла р и  м ос рави ш д а  ( / / ) '  ва  ( f '  ) 2 булганда  А/, со^адаги  %ар 
Кандай b v b2, ..., Ьп ла р  учун

( / ; у ( ь 1г ь2, ..., bt)  = i . f f ) 2(g(bx), g (b2) , ..., g { b ) )

баж арилса;
3) агар предм ет  конст ант анинг  /, ва 12 инт ер п р ет а ц и я-  

лари  м ос равиш да  а) ва  а] булганда, а] = g( а) ) булса, у  х;олда 
/, инт ерпрет ация 12 инт ерпрет ацияга  изоморф дейилади.
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Равш анки, агар /, ва 12 интерпретациялар и зом ор ф  булса, 
у холда уларнинг сохалари бир  хил кувватга эга булади.

Т е о р е м а .  А гар g  берилган  /, ва  / 2 инт ерпрет ацияпар- 
нинг изоморф изм и булса, у  х,олда:

(1) Т  назариянинг А  ф ормуласи ва М х со%а элем ент лари  
кет м а -кет ли ги  S = { b v b2, ..., Ьп) нинг цандай булиш ларидан  
к,атъи назар, А  ф ормула м ос g (S ) = (g(bl), g(b2), ..., g(bn)) к е т -  
м а -кет ли к д а  баж арилувчи  булганда ва ф ацат  ш ундагина S  да 
баж арилувчи булади ва, дем ак,

(2) А ф орм ула М 2 сохада чин булганда ва ф ацат  ш ундаги 
на М х сохада чин булади.

И с б о т .  (2) хулоса (1) хулосадан келиб чикдди. (1) ху- 
лосани А  ф орм уладаги кванторлар ва м антикдй богловчи- 
лар сонига кдраб индукция м етоди  билан исботлаш ни укув- 
чига \авол а  кдлам из.

2 - т а ъ р и ф .  Агар м а т ем а т и к  назариянинг %амма м одел-  
лари изоморф  булса, у  %олда у  цатъий математик назария 
деб ат алади.

3 - т а ъ р и ф .  ц — бирор т уплам нинг к,уввати булсин. А гар  
биринчи т арт ибли  Т  назария :

(1) %еч булмаганда бит т а  ц цувват ли  моделга эга  булса ва;
(2) у ч и т  ц ъ увват ли  %ар ка нд а й  икки т а  модели изоморф  

булса, у  х,олда бундай биринчи т арт ибли Т  назария  ц - цатъий 
назария деб ат алади.

М асалан, гурутутар назарияси цатъий назария эм ас, чунки  
изом орф  булмаган гурухдар мавжуд. А м м о айрим кувватлар- 
да гурухдар назарияси к;атьийдир, масалан, ц = 3 кувватда 
ш ундай булади.

Евклид геом етрияси кдгьий математик назарияга м исол  
була олади, -чунки унинг исталган иккита модели и зо м о р ф -  
дир. Хак,ик,атан хдм, Евклид геом етриясининг исталган м о
дели  ариф м етик м одел билан и зом ор ф  эканлигини о со н ги -  
на курсатиш  мумкин.
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Е вклид геом етриясининг ихтиёрий м оделида тугри чи - 
зи к д и  ол ам из ва унда О  нук,тани белгилайм из. Б ундан ке
йин уш а чизикда О  нук,тадан фарк, кдлувчи т  нук,тани тан -  
лаб олам из. От  кесм ани бирлик сиф атида к,абул кдаам из. 
Тугри чизикда мусбат йуналиш ни танлаб олиш  натиж асида  
сон л и  ук ди  х,осил кдлам из.

У заро перпендикуляр булган сон л и  тугри чизикдар myFpu 
бурчакли  декарт  координат а сист ем аси  д еб  аталади. Бу с и с 
тема текисликдаги х,ар бир нук,тага ш у нук,танинг к оор ди -  
наталарини узаро бир кдйм атли равиш да м ос куяди. Х удди  
шу каби, бу систем а текисликдаги х,ар бир тугри чи зик да  
ун и н г тенгл ам асин и  м ос куяди. Евклид геом етр и я си н и н г  
бош кд моделида \а м  текисликда худди шу тарзда иш  курамиз.

Евклид геом етри я си н и н г х,ар хил м оделлари уртасида  
и зом ор ф и зм н и  урнатиш  натиж асида аналитик геом етрияни  
яратиш  м ум кин.

8 - § .  Назариянинг зидсизлик, туликдилик ва 
ечилиш муаммолари

[у7! Зидсиз назария. Зиддият га эга булган  назария. З и д си зли к
м уам м оси. Абсолю т  тулик; назария. Тор м аънода тулик;
назария. Т уликдилик  м уам м оси. Ечилиш  м уам м оси.

8.1. Зидсизлик муаммоси.
1 - т а ъ р  и ф . А гар Т  назарияда  ш ундай S  м уло ха за  т о п и -  

либ, у  узи н и нг инкори S  билан бирга т еорема б'улса, у  холда Т  
зиддият га  эга  булган назария деб ат алади . А к с  хо лд а  Т  зидсиз  
назария дейилади.

Агар Т  назарияда S  мулох,аза топ и л и б, у узи н и н г  и н к о
ри S  билан бирга теорем а булм аса, ш унда ва фак,ат ш ун да
гина у зи д си з назария булади.

Т  назарияда келтириб чик,ариш к,оидасининг бири с и 
фатида хулоса к,оидаси мавж уд булгани дан, зи ддиятга эга  
булган н азари яни нг исталган м улохазаси  теор ем а булади.
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Хакикатан хам, Т  назариянинг исталган А  мулохазаси учун  
-* А )  и ф о д а  т е о р е м а  б у л а д и , ч ун к и  бу  м у л о х а за

S - > ( S  -»/4) тавтологиядир. Бу ерда S  ва S  нинг теорем а  
эканлигини хисобга олиб ва икки марта хулоса кридасидан  
ф ойдаланиб, А  — теорем а деган хулосага келамиз.

А ксиом атик назарияларда зи дси зл и к  м уам м осини куп 
Холларда м одель туш унчаси оркали ечиш  мумкин. Х акикатан  
Хам, агар Т  назария зиддиятга эга булса, у холда уни нг м о
дели хам зиддиятга эга булади, чунки назариянинг б и р -б и -  
рига карама-карш и булган ж уфт теоремалари модель холида  
бир-бирига карама-карш и булган мулохазага айланади. Д е 
мак, назария зи дси з булиш и учун унинг зиддиятдан холи  
булган м одели мавж удлигини курсатиш  керак. М ул охаза
лар хи соби н и н г зи дси злиги ни  худди ш у схема оркали исбот  
Килган эдик.

Агар Т  назария учун ш ундай интерпретацияни топиш  
мумкин булсаки, уни нг интерпретацияси чекли тупламдан  
иборат булса, у холда бу интерпретацияда зиддият мавжуд  
эмаслиги масаласини ечиш  тугридан-тугри шу чекли туплам
ни куриш билан хал булади. М асалан, бир элем ентли туплам  
битта ягона элем ентга эга булсин. Агар бу тупламда а ■ а  = а 
амали аникутанган булса, у холда у зиддиятга эга булмаган  
гурух назариясининг модели булади. Д ем ак , гурух назария
си зи дси зди р.

А м мо, купинча, м оделнинг зи дси зл иги ни  исботлаш  анча 
м урак каб ф и к р  ю р и т и ш н и  талаб к и л ади . Бу, а й н и к са ,  
Т  назария факат чек си з моделларга эга булган холларда ю з  
беради. М асалан, агар Евклид геом етриясининг туш унчала- 
ри Л обачевский геом етриясининг интерпретацияси си ф ати
да ф ойдаланилса, у холда Л обачевский геом етриясининг зи д -  
си злиги  м асаласин и Евклид геом етри яси н и н г зи дси зл и ги  
масаласига келтириш  мумкин.

Ш уни таъкидлаш  керакки, Евклид геом етриясининг зи д 
сизлиги ва хакикий сонлар назариясининг зидсизлиги х ози р -  
гача исбот килинган эм ас.
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8 .2 . Туликдилик муаммоси. Агар бирор  назариянинг зи д 
сизлиги исбот этилган булса (ёки исбот этилиш и мум кин  
д еб  х,исобланса), у хрлда бу назария учун туликдилик м уам - 
м о си н и  куйиш  маънога эга булади.

1 - т а ъ р и ф . А гар  Т  назариянинг ист алган S  м уло ха за си  
уч ун  ёки  S , ёки  ун и н г  инкори S  т еорема булса, у  холда  бу  
назария абсолют т улщ  деб ат алади.

Бу таъриф уш бу холни хисобга оляпти: Т  назариянинг  
исталган S  м улохазасининг бирор моделдаги интерпретаци
яси ёки чин, ёки ёлгон  булади. У холда Т  назарияда ёки S, 
ёки S  теорем а булиш и керак.

Бир вакгда зи д си з ва тулик, булган Т  назария зи д си з-  
ликка нисбатан шу маънода максимал буладики, бу назария- 
га аксиом а сиф атида шу назарияда м ум кин булган исталган  
(ам м о уни нг теор ем аси  булм аган) м улохазан и  куш ганда, 
зиддиятга эга булган назария х,осил булади.

Куп математик назариялар бир вактда зи дси з ва тулик,- 
лилик хусусиятига эга эм ас.

2 - т а ъ р и ф .  А гар  аксиом а/ю ри кат орига  ха м м а  к е л т и 
р и б  чикариш  к о и д а ла р и ни  сацлаган  хо лд а , ист алган  исбот 
ланм айдиган  т асдикни  куш ганда, зиддият га  эга  булган н а за 
р и я  хосил буладиган акси о м а т и к  назария тор маънода т улщ  
деб ат алади.

Хар к;андай абсолю т тулик; назария тор маънода х;ам тулик; 
булади. Хак,ик,атан х,ам, бирор  абсолю т тулик, назария тор  
маънода тулик, булм асин. У вактда бу назарияда исботл ан 
майдиган ш ундай А  тасдик, топиладики, аввалги аксиом алар  
ва янги аксиом а сиф атидаги  А  тасдик дан яратилган янги  
назария зи дси з, дем ак , А  янги назарияга тегиш ли булади. 
И ккинчидан , дастлабк и назари яни нг абсол ю т т^ликлиги- 
дан  ва унда А  исботланм айдиган тасдик; булганидан А  и с -  
ботланадиган тасди к  булади. Ш ундай килиб, янги назария
да А  ва А исботланувчи булди, яъни карам а-карш иликка  
келдик. Д ем ак, ф ар ази м и з нотугри ва х,ар кандай абсолю т  
тулик назария тор м аънода \а м  тулик булар экан.
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8.3. Ечилиш муаммоси. Ечилиш м уам м оси алгоритм ик  
муам мо булиб, унда берилган А  туплам учун ш ундай U  ал
горитм тузиш  керакки, бу алгоритм А  ни бош*;а В  тупламга  
нисбатан  (А  с  В) ечувчи (хал этувчи) б ул си н , я ъ н и  бу  U  
алгоритм В нинг хар бир  элем ентига татбик, этилади хамда  
х е  А  лар учун U(x) -  1, х е  В \А  лар учун эса  U{x) = 0 д еб  
хисобланади.

Ечилиш  муам м осига одди й  м исол  сиф атида мулох,аза- 
лар алгебрасидаги ечилиш  м уам м осини курсатиш  м ум кин, 
у ш ундай алгоритмни топ иш дан  иборатки, бу алгоритм во
ситаси  билан мулохазалар алгебрасидаги х;ар бир ф орм ула
нинг ёк и  айнан чин, ёки  айнан ёлгон , ёки баж арилувчи  
эк а н л и ги н и  ан и к д аш  м ум к и н . А л гор и тм и к  м у а м м о н и н г  
мухим си н ф и  ф орм ал назариялар учун ечилиш  м уам м оси - 
ди р, яъни хамма исботланувчи формулалар туплам и учун  
форм улалар назариясидаги  {А  туплам) назари яни нг хамма  
формулалар тупламига {В  туплам) нисбатан ечилиш  м уам - 
м осиди р. Биз уни  мулохазалар хи соби н и н г аксиом атик н а
зарияси учун курган эдик.

9 - § .  Предикатлар хисобининг зидсизлиги 
(махсус аксиомаларсиз назария)

[7 [ Б и р и нчи  т а р т и б ли  п р ед и ка т ла р . П р ед и к а т ла р  хисоби .
П редикат лар  хисобининг зидсизлиги. Тавт ология.

Т а ъ р и ф .  М ахсус аксиомаларга эга булмаган биринчи т ар
т ибли  назария биринчи тартибли предикатлар хисоби деб
а т алади .

Т е о р е м а .  J(ap к;андай биринчи т арт ибли предикат лар  
Хисоби Т  зидсиздир.

И с б о т .  И хтиёрий А  форм уладан куйидагича узгарти- 
риш лар натиж асида хосил кдлинадиган иф одани Н(А)  б и 
лан белгилайм из. А  формуладаги хамма квантор ва термлар  
кавслар ва вергуллари билан биргаликда таш лаб иборилади. 
М асалан, \ /х А ,2 (jc, у )  -»  A,1 (z )  ф ормула юк;орида курсатилган
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узгартириш лардан кейин А,2 - » А \ куриниш ни олади, яъни  
Н ( У х А 2(х , у )  ->  Д '(г ))  иф ода А 2 ->  А\  куриниш га, худди ш у

каби H ( 3 t A l { x ,  у , Г) -> /4](г )) и ф ода  Д 3 -»  А\  куриниш га к е

лади.
Равш анки, Н ( А )  з  # ( Л )  ва # ( / !  В)  = Н ( А )  -> Н ( В ) .  

О со н ги н а  курсатиш  м ум к и н к и , предикатлар х ,и соби н и н г  
ф орм уласи учун Н(А)  ф орм ула мулохазалар х и со б и н и н г  

ф орм уласидир ва к,андайдир схем а оркали 1—5- аксиом алар- 
дан  (3 - § га царанг) хосил этилган хар кандай А  аксиом а  
учун Н(А)  тавтология булади. Бу 1—3 - аксиом алар ш ундай- 
гина кузга таш ланиб турибди. V x 4 (x )  -»  A( t )  аксиом а учун  
H ( V x A ( x )  -> А{1))  форм ула А -> А  куриниш да булади, яъни  

тавтологиядир. V x ( A  —> В( х ) )  -> ( А  ->  V x B ( x ) )  аксиом а учун  
f f ( V x ( A  —> В(х ) )  —> {А —» УхВ{х) ) ) )  ф орм ула (А -> Щ  —>(А—>В) 

муносабатга айланади, яъни бу  хам тавтологиядир.
Агар мулохазалар хисобидаги  хулоса кои даси ни  А, А - ^ В  

тавтологияларга кулласак, у холда В  тавтологияга келамиз. 
Ш ундай килиб, агар Н(А)  ва Н (А -> В )  тавтологиялар булса, 
у холда Н(В)  хам тавтология булади.

Я о п ер а ц и я си н и  А  ва \ /х А  формулаларга куллаш нати
ж асида олинган натижалар бир хил булганлиги учун, агар 
Н (А ) тавтология булса, у холда Н (У хА ) хам тавтология булади.

Д ем ак, агар предикатлар хи соби да  А  теорем а булса, у хол
да Н (А ) тавтология булади.

Айтилганлардан ш у j-iapca келиб чикадики, агар п р ед и 
катлар хи соби да  В  ва В исботланувчи буладиган ш ундай  
В  форм ула мавж уд булса эд и , у  хол да мулохазалар х и со б и д а  
Н(В)  ва Н( В  ) лар тавтология, яъни исботланувчи ф орм ула
лар булар эди . А м м о бу  мум кин эм ас. Д ем ак , предикатлар  
хи соби  зи дси зди р.

И  з о х • Н  операцияси  п р ед и ка т ла р  хи собининг бир э л е 
м ент ли  сохага инт ерпрет ацияси  билан  т енг кучлидир. П реди
кат ла р  хисобининг ха м м а  т еорем алари бу инт ерпрет ацияда  
myFpudup (чиндир).
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1 0 -§ .  Н атурал сонлар назарияси. Гёделнинг 
тулицсизлик ^ацидаги теоремаси

[\7[ Пеано аксиом алар системаси. Натурал сонлар назарияси
нинг м ахсус аксиомалари. Аксиомалар сист емасидан к е 
либ чсщадиган натиж алар. Гёделнинг туликсизлик хакидаги  
биринчи ва  иккинчи теоремалари.

10.1. Н атурал сонлар назарияси. Натурал сонлар назария
си ни нг аксиом атик характеристикасини (тавсиф ном асини) 
1888 йилда Д едек и н д  том онидан берилганига царамасдан, 
натурал сонлар ариф м етик асин ин г аксиом атик тузилиш и- 
ни купинча «П еан о аксиомалар систем аси» д еб  айтадилар.

А к си ом ати к  натурал сон лар  назарияси  тили ал ф ави-  
тининг харфи куйидаги формал символлардан иборат: кон 
станта 0, сон л и  узгарувчилар, тенглик сим воли  
(1 ни куш иш ) ф ункционал символлар ва л, v , - ,  V, 3 
мантикий богловчилардан иборат.

1 -  т а ъ р и ф  . Формал символларнинг чекли кет м а-кет ли
ги ф орм ал иф одалар  деб аталади.

М асалан, ) х 0  = , = + )х  v ва x y z )  = , (х)' + v ф орм ал  
иф одалар булади.

Ф ормал иф одалар иккита синф га булинади: термлар син
фи ва формулалар синфи.

К онстанта 0 ва сон ли  узгарувчилардан ф ункционал си м 
воллар оркали термлар тузилади.

2 - т а ъ р  и ф  . 1 )0  — терм булади; 2) х, у, z, ... сонли у з г а 
рувчилар терм булади; 3 —5) агар г  ва s — терм булса, у  холда  
(г '), (г) + (5) ва (г) • (s) терм булади; 6) 1—5- бандларда аник
ланган т ермлардан бошка хеч кандай терм м авж уд эмас.

Бу назарияда элем ентар  формулалар термлар ва улар
нинг тенгликларидан иборат булади. Бошка формулалар эл е
ментар ф орм улалардан л , v , V, 3 мантикий богловчи- 
лар оркали хосил килинади.
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З - т а ъ р и ф .  1) А гар г  ва s  т ерм лар булса, у  холда  (/-) = (5 ) 
ф ормула_булади; 2 —5) А гар А ва  В  ф ормулалар булса, у  холда  
А —>В, А , А а  В, A v  В хам  ф орм улалар булади; 6—7) А гар  А — 
ф ормула ва  х  — узгарувчи  булса, у  холд а  Vx(/I) ва  Зх(/1) ф орм у
ла ла р  булади; 8) 1—7- бандларда а ни кла н га н  ф орм улалардан  
бошн;а хеч  кандай  ф ормула м авж уд  эмас.

Ф орм улалар аксиом атик  натурал сон лар  н азар и я си да  
ариф м ет ик ф ормулалар  д еб  аталади.

И з о х,. 2- таърифдаги « г », « 5 » ф орм ат символлар эм ас. 
Улар метатилда ф ойдаланиладиган математик узгарувчилар- 
дир. Ш унинг учун «(г) + (5 )» ф орм ал иф ода эм ас. Агар « г »  
ва « 5 »  урнига термлар куйилса, у холда у ф орм ал иф ода  
булади.

Худди шу каби, 3 - таърифдаги «А » ва « В» хамда «х» ма
тем атик узгарувчилардир. У ларнинг урнига м ос равиш да  
маълум кийматлари куйилгандагима. таърифдаги иф одалар  
формулаларга айланади.

П еан о аксиом алар систем аси  куйидагилардан иборат:
1) 0 — натурал сон;
2) \а р  к,андай х  натурал сон  учун бош ка х '  натурал сон  

мавжуд ва уни х  кетидан келадиган д еб  айтилади;
3) 0 *  х '  — \а р  кандай х  натурал сон  учун;
4) агар х '  = у '  булса, у холда х  = у :
5) агар Q  хосса  булиб, айрим натурал сонлар бу хоссага  

эга булиш и ва бош ка натурал сонлар бу хоссага эга бул м ас
лиги мумкин булса ва агар:

( 1 ) 0  натурал сон  бу хоссага эга ва;
(2) хар кандай х  натура! со н  учун, агар х  натурал сон  

Q  хоссага эга булиш идан х '  натурал сон  хам Q  хоссага эга  
булиш и келиб чикса, у холда \а м м а  натурал сонлар Q  х осса 
га эга булиш и келиб чикади (индукция конуни (п ри нц ип и)).

Бу аксиом алар тупламлар н азари яси н и н г айрим  ф раг- 
ментлари билан биргачикда, Э .Л андау курсатганидек, н а- 
факат натурал сонлар, бачки хакикий, рационал ва ком п
лекс сонлар назарияларини яратиш га етарлидир.
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А м мо бу  аксиом аларда интуитив туш унчалар мавж уд, 
масалан, х о сса  туш унчаси. Бу нарса бутун си стем ан и к,атъ- 
ий ф орм аллаш тириш га туск,инлик килади. Ш у н и н г учун  
П еано аксиом алари систем асига асосланган янги биринчи  
тартибли Т  назария яратамиз. Т  назария элем ентар ар и ф м е- 
тиканинг хамма асоси й  натиж аларини келтириб чикариш га  
етарлидир.

Бу биринчи тартибли Т  назария битта А 2 предикат харф, 
ягона а, предм ет константа ва учта У !',/I2, / , 3 ф ункционал  
харфга эгадир. Ф ормал эм ас ариф м етика билан алок,ани у з-  
маслик учун ун и н г белги ларидан ф ой дал ан и б , Д 2 , о, ва 
f J { j  = 1, 3) ларни куйидагича ёзамиз:

с, урнига О,

A 2 it, s) урнига t - s ,  

f l i t )  урнига t , 

f i i t ,  s) урнига t + s ,  

f t  {t, s) урнига t ■ s,

бу ерда t ва s — термлар.
T  натурал сонлар назарияси куйидаги махсус аксиом а

ларга эга:
1 .x ,  = х 2 ->  (х, = х 3 -»  х 2 = х 3) .

2. х, = х2 —» х\ = х2 .

3 . 0  * ( * , ) ' .

4. х\ =  х 2 —» х, =  х 2 .

5 . Xj + 0 = х , .

6. х, + х'2 = (х,  +  х 2У .

7. х, 0  =  0 .

8. х, • х 2 = х, • х 2 + х , .

9. /4(0) —> (V x (/l(x ) —» А(х ' ) )  —» V x /4 (x )).

бу ерда А (х )  — натурал сонлар назариясининг ихтиёрий ф о р 
муласи.
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1—8 - аксиомалар аник, форм улалардир, ам м о 9 - аксиом а  
чексиз аксиом алар тупламини турдирадиган аксиом алар сх е -  
м асидан иборат.

Бу аксиом алар схем аси м ат ем ат ик индукция принципи  
д еб  аталади ва у П еано аксиом алар систем асидаги 5 - ак си о
мага умум ан мос келмайди, чунки 9- аксиом алар схем аси  
факат Т  назария формулалари оркали аникланадиган санокли  
хоссалар туплами билан иш куради.

Н азариянинг 3 ва 4 - аксиом алари П еано аксиом алар с и с 
тем аси н и н г 3 ва 4 - аксиомаларига м ос келади.

П еа н о  аксиом алар си стем аси даги  1 ва 2 - акси ом алар  
О н и н г  ва «кетидан келадиган» ам ал н и н г м ав ж удл и ги н и  
таъминлайди, Т  назарияда булса, буларга 0 предм ет кон стан
та ва f t  ф ункционал харф мос келади. Т  назариядаги 1 ва
2- аксиом алар тенгликнинг айрим зарурий хоссаларин и таъ
минлайди. Д едек и н д  ва П еан о бу хоссаларни интуитив аник; 
д еб  фараз килган эдилар. Н азариядаги 5—8 - аксиом алар р е 
курсив тенгликларни иф одалайди. Бу аксиомалар куш иш  ва 
купайтириш  амалларини аниклайди.

Д едек и н д  ва П еано бу аксиомаларга м ос келадиган \е ч  
кандай постулатлар ф ор м ул и ров к аси н и  берм аган эди л ар , 
чунки улар интуитив тупламлар назариясидан ф ойдаланган  
эдилар. Тупламлар назариясида Т назариясидаги 5—8 - ак си о-  
маларни каноатлантирувчи +, • амаллари чикарилувчидир.

9 - аксиом алар схем асидан куйидаги индукция к о и д а си 
ни \о си л  киламиз: агар  /4(0) ва Ух ( А( х ) —>А(х')) булса, у  холда  
УхА(х).

Т  назариянинг аксиомалар си стем аси дан  куйидаги н а -  
тижалар келиб чикади. Бу натиж алардан ф орм улаларни с о д -  
далаш тириш  ва умуман теорем аларни одди й р ок  исботлаш  
учун ф ойдаланилади.

1 - л е м м а . Т  назариянинг хар  кандай t, s ва  г  термлари  
учун куйидаги формулалар Т  да т еорема булади:

Г. t = r —¥ ( t  = s —> r  = s ) .  2'. t = г  —» t' = г ' .
У. 0 * t ' . 4'. t' = г' —> t = г .
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5'. Г + 0 = Г . 
Т.  t 0 = 0 .

6'. t + r' = (t + r ) ' .  

8'. t  ■ г  = ( t  ■ r)  + t .
2 - л е м м а .  Хар кандай t, s ва г  термлар учун куйидаги  

формулалар Т  назарияда т еорема булади:
a) t = / ;
b) г = /• -» г  = t \
c) 1 = г  - » (г  = 5 —> t = s ) ;
d) г  = t -> (s = t —> r = s) ;
e) ( = r -> .t + s  = r  + s ;
0  t = 0 + 1 ;
g) t ' + r  = (t + r) ' ;
h) t + r  = r  + 1 ;
i) t - r ^ s  + t = s  + r ‘, 
j) (t + r)  + s = t + ( r  + s ) \  
k) t = r - > t - s  = r -  s',
1) O r = 0 ;
m) t' ■ r  = t ■ r + r ;
n) t ■ r  = r  t ;
o) t = r - > s - t  = s -  r .

10.2 . Гёделнинг тулицсизлик хакддаги теоремаси. Г ёдел
нинг тулик,сизлик хдкддаги теорем аси  сиф атида Г ёделнинг  
куйидаги иккита теорем аси ни нг ум ум ий н ом ин и туш уна-  
дилар.

Г ё д е л н и н г  б и р и н ч и  т е о р е м а с и  ( т у л и к ^ с и з -  
л и к  х а с и д а ) .  Минимум арифмет икани кам раб олган хар  
кандай карам а-карш иликка эга  булмаган формал сист емада  
ва, демак, нат урал сонлар назариясида формал ечилмовчи фикр  
топилади, яъни шундай ёпик А формула топиладики, на А, на 
А ни сист емада келт ириб чикариш мумкин эмас.

Г ё д е л н и н г  и к к и н ч и  т е о р е м а с и  ( т у л и к , -  
с и з л и к  ,\а  к,и д  а ) тасдик,лайдики, табиий кушимча ш арт 
лар баж арилганда А урнида курилаёт ган системанинг к а р а 
м а-карш иликка эга  эмаслиги хакидаги тасдикни олиш мумкин.
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Г ёделн ин г биринчи теорем аси  куйидагини билдиради: 
ар и ф м ет и ка д а  ка нд а й  а ксиом алар  т и зи м и  т а н ла ш и м и зд а н  
цат ъи назар , ф ормал назария т илида  иф одаланган нат урал  
сонлар %акида ш ундай м улохаза  т опиладики , ун и  берилган н а 
зарияда  на  исбот щ л и б  булади ва  на р а д  эт и б  булади.

Муаммоли масала ва топширицлар

1. Агар 7, ва / 2 интерпретациялар и зом ор ф  булса, у холда  
уларнинг сохалари бир хил кувватга эга булиш и ни и с
ботланг.

2. Е вклид геом етр и я си н и н г к,атъий м атем атик назари яга  
м исол була олиш и ни курсатинг.

3. Х^р к,андай абсолю т тулик, назария тор м аънода хам тулик, 
булиш и ни исботланг.

4. П редикатлар хи соби н и н г А  ф орм уласи  учун Н {А) ф орм ула  
мулохазалар х,исобининг ф орм уласи бул иш и ни курсатинг.

Мустакил ишлаш учун савол ва топширикпар

1. Интерпретациянинг изоморфизмлиги. Назариянинг кдтъийлиги.
2. Бажарилувчи формула, ц- к,атьий назария.
3. Зидсиз ва зиддиятга эга булган назариялар. Зидсизлик муаммоси.
4. Абсолют тулик; назария. Тор маънода тулик, назария. Туликдилик 

муаммоси.
5. Назариянинг ечилиш муаммоси.
6. Биринчи тартибли предикатлар хисоби ва унинг зидсизлиги.
7. Пеано аксиомалар системаси. Натурал сонлар назариясининг махсус 

аксиомалари.
8. Аксиомалар системасидан келиб чик.адиган натижалар. Гёделнинг 

туликсизлик хакддаги биринчи ва иккинчи теоремалари.
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Бу бобда алгоритмлар назари яси ни нг элем ентлари ат- 
рофлича баён  этилган. Бу ерда алгоритм туш унчаси ва уни нг  
характерли хусусиятлари, ечилувчи ва саналувчи туплам 
лар, П о ст  т е о р е м а с и , ал гор и тм  ту ш у н ч а си н и  ан и к л аш , 
хисобланувчи ф ункциялар, кисм ий рекурсив ва ум ум рекур
сив ф ункциялар, А .Ч ёрч ва С .К л и н и  тезислари , Т ью ринг  
маш иналари, Т ью ринг м аш инасида алгоритм ни реализация  
к;илиш, натурал сон лар н и  куш иш  алгоритми, Евклид алго- 
ритм и, алгоритмлар назари яси ни нг асосий  гипотезаси , М ар- 
к о в н и н г н ор м ал  ал гор и тм л ар и , М арков б уй и ч а  к и см а н  
Хисобланувчи ва хисобланувчи ф ункциялар, кисм ий рекур
сив (ум ум рекурсив) ф ун к ц и я  билан М арков буйича к и с 
м ий хисобланувчи (хисобланувчи) ф ункция орасидаги м у
носабат, нормаллаш тириш  принципи, алгоритмик ечилмовчи  
муаммолар, математик мантикда келтириб чикарувчанлик- 
ни таниш  м уам м оси, уз-узи га  татбик этувчанликни таниш  
м уам моси каби масалалар курилган.

1 -  § .  Алгоритм туш унчаси ва унинг характерли 
хусусиятлари

0  А лгорит м  т уш унчаси . Е чувчи  процедура. Е чилиш  м у а м 
м оси . А пго р и т м ни нг и н т и ут и в  т аъриф и. А пгорит м нинг  
х а р а к т е р л и  ху сус и я т л а р и . А п го р и т м ни нг д и ск р ет ли ги . 
А пгорит м нинг аницланувчанлиги . А лгорит м  цадам ларининг  
элем ент арлиги . А/1горит м нинг ом м авийлиги . А пгорит м нинг  
нат и ж а ви й ли ги .

М атем атиканинг асоси й  туш унчаларидан бири алгоритм  
(алгориф м ) туш унчасидир. «Алгоритм» сузи  IX асрда и ж од  
этган бую к математик ватандош им из А бу А бдулло М ухам 
мад ибн М усо ал -Х оразм ий  ном и н и н г лотинча A lgorithm i 
тарзида ёзил иш идан  келиб чиккан.
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Хар бири «х,а» ёки «йук,» деган  ж авоб талаб этувчи ай 
рим  сан ок уш -чек си з математик ёки  м антикий м асалалар  
си н ф и н и  курайлик. Чекли со н  кддамда уш бу си н ф даги  х,ар 
кандай саволга б и з ж авоб бера оладиган ж араёнлик (п р о ц е
дура) мавж удми? Агар ш ундай процедура мавж уд булса, у 
х;олда у берилган саволлар си н ф и  учун ечувчи  процедура  ёки  
ечувчи  алгорит м  (алгориф м ) д еб  айтилади. Ечувчи п р оц еду-  
рани излаш  м уам м оси  бу си н ф  учун ечилиш  м уам м оси  д еб  
аталади.

Ф ормал систем алар учун ечилиш  м уам м осин и  кун тар- 
тибига бири нчи  куйган олимлардан Ш рёдер  (1895), Л ёв ен -  
гейм (1915) ва Гильбертни (1918) курсатиш  мум кин.

М асалан, куйидагилар ечувчи алгоритмларга м и сол  була 
олади:

1. Сонлар устида ариф м етик амалларни баж ариш  к ои да
лари.

2. Квадрат илдиз чикариш  кои даси .
3. Э нг катта ум ум ий булувчини топ и ш  к ои даси  (Е в к 

лид алгоритми).
4. Квадрат тенглам анйнг ечи м и ни топ иш  коидаси .
5. п -  тартибли купхдднинг х,осиласини топ иш  кои даси .
6. Рационал ф ун кц иян и  интеграллаш  коидаси .
Ю корида келтирилган хар бир  м и сол да бир  хил типли

(турдаги) масалалар си н ф и  билан иш  куриш га тугри кела
ди . Бир хил турдаги масалалар си н ф и  ом м авий  м уам м о  д еб  
аталади. Б ундай си н ф лар н и н г масалалари би р -б и р и да н  ф а -  
кат иф одаси даги  параметрлар билан ф арк килади. М асалан, 
а х 2 + Ьх + с  = 0 квадрат тенглам анйнг еч и м и н и  топ иш  м аса-  
ласида а, b ва с параметрлар катнаш ади. У ларнинг кийм ат- 
ларини узгартириш  йули билан  б и р  си н ф га  м ан суб  турли  
хил масалаларга келам из. А йтилганларни хи собга о л и б  ал-  
горитм нинг куйидаги интуитив таъ риф ин и бер и ш  м ум кин.

1 - т а ъ р и ф . Б ерилган  ом м авий  м уам м одаги  барча м а с а -  
ла ла р ни  ум ум и й  бир х и л  ш аклда, аник; м аълум  булган усул  б и 
ла н  ечиш  ж араёни алгорит м  деб  ат алади .
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Бундай таъриф ни катъий д еб  хисоблаш  мум кин эм ас. 
Х акикатан хам, унда аник, м азм ун и  ном аълум сузлар уч
райди. Х усусан , бу «усул» сузига хам тааллукди. Ш уни нг  
учун хам алгоритм нинг бу  катъий булмаган таърифи и н т уи 
т ив т аъриф  д еб  аталади.

Э нди  алгоритм нинг характерли хусусиятларини куриб  
утайлик.

1. Алгоритмнинг дискретлиги. Алгоритм — микдорларни  
ш ундай кетм а-кет куриш  ж араёни ки , бош лангич холатда  
м икдорларнинг дастлабки чекли систем аси  берилган булиб, 
хар бир навбатдаги м ом ентда микдорлар си стем аси  маълум  
аникланган кон ун  (дастур) асоси да  олдинги холатдаги мик,- 
дорлар си стем асидан  хосил килинади.

2. Алгоритмнинг детерминацияланувчанлиги (аникданув- 
чанлиги). Бош лангич холатдан фарк; килувчи бош ка холат
да аникланган микдорлар си стем аси  илгариги холатларда  
Хосил килинган микдорлар систем аси  оркали бир кийматли  
аникданади.

3. Алгоритм кдцамларининг элементарлиги. И лгари ги  
микдорлар си стем асидан  к ейи нгиси ни  хосил килиш  к он у
ни содда кадамлардан иборат булиш и керак.

4. Алгоритмнинг оммавийлиги. Б ош лангич м и кдорлар  
си стем а си н и  айрим  п отен ци ал  чек си з туплам дан танлаш  
м ум ки н.

5. Алгоритмнинг натижавийлиги. М и кдорларни топ и ш  
ж араёни чекли булиш и ва натиж а (м асаланинг еч и м и н и )  
бериш и керак.

М атематик амаллар асоси й  ролни уйнайдиган алгоритм 
лар сонли алгорит м лар  д еб  аталади. Бундан таш кари, м а н 
т и ли й  алгорит м лар  хам мавжуд. М исол  сиф атида, м ан ти
кий алгоритм иш латиладиган куйидаги уйи нн и  курам из.

М и с о л  . 15 та предм ет бор. У йинда 2 киш и катнаш а
ди: бош ловчи ва унинг ракиби. Х ар бир уйинчи навбат б и 
лан бир , икки ёки учта предм етни олади. К им охирги п р ед -  
метни олса, уш а ютган хисобланади. Бош ловчи ю тиш  учун  
уйи нда кандай стратегияни иш латиш и керак?
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Е ч и м .  Б ош ловчининг ю тук стратегиясини куйидаги  
жадвал ш аклида ифодалаш  мумкин:

Юриш раками Бошловчи
юриши

Ракибнинг
юриши

1 3 п

2 4-/J т

3 4 - т Р
4 4 - Р 0

Хакикатан \а м , бош ловчи бундай стратегия натиж асида
3 + (4 -  п) + (4 -  т ) + (4 -  р) -  15 — (п  + т  + р) предм ет олади ва 
рак,иб п + т  + р  предм ет олади, яъни иккаласи биргаликда  
15 та предм ет оладилар. О хирги предм етни  бош ловчи ол -  
ганлиги туф айли, у уйи нн и ютади.

2 -  § .  Ечилувчи ва саналувчи тупламлар

[7 [  Е ч и лувч и  т уп ла м . Э ф ф ект и в с а н а лу вч и  т уп ла м . П ост  
т еоремаси. Е чилувчи  т уплам  билан эф ф ект ив сан алувчи  
т уплам лар  орасидаги м уносабат лар.

Бирор алфавит берилган булсин . Бу алфавитдаги \а м м а  
сузлар туплам ини S  билан ва S  туплам нинг к,исм туп лам и
ни М  билан белгилайм из.

1 - т а ъ р и ф  . А гар х  сузнинг М  т уплам га  ц а р а и и и л и к  м у а м -  
м осини х,ал к,ила оладиган алгорит м  м а вж уд  булса, у  хо лда  М  
ечилувчи т уплам  деб ат алади.

2 - т а ъ р и ф .  А гар М  т уп ла м н и н г  ха м м а  элем ент ларини  
са н а б  чица  о ла д и га н  а лго р и т м  м а в ж у д  б улса , у  х о л д а  М  
эф ф ект ив саналувчи  т уплам  деб ат алади.

1 - т е о р е м а .  А гар М  ва L  эф ф ект ив саналувчи  т у п л а м 
ла р  булса, у  холда  M \ J L  ва M f )  L х а м  эф ф ект ив сан а лувчи  
т уплам лардир.
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И с б о т .  М  ва L эф ф ектив саналувчи тупламлар булсин . 
У холда, 2 - таъриф га асосан , уларнинг х,ар бири учун ало
хида алгоритм м авж удки, бу алгоритмлар оркали м ос ра
виш да М  ва L  даги хамма элем ентларни санаб чикиш  м ум 
кин. M ( J L  ва M f ) L  туплам ларнинг эф ф ектив хисобловчи  
алгоритми М  ва L  туплам ларнинг эф ф ек ти в хисобловчи ал- 
горитмларини бир  вактда куллаш натиж асида хосил кили
нади.

2 - т е о р е м а  ( П о с т  т е о р е м а с и ) .  М  т уплам нинг у зи  
ва т улдирувчиси  С М  эф ф ект ив саналувчи  булганда ва ф ацат  
ш ундагина М  т уп ла м  ечилувчидир.

И с б о т .  а) М  туплам ва унинг С М  тулдирувчиси эф 
фектив саналувчи булсин. У холда, 2 - таърифга асосан , бу  
туплам ларнинг элем ентларини санаб чика оладиган А  ва В  
алгоритмлар мавж уд булади. У холда М  ва С М  тупламлар
нинг элем ентларин и санаб чикиш  пайтида уларнинг руйха- 
тида х  эл ем ен т учрайди. Д ем ак , ш ундай С алгоритм ю зага  
келадики, у оркали х  элем ент М  тупламга караш лими ёки  
Карашли эм асм и  деган м уам м они \а л  килиш мумкин. Ш ун 
дай килиб, М  ечилувчи туплам булади;

б) М  ечилувчи туплам булсин. У холда, 1 - таърифга а со 
сан , х  бу туп л ам н и н г эл ем ен ти м и  ёки эл ем ен ти  эм а см и  
деган м уам м они хал килувчи алгоритм мавжуд булади. Бу  
алгоритм дан ф ой дал ан и б, М  ва С М  тупламларга кирувчи  
элем ентларни нг руйхатини тузамиз. Ш ундай килиб, М  ва 
С М  тупламлар элем ентларини санаб чикувчи иккита А  ва В  
алгоритм ни хоси л  киламиз. Д ем ак , М  ва С М  тупламлар э ф 
фектив саналувчи тупламлар булади.

1 - м и с о л .  М — {1, 4, 9, ..., п 1, ...} натурал сонлар квад- 
ратлари туплами эф ф ектив саналувчи туплам буладим и ёки  
йукми?

Е - ч и м .  М  = {п2} туплам эф ф ек ти в  саналувчи туплам  
булади, чунки ун и н г элем ентларини хосил килиш  учун кет
м а-кет натурал сонларни олиб, уларни квадратга кутариш  
керак. Бу туплам ечилувчи хам булади. Хакикатан хам, б и -
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рорта л: натурал сон н и н г М  тупламга кириш  ёки кирм асли- 
гини аннкдаш  учун уни туб купайтувчиларга аж ратиш  к е
рак. Бу усул унинг натурал со н н и н г квадратими ёки йук,ми 
деган  м уам м он и \а л  к,илиб беради.

2 - м  и с о л .  Тартибланган натурал сонлар ж уф тликла- 
ридан иборат туплам эф ф ектив саналувчи эк анлигини и с 
ботланг.

Е ч и м .  Тартибланган натурал сонлар ж уфтликларидан  
иборат туплам нинг эф ф ектив саналувчи эк анлиги ни и сб о т
лаш  учун диагонал м етоди д еб  аталадиган м етоддан ф о й да -  
ланам из. Б унинг учун х,амма тартибланган натурал сонлар  
ж уф тликларини куйидаги куриниш да ёзамиз:

(О, 0 ) ,_ ( 0 ,  1 ) ,_ (0 ,  2), (О, 3 ) ,_ ( 0 ,  4),

4 ),

( 2 , j ^ ( 2 , J ) ^ ( 2 , J ) ^ ( 2 , J ) ^ ( 2 ,  4 ), 

(3, 0 ), (3 , 1), (3 , 2 ), (3 , 3 ), (3, 4 ),

Юк,ори чап бурчакдан бош л аб кетм а-кет диагоналлар  
буйича утиб туплам элем ентларини сан аб чик,амиз. Бу ж уф т- 
ликларнинг руйхати куйидагича булади:

(0 , 0 ), (1 , 0 ), (0, 1), (2, 0 ), (1 , 1), (0 , 2 ), (3 , 0 ), (2 , 1),
(1 , 2), (0 , 3 ), (4, 0 ), (3 , I), (2 , 2 ), (1 , 3 ), (0 , 4 ), ... .

3 - т е о р е м а .  Е чилувчи  булм аган  эф ф ект ив сан а лувчи  н а 
т урал сонлар т уплам и  мавж уд.

И с б о т .  Э ф ф ек тив саналувчи ихтиёрий U  натурал с о н 
лар туплами берилган булсин . U туплам нинг ечилувчи эм а с-  
лигини исботлаш  учун, П ост  теорем аси га (2 - теорем а) кура, 
ун и н г C U  тулдирувчиси эф ф ек ти в  саналувчи эм асл и ги н и  
исботлаш  етарли.

M Q, M v M v  ... — \а м м а  саналувчи натурал сон лар  туплам - 
ларидаги эф ф ек ти в  сан аб чик,илган тупламлар бул си н . Д е 
мак, х,ар к,андай n e  N  учун М п туплам ни тиклаш  мум кин.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Э нди U туплам нинг х,амма элем ентларини санаб чика- 
диган А алгоритмни киритайлик. Бу алгоритм (т , п ) рак,ам- 
ли кадамда т е  М п ни \и с о б л а б  чикади. Агар бу со н  п сон  
билан устм а-уст туш са, бу холда А  алгоритм уни U  тупла
мига киритади, яъни n e  U ^ n e  М п.

Бундан куриниб турибдики, х,ар кандай саналувчи туп
ламдан C U туплам х,еч булмаганда битта элем ент билан фарк, 
к,илади, чун ки  C U  ш ун д ай  п эл ем ен т л а р д а н  и б о р а тк и , 
п ё  М п . Ш унинг учун \а м  C U  саналувчи туплам эм ас. Д е 
мак, П ост теорем асига асосан  U ечилувчи туплам булмайди.

И з  ох, .  И сбот этилган теорем а аслида Гёделнинг ф о р 
мал ариф м етиканинг туликсизлиги х,акидаги теорем аси н и  
ош корм ас (ош кора эм ас) равиш да камраб олган.

3 - § . Алгоритм туш унчасига аниклик киритиш

[7 [ Д и о ф а н т  т е н гл а м а с и . Ф ер м а н и н г  « б ую к  т ео р ем а » си . 
Ю .М ат иясевич  ва  Г. Чудновский нат иж алари. Уч асосий  
йуналиш . Э ф ф ект ив хисобланувчи  ф ункция. X- аницланувчи  
ф ункциялар . У м ум рекурсив ф ункция. А. Чёрч ва С .К лини  
нат иж алари. Чёрч т езиси. К .Гёдел нат иж алари. Тью ринг  
тезисы. Тью ринг буйича хисобланувчи ф ункциялар. Тью ринг 
м аш иналари. Э .П ост  нат иж алари. Н ормал алгорит млар.

М атематика тарихида бир хил турдаги саволлар тупла
мига «х,а» ёки «йук» ва бир хил турдаги функциялар си н ф и  
«х,исобланувчи» ёки «хисобланувчи эмас» деган ж авоблар  
бериш и м ум кин булган алгоритмларни излаш  у зо к  давом  
этди. А йрим  вактларда бу изланиш лар натиж асиз тугади. Бу 
х,олларда, таби ий ки , алгоритм нинг мавжудлигига шубх,а б и 
лан каралади.

1 - м и с о л . М исол сифатида Ф ерманинг «буюк теорема»- 
сининг ечиш  м уам м осини курсатиш  мумкин. 1637 йиллар  
атрофида Ф ерм а куйидаги теорем ан инг исботи ни  узи да бор  
д еб  эълон килди: « х"+ у" = z" т енглам а п >  2 булганда м усбат  
бут ун сон к и й м а т ли  х , у ,  z, п ечим га эга эмас». Х ,озирги  
кунгача бу тасдик  на и сбот  килинган ва на рад этилган.
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2 - м и с о л .  1900 йилда П ариж да утказилган иккинчи  
х а л к а р о  м атем ати к л ар  к о н г р е с с и д а  н е м и с  м а т ем а т и ги  
Д ави д Гильберт ечилиш и мухим булган 23 математик м у
ам м о руйхатини укиб берди . Ш улар ор асида куйидаги Гиль- 
бер тн и н г 10- м уам м оси бор  эди: «К оэф ф и ц и ен тл ар и  бутун  
сонлардан иборат булган хар кандай алгебраик тенгламанйнг  
бутун сон ли  ечим и мавжудми?», яъни бутун сон л и  к о э ф ф и -  
циентлардан иборат булган \а р  кандай алгебраик тенглама  
бутун сонли ечимга эгами деган муаммони ечадиган (хал ки
ладиган) алгоритм яратиш кераклигини Д .Гильберт курсатди.

М атематикада бутун сон ли коэф ф ициентларга эга булган  
алгебраик тенглама диоф ант  т енглам аси  д еб  аталади. М а
салан,

х 2 + у 2 -  2xz  = 0, 10х5 + 7 х 2 +  5 = 0

куриниш даги тенгламалар д и о ф а н т  тенглам алари булади , 
улардан бири нчи си  уч узгарувчили ва иккинчиси бир узга- 
рувчили тенгламадир. Умумий холда тенглама исталган с о н -  
даги узгарувчиларга боглик  булиш и м ум кин. Бундай тен г
ламалар бутун сонли ечимларга эга булиш и хам, эга булм ас
лиги хам мумкин. М асалан, х 2 + у 2 -  2xz  = 0 чек си з куп б у 
тун сон ли  ечимларга эга ва 10х5 + 1 х 2 + 5 = 0 тенглама бутун  
сон ли ечимга эга эм ас.

Бир узгарувчили д и оф ан т  тенглам асин ин г хамма бутун  
сон ли ечимларини топиш  алгоритми анчадан бери мавжуд. 
А никланганки, агар

Рп(х )  = а0х "  + а {х"~' +. . .  + й„_,х + ап = 0

бутун сонли коэф ф и ци ен тл ардан  иборат тенглам анйнг б у 
тун илдизи булса, у холда у  ап к о эф ф и ц и ен тн и н г булувчиси  
булади. Бу тасдикка асослан и б, куйидаги алгоритм ни тав- 
сия этиш  мумкин:

1) ап со н н и н г  хамма булувчиларини топиш : d r  d2, ..., dn\
2) ап со н н и н г  хар бир  булувчиси учун Рп(х) н и н г к и й 

м атини аниклаш: Pn(d )  (/ = 1 ,п ) ;
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3) агар 1, 2, п лардан бирорта / учун Pn( d .) = 0 булса, 
у холда d. тенглам анйнг ечим и булади. Агар / = 1, 2, ..., п  
ларнинг \а м м а си д а  Pn(d )  *  0 булса, у х,олда тенглама бутун  
сон ли ечимга эга эм ас.

Гильбертнинг 1 0 - м уам м оси билан д ун ён и н г куп м ате- 
матиклари деярли 70 йил ш угулландилар. Ф акатгина 1968 
йилда С анкт-П етербурглик ёш  математик Ю .В .М атиясевич  
ва сал к ей и н р ок  рус математиги Г .В .Ч удновский бу  м уам 
м он и  \а л  килдилар: куй и лга н  м аса ла н и нг ечим ини бера о ла 
диган алгорит м  м авж уд  эмас.

А л гор и тм н и н г и н туи ти в  таъ р иф и катъий эм асл и ги га  
карам асдан, у м уайян масаланинг ечим ини топадиган  ал
горитм нинг тугрилигига ш у б \а  уйготм айди.

М атематикада ш ундай ечи м и топилм аган алгоритм ик  
муаммолар мавж удки, улар ечимга эгам и ёки эга эм асм и  
эканлигини аниклаш  м уам м оси пайдо булади. Бу м уам м о
ни ечиш да алгоритм нинг интуитив таъриф и ёрдам бера ол 
майди. Бу холларда ёки алгоритм нинг м авж удлигини, ёки  
уни нг мавжуд эм асли ги ни исботлаш  керак булади.

Б иринчи холда масалани ечадиган ж араённи тасвирлаш  
киф оя. Бу ж араённ ин г хакикатан хам алгоритм эканлигига  
иш онч хоси л  килиш  учун алгоритм нинг интуитив туш ун
часи етарли булади.

И ккинчи холда алгоритм нинг мавжуд эм аслигини и с 
ботлаш  керак. Б унинг учун алгоритм нинг ним а эк ан л и ги 
ни ани к  билиш  талаб килинади. X X  асрнинг 30- йилларига- 
ча алгоритм нинг ани к  таъриф и мавжуд эм ас эди . Ш ун и н г  
учун хам алгоритм туш унчасига ани к  таъриф бериш  к ей и н 
ги давр м атем атикасининг асоси й  масаласи булиб колди. Бу 
таъриф ни иш лаб чикиш  куп кийинчиликларга дуч келди.

Б иринчидан, бундай таъриф алгоритм интуитив таъри- 
ф и н и н г м охиятини акс эттириш и, иккинчидан  эса, бундай  
таъриф ф орм ал аниклик нуктаи назаридан мукаммал були
ши керак эди . Бу м уам м онинг тадкикотчилари том он и дан  
алгоритм нинг бир нечта таърифи иш лаб чикилди. А м м о вакт
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утиш и билан бу таъриф ларнинг узаро тенг кучлилиги аник,- 
ланди. А на ш у таъриф хозирги зам он  алгоритм туш унчаси- 
дир.

А лгоритм туш унчасини аникдаш  буйича ёндаш увларни  
уч асоси й  йуналиш га булиш  мум кин.

Биринчи йуналиш — эф ф ект ив хисобланувчи  ф ун кц и я  ту
ш ун ч аси н и  аник^аш  билан боглик,. Бу йуналиш  буй и ч а  
А. Чёрч, К .Гёдел, С. Клини тадкдкрт ишларини олиб бордилар.

1935 й и л д а , 1932—1935 йи л л ар  д а в о м и д а  А .Ч ёр ч  ва 
С. К лини том он и дан  урганилган ва «X- аникданувчи ф ун к 
циялар» д еб  аталган, тугри аникланган хисобланувчи н аза-  
р и й -со н л и  ф ункциялар си н ф и н и н г хоссалари: «Я- а н и к л а -  
нувчи  ф ункциялар»  синф и б и зни нг и н т у и т и в  т а са ввур и м и з  
буйича  хи со б ла н увч и  деб  к а р а ла д и га н  ха м м а  ф ун к ц и я ла р н и  
ка м р а б  олиш и м ум к и н  деган ф икр myFdupadu. Бу кутилмаган  
натиж а эди .

Ж .Э р бр ан н и н г битта гояси асоси да  1934 йилда К .Гёдел  
том они дан  аникланган ва «ум ум рекурсив функциялар» д еб  
аталган боищ а хисобланувчи функциялар си нф и хам «X- аник;- 
ланувчи функциялар» хоссаларига ухш аш  хоссаларга эга эди .

1936 йилда А .Ч ёрч ва С. К лини том онларидан бу  иккита  
си н ф  бир хил си н ф  эканлиги исботл ан ди , яъни ха р  ка н д а й  
X - а н щ л а н у в ч и  ф ункция ум ум р екур си в  ф ункция  булиш и ва  ха р  
Кандай ум ум р екур си в ф ункция X - а н и к ла н увч и  ф ункция э к а н 
ли ги  т асдикланди .

1936 йилда Чёрч куйидаги тези сн и  эълон к,илди: ха р  к а н 
дай инт уи т и в эф ф ект ив (сам арали) хисобланувчи  ф ун к ц и я 
ла р  ум ум р екур си в  ф ункциялардир.

Бу теорем а эм ас, балки тезисдир: тези с таркибида инту
итив аникланган эф ф ек ти в  хисоблан увч и ф ункция туш ун 
часи аник, математик атамаларда аникланган ум ум рекурсив  
ф ун кц ия  туш унч аси  би л ан  ай н ан  тенглаш тирилган . Ш у 
нинг учун хам бу тези сн и  и сботлаш  м ум кин эм ас. А м м о  
Чёрч ва бошк,а олимлар том он и дан  бу  тези сн и  кувватловчи  
куп далиллар курсатилди.
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Иккинчи йуналиш — алгоритм  туш ун ч аси н и  бев оси та  
аник^аш билан боглик,: 1936—1937 йилларда А .Т ью ринг Чёрч  
иш ларидан бехабар  \о л д а  янги ф ункциялар си н ф и н и  к и 
ритди. Бу ф ун кц иял арн и  «Т ью ринг буйича х;исобланувчи  
функциялар» д еб  атадилар. Бу си н ф  х,ам юк,орида айтилган  
хоссаларга эга эд и  ва бу н и  Тью ринг т езиси  д еб  айтам из.
1937 йилда А .Т ь ю р и н г  и сб о тл а д и к и , у н и н г  х и с о б л а н у вч и  
ф ункциялари  X- а т щ ла н увчи  ф ункц и яла р ни нг у зи  ва, дем ак, 
ум ум рекурсив ф ункцияларнинг худди  у зи  экан. Ш уни нг учун  
х,ам Чёрч билан Т ью ринг тезислари эквивалентдир.

1936 йилда (Т ью ринг иш ларидан бехабар х,олда) Э .П о ст  
айнан Тью ринг эриш ган натижаларга м ос келадиган н ати - 
жаларни эълон к;илди ва 1943 йилда, 1920—1922 йиллардаги  
наш р эти лм аган  иш ларига су я н и б , туртинчи эк ви вал ен т  
тезисни наш р этади. Ш ундай кдлиб, алгоритм туш унчаси
ни бевосита аник,лашга ва сунгра унинг ёрдам ида х,исобла- 
нувчи ф ункция туш унчасини аникуташга биринчи булиб би р -  
биридан бехабар х,олда Э .П о с т  ва А .Т ью рин г эриш дилар.

П ост ва Т ью ринг алгоритм ик проц есслар  маълум бир  
тузилиш га эга булган «маш ина» баж арадиган п р оц ессл ар  
эканлигини курсатдилар. Улар уш бу «маш ина»лар ёр дам и
да барча х,исобланувчи ф ункциялар си н ф и  билан барча п и е
мий рекурсив ф ункциялар си н ф и  бир хил эканлигини к^р- 
сатдилар ва, дем ак , Чёрч тези си н и н г яна битта ф ун дам ен - 
тал тасдиги ю зага келди.

Учинчи йуналиш — рус математиги А. М арков т о м о н и 
дан иш лаб чикдлган нормал алгоритмлар туш унчаси билан  
боглик;.

М уа м м о ли  м асала  ва т опш ирицлар

1. А = {1, 9, 25 , 121,  ...} туб сонлар квадратлари туплам и  
эф ф ектив саналувчи туплам буладим и ёки йук;ми?

2. Гильбертнинг куйидаги «К оэф ф и ц и ен тл ар и  бутун со н -  
лардан иборат булган \а р  к,андай алгебраик тенглам анйнг  
бутун сон ли  ечими мавжудми?» 1 0 - м уам м осин инг ечиш  
алгоритми мавж удми ёки йук,ми?
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3 . Ю .В. М атиясевич ва Г.В. Ч удновский ю коридаги масалани  
к,андай \а л  килдилар? Уларнинг илмий натиж алари кдерда  
наш р эттирилган?

4. Чёрч билан Тью ринг тезислари нега эквивалент?
5. А. Ч ёрч ва С. К л и н и н и н г кайси  и л м и й  и ш лари да хар  

кандай X- аникланувчи ф ункция ум ум рекурсив ф ун кц ия  
булиш и ва х;ар кандай ум ум рекурсив ф ун кц ия X- аник;- 
ланувчи ф ункция эканлигининг тасдиги  келтирилган?

Мустакил ишлаш учун савол ва топширик«лар

1. Алгоритм тушунчаси. Ечувчи процедура. Ечилиш муаммоси. 
Алгоритмнинг интуитив таърифи.

2. Алгоритмнинг характерли хусусиятлари. Алгоритмнинг дискрет- 
лиги, детерминацияланувчанлиги, кддамларининг элементарлиги 
ва натижавийлиги.

3. Ечилувчи ва саналувчи тупламлар. Пост теоремаси. Ечилувчи туп
лам билан эффектив саналувчи тупламлар орасидаги муносабатлар.

4. Алгоритм тушунчасига аник^ик киритиш. Уч асосий йуналиш.
5. Эффектив хисобланувчи функция. X- аник^анувчи функциялар. 

Умумрекурсив функция.
6. А. Чёрч ва С. Клинилар натижалари. Чёрч тезиси. К. Гёдел натижалари.
7. Тьюринг тезиси. Тьюринг буйича хисобланувчи функциялар. 

Тьюринг машиналари.
8. Э.Пост натижалари. Нормал алгоритмлар.

4 - § .  Хисобланувчи функциялар. Кисм ий рекурсив ва 
умумрекурсив функциялар

[7 [ А риф м ет ик ф ункция . Х и собланувчи  ф ункц и я . Б ош ла н ги ч  
ф ункциялар. Ф ункциялар  суперпозицияси. П р и м и т и в р ек у р 
сия схемаси. М и н и м а лла ш  операцияси  fti- операт ор). П р и 
м ит ив рекурсив ф ункция. К,исмий рекур си в (рекурсив) ф ун к 
ция. У м ум рекурсив ф ункция . А . Чёрч т езиси .

1 - т а ъ р и ф  . А гар бирор ф ункц и яни нг а ни кла ни ш  сохаси  
Хам, кийм ат лар  сохаси ха м  нат урал сонлар т уп ла м и ни нг кием  
т уплам лари  булса, у  холд а  бундай ф ункц и я  ариф м ет ик (сон-
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ли ) ф ункция деб  ат алади. Н ат урал сонлар т уплам ида  берил
ган ха р  щандай м уносабат лар  ариф м ет ик м уносабат  д ей и ла 
ди.

М асал ан , натурал с о н л а р  т у п л а м и д а  / ( х ,  у ) = х  у  (к у п а й т 
м а) — икки а р гум ен тл и  а р и ф м ет и к  ф у н к ц и я д и р , x  + y < z  ~  
уч ар гум ен тл и  а р и ф м ет и к  м у н о са б а т . А р и ф м ет и к  ф у н к ц и я  
ва ар и ф м ет и к  м у н о са б а т  туш ун ч ал ар и  и н туи ти в  т у ш у н ч а -  
л ар ди р  ва \ е ч  ц ан дай  ф о р м а л  си ст ем а  би л ан  б о гл ан ган  эм а с .

А р и ф м ети к  (с о н л и ) ф у н к ц и я н и н г  к и й м а ти н и  \и с о б л о в -  
чи алгоритм  м ав ж удл и ги н и  аникуташ ал гор и тм и к  м у а м м о -  
лар дан  б и р и д и р .

2 - т а ъ р  и ф  . А гар g =  f ( x r  х 2, . .., х я) ф ункциянинг к и й м а 
т ини  хисобловчи алгорит м  м авж уд  булса, у  эф ф ект ив (са м а 
р али ) хисобланувчи ф ункция деб ат алади.

Бу т аъ р и ф д а  ал гор и тм  т у ш у н ч а си  и н т уи ти в  м а ъ н о д а  т у -  
ш у н и л га н л и ги  са б а б л и , э ф ф е к т и в  х и со б л а н у в ч и  ф у н к ц и я  
туш ун ч аси  \а м  и н туи ти в  туш ун ч а  бул ади .

А м м о  алгори тм  т у ш у н ч а си д а н  эф ф е к т и в  х ,исобланувчи  
ф у н к ц и я  т уш ун ч аси га  у т и ш н и н г  узи га  х о с  и ж о б и й  т о м о н и  
б о р . М а са л а н , ал гори тм  ту ш у н ч а си га  к уй и л ган  х,амма т а -  
л абл ар  (харак терли  хусуси я тл ар и  си ф а т и д а ) р ек у р си в  (к,ай- 
тар и ш ) ф у н к ц и я л а р  м аж м уаси  д е б  аталадиган  хдм м а х ,и соб-  
л ан ув ч и  ф у н к ц и я л а р  м а ж м у а си  учун  баж ар и л ади .

Г ёдел б и р и н ч и  б у л и б  б и р о р  ф о р м а л  си ст ем а д а  а н и к л а н 
ган хдм м а со н л и  ф у н к ц и я л а р  с и н ф и н и  р ек ур си в  ф у н к ц и я 
лар с и н ф и  си ф а т и д а  и ф о д а л а д и . 1936 й и л да  Ч ёрч  х;ам б о и щ а  
асосл ар га  т а я н и б  р ек у р си в  ф у н к ц и я л а р  с и н ф и н и  та св и р л а -  
ган эд и . Бу ер да  хисобланувчи  ф ункциялар  синф и  к уй и д а ги  
р ави ш да т узи л ад и .

3 - т а ъ р  и ф . К уйидаги сонли ф ункциялар  бош лангич (од
дий, базис) ф ункциялар дейилади:

1) н ол ь  ф у н к ц и я  (б е к о р  к,илиш о п ер а то р и ): 0 (х ) =  0 х,ар 
би р  х  учун;

2) б и р н и  куш иш  (си л ж и ш  о п ер атор и ): Я.(х) = х  +  1 х,ар 
би р  х  учун;
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3) п р о ек д и я л а ш  ф у н к д и я с и  (п р о ек ц и я л а ш  о п ер а т о р и ):  

/ ят (х ,, х 2, х п) = х т х а м м а х ,,  х 2, х  лар  учун  ( л =  1, 2 , 
т =  1 , 2 ,  ..., п).

Р а в ш а н к и , уч ал а  б о ш л а н г и ч  ф у н к ц и я  х а м м а  ж о й д а  
а н и к л ан ган  ва и нтуи ти в  х и со б л а н у в ч и  ф у н к ц и я л а р д и р .

И з  о х -  А р гу м ен т л а р и н и н г  б а р ч а  к и й м а тл а р и д а  аник,- 
л а н га н  ф у н к ц и я н и  х;амма ж ойда а н и к ла н га н  ф ун к ц и я  д е б  
а тай м и з.

К у й и д а ги  учта к о и д а  в о си т а си  б и л а н  м ав ж уд ф у н к ц и я -  
л ар дан  я н ги  ф у н к ц и я л а р  х о си л  к и л и н а д и .

1 .Ф ункциялар суперпозицияси. /] (х ,, х 2, ..., х п), f 2{x v х 2,
х п), Xj, ..., X,) ф у н к ц и я л а р н и  ва <р(хр х 2, ..., х я)

ф у н к ц и я н и  карайлик.

4 - т а ъ р и ф .  у (х ,,  х2, ..., хя) =  ф (/|(х ,, ..., х ) ,  . . . , / т(х г  ..., х ) )  
т енгли к  билан аник;ланадиган  v|/(x,, х 2, ..., х я) ф ункц и я  ср ва  
f v  / 2, ..., f m ф ункцияларнинг суперпозицияси деб  ат алади .

А гар б и з  б и р о р  усул  б и л а н  ср ва fv f2, —,fm ф у н к ц и я л а р 
н и н г  к и й м а т и н и  х и со б л а ш  и м к о н и я т и г а  эга  б у л са к , у  х ол да  
\|/ ф у н к ц и я н и  к уй и даги ч а  х и с о б л а ш  м ум к и н : х , ,  х 2, . . . ,  х я 
узгарувчиларга м ос равиш да a v а2, ..., ап кийматларни берам из. 
Х а м м а  Д а , ,  а2, ..., а) л а р н и  х и с о б л а б , Ь<=/£аг а2, ..., о я) 
л а р н и  т о п а м и з .  К е й и н  ф (6 , ,  Ь2, . . . ,  Ьт) н и  х и с о б л а б ,  
с = у ( я , ,  а2, . . . ,  ая) н и  т о п а м и з .

А н и к к и , агар ф ва / , ,  f 2, ..., f m хам м а ж о й д а  а н и к л а н га н  
б у л с а , у  ф у н к ц и я  хам  х а м м а  ж о й д а  а н и к л а н г а н  б у л а д и . 
Х ак и к атан  хам , a r a p y j ,^ ,  н и н г  хеч  бул м а га н д а  б и р о р -  
таси  хам м а ж о й д а  ан и к л ан ган  б у л м а са , у  хол да  vy ф у н к ц и я  
хам м а ж о й д а  ан и к л ан ган  б у л м а й д и . Ш у б и л а н  б и р га , и к 
к и н ч и  т о м о н д а н , ар гу м ен т л а р н и н г  ш у н д а й  a v а2, ..., ап к и й 
м атлари т о п и л и ш и  м у м к и н к и , Ь( = /.{ а х, а2, ..., ап) ( / =  1, т )  
б у л са , ф (6 ,, Ь2, ..., Ьт) н и  х и с о б л а б  б у л м а й д и . Бу хо л д а  хам  
у  ф у н к ц и я  хам м а ж о й д а  а н и к л а н м а га н  бул ади .

Ш у н д а й  к и л и б , агар ф, f v f 2, — , f m ф у н к ц и я л а р  и н ту и ти в  
х и со б л а н у в ч и  бул са , у хол да  у  ф у н к ц и я  хам и н т уи ти в  х и с о б 
л ан увчи  б ул ад и .
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Ш уни  хам  таъ к и дл аб  у т а м и з к и ,/ [ ,  f2, ф у н к ц и я л а р -  
н и н г  барчаси  хам  х ,, х 2, ..., х п ар гум ен тл ар н и н г х а м м а си д а н  
боглик, бул м асл и ги  м у м к и н . Б у  хол л ар да  \\г ф у н к ц и я н и  х о си л  

Килиш учун со х т а  ар гум ен тл ар дан  ва / “ (*,, х 2, ..., х п) ф у н к -  
ц и я л а р д а н  ф о й д а л а н а м и з . М а с а л а н , у ( х ,  у ,  z) = ф (/”,(х ),  

/ ,( х ,  у, z), у , х )  ф у н к ц и я  ф(х,, х2, х3, х4) ва F,(x, у , z) =У,(х),

F2(x, у, z ) = / 3( х ,  у , z ) ,  F3(x, у , z ) = 11 (x , у , z),  F4(x, y ,  z) =

= [3 (x, y, z) ф у н к ц и я л а р н и н г  с у п ер п о зи ц и я с и д а н  х о си л  к и 
л и н га н .

2. Примитив (ута содда) рекурсия схемаси. ф(х2, х3, ..., хя) 
ва \|/(х ,, х 2, ..., х я, х я+|) (п > 1) ф ун к ц и я л ар  б ер и л га н  б у л си н . 
К уйи даги  тен гл и к л а р н и  к ан оатл ан ти р ув ч и  я н ги  / ф у н к ц и я 
н и  курам из:

/ ( 0 ,  х 2, х 3, ..., х ,)  = ф (х2, х 3, ..., х  ),

Ау + 1, х 2, х 3, ..., х  ) =  \|/(у, f(y, х 2, х 3, ..., x j ,  х 2, ..., х ,) ,  (1 )

б у  ерда ф ф у н к ц и я  п -  1 аргум ен тга, у  ф у н к ц и я  п + 1 аргу
м е н т а  ва /  ф у н к ц и я  п аргум ен тга  б о г л и к  ф у н к ц и я .

5 -  т а ъ  р и ф  . А га р / ( х , , х 2, ..., х д) ф ункция  ф вах\г ф ункц и я -  
лардан ( I) м уносабат  оркали хосил килинса , у  холда  /  ф унк
ция  ф ва у  ф ункциялардан  прим ит ив (ут а содда) рекурсия  
схемаси оркали  хосил килинган  дейилади.

Агар ф ва у  ф у н к ц и я л а р  и нтуи ти в  хи собл ан ув ч и  ф у н к 
циялар бул са , у хол да  /  хам и н туи ти в  х и собл ан ув ч и  ф у н к 
ция булади . Х а к и к а т а н  хам , х р х 2, ..., х п ар гум ен тл ар н и н г  
кийм атлар м а ж м у а си  а г  а 2, ..., ап б у л си н . У  холда к етм а -к ет  
к уй и д аги л ар н и  топ ам и з:

Д О , а2, а у  ..., вя) =  ф (о 2, а3, ..., ая) = Ь0,
/ ( 1 ,  а2, а3, ..., fl„) = v ( 0 ,  b0, а2, а3, ..., ai)  = b l,

/ 2( 2, а2, а3, . .., я ,) =  у ( 1 ,  bv а2, а 3, ..., а) = Ь2 ва х о к а зо .

Р а в ш а н к и , агар ф ва у  ф у н к ц и я л а р  а р гу м ен т л а р н и н г  
барча к и й м атл ар и да  ан и к л ан ган  бул са , у  хол да  /  ф у н к ц и я  
Хам аргументларнинг барча кийматларида аникланган булади.
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Э н д и  м и со л л а р д а  п р и м и т и в  р ек у р си я  с х е м а с и  ор к ал и  
я н г и  ф у н к ц и я л а р н и  х о с и л  эти ш  ни к урай лик .

1 - м и с о  л . ф (х) =  х  ва у ( х ,  у, ~) = у + 1 б у л с и н  хам да  
f(y, х ) ф у н к ц и я  к уйи даги  тен гл и к л ар  ор к ал и  а н и к п а н си н :

f(y, х ) ф у н к ц и я н и н г  к и й м ати н и  ар гум ен тл ар ни н г у -  5, х =  2 
К ийм атларида х и с о б л а б  ч и к ай л и к . /(О , 2) = ф (2) = 2 б у л га н 
л и ги  учун  (2 ) ф о р м у л а л а р н и н г  и к к и н ч и си д а н  к етм а -к ет  ра
в и ш д а  к уй и даги л ар н и  х о си л  килам из:

/ ( ] , 2 )  = i|/(0, 2, 2) = 2 + 1 = 3, 

/ ( 2 ,  2) =  \j/(l, 3, 2) =  3 + 1 =  4 , 

/ ( 3 ,  2) =  у ( 2 ,  4, 2) = 4 + 1 =  5, ► 

/ ( 4 ,  2 ) =  V (3, 5, 2) =  5 + 1 =  6, 

/ ( 5 , 2 )  =  V (4 , 6, 2) =  6 + 1 = 7.

f(y> х ) = у  + х  эк а н л и ги н и  о с о н г и н а  к урсати ш  м у м к и н . Х а к и 
катан хам , f(y+ z, *) = / 0 \  х )  + z. Бу тен гл и к да  ;• = 0 д е б  кабул  
к и л и б , f ( z ,  х ) = / ( 0 ,  х ) + z  ёк и  f ( z ,  х) = х  + z  н и  х о си л  к и л ам и з.

2 - м и  с о л .  f(y, х ) ф у н к ц и я  к уйи даги  тен гл и к л ар  би л ан  
б ер и л га н  дей л и к :

Бу ер д а  ф(х) = 0 , у ( х ,  у, z ) = y  + z  бул ади .

f{y, х) ф у н к ц и я н и н г  к и й м а ти н и  ар гу м ен т л а р н и н г  у =  2 , 
х  =  2 к ий м атлари  учун  х и с о б л а й м и з . /(О , х) =  ф (х) =  0 б у л га н 
л и ги  учун  / ( 0 ,  2 )  =  ф (2) =  Ь0 =  0  бул ади . Ф у н к ц и я н и н г  / ( 1 ,  2 )  
ва / ( 2 ,  2) к и й м атл ар и н и  к ет м а -к ет  топ ам и з:

(2 )

(3)

/ ( 1 ,  2) = у (0 , 0, 2) = 6, = 0  + 2 = 2, 

/ ( 2 ,  2 ) =  у (1 , 2, 2) =  2 +  2 =  4.
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Бу мисолда f ( y ,  х )  = х  у  эк анлигини курсатиш  мум кин. 
Х акикатан хам, f ( y  + z, х ) - f ( y ,  х )  + z - x .  Бу тенгликда у  = О 
д еб  кабул килиб, f ( z ,  х )  = / ( 0 , х ) + z ■ х  ёки f ( z ,  х )  = z  ■ х  ни  
хоси л  киламиз.

3 . Минималлаш операцияси (ц- оператор). И х ти ёр и й  
/ ( х ,  у)  ф ункция берилган булсин. К уйидаги масалани куриб  
чи к ам и з: х  а р гу м ен т н и н г  хар к ан дай  к и йм атл ари  учун  
у  аргум ентнинг \е ч  булм аганда ш ундай битта кийм атини  
топ иш  керакки, / ( х ,  у) = 0 булсин . М асалани яна хам му- 
раккаброк холда куямиз: берилган / ( х ,  у)  ф ункция ва ун и н г  
муайян кийматли х  аргументи учун / ( х ,  у) = 0  кила ол ади 
ган у  аргументларнинг эн г кичик кийм атлисини топ иш  к е
рак булсин. М асаланинг ечим и х  га боглик  булганлиги учун  
/ ( х ,  у) -  0  кила оладиган у  н и нг эн г кичик киймати хам  
х  нинг ф ункцияси булади, яъни

ф(*) = И .у [ / ( х ,) 0  = 0] = 0 .. (4 )

(4) иф ода куйидагича укилади: «Ш ундай эн г кичик у  ки, 
/ ( х ,  у)  = О».

Х удди ш у тарзда куп аргументли ф(хр х2, ..., хл) ф ун к 
ция аникланади:

Ф(х,, х 2, ..., х„) = \ x y [ f ( x x, х 2, ..., х„,  7 ) = 0 ].  (5)

6 - т а ъ р и ф .  / ( х , ,  х 2, ..., х я, у) ф ун щ и я д а н  ф(х,, х 2, ..., х )  
ф ункцияга  ут и ш  ц.- операторнинг т ат б и т  деб ат алади.

ф (х,, х2, ..., хя) ф ун кц иян и  хисоблаш  учун куйидаги ал- 
горитм ни тавсия этиш  мумкин:

1) / ( х р х 2, ..., х (, 0) ни  хисоблайм из. А гар / нинг бу  к и й 
мати нолга тенг булса, у холда ф(хр х2, ..., хп) = 0  д еб  кабул  
Киламиз. А г а р /(х р х2, ..., хя, 0) * 0  булса, у холда навбатдаги  
кадамга утамиз;

2) / ( х р х2, ..., хл, 1) ни хисоблаймиз. А гар /(х |; х2, ..., хл, 1) = 0 
булса, у холда ф(хр х2, ..., х ) = 1 булади. А г а р /(х р ..., х п, 1) * 0  
булса, у холда навбатдаги кадамга утам из ва хоказо.
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Агар у  н и нг \а м м а  кийматлари учун / ( х , ,  ..., хл, у)  *  О 
булса, у холда cp(jc,, jc2, хл) ни ани кла нм а га н  ф ункция  д еб  
атаймиз.

А м м о у  аргументнинг ш ундай у0 киймати мавж уд бул и 
ш и м ум кинки, / ( х р х 2, ..., х п, j>0) = 0 ва, дем ак , эн г  кичик у  
мавж удки, /(л:,, х 2, ..., хл, у )  = 0 булади; шу вактнинг узида, 
бирорта z  учун (0 < ^ < у 0) / ( х , ,  х 2, ..., х л, z ) кийм ат аниклан- 
маслиги м ум кин. Аншдки, бу холда у  нинг Д х ,,  ..., х п, у ) = О 
буладиган эн г кичик ки йм ати ни топ иш  ж араён и , y Q гача 
етиб борм ай ди. Бу ерда хам ф(х,, х 2, ..., х п) ни аникланм аган  
ф ункция д еб  хисоблайдилар.

3- м и с о л . / ( х ,  у ) = х - у  ф ункция берилган булсин . Бу 
ф ункция м иним изация оператори оркали хосил килиниш и  
м ум ки н:

/ ( х ,  у )  = y .z (y  +  г = х) = \ i z U l (х , у , Z) +  /3 (х , у ,  z )  = /з (х , У, Z)] ■

М асалан, / ( х ,  у )  ф ун к ц и я н и н г кийм атини аргументлар
нинг у  = 2, х  = 7 кийм атларида ( / (7 ,2 ) )  хи соблаб  чикам из. 
Б унинг учун у  = 2 д еб , х  га кетм а-кет кийматлар бер и б  б о -  
рамиз:

z =  0 , 2 + 0 = 2 * 7 ,

z =  1, 2 +  1 =  3 * 7 ,

z  = 2, 2 +  2 =  4 * 7 ,

z =  3, 2 +  3 = 5 * 7 ,

z  = 4, 2 +  4 =  6 * 7 ,

z = 5 , 2 + 5 =  7 = 7.

Ш ундай килиб, / ( 7 , 2 )  = 5.
7 - т а ъ р и ф .  Агар  / ( х , ,  х 2, ..., хл) ф ункц и яни  бош лангич  

(оддий) ф ункциялардан  суперпозиция ва п р и м и т и в  рекур си я  
схем аси ам алларини  чекли  сонда к улла ш  нат иж асида  хосил  
Килиш м ум ки н  булса, у  х о л д а / ( х , ,  х 2, ..., х л) п р и м и т и в  р е к у р 
си в  ф ун к ц и я  деб ат алади.
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Б ош лангич 0 (х ) = 0, Х (х) = х  + 1, х 2, х„) = х т
( I < т  < п) ф ункциялар в а /( х , ,  х 2, ..., х п) = а ( а е  N ), Д х ,  у )  = 
= .V + у , f ( x ,  у ) = х -  у , f ( x ,  у )  = х-1 (х° = 1) ф ункциялар примитив  
рекурсив ф ункциялар булади.

8 - т а ъ р и ф .  А гар  f ( x v х 2, ..., х )  ф ункцияни  бош лангич  
ф ункциялардан  суперпозиция, прим ит ив рекурсия схем аси ва  
м иним аллаш  операт ори (и -  операт ори) ам алларини чекли сонда  
к у л л а ш  н а т и ж а си д а  х;осил к и л и ш  м у м к и н  булса , у  х о л д а  
/ ( х , ,  х 2, ..., x j  цисм ий рекурсив (рекурсив) ф ункция деб  а т а 
лади .

Бу кейинги таъриф  примитив рекурсив ф ун к ц и я н и н г  
таъриф идан фак,ат бош лангич функцияларга куш имча ра
виш да li- оп ер атор и н и  куллаш га рухсат берилган и  билан  
фарк, кдлади. Ш уни нг учун \а м  ха р  кандай  п рим ит ив р е к у р 
сив ф ункция у з  навбат ида  ки см и й  р екур си в ф ункция булади.

9 - т а ъ р и ф .  А г а р / ( х р х 2, ..., х п) ф ункция ки см и й  р е к у р 
сив ва  аргум ент ларнинг барча кийм ат ларида  аникланган  булса, 
у  холда  / ( х р х 2, ..., х п) ум ум рекурсив ф ункция деб ат алади.

Куйидаги функциялар умумрекурсив функциялар булади:

Х(х), 0 (х ) , / ; ' ( х ) , Д у , х ) = у  + х ,

/ (  V, х) = X • V, / (  V, х) = X + п.

А . Ч ё р ч  т е з и с и .  \ а р  кандай  и нт уит ив хисобланувчи  
ф ункция  кисм ий  р екур си в  ф ункция булади.

Бу тези сн и  исботлаш  мумкин эм аслигини юк,орида айт- 
ган эдик, чунки у интуитив х,исобланувчи ф ункция нок,атъ- 
ий математик туш унчасини к,атъий аникланган к,исмий р е
курсив ф ункция математик туш унчаси билан боглайди.

А м м о, агар ш ундай интуитив хисоблан увч и  ф ун к ц и я  
тузиш  м ум кин булсаки , у уз навбатида к,исмий рекурсив  
ф ун кц ия  булм аса, у холда бу тези сн и  рад этиш  м ум кин. 
А м м о бун д ай  хол н и н г м авж удлиги ни х,озиргача х,еч ким  
курсата олмаган.
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Т е о р е м а .  g (y r  у 2, ..., у к) п рим ит ив р екур си в  (ки см и й  
р екур си в) ф ункция ва  x v х 2, ..., х п ха р  хи л  узгарувчилар  булсин. 
А гар  jfар бир  / (1 < /' < к) учун  z t у зга р увчи  х р х 2, ..., х п узгарув
чиларнинг бири булса, у  холда f { x v х 2, ..., х )  = g (z v  г,, ..., zk) 
ф ункция ха м  п рим ит ив р екур си в  (ки см и й  р екур си в) ф ункц и я  
булади.

И с б о т .  Zi = Xj. (1 < j .  < п) булсин . У х;олда 

Zj -  I  j. (х,, х 2, ..., х п)

ва

V(X| > х 2, ..., Х п ) = ф ( /^ (х ,,  х 2, ..., х „ ) , ..., / " (х, ,  х 2, ..., х„ )) .

Ш ундай цилиб, \\t ф ун к ц и я н и  ф, ф у н к ц и я -
лардан суп ер п ози ц и я  амали оркали хосил килиш  м ум ки н, 
яъни \|/ примитив рекурсив (рекурсив) ф ункция булади.

Бу теорем а сохта узгарувчиларни киритиш , узгарувчи
ларнинг ур н и н и  алмаш тириш  ва уларни айнан тенглаш ти- 
риш  ж араёни прим итив рекурсив ва кисм ий рекурсив ф у н к 
цияларни уз си нф ларидан  чикарм аслигини билдиради.

4 - м и  с о л .  (С о х т а  а р гу м е н т л а р н и  к и р и т и ш .)  А гар  
ф(Хр х3) примитив рекурсив ф ун кц ия  ва у(Хр х2, х3) = ф (х,, х 3) 
булса, у  холда у (х р х ,, х3) хам прим итив ре курсив ф ун кц ия  
булади. И сбот  килиш  учун г, = х, ва z2 = х 3 д еб  белгилаб, 
теорем адан ф ой далани ш  керак.

5- м и с о л . (У згарувчиларнинг ур н и н и  алм аш т ириш .)  Агар  
ф(ХрХ2) прим итив рекурсив ф ункция ва у ( х р х2) = ф (х ,, х 2) 
булса, у холда у  хам примитив рекурсив ф ункция булади. 
И сбот килиш  учун z x = х 2 ва Z2 = x, д е б  белгилаб, теорем адан  
ф ойдаланиш  керак.

6- м и с о  л . (У згарувчиларни  айнан  т енглаш т ириш .)  Агар  
ф(Хр х2, х3) примитив рекурсив функция ва у (х р х 2) = ф(хр х2, х3) 
булса, у \о л д а  ц/(хр х2) хам примитив рекурсив ф ункция була
ди. И сботлаш  учун теорем ада п = 2, Z , = x p z2 = x 2, ZJ = x l д еб  
Кабул килиш керак.
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Н а т и ж а л а р .  1. Н оль ф ункция 0(х) — прим итив р е
курсив ф ункция.

2. Агарда к  — би р ор  бутун мусбат со н  булса, узгарм ас  
С *(хр х 2, ..., х п) = к  ф ункция примитив рекурсив ф ун к ц и я
дир.

3. С уп ер п ози ц и я  амалини хар бир f .  ф ункция х р х 2, ..., хп 
узгарувчиларнинг факат айрим ларидангина боглик, булган
да \а м  иш латиш  м ум кин. Х удди ш ундай примитив рекур
сия схем аси да \а м  ср ф ункция х р х 2, ..., х п узгарувчиларнинг  
айри м лари га б о гл и к  бул м асл и ги  м ум ки н ва \|/ ф ун к ц и я  
f ( y ,  х 2, х3, ..., х ) ф ункцияга хамда, ш унингдек , х р х2, ..., х п, у  
узгарувчиларнинг айримларига боглик  булмаслиги мум кин.

Ш ундай килиб, \а р  бир прим итив рекурсив ф ун кц ия  
Кисмий рекурсив (рекурсив) ф ункция булганлиги учун ки с
мий рекурсив ф ункциялар си н ф и  примитив рекурсив ф ун к 
циялар си н ф и да н  кенгдир.

К исм ий рекурсив ф ункция туш унчаси алгоритмлар на
зариясининг асоси й  туш унчаларидан биридир. Ш уни хам 
таъкидлаб утам изки, хар кандай кисм ий рекурсив ф ун к ц и я
нинг киймати м еханик характерга эга булган маълум бир  
процедура ёрдам ида хисобланади ва бу процедура б и зн и н г  
алгоритм хакидаги интуитив тасаввуримизга тугри келади.

И ккинчидан , хозиргача кандай муайян алгоритмлар яра- 
тилгап бул м аси п , улар ёрдам ида кийматлари хисобланувчи  
сонли (ариф м етик) ф ункциялар албатта кисм ий рекурсив  
функциялар бул иб чикди.

Шу н и н г  учун хам хози р ги  пай тда к и см и й  р ек ур си в  
ф ункция туш унчаси  алгоритм туш унчасин ин г илм ий эк -  
виваленти си ф атида кабул килинган. Буни биринчи булиб, 
ю корида таъкидлаб утгани м издек , илмий тези с сиф атида  
А. Чёрч ва С. К лини уртага таш ладилар.

Х удди ш у каби хар кандай алгоритм ни м ос Т ью ринг  
маш инаси ёрдам ида реализация килиш  мумкин. А лгоритм 
нинг илмий эквиваленти кисм ий рекурсив ф ункция булган
лиг и учун ха м м а  к и см и й  р ек у р си в  ф у н к ц и я л а р  с и н ф и
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А  б и л а н  Т ь ю р и н г м аш и н ал ар и  ёр д а м и д а  х и с о б л а н у в ч и  
ф ун кц иял ар  (Т ью ри нг буйича хисобланувчи ф ун кц иял ар) 
си н ф и  В  билан бир хилдир, яъни А  = В.

М у а м м о л и  м а с а ла  ва  т о п ш и р и ц ла р

1. К уйидаги ф ункцияларнинг примитив рекурсив ва ум ум 
рекурсив ф ункциялар эканлигини исботланг:

1 ) х  + Г. . 2) х у; 3 ) 1 7 ;

4 ) _  Iх  “  1’ агаР х  > 0 булса,
[О, агар х  -  1 булса;

^  х  _  _  \ х  -  у ,  агар х > у  булса,

[О, агар х  < у  булса;

х - у ,  агар х  > у  булса, 

агар х  < у  булса;

О, агар х  = 0 булса,
7) s g n ( x ) =

[1, агар х  ф 0 булса;

8 ) i S w  = { ‘’ ага0 *  = о 6 ?л са .
[О, агар х  *  0 булса;

9 ) х ! ;
10) m in(x , у) = х  ва у  сон лар н инг эн г  кичиги;
11) m in(x,, х 2, ..., х ) ;
12) т а х (х ,  у )  = х  ва у  сон лар н и н г эн г  каттаси;
13) т а х ( х р х2, х п).
И з о х -  А гар  и с б о т  к и л и ш д а  к и й н а л с а н г и з , у х о л д а
Э. М ен дел ь сон н и н г «В веден ие в м атем атическую  логику»  
ки тоби дан ф ой дал ан и н г, 137—138- бетлар.

2 . 0(х) ва /" ( х , ,  х 2, ..., х п) ф ункциялардан суп ер п ози ц и я  ва 
прим итив рекурсия схем аси  амаллари оркали х  + 1 ва 2 х  
функцияларни хосил килиш мумкин эмаслигини исботланг.
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&  Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Арифметик функция. Хисобланувчи функция. Бошлангич функ
циялар.

2. Функциялар суперпозицияси. Примитив рекурсия схемаси. 
Минималлаш операцияси (ц-оператори).

3. Примитив рекурсив функция. Кисмий рекурсив (рекурсив) 
функция.

4. Умумрекурсив функция. А.Чёрч тезиси.

5- § . Тьюринг машиналари

[7 [ О м м авий м уам м о. Ечиш  алгорит м и. Тью ринг м аш инаси . 
Т а ш ки  а л ф а ви т . И ч к и  а лф а ви т . Л ен т а  (м а ш и н а н и н г  
ташн;и хот ираси). Б ош карувчи  ка лла к . Б ош лангич  а хбо-  
рот . М аш ина  даст ури. Тью ринг ф ункционал схемаси.

Агар би р ор  ом м авий м уам м они ечиш  алгоритми маъ
лум булса, у холда уни реализация этиш  учун шу алгоритм - 
да ани к  ёритилган кур.сатмаларни иж ро этиш  зарур. А лго- 
ри тм н и  р еа л и за ц и я  эти ш  ж а р а ён и н и  автом атлаш тири ш  
гояси, таби ий ки , и н сон  баж арадиган иш ни маш инага уза- 
тиш ни такозо килади. Бундай м аш инани XX асрни нг 30- 
йилларида ам ерика математиги Э .П о ст  ва англия математи- 
1 и А .Тью ринг гавсия этдилар.

Т ью ринг м аш инаси туш унчаси бизга интуитив маълум  
булган \и со б л а ш  процедурасини элем ентар операцияларга  
ажратиш  натиж асида хосил булади. Тью ринг таъкидлайди- 
ки, исталган м ум к и н  булган \и с о б л а ш н и  утк ази ш  учун  
унинг элем ентар  операцияларини такрорлаш  етарли.

Т ью ринг айрим турдаги назарий хисоблаш  м аш и н аси - 
ни изохдаб берди . Бу маш ина муайян механик курилма эм ас, 
балки «хаёлий» математик м аш инадир. Берилган курсатма- 
ни баж арувчи хи собл ов ч и  одам дан  ёки мавж уд ракам ли  
Хисоблаш м аш ин аси дан Тью ринг маш инаси икки жихати  
билан ф арк килади.
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Биринчидан, «Тьюринг м аш инаси» хато к;ила олм айди , 
яъни у оги ш м ай (четга чик,масдан) курсатилган к,оидани  
бажаради.

Иккинчидан, «Тью ринг м аш ин аси » потен ци ал  ч ек си з  
хотира билан таъминланган.

Э н д и  Т ью ринг м аш инаси  туш унчаси  билан батаф си л  
таниш ам из. Т ью ринг м аш инасини куйидагилар тулик, аник,- 
лайди:

1. Ташки алфавит, яъни А  -  {а0, a v а2, ..., a j  чекли с и м 
воллар туплами. А туплам эл ем ен тлар и н и н г чекли кетм а- 
кетлиги А  тупламдаги суз дей и л ади . С узни  таш кил этувчи  
символлар со н и  ш у сузнинг у зу н ли ги  дейилади .

М асалан , А  алф авитнинг х,ар би р  эл ем ен ти  узун ли ги  
1 га тенг булган суздир. Бу алфавитда суз куриниш ида м а-  
ш инага бериладиган ахборот (и н ф ор м ац и я ) кодлаш тирила- 
ди . М аш ина суз куриниш ида берилган ин ф ор м ац иян и  к,айта 
иш лаб, янги суз х;осил к,илади.

2. Ички алфавит, яъни д0, q v д2, ..., qm, П , Л , Н  си м в ол 
лар. q0, q v  q2, ..., qm — м аш инанинг чекли сон  хрлатларини  
и ф о д а л а й ди . И сталган  м а ш и н а н и н г  х,олатлари с о н и  та -  
йинланган булади. Икки х,олатда махсус вазифа бажарилади: 
q {— м аш инанинг бош лангич (дастлабки) х,олати, q0 — нати- 
жавий (охирги) х,олати (тухташ х,олати), П, Л , Н — сурилиш  
сим волларидир (унгга, чапга ва ж ой и да).

3. Икки томонга чексиз давом эттириш мумкин булган 
лента (машинанинг танщи хотираси). У катакчаларга (я ч ей -  
каларга) булинган булади. Х,ар бир  катакчага фак,ат битта  
х>арф ёзилиш и мум кин. Буш катакчани а0 сим воли билан  
белгилайм из (V I .1 - шаклга кдранг).

fl0 а 2 а з а 3 а \ 1 а 1 2
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4. Бошцарувчи каллак (головка). У лента буйлаб харакат  
кдлади ва би р ор  катакча (ячейка) к,аршисида тухташ и м ум 
кин (V I.2 - ш акл).

' ~ " l  I I I
г г

VI.2- шакл.

Бу холатда «каллак катакчани», яъни си м волн и  «куриб ту
рибди» деб  айтамиз. М аш инанинг бир такт давомидаги иш ида  
каллак фак;ат битта катакчага сурилиш и (унгга, чапга) ёки  
ж ойида туриш и мум кин.

Л ентада сакданаётган хар бир  ин ф орм ац ия таш кд алф а- 
витнинг а0 дан  фаркуш чекли символлар маж м уаси билан  
тасвирланади. М аш ина иш бош лаш идан олдин лентага бош - 
лангич  ахборот  (бош лангич маълумот) берилади. Бу холда  
бош карувчи каллак, коидага асосан , q x бош лангич холатни  
курсатувчи охирги чап белги к,аршисида туради (V I.3 - шакл).

а о а з а 2 а 2 *4

V I.3- шакл.

М аш ин ани нг иш и тактлар йи ги нди си дан  иборат булиб, 
иш давом и да бош лангич ин ф орм ац ия оралик, и н ф ор м ац и я -  
га айланади.

Б ош лангич ин ф орм ац ия  сиф атида лентага таш кд алф а- 
витнинг катакчаларга ихтиёри й  равиш да куйилган чекли  
символлар си стем аси н и  (алфавитдаги ихтиёрий сузн и ) б е -  
риш  м ум кин. Берилган бош лангич инф орм ацияга боглик, 
булган икки хил хол булиш и мумкин:
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1. М аш ина чекли со н  тактдан к ей и н  тухтайди (д0 тухташ  
Холатига утади). Бу холда лентада В  ин ф ор м ац ия  тасвир- 
ланган булади. Бу холда маш ина А  бош лангич информацияга  
нисбатан татбик, этиладиган (кулланиб буладиган) ва уни кайта 
иш лаб В  натиж авий инф орм ацияга келтирган деб  айтилади.

2. М аш ина хеч вакт тухтам айди, яъни q0 тухташ  хола- 
тига утм айди. Бу холда м аш ина А  бош лангич и н ф о р м а ц и я 
га нисбатан  татбик, этилм айди д еб  айтилади.

М аш ина иш ининг хар бир  тактида куйидаги ф у н к ц и о 
нал схем а буйича харакат килади:

П

a ^ j  ->  av J I  qs .п

Бу ерда a., av — таш кд алф авитнинт харфлари; qp qs — 
м аш ин ани нг холатлари; П , Л , Н  — сурилиш  сим воллари.

Бош карувчи каллак лентада кандай харф ни куриб тур- 
ганлиги (б и зн и н г  ёзувда а )  ва м аш ина кайси холатда (б и з-  
н и н г ёзувда q )  турганлигига караб, бу тактда уч эл ем ен т
дан  иборат ком анда (буйрук) иш лаб чикилади:

1) к^риб турилган харф алмаш тирилган т аш ци  а лф авит  
харф и ( а ) ;

(  п
2) келгуси такт учун таш кд хотира адреси Л

н
3) м аш ин ани нг келгуси холати (q ) .
Х ам м а ком ан дал ар  м аж м уаси  Т ью ринг м а ш и н а с и н и н г  

даст урини  таш кил кдлади. Д астур  ик ки улчовли жадвал ш ак
лида б^либ, уни  Тью ринг ф ункц и о н а л  схем аси  д еб  аталади. 
Б ундай схем а куйидаги ж адвалда м и сол  си ф атида берилган .

а о a i ° 2

<7. а 2л  q3 а \п q2 а 2л Я,

а 0 н  q2 а 2н Ч\ a l n q 2

Яз a0n q 0 a \n  q* a 2n q ]

я * a ] H qj «о п Яа a2n <l*
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А н и к к и , Т ь ю р и н г  м а ш и н а си н и н г  иш и буту н л а й и га  
унинг дастури билан анивутанади. Агар иккита Т ью ринг м а
ш и насининг ф ун кц ион ал  схемалари бир хил булса, у  \о л д а  
улар би р -би р и дан  фарк; кдим айди. Хар хил Тью ринг м аш и
налари хар хил дастурларга эга булади.

Бундан кей и н  Т ью ринг м аш ин аси ни нг х,ар хил к о н ф и -  
гурацияларини (тархий куриниш ларини) соддарок  и ф о д а 
лаш  учун лента ва уни нг катакчаларини иф одалам асдан  ах- 
боротни  факат суз ш аклида ёзам из. Бош карувчи каллак ва 
м аш ина хдлатини иф одалаш  си ф атида м аш ина хрлатини  
ёзам и з.

Ю к,оридаги ж адвалда берилган ф ункционал схемага м ос  
келувчи Тью ринг м аш ин аси ни нг иш ин и куриб утайлик.

1 - м и с о  л . Д астлабки конф игурация куйидагича бер и л 
ган булсин:

й 0 а 2 а2 й0- 

Я\
Бош карувчи каллак а 2 х,арфини курйб турганлиги ва 

маш ина q , \ол атд а  булганлиги учун маш ина а2л  а2 к ом ан- 
дани иш лаб чикади ва натижада иккинчи конф игурацияни  
\о с и л  киламиз:

о() и 2 и 2 (30-

Я1
Равш анки, навбатдаги конф игурациялар куйидаги кури- 

ниш ларда булади:

а п а 2 а 2 а 0 -  учинчи конф игурация,

д 0 а 2 а 2 а 2 а п -  туртинчи конф игурация,

Ь

%
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Б еш и нчи конф игурацияда м аш ина q0 хдлатда (тухташ  
хрлатида) турганлиги учун а 2а2а2 суз \и со б л а ш н и н г  нати- 
ж аси булади.

2- м и с о л . Бошлангич конфигурация куйидагича булсин: 

а 0 я, a t а 2 а 2 а и.

Я\
Ю коридаги ф ун кц ион ал  схем адан  ф ой дал ан и б , куйп- 

даги конфигурацияларга келамиз:

а п а, а, а 2 а 2 а 0 — иккинчи конф игурация.

а0 с , с , а 2 а 2 а 0 — учинчи конф игурация,

Ч\

а 0 а х а х а 2 а 2 а 0 — туртинчи конф игурация,

Я2

а а а { а { а х а 2 а п — беш ин чи конф игурация,

Я2

а 0 с , а, а 2 а 2 а0 — олтинчи конф игурация.

Я ,

И ккинчи ва олтинчи конф игурациялардан куриниб ту- 
рибдики , м аш ин ани нг иш  ж араёни такрорланди ва, дем ак, 
натижа булмайди.

6- § . Тьюринг машинасида алгоритмни 
реализация килиш

\ ^ \  А лгорит м ларни р еа ли за ц и я  эт иш . У нлик  сист ем ада п дан  
п + 1 га ут и ш  алгорит м ини  р еа ли за ц и я  цилиш . Н ат урал  
сонларни н;ушиш алгорит м ини р еа ли за ц и я  килиш . Е вкли д  
алгорит м ини р еа ли за ц и я  килиш .

www.ziyouz.com kutubxonasi



А й р и м  о д д и й  ар и ф м ет и к  ал гор итм лар н и  р еал и зац и я  
Киладиган (амалга ош ирадиган) Т ью ринг м аш ин аси ни  кан 
дай  ясаш ни би р  к,атор м исолларда курсатамиз.

1- м и с  о  л . Тьюринг машинасида унлик системада п дан 
п +  1 га утиш алгоритмини реализация килиш.

Е ч и м .  У н л и к  си стем ада  п  со н н и н г  ёзуви  бер и л ган  
булсин ва п + 1 со н н и н г унлик систем адаги ёзувини курса
тиш  талаб эти л си н , яъни f ( n )  = п + 1 ф ункцияни хисоблаш  
талаб эти л си н .

Равш анки, м аш ин ани нг таш ки алф авита 0, 1 , 2 ,  3 , 4 , 5,
6, 7, 8, 9 ракам ларидан ва буш  катакча я0 дан иборат були
ши керак. Л ентага унлик систем ада п сон н и  ёзам из. Бу ерда  
каторасига буш  ж о й си з хар бир  катакчага битта ракам ёзи 
лади.

К уйилган м асалани ечиш  учун и ш ни нг биринчи такти- 
да м аш ина п  со н н и н г  охирги ракам ини учириб, уни  бир  
бирлик катта сон га алмаш тириб ва агар охирги ракам 9 с о -  
нидан кичик булса, у холда тухташ холат и га утиш и керак.

Агар п  со н н и н г  охирги раками 9 булса, у холда м аш ина  
9 ракам ини учи ри б, буш  колган катакчага 0 ракам ини ёзи б , 
уш а холатда колган холда чапга ю к ори рок  разрядли к уш н и -  
сига сур и л и ш и  керак. Бу ерда и ш н и н г иккинчи тактида  
м аш ина ю к ор и р ок  разрядли ракамга 1 сон и н и  куш иш и ке
рак.

Т аби и й к и , чапга сурилиш  пайтида ю корирок разрядли  
ракам булм аса, у холда м аш ин ани нг бош карувчи каллаги  
б^ш катакчага чикиш и мумкин. Бу холатда буш  катакчага 
м аш ина 1 ракам ини ёзади.

А йтилганлардан ш у нарса келиб чикадики, f { n )  = п + 1 
ф ун кц иян и  хисоблаш  алгоритм ини реализация этиш  пай 
тида м аш ина бор  йуги q t ва qQ холатларда булади.

Ш ундай  килиб, унлик си стем ада п дан  п + 1 га утиш  
алгоритм ини реализация этадиган Тью ринг маш инаси к уй и
даги  куриниш да булади:
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ао 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4, * 4 1 4 24 3 4 4Ч 5 4 64 7 4

оо

9 4 0 4

К уйида / 1 = 1 8 3  ва п — 399 сон лар и  учун м ос равиш да  
уларнинг конфигурациялари келтирилган:

а0 183а0 а0 3 9 9 д 0
«I <71

а0 184 а0 а0 390 а0
<70 ЯI

<з0 300 я0
ЧI

а0 400 о0 •
«I

2 - м и с о л !  Натурал сонларни кушиш алгоритми.
М аш ина лентасига таё^чалар маж м уаси ш аклида и к к и 

та со н  берилган булсин. М асалан, 2 ва 3 сонлари. Бу с о н 
ларни куш иш  талаб этилсин . К уш иш  си м воли ни  (б ел ги си 
ни) ю лдузча билан белгилайм из. Ш ундай к,илиб, м аш ина  
лентасига куйидаги суз ёзилади:

я0 I M I K  ( О
(1) сузга татбик, этиш  натиж асида 2 ва 3 сон лар и н и н г й и -  
ги н ди си н и , яъни

Щ I I 111 (2)

сузини берадиган функционал схемани топиш  талаб этилади.
К уйилган масалани ечиш  ж араёни ни  изохлаб берайлик. 

Д астлабки м ом ентда м аш ин ани нг каллаги эн г чапдаги та -  
ёк;чани куриб турсин. У ни то бири нчи  буш  катакчага эр и ш -  
гунча хамма таёк,ча ва ю лдузчаларни чеклаб унгга сур иш  
керак. Бу буш  катакчага б и р и н ч и  таёк;ча ёзи л ади . У н дан  
сунг иккинчи таёк^ага кайтиб келиш  керак ва уни учи ри б  
тухташ керак. М аш ина и ш и н и н г хамм а тактини куйидаги  
м ос конф игурацияларда и ф одал аб берам из:
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266 _______________________________________________ VI БОБ. АЛГОРИТМЛАР

1) *о 11 * 111 а0 2) а0 \ * \ \ \ а0

QiQi

4) а0 |*||| а0 

Qi
7) *0 | * || | а0 

Qi

10) *„ М 1 И * о

Qi

13) *0 1*111 |а0 
Qi

16) *
оо

<3 I k

Qi

19) «0*1111 *0

Qi
2 2 ) *0*1111 1*0

Qi
25) *0*1111 1 *0

Qi
28) *Ь* 1 Ш 1*0

5) *0 1 4 1 1 * 0

Ql

8 ) *0 1 * 1 1 1 1 * 0

Qi

11) *0 1 * 1 1 1 1 * 0

Qi

14) *0 1 * 1 1 1 1 * 0

Qi
17) *0 * 1111 *0

Qi
2 0 ) *0 * 1 1 1 1 1 * 0

Qi
23) *0 * 1 1 1 1 1 * 0

Qi
26) *0 * 1 1 1 1 1 * 0

Qi
29) *0 * 1 1 1 1 1 * 0

3) *0 1*111*0
Ql

6 ) *0 1*111*0
Ql

9) *0 1*1111*0
Qi

12) *0 1*1111*0
Qi

15) *0 1*1111*0
Q\

18) *0 *1111*0
Qi

2 1 ) *0 *1111*0
Qi

24) *0 *11111*0
Qi

27) *0 *11111*0
Qi

30) aQi*0*11111*,
Qi Qi

Бу ж араён м асаланинг ечиш  алгоритм ини куйидаги икки  
улчовли жадвал ш аклида ёзиш га им коният яратади:

fl0 * 1

Qi a 0HQ0 W Q i

Qi l« ? 3 * n q 2 n q 2

Qi * 0 n Q\ * A i \ л д г
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Ш ундай кдгсиб, бу ерда < а 0, *, | > ташк,и алфавит ва qQ, 
q r  qv  q3 м аш ина холатларидан ф ойдаланилди .

3 - м и с о л . Евклид алгоритми.
Евклид алгоритм и берилган иккита натурал сон  учун  

ул арнинг эн г катта ум ум ий булувчисини топ иш  к ур и н и 
ш идаги масалаларни ечади.

М аълумки, Евклид алгоритми куйидаги камаю вчи с о н 
лар кетм а-кетлигини тузиш га келтирилади: бири нчи си  б е 
рилган икки со н н и н г эн г  каттаси булади, иккинчиси — ки- 
чиги, учинчиси  — би р и н ч и  со н н и  и к и н ч и си га  бул иш дан  
ХОСИЛ булган К.ОЛДИК,, туртинчиси — иккинчи со н н и  уч и н -  
чисига булиш дан хосил булган цолдик, ва хоказо , то к,ол- 
дик;сиз булингунча давом  эттирилади . О хирги булиш даги  
булувчи масала ечи м и н и н г натиж аси булади.

Б издан  Евклид алгоритм ини Т ью р и нг м аш и н аси н и н г  
дастури сиф атида иф одалаш  талаб этилади. Бу дастур со н -  
ларни так,к,ослаш ва айириш  циклларининг навбатм а-нав- 
бат (навбатлаш иб) келиш ини таъм инлаш и керак.

Т урттахарф дан иборат < а 0, |, а ,  (3> ташк,и алфавитдан  
ф ойдаланам из. Бу ерда а0 — буш  катакча си м воли , | — таёк,- 
ча, а  ва р — таёкча р оли н и  вак,тинчалик уйнайдиган харф 
лар.

М асаланинг ечи лиш и ни бош лангич кон ф игурацияси

« о П И Ш И К

Ях

булган хол учун 4  ва 6 сон лар и н и н г эн г  катта ум ум ий булув
ч и си н и  топиш  м и сол и да  куриб утайлик.

Б иринчи навбатда м аш ина лентада ёзи л ган  сон л ар н и  
так;к,ослаши керак. Ш у мак^сад учун м аш ина бири нчи с о н 
ни  ифодаловчи таёк^аларни а  харфи билан ва иккинчи сон н и  
иф одаловчи сон лар н и  (3 харфи билан алм аш тириш и керак. 
М аш ина иш ин ин г биринчи турт тактига м ос келувчи уни нг  
к онф игурацияси  куйидагича булади:
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1) «oil III!! I l k. )  2)  я0111 а  111111 я0

Q\ Яг

3) tf0l | | a | | | | l k ,  4)  a0| 11 a  p 1111 к о

Яг Я\

Ш у билан дастлабки сон лар н и  таккослаш  цикли там ом  
булиб, айириш  цикли бош ланади. Бу цикл давом и да кичик  
сон  лентадан бутунлайига учирилади, Р харфи билан белги - 
ланган иккинчи со н  таёк^алар билан алмаш инади ва, д е 
мак, катта 6 со н и  иккита 4 ва 2 сонларига булинади.

Бу операцияларга бир  катор конфигурациялар т у ф и  ке
лади. Ш улардан айрим ларини ёзамиз:

о0 a  a  a  а  р р р р | к о

<7.

й0 a a a a P P P P l k o

Яъ

а0 я0 a  a  а  р р р р | к о
Яъ

«о ао ао ай а0 р р р р | к о  

Яъ

ап а0 а0 а0 а0 | р р р | к о  

Яъ

ао ао ао ао ао I I I I I I  ао 
Яъ

Яг
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Ш у билан биринчи айириш  цикли тамом булади.
Э н ди  маш ина 4 ва 2 сон лар и ни  так^ослаш и керак. Бу 

сонларни таккослаш  цикли куйидаги

о0 11 а  а  (3 р а 0 

Яа

конф игурацияга ва айириш  цикли

ао 111I «о
'нф игурацияга олиб келади. У чинчи таккослаш  цикли 2 

ва : сон лар и н и
а„ а  а  (3 р а0

Яз
к о н ф и гу р а г- яга ва айириш  цикли

ап I I °0 

Яо

охирги конф игурацияга олиб келади. Ш ундай килиб, Т ь ю 
ринг ф ун кц ион ал  схем аси уш бу куриниш ида булади:

а о 1 а Р
ях а 0п д 3 а ня 2 ал qx Р л я х
Яг Я 4 р ня{ an q2 $п q2

Ь а0н Яо \ " Я 2 a0 nq 3 \nq3

Я4 а0 ня0 \ » Я 1 \ * Я 4 аЬЛ Я4

7 -  § .  Алгоритмлар назариясининг асосий гипотезаси

[у7! У ниверсал усул . Тью ринг т ези си . Тью ринг, Чёрч, Гёдел, 
К лини ва  М а р ко в  олган на т и ж а ла р ни н г эк ви ва лент ли ги .

Т ью ринг м аш и н аси  алгоритм  туш ун часи н и  ани кл аш - 
нинг битта йули ни курсатади. Ш у туф айли бир нечта са -  
воллар п ай до булади: Т ью ринг м аш ин аси  туш унчаси к,ан-
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чалик ум ум ий булади? А лгоритмларни Тью ринг м аш инаси  
воситаси билан бер и ш  усулини универсал усул д еб  бул ади - 
ми? Хамма алгоритмларни ш у усул билан бериш  мумкинми?

Уш бу саволларга хозирги вактда мавж уд булган алго
ритмлар назари яси  куйидаги гипотеза билан ж авоб беради: 
jfар цандай алгорит м ни Тью ринг ф ункционал схемаси оркали  
бериш ва м ос Тью ринг м аш инасида  р еа ли за ц и я  эт иш  м ум ки н .

Бу гипотеза Тьюринг тезиси  д еб  аталади. Уни исботлаш  
мумкин эм ас, чунки б у  тези с катъий таъриф ланмаган алго
ритм туш унчасин и катъий аникланган Т ью ринг м аш и н а
си ни нг туш унчаси билан боглайди.

Бу тези сн и  рад этиш  учун Т ью ринг м аш инасида реали- 
зацияланм айдиган (амалга ош ирилм айдиган) алгоритм мав- 
ж удли ги ни курсатиш  керак. А м м о \о зи р га ч а  ани кланган  
хамма алгоритм ларни Тью ринг ф ун кц ион ал  схем аси  орка
ли реализация этиш  мумкин.

Ш уни хам  таъкидлаб утам и зк и , М ар ковн инг н ор м ал  
алгоритм туш унчаси  хамда Чёрч, Гёдел ва К лини т о м о н и 
дан киритилган рекурсив алгоритм (рекурсив ф ункциялар) 
туш унчалари Т ью ринг том они дан  киритилган алгоритм ту
ш унчаси (Т ью ринг ф ункционал  схем аси ) билан эквивалент- 
лиги исботланган .

Бу дал ил уз навбахида Тью ринг ш и отезаси н и н г туьри- 
лигини яна б и р  марта курсатиб утади.

1. ф(я) = п + 2 , ф(п ) - п  + 4, ф(я) = 0 ф ункцияларни хисобловчи  
а л го р и т м л а р н и  Т ь ю р и н г  м а ш и н а с и н и н г  д а ст у р л а р и  
сиф атида иф одаланг.

1. Sgn х  = аГаР *  = 0 б?лса,
[1, агар х  *  0 булса,

ф ун к ц и я н и  хисобловчи Т ью ринг м аш инасини тузинг.

Муаммоли масала ва топширицлар

www.ziyouz.com kutubxonasi



„ -------  fl, агар х  = 0  булса,
3 . sgn х  = •! ’ к Л

[О, агар х  *  О булса,

ф ун к ц и я н и  хисобловчи  Т ью ринг ф ун к ц и он ал  сх ем а си -  
ни  тузинг.

4. <р(л) = 2л ф ун кц иян и  хисобловчи  Т ью ринг м аш и н аси н и  
т у зи н г .

f l ,  агар п  со н  р  сонга булин са,

[О, акс холда

ф ун кц иян и  хисобловчи  Т ью ринг м аш и н аси н и н г дастур-  
л ари ни  {а0, 1} алфавитда ёзин г.

6 . Ф ункционал схемалари куйидаги 1, 2 - жадвалларда берил
ган Тьюринг маш инаси кандай функцияларни хисоблайди?

1 - ж а д в а л  2 - ж а д в а л

а о 1

<7. а оп Я ^ \ * Яг

Я2 а оп Я ^ \ * Я г

... ...

V . а оп Я ^ \ л Я р

Ур а оп Я ^ \ л я х

я ^ \ “ Я0 «0 Н Яр+2

а оп Я ^

^ о н Я0

а оп Я ^

а о 1

я, n q 4 \ * Я 2

Я 2 ° о п Я6 \ * я ъ

Яг а оп Я6 \ л я {

Ял "Яо а 0н Я5

Я 5 « 0'1 ?4

Яь а 0н Яо н я  7

Яу «о " Я 6 а о " Я ь

7 . Д астури  куйидаги ф ун к ц и он ал  схем а (3 - ж адвал) оркали  
б е р и л г а н  Т ь ю р и н г  м а ш и н а с и  к а н д а й  к у р и н и ш д а г и  
ф ун кц иян и  хисоблай ди?
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3 - ж а д  вал

а 0 1 а Р

Я\ Я% | я ? . a n  q t Рл 0,

Яг N < 7 3 а л я 2 Р^?2

Ь а0" Я 4 1 * Я Х

Я.4 ао " Я0 п я 4 п я4

И з о х -  М и со л л а р н и  еч и ш д а  Л .М . Л и х та р н и к о в  ва 
Т.Г . С ук ачеваларн и н г «М атем ати ческ ая логика» (С а н к т -  
П етер бур г, 1999 й .) к и т о б и д а н  ф о й д а л а н и ш н и  тав си я  
эт а м и з, 2 4 8 —2 5 0 - 6 . ,  2 7 5 —2 8 1 - 6 .

/-А /
l ? f  Мустакдл ишлаш учун савол ва топширицлар

1. Оммавий муаммо. Ечиш алгоритми. Тьюринг машиналари.
2. Ташки ва ички алфавит. Машинанинг ташки хотираси. Бошка

рувчи каллак. Бошлангич ахборот. Машина дастури. Тьюринг 
функционал схемаси.

3. Тьюринг машинасида алгоритмни реализация килиш.
4. Натурал сонларни кушиш алгоритмини реализация этиш. Евклид 

алгоритмини реализация этиш.
5. Алгоритмлар назариясининг асосий гипотезаси.
6. Тьюринг, Чёрч, Гёдел, Клини ва Марков олган натижаларининг 

эквивалентлиги \акдца.

8 - § .  М арковнинг нормал алгоритмлари

[71 Алф авит . Символлар. Харфлар. Суз. Буш  суз. Алгоритм. А лго
рит м  т аъриф и. А лф а ви т  уст идаги  алгорит м . А лф а ви т -  
даги алгоритм. Татбик; эт иладиган алгоритм. Тат бик эт ил-  
майдиган алгорит м . У рнига куйиш  усули . А лгорит м  схе 
маси. Н ормал алгорит м ёки  М арков алгорит ми. М исоллар.

1 -  т а  ъ р и ф  . Б уш  б улм а га н  ч екли  си м во лла р  т у п ла м и  
а л ф а ви т  ва алф авит д аги  сим воллар х,арф лар деб ат алади.
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2 - т а ъ р и ф .  А алф авит даги харф ларнинг хар  кандай чекли  
к е т м а -к е т л и ги  ш у т уплам даги  суз д еб  ат алади . \а р ф л а р -  
нинг буш  к ет м а -к ет ли ги  буш суз деб  ат алади  ва  у н и  л си м 
воли билан белгиланади.

Агар S j S j  ... S h  сузни Р билан ва S n S n ... S rm сузни  Q  

билан белгиласак, у холда S , 5 ,  ... S :  S n S ^ . . .  S r суз Р  ва
J\ J2 J k  М '2 'т

0 с у зл а р н и н г  бирлаш м аси PQ ни бил диради . Х усусий холда, 
Р л - л Р = Р в а  ( P ^ P ^ P ^ P j .

Агар В с  А  бул са, у холда А алф авит В  ал ф ав и тн и н г  
кенгайиш и (к ен га й т и р и лга ни )  д еб  айтилади. Равш анки, бу  
холда В  нинг хар бир сузи уз навбатида А  алф авитининг  
хам сузи  булади.

А  алфавитдаги хамма сузларни нг туплами D, С  эса  D  
туплам нинг би р ор  к,исм туплами бул си н , яъни С с  D.

3- т а ъ р и ф . А никланиш  сохаси  С  ва кий м а т ла р  сохаси  
D булган  эф ф ек т и в  хи со бла нувчи  ф ун к ц и я  А алф авит даги  
алгорит м  (алгориф м ) деб ат алади.

4 - т а ъ р и ф .  А гар А алф авит даги  бирор Р суз U алго р и т м 
нинг ани кла ни ш  сохасига т егиш ли булса , у  холда  U алгорит м  
Р  сузга т ат бик эт иладиган деб ат алади .

5 - т а ъ р и ф . Агар А с  В булса, у  хо лд а  В  а лф авит д аги  
Хар бир алгорит м А алф авит  уст идаги алгорит м деб ат алади.

А  алфавитдаги нормал алгоритм туш унчаси билан А  ал
фавит устидаги нормал алгоритм туш унчаси уртасидаги ф ар к  
ж уда хам м ухим дир. А алфавитдаги хар кандай нормал ал
горитм фак,ат А  нинг харфларидан ф ой даланади . А  алфавит  
устидаги нормал алгоритм эса А га кирмаган бошк,а куш имча  
харф лардан хам  ф о й да л а н и ш и  м ум к и н . Ш ундай  к,илиб, 
А  даги хар кандай норм ал алгоритм А  устидаги норм ал ал
горитм хам булади. А м м о А да  ш ундай алгоритмлар мав
ж удки, улар А устида норм ал алгоритм  эканлигига к,ара- 
м асдан, А  да норм ал алгоритм була олм айди.
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К уп ан и к л ан ган  а л гор и тм л ар н и  би р м ун ч а  одди й р ок , 
кдцамларга булиш  м ум кин. Ш у мак,садда рус математиги  
А.А. М арков 1950 йилларда алгоритм тузиш нинг асоси (н еги - 
зи ) килиб, элем ентар операция сиф атида бир сузни и к к и н ч и  
суз урнига  куй и ш ни  олган.

А гар  Р  ва  Q ла р  А а лф а ви т д а ги  сузлар  булса, у  хо лд а  
Р -*  Q ва  Р —> Q ла р ни  А алф авит д аги  урнига  куйиш  ф орм у
лалари  д е б  атайм из. Бу ерда ->  ва • символлари А  алф авит- 
нинг харфлар и эм ас хамда Р  ва Q  л арнинг хар би р и  суз  
булиш и м ум к и н . Р ->  Q  урни га куйиш  ф ор м ул аси  оддий  
ф ормула  ва Р - »  Q  урнига куйиш  ф орм уласи  нат иж авий  (х у -  
лосавий) ф орм ула  д еб  аталади.

Берилган Р - »  Q  ва Р ->  Q  урнига куйиш  ф орм улалари- 
нинг исталган би р и н и  и ф одал аш  учун P - > ( - ) Q  ум ум и й  
куриниш даги ёзувни иш латамиз.

А лф авитнинг куйидаги урнига куйиш  ф орм улаларининг  
чекли руйхати

Л - > ( • ) ( ? „
Р2 —■* ( )Q2’

алгорит м  схем аси  д еб  аталади ва у А  алфавитда куйидаги  
алгоритмни ю зага келтиради: агар ш ундай W, Г  сузлар (буш  
суз булиш лари м ум кин) топ и л и б, Q  = W T V  булса, у  холда  
Т  суз Q  су зн и н г таркибига киради д еб  келиш иб олам из.

Э нди  А  алфавитда Р  суз берилган булсин. Бу ерда икки  
хол булиш и мумкин:

1. Р {, Р2, ..., РГ сузларнинг бирортаси  хам Р  сузн и н г тар
кибига кирм айди. Бу тасдикни киска равиш да U: Pz> ш ак
лида ёзам из.

2. P v Р 2, ..., Рг сузларнинг орасида Р  сузни нг таркибига  
кирувчилари топилади. Э н ди  1 < m  < г  м уносабатни каноат- 
лантирувчи эн г  кичик бутун со н  m  ва Рт суз Р  нинг тарки
бига кирувчи суз булсин.
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Р  су зн и н г  таркибига эн г  ч апдан  кирган Рт су зн и  Qm 
би л ан  алм аш тириш дан хоси л  буладиган су зн и  R  дей л и к . 
Р  ва R  орасидаги айтилган м уносабатни:

а) агар Р  - » (  ) Qm урнига куйиш  ф орм уласи  одди й  ф о р 
мула булса,

ш аклида ва;
б) агар P - > ( - ) Q m урнига куйиш  ф орм уласи  натиж авий  

ф орм ула булса,

ш аклида ёзам из.
(1) холда U  алгоритм Р  сузн и  R  сузга оддий утказади 

дей и л ади  ва (2) холда U алгоритм Р  сузн и  R  сузга натижа
вий утказади д е б  айтилади.

U \ Р  h  R  символик ёзув А алфавитда ш ундай R ,̂ R {, ..., Rk 
сузлар кетма-кетлиги мавжудки, Р =  R ,̂ R = Rk, j =  0, 1 , . . . ,  к -  2 
лар учун U : R . \ -  R.+] ва ёк и  U : Rk_t h  Rk, ёк и  U : Rk Ь Rk 
(охирги холда U : P  |= R  урнига U : P \=  R  ёзил ади) эк ан л и 
гини билдиради.

Ёки U : Р  b  • R, ёки U : P ^ R  в a U : Rz> булганда ва ф а -  
кат ш ундагина U(P) = R  д еб  кабул килам из.

Ю коридаги каби аникланган алгоритм нормал алгоритм 
ёк и  Маркое алгоритми д еб  аталади.

U  алгоритм нинг амал ки л иш и ни куйидагича иф одалаш  
м ум кин. А  алфавитда Р  су з берилган  булсин . U  алгоритм  
схемасида Рт суз Р  нинг таркибига кирувчи биринчи Pm^>( )Qm 
Урнига куйиш  ф ор м уласи н и  топ ам и з. Р  сузн и н г таркибига  
э н г  чапдан кирган Рт суз урнига Qm ф ор м ул ан и  куям из. 
R { ш у н д а й  у р н и га  к у й и ш н и н г  н а т и ж а с и  б у л с и н . А гар  
Р т-+ ( )Q m урнига куй иш  ф ор м ул аси  натиж авий булса, у  
холда алгоритм нинг иш и тугайди ва уни нг кийм ати R { була
ди . Агар Pm^ > ( ) Q m урнига куйиш  ф орм уласи  о д д и й  булса, 
у холда R { га Р  га ни сбатан иш латилган п р оц едур ан и  баж а
рам из ва хоказо. Агар охирги боск и ч да  If: R.z> м ун осабатн и

U : Р \ -  R (1 )

U : Р \ -  R (2 )
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каноатлантирувчи (яъни, P v Р2, ..., Рг сузларни нг бирор  
таси /? таркибига кирм айди) R  суз хоси л  булса, у холда  
алгоритм нинг иш и тугайди ва R i уни нг киймати булади.

Агар ифодаланган жараён охирги боскичда тамом булмаса, 
у холда U алгоритм Р  сузга т ат бик эт илм айди  д еб  айтилади.

1 - м и с о л . {Ь, с} А  алфавит булсин. К уйидаги алгоритм  
схем асини курамиз:

b —> ■ л 

с —> с

Бу схема билан берилган U нормал алгоритм А  алф а
витдаги таркибига камида битта b харфи кирган хар кандай  
Р  сузни ш ундай сузга узгартирадики, бу суз Р  суздан уни нг  
таркибига эн г чапдан кирган b сузни  учириш  натиж асида  
хосил булади.

Х,акикатан хам, Р  суз таркибига эн г чапдан кирган b су з
дан чапрокда турган хар кандай с харф ни с с одди й  у р н и 
га куйиш  ф орм уласи  яна с харфига утказади ва эн г чапдаги  
Ь харф ини b —»• л натиж авий урнига куйиш  ф орм уласи  л 
натижавий буш  сузга узгартиради.

М асалан, агар Р -  ccbbc булса, у холда Q, бу  ерда  
Q  = ccbc. U алгоритм буш  сузн и  уз-узига узгартиради.

U алгоритм b харфи кирмаган буш  булмаган сузлар га 
татбик этилм айди. Х акикатан хам, агар Р  су з  факат с  харф - 
лардан иборат булса, у холда с с одди й  Урнига куйиш  ф о р 
муласи уни яна узига айлантиради. У холда хамма вакт Р - »  Р  
булади ва б и з натиж авий урнига куйиш  ф орм уласига кела 
олм айм из, яъни ж араён чек си з давом этади.

2- м и с о  л . А уш бу {а0, a v ..., a j  алфавит булсин. К уй и 
даги схем ани курамиз:

а0 —> л

С1\ —> А
<

а„ -»  а  .
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Бу схем ан и  V (.(a f -»  л) (о,. € А )  кури ни ш ида хам ёзи ш  
м ум кин. Бу схем а А алфавитдаги хар кандай сузни  буш  сузга  
узгартирадиган U  нормал алгоритм дир. М асалан,

( J : a {a 2a la Ja0 b  a \a 2a \a i I”  а 2а \а ъ I-  а га ъ Л

ва охири U: а  о .  Д ем ак , U{a{a2a^a3a j  = а .

3 - м  и с о л .  А алфавит хдрф дан иборат бул си н . Бу 
харф ни 1 билан белгилайм из. Х^ар кандай п натурал со н  
учун и н д ук ц и я  м етоди  буйи ча 6 = 1 ва п + \ = п \  л арн и  
аниклайм из. Ш ундай килиб, 1 = 1 1 ,  2 = 111 ва хоказо. 

п сузлар ракамлар д еб  айтилади. Уш бу

{ А —> ‘ 1

схем а оркали берилган U  нормал алгоритм ни аниклайм из. 
А алфавитдаги хар кандай Р  суз учун U( P) =  IP  га эга була
миз .  Х у с у с и й  х о л д а , \а р  к а н д а й  п н атурал  с о н  у ч у н  
U ( n )  = n + 1. \ а р  кандай Р суз  л  буш  сузн и н г кириш идан  
бош л ан и ш и н и  (чунки Р  = л Р )  эсл асак , келтирилган алго
ритм нинг тугрилигига иш онам из.

9 - § .  М арков буйича кисмий хисобланувчи ва 
хисобланувчи функциялар

[7 [ Бат ам ом экви ва лен т  алгорит м лар. Э кви ва лен т  алго р и т м 
ла р . М а р к о в  б уй и ча  к и см и й  хи с о б л а н у вч и  ф ун к ц и я л а р .  
М арков буйича хисобланувчи  ф ункциялар . К исм ий р е к у р 
сив ф ункц и я  билан  М арков буйича  к и см и й  хи со бла нувчи  
ф ун к ц и я  о р а си д а ги  м ун о са б а т . У м ум р ек ур си в  ф у н к ц и я  
билан  М а р к о в  буй и ча  хи с о б л а н у вч и  ф ун к ц и я  ор а си да ги  
м уносабат .

U ва К  алгоритмлар ва Р  суз булсин . Агар U ва К  алго- 
ритм ларнинг иккаласи  хам Р  сузга  татби к  эти лм айди  ган  
ёки иккаласи хам унга татбик этиладиган  ва кейинги холда  
U(P) =  К(Р) булса, бу  холатни U(P) — К (Р) куриниш да и ф о -  
далаймиз.
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У муман, агар С  ва D  би р ор  иф одалар  булса, у  х;олда 
С -  D  м уносабат куйидагини билдиради: ёки иккала и ф ода  
хам аникданм аган, ёки  иккаласи хам аникланган ва улар  
бир хил объектни белгилайди.

1 - т а ъ р и ф . А гар А алф авит д аги  ист алган  Р  суз уч ун  
U(P) -  К(Р)  булса , у  холда  U  ва К  алгорит м лар А га нисбат ан  
А алф авит  ус т и д а  бат ам ом  (т а м о м и ла ) эк вивален т  деб  
ат алади.

Агар Р  берилган А  алф авит даги  суз булганида ха р  доим  
U { P ) - K ( P )  ха м д а  хеч  булм аганда U(P) ёки  К(Р) сузларнинг  
бирорт аси а ни кла н га н  ва ян а  А нинг сузи булса, U  ва К  а лго 
рит м лар  А алф авит га нисбат ан эквивалент  деб ат алади.

М  уш бу {1, *} алфавит, со — хамма натурал сонлар тупла
ми, <р эса  п аргум ентли ки см ий эф ф ек ти в  хисоблан увч и  
ариф метик ф ун кц ия , яъни со" туплам нинг айрим кием тупла
мини со га акслантирувчи ф ункция булсин.

Ва оркали хеч булмаганда бир том он и  аникланган холда

хар дои м  ((£ ,,  к 2, . . . ,  к п)) = ср( к }, к 2, ..., к п) тенгликни ур и н -  

ли киладиган М  даги алгоритм ни белгилайм из. Бу ал го

ритм (Лг,, к 2, ..., к п) сузидан ф арк килувчи бош ка сузларга  
татбик этилм айди д еб  ф араз киламиз.

2 - т а ъ р  и ф . Агар М  уст и д а  М  га  нисбат ан В га  б а т а 
мом экви ва лент  булган нормал алгорит м  м авж уд булса, у  хо лд а  
Ф ни М арков буйича кисм ий  хисобланувчи ф ункция деб  а т а 
лади.

3 - т а ъ р и ф .  А гар  ф ф ункция ха р  кандай  п нат урал сон  
учун  (ха м м а  ж ойда) а н и к ла н га н  ва  М а р ко в  буйича к и см и й  
хисобланувчи  ф ункция  булса, у  холда  у  М арков буйича хисоб
ланувчи  ф ункция деб ат алади.

М арков буйича кисм ий хисобланувчи ф ункция туш ун
часи би л ан  к и см и й  р екурси в  ф ун к ц и я  туш унчаси хам да  
М арков буй и ч а хисобланувчи ф ун кц ия  туш унчаси бил ан  
умум рекурсив ф ункция туш унчалари эквивалентдир.
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К ел т и р и л г а н  т а с д и к н и  и с б о т л о в ч и  к у й и д а г и  т е о р е м а  
м а в ж у д .

1 - т е о р е м а .  \ар кандай кисмийрекурсив функция Мар
ков буйича кисмий хисобланувчи функция булади ва хор кан
дай умумрекурсив функция Марков буйича хисобланувчи функ
циядир.

К у й и д а ги  тео р ем а л а р н и  и с б о т с и з  к ел ти р ам и з.

2 - т е о р е м а .  Агар А алфавит устидаги U алгоритм буйи
ча, у и функция цисмий рекурсив (рекурсив) булса, у холда 
А алфавит устида А га нисбатан U алгоритмга батамом 
эквивалент булган нормал алгоритм мавжуддир.

3 - т е о р е м а .  Агар U алгоритм А алфавит устидаги нор
мал алгоритм булса, у холда кисмий рекурсив функция бу
лади; агар, бундан ташкари, U алгоритм А алфавитдаги хар 
кандай сузга татбик этиладиган булса, у холда умумре
курсив функция булади.

Н а т и ж а .  А гар б ер и л га н  ф к и см и й  ф у н к ц и я  М ар к ов  
б у й и ч а  к и см и й  х и со б л а н у в ч и  ф у н к ц и я  б у л са , у  к и с м и й  р е 
к ур си в  ф у н к ц и я  х;ам бул ади  ва агар ф М а р к о в  б у й и ч а  \ и с о б -  
л ан ув ч и  ф у н к ц и я  б у л са , у  х,олда ф у м у м р ек у р си в  ф у н к ц и я  
х а м д и р .

Н а ти ж а  ва т е о р ем а л а р н и н г  и с б о т и  Э . М е н д ел ь с о н  к и -  
т о б и н и н г  [39] 2 4 2 —24 4  ва 2 4 6 —2 4 9 -  б ет л а р и д а  к ел ти р и л ган .

Ш у н д а й  к и л и б , к е л т и р и л г а н  н а т и ж а  ва 1 - т е о р е м а  
М а р к о в  б у й и ч а  к и см и й  \и с о б л а н у в ч и  ф у н к ц и я  ту ш у н ч а си  
б и л а н  к и см и й  р ек у р си в  ф у н к ц и я  (х у д д и  ш у н д а й , М ар к ов  
б у й и ч а  х и с о б л а ш  б и л а н  р ек у р си в л и к ) т у ш у н ч а си н и н г  э к -  
в и в ал ен тл и ги н и  к урсатади .

У з н ав бати д а  Ч ёрч  т е з и с и  б у й и ч а  \и с о б л а н у в ч а н л и к  т у 
ш у н ч а си  б и л а н  р ек у р си в л и к  т у ш у н ч а си  (к и с м и й  эф ф е к т и в  
Х и собл ан ув ч ан л и к  ту ш у н ч а си  к и см и й  р ек у р си в л и к  т у ш у н 
ч аси га) эк в и в а л ен т д и р . А .А . М ар к ов  а л гор и тм л ар  а та м а си д а  
нормаллаштириш (нормализация) принципини яратди : А ал
фавитдаги хар кандай алгоритм А га нисбатан А устидаги 
бирор нормал алгоритмга батамом эквивалентдир.
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Чёрч тезиси  билан норм аллаш тириш  п р и н ц и п и н и н г эк -  
вивалентлиги аникланди. Хакикатан хам, Чёрч тезиси  тугри. 
А алфавитда U  алгоритм берилган булсин . Унга м ос келади
ган Уу ф ун к ц и я  ки см ан  эф ф ек ти в  хисоблан увч и  булади. 
У холда, Чёрч тезисига асосан , \ци кисм ий рекурсив ф ун к 
циядир. Д ем ак , 2 - теорем ага кура, U  алгоритм А  устидаги  
бирор нормал алгоритмга А  га нисбатан батам ом эквивалент
дир. Ш ундай килиб, агар Чёрч тезиси  тугри булса, у холда  
М арковнинг норм аллаш тириш  при н ц и п и  хам тугридир.

Э нди норм аллаш тириш  при нц ип и тугри ва tp ихтиёрий  
Кисман эф ф ектив хисобланувчи ф ункция, В  эса  ср ф ун к - 
цияга м ос келувчи М  даги алгоритм булсин . Й орм аллаш ти- 
риш принципига асосан  В  алгоритм М  устидаги бирор  н о р 
мал алгоритмга М  га нисбатан батамом эквивалентдир. Демак, 
<р функция М арков буйича кисман хисобланувчи функциядир. 
У холда олинган натижага кура ср кисман рекурсив (рекурсив) 
функция булади. Ш ундай килиб, М арковнинг норм аллаш 
тириш  п р и нц ип идан  Чёрч тези си н и  келтириб чикардик.

М аълумки, алгоритм ва эф ф ектив хисобланувчи ф ун к 
ция туш унчалари интуитив туш унчалар булганлиги учун б и з  
М арковнинг норм аллаш тириш  при н ц и п и  ва Чёрч т ези си -  
нинг тугрилигини и сбот  кила олм айм из.

Ш уни хам таъкидлаш  керакки, Ч ёрч ни нг X- хи со б л а -  
нувчанлик назарияси  ва П остн ин г нормал системалар н а-  
зариясидан  келиб чикалиган туш унчалар хам кисм ан р е
курсив ф ункция ёки нормал алгоритм туш унчаларига эк 
вивалент булади.

1 0 -  § .  Алгоритмик ечилмовчи муаммолар

[7 [  Е чилиш  алгорит м и. Е чилувчи  м уам м олар. Е чилм овчи м у а м 
м олар. М а т ем а т и к  м ант ицда  к елт и р и б  чи царувчанликни  
т аниш  муаммоси. Чёрч теоремаси. Уз-узига татбик; эт илув- 
чанликни т аниш  муаммоси. Ассоциат ив хисобидаги сузлар
нинг э к ви ва ле н т ли к  муам м оси. М арков, Пост, Н овиков, 
Ц ейт лин , Чёрч ва  бошк;а м а т ем а т и кла р  олган и лм и й  н а -  
т иж алар.
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М атем атика тарихида би р ор  м асал ан и  еч и ш , одатда, 
унинг ечилиш алгоритмини топиш  д еб  хисобланарди. Д еярли  
X X  аср бош ларигача хамма математик масалалар алгорит
м ик ечилувчи масалалар д еб  каралган ва уларни ечувчи  
алгоритмлар изланган. М асалан, хак дк дй  к оэф ф и ц и ен тл и  
п -  дараж али к у щ а д н и н г  илдизларини ун и н г к о эф ф и ц и ен т-  
лари ёрдам ида радикалларда и ф ода этиш  алгоритм ини и з-  
лаш бир неча асрлар давом этди. М асалан, учинчи ва туртинчи  
даражали тенгламалар учун бу алгоритмни XVI асрда итальян 
математиклари К ардано ва Ф еррари яратдилар. Узок, й и л -  
лардан кейин норвегиялик математик А бель п > 5 булганда  
бун д ай  алгоритм  мавж уд эм асл и ги н и  курсатди. И к к и н ч и  
м исол сифатида Гильбертнинг д и оф ан т тенгламалар хакддаги
10- м уам м осин и  курсатиш  м ум кин. Бу м уам м они Гильберт  
1900 йилда П ариж да эълон кдиган эд и . Д еярли 7 0 - йилдан  
кейи н  рус математиклари Ю. М атиясевич ва Г. Ч удновски й  
бу  муам мо алгоритм ик ечилмовчи м уам м о эк анлиги ни и с -  
ботлаб бердилар.

Фак,ат алгоритм нинг интуитив туш унчасидан Т ью ринг  
м аш ин аси ни нг аник, туш унчасига утиш  берилган ом м ави й  
м уам м онинг алгоритм ик ечилувчанлик масаласига аниклик  
к и р и т д и . Бу м а с а л а н и  к у й и д а ги ч а  и ф о д а л а ш  м у м к и н :  
берилган ом м авий  м уам м они  ечадиган Тью ринг м аш инаси  м а в 
ж удм и ёки  бундай м аш ина  м авж уд  эм а см и ?

Бу саволга алгоритмлар назари яси  айрим  холларда сал - 
б и й  ж авоб бер ади . Ш у турдаги натиж аларни бири нчи лар  
к,аторида 1936 йилда ам ерикалик математик А .Ч ёрч олди. У  
предикатлар м антикддаги  ечилиш  м уам м оси  ум ум ий холда  
алгоритмик ечим га эга эм асли ги ни  курсатди. Уш а йи л н и н г  
узи да у математик мантикдаги келтириб чик,арувчанликни  
тан и ш  м у а м м о си  хам  ал гор и тм и к  еч и л м а сл и ги н и  и с б о т  
кдпди. К ей ин ги  масалани батафсилрок, куриб утайлик.

10 .1 . Математик мантикда келтириб чик,арувчанликни 
таниш муаммоси. М атематикада аксиом атик м етодн и н г м аз-  
м ун и  к уй и даги дан  иборат: бер и л га н  н а за р и я н и н г хам м а
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мулохазалари (теорем алари) ш у назарияда и сботси з кабул  
килинган мулохазалар (аксиом алар) дан  формал мантикий  
келтириб чикариш  воситаси билан олинади.

М атематик мантикда ф орм улаларнинг махсус тили и ф о -  
даланади. У оркали математик назариянинг исталган м уло
хазаси бутунлай аникланган ф орм ула куриниш ида ёзилади. 
А  асос (ш арт)дан В  натиж ани м антикий келтириб чикариш  
ж араёнини дастлабки ф орм улаларни формал алмаш тириш - 
лар ж араёни сиф атида иф одалаш  мумкин. Бунга м ан ти кдй  
хисобдан  ф ойдаланиш  йули билан эриш иш  мум кин.

Т анланган мантикий хи со б д а  В  мулохазани А  асосдан  
мантикий келтириб чикариш  масаласи А  форм уладан В  ф о р 
мулага олиб келувчи дедуктив занж ирнинг мавжудлиги м аса- 
ласидир. Ш у туф айли келтириб чикарувчанликни таниш  
м уам м оси пайдо булади: м антикий хисобдаги  исталган и к 
кита А  ва В  ф орм ула учун А  дан  В  га олиб келувчи дедуктив  
занж ир м авж удми ёки йукми?

Бу м уам м он ин г ечими сиф атида хар кандай А  ва В  лар  
учун ж авоб берадиган алгоритм мавжудлиги м аъносида ту- 
ш унилади. Чёрч олган натиж а куйидагича изохланади.

Ч ё р ч  т е о р е м а с и .  К елт ириб  чикарувчанликни  т аниш  
м уам м оси алгорит м ик  ечилмовчидир.

10.2. Уз-узига татбик этувчанликни таниш муаммоси. 
Тью ринг м аш и н аси н и н г ш иф ри туш унчасини киритам из. 
Х озиргача Т ью ринг м аш ин аси ни нг дастурини икки улчов- 
ли т х п  ж адвал куриниш ида ёзардик. А м м о уни бир улчов- 
ли ш аклда хам тасвирлаш  м ум кин. Бунинг учун 5 та си м -  
волни ш ундай кетм а-кетликда ёзиш  керакки, беш ли кн ин г  
биринчи си м воли  ж адвалнинг устуни ни , иккинчиси сатри- 
ни ва кейи нги  учтаси ж адвалнинг ю корида курсатилган у с-  
тун ва сатрлари кесиш м асидаги учта сим волни (к ом ан да- 
ни) иф одаласин .

М асалан, 3 - жадвалда иф одаланган  ф ункционал схем а  
урнига куйидаги бир улчовли сатрни хосил киламиз:

й 0д ^ 0Яз \ Ях0- н ЯгО-Я.ал q f i g л  д ^ д ^ л  q^ . . . . (1)

www.ziyouz.com kutubxonasi



М аш ина конф игурациясини иф одалаш да хам ш у усул- 
дан ф ойдаланам из, яъни холат ни иф одаловчи харф ни «кури- 
лаётган» харф н ин г тагидан эм ас, балки чап ён идан  ёзам и з. 
М асалан,

Я*

конф игурация ни куйидаги шаклда ёзамиз: | | | | <74 II-
(1) сатрдаги хар бир харф ни куйидаги шартларга риоя  

к;илган холда кайта ном лаймиз:
1) (1) сатрни айрим кодлаш тирилган гурухларга бир  к и й 

матли килиб булм ок  керак;
2) код символлари уч турда булиш лари керак:
а) л ,  п,  н харфлари учун;
б) таш ки алфавит харфлари учун;
в) м аш ина холатини иф одаловчи  харфлар учун.
Ш у м ун осабат билан куйидаги кодлаш тириш  ж адвали- 

дан  ф ойдаланам из:

Алфавит Харф Кодлаштирилган
гурух

Эслатмалар

Адреслар

Харфи

л 101 1 лар орасида 1 та ноль
н 1001 1 лар орасида 2 та ноль
п 10001 1 лар орасида 3 та ноль

Ташки
алфавит

ао 100001 4 та ноль 2 дан катга жуфт сонли

аI 10000001 6 та ноль ноллар

ап 10...01 2(п + 2) та ноль

Ички

алфавит

<7, 1000001 5 та ноль 3 дан катта ток сонли

Я: 100000001 7 та ноль ноллар

ят 10...01 2(я+ 1)+ 1 та ноль

www.ziyouz.com kutubxonasi



Агар (1) сатрдаги  1, а , р си м в ол л ар н и  м ос р ави ш да  
а г  а2, а3 харфлар д еб  к;арасак, у холда уни  ш у кодлаш ти- 
риш  систем аси  асоси да  куйидагича ёзи ш  мумкин:

1000011 ООО 00110000110001100000 00001100000011000001... (2 )

Ф ункционал схем а ёки алохида олинган бирор к о н ф и 
гурация учун тузилган 1 ва 0 лардан иборат булган бундай  
сатр ф ункционал схем анинг шифри ёки конф игурациянинг шифри 
д еб  аталади.

Тью ринг м аш ин аси ни нг лентасида м аш ина алфавитида  
ёзилган ун и н г уз (хусуси й ) ш и ф р и  тасвирланган бул си н . 
И кки хол булиш и мумкин:

1. М аш ина у зи н и н г ш иф рига татбик, этилади, яъни м а
ш ина бу ш и ф р ни к,айта иш лайди ва чекли со н  к,адамлардан 
сунг тухтайди.

2. М аш ина узи н и н г  ш иф рига татбик, этилм айди, яъни  
маш ина хеч к,ачон тухташ  холатига утм айди.

Ш ундай к д л и б , м аш иналарнинг узи  (уларнинг ш и ф р и ) 
икки синф га булинади: татбик; этиладиган Т ью ринг м аш ина
лари синф и ва татбик, этилмайдиган Тью ринг маш иналари  
си н ф и . Ш уни нг учун куйидаги ом м авий муаммо: уз-узи га  
татбик, этилувчанликни таниш  м уам м оси  пайдо булади.

Б ерилган  хар к,андай ш и ф р га н и сбатан  ш и ф р л ан ган  
Т ью ринг м аш ин аси  к,айси си нф га кириш и ни анш угаш  к е
рак: татбик, этиладиган синф гам и ёки татбик, этилм айдиган  
синф гам и?

2 - т е о р е м а .  У з-узига  т а т б щ  эт и лувча н ли кн и  т аниш  
м уам м оси  а лгорит м ик  ечим га эга эм ас (ечилм овчидир).

10.3. Ассоциативлик хисобидаги сузларнинг эквивалент
лик муаммоси. А лгоритм ик хал этилм аслик хакддаги д а ст 
лабки натижалар математик мантик, ва алгоритмлар н азари я- 
ларида п ай до булган муам молар учун олинган эди . У ш бу  
муаммолардан айримларини 10.1—10.2- бандларда келтирдик.
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К ейинчалик, ш унга ухш аш  муам молар м атем атиканинг  
турли хил к д см л ар и д а  \а м  м авж уд эк ан л и ги  ан и к д а н д и . 
Ш улар каторида би р и н ч и  навбатда алгебраик м уам м олар, 
шу ж ум ладан, сузлар эквивалентлиги м уам м осидир.

А  = {а, Ь, с, ...} алфавит ва ундаги  сузлар  туп л ам и н и  
куриб утайлик. А гар L  су з М  су зн и н г  б и р  к,исми бул са , 
у \о л д а  L  суз М  су зн и н г  т а р ки б и га  ки р а д и  д е б  айтам из. 
М асалан, Ьса сузи  abcabac  сузи н и н г таркибига киради. Э н д и

Р -  Q  ёки Р - »  Q

куриниш идаги ж о и з урнига куйиш лар орк,али бир  хил су з-  
ларни иккинчи хил сузларга узгартириш ни куриб утамиз.

R  сузн и н г таркибига камида битта Р  суз кирган бул са- 
гина, белгиланган йуналишли (ориентирланган) Р ->  Q  урнига 
к у й и ш н и  R  сузга  куллаш  м ум к и н . Бу \о л д а  у н и н г  та р 
кибидаги исталган битта Р  суз Q суз билан алмаш тирилади.

Й ун ал и ш си з Р -  Q  урни га к уй и ш н и  R  сузга  куллаш , 
уни нг таркибидаги Р  сузн и  Q  га ёки Q  сузн и  Р  га алм аш ти- 
риш ни билдиради.

А сосан  йун ал и ш си з урнига куйиш ларни куриб утам из.
М и с о л .  а с - а с а  урнига куйиш ни bcacab  сузига икки  

хил усул билан татбик, этиш  мумкин: бу суз таркибидаги  
аса  сузин и  алмаш тириш  bcacab  сузи н и  ва ас  су зи н и  алмаш 
тириш  bcacaab  сузи н и  беради .

Бу урнига куйиш  ф орм уласи  abcab  сузига татбик, эти л 
майди.

1 - т а ъ р и ф . Бирор алф авит даги  ха м м а  сузлар  м а ж м уа 
си билан ж оиз ур н и га  цуй и ш ла р ни нг чекли  сист ем аси  (т и з и 
м и ) а ссо ц и а т и в х и с о б  деб  ат алади.

А ссоциатив х,исобни бер и ш  учун унга м ос булган алф а
вит ва урнига куйиш  си стем аси н и  бериш  киф оя.

Агар R  сузн и  ж о и з урнига куйиш ни бир  марта татбик; 
этиш  натиж асида S  сузга алмаш тириш  м ум кин булса, у х;олда 
S  ни  \а м  ш у й уси н д а  R  га алмаш тириш  м ум кин. Б у х,олатда 
R  ва S  сузлар ц уш ни  сузлар  д е б  аталади.

www.ziyouz.com kutubxonasi



2 - т а ъ р и ф .  Х,ар бир Я  ва R M(i = 1, 2,  п -  1) ж уф т  
сузлар R v R 2, ..., R n ] , R n сузлар к ет м а -к ет ли ги н и н г  цуш ни  
сузлари булса, у  холда  R r R 2, ..., R n_r  R n сузлар к ет м а -к ет л и -  
ги  R  суздан S  сузга олиб  келадиган  д ед укт и в занж ир деб  а т а 
лади.

Агар R  суздан  S  сузга олиб борадиган дедуктив занж ир  
мавжуд булса, S  суздан  R  сузга олиб борадиган дедуктив  
занж ир \а м  мавжуд булади. Бу \о л д а  R  ва S  сузларни э к в и 
валент  сузлар  д еб  айтам из ва R  ~ S  куриниш да белгилайм из.

Х ар бир ассоциатив х,исоб учун узи н и н г м ахсус сузлар  
эк ви ва лен т ли ги  м уам м оси  мавжуд: берилган ассоциатив х д -  
собдаги  \а р  кандай иккита суз учун улар узаро эквивалент- 
ми ёки йукми эканлигини билиш  талаб этилади.

А ссоци ати в х,исоб учун сузлар эквивалентлиги м уам м о
си  1911 йилда куйилган эди . Уш а йи л нин г узи да м ахсус  
куриниш даги баъзи ассоциатив х;исоблар учун сузлар эк ви -  
валентлигини таниш  алгоритм и тавсия этилган эди .

Т аби и й к и , исталган ассоциатив хдсобга  татбик эти л и -  
ш и м ум к и н  булган ум ум и й  алгоритм ни топ и ш  м асаласи  
вужудга келди.

1946 ва 1947 йилларда би р -би р и дан  бехабар х,одда рус 
м а т ем а т и ги  А .М а р к о в  ва а м ер и к а  м а т ем а т и ги  Э .П о с т  
ист алган ассоциат ив хисоби учун  сузлар эквивалент лигини  т а 
ниш  алгорит м и м авж уд  эм аслигини  курсатдилар. Улар ш ун 
дай  м уайян ассоциатив х,исоблар туздиларки, уларнинг ^ар 
би р и  уч ун  сузлар эк ви вален тлиги  м уам м оси  ал горитм ик  
ечилм овчи эди .

1955 йилда рус математиги П .С .Н ови к ов  гурухдарнинг  
айнан тенглиги м уам м оси алгоритмик ечимга эга эм асл и 
гини и сботл ади . Бу м уам м о ф орм ал равиш да ассоци атив  
хисоби даги  сузлар эквивалентлиги м уам м осининг хусусий  
хрлидир.

А .М ар к ов  ва Э .П о ст  том он и дан  тадкик этилаётган м у- 
ам м он и н г алгоритмик ечимга эга эм аслигини курсатиш  учун  
тузилган мисоллар анча мураккаб ва ю здан ортик ж о и з урни
га куйиш лар кулланилган эди .
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С анкт-П етербурглик математик Г .С .Ц ейтлин ш у м уам - 
м он и н г алгоритм ик ечилм овчилигини исботлаш  учун туз- 
ган м исолида фак,атгина еттита ж ои з Урнига куйиш дан ф о й -  
даланади.

Н авбатдаги м исол сиф атида предикатлар м антикддаги  
ечилиш  муаммоси ва ди оф ан т тенгламалар тугрисидаги Гиль- 
бертн ин г 10- м уам м осин и  курсатиш  мум кин.

1936 йилда америкалик математик А .Ч ёрч предикатлар  
м антикддаги ечилиш  м уам м оси ум ум ий х,олда алгоритм ик  
ечилм овчилигини исботлади.

1970 й и л д а  рус м атем ати к л ар и  Ю .В .М а т и я сев и ч  ва 
Г .В .Ч удновский ди оф ан т тенгламалар \а к дд а ги  Г ильберт- 
н и н г 1 0 -м уам м оси алгоритм ик ечимга эга эм асли ги ни  кур- 
сатганликларини яна бир эслатам из.

Ш ундай к д л и б, математикада куплаб ом м авий м уам 
молар алгоритмик ечимга эга эм ас.

1. А алф авит ва бу алф авитда ихтиёри й  Q  суз бер и л ган  
булсин. К уйидаги схемалар оркали берилган норм ал ал- 
горитмларнинг иш ини ифодаланг:

а) { а —»•(?;

б) В = A U {а} алфавитдаги схем а, бу ерда а е  А :

М у а м м о л и м а с а л а  ва  т о пш ирицлар

а% ->  £ а , е  А ) ,

d) В  = A  U {1} алфавитдаги схема:

{ $ - > 1  ( £ е / ! - >{ ! } )  1-
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2. /  ф ункция кисм ан рекурсив ф ункция булм аслигини и с 
бот килинг:

ч fl, агар ю_ (у )  аникланган булса,
О / ( * , y )  = L

[О, акс х;олда;

2) / ( * )  -Р’ аГа^ аникланган булса,
[О, акс х,олда;

3 ) д х  j ,)  = агар фх (з;) аникланган булса,
[О, акс холда;

4) / ( х ,  г) =  { ' ’ аГаР =  г б?ЛСа’
10, акс холда;

5) / ( * ,  у ,  z )  =

1, агар ш ундай у  мавжуд булсаки,

<Рх( у ) = z  булсин ,
0, акс холда.

3. /  ф ункция к,исман рекурсив ф ункция булиш  ёки булм ас
лигини аникланг:

= j 1» агаР VxW = 1 бУлса>
[О, акс холда;

2  ) |ан и к я ан м аган , агар фх(х ) аникланган булса,

[0, акс холда;

3 ) / ( * )  =

1, агар 1 фх ф ун кц ия кийматлар  

туплам ининг элем енти булса,

0, акс холда;

1, агар фх(>0 прим итив  

рекурсив ф ункция булса,

0, акс холда;
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5) / ( * )  =

1, агар к  со н и н и н г унлик систем асидаги  

ёй илм асида чексиз куп ноллар булса,

О, акс холда.

Мустакил ишлаш учун савол ва топширик^ар

1. Марковнинг нормал алгоритмлари. Алфавит, символлар, \арфлар, 
суз, буш суз. Алгоритм таърифи.

2. Алфавит устидаги алгоритм. Алфавитдаги алгоритм.
3. Татбик, этиладиган ва татбик, этилмайдиган алгоритмлар.
4. Урнига куйиш усули. Алгоритм схемаси.
5. Нормал алгоритм ёки Марков алгоритми.
6. Батамом эквивалент алгоритмлар. Эквивалент алгоритмлар.
7. Марков буйича кисмий хисобланувчи ва хисобланувчи функция

лар.
8. Кисмий рекурсив функция билан Марков буйича кисмий хисоб

ланувчи функция орасидаги муносабат.
9. Умумрекурсив функция билан Марков буйича хисобланувчи 

функция орасидаги муносабат.
10. Алгоритмик ечилувчи ва ечилмовчи муаммолар.
11. Математик мантикда келтириб чикарувчанликни таниш муам

моси. Чёрч теоремаси.
12. Марков, Пост, Новиков, Цейтлин, Чёрч ва бошка математиклар 

олган илмий натижалар.
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М атем атик м ан ти кн ин г м ухим  булим ларидан би р и н и  
таш кил этувчи мулохазалар алгебрасининг техникага (м а
тематик кибернетикага) татбик, этилиш ини куриш га утамиз.

М азкур бобда  реле-контактли схемалар, контактли сх е
малар ва у л а р н и н г си н т ези , ф у н к ц и о н а л  эл ем ен тл а р  ва 
улардан схемалар ясаш , куп тактли схемалар, ф ун кц ион ал  
элем ентлар си стем а си н и н г туликлиги, схем аларн и  м и н и 
м аллаш тириш  м уам м оси , тескари богланиш и булмаган ав- 
томатлар, чекли автомат х,ак,ида ум ум ий туш унчалар, М или  
ва М ур автоматлари каби масалалар куриб чикилган. М ан 
тик; алгебраси ф ун кц иялари ни  схемалар (автоматлар) ор ка
ли реализация килиш  м асаласига алохида ахамият берилган.

1 -  § .  Ф ункционал элементлар ва улардан 
схемалар ясаш

[7 [ Ф ун к ц и о н а л  элем ент . К урилм а . С хем а яса ш  ус у л л а р и .  
Ф ункц и яни нг р еализацияси . С хем анинг м а т ем а т и к  и н д у к 
ция м ет оди  буйича т аъриф и. С охт а кириш . Ф ункционал  
элем ент лар сист ем асининг т улицлиги . Ц икл. Теорема.

Б ирор курилма берилган булсин . У нинг ички таркиби  
би зн и  кизиктирм айди. К урилм анинг п та тартибланган (м а
салан, 1 д а н  п гача ракам ланган) «кириш и» ва битта «чи- 
Киши» бул си н  (VI 1.1- шакл).

t

т п  гг
1 2  3 ... п -\ п
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К урилм анинг \а р  бир кириш ига икки хил сигнал б е 
риш  м ум кин (ток бор  ёки ток йук;). Бу сигналларни б и з м ос  
равиш да 1 ёк и  0 билан белгилайм из. К урилма кириш ларига  
берилган хар бир сигналлар маж м уаси учун ун и н г чи к и ш и - 
да битта сигнал пайдо булади (1 ёки 0). Ч икиш даги си гн ал -  
н и н г киймати кириш ларга берилган сигналлар маж м уасига  
боглик, булади. Ш ундай аникланган курилмани б и з ф ун к 
ционал элем ент  д еб  атаймиз. М аълумки, хар бир ф у н к ц и о 
нал элем ентга м антик ал гебрасининг би тта/ ( * , , . . . ,  x j  ф ун к -  
ци яси  тугри келади, бу холда х, ар бир ф ункционал элем ент  
мантик; алгебрасининг бит т а ф ункциясини  р еа ли за ц и я  к и л а 
ди  д е б  айтамиз. Б уни нг учун к и риш н ин г хар бир / н о м ер и -  
га x t (1 < / < п) узгарувчини м ос килиб куям из. у  ^олда узга
р ув ч и л а р н и н г хар би р  a v  .., ап к и й м атл ар  м а ж м у а си га  
Д х ,,  ..., х п) ф ун к ц и я н и н г 0 ёки 1 га тенг Д а , ,  ..., a j  к и й м а
ти м ос келади.

Агар ф,, ..., фл ф ун кц ион ал  элем ентлар мавж уд булса, у 
холда улардан янги мураккаб ф ун к ц и он ал  эл ем ен тл ар н и  
Куйидагича ясаш  мум кин.

1. Бирорта ф ункционал элем ентни нг кириш ини иккинчи  
бир  ф ункционал  эл ем ен тн и н г чикиш и билан туташ тириш  
натиж аси да м ураккаб ф ун к ц и он ал  эл ем ен т  хоси л  килиш  
м ум ки н (V II.2 - ш акл).
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Х осил  килинган курилм ани янги ф ун к ц и он ал  эл ем ен т  
д еб  кабул килиш  м ум ки н. Бу ф ун кц ион ал  эл ем ен тн и н г ч и -  
Киши <р3 эл ем ен тн и н г чи ки ш идан , кириш лари э с а  ф2 ва ф3 
элем ентларни нг о зо д  булган кириш ларидан ибор ат булади. 
Агар янги хосил булган курилм анинг кириш ларига си гн ал 
лар м аж м уасини ю бор сак , у холда ф3 эл ем ен тн и н г о зо д  к и 
риш ларига сигналлар би р  вактда етиб бор ади , колганига  
булса, ф2 эл ем ен тн и н г чикиш идаги сигнал туш ади.

2. Бирор ф ункционал элем ентнинг икки ва ундан ортик  
кириш ларини айнан туташ тириш  натиж асида янги м урак
каб ф ункционал эл ем ент хоси л  килиш  мумкин (VI 1.3- шакл).

9-

1 Х2“ Х 3‘■ “Х4 ‘
* 5

V IL 3- шакл.

Бу ф ун кц ион ал  эл ем ен т н и н г  чикиш и ф, эл ем ен тн и н г  
чикиш идан иборат, кириш лари булса, туташ тирилмаган к и - 
риш лардан ва айнан туташ тирилган кириш ларга м ос кела
диган битта кириш дан иборат булади.

3. У чинчи усул би р и н ч и  ва иккинчи усулларнинг к ом -  
би н ац и я си дан  иборат. М асалан, бирорта ф эл ем ен тн и ш  б и 
рор кириш ига ф, эл ем ен тн и н г чикиш и, иккинчи бирор ки- 
риш ига ф2 эл ем ен тн и н г чикиш и уланади ва айрим  к и р и ш 
лари айнан тенглаш тирилади ва хоказо (VI 1.4- ш акл).
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Х о с и л  б у л г а н  я н г и  м у р а к к а б  ф у н к ц и о н а л  э л е м е н т г а  
б и р и н ч и  ва и к к и н ч и  у су л л а р н и  к у л л а б , я н а  я н ги  м у р а к к а б  
ф у н к ц и о н а л  эл е м е н т г а  эга  б у л а м и з . Ш у  п р о ц е с с и и  ч е к с и з  
д а в о м  э т т и р и ш и м и з  м у м к и н .

А гар  ф,, ф2, ..., фл ф у н к ц и о н а л  эл ем ен т л а р  м о с  р ав и ш да  
f v fr> f„ ф у н к ц и я л а р н и  р е а л и за ц и я  к д п с а , у  х о л д а  х о с и л  
бул ган  я н ги  м уракк аб ф у н к ц и о н а л  эл е м е н т  р еа л и за ц и я  к и л а
д и г а н  ф у н к ц и я  fx,f2, . .., f„ ф у н к ц и я л а р н и н г  с у п е р п о з и ц и я - 
с и д а н  и б о р а т  б у л а д и .

Х а к и к а т а н  ха м , агар б и р о р  5  ф у н к ц и я н и  р е а л и за ц и я  
К иладиган  ф. э л е м е н т н и н г  к и р и ш и г а  f{ ф у н к ц и я н и  р е а л и 
за ц и я  к и л а д и га н  фу э л е м е н т н и н г  ч и к и ш и  ул ан ган  б у л са , у  
Х олда f( ф у н к ц и я н и н г  Уша к и р и ш и га  м о с  бул ган  а р гу м ен т и  
Урнига ft ф у н к ц и я н и  к ел ти р и б к у й и ш и м и з  керак. Х а м м а  а й 
н а н  туташ ти ри лган  к ир иш лар  У рнига уларга м о с  к ел ган  ф а -  
кат би тта  а р гу м ен т  к у й и ш  к ер а к , ш у н и н г  у ч у н  V I I .2 -  ш ак л га  
а с о с а н ,  ф ф у н к ц и о н а л  э л е м е н т  р е а л и з а ц и я  к и л а д и г а н  
Д х , , х 2, х 3, х4) ф у н к ц и я н и н г  х2 а р гу м ен т и  у р н и га  ф, ф у н к 
ц и о н а л  э л е м е н т  р еа л и за ц и я  к и л а д и га н  f x(yx, у2) ф у н к ц и я н и  
к е л т и р и б  к у й и ш  к ер а к . Н а т и ж а д а , Д х , ,  f x(yx, у2)х3, х 4) =  
= \ | / ( х , ,х 3, х4, ух, у2) ф у н к ц и я н и  р е а л и за ц и я  к и л а д и га н  м у 
рак к аб ф у н к ц и о н а л  эл ем ен т га  эга  б у л а м и з , у ,  ф у н к ц и я  б у л -  
са , таъ р и ф га  а с о с а н , / в а  f x ф у н к ц и я л а р  с у п е р п о з и ц и я с и  м а х -  
су л и д и р . V I 1 . 3 - ш ак л даги  ф у н к ц и о н а л  э л е м е н т  Д х , ,  х 2, х 2, 
х4, Х5) =  у 2(х „  х 2, х 5) ф у н к ц и я н и , V I 1 . 4 - ш ак л даги  ф у н к ц и о 
н ал  э л е м е н т  э с а

Д х,, Х2, Х2, Х4, Xj, Х̂ , Ху, Xj, Ху, Xj) =
=Дх,, Х2, Х4, Xj, Х6, х7, Х8) =

— У(ф|СУ|> ^2)» 4̂* ^5’ Фг^Р 2̂* ^3  ̂ =
= ¥з(^2- *5> У\> yv 'р *2» О

ф у н к ц и я н и  р е а л и за ц и я  к и л а д и . Д е м а к , у ,  ф у н к ц и я  /  ва f x 
ф у н к ц и я л а р , \|/2 ф у н к ц и я  /  ф у н к ц и я  ва  \у3 ф у н к ц и я  э с а  
/> fv fv fi Ф у н к ц и я л а р н и н г  с у п е р п о з и ц и я с и д и р .
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Биринчи ва иккинчи усулларни куллаш натижасида \о си л  
Килинган курилмалар схемалар (myFpu схемалар) д еб  аталади.

Э нди  схем ан и н г индукция м етоди  буйича таъ риф ини  
берайлик.

1 - т а ъ р и ф .  а) Хар ка нд а й  ф ункционал элем ент  схем а  
булади. У нинг кириш и ф ункц и о н а л  элем ент нинг кириш идан , 
ч и щ и ш  булса, ун и н г  чикиш идан  иборат  булади;

б) агар  5 0 схем а ва ун и н г  и к к и т а  кириш и айнан т ут а ш -  
т ирилган булса , у  холда  хосил  булган  S  курилм а  хам  схем а  
булади. S  ни н г чикиш и S 0 нинг чикиш идан  ва S  нинг к и р и ш л а 
ри  булса, S n н и н г  т ут аш т ирилм аган  кириш ларидан  ва айнан  
т ут аш т ирилган  и к к и т а  кириш га  м ос келган  кириш дан ибо
рат  булади;

в) агар  5 0 ва S { схем алар булса, у  холд а  S 0 схем анинг б и 
рорт а к и р и ш и га  5, схем анинг чикиш ини  ула ш  нат иж асида  
Хосил булган S  курилм а  ха м  схем а булади. S  схем анинг чики ш и  
5 П схем анинг чикиш идан ва  у н и н г  кириш лари  5, нинг ха м м а  
кириш ларидан  ха м да  S  нинг чикиш и билан т ут аш т ирилган  
5 П нинг ки р и ш и д а н  т аш кари  озод колган  хам м а  к и р и ш ла р и 
дан иборат дир;

г) б) ва в ) бандларда т асвирланган  усуллар  оркали  чекли  
кадам да хар  ка нд а й  схем ани ф ункционал элем ент лардан ясаш  
м ум кин.

Бу таъриф  олдинги параграфларда функциялар су п ер 
позицияси  \а к и д а  берилган таъриф дан шакли жихатдан би р 
мунча ф арк килади. Бу ф ар к  бири нчи  навбатда схем ан и н г  
ранги (ф ун к ц и он ал  элем ентлардан схем а ясаш  учун баж а
рилган кадамлар со н и  схем анинг р анги  д еб  аталади) деган  
туш унчани киритм аганим из туф айли пайдо булди. И ккала  
таърифни таккослаб тахлил эти ш н и укувчига х;авола этам из.

Э нди  м ан ти к ал гебрасининг схем а реализация килади
ган ф у н к ц и я си н и  индукция м етоди оркали топайлик.

1. И ндукция асоси. Х ар бир ф ункционал эл ем ен т м ан 
тик ал гебр аси ни нг битта ф у н к ц и я си н и  реализация килиш и  
аникланган.
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2. И ндуктив утиш. а) Агар 5П схем а Д х ,,  ..., хп) ф ун к ц и 
яни реализация килса, у холда 1- таъриф нинг б) бан ди  а со 
си да курилган S x схем а айнан туташ тирилган кириш ларга  
м ос келадиган х г х  аргументларни айнан тенглаш тириш  н а 
тиж асида хосил килинган ф ун кц иян и  реализация килади;

б) Д х ,,  Х2, х п) ф ун кц иян и S 0 схем а ва у 2, ..., у т) 
ф ун к ц и я н и  схем а реализация ки л син , бу ерда х ,, ..., х л, 
y v у 2, ..., у т лар би р -би р и га  тенг булм аган узгарувчилар б ул 
си н . У холда 1 - таъриф нинг в) бандига асосан  курилган S  
схем а Д х ,,  ..., х м , \|t ( y v  ..., у т), х м , ..., х  ни реализация кила
ди , бу  ерда у (у ,,  у т) ф у н к ц и я / ф ун к ц и я н и н г х  аргум ен
та  урнига куйилган.

Т ен г кучли ф ун кц иял арн и  би р  хил ф ун к ц и он ал  э л е 
м ент реализация килади д еб  кабул киламиз. Б унинг учун  
сохт а кириш  деган  туш унчани киритам из.

2 - т а ъ р и ф . Агар  ф ф ункционал элем ент  реализация к и л а 
диган  Д х , y v  ..., у п) ф ункциянинг к и й м а т и  х  аргум ент га  м ос  
келга н  кириш  сигналининг ки й м а т и  (0  ёки  1)га боглик  б ул м а 
са (яъни х  узга р увчи  Д х , y v у п) ни н г сохт а аргум ент и булса, 
у  х,олда  ф э л е м е н т н и н г  х  а р гум ен т га  м о с  к и р и ш и  с о х т а  
кириш  деб  ат алади.

3 - т а ъ р и ф . Ф акат гина  ки р и ш ла р ни н г р а ка м ла н и ш  т а р -  
т иби ва  сохт а ки риш лари  билан ф арк  к и ла д и га н  ф ункционал  
элем ент лар э к ви ва лен т  ф ункц и о н а л  э л ем е н т л а р  деб ат алади.

Д ем ак , ф ун к ц и он ал  эл ем ен тн и  узгартирм асдан истал- 
ганча сохта кириш ларни ол и б  таш лаш  ёки куйиш  мум кин.

Ф = {ф,, ф2, ...,  фл} си стем а  ф,, ф2, ..., фл ф ун к ц и о н а л  
элементлар си стем аси  ва F = { f v f v  .■■,/„} си стем а ф,, ф2, ..., фл 
ф ункционал элементлар м ос равиш да реализация киладиган  
f v f v  . . . , / л ф ункциялар си стем аси  бул си н . Ф = {ф,, ф2, ..., ф„} 
си стем а кандай ш артларни каноатлантирганда, м антик ал
геб р а си н и н г  истал ган  ф у н к ц и я с и н и  у н и н г  ф,, ф2, ..., фл 
ф ун кц ион ал  элем ентларидан ясалган схем а оркали р еал и 
зация килиш  м ум кинлиги м асаласин и  курайлик.
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4 - т а ъ р и ф .  М а н т и к  алгебрасидаги и ст а лга н / ( х , ,  х п) 
ф ункцияни  Ф сист ем адаги  <р(, ф2, <рп ф ункционал элем ен 
т лардан яса лга н  схем а оркали  р еа ли за ц и я  ки ли ш  м ум к и н  булса, 
бу ф ун кц и о н а л  элем ен т ла р  сист ем аси  т у л и к  с и с т е м а  деб  
ат алади.

Биз ю к ори да схем а реализация киладиган ф ун кц ия  ш у  
схем ан и  ясаш да ф ой дал ан и л ган  ф у н к ц и о н а л  эл ем ен тлар  
реализация киладиган ф ун кц ияларн ин г суп ер п ози ц и я си дан  
иборат эк ан л и ги н и  курган эди к . Д ем ак , F =  { fr  f 2, ..., f n} 
функциялар си стем аси  П ост  теорем аси н и н г ш артларини ка- 
ноатлантирган такдирдагина, Ф = {ф,, ф2, ..., фя} си стем аси 
даги ф ун к ц и он ал  элем ентлар оркали м ан ти к ал гебраси ни нг  
исталган ф ун к ц и я си н и  реализация этадиган  схем а я саш и -  
м из м ум к и н  эк ан . Бу ер дан  ф у н к ц и о н а л  эл ем ен тл ар дан  
ясалган схем алар тили м ан ти к алгебраси ф ун кц иялари ни нг  
су п ер п ози ц и я си  тилига эквивалентлиги келиб чикади.

М и с о л л а р .  1. = {ху, x v y ,  х  } ф ункциялар си стем а 
си  тулик булганлиги учун F x н и н г элем ентларини м о с ра
виш да реализация киладиган ф,, ф2, ф3 эл ем ентлардан и б о 
рат Ф, = {ф,, ф2, ф3} си стем а тулик булади.

2 . F2 = {ху, x v y }  ф ункциялар си стем аси  тулик булмаган -  
лиги учун F2 н и н г элем ентларин и  м ос равиш да реализация  
киладиган ф,, ф2 элем ентлардан иборат Ф2 = {фр ф2} си стем а  
тулик булм айди.

3 . F3 = {ху, х  } ф ункциялар си стем аси  тулик булганлиги  
учун F3 н и н г элем ентларин и  м ос равиш да реализация кила
ди ган  ф,, ф3 элем ентлардан иборат Ф3 = {ф,, ф3} си стем а хам  
тулик булади.

4. Fa = {х  v  у ,  х  } ф ункциялар си стем аси  тулик булганли
ги учун Fa н и н г элем ентларин и  м ос равиш да реализация  
Киладиган ф2, ф3 эл ем ентлардан иборат Ф4 = {ф2, ф3} систем а  
\а м  тулик булади.

М и с о л .  Ф, = {фр ф2} ва F{ = {ху, х  } булсин . ф, ф ун к 
ционал эл ем ен т  ху ф ун к ц и ян и , ф2 эса  х  ф ун к ц и я н и  р еа-
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лизация килади. Бу ф ун кц ион ал  элем ентлар оркали x v y ,  
х - » у ,  х<->у, х  + у ,  0 ва 1 элем ентар  ф ункцияларни реали
зация кдлиш  талаб этилсин . __

1) х  v  у  ни  реализация кдли ш  учун х  v  у  = х у  ф ор м ул а
д ан  ф ой дал ан ам и з. Агарда ф2 н и ш ^ к и р и ш и га  х у  сигнал  
берсак , у холда ун и н г чи к дш и да х у  = х  v  у  сигнал  п ай до  
булади. х у  си гн алн и  хосил килиш  учун ф, эл ем ен т к и р и ш - 
ларининг бирига х  ва иккинчисига у  сигналларни б ер а -  
миз. Н атиж ада, ун и н г чи кдш ида х у  сигнал п ай до  булади  
ва уни  ф2 н и нг кириш и билан ул айм и з. х  ва у  н и  хоси л  
Килиш учун иккита ф2 эл ем ен т н и н г  б и р и н и н г ки риш и га  
х  ва и к к и н ч и си н и н г кириш ига у  сигналларни б ер и б , улар
ни нг чикиш лари ф, н и нг кириш лари билан уланади. Ш у н 
дай  килиб, V II .5 - ш аклда и ф ода этилган ( x v y )  ф ун к ц и я н и  
реализация киладиган 5, схемага эга булам из.

2) х  - » у  ф ун к ц и я н и  схем а оркали р еализац ия килиш  
учун x - » y  = x v y  = xy  ф орм уладан  ф ой дал ан ам и з. Агарда  
Ф2 эл ем ен тн и н г кириш ига ху  сигнал  бер ил са, у холда ун и н г  
чикиш ида берилган  си гн алн ин г инкор*!, яъни х у  = х  -»  у  
си гн ал  п ай до  бул ади . Уз н ав бати да  х у  си гн а л н и  х о си л
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кдлиш учун ф, элемент киришларининг бирига х ва иккин- 
чисига у  сигнални бериш керак хамда унинг чик;ишини 
ху функцияни реализация киладиган ф2 элементнинг ки
ришига улаш керак. у  сигнални хосил кдлиш учун ф2 эле
ментнинг киришига у  сигнал бериб, унинг чикдшини 
Ф, нинг иккинчи киришига улаймиз. Натижада, х —> у  = ху 
функцияни реализация киладиган S2 схемага эга буламиз 
(VII.6- шакл).

3) х<-> у  функцияни реализация киладиган схемани ясаш 
учун х у = (х -> у)(у - > x )= ( x v  у )(х v  у)  = ху ■ ху форму
ладан фойдаланамиз. Юкорида акс этгирилган услубдан фой
даланиб, х <-> у  = (х v у)(х v у)  = ху ■ ху функцияни реали
зация киладиган схемани хосил киламиз (VI 1.7- шакл).

4) 1 константани реализация килиш учун х v х = 1 ва
О ни реализация килиш учун хх = 0 формулалардан фой
даланамиз ва уларни реализация киладиган схемалар 
VII.8- шаклда келтирилган.

Мисол ечимининг тахлилидан куриниб турибдики, би
рор ихтиёрий Дх,, ..., х_) функцияни схема оркали реализа
ция килиш учун:

1) берилган Ф системадаги ф,, ..., фл функционал эле
ментлардан куп погонали схема тузишга тугри келади;

2) куп погоняли схемани юкоридан пастга караб ясашга 
тугри келади;

3) схеманинг озод чикишли функционал элементи ки- 
ришларига шундай сигналлар мажмуасини бериш керакки, 
унинг чикишида курилаётган схема реализация килиши ке
рак булган/  функцияга мос келадиган сигнал пайдо булсин;

4) схеманинг ички функционал элементлари киришла- 
рига шундай сигналлар мажмуасини бериш керакки, унинг 
чикишида сизга керак булган сигнал пайдо булсин.

Таърифга асосан берилган курилманинг схема эканли
гини аниклаш мумкин. Аммо схема эмаслигини аниклаш 
учун берилган курилманинг схемага лойик булган хусуси- 
ятларга эга эмаслигини курсатиш керак булади.
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х -> у  = ху

ф2
Ji

ху

ф.

X >
ф2

X \у

ф,
t t X
ф2 ф2

ху
ф,

Т У
ф2

У

х у
ф,

У

У

ф 2

VII.6- шакл. VII.7- шакл.

VII.8- шакл.

5 -т а ъ р и ф . ф,, ф2, фл функционал элементлар берил
ган булсин. Агар ф, элементнинг чикиши ф2 элементнинг ки
ришига, ф2 нинг чикиши ф3 элементнинг киришига ва хоказо, 
ф*_, чикиши ф̂  нинг киришига ва ф̂  нинг чикиши ф, нинг кири
шига уланган булса, у  холда бундай курилма цикл деб аталади 
ва курилмада тескари богланиш бор деб айтилади.
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Т е о р е м а , ф,, ф2, ..., фя функционал элементлардан ясал
ган S курилма:

1) ф(. (/'= 1, ..., п) элементлардан факатгина биттасининг 
чикиши озод булса;

2) хар бир ф( элементнинг кириши факатгина фу элемент- 
ларнинг биттасининг чикиши билан уланган булса;

3) S курилмада цикл (тескари богланиш) мавжуд булма
ганда ва факат шундагина схема булади.

Теоремани исбот килишни укувчиларга хавола этамиз.

2- §. Куп тактли схемалар
[7[ Такт. Ушлаб туриш вакти. Ушлаб туриш элементи. Куп

тактли схема. Бир тактли функционал элементлар сис
темасининг туликлиги. Теорема.

Мазкур бобнинг биринчи параграфида курилган функ
ционал элементлар ва улардан ясалган схемалар оний ра
вишда ишлайди деб фараз килган эдик, яъни уларнинг ки- 
ришларига сигналлар мажмуаси берилган захртиёк; (улар
нинг) чикишларида натижавий сигнал пайдо булади. Де
мак. киришларга берилган сигналлар мажмуасини ишлаб 
чик,иш учун хеч кандай вакт сарфланмайди.

Аммо, амалда функционал элемент киришларига берил
ган сигналлар мажмуасига мос келади! ан унинг чик,ишида- 
ги натижавий сигнални олиш учун бир оз вакт сарф булади. 
Бундай холатда схеманинг киришларига берилган сигнал
лар мажмуаси унинг ички функционал элементларининг 
киришларига хар хил вакгда етиб келади, чунки, биринчи- 
дан, элементларнинг киришларига етиб келган сигналлар 
бир канча элементлардан утиб келади, иккинчидан, хар бир 
элемент киришларига етиб келган сигналларни хар хил вакт- 
ларда ишлаб чикади. Бирок схема киришларига берилган 
сигналлар мажмуасини етарлича узок; вакт бериб туриш мум- 
кинки, токи схема ички элементларининг хамма киришла
рига сигналлар етиб келсин. Натижада, схеманинг чикиши
да маълум вактдан кейин унинг киришларига берилган
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сигналлар мажмуасига мос келадиган сигнал пайдо булади. 
Шундан кейин киришларга берилган сигналлар наборини 
тухтатиш мумкин ва бу схемани у реализация киладиган 
функция кийматини аргументлар кийматининг бошка маж- 
муасида хисоблаш учун ишлатиш мумкин.

Функционал элементнинг бу иккинчи хил ишлаши ку
йидаги камчиликларга эга булади:

1) киришга сигналлар мажмуасини маълум иакт даво
мида бериб туриш;

2) маълум вакг давомида схема чикишида пайдо була
диган сигнал унинг киришларига берилган сигналлар маж
муасига мос келмаслиги.

Янги шароитда кандай курилмани биз функционал эле
мент деб биламиз деган саволга жавоб берайлик.

1-таъриф. Элемент (VII.l-шакл) учун аниц булган v 
вацтдан кейин унинг чикишида киришларига берилган сигнал
лар мажмуасига мос келадиган сигнал (реализация этипади- 
ган функциянинг берилган сигналлар наборидаги киймати) пай
до б$лса, бундай курилма функционал элемент деб аталади.

Агар келгуси моментда элемент киришларига янги сиг
наллар мажмуаси берилса, у холда v вактдан кейин унинг 
чикишида берилган сигналлар мажмуасига мос келадиган 
сигнал пайдо булади, яъни киришларга кетма-кет берила- 
диган сигналлар мажмуаси бир-бирига боглик булмаган 
холда ишлаб чикилади.

Вакт дискрет равишда Узгаради деб фараз киламиз 
(t= 1, 2, 3..... к) ва вакг бирлигини бир такт деб айтамиз.

2-таъриф. v вакт (элемент киришига берилган сигнал
лар мажмуасига мос келадиган сигнал унинг чикишида пайдо 
брлишигача сарф этилган вакт) функционал элементнинг 
ушлаб туриш вакти деб аталади.

Бундан кейин схемани берилган таърифга мос келади
ган янги маънодаги функционал элемент сифатида карай- 
миз. Бундай схемаларни ясаш жараёнида ушлаб туриш эле
ментлари катга роль уйнайди.
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3- т а ъ р и ф . Агар функционал элемент чи
кишида маълум вацтдан (тактдан) кейин 
унинг киришига берилган (0 ёки 1) сигналнинг 
узи пайдо булса, у холда бундай функционал эле
мент ушлаб туриш элементи деб аталади 
(VII.9- шакл).

Ушлаб туриш элементи функцияни реализа- 
VII.9- шакл. ция кдладиган функционал элементдир, яъни 

унинг чикишида маълум вактдан кейин ки
ришига берилган сигналнинг узи пайдо булади.

Бундан кейин (агарда махсус айтилган булмаса) \амма 
функционал элементларни бир тактли, яъни элементнинг 
киришига сигнал берилгандан кейин унинг чикишида на
тижавий сигнал пайдо булгунча бир такт вакт утади деб фа
раз киламиз.

4 -т а ъ р и ф . Агар S схеманинг п та киришига (jc,, jc2, ..., хп) 
сигналлар мажмуасини бергандан маълум v тактдан кейин 
унинг чикишида/ функциянингД х , , х п) киймати хосил булса, 
у  холда S схема f {xv ..., хл) функцияни v ушлаб туриш вацти 
билан реализация килади деб аталади.

Бундай S  схемани v ушлаб туриш вакти билан Дх,, ..., хп) 
функцияни реализация киладиган функционал элемент деб 
к,араш мумкин.

Мантик алгебрасининг исталган функциясини реали
зация киладиган схема тугри схема деб аталади.

Бир тактли функционал элементлардан тузилган схе
мани куп тактли, оний равишда ишлайдиган функционал 
элементлардан тузилган схемани ноль тактли схема деб атай
миз.

1- и з о х,. Агар (бир тактли функционал элементлардан 
тузилган) тугри схемадаги \амма функционал элементлар
ни ноль тактли деб фараз килсак, у \олда х,осил булган ноль 
тактли схема х,ам куп тактли схема реализация киладиган 
функцияни реализация килади.

www.ziyouz.com kutubxonasi



2 - и з о \ .  /(* ,, ля) функцияни реализация киладиган 
S  тугри схеманинг ушлаб туриш вакти v доимо схеманинг 
кетма-кет уланган ички функционал элементлари сонига 
тенг эмас. Масалан, <р,, ср2, фп функционал элементлар
дан (VII. 10-шакл) тузилган схема (VII. 11-шакл), кетма- 
кет уланган функционал элементларнинг сони иккига тенг 
булишига карамасдан, ху функцияни реализация килувчи 
бир тактли схемадир.

3 - и з о \ .  Константаларни (0 ёки 1) реализация кила
диган схемалар ёки функционал элементларнинг х,амма ки
ришлари сохта киришлардир. Бундай схемаларни ноль тактли 
схемалар деб айтиш мумкин.

х у  z t s и v р г

VII. 10- шакл.
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Энди ф,, ф2, ..., фя бир тактли функционал элементлардан 
иборат Ф системанинг т̂ ликлик масаласини кУришга утамиз.

5- т а ъ р и ф . Агар мантик алгебрасининг исталган функ
циясини Ф = {ф,, ф2, фи} системадаги функционал элемент
лардан тузилган схема оркали реализация килиш мумкин булса, 
у холда Ф система тулиц система деб аталади.

Мисол. Ф = {ф,, ф2} шундай бир тактли функционал 
элементлар системасики, бу ерда ф, элемент х функцияни 
реализация киладиган ушлаб туриш элементи, ф2 эса ху 
Шеффер функциясини реализация киладиган функционал 
элементдир. Ушбу:

а) х ; б) ху; в) x vy ;  г) 1; д) 0; е) х + у; з) х->у; ж) х<г*у
функцияларни реализация килувчи схемаларни ф, ва ф2 
функционал элементлар оркали ясаш ва ушлаб туриш вак- 
тини (тактини) аниклаш талаб этилади.

Юкорида курсатилган функцияларни реализация эта
диган схемалар куйидагича булади (VII. 12- a-ж  шакллар):

а) х = ф2(х, х) б) ху = ф2(х, у)

______1 <Pi
Фз J
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в) x v y  = ф2(дг,у) г) 1 = Х Х = Ф 2(Х ,х )

v = 2 v = 2

Д) 0 = I е) х - у  = ху v x y  = Ф2(Ф2(*, Л»Ф2(*. >0)
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з) х у  = ф2 (х, у )  ж) х у  = (х -> у)(у х) = ху v ху

_ L _  _ L
ф2 ф2

ТX У i  ̂ J

ф, Ф 2 <f'2
ху

У‘
v = 2

Ф’2
Х ‘k t

Ф|

Ф2

Ф 2
О

ф.
ф 2

•у

v = 3
VII. 12- шакл.

М и со л л а р . 1. Шеффер функциясини реализация кдпа- 
диган ф элементдан иборат Ф = {ф} система тулик, буладими?

2. Ф, = {0, 1} элементлар системасининг тулик^игини 
исбот кдлинг.

Мисоллар ечимларининг та\лилидан маълумки, бир 
тактли ф,, ф2, ..., фя функционал элементлар системаси 
Ф{ф,, ф2, ..., фя} нинг тулик^ик шартлари ноль тактли Фи ф->, —>Ф« 
функционал элементлар системаси Ф* = {ф,, ф2, ..., ф*} нинг 
тулик̂ лик шартларига мос келмайди.

Куйидаги белгилашларни киритамиз: 1) мантик; алгебра
сининг элементлари /(0 , 0, ..., 0) = 1 ва /(1 , 1, ..., 1) = 0 
(0 ва 1 сакдамовчи функциялар, яъни аргументларини ай
нан тенглаштирилганда / функция га тенг булади) функция- 
лардан иборат тупламни Q билан;
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2) исталган кием узгарувчилар урнига константаларни 
(0 ёки 1) куйиб, цолган кисмини айнан тенглаштирганда
0, 1 ёки х  (яъни х пайдо булмайди) \осил буладиган функ- 
циялардан иборат тупламни R билан белгилаймиз.

Т е о р е м а . Агар Ф{<рг ф2, ..., фи} бир тактли функционал 
элементлар системаси реализация киладиган функциялар ичида:

а) Пост теоремаси шартларини цаноатлантирувчи функ
циялар системаси;

б) Q туплам элементи булмаган функциялар;
в) R туплам элементи булмаган функциялар мавжуд 

булганда ва фак;ат шундагина бундай система тулик; булади.

Муаммоли масала ва топширицлар

1. F2 -  ( x v  у, х) системадаги функцияларни реализация 
киладиган Ф2= {фр ф2} функционал элементлар системаси 
берилган булсин (VII.13- шакл).

VII. 13- шакл.

ху, х - t y ,  х<н>у, х + у, 0 ва 1 элементар функцияларни 
реалилизация этадиган схемалар ясанг.

2. Fx =( ху )  ва Ф, = {ф,} \амда F2 = ( x v  у)  ва Ф2 = {ф2} лар 
берилган булсин. Хамма элементар функцияларни реали
зация киладиган схемаларни аввал ф, функционал элемент 
оркали, кейин ф2 оркали ясанг.

3. VI 1.14-шаклдаги функционал элементлардан тузилган 
КУрилмаларнинг кайси бири схема булади?
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а) б)

в) г)
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__________________________________ \ Щ

4. VII. 15- шаклдаги курилмаларнинг кайси бири схема булади?

б)

VII. 15- шакл.

5. Ф= {ф,, ф2} булсин, бу ерда ф, функционал элемент x v y  
Шеффер функциясини ва ф2 функционал элемент л: функ
циясини (ушлаб туриш элементи) реализация килади. 
Мантик; алгебрасининг ^амма элементар функцияларини 
реализация киладиган схемалар ясанг. ____

6. Ф = {ф,, ф2} булсин, бу ерда ф, функционал элемент х л у  
Шеффер функциясини ва ф2 функционал элемент х  функ
циясини (ушлаб туриш элементи) реализация килади. 
x - > y - > z ,  (х v у) z, x z - > y ,  (х <-» у) —> z, (х <-> у) Z, 
(х -» у) v z функцияларни реализация киладиган схемалар 
ясанг.

Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар
1. Функционал элементлар ва улардан схемалар ясаш.
2. Схеманинг математик индукция методи буйича таърифи.
3. Функционал элементлар системасининг тулиьушги \акидаги 

теорема.
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4. Цикл деб нимага айтилади?
5. Ушлаб туриш ва^ти ва ушлаб туриш элементи.
6. Куп тактли схеманинг таърифи.
7. Бир тактли функционал элементлар системасининг тулик^иги 

\ак,идаги теорема.

3- §. Тескари богланиши булмаган автоматлар

0  Элементнинг юкори ва куйи индекси. TyFpu схема. Тескари 
богланиши булмаган автомат. Характеристик функция. 
р- индекси. Кучсиз автоматли тулик; система.

Утган параграфда мантик, алгебрасининг функциялари
ни фак;ат тугри схемаларгина реализация к;илишини карлик. 
Бир тактли функционал элементлардан ясалган схеманинг 
умумий х,олда ишлаш жараёнини курайлик. Схема кириш
ларига ^ар моментда сигналлар мажмуаси бериб турилади. 
Аник;ки, схеманинг чик;ишидаги сигнал унинг киришлари
га олдинги моментларда берилган сигналлар мажмуасига 
боглик, булади.

Функционал элементнинг куйи ва юк,ори индекслари 
деган тушунчани киритайлик.

1 -т а ъ р и ф . Схеманинг киришларига берилган сигналлар 
Ф функционал элементнинг чикишида хосил булишига кадар 
босиб утилган ички функционал элементларнинг максимал сони 
('ф элементнинг узи хом киради) элементнинг юцори индекси 
ва минимал сони куйи индекси деб аталади. ф функционал 
элемент S схеманинг чищш элементи (яъни озод чикишга эга 
булган элементи) булсин. У холда ф элементнинг юкори ва 
Куйи индексларини мос равишда |i = ц(5) ва ц = г|(5) билан 
белгилаймиз.

Демак, схема тугри булиши учун бирор ф элементнинг 
киришларига чик,ишлари уланган х,амма функционал эле
ментларнинг юк,ори индекслари тенг булиши керак (етарли 
шарт).

www.ziyouz.com kutubxonasi



Схема таърифига асосан, t вакт моментида схеманинг 
чикишидаги сигнал унинг киришларига t -  ц дан t - r \  мо- 
ментгача берилган сигналлар наборига боглик, булади. Де
мак, t моментдаги чик,иш сигнали унинг киришларига 
р = р -  л + 1 кетма-кет берилган сигналлар мажмуасининг 
функцияси булади: F ( x \ , ..., х„°; х ,',...,^ ; х,04, ..., х"'1) .

Бу ерда F — мантик, алгебрасининг р" аргументли функ
цияси ва киришларга t - \ i  + i моментда берилган сигналлар 
мажмуаси булади. Агар схема тугри булса, у х,олда ^функ
ция к,атъиян t -  г) моментда (яъни / = л -  v, албатта ц > v) 
берилган факатгина битта сигналлар ( х | , ..., х'п) мажмуасига 
боглик, булади ва S схема ^функцияни v ушлаб туриш вак,- 
ти (v такт) билан реализация килади.

2 -т а ъ р и ф . п киришга ва битта чицишга эга булган 
Курилма берилган булсин (VII. 1- шакл) Xflp бир моментда унинг 
киришларига 0 ёки 1 сигнал берилганда, чикишида х,ар бир t 
моментда 0 ёки 1 сигнал хосил булади. Чищшдаги сигнал ки
ришларга t -  |i дан / —г) моментгача р(р = ц -  г) + 1) кетма-кет 
берилган сигналлар мажмуасининг функцияси булади:

F(y° у ° -  у 1 у 1 - • у 0-1 у 0-1'i1 Лл , .Лг] , . . . , Л, п , .Л| j • • • 5 •Л’П ) •

Бу ерда t момент ц + / моментда берилган сигналлар маж- 
муига тенг булади. У холда бундай курилма тескари боглани
ши булмаган автомат деб аталади. Мантик алгебрасининг 
F функцияси унинг характеристик функцияси, р — индекси, 
v — ушлаб туриш вацти деб аталади.

Агар тескари богланиши булмаган иккита автоматнинг 
F{ ва F2 характеристик функциялари факатгина сохта аргу
ментлари билан фарк; к,илса, у х,олда бундай автоматлар 
эквивалент автоматлар деб аталади.

Хар к;андай функционал элемент бирорта тескари бог
ланиши булмаган автоматни ифодалайди. Бу элемент учун 
характеристик функция у реализация киладиган функция 
билан мос тушади, индекс ва ушлаб туриш вакти эса 1 га 
тенг булади.
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Шундай килиб, бир тактли функционал элементлар
дан тузилган х,ар кандай схема тескари богланиши булма
ган автоматни ифодалайди. Аслида функционал элементлар 
бир тактли булиши шарт эмас. Факатгина схеманинг куйи 
ва юк;ори индексларини бошкача хисоблаш керак:

Ф элементнинг куйи ва юкори индекслари деб, схема
нинг киришларига берилган сигналлар ф элементнинг чи
кишида хосил булгунча босиб утилган функционал элемент
лар ушлаб туриш вактлари йигиндисининг мос равишда 
минимуми ва максимумига айтилади.

Х,ар кандай тескари богланиши булмаган автомат уз нав
батида битта функционал элементдан тузилган схемани 
ифодалайди (ушбу фикрнинг тугрилигини исботлашни укув- 
чига х;авола этамиз).

3- т а ъ р и ф . Функционал элементлардан тузилган S  схема 
билан ифодаланадиган автомат тескари богланиши булма
ган А автоматдан факатгина ушлаб туриш вакти v билан 
фарк кчлса, бу автомат А автоматни реализация килади дейи
лади.

4 -т а ъ р и ф . Агар хар кандай тескари богланиши булма
ган автоматни ф,, ф2, ..., фл функционал элементлардан ту
зилган схема оркали реализация килиш мумкин булса, у  холда 
функционал элементлар системаси кучсиз автоматли тулик; 
система деб аталади. Бир тактли функционал элементлар 
системаси туликлигининг етарли ва зарурлик шартлари эле
ментлар системасининг кучсиз автоматли туликлик шарти
га мос келади.

4- §. Тескари богланиши булган функционал 
элементлардан схемалар ясаш. Чекли 
автомат т̂ ацида умумий тушунчалар

[7[ Тескари богланишли функционал элементлар. Хотирада 
сакловчи курилма. Схеманинг ( /+ 1 ) моментдаги холати. 
U(Q, п) автомат. Автомат холатлари. Автомат иши- 
нинг натижалари.
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Хозиргача биз функционал элемент- | ^
лардан ясалган тескари богланиши булма- I
ган схемаларни куриб утдик. Бундай чек- <р
лашни биз ноль тактли функционал эле
ментлардан схемалар ясаш масаласини ¥
ечиш учун куйган эдик, чунки, акс холда, *---------------*
бундай схемаларнинг иш жараёнини ёри- V I I .  1 6 -  ш а к л .  

тиш мумкин эмас эди.
VII. 16- шаклда курсатилган функцияни реализация кила

диган схеманинг иш жараёнини куриб утайлик. <р функцио- 
нални бир тактли элемент деб хисоблаймиз. Агар бирор t 
моментда <р нинг чикишида 1 сигнал пайдо булса, у холда 
шу моментнинг узида уша сигнал унинг киришида пайдо 
булади ва (/+ 1) моментда унинг чикишида 0 сигнал пайдо 
булади ва хоказо. Натижада, <р функционал элементнинг 
чикишида кетма-кет 1,0, 1,0, 1 ,0 ,... сигналлар пайдо булади 
ва ф ноль тактли функционал элемент булган вакгдаги кара- 
ма-каршиликлар уз-узидан йуколади. Бу схемани «кунга- 
рок» схемаси деб аташ мумкин, чунки кунгирокда бир тактда 
карама-карши кийматларга узгарадиган кетма-кет берила- 
диган сигналлардан фойдаланилади.

Бу параграфда биз куйидаги шартларни каноатланти- 
рувчи тескари богланишли схемаларни куриб чикамиз:

1) курилманинг ф(. (/=  1, 2, ..., п) элементлари орасида 
факат ва факат биттаси озод чикишга эга;

2) ф. элементнинг хар бир кириши фу. элементларнинг 
факатгина биттасининг чикиши билан уланади.

Юкоридаги шартларни каноатлантирувчи бир тактли 
функционал элементлардан ясалган тескари богланишли 
схемаларнинг ишлаш жараёнини кУриб Утайлик. Схема тес
кари богланишли булганлиги учун унинг чикишидаги сиг
нал факат схема киришларига берилган сигналлар мажмуи- 
га эмас, балки унинг ички элементларининг чикишидаги 
сигналларга хам боглик булади. Бу кейинги сигналлар схе
ма киришларига берилган сигналларга боглик булмаслиги
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х,ам мумкин ёки анча олдин берилган кириш сигналларига 
боглик, булиши мумкин. Масалан, цикл элементларининг 
кириши схема кириши булмаслиги мумкин. VII.17-шакл
даги ф бир тактли элемент x v y  функцияни, у  бир тактли 
элементи эса ( x v y ) z  функцияни реализация килади,/ — бир 
тактли ушлаб туриш элементи.

х у x y z

а) б)
VII. 17- шакл.

Агар VII. 17-о шаклдаги схеманинг у  киришига истал- 
ганча анча олдин 1 сигнали берилган булса, у холда шу 
сигналнинг узи доимо унинг чикдшида пайдо булиб туради 
(яъни сигнал хотирада сакланади).

VII. \1 -б  шаклдаги схемада у  сигнал факат z = 1 булган
дагина хотирада сакланади. г= 0  сигнални бериб, хотирани 
тозалашимиз мумкин. Шундан кейингина у  нинг янги кий
матини хотирада саклай оламиз (г = 1 кдйматда). Реал схе- 
маларда «хотирада сакловчи курилма» цикл ёрдамида реали
зация килинади.

Тескари богланишли схема иш жараёнининг характерно - 
тикасини ифодалашда унинг ички элементларининг хола- 
тини хисобга олиш керак.

S — тескари богланишли схема ва ф0, ф,, ..., ф̂  — унинг 
элементлари булсин. Бу ерда ф0 — чикиш элементи булсин, 
яъни озод чикишга эга булган элементдир. ф(. элементнинг
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чикишидаги 1 вакт моментидаги сигналини ф.(0 билан бел- 
гилаймиз (ф.(0 сигнет 0 ёки 1 га тенг). Схема чикишида 
/ моментдаги сигнал фп(0 га тенг булади.

ф(/) = {ф0(/), ф,(/), ..., фА(0} система S схеманинг t вакт 
моментидаги полати деб аталади. t моментда S  схема ки
ришларига берилган сигналларни 5,(0, s2(0, •••, s„(t) билан 
ва 5(0 = {5,(0. s2(t), ..., 5,(0} оркали уларнинг мажмуини бел- 
гилаймиз. У \олда схеманинг ( / + 1 )  моментдаги холати 
ф(/+ 1) схеманинг t моментдаги ф(0 ва 5(0 лари оркали бир 
Кийматли аникланади, яъни

ф(/+ 1) = Ф(ф(0, 5(0).
Демак, элементларнинг чикишидаги (Г+ 1) моментдаги 

сигналлар уларнинг киришларига t моментда берилган сиг
налларга боглик булар экан, яъни t моментда схеманинг 
киришларига берилган сигналлар ва элементларнинг шу мо
ментдаги чикиш сигналлари богликдир. Аникроги, Ф сис
тема (k + п + 1) аргументли (к + 1) та Ф0, Фр ..., Ф̂  мантик 
алгебраси функцияларининг мажмуидан (тупламидан) ибо
рат булади. Бу (к + п + 1) аргументларнинг айримлари сохта 
булиши мумкин. Масалан, Ф. учун факат куйидаги аргу- 
ментлар сохта эмас: ф(. элементнинг киришларига чикиш- 
лар уланган функционал элементларга ва схеманинг ки
ришлари бевосита ф(. элементнинг хам киришлари деб хисоб- 
ланадиган сигналларга мос келадиган аргументлар. Агар 
факат шундай сохта эмас аргументларни хисобга олсак, у 
Холда Ф( функция ф( элемент реализация этадиган функци- 
яга мос келади ва юкоридаги формула (/+1) вакт моменти- 
да ф(. элементларнинг чикишларида t моментда уларнинг 
киришларига берилган сигналлар мажмуига боглик булган 
кандай сигнал пайдо булишини курсатади.

Т а ъ р и ф . Q. туплам (к+  1) > 0 узунликдаги иккилик маж- 
муаларнинг бирор туплами булсин. Агар (п + k+  1) аргументли 
(к + 1) та щсман аникланган Ф( мантик алгебрасининг функ- 
цияларидан иборат Ф мажмуа курсатилган булса, у  %олда Q 
рухсат этилган %олатлар тупламида п киришга эга булган 
U(C1, п) автомат берилган деб аталади.
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Бу ерда Ф( функциялар шундай (п + к + 1) узунликдаги 
иккилик мажмуаларда аншутнганки, улардан (&+ 1) та эле
менти й кирувчи мажмуа булади ва шу мажмуадаги Ф(. функ
цияларнинг киймати £2 га киради. £2 тупламдаги элемент
лар сони автоматнинг xomupacu деб аталади. Агар автомат- 
нинг бошлангич холати <р° е Q, бирор натурал сон v (ушлаб 
туриш вак^и) ва хар бир вакт моментида п узунликдаги 
s(t) = {5,(r), s2(t), ..., sn(t)} кириш сигналлар мажмуи берилган 
булса, у холда U(Q, п) автоматнинг иш жараёни аникланган 
деб аталади.

Агар автоматнинг иш жараёни аникланган булса, у холда 
t > v учун унинг кетма-кет холатлари

Ф(/ + v) = Ф(<р(0, s(t)), ф(0) = ф°
формула оркали аникланади. Бу формула автоматнинг 
урлатлар тенгламаси деб аталади. Равшанки, автоматнинг 
Хар кандай вакт моментидаги холати ф(/) е £2 булади. ф°(/) 
(t>  v) кетма-кетлик автоматнинг чикиши (ишнинг натижаси) 
деб аталади. Агар к = 0 ва Ф факатгина s(t) га боглик булса, 
у холда U автомат мантик алгебрасининг функциясига ай
ланади.

К,абул килинган белгилашларда бир тактли функционал 
элементлардан ясалган тескари богланишли S  схема куйи- 
даги характеристикам эга булган автоматни ифодалайди: 
v = 1; ф° бошлангич холат t=  0 моментдаги S  схема элемент
лари чикишларидаги сигналлари; £2 — хамма мумкин булган 
элементлар чикишларидаги сигналлар мажмуи.

Шундай килиб, v = 1 ушлаб туриш вактига эга булган 
чекли автоматни бир тактли функционал элементлардан 
ясалган тескари богланишли схема оркали ифодалаш мумкин.

5- §. Мили ва Мур автоматлари
Чекли автомат модели. Автомат ишининг каноник тенг
ламаси. Инициал ва ноинициал автоматлар. Мили ва Мур
автоматлари, улар орасидаги муносабатлар.
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Чекли хотирали дискрет курилмалар чекли автомат мо
дели булади. Бу автоматнинг л та х,, х2, ..., хп кириши, т та 
Ур У2* •••’ Ут чикиши ва £?={g0, ..., grJ  чекли ички холати 
мавжуд.

Чекли автомат дискрет вакт ? = 0, 1, 2, ... моментларида 
ишлайди. Агар / моментдаги х. киришнинг, у. чикишнинг 
ва g холатининг кийматларини мос равишда x(V)> 7,(0 ва £(0 
билан белгиласак, у холда автоматнинг иши куйидаги ка
ноник тенглама билан ифодаланади:

y ft) = <bj(xl(t), xn(t), g( t-  1)), (/'= 1, m),
gO) = V(*|U)> •••> xH(t), g( t -  1)). (1)

(1) тенгламалардаги Фу ва у функциялар мос равишда 
j  чикишнинг функцияси ва утишлар функцияси деб аталади. 
Автоматнинг иш жараёнини аниклаш учун унинг бошлан
гич g(0) холатини курсатиш керак.

Агар g(0) ва 1 -моментдаги кириш кийматлари х,(1), 
х2(1), ..., хл(1) маълум булса, у холда (1) каноник тенглама- 
дан фойдаланиб 1 -моментдаги чикиш у;(1) ва g(l) холат- 
нинг кийматини, g(l) ва х,(2), ..., хл(2) асосида 2 - момент
даги чикиш у р .)  ва g(2) холатларни аниклаш мумкин ва 
Х.к. Икки турдаги автоматлар мавжуд: инициал ва инициал- 
мае (ноинициал). Инициал автоматларда бошлангич холат 
тайинланган (махкамланган) булади. Ноинициал автомат
ларда бошлангич холат сифатида исталган холатни олиш 
мумкин.

Ихтиёрий сондаги кириш ва чикишга эга булган авто
мат ишини аниклаш масаласи 1 та кириш ва 1 та чикишга 
эга булган автоматнинг ишини аниклаш масаласига келти- 
рилади. Шунинг учун асосий модель сифатида 1 та х ки- 
ришга ва 1 та у  чикишга эга булган автоматларни курамиз. 
Бундай автоматлар куйидаги каноник тенглама билан ифо
даланади:

y(t) = Ф(х(г), g( t -  1)), g(t) = \\i(x(t), g{ t -  1)).
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Бундай турдаги автомат Мили автомати деб аталади.
Мили автомати чекли хотирали дискрет курилманинг 

ягона модели эмас. Иккинчи модель — Мур автомати 
мавжуд. Мур автоматида чик,иш киймати уша моментнинг 
узидаёк, ички холатнинг киймати билан аникланади. 
Мур автоматининг каноник тенгламаси куйидаги куринишда 
булади:

g{t) = v(x(r), g(г- 1)), y(r) = X(g(t-  1)).
Агар биринчи тенгламадан иккинчисига g(t) киймати

ни куйсак ва Ф = Я.(у) деб белгиласак, у холда иккинчи тенг
лама куйидаги куринишга келади:

y(t) = g ( t -  1)))) = Ф(х(Г), git -  1)).
Демак, Мур автоматини Мили автоматининг хусусий 

холи деб караш мумкин. Бу ерда утиш функцияси махсус 
Ф = Ц у) куринишда булади. Худди шу каби, Мили автома
тини хам (айрим маънода) Мур автоматига келтириш мум
кин.

Демак, хор кандай инициал ва ноинициал Мили автомат
лари учун уларга эквивалент булган инициал ва ноинициал Мур 
автоматлари мавжуд (и с б о т и А.А.Шоломовнинг «Осно
вы теории дискретных логических и вычислительных уст
ройств» [49] китобида мавжуд).

Муаммоли масала ва топширицлар

1. Хар кандай тескари богланиши булмаган автоматни функ
ционал элементлардан ясалган бирор схема оркали ифо
далаш мумкинлигини исботланг.

2. Хар кандай инициал ва ноинициал Мили автоматлари 
учун уларга эквивалент булган инициал ва ноинициал 
Мур автоматлари мавжуд эканлигини исботланг.

3. Хар кандай ишлаб туриш вакти v = 1 булган чекли авто
матни бир тактли функционал элементлардан ясалган 
схема оркали ифодаланишини курсатинг.
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Мустакил ишлаш учун савол ва топширицлар
1. Элементнинг юкори ва куйи индекси. Тугри схема.
2. Тескари богланиши булмаган автоматлар.
3. Характеристик функция. Кучсиз автоматли тулик, система.
4 .  Тескари богланиши булган функционал элементлардан схемалар 

ясаш.
5. Чекли автомат х,акдда умумий тушунчалар.
6. Мили ва Мур автоматлари ва улар орасидаги муносабатлар.
7. Автомат ишининг каноник тенгламаси. Инициал ва ноинициал 

автоматлар.

6- §. Реле-контактли схемалар

[у7) Утказгичлар. Реле-контактли схемалар. Манфий кон- 
тактли реле. Мусбат контактли реле. Ушлаб туриш эле
менти. Реле-контактли схема оркали функцияни реали
зация этиш.

Бу параграфда мантик алгебраси функцияларини реле - 
контактли схемалар оркали реализация этиш усулини курамиз.

Агар \ар бир утказгичга х  узгарувчини мос килиб куйсак, 
у холда х = 1 да утказгичда ток бор ва х = 0 да утказгичда ток 
йук деб хисоблаймиз. У холда утказгичларни кетма-кет ула- 
нишига узгарувчиларнинг конъюнкцияси (VII.\%-а шакл) ва 
параллел уланишига дизъюнкцияси (б) мос келади (VII. 18-6 
шакл). Утказгичларни кетма-кет ва параллел улаш натижа-
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сида схема хосил киламиз. Бу схема факатгина монотон 
функцияларни реализация килади, чунки конъюнкция ва 
дизъюнкцияларнинг суперпозицияси оркали факат моно
тон функцияларни ифодалаш мумкин. Ихтиёрий функция
ларни реализация килиш учун х функцияни реализация 
Киладиган курилма керак булади. Буни манфий контактли 
реле оркали реализация килиш мумкин. Бундай реленинг 
схемаси VII. 19-шаклда тасвирланган. Агар А галтак урам- 
лари оркали ток утмаса (х = 0), у холда пружина В контакт- 
ни юкорига тортади ва занжир уланади (туташади). Нати
жада С чикишда ток пайдо булади ( х -  1). Агар х = 1 булса 
ва А галтак Урами оркали ток утса, у холда В контакт паст- 
га тортилади ва С чикишда ток булмайди, яъни х -  0 була
ди. Демак, манфий контактли реле ф2 функцияни реали
зация килади. Агар В контакт киришига 1 урнига у сигнал 
берсак, у холда биз ху функцияни реализация киламиз 
(VII.20- шакл).

В С

х ------------v W V ------------А х ------------ v W V

VII. 19-шакл. VII.20-шакл.

Мусбат контактли реледа агар галтак урамида ток булса 
(х= 1), у холда В контакт уланади ва С чикишда ток булмай
ди (х = 0). Шундай килиб, х функцияни мусбат контактли 
реле оркали реализация килиш мумкин (VII.21- шакл). Маъ- 
лумки, агар утказгичда ток булса, у холда у  хар тарафга 
таркалади. Масалан, x v y  ни VII. 18-шаклдаги схема орка
ли реализация кил сак, у холда х = 1 ва у  = 0 булганда, ток 
А нуктадан хар тарафга, шу жумладан, у  утказгичга мос 
булган утказгич оркали хам утади (у = 0 булишига карамас- 
дан). Бундай шароитда схеманинг иш жараёнида ноаник-
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VII.21- шакл.

х v V V V

-0 о-

x v y
о

у v W V

VII.22- шакл.

ликлар пайдо булади. Бу холдан кугилиш учун факат бир 
томонга ток утказадиган асбоблардан, шу жумладан, мус
бат контактли реледан фойдаланиш мумкин. Масалан, мус
бат контактли реледан фойдаланиб, х  v у  ни реализация кила
диган схемани VI 1.22- шаклда тасвирлангандек ясаш мумкин.

Энди реле-контактли схеманинг ишлаш вактини куриб 
Утайлик. Ток утказгичлар буйича бирданига таркалади ва 
реле ишлаши учун (контакт уланиши учун) бир такт вакт 
кетади деб хисоблаймиз. Демак, VI 1.20 ва VII.21- шакллар- 
да х  сигналга нисбатан у  сигнал бир тактдан кейин берили- 
ши керак.

Схема чикишидаги сигнал (ху ёки х у )  у  сигнал билан 
бир вакгда пайдо булади. Шунинг учун схемада берилган 
сигналларни ишлаб чикиш учун сарф буладиган вактни до
имо хисобга олиш керак, реализация буладиган функцияни 
узгартирмасдан, айрим вактларда, бу вакгни узгартириш 
керак. Бу процедурани, худди бир тактли функционал эле
ментлардан ясалган куп тактли схемаларда килганимиздек,
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ушлаб туриш элементлари ёрдами билан бажариш мумкин. 
Ушлаб туриш элементи вазифасини мусбат контактли реле 
бажаради (VI 1.21-шакл). Ушлаб туриш вакти 1 тактга тенг 
булади.

Т а ъ р и ф .  Агар реле-конт акт ли схеманинг кириш ларига  
t момент да x v х 2, ..., х п сигналлар набори берилганда, унинг  
чикиш ида t + v м ом ент да / ( * , ,  х 2, ..., х п) сигнал пайдо булса, у  
х,олда реле-конт акт ли схема f ( x r  х 2, ..., хп) ф ункцияни  v у ш 
ла б  туриш вакт и билан реализация килади деб аталади.

Кетма-кет берилган сигналлар бир-бирига боглик, булма
ган х;олда ишлаб чицилади.

Шундай килиб, мантик, алгебрасининг исталган функ
циясини айрим ушлаб туриш вакти билан реле-контактли 
схема оркали реализация килиш мумкин. (Ушбу хулосани 
исбот к,илишни укувчига хавола этамиз).

М и с о л . а) х у  v  z  ; б) х у  v z t ; в) х у  v у х  v  x z  функ
циялар реле-контактли схема оркали реализация к,илинсин.

Берилган функцияларни схема оркали реализация килиш 
учун утказгичларни кетма-кет ва параллел улашлар нати
жасида элементар конъюнкцияларни ва уларнинг дизъюнк- 
цияларини реализация киламиз. Манфий контактли реле
дан фойдаланиб узгарувчиларнинг ва айрим элементар конъ
юнкцияларнинг инкорларини реализация киламиз. Мусбат 
контактли реле оркали сигналларнинг бир вактда етиб ке- 
лишини таъминлаймиз. Натижада, VII.23- шаклда курсатил
ган схемаларга эга буламиз.

7- §. Контактли схемалар ва уларнинг синтези
[7[ Авт омат нинг кириш и. Авт ом ат нинг чикиши. К онт акт - 

ларни параллел ва кет м а-кет  улаш . У т казувчанлик ф унк
цияси. Мух,им занж ир. П - схема.

Хар бир автомат турлича контактли ёки контактсиз схе- 
малардан фойдаланиш асосида тузилади. Биз контактли схе
малар билан жихозланган автоматлариинг ишини умумий 
холда куриб утамиз.
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VII.24- шакл.

Масалан, VII.24- шаклда курсатилганидек, симлардан, 
иккита Г, ва Т2 кугбдан, бешта Р{, ..., Р$ кнопка билан таъ- 
минланган контактлардан ясалган тузилма контактли схе
ма деб аталади. Г, кугб электр токи манбаини ифодалайди, 
Т2 к;утб эса автоматнинг «чик;иши»да ишни бажарувчи 
курилмани билдиради. Автоматнинг «чик;иши»да иш бажа- 
рилганлиги хакдда хабар берувчи контрол лампа урнатиш 
мумкинлигидан, Т2 кугб мана шу лампани тасвирлайди деб 
айта оламиз.

Схемада кнопкалар тегишли равишда ёкилса ва, демак, 
схема буйича ток юрадиган булиб контактлар тиютанса, 
Г, кугбдан Т2 кугбга борган ток контрол лампочкани ён- 
диради.

Энди хар бир мураккаб контактли схеманинг таркибий 
кисмларини ташкил этувчи энг содда контактли схемалар 
билан танишамиз.

VII.25- шаклдаги схема битта симдан, Г, ва Т2 кугблар- 
дан ва Р кнопкали битта контактдан ясалган.

Р кнопка ёк;илганда, контакт тикланиб, ток схема буйича 
Тх дан Т2 га томон юради ва контрол лампа ёнади. Р кнопка 
очик булганда контакт узилиб, ток булмайди ва лампа 
ёнмайди. Р кнопкага х — «Р кнопка ёпик;» деган мулохаза
ни мос келтирамиз. Р кнопка хак;ик,атан ёпик, булса, х му
лохаза чин булади. Бу холда контрол лампа ёнади. Р  кнопка 
очик, булганда эса х мулохаза ёлгон булади ва бу холда кон
трол лампа ёнмайди.
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Шундай килиб, х мулохазанинг чин-ёлгонлиги билан 
ток бор-й^клиги (контрол лампанинг ёниш-ёнмаслиги) ора
сида узаро бир кийматли мослик урнатилади ва буни ушбу 
жадвал ифодалайди:

X схемада ток
ч бор
ё йук

Энди кетма-кет уланган иккита Р ва Q кнопкали (икки 
кетма-кет контактли) схемани олайлик (VI 1.26- шакл).

VII.26- шакл.

Р ва Q кнопкаларга мос равишда х — «Р кнопка ёпик» 
ва у  — «Q кнопка ёпик» деган мулохазаларни мос келтира- 
миз. У холда

X У Схемада ток х л у
1 1 бор 1
1 0 йУк 0
0 I йук 0
0 0 т к 0

Демак, схемада ток бор-йуклиги (хлу) конъюнкция- 
нинг чин-ёлгонлигига мос келади.
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Параллел уланган икки Р ва Q кнопкали схемага муро- 
жаат к;иламиз (VII.27- шакл).

VII.27- шакл.

X У Схемада ток x v y
1 1 бор 1
1 0 бор 0
0 1 бор 0
0 0 йук 0

Демак, параллел уланган икки Р ва Q контактли схема
да ток бор-йуклиги (х v у) дизъюнкциянинг чин-ёлгонлиги 
билан аникланади.

VI 1.26 ва VI 1.27- шаклларда берилган схемаларни умум- 
лаштириб, п та Pv ..., Рп кнопкани кетма-кет ва, шунинг
дек, параллел улаш мумкин. Бунинг натижасида п та кет- 
ма-кет ва п та параллел контактли схемалар ясалган булади. 
Улар мос равишда (х, л х2 л ... л хп) ва (г, v v ... v хп) функ
цияларни реализация килади, бу ерда х(. мулохаза Р. кнопка 
ёпик эканлигини билдиради.

Шундай жуфт-жуфт кнопкалар билан таъминланган 
контактли схемаларни хам ясаш мумкинки, хар жуфт кноп- 
канинг исталган бири ёпилганда (очилганда), иккинчиси 
очилади (ёпилади). Бир жуфт кнопка Р  ва Ркаби белгила
нади. Р кнопкага х мулохаза мос келганда, Р га х нинг х 
инкорини мос келтириш табиийдир, чунки Р — ёпик, Де- 
мак, х чин булганда, Р — очик, демак, х — ёлгон булади.

Бир жуфт кнопкали энг содда схемалардан биттаси куйи- 
дагичадир (VII.2 8 -шакл).
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VII.28- шакл.

Кнопкаларнинг биттаси очилганда иккинчиси албатта 
ёпилгани учун бундай схемада ток хеч к,ачон булмайди. 
VII.28- шаклдаги схема жадвали куйидагича булади:

X X Схемада ток Х Л Х

I 0 йук 0
0 1 йУк 0

Бир жуфт кнопкали схемаларнинг иккинчиси куйида
гича булади (VI 1.29- шакл):

VII.29- шакл.

Бу ^хемада ток хар доим бор, чунки Р ёпик; булса (у 
Холда Р очик; булади), ток юкори симдан Р оркали утади. 
Схема жадвали куйидагича булади:

X X Схемада ток XVX
1 0 бор 1
0 1 бор I

Шундай килиб, хар бир содда контактли схема мулоха
залар алгебрасининг маълум бир функциясини реализация 
цилади. Бу функция контактли схеманинг утказувчанлик 
функцияси деб аталади. Биз куриб утган энг содда схемалар
нинг утказувчанлик функциялари куйидагича булади:
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Бу функцияларнинг чинлик жадваллари тегишли схема- 
ларда качон ток булиши ва к;ачон булмаслигини курсатади.

Содда схемаларнинг турли комбинацияларидан хар хил 
мураккаб контактли схемаларни тузиш мумкин. Бундай схе
маларнинг хар бирига (1) функцияларнинг суперпозиция- 
сидан хосил килинган функциялар мос келади.

Масалан, VII.3 0 -шаклдаги схеманинг утказувчанлик 
функциясини топайлик. Аввало, Р, Q, R кнопкаларга мос 
равишда х, у, z мулохазаларни мос келтирамиз. У холда 
P , Q , R  га x , y , z  мулохазалар мос келади. Схеманинг 
юк;ори кисми х л  [(у л  z)  v х] формула билан, пастки кисми 
z л  у  л  [х v  у] формула билан ифодаланади. Юкори ва паст
ки кисмлар параллел улангани учун бутун схеманинг утка
зувчанлик функцияси куйидагича булади:

Д х , у, z)  = {X A [O’ A z)  v X]} V  [z А у А (Х V  у)] .
Аксинча, мулохазалар алгебрасининг хар бир функция- 

сига бирор контактли схема мос келади. Масалан,
f ( x ,  У, Z) = ( x v  у)  A ( y v  Z) a (x v  y v  Z) (2)

функция ва х, у, z узгарувчиларга мос келадиган Рг Р2, Ръ 
кнопкалар берилган булсин. У холда (2) функцияга VII.31- 
шаклдаги контактли схема мос келади.

Бундан кейин, схемаларнинг к^риниши оддий булиши 
учун, контактни икки кутбга эга булган кесма оркали ифо- 
далаймиз (кесмани икки цутбли деб атаймиз). Агар кесма 
уланувчи булса, уни х билан, ажратувчи булса, х билан 
белгилаймиз. Бу ерда х — галтакда реализация килинадиган
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VII.31- шакл.

узгарувчи. Хар бир галтакка битта узгарувчи мос келади ва 
у билан исталганча сондаги контактлар уланиши мумкин. 
Кесмалар цутблари оркали бир-бирлари билан уланади. Х^Р 
бир схема кириш ва чикишга эга булади. Схеманинг кири
шига ток берилганда, унинг чикишида бир тактдан кейин 
ток пайдо булса, у холда схемада утказувчанлик бор деб ай
тилади, акс холда, утказувчанлик йщ  деб айтилади.

Кесмаларнинг VTT.32- шаклдагидек кетма-кет уланиши- 
ни занжир деб атаймиз.

VII.32- шакл.

Занжирда битта контакт бир неча марта катнашиши 
мумкин. Биринчи контактнинг кириши схеманинг кири
шига ва охирги контактнинг чикиши схеманинг чикишига 
тугри келади. Узгарувчиларнинг бирор кийматлари мажмуи- 
да схеманинг (ДНШ куринишидаги функцияни реализа
ция киладиган схеманинг) чикишида ток булиши учун \еч 
булмаганда бирорта занжирнинг хамма контактлари улан
ган булиши етарли ва зарурдир. Агар схемага кирувчи хар 
бир Г занжирга узгарувчиларнинг ёки улар инкорларининг 
Ur элементар конъюнкциясини мос килиб куйсак, у вактда 
схемага кирувчи занжирларга мос келган Г элементар конъ
юнкцияларнинг дизъюнкциясига схеманинг утказувчанлик 
функцияси мос келади.
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Шуни таъкидлаш керакки, схеманинг утказувчанлик 
функциясини хосил кдлиш учун айрим занжирларнинг 
дизъюнкциясини олиш кифоядир.

1 - т а ъ р и ф . ХаР бир кутпбдан бир марта утган занжир 
мух;им (жиддий) занжир деб аталади (яъни схеманинг кири
ши ва чикишига биттадан контакт ва занжирнинг колган 
Кутбларига иккитадан контакт myFpu келадиган занжир му- 
у;им занжир деб аталади).

М и с о л л а р .  1. Х,ар бир схемада чекли сондаги мухим 
занжирлар мавжуд булишини исбот кдлинг.

2. Мухим занжирлар га мос келувчи конъюнкцияларнинг 
дизъюнкцияси схеманинг утказувчанлик функциясига тенг 
кучли эканлигини исбот кдлинг.

2- мисолнинг натижасига асосан, схемага к;араб унинг 
утказувчанлик функциясини ёзиш мумкин.

VII.3 3 -шаклда берилган схемаларнинг утказувчанлик 
функцияларини топайлик. Бундан кейин рангсиз доирача 
билан схеманинг кириши ва к;ора рангли доирача билан схе
манинг чикдши белгиланади. Ушбу формулалар

а) xyt v  tyt v xz v tz v yxt v yxyz = yt v x z v  tz v  y x t ;
б) xyx v  xtx v  xytyx v xtytx v  xyx v xtx v xtytx v xytyx = 0;
в) xy V tu v  XZU V  tzy

VII.33- шаклнинг мос равишда а), б) ва в) бандларида курса
тилган схемаларнинг Утказувчанлик функциялари булади.

У У
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VII.34- шакл.

Энди тескари масалани курайлик, яъни берилган фун- 
кцияга к̂ араб уни реализация киладиган схемани ясаш ма
саласини курамиз. Бунинг учун функцияни ДНШ куриниши
га келтирамиз. ДНШ ифодасидаги хар бир х,0' х°2 х301 . . .х°к 
элементар конъюнкцияга мос равишда битта кетма-кет улан
ган контактларни мос куямиз (VII.32- шаклга каранг). Бун
дан кейин хамма киришларни ва чикишларни мос равишда 
айнан туташтирамиз. Хосил килинган схема ДНШ курини
шидаги функцияни реализация килади.

Берилган: а) (у v  z) -» ху ; б) zy <-> ху ва в) (х + у  + z) 
функцияларни контактли схемалар оркали реализация килай
лик. Бунинг учун функцияларни ДНШ куринишига кел
тирамиз:

а) (у v z) —» ху = у  v  z  v ху = y z  v  ху (VTI.34-<3 шакл);

б) zy <-> у х  = (ф> v  ух)(^у v  >гс) = (z v  у  v  yx){zy v у  v  х) = 
= (г v  у )(у  v  х ) = z y v  zx  v  у х  (VII.34-5 шакл);

в) х + у  + z  = xyz v xyz v  xyz v  xyz (VII.34-е шакл).
Биз юкорида ДНШ куринишидаги функцияни контакт

ли схема оркали реализация этишни курдик. Табиийки, 
КНШ куринишидаги функцияни хам контактли схема ор-
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VII.35- Шакл. VII.36- шакл.

к,али реализация этиш мумкин. Бунинг учун, биринчи нав- 
батда, хар бир элементар дизъюнкцияларни реализация кила
диган схемалар тузамиз (VII.35- шакл). Иккинчи навбатда, 
элементар дизъюнкцияларга мос келган схемаларнинг бит
тасининг чикишини иккинчисининг киришига, иккинчи
сининг чикишини учинчисининг киришига ва хоказо улаб 
чикамиз (VI 1.36-шакл). Биринчисининг кириши контакт
ли схеманинг кириши ва охиргисининг чикиши схеманинг 
чикиши булади. Х̂ осил килинган схема КНШ куринишда
ги функцияни реализация килади.

Юкорида келтирилган алгоритмдан фойдаланиб,
а) {у v z) -» ху ; б) zy <-> ху ва в) (х + у  + z) функцияларни 
контактли схемалар оркали реализация этиш талаб этил
син.

а) }\ ( х ,  у, z) =  ( у  v  z) - >  ху функцияни КНШ курини
шига келтирамиз ва уни соддалаштириш учун таниш булган 
ушбу

тенг кучли формулалардан фойдаланамиз: 

f ,  (х, у , z) = у  v  z v  ху = y z  v  ху = y (z  v  х) (VTI.37-o шакл);

б) f 2(x,y,  z) = & <r>yx=(zyvyx)(yxvzy) =
= ( z v y v y x ) ( x v y \ / z y )  = ( z v y ) ( x \ / y )  (VII.37- б шакл);

х  v  ху = х,
X V ху -  X V  у  , 
х(х V у) = ху ,

х(х V  у )  =  X,

X  V  ху = X V у  , 
х(х V у) = ху
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У *

а) б)

в)
VII.37- шакл.

в) /з  = x  + J  + Z = ( x v y v ^ ) ( x v j v z ) ( A 'v j 'v ^ ) A ( j [ v y v ^ )  
(VII.37-0 шакл).

Параллел—кетма-кет улаш натижасида х,осил этилган 
схемалар классини индуктив тарзда ифодалайлик.

2- т а ъ р и ф . Бир конт акт дан иборат схема элементар 
схема деб аталади. Элементар схемаларнинг айримларчни чек
ли  сон март а параллел ва кет м а-кет  улаш  нат иж асида ос ил 
булган  к о н т а к т  схем а параллел—кетма-кет схема ёки  
П-схема деб аталади.

Равшанки, элементар схемалардан хар кандай усул би
лан ясалган П-схемага дизъюнкция, конъюнкция ва инкор 
амаллари билан ифодаланган $тгказувчанлик функцияси мос 
келади ва, аксинча, хар кандай шундай функция учун маъ
лум П-схема ясаш мумкин.

И з о х -  Хар кандай контактли схема П-схема була ол
майди.

М и с о л .  Берилган f x (х, у , z , t)  = (х  v y z ) ( x y  v z t)  ва 
f i ( x > У> Z, t)  = (x(y v z)  v t )x  функциялар учун П-схемалар 
ясаш талаб этилсин.

а) х, у, z, t, z  ни реализация киладиган элементар схе
маларни тузамиз (VII.38- шакл).

www.ziyouz.com kutubxonasi



X у  Z t Z
О--------- •  о--------- •  о--------- •  о--------- •  о--------- •

VII.38- шакл.

х ва у  узгарувчиларга мос булган контактлар икки дона- 
дан булиши керак. Энди контактларни кетма-кет улаб, y z ,  
ху ва zt элементар конъюнкцияларни реализация киламиз 
(VII.39- шакл).

У z  х у  z  t
О------------ 1------------ •  О-------------1------------ •  О-------------1------------ •

VTI.39- шакл.

Учинчи кддамда, параллел улашдан фойдаланиб, x v  y z  
ва ху v zt функцияларни реализация киламиз (VII.40- шакл).

Хосил килинган схемаларни кетма-кет улаб, берилган 
f x (х, у, z, t) = ( x v  yz) (xy v  zt) функцияни реализация эта
диган П-схемага эга буламиз (VII.4 1 -шакл).
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б) f i ( x , y , z , t )  = ( x ( y v z ) v i ) x  функцияни реализация 
киладиган П-схема VII.42- шаклда курсатилган.

8- §. Контакт схемаларни минималлаштириш 
муаммоси

[7[ Минимал схема. Схемаларни минималлаштириш муаммоси.
Минимал схема булишлик шарти. Шеннон функцияси.
Контактлар сонини ба^олаш.

Маълумки, битта функциянинг узини \ар хил контакт
ли схемалар оркали реализация килиш мумкин, чунки функ
циянинг ДНШ (КНШ) куриниши ягона эмас. Функцияни 
контактли схема оркали реализация этишда, табиийки, схе
мада мавжуд булган контактлар сони мумкин булгунча энг 
кам булишига ёки, хеч булмаганда, шу энг кам сондан сал- 
гина ортикрок булишига интиламиз. Битта утказувчанлик 
функциясига эга булган хамма схемалар ичида мумкин 
булгунча энг кам сонли контактга эга булган схемани 
минимал схема деб айтилади.

а) о
х У4  О О -• о- о

б)

У

в)

VII.42- шакл.
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Мантик, алгебраси функцияларини минимал схемалар 
орк;али реализация этиш муаммосини ечиш жуда катта ил- 
мий-амалий ахамиятга эга булган долзарб муаммодир. Аф- 
суски. аник схемаларнинг минимал схема эканлигини ис
ботлаш айрим \оллардагина мумкин.

Схемаларни минималлаштириш муаммоси мантик ал
гебраси функцияларини минималлаштириш муаммоси би
лан чамбарчас боглангандир.

Айрим холларда берилган схеманинг минимал схема 
эканлигини курсатадиган хусусиятларни топиш мумкин. 
Буни мисолларда курайлик.

Агар бирорта узгарувчи функциянинг сохта эмас (му- 
хнм) аргументи булса, у холда ушбу функцияни реализация 
этадиган схемада камида уша узгарувчига мос келадиган 
бир дона контакт мавжуд булиши керак. «Куприкча» реали
зация этадиган утказувчанлик функцияси f { x , y , z , u , l )  = 
-  ху v tu v xzli v tzu булади. Бу функциянинг хамма х, у, z, t, u 
аргументлари мухим аргументлардир (масалан, t = z = u  = О, 
у = 1 булганда, функциянинг киймати х га боглик булади; 
л-  ̂ // = 1 булганда функциянинг киймати z га боглик булади 
I и' хоказо). Схемада бу аргументларга мос келган контакт- 
лар бнр мартадан катнашган. Демак, «куприкча» схемаси 
минимал схемадир.

Шундай килиб, агар схемадаги контактлар хар хил узга
рувчиларга мос келса ва бу узгарувчилар утказувчанлик 
функциясининг мухим аргументлари булса, у холда схема 
минимал схема булади.

Энди VII.4 3 -шаклда ифодаланган схема минимал схе
ма булишини курсатайлик.

Берилган бу ихтиёрий схемада х { узгарувчига мос булган 
контактлар факат мусбат булсин. У холда f { x v х2, ..., хп) 
утказувчанлик функцияси учун

f { x v х2, ..., х,,)>/((), х2, ..., хя)
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VII.43- шакл.

муносабат хамма х2, ..., хп учун бажарилади (агар схемада 
айрим контактлар уланган булса, у холда схемада утказув
чанлик йуколмайди). Худди шу каби, агар х, га факатгина 
манфий контактли контактлар мос келса, у холда

/(1 , х2, ..., * ,,)< /(0, х,, ..., хн)

муносабат хамма х,, х3, ..., хп учун бажарилади.
Шундай сигналлар мажмуи (а2, а3, ..., ал) мавжуд бул- 

синки,/(1 , а2, ..., ад)< /(0 , а 2, ..., а я) бажарилсин. У холда 
/  функция х, аргументи буйича усмайди ва /  функцияни 
реализация киладиган хар кандай схемада х, га мос булган 
манфий контакт бор деб айтамиз.

Худди шу каби, ((32, ..., (Зп) мажмуа учун
Д 1 , Р 2, ..., Р„)>/(0, р2, ..., ря)

бажарилса, у холда /  функция х, аргументи буйича камай- 
майди ва /  ни реализация киладиган схемада х̂  га мос мус
бат контакт бор деб айтамиз. Агарда / функция х, аргументи 
буйича на камаювчи ва на усувчи функция булса, у холда 
/  функцияни реализация килувчи схемада х, аргумент бу
йича хам манфий, хам мусбат контактлар мавжуд булади.
VI 1.44- шаклдаги схеманинг утказувчанлик функциясининг 
/  = X|X2..X„Vх, Xj...х„ куриниши булади. а2 = а3 =... = ая = 0 да 

/  функция х, аргументи буйича ортувчи булмайди ва 
Р2 = Рз = ... =Pn= 1 да камаювчи булмайди. Курилаётган функ
ция хамма аргументларига нисбатан симметрик булгани 
учун, колган хамма аргументлари буйича хам усувчи ва кама-
22 -  Х-Тураев
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VII.44- шакл.

ювчи функция булмайди. Курилаётган схемада хар бир узга
рувчига мусбат ва манфий контакт тугри келгани учун бу 
схема минимал схема булади.

Демак, агар схемада %ар бир узгарувчига биттадан м ус
бат ва манфий конт акт  мос келиб, ф ункциянинг %амма аргу
ментлари му%им аргументлар булса ва бу узгарувчилар буйича  
функция усувчи х,ам, камаю вчи %ам булмаса, у  у;олда схема  
минимал схема булади.

/  = x , x 2. . .x „ v  х, х ,  . . . х „  функцияни реализация килади
ган VI 1.44- шаклдаги схемадан фарк киладиган минимал схе
ма тузиш талаб этилсин. Бунинг учун / функцияни

/  = (х, v x 2) ( x ,  v x 3) ( x 3 v x 4)...(x„_, v x „ ) ( x „  v x , )

куринишдаги КНШ га келтирамиз ва уни реализация кила
диган схема минимал булади (VI 1.44- шакл).

Демак, битта функцияни хар хил минимал схемалар ор- 
Кали реализация килиш мумкин экан, яъни минимал схема 
ягона эмас.

П-схемалар тупламида (классида) хам минимал схема
лар мавжуд булади. Минимал П-схема хамма схемалар клас
сида хам минимал схема була оладими ёки йукми деган 
савол тугилади.

«Куприкча» минимал схемаси оркали реализация килин
ган /  = ху  v t u v  xzu  v tzy функция учун 5 контактли П-схе
ма мавжуд эмаслиги куйилган саволга жавоб беради.

/ ( х ........ . х ;1) мантик алгебрасининг функцияси булсин.
L (f)  оркали уни реализация киладиган минимал схемадаги
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контактлар сонини ва L J J ) оркали П-схемадаги контакт
лар сонини белгилаймиз. У холда

L(f) < Ln(f)

булади. m axl^) = L(n) ва maxLn(f) = Ln(n) лар Шеннон функ
циялари деб аталади. п аргументли /(* ,, ..., хп) функцияни 
схема оркали реализация килиш учун зарур булган макси
мал ва минимал контактлар сонини топиш масаласи катта 
амалий ахамиятга эга эканлиги хаммамизга маълум. Ил
мий изланишлар хозирги вактда куйидаги бахони беради:

\ т ‘

< L(n) < 3 • 2"-' -  2 .

Муаммоли масала ва топширицлар

1. Куйидаги функцияларни реализация киладиган реле- 
контактли схемалар ясанг:
а) X + y  + z; б) (х -> у) <-> z; в) (ху v  Z ) - » t;
г) х -> у -> г; д) (х v у) н  z; е) хг -> г;
ж) (х у) - » г; з) (х <-> у) <-> г; и) (х -> у) v z.

2. Хар бир схемада чекли сондаги мухим занжирлар мав
жуд булишини исбот К И Л И Н Г .

3. Мухим занжирларга мос келувчи конъюнкцияларнинг 
дизъюнкцияси схеманинг утказувчанлик функциясига 
тенг кучли эканлигини исбот килинг. Мисолнинг нати- 
жасига асосан, схемага караб унинг утказувчанлик функ
циясини ёзинг.

4. Хар кандай контакт схема П-схема була олмаслигини 
исботланг.

5. 1) Куйидаги функцияларни реализация киладиган П-схе- 
маларни топинг:
А(х,  у, z) = х у z, f 2(x, у, z) = х ^  у  ^  z ,
/ 3(х, у, Z, о  = (ху V /) <-> (ху -> z ) ,
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2) VI 1.45-шаклда курсатилган схема («куприкча») FI- 
схема була олмаслигини исботланг.

VII.45- шакл.

6. Агар куйидагилар аник, булса, у холда турт талабадан 
к;айси бири имтихон топширган:
1) агар биринчи талаба имтихон топширган булса, у холда 
иккинчиси хам топширган;
2) агар иккинчи талаба имтихон топширган булса, у холда 
учинчиси топширган ёки биринчиси топширмаган;
3) агар туртинчи талаба имтихон топширмаган булса, 
у холда биринчиси топширган ва учинчиси топширмаган;
4) агар туртинчи талаба имтихон топширган булса, у холда 
биринчиси хам топширган.

7. Туртта дуст — Сафаров (С), Бекмуродов (Б), Хужаев (А), 
Азизов (А) мехнат таътилларини турт шахарда — Тошкент, 
Бухоро, Самарканд ва Фаргонада утказишга келишдилар. 
Куйидаги чеклашлар мавжуд булган холда улардан хар 
бирининг кайси шахарга боришини аникланг:
1) агар С Тошкентга бормаса, у холда X  Бухорога бор- 
майди;
2) Агар Б Тошкентга хам, Фаргонага хам бормаса, у холда 
С Тошкентга боради;
3) агар X  Фаргонага бормаса, у холда Б Самаркандга 
боради;
4) агар А Тошкентга бормаса, у холда Б Тошкентга 
бормайди;
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5) агар А Бухорога бормаса, у холда Б Тошкентга бор- 
майди.

8. Терговчи бир вактда уч гувохни — Донакул, Тошпулат ва 
К.ОСИМНИ сурок; килди. Уларнинг курсатмалари бир- 
бириникига карама-карши эди ва уларнинг \ар бири 
кимнидир ёлгончиликда айбларди:
1) Донакул Тошпулатни ёлгон курсатма беряпти деб 
айбларди;
2) Тошпулат Крсимни ёлгончи деб айбларди;
3) Крсим терговчини Тошпулатга хам, Донакулга хам 
ишонмасликка чакирарди.
Аммо терговчи уларга бирорта х,ам савол бермасдан ким 
тугри гапираётганини аникдади. Гувохлардан кайси бири 
тугри гапираётган эди?

9. «Уч талабадан кайси бири математик мантикни укиган» 
деган саволга ушбу турри жавоб олинган: «Агар биринчиси 
укиган булса, у холда учинчиси хам укиган, аммо, агар 
иккинчиси укиган булса, у холда учинчиси хам укиган 
дегани нотугри».
Ким математик мантикни укиган?

Мустакил ишлаш учун савол ва топширик^лар

1. Мусбат ва манфий контактли реле.
2. Реле-контактли схема оркали функцияни реализация килиш.
3. Контактларни параллел ва кетма-кет улаш. Утказувчанлик функ

цияси.
4 .  Му\им занжир ва П-схема \ак,ида тушунчалар.
5. Контакт схемаларни минималлаштириш муаммоси. Минимал схема 

булишлик шарти.
6. Шеннон функцияси. Контактлар сонини ба\олаш.
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МАТЕМАТИК м а н т и к ; ф у н к 
ц и я л а р и н и  МИНИМАЛ
ЛАШТИРИШ МУАММОСИ

Мазкур бобда дискрет математикани математик кибер
нетикам татбикд, яъни минимал дизъюнктив нормал шакл
даги функцияларни ясаш ва уларни ечиш йуллари курса
тилган. Бу ерда дизъюнктив нормал шакл (ДНШ)ни содда- 
лаштириш, энг кдск;а ДНШ, кдскартирилган ДНШ, тупик- 
ли ДНШ, Квайн ДНШ ва минимал ДНШ ни ясаш алгоритм
лари келтирилган. Аналитик ва геометрик тарздаги алго- 
ритмларнинг эквивалентлиги курсатилган.

1- §. Масаланинг к^йилиши

[у7! Элементар конъю нкциянинг ранги. М улохазалар алгебраси 
ф ункцияларини м инималлаш т ириш  муаммоси. Соддалик  
индекси ва унинг хусусиятлари. М инимал ДН Ш . Энг киска  
ДН Ш . Тривиал алгоритм. «Бирма-бир куздан кечириш »  
алгоритми.

1 - т а ъ р и ф . Ушбу

К  = ■ х °г ■ ■ ■ Х1Г (У* ^  Да ‘у * ' ^  W
ифоди элементар конъюнкция деб аталади. г сон элементар 
конъюнкциянинг ранги дейилади. Константа 1 ни ранги 0 га 
тенг булган элементар конъюнкция деб биламиз.

2- т а ъ р и ф . Ушбу

D = V К, (/ = j  да К * К) (2)
/=1 J

ифода дизъюнктив нормал шакл (ДН Ш ) деб аталади, бу ерда 
Kj — ранги i га тенг булган элементар конъюнкция.

Маълумки, D дизъюнктив нормал шакл мантик, алгеб
расининг маълум бир /(х р х 2, ..., х п) функциясини реализа
ция кдлади. Мантик; алгебрасининг хар кандай/(*,, х 2, ..., х п)
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(/V 0) функциясини ДНШ куринишига келтириш мумкин- 
лигини, яъни

Z)=/(x,, xv  ..., х )  (3)
ни II бобда таъкидлаган эдик.

Бундай ДНШ сифатида /функциянинг мукаммал дизъ
юнктив нормал шаклини (МДНШ) олиш мумкин, яъни

£>= V ■ х°1х°г...х°п. (4)
(ст|. а2’ •••» а/г)

/ ( ctj , а2. .... а„ )=1

1 -м и с о л  . /(*,, х2, х3) функция куйидаги чинлик жад
вали билан берилган булсин.

X, *2 *3 Лх,, х2, х3) Х2 *3 Дх,, х2, х3)

0 0 0 1 1 0 0 1

0 0 1 0 1 0 1 1

0 1 0 0 1 1 0 1

0 1 1 0 1 1 1 1

У \олда бу функцияни куйидаги МДНШ куринишида 
ифодалаш мумкин:

Д  = х хх 2х 3 v  х ,х 2х 3 v х ,х 2х 3 v  Х|Х2Х3 v х ,х 2х 3. (5)

Иккинчи тарафдан, шу функциянинг узини
D2 = х2х3 v  х, (6)

ДНШ куринишида \ам ифодалаш мумкин (чинлик жадва
ли оркали аниклашни укувчига х,авола этамиз).

Ушбу мисол курсатяптики, мантик алгебрасининг битта 
функциясини бир нечта ДНШ куринишида ифодалаш мум
кин.

Агарда Z), билан D2 куринишларини таккосласак, у х,олда 
Z), ифодасида 15 та узгарувчи символи ва 5 та элементар 
конъюнкция катнашаётганлигини, D2 ифодасида эса 3 та
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узгарувчи символи ва 2 та элементар конъюнкция катнаша- 
ётганлигини курамиз. Демак, D2 формула узгарувчилар сим
воли (элементар конъюнкциялар) сонига нисбатан Z), га кара- 
ганда соддарок формула хисобланади.

Агарда Dt ва D2 куринишлардаги функцияни:
а) контактли схема оркали реализация килсак, у холда 

D, ни реализация килиш учун 15 та контакт ва D2 ни реали
зация килиш учун 3 та контакт талаб этилади;

б) ноль тактли функционал элементлардан ясалган схе
ма оркали реализация этсак, у холда Z), ни реализация килиш 
учун 21 дона функционал элемент ва D, ни реализация килиш 
учун 4 дона функционал элемент сарф булади;

в) бир тактли функционал элементлардан ясалган куп 
тактли тугри схема оркали реализация килиш талаб этилса, 
у холда Z), ни реализация этиш учун 33 дона функционал 
элемент, шу жумладан, 12 дона ушлаб туриш элементи ва 
D2 н и  реализация килиш учун 6  дона, шу жумладан, 2  дона 
ушлаб туриш элементи керак булади (бу мулохазаларнинг 
чинлигини исботлашни укувчига хавола этамиз).

Демак, Z), ни реализация киладиган схеманинг (кандай 
схема булишидан катьи назар) таннархи D2 ни реализация 
киладиган схеманинг таннархидан анча киммат (ортик) ту
ради.

Шунинг учун хам мантик алгебраси функцияларини 
минималлаштириш муаммоси (халк хужалиги учун) катта 
амалий ахамиятга эгадир. Бу масалани хал этиш учун ДНШ 
нинг «мураккаблигини» ифодаловчи L{D) содцалик индек- 
сини киритамиз.

L(D) функционал учун куйидаги аксиомаларнинг бажа- 
рилишини талаб киламиз.

I. Манфий эмаслиги хакидаги аксиома. Хар кандай 
ДНШ учун L(D) > 0.

II. Монотонлиги хакидаги аксиома (купайтмага нисба
тан). Агар D = Z)1 v х°'К' булса, у холда

L(D) > L(Dl v Ю). (7)
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III. ^аваршушги эодидаги аксиома (кушишга нисбатан). 
Агар D = D, v  D2 ва Dx a D2 = 0 булса, у холда

L(D) > L(DX) + L(D2). (8)
IV. Инвариантлик хакддаги аксиома (изоморфизмга нис

батан). Агар R' ДНШ R ДНШ дан узгарувчиларни кайта 
номлаш (айнан тенглаштиришсиз) усули билан хосил кдлин- 
ган булса, у холда

L(D') = L(D).
Дизъюнктив нормал шакллар учун мавжуд булган сод- 

далик индексларини келтирайлик.
1. LB(D) — берилган D дизъюнктив нормал шаклдаги 

узгарувчилар харфларининг сони. Масалан, бизнинг мисо- 
лимиздаги Z), ва D2 учун LB(D,) = 15 ва LE(D2) = 3, яъни бу 
индексга нисбатан D2 ДНШ Д  ДНШ га Караганда содда- 
рокдир.

2. L^D) — берилган D дизъюнктив нормал шаклдаги эле
ментар конъюнкциялар сони. D x ва D2 учун LK(DX) = 5 ва 
Lk(D2) = 2, яъни D2 бу индексга нисбатан хам £>, га Караган
да соддарокдир.

3. L0(D) — берилган D дизъюнктив нормал шаклдаги ин
кор (-) символининг сони. Dx ва D2 лар учун L0(DX) = 6 ва 
L0(D2) = 2, демак, D2 бу индекс учун хам Dx га нисбатан 
соддарок экан.

Le(D), LK(D) ва L0(D) индекслар юкорида келтирилган 
аксиомаларни каноатлантиради.

Маълумки, {хр х2, ..., хл} узгарувчилар тупламидан 3" та 
элементар конъюнкция тузиш мумкин («буш» конъюнкция- 
га 1 константа мос килиб куйилган). Бундан уз навбатида
{х,, х2, ..., хп} туплам элементларидан 23" та дизъюнктив 
нормал шакл тузиш мумкинлиги келиб чикади.

3- таъ р и ф . Агар/ ( х , , ..., хл) функцияни реализация килув
чи ДНШ L(D) индексга нисбатан минимал булса, у  %олда бун
дай ДНШ L га нисбатан минимал ДНШ, LK индексга нисба
тан минимал булган ДНШ эса энг цисца дизъюнктив нормал 
шакл деб аталади.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Бундан кейин ЬБ индексга нисбатан минимал булган 
ДНШ ни минимал дизъюнктив шакл деб атаймиз.

1- мисолни тахлил килайлик.
1. /)2 = х2х3 v  х, ДНШ минимал ДНШ булади, чунки 

ушбу ДНШ оркали ифодаланган Дх,, х2, х3) функциянинг 
х,, х,, х3 аргументлари мухим (сохта эмас) аргументлардир. 
Шунинг учун уни учтадан кам харф билан ифодалаш мум
кин эмас.

2. D2 = х2х3 v х, Д Н Ш  энг киска Д Н Ш  булади, чунки 
ушбу Д Н Ш  билан ифодаланганДх,, х2, х3) функция х,ар к,ан- 
дай элементар конъюнкциядан фарк кулади.

3. D2 = х2х3 v х, ДНШ Ln индексга нисбатан минимал 
ДНШ булади, чунки ушбу ДНШ билан ифодаланган 
Д х,, х2, х3) функция х2 ва х3 узгарувчилари буйича усувчи 
функция эмас ва, демак, уни иккита инкордан кам инкор 
катнашган ДНШ куринишида ифодалаш мумкин.

Бизнинг бу бобдаги асосий вазифамиз, математик ман
тикнинг ихтиёрий Дх,, х2, ..., хя) функцияси учун L индекс
га нисбатан минимал дизъюнктив нормал шаклни кандай 
усуллар ёрдами билан топишдан иборат булади. Бу муаммо 
математик мантик; функцияларини минималлаштириш муам
моси деб аталади. Бу масала ечимининг тривиал алгоритми 
мавжудлигини курсатамиз.

1. {х,, х2, . . . ,  хп} узгарувчилар тупламида хамма 2Г та

D., D,, D „ дизъюнктив нормал шаклларни маълум тар
тибда тузамиз.

2. Кейин бу ДНШлардан Д х р х2, ..., хя) функцияни 
реализация киладиган ДНШ ларни ажратиб оламиз.

3. Ажратиб олинган ДНШ лар соддалик индексларининг 
(ЬБ, LK, L0) микдорларини хисоблаб чикамиз.

4. Хисоблаб чикдлган индекслар микдорларини бир-би- 
рига таккослаш йули билан L га нисбатан минимал булган 
ДНШ ни топамиз.
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Келтирилган алгоритмни амалий реализация кдлиш учун 
жуда хам куп мехнат талаб этилади, чунки камида 23" та 
кичик амални (операцияни) бажаришга тугри келади. Ма
салан, п = 3 булганда, / ( х {, х2, х3) функцияни реализация 
киладиган L индексга нисбатан минимал дизъюнктив нор
мал шаклларни топиш учун камида 2У = 134 217 728 та амал
ни бажаришга тугри келади. Шунинг учун п > 3 дан бошлаб 
бу алгоритмдан фойдаланиш мантикка тугри келмайди, ун
дан фак,атгина п = 1 ва п = 2 хдллар учун фойдаланиш мумкин.

Демак, «бирма-бир куздан кечириш» алгоритми мини
мал дизъюнктив нормал шаклни топиш масаласида амалий 
ёрдам бермайдиган алгоритмдир. Шунинг учун мантик ал
гебраси функциясини минималлаштиришнинг бошка усул- 
ларини излашга тугри келади.

2- §. Дизъюнктив нормал шаклни соддалаштириш ва
тупикли ДНШ

[7[ ДНШ ни соддалаштиришнинг икки хил йули. Элементар 
конъюнкцияни четлаштириш жараёни. Купайтувчини чет- 
лаштириш жараёни. Тупикли ДНШ. Минимал ДНШга кел
тириш х,ацидаги теоремалар. Мисоллар.

D ихтиёрий ДНШ ва
D = D l v  К, D =  Z)1 v x ? K '  (1)

булсин, бу ерда D' — бирор ДНШ, К — берилган D нинг 
бирор элементар конъюнкцияси, х°‘ — шу К нинг бирорта 
купайтувчиси, А'1 эса К нинг колган купайтувчилари, 
К = х°‘ К [. ДНШ ни соддалаштиришнинг икки хил йулини 
(типини) куриб утайлик.

I. Элементар конъюнкцияни четлаштириш жараёни 
(операцияси). D ДНШ дан D' ДНШ га утиш учун К эле
ментар конъюнкцияни четлаштириш керак. Бундай узгар- 
тириш D= D' булганда ва факат шундагина мумкин.
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II. Купайтувчини четлаштириш операцияси (жараёни).
D ДНШ дан /)' v А'1 ДНШ га утиш операцияси. Буни бажа
риш учун К элементар конъюнкция ифодасидан х,СТ/ купай
тувчини четлаштириш керак. Бу алмаштириш D = D ] v К' 
булганда аникланган.

1 - т а ър иф .  I ва II алмаштиришлар йуллари билан сод- 
далаштириш мумкин булмаган D дизъюнктив нормал шакл 
(I ва II алмаштиришларга нисбатан) тупикли ДНШ  (ТДНШ) 
деб аталади.

1 - м и с о л .  D = х2х3 v х, ДНШ I ва II алмаштиришлар
га нисбатан тупикли ДНШ булади.

(1) ва монотонлик аксиомасига асосан L(Dl) < L(D) ва 
L(D 1 v  К') < L(D) булади. Шунинг учун ТДНШ лар орасида 
х;ар доим минимал дизъюнктив нормал шакллар мавжуд була
ди.

Энди ДНШ ни юкррида келтирилган иккита алмашти
риш асосида соддалаштириш алгоритмини келтирамиз.

1. /(х р х2, х3) функцияни ифодаловчи бирор ДНШ ни 
дастлабки ДНШ сифатида оламиз. Масалан, шундай ДНШ 
сифатида унинг мукаммал дизъюнктив нормал шаклини ола
миз (чунки чинлик жадвали асосида уни формула оркали 
осонгина ёзиш мумкин).

2. Дастлабки дизъюнктив нормал шаклда кушилувчи- 
ларни ва хар бир кушилувчидаги купайтувчиларни тартибга 
соламиз. Бу тартиблаш билан ДНШ куриниши берилади.

3. Чапдан унгга караб ДНШ куриниши курилиб утила- 
ди. Навбатдаги К  (/=  1, 2, ..., п) элементар конъюнкцияга 
нисбатан К  элементар конъюнкцияни четлаштириш опера
цияси кулланилади, агар бу мумкин булмаса, у холда чап
дан унгга караб Ki,=  х°'х°2 ...х°г элементар конъюнкция
ларнинг x°v (v= I, 2, ..., г)купайтувчи хадлари куриб чики- 
лади ва уларга нисбатан мумкин булгунга кадар x°v купай
тувчини четлаштириш операцияси кулланилади. Шундан 
сунг кейинги элементар конъюнкцияга утилади.
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Охирги элементар конъюнкцияни ишлаб чик^андан ке
йин, хрсил булган ДНШ ни яна кдйтадан чапдан унгга к;араб 
куриб чик,илади ва элементар конъюнкцияни четлаштириш 
операцияси синаб курилади.

Натижада изланган дизъюнктив нормал шаклга эга була
миз.

1 - т е о р е м а .  Соддалаштириш алгоритмини куллаш на
тижасида у,осил килинган дизъюнктив нормал шакл (I ва II 
алмаштиришларга нисбатан) минимал ДНШ булади.

2 - м и с о л .  К.уйидаги чинлик жадвалида берилган 
Дх,, х2, х3) функцияни куриб чикайлик.

1-жад вал

*2 *3 Дх,, х2, х3) *2 *3 Д хр х2, х3)

0 0 0 1 1 0 0 1

0 0 1 1 1 0 1 0
0 1 0 0 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1 1 1

/(* ,, х2, х3) функция учун дастлабки ДНШ сифатида 
МДНШни оламиз ва икки тартиблашни утказамиз:

D' = х,х2х3 v х,х2х3 v х,х2х3 v х,х2х3 v х,х2х3 v х,х2х3 ,
/ ) "  =  Х|Х2Х3 V  х3х,х2 V  Х2Х,Х3 V  Х,Х2Х3 V  Х3Х|Х2 V  Х|Х2Х3 .

D 1 тартибга солинган ДНШ учун алгоритмнинг ишла- 
шини курамиз.

1. х,х2х3 конъюнкцияни четлаштириш мумкин эмас, 
аммо х, купайтувчини четлаштириш мумкин, чунки

х2х3 = х,х2х3 v х,х2х3.

Натижада х2х3 конъюнкцияга эга буламиз, ундан би
рорта хам купайтувчини четлаштириш мумкин эмас.
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2. -X|̂ 2'y3 к о н ъ ю н к ц и я н и  хам четлаштириш мумкин 
эмас. Бу конъюнкциядан х, купайтувчини четлаштириш 
мумкин эмаслигини осонгина куриш мумкин, лекин х2 
купайтувчига нисбатан уни четлаштириш операциясини 
куллаш мумкин. х,х3 конъюнкцияни \осил к;иламиз. Купай
тувчини четлаштириш операциясини ишлатиб, соддалашти
риш мумкин эмас.

3. х,х2х3 конъюнкцияни четлаштириш мумкин, чунки

Х,Х3 =  Х,Х2Х3 V  Х |Х ,Х 3 .

4. х,х2х3 конъюнкцияни \ам четлаштириш мумкин, чунки

х2х3 = х,х2х3 v х,х2х3.

5. х,х2х3 конъюнкцияни четлаштириш мумкин эмас, 
бирок, х2 купайтувчини ташлаб юбориш мумкин. Натижада 
х,х3 конъюнкцияга эга буламиз. Бу конъюнкцияга нисба
тан купайтувчини четлаштириш операциясини ишлатиб, уни 
соддалаштириш мумкин эмас.

6. х,х2х, конъюнкцияни х,ам четлаштириш мумкин эмас, 
аммо ундан х, купайтувчини четлаштириш мумкин. Нати
жада, х2х, конъюнкцияни х,осил к,иламиз ьа уни бошка сод
далаштириш мумкин эмас.

Шундай килиб, х2х3 v х,х3 v х,х3 v x 2x3 ДНШ ни хосил 
Киламиз. Бу ДНШ га нисбатан конъюнкцияни четлашти
риш операциясини ишлатиш натижа бермайди.

Демак, соддалаштириш алгоритмини ишлатиш натижа
сида

D = х,х3 v х,х3 v х,х3 v х2х3 (2)

дизъюнктив нормал шаклни хосил киламиз. Келтирилган 
\исоблар 2- жадвалда акс эттирилган.
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2 - ж а д в а л

К д д а м

т .р .

Д Н Ш  в а  

к у р и л а ё т г а н  

т а р т и б

Т е к ш и р и -

л а ё т г а н

к о н ъ ю н к ц и я

О п е р а ц и я

т у р и

1 W 3  V Jc,Jc2JC3 V XlX2X-i V 

V Х ,Х 2ЗСз V Х{Х2ХЪ V JC,A'2A'3

*1*2*3 Jc, н и  ч е т л а ш 

т и р и ш

2 х 2х 3 v  Jc,Зс2лг3 V Х{Х2Х3 V 

V JC,Jc2Jc3 V JC,jc2Jc3 V X ,X 2JC3

*1*2*3 Jc2 н и  ч е т л а ш 

т и р и ш

3 Jc2Jc3 V jC,X3 V jC,JC2JC3 V 

V JC, Jc2 jc3 V JC, JC2jc3 V X,JC2X3

*1*2*3 * 1* 2* з  н и  ч е т 

л а ш т и р и ш

4 Jc2Jc3 V jc,jc3 V JC, Jc2Jc3 V 

V JC,jc2Jc3 V x {x 2x 2
* ,* 2 * 3 jc,jc2jc3 н и  ч е т 

л а ш т и р и ш

5 x 2x } v  Jc,jc3 V 

V JC, jc2Jc3 V JC,JC2X3

*1*2*3 х 2 н и  ч е т 

л а ш т и р и ш

6 jc2jc3 V JC,jc3 V 

V JC, jc3 V JC,JC2JC3

*1*7*3 jc, н и  ч е т 

л а ш т и р и ш

7 JC2jC3 V X,JC3 V 

V JC,jc3 V JC2X3

И к к и н ч и  к у р и ш  \ е ч  

н а р с а  б е р м а й д и

А л г о р и т м

т а м о м

б у л д и

Агарда соддалаштириш алгоритмини £>" га нисбатан иш- 
латсак, у холда

А  = в д  v ^i*3 v *i*2 (3)

дизъюнктив нормал шаклга эга буламиз.
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3- жадвалда Du га нисбатан ишлатилган соддалаштириш 
алгоритми ишининг асосий боскдчлари келтирилган.

Ушбу мисолдан куриниб турибдики, соддалаштириш 
алгоритми татбикининг натижаси дастлабки ДНШ ни кан
дай тартиблашга боглик, булар экан.

Масалан, L £ D X) = 8, LB(D2) = 6, L £ D X) = 4, LK(D2) = 3, 
L0(D{) = 4, 10(Д) = 3 ва бу ердан 1 £(Z),) ф Le(D2), L£Dx) * L^D2), 
£„(£),) ф муносабатлар келиб чикади.

3 -ж а д  в ал

Кддам
т.р.

ДНШ  ва 
курилаётган 

тартиб

Текшири-
лаётган

конъюнкция

Операция
тури

1 *1*2*3  V *3*1*2  V *2*1*3  V

v  х,х2х3 v  Jc3x,x2 v  jc ,Jc2Jc3
*1*2*3 х, ни чет

лаштириш

2 X2X3 V X3Jc,jc2 V X2X\X3 V 

V X]X2X3 V X3XiX2 V X,Jc2Jc3
*3*1*2 х3 ни чет

лаштириш

3 x2Jc3 v  jc,x2 V X2X{X3 V 

V X{X2X3 V X3X\X2 V X\X2X3
*2*1*3 х2 ни чет

лаштириш

4 x 2x3 V Jc,Jc2 V Jc,X3 V X,X2JC3 V 

V X3XlX2 V X,X2Jc3
■*1*2*3 х1 ни чет

лаштириш

5 Jc2Jc3 v Jc, Jc2 v Jc,x3 V JC2X3 V 

V X3X}X2 V x,x2Jc3
*3*1*2 Jc3 ни чет

лаштириш

6 x 2x3 v  Jc, Jc2 v  Jc, jc3 V 

v x 2x 3 v x,x2 v x,Jc2Jc3
*1*2*3 х хх2х3 ни чет

лаштириш

7 Jc2Jc3 v  Jc,Jc2 v  Jc, jc3 V 

V X2X3 V x,x2
*2*3 кулланил-

майди

8 Jc2Jc3 v  Jc,Jc2 V Jc,x3 V 

v  x 2x3 v  x,x2
*1*2 Jc,Jc2 ни чет

лаштириш
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1 2 3 4

9 jc2jc3 V Jc,JC3 V 
V jc2jc3 V JC, JC2

*1*3 кулланил-
майди

10 *2*3 V *1*3 V
v x 2x} V JC,jc2

* л jĉ  ни чет
лаштириш

11 Jc2Jc3 V jc, JC3 v JC, jc2 *1*2
кулланил-

майди

12 jc2Jc3 V jc,jc3 V jc,jc2 Алгоритм 
тамом булди

Исталган /(х,, х2, ..., хп) функция учун бирор тартиблаш 
окибатида соддалаштириш алгоритмини татбик этиб, мини
мал ДНШни \осил этиш мумкинми ёки йукми деган савол 
тугилади. Бу саволга куйидаги теорема жавоб беради.

2 - т е о р е м а .  /(х р х2, ..., хп) математик мантик; алгеб
расининг ихтиёрий функцияси ( />  0) ва D = v А', унинг их
тиёрий тупикли ДНШ (I ва II алмаштиришларга нисбатан) 
булсин. У  ̂ олда мукаммал дизъюнктив нормал шаклни шундай 
тартиблаши мавжуд буладики, ундан соддалаштириш алго
ритми ёрдами билан D тупикли ДНШ ни хосил килиш мумкин.

Н а т и ж а .  Тупикли ДНШлар орасида албатта L индексга 
нисбатан минимал ДНШлар (хаммаси булиши шарт эмас) 
мавжуд булганлиги учун, соддалаштириш алгоритми, 
МДНШ ни маълум равишда тартиблаш натижасида мини
мал ДНШ ни хам топишга имкон яратади.

Шундай килиб, минимал ДНШ ни топиш учун МДНШ ни 
тартиблаш ва унга нисбатан соддалаштириш алгоритмини 
ишлатиш керак.

Теореманинг исботидан ([56], 213-бетга к) шу нарса 
келиб чикадики, соддалаштириш алгоритми ёрдами билан 
тупикли ДНШ ларни мукаммал ДНШ дан ясаш учун факат 
конъюнкциялар ифодасида купайтувчилар жойлашишини 
вариацияламок етарли.
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Хозирги вактда конъюнкцияларни ДНШ ифодасидан 
четлаштириш ва купайтувчиларни конъюнкциялар ифодаси
дан четлаштириш мумкинлигини текшириш сони (МДНШ ни 
тартиблашнинг хамма тури буйича)

( я + 2 )-2 "

дан ортик, эмаслиги исботланган. Бу сон 23" сонидан анча 
камдир, яъни соддалаштириш алгоритми «бирма-бир куздан 
кечириш» алгоритмидан яхширок, эканлиги маълум булади.

Муаммоли масала ва топширицлар

1. Куйидаги функцияларни мукаммал конъюнктив нормал 
шаклга келтириб, Z,fi, LK, L0 соддалик индексларининг 
микдорини топинг:
/ |  = ((*  V у )  V I )  -» ((х  V  у ) ( х  V  Z) ) ; 
f  2 = х  <-» z ;

/3  = ( х  - *̂ у) * z ;
/ 4 = х - » (у -» z) ■

2. Куйидаги функцияларни соддалаштириш алгоритмидан 
фойдаланиб, минимал дизъюнктив нормал шаклга келти
ринг:
/, = х,х2 v х,х3х4 v х2х3х4;
/ 2 = х,х2х3 V х,х2х4 V  х3х4;
/з = х \х 2 v * 1*3 v Х,Х2Х3Х4 V х,х2х3х4.

3. Дизъюнктив нормал шаклда берилган куйидаги функция
ларнинг тупикли дизъюнктив нормал шаклини топинг:
1) (х, V  х2 V х3)(х, V х2 V х3)(х2 V х3) ;
2) (х, V  х4)(х2 V  х3 V  х4)(х, V х2 V х3);
3) (*1 v х2 v х3)(х, v х4)(х2 v х3 v х4).

4. 3- бандда берилган функцияларнинг минимал дизъюнк
тив нормал шаклини топинг.
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5. Математик мантик, функцияларини минималлаштириш 
муаммосининг амалий ах,амиятини тушунтириб беринг. 
Бу масала ечимининг тривиал алгоритмининг нокулай- 
лиги нимадан иборат?

1 ? Г  Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. Математик мантик функцияларини минималлаштириш муаммоси 
нимадан иборат?

2. Соддалик индекси ва унинг хусусиятлари.
3. Минимал ва энг к,иска ДНШ .
4 .  Тривиал алгоритм тушунчаси. «Бирма-бир куздан кечириш» 

алгоритми.
5. ДНШ ни соддалаштиришнинг икки хил йули. Элементар конъюнк

цияни ва купайтувчини четлаштириш жараёнларини тушунтириб 
беринг.

6. Тупикли ДНШ . Минимал ДНШ га келтириш муаммолари.

3- §. Минималлаштириш масаласининг геометрик 
тарзда куйилиши

Бирлик кубнинг хамма чущилари туплами. Уч улчовли ёк,. 
Nf туплами хацида. Интервал. Туплам k,o6ufu. Туплам 
k,o6ufu билан функция орасидаги муносабат.

Хамма {ар а 2, ..., ап} мажмуа тупламини Е" билан бел- 
гилаймиз. Е" тупламни бирлик кубнинг \амма чуккилари 
(учлари) туплами сифатида караш мумкин. Шу сабабли Е" 
туплам п улчовли куб, {ар а2, ..., ап} эса куб чущилари деб 
аталади.

1 - т а ъ р и ф . о,-', о,2,..., o ir шундай 0 ва I сонларидан ибо
рат тайинланган сонлар системаси булиб, 1 < /, < /2 < ... < ir< п 
учун

а,, =а,. , ,а.  = а. , а,г =а , г
бажарилганда Е" кубнинг чущиларидан тузилган туплам 
(п -  г) улчовли ёц деб аталади.
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VIII.1- шакл.

/(х,, х,, ..., хп) мантик, алгебрасининг функцияси булсин. 
Е" кубнинг /(а ,, а2, ..., ап) = 1 буладиган хамма чук,к,илари- 
дан иборат тупламни Nf  билан белгилаймиз, яъни /(а ,, а2, 
..., ал) = 1 бажарилганда ва фак,ат шунда (а,, а2, ..., ап)е  Nf 
булади. Масалан, 1 -жадвалда берилган функцияга
N ,=  {0, 0, 0}, {0, 0, 1}, {0, 1, 1}, {1, 0, 0}, {1, 1, 0}, {1, 1, 1}

туплам мос келади.
Аник,ки, Nf  с  Еп. Агар Nf  туплам берилган булса, у \олда 

унга мос булган /  нинг аналитик куринишини ёзиш мум
кин (VIII. 1 - шакл).

1 - м и с о л .  a) N fi ={(0,0,0),  (1,0,0), (1,0,1)};
б) Nfi = {(1,1,1), (1,1, 0), (1, 0,1), (0, 0,1)} тупламларга мос 

келадиган функцияларнинг аналитик куриниши куйидаги
ча булади:

/ | ( * | ,  * 2 ,  * 3 >  =  * 1 * 2 * 3  V  * 1 * 2 * 3  V * 1 * 2 * 3  ;

/ 2 (х, , х2, х3) = х,х2х3 v  х,х2х3 v х,х2х3 v х{х2х3.
Демак, Nf  берилган булса, у холда унга мос булган /  ни, 

/(х ,, х2, ..., хп) берилганда эса Л^ни топиш мумкин.
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Дастлабки функция сифатида г  рангли К (хг  ..., х п) эле
ментар конъюнкцияни олайлик, яъни

К (хг  х 2> ..., х п)=  х ° 'х ° 2... х ° ; .

2 - т а ъ р и ф .  К конъюнкцияга мос Nk туплам г  рангли 
интервал деб аталади.

Уз-узидан равшанки, г рангли /V интервал (п - г ) улчов
ли ёкни ифодалайди.

2 - м и с о л .  АГ,(х,, х2, х3) = х2ху, К2(хх, х2, х}) = х1х2 , 
АГ3(л:,, х2, х3) = х, конъюнкцияларга Nkl = {(1,1,1),(0,1,1)}, 
Nk2 ={(0,0,0),  (0, 0,1)}, Л  ̂ = {(0,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,1,1)} 
интерваллар мос келади. Бу интерваллар мос равишда 2, 2 
ва 1 рангли хамда ва 1-улчовли ёк, (к,ирра), 1 -улчовли ёк; 
(цирра) ва 2- улчовли ёкдир.

АгарДх,, х 2, ..., х,)£(х,, х 2, ..., х п) v  h (x v х 2, ..., х п) булса, у 
х,олда:

1) N c z N f  Nh^ N -  2) Nf = Ng{J Nh
булади.

Умуман, агар f ( x v х 2, ..., x n) = D  ва D=  A", v  K2v  . . .v  Ks 
булса, у \олда юк,оридаги хоссаларга асосан

Nki с  N f  ( /=1,  2, ..., s) ва Nf = Nki U Nk2 U ...U Nkt, 

яъни/ функцияга Д^.тупламнинг N ki, Nk2, ..., N ks интервал-
лардан иборат цобин, мос келади ва \ар бир N k , Nk, ,..., N k 
интерваллардан иборат Nf тупламнинг к,обигига D дизъюнк
тив нормал шаклда ифодаланган /  функция мос келади.

Демак, мантик, алгебрасининг хар бир /(* ,, х 2, ..., хя) 
функциясига битта Nf тупламнинг N k<, Nkl,..., N kn интер
валлардан ( Nk = N f ) иборат k,o6hfh ва, аксинча, хар бир Nf  
тупламнинг Nk}, Мкг, ..., Nkn интерваллардан иборат к;оби- 
гига битга ягона /(* ,, х 2, ..., х п) функция мос келади, яъни 
Nf нинг к,обиги билан f ( x v х 2, ..., jc;i) функция орасида узаро 
бир кийматли мослик мавжуд.
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3 - м и с о л .  1-жадвал билан берилганДх,, х2, х3) функ- 
циянинг дизъюнктив нормал шакллари куйидагича эди:

Д = х,х2х3 v  х,х2х3 v  х,х2х3 v  х,х2х3 v  х,х2х3 ,
D2 = х2х3 v  х, .

БуДНШларга А̂ = {(0, 0, 0),(1,0, 0), (1, 0, 1),(1, 1,0), (1, 1, 1)} 
тупламнинг иккита крпламаси мос келади:

Nf = Nkl U Nkl U Nki U Nki U N k},

бу ерда
yv*, ={(0,0,0)} ,  N k2 ={(1,0,0)},  N kj = {(1, 0,1)},
ЛГ*4 ={(1,1,0)}, N ks ={(1,1,1)},
N k№ = { (0 ,0 , 0), (1, 0, 0)}, 
/У , = { (1 ,0 , 0), (1 ,0 ,1 ) , (1 ,1 ,0 ), (1 ,1 ,1)}.

Биринчи крплама бешта нуктадан, иккинчиси эса к,ирра 
ва икки улчовли ёкдан иборат.

N k интервалнинг ранги г. булсин (у АТ. конъюнкция
нинг рангига тенг). У х,олда

Г = 1<П (4)1=1
кипламанинг ранги деб аталади.

Мантик, алгебраси функцияси Дх,, х2, ..., хп) ни мини
маллаштириш (минимизациялаш) муаммосига эквивалент 
булган копламалар хакидаги геометрик масала куйидагича 
куйилади; берилган Nf = Nk[ U Nki U ...U Nks тупламнинг 

^ ki,..., ( Nk. <^Np j =  1,2, ..., 5) интерваллардан ибо
рат шундай koSufuhu топиш керакки, унинг г ранги энг кичик 
булсин, яъни бизни к,изик,тирувчи

S
min г = min £/;. (5)

<=|
топиш масаласига келади.
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Демак, мантик, алгебраси функциясини минималлаш
тириш масаласини икки формада куриш мумкин: биринчи
си — аналитик формада, иккинчиси — геометрик формада. 
Шунинг учун адабиётларда икки тил ишлатилади: аналитик 
ва геометрик. Айрим холларда икки тилнинг комбинация- 
сидан фойдаланилади. Масалан, конъюнкцияни интервал 
ва ДНШ ни крплама деб айтилади.

4- §. Жоиз (рухсат этилган) конъюнкциялар

[7[ Ж оиз конъюнкциялар. Тривиал алгоритмни соддалаштириш. 

Маълумки, х,, х2, ..., хп узгарувчилардан 3" та элементар

конъюнкция ва 23" та дизъюнктив нормал шакл тузиш мумкин. 
Масалан, п= 3 га тенг булса, яъни х,. х2, х3 узгарувчилардан

1, х,, х2, х 3, х ,, х2, х3, х ,х 2, х ,х3> х 2х 3, х ,х 2 ,
Х|Х3, х2х 3, х ,х 2, х ,х 3, х ,х 2, х 2х3, х ,х 3,

х 2х3, х ,х 2х3, х ,х 2х 3, х ,х 2х3, х ,х 2х 3, ^
х ,х 2х3, х ,х 2х3, х ,х 2х 3, х ,х 2х 3 .

элементар конъюнкциялар тузиш мумкин. Аммо бу элемен
тар конъюнкцияларнинг хаммаси хам берилган ихтиёрий 
/ (х , ,  х2, х3) функцияни реализация киладиган дизъюнктив 
нормал шаклларнинг ифодасида иштирок этавермайди. Шу
нинг учун 3я та конъюнкцияларнинг кайси бири/ (х ,,  х2, ..., хя) 
функциянинг ДНШ да иштирок этади деган масалани ечишга 
тугри келади. Бунинг учун, биринчи навбатда, £Я\А^туплам
нинг элементларида 1 киймат кабул киладиган конъюнк- 
цияларни топиш керак булади. Масалан,

/ |  (х, у , z) = xyz  V  xyz  v xyz  V  xyz V xyz V  xyz , (2) 
булсин, у холда

N fx = {(0, 0, 0), (0,1,1), (0,1, 0), (1, 0,1), (1,1, 0), (1,1,1)} (3) 

булади. Демак, ушбу 1-жадвалга эга буламиз.
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1 - ж а д  в а л

1 киймат кабул киладиган конъю нкциялар

(0, 0, 0) 1 , х , у ,  г , х у ,  x z , y z , x y z

(0, 0, 1) 1 ,х ,  у, Z,xy,  x z , y z , x y z

Иккинчи навбатда, (1) конъюнкциялар орасидан 1- жад- 
валдаги конъюнкцияларни четлаштирамиз, чунки /(х, у, z) 
функцияга N fi ((3) га каранг) туплам мос келганлиги учун
1-жадвалдаги конъюнкциялар (2) функцияни реализация 
Киладиган дизъюнктив нормал шакллар ифодасида умуман 
катнашмайди. Бу операция натижасида биз./](х, у, z) функ
цияни реализация киладиган ДНШлар ифодасида катна- 
шиши мумкин булган (катнашишга рухсат этилган, катна- 
шишга жоиз) конъюнкцияларга эга буламиз:

х, у, ху, xz, ху, xz, yz, ху, yz, xyz,

xyz, xyz, xyz, xyz, xyz. (4)
Шундай килиб, 33 = 27 конъюнкциядан 15 тасининг бе

рилган f t(x, у, z) функцияни реализация киладиган ДНШ 
лар ифодасида катнашиши жоиз экан.

1 - т аъ р иф .  Ихтиёрий Дх,, х2, хп) функция ва унга 
мос булган Nf туплам берилган булсин. Дх,, х2, ..., хп) функция
ни реализация киладиган Д Н Ш лар ифодасида катнашиши 
мумкин булган конъюнкциялар, яъни E n\Nf тупламнинг нук- 
таларида 1 кчйматга эга булган конъюнкциялардан ташкари 
Колган хамма конъюнкциялар жоиз конъюнкциялар деб аталади.

Масалан, (4) даги хамма конъюнкциялар жоиз конъюнк
циялар булади.

1 - м и с о л .  Берилган
/ 2 (х,, х2, х3) = х,х2х3 V х,х2х3 V х,х2х3 V
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ва унга мос
Nfi = {(0, 0, 0), (0, 0,1), (I, 0 ,1), (1,1,1), (1,1, 0), (0,1, 0)} (За)

туплам берилган булсин.
Жоиз конъюнкцияларни топиш учун ушбу 2- жадвални 

тузамиз.
2-жад вал

Е Щ 1 киймат кабул киладиган конъюнкциялар
(1,0, 0) 1, х,, х 2, х3, х ,х 2,х ,х 3, х 2х 3, х ,х 2х 3

(0, 1, 1) 1, X,, х2, х3, х ,х 2, х ,х 3, х 2х 3, х ,х 2х 3

У \олда (1) даги конъюнкциялардан 2- жадвалдаги конъ
юнкцияларни четлаштириш натижасида куйидаги жоиз конъ- 
юнкцияларга эга буламиз:

X,, х2, х,х3, Х2Х3, х2х3, х,х2, х,х3, х,х2х3, 
х,х2х3, х,х2х3, х,х2х3, х,х2х3, х,х2х3. (5)

Узгарувчилар сони п та булганда, 3" та конъюнкция ва
_ 3Я

улардан 2 та /(х р х2, ..., хп) функцияни реализация кдпи- 
ши мумкин булган ДНШ тузиш мумкинлигини айтган эдик. 
Демак, берилган ихтиёрий/(х,, х2, ..., хя) функцияни реали
зация киладиган тупикли (минимал) ДНШларни 23" та 
ДНШлар орасидан изламасдан, балки 2х ДНШлар ичидан 
излаш керак деган натижага келдик, бу ерда X — жоиз конъ
юнкциялар сони.

5- §. К^скартирилган дизъюнктив нормал шакл

|у?[ Максимал интервал. Оддий импликант. К^сщартирилган 
Д Н Ш . Мисоллар.

1 - т а ъ р и ф . Агар Nf  тупламнинг кием туплами булган
Nk интервал учун:

1) N k с  jV* q  N f ;
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2) N\ интервалнинг ранги Nk интервалнинг рангидан ки

ник шартини цаноатлантирувчи N[ интервал мавжуд булма
са, у холда Nk (Nf za нисбатан) максимал интервал деб ата
лади.

1 - м и с о л .  х2, х3) = , К 2(х{, х2, х3) = х,х2 , 
К 2(хх, х2, х3) = х2 булсин. У холда N k2, N k: максимал интер
валлар булиб, N k{ интервал эса Nf нинг максимал интерва- 
ли булмайди, чунки N k] с  N k ва N k} нинг ранги N k) нинг 
рангидан кичик.

2 - м и с о л .  4-§,  (4) даги жоиз конъюнкцияларга мос 
келган 15 та интервалдан фак;ат ЛГХ| ва N X2 интерваллар 
хамда 4-§,  (5) даги 12 та интервалдан фак;ат N XiX2 , N X[XJ,

, N Х2Х}, N , TV--з интервалларгина мос равишда N fi 
ва N fi тупламларга нисбатан максимал интерваллар була- 
дилар.

2-т а ъ р и ф .  Nf тупламнинг Nkмаксимал интервалигамос 
келган К  конъюнкция /  функциянинг оддий импликанти деб 
аталади.

Агар К ' конъюнкциянинг хамма купайтувчилари 
К  конъюнкцияда хам мавжуд булса, у холда N k с  N'k деб 
ёзиш мумкин. У холда, маълум маънода, /  функциянинг 
К  оддий импликанти ифодасидан бирорта хам купайтувчи
ни четлаштириш мумкин эмас, чунки купайтувчини четлаш
тириш натижасида N'k <z N f  муносабатда булган К' конъ
юнкцияга эга буламиз.

Хар кандай Nk интервални (А^сА^) максимал интер- 
валгача кенгайтириш мумкин.

Nf  тупламнинг хамма максимал интерваллари

N kli, N k0, . . . ,N k0, (1)] к2 кт
лардан иборат булсин. У холда
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(2 )

булади, чунки N  <, с  N f ( /=1,  2, ..., т) ва Л^нинг х,ар бир 
нуктаси (1) даги максимал интервалларнинг бирортасининг 
элементи булади. (2) тенглик куйидаги муносабатга экви
валентдир:

3 -т а ъ р и ф .  /  функциянинг хамма оддий импликантла- 
рининг дизъюнкцияси (3) цисцартирилган ДНШ деб аталади.

/  функциянинг кдокартирилган ДНШ булади. DJJ) кискар- 
тирилган ДНШ / функция оркали бир киймати аникланади 
ва/ функцияни реализация килади.

3 - м и с о л .  4-§,  (2) да берилган f x(x{, х2, х3) учун мак
симал интерваллардан иборат

кобикка ва 4-§, (2а) да берилган f 2(xv х2, х3) функция учун

Бу кобикугарга куйидаги кискартирилган ДНШлар мос 
келади:

(3 )

Демак,

(4)

(5)

DC(A ) = x , v x 2 ,

D '(f i)  = x tx2 V x }x3 V x2x 3 V x2x3 V X,X2 V X|X3. (7)
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6- §. К^искдртирилган дизъюнктив нормал шаклни 
ясаш алгоритми

[у7! Функцияни щс^артирилган ДНШ га келтириш алгоритми. 
Мисоллар.

Ихтиёрий /(х р х2, ..., хп) функциянинг кискартирилган 
дизъюнктив нормал шаклини ясаш учун куйидаги операция- 
ларни бажарамиз:

1) /(х ,, х2, ..., хп) функциянинг исталган конъюнктив 
нормал шаклини оламиз, масалан, мукаммал КНШ;

2) кейин кавсларни очиб чикрмиз, яъни
A V —» V А

турдаги алмаштиришни утказамиз;
3) бундан кейин х;осил килинган ифодадан 0 га тенг 

хадларни четлаштирамиз ва

K lK 2v K 2 = K l, K xv K } = K v

формулалардан фойдаланиб уни соддалаштирамиз. Натижа
да, кискартирилган ДНШ га келамиз.

1 - м и с о л .  N h = {(0, 0, 0}, (0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1),
(1, 1, 0), (0, 1, 0)} тупламга мос / 2(х,, х2, х3) функциянинг 
МКНШ ни

/(Х,,Х2,...,Х„) = A (х?1 v x ?  v . . .v x ° " ) ,  (1)
(<*1 , 02....а*.)

/(0 |, о2....о„)=О

формуладан фойдаланиб ёзамиз:

/ 2(х,, х2, х3) = (л:, v x 2 v  х3)(х, v х2 v  х3) . 
Алгоритмнинг 2 ва 3- кадамларини ишлатамиз:

(х, V Х2 V х3)(х, V х2 V х3) = Х,Х, V Х,Х2 V Х,Х3 V Х|Х2 V Х2Х2 V Х2Х3 V

v  х,х3 v  х2х3 v  х3х3 = х,х2 v  х,х3 v  х,х2 v  х2х3 v  х,х3 v  х2х3.
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Кис^артирилган ДНШ куйидаги куринишда булади:
/ ) с ( / 2) =  х, х 2 V х , х 3 V  Х хХ2 V х 2х} V х , х 3 V х 2х 3 . ( 2 )

2- м и с о л .
/ ,  (х,, Х 2 , Х 3 )  =  Х |Х 2Х 3 V  Х ,Х 2Х 3 V  Х ,Х 2Х 3 V  Х |Х 2Х 3 V  Х |Х 2Х 3 V  х,х2х3

функция берилган булсин. Бу функцияга 
N/t = {(1, 0, 0}, (0, 1, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} 

туплам мос келади. Функциянинг МКНШ куриниши 
/ ,(*,,  х2, х3) = (х, v  х2 v x 3)(x, v x 2 v x 3). 

Алгоритмнинг 2 ва 3- кддамларини бажарамиз:

(х, v  х2 v х3)(х, v  х2 v  х3) = х,х, v  х,х2 v  х,х3 v  х,х2 v  х2х2 v  

v  х2х3 v  х,х3 v х2х3 v  х3х3 = х, v  х,х2 v  х,х3 v  х,х2 v  х2 v  х2х3 v  

v х,х3 v х2х3 = х, v х,х3 v х2 v х2х3 v х,х3 v х2х3 v х, v х2 v 
v х,х3 v  х2х3 v  х, v  х2.

Демак, функциянинг циск^ртирилган ДНШ куйидагича булади:

Dc{f\) = x , v x 2 . (3)

Муаммоли масала ва топширицлар

1. N fi = {(0, 0, 0}, (1, 0, 0), (О, 1, 1), (1, 1, 1)},

N h = {(1, 0, 0}, (0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}
тупламларга мос ва f 2 функцияларнинг аналитик кури
нишини ёзинг.

2. N Kj = {(0, 0, 0}, (0, 1, 1)}, N Kl ={(1, 1, 1}, (1, 0, 0)},
= {(1, 1,0}, (1,0, 1)} интервалларга мос конъюнкция

ларнинг аналитик куринишини ёзинг.
3. Хар бир N K{, jV*2 , N Ks интерваллардан иборат Nf  

тупламнинг к,обигига D дизъюнктив нормал шаклда ифо
даланган /  функция мос келишини исботланг.
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4. Куйида берилган функцияларнинг жоиз конъюнкцияла- 
рини топинг:
/ |  =  *1*2 V *1*3*4 V *2*3*4 i
/ ,  = х ^ х ,  v Х|Х2Х4 v х3х4;

/ ,  =  (х, V  X , V  х,)(х, V  х2 V  х3)(х2 V  х3) ;

/ 5 =  (х, V  х4)(х, V  X ,  V  х4)(х, V  х2 V  х3) ;

/ ь =  (х, V  х2 V  х3 )(х, V  х4 )(х2 V  х3 V  х4)  .

5. 4- бандда келтирилган функцияларни к,иск;артирилган 
ДНШ га келтиринг.

6. Кис^артирилган ДНШ ни ясаш алгоритми асосида куйи
даги функцияларни кискартирилган ДНШ куринишга 
келтиринг:
А  =  х,х2 V  х2 ;

/ 2 = х,х4 v х,х,х4 v х,х2х3;
/ 3 = х,х2 v х,х3 v х2х3х4 v х2х3.

Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар

1. И нтерват. Туплам ko6 hfh. Туплам крбиги билан ф ункция ор а
сидаги муносабат.

2. Ж ои з (рухсат этилган) к онъю нкциялар . Тривиал алгоритм ни  
соддалаштириш .

3. М аксимал интервал ва одди й  им пликант х,ак,ида туш унчалар.
4. Киск,артирилган дизъю нктив нормал шакл.
5. Ф ункцияни к,иск,артирилган дизъю нктив нормал шаклга келтириш  

алгоритми.

7- §. Тупикли дизъюнктив нормал шаклларни 
геометрик асосда ясаш усуллари

[7f Тупикли ДНШ га келтириш алгоритми. Айрим максимал 
интервалларни четлаштириш. Келтирилмайдиган х,опла- 
малар (цобицлар). К^исщартирилган, тупикли ва минимал 
ДНШ лар орасидаги муносабатлар.

/ 3 =  Х |Х 2 V  х,х, V  х,х2х3х4 V  х,х2х3х4;
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4-§,  (2а) формула билан берилган /2(хг х2, х3) функ
ция учун N k{) N ki, N kb максимал интерваллардан N /г 
иборат к;оплама

N h  (1 )  

эканлигини юкорида курсатган эдик. Бу ерда 
N h = {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 0)} 
N ki = {(1, 1, 0), (1, 1, 1)}, N kj = {(1, 0, 1), (1, 1, 1)},
N kj = {(0, 1, 0), (1, 1, 0)}, N kA = {(0, 0, 1), (1, 0, 1)},
N ks = {(0, 0. 0), (0, 0, 1)}, N kb = {(0, 0, 0}, (0, 1, 0)}. (2) 

Олдимизга бундай саволга жавоб топиш масаласини 
куямиз: N /2 тупламнинг УУ*.,..., N k6 максимал интервал
лардан иборат булган копламадан айрим максимал интер- 
валларни четлаштирганимизда, колган кисми яна N fi нинг 
кобэти буладими ёки йукм?

(1) ва (2) муносабатлардан куйидагилар келиб чикдди:

" а и и и

и и 5

N H и и и

= ^ 5 и и ^ 3

N f. и и ^ 3 и

N fi тупламнинг (3) да курсатилган копламаларидан бош- 
Ка копламалари мавжуд эмас. Бу кобикдар (1) келтирилган 
кобикдан айрим максимал интервалларни четлаштириш на
тижасида хосил килинган. Шундай килиб, куйилган савол- 
нинг биринчи кисмига ижобий жавоб бердик.

(3) да келтирилган N fl тупламнинг исталган коплама
дан ихтиёрий бирорта максимал интервални четлаштирга
нимизда, колган максимал интерваллар N fl тупламнинг
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копламаси була олмайди. Бундай копламалар N f туплам
нинг келтирилмайдиган щопламалари деб аталади. Шундай 
Килиб,

I) N t l . N h . N kl, ЛГ„; 2)

3) 4) N h , N lt ,N t l ;

5) N k2 , N k i, N k4, ( 4 )

кобиклар N h тупламнинг келтирилмайдиган копламалари 
булади.

1 - т а ъ р и ф . Агар N k], N ki,..., N km максимал интервал

лардан иборат цобиц унинг таркибидан исталган максимал 

интервални ( N k , j =  1, 2, ..., т) четлаштирганимизда, долган 

Кисми Nf нинг k;o6ufu була олмаса, у холда бу к,обик, N fl 
тупламнинг келтирилмайдиган цоплами деб аталади.

2 -т а ъ р и ф .  Nf тупламнинг келтирилмайдиган цобирига 
мос булган Д Н Ш  тупикли дизъюнктив нормал шакл деб ата
лади (геометрик маънода).

1 - м и с о л . N f  тупламнинг (4 )  да ифодаланган келти
рилмайдиган кобикларига мос куйидаги ДНШ лар

Д  =  х , х 2 v  х , х 3 v  х 2х 3 ,

D2 = Х2Х2 V  х , х 2 V  Зс,х3 ,

D} =  х , х 2 v  х 2х 3 v  х , х 2 v  х 2х 3 , ( 5 )

D4 = х , х 2 v  х , х 3 v  х , х 2 v  х ,х 3 ,

D5 -  х2х3 v  х , х 3 v  х 2х 3 v  х , х 3

f2 функциянинг тупикли дизъюнктив нормал шакллари булади.
Т е о р е м а .  I  ва П  алмаштиришларга нисбатан тупикли 

Д Н Ш  тушунчаси билан геометрик маънодаги тупикли Д Н Ш  
тушунчаси эквивалентдир.
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VIII.2- шакл.

Биз таърифлаган киск,артирилган, тупикли ва минимал 
ДНШлар куйидаги муносабатда булади.

Тупикли ДНШ кисцартирилган ДНШдан айрим конъ- 
юнкцияларни четлаштириш йули билан \;осил кдлинади.

L B га нисбатан минимал ДНШ тупикли булади. 
Тупикли ДНШлар орасида L B га нисбатан минимал 

ДНШ лар мавжуд булади.
Масалан,

/ 2(х,, Х2, Х3) = JC,jc2jcj V х,х2х3 V Х,Х2Х3 V х,х2х3 V х,х2х3 V х,х2х3

функциянинг (4- §, (2а) га к,.) Dc(f2) к,искартирилган 
ДНШ ни топдик (6- §, (2) га к;.):

D A f l  ) = *1*2 V *1*3 V *1*2 V *2*3 V *1*3 v  * 2 * 3  •

24 -  Х .Т у р а ев
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Ундан кейин (5) да ифодаланган тупикли ДНШларни 
хосил килдик. У ердан куриниб турибдики,

!,(/),)  = Lb(D2) = 6 ва LE(D3) = LE(D4) = LE(D5) = 8. 

Демак,

Z), = х|х2 v  х,х3 v  х2х3 ва D2 = х,х3 v х,х2 v ^ х , .

тупикли ДНШ лар/2(х,, х2, х3) функциянинг минимал дизъ
юнктив нормал шакллари булади. Равшанки, бу ДНШлар 
уз навбатида ̂ (х,, х2, х3) нинг энг киска ДНШлари х,ам булади.

МДНШ асосида минимал ДНШ ясаш жараёнининг схе
маси VIII.2- шаклда ифодаланган.

8- §. Тупикли дизъюнктив нормал шаклларни 
ясаш алгоритми

[у7! Хамма тупикли ДНШларни топишнинг геометрик гояларга 
асосланган алгоритми. Мисоллар.

Хамма тупикли ДНШларни топишнинг геометрик foh- 
ларга асосланган алгоритмини келтирамиз. Nf  тупламнинг 
хамма максимал интерваллар системаси

№  №  №А| > 1У к2 ’ • • • ’ 'У к„,

булсин. Nf - { P V Р2, ..., /\}ва Р0€ Nf  ихтиёрий нукта булсин. 
/функция айнан 1 га тенг булмаган функция булсин. 1- жад- 
вални тузамиз, бу ерда

<*и =

0, агар Р: г N  п б^лса, (/ = 1,.., т),kj

1, агар Pj е N  „ булса, ( j  = 0,1,..., X).

Жадвалнинг биринчи устуни 0 лардан иборат булади, 
чунки Р0е Nf  Хар бир к;олган устунларида хеч булмаганда 
битта 1 мавжуд булади. Демак, биринчи устун колган хамма 
устунлардан фарк килади.
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1 -ж а д  в ал

р . Л р
J

Р

° ю ° и ° . у 0 |Х

° / | с
и °Гл

" л ®  тО о , ,„ %

Хар бир у (0 <у < X) учун хамма сатрлар ракамлари (но- 
мерлари) туплами Е. ни топамиз, бу ерда Л устунда 1 мав
жуд булади.

Ej = \ ej \ » efi-, •••. ew > )

булсин.

д(е;, v . . .v e Jll(J))

ифодани тузам из ва
А V —̂ V Л

турдаги алмаштиришни утказамиз. Бу алмаштириш вакгида 
е символини буль кийматли деб биламиз. Хосил килинган 
ифодани

AB v  А = А,
A v A  = А

тенг кучли формулалардан фойдаланиб соддалаштирамиз. 
Бунинг натижасида v  л ифоданинг кисми булган v  л 1 ифо
дани хосил киламиз. Равшанки, v  а1 ифодадаги хар бир 
кушилувчи хад келтирилмайдиган кобикни ифодалайди.

1 - м и с о л .  К,уйидаги чинлик жадвалида берилган 
f 2{xv x2, х3) функцияни курайлик:
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• *2 *3 /(*,, x2, x3) *2 *3 f ( x v xv x3)

0 0 0 1 1 0 0 1

0 0 1 1 1 0 1 0

0 1 0 0 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1 1 1

Бу функция учун Nf = {(О, О, О), (О, О, 1), (О, 1, 1), (1, О, О), 
(1, 1, 0), (1, 1, 1)} туплам 6 та учдан (чуккидан) иборат. 
Уларни I, II, ..., VI сонлари билан белгилаймиз. Максимал 
интерваллари кирралардан иборат, уларни 1, 2, ..., 6 сонлари 
билан номерлаймиз (VIII.3 - шакл). 2-жадвални тузамиз.

2 - ж а д  в а л

0 I II III IV V VI

1 0 1 1 0 0 0 0

2 0 0 1 1 0 0 0
3 0 0 0 1 0 0 0
4 0 0 0 0 1 1 0
5 0 0 0 0 1 1 1

6 0 1 0 0 0 0 1

Бу ердан, £, = {1,6}, £„ = {1, 2}, £,„ = {2, 3}, £ |V = {3, 4}, 
£ v =  {4 , 5 } , £ V| =  {5 , 6}. У  х о л д а

v a  =  ( 1  v  6 ) (  1 v  2 ) ( 2  v  3 ) (3  v  4 ) ( 4  v  5 ) (5  v  6 )  =
=  (1 v  2 • 6 ) ( 3  v  2 • 4 ) ( 5  v  4  • 6 ) =

=  ( l - 3 v 2 - 3 - 6 v l - 2 - 4 v 2 - 4  - 6 ) ( 5  v  4  • 6 )  =
=  1 - 3 -  5 v 2 - 3 - 5 - 6 v  1 - 2 -  4 -  5 v 2 - 4 - 5 - 6 v  1 • 3 • 4  • 6 v  

v 2 - 3 - 4 - 6 v l - 2 - 4 - 6 v 2 - 4 - 6  =
=  3 -  5 v 2 - 3 - 5 - 6 v l - 2 - 4 - 5 v  l v 3 - 4 - 6 v 2 - 4 - 6 .
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ш з IV

II

4

/ /
V

6 VI VIII.3- шакл.

Натижада 5 та келтирилмайдиган кобикка ва уларга мос 
5 та тупикли ДНШга эга буламиз:

Ds = x tx3 v  л-,;с2 v  jc2jc3 .

Булардан Z), ва Ds минимал ДНШ булади.
Бу алгоритм куп аргументли функциялар учун куп мех

нат талаб килади ва амалда деярли ишлатилмайди.

9-§. Айрим ягона тарзда х;осил килинадиган 
дизъюнктив нормал шакллар

|7[ Тупикли ДНШларни ясашни соддалаштириш. Икки холат. 
Ягона тарзда тупикли Д НШ ни хосил к,илиш алгоритми. 
Асосий щисми. Ядро. Квайн дизъюнктив нормал шакли. 
Теорема. IT турдаги Д Н Ш . DZJ. Даста. Регуляр пункта. 
Регуляр максимал интервал. Ю.Журавлёв теоремаси. Тео
рема. Функцияни минималлаштириш жараёнининг схемаси.

Мукаммал дизъюнктив нормал шаклдан минимал дизъ
юнктив нормал шаклни хосил килиш жараёнининг схема- 
сини VIII.2- шаклда келтирган эдик.

D
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Аввал к;иск;артирилган ДНШ олинади. Кейин ягона тарз- 
даги жараён бутоьутанишга утади, яъни хамма тупикли 
ДНШларни ясаш жараёнига утилади. Охири тупикли 
ДНШлардан минимал ДНШлар ажратиб олинади. Бу жа- 
раённинг энг огир к̂ исми тупикли ДНШларни ясаш к;ис- 
мидир (буток^ланиш к,исми). Уни икки холатда соддалашти
риш мумкин.

1. Тупикли ДНШлар ясаш жараёнида к;атнашмайдиган 
кискдртирилган ДНШ нинг айрим хадларини олдиндан чет
лаштириш керак. Натижада к;иск;артирилган ДНШнинг дол
ган хадларини бирма-бир куриш камаяди.

2. Киск^артирилган ДНШнинг айрим хадларини шун
дай четлаштириш керакки, крлган цисмидан хеч булмаган
да битта минимал ДНШ ясаш мумкин булсин. Ушбу к;адам 
ягона тарзда амалга ошиши макрадга мувофик, келади.

Ушбу параграфда шундай ягона тарзда тупикли ДНШни 
хосил килишнинг иккита алгоритмини келтирамиз.

Nk интервал Nf тупламнинг максимал интервали булсин.
1 - т а ъ р и ф . Агар Nf тупламнинг шундай а нуктаси мав

жуд булсаки, а. е Nk ва а нун;та Nf нинг бошца максимал ин- 
тервалларининг элементи булмаса, у холда Nk максимал ин
тервал Nf нинг асосий цисми деб аталади.

1-м и с о л .  Куйидаги жадвалда берилган/j(x,, х2, х3) 
функцияни курайлик. VIII.4- шаклда Nf  туплам ва унинг 
Nv N2, N3 максимал интерваллари (к^рралари) акс эттирилган:

*1 *2 *3 /
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1
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Бу ерда УУ, = {(О, О, О), (О, О, 1)}, TV2 = {(О, О, 1), (1, О, 1)} 
ва УУ3 = {(1, О, 1), (1, 1, 1)} нукта факат УУ, интервал билан 
ва (1, 1, 1) нукта факат УУ3 интервал билан крпланганлиги 
куриниб турибди. Демак, jV, ва N3 максимал интерваллар 
Nf  тупламнинг асосий кисмлари булади.

2 - т а ъ р и ф .  Nf тупламнинг хамма асосий щсмларидан 
(ёцларидан) тузилган туплам ядро деб аталади.

Келтирилган мисолда {УУ,, yV3}, ядро булиши равшандир. 
Ядро \ар бир келтирилмайдиган кобикда киради. Бу ердан 
ядро билан крпланадиган ёк, (кирра) х,еч бир келтирилмай
диган к,обик,к,а кирмаслиги келиб чикади.

3 - та ъ р и ф .  Ядро билан копланган максимал ё/^ларга (к,ир- 
раларга) мос хамма оддий импликантларни мукаммал ДНШ дан  
(цисцартирилган ДНШ дан) четлаштириш натижасида хосил 
цилинадиган Д Н Ш  Квайн дизъюнктив нормал шакли деб ата
лади ва D. деб белгиланади.Кв

Америка олими Квайн исбот килган (1959) куйидаги тео
ремани келтирамиз.

1 - т е о р е м а .  Да/? бир айнан 0 га тенг булмаган /(*,, ..., хп) 
функциянинг ягона Квайн дизъюнктив нормал шакли мавжуд 
булади.
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2 - м и с о л .  1 -жадвалда берилган /(х,, х2, х3) функция
нинг кискартирилган ДНШ куйидагича булади:

Д. = jc,3c2 v х2х3 v х,х2.

{A,, М3} ядро N2 ёцни (киррани) коплайди. N2 га х2х3 
оддий импликант мос келади. Таърифга асосан, бу оддий 
импликантни кискартирилган ДНШ ифодасидан четлаштир- 
сак, Квайн ДНШ келиб чикади:

А™ = *1*2 v  *1*3 •
Демак, кискартирилган ДНШдан айрим оддий импли- 

кантларни четлаштириш йули билан ягона тарзда аникпан- 
ган Квайн ДНШга утиш мумкин. Квайн ДНШ уша функ
цияни реализация килади ва бу функциянинг хамма тупик
ли ДНШларини уз ичига олган булади.

4 - т а ъ р и ф .  \еч булмаганда бирорта келтирилмайдиган 
щобища кирувчи шундай максимал ёклар мажмуаси билан коп
ланган Nf тупламга мос дизъюнктив нормал шакл ЕТ турдаги 
Д Н Ш  деб аталади ва у /)1Т оркали белгиланади.

/(х ,, ..., хп) функциянинг хамма тупикли ДНШларининг 
дизъюнкцияси (мантикий йигиндиси) ва уни соддалашти
риш натижасида Д.т дизъюнктив нормал шакл хосил булади.

Таърифга асосан, хар бир/(х, ,  ..., хп) функция учун яго
на DZJ ДНШ мавжуд ва у / ( х р ..., хп) ни реализация килади. 
Д.ТДНШ кискартирилган ДНШдан айрим хадларини чет
лаштириш йули билан хосил килинади.

.5- т а ъ р и ф .  а е  Nf булсин. У  холда а нуцтани уз ичига 
олган хамма Nf га нисбатан максимал ёкларнинг (кирралар- 
нинг) Па мажмуаси а нуктадан утувчи даста (туташ) деб 
аталади.

6-т а ъ р и ф .  cte Nf ea а е  булсин. №к шу Nf  туплам

нинг максимал e'FU (кирраси). Агар (3 е АДА^ ва Яр е П а булса, 

у холда а  нукта ( №к ва Nf га нисбатан) регуляр нукта деб 
аталади.
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3 - м и с о л .  1 -жадвалда берилган /(jc,, х 2, х3) функция 
учун (VII 1.4-шаклга к;.) а нук^а сифатида (0, 0, 1) ни ва N2 
максимал ёк?ш оламиз. Равшанки, а е  N2 = {(0, 0, 1), (1, 0, 1)}. 
а регуляр нук,та (iV2 ва Nf  га нисбатан) эканлигини курсата
миз. Р = (О, О, 0) булсин. У холда (jV, = {(0, 0, 0), (О, 0, 1)})

П а =  {N ,, Л у ,  Я р =  {ЛГ,} ва /7р с  П а.

Демак, а нук,та регуляр нук,та булади.
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7 - т а ъ р и ф .  Агар N nK максимал интервалнинг хар бир 
нуктаси ( №к ва Nf га нисбатан) регуляр нуцта булса, у  холда 
Nf учун N {)K регуляр максимал интервал деб аталади.

Ю . И . Ж у р а в л ё в  т е о р е м а с и .  /(х ,, х2, х,) функция
нинг К° оддий импликанти Д . т турдаги ДНШнинг ифодасида 
булмаслиги учун унга мос N {]K интервал регуляр максимал ин
тервал булиши етарли ва зарурдир.

5 - м и с о л .  1 -жадвалда берилган /(х,, х2, х3) функция 
учун битта 7V, регуляр интервал мавжуд. Уни четлаштирсак, 
у холда y^UyV. га эга буламиз. Бу ердан х,х2 v  х,х3 келиб 
чикади ва у D1T турдаги ДНШ булади. Бу ДНШ функция
нинг ягона тупикли ДНШ хам булади.

3 - т е о р е м а .  / ( х р х 2, х 3) функциянинг Г Г  турдаги ДНШ  
шу функциянинг Квайн ДНШ  дан айрим оддий импликантлар- 
ни четлаштириш йули билан хосил килиниши мумкин.

Шундай килиб, /(х,, х2, х3) функцияни минималлашти
риш жараёнини VIII.5- шаклда акс эттирилган схема орка
ли ифодалаш мумкин.

Муаммоли масала ва топширицлар

1. Куйидаги жадвал билан берилган /(х р х2, х3) функция
ларнинг мукаммал, кискартирилган, Квайн, IT турдаги, 
тупикли ва минимал дизъюнктив нормал шаклларини юиинг.

*1 *3 А А А А А / . А / .
0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 1 I 0 0 1 1
0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1
0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0
1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1
1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1
1 1 0 1 . 0 0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0
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2. Берилган ДНШларнинг мукаммал, кискартирилган, тупик
ли ва минимал дизъюнктив нормал шаклларини топинг: 
a) D = х,х2 v  х,х3х4 v  х2х3х4; б) D = х,х2х3 v  х,х2х4 v  х3х4.

3. Берилган КНШ ларнинг мукаммал, кискартирилган, ту
пикли ва минимал дизъюнктив нормал шаклларини топинг:
а) (*, v х2 v  х3)(х, v  х2 v  х3)(х2 v  х3) ;
б) (X, V  Х 4 ) ( Х 2 V  Х 3 V  Х 4 )(Х | v  х2 v  х3) .

4. Куйидаги функцияларнинг \амма тупикли ДНШ ларини 
топинг:
а)Дх,, х2, х3)=(01111110); б)Дх,, х̂ , х3, х4)=(1110011000010101);
в) Дх,, х2, х3, х4) = (0110101110101011).

5. Куйидаги дизъюнктив нормал шакллар тупикли, энг киска 
ва минимал ДНШ буладими ёки йукми эканлигини курсатинг: 
а) х,х2 v  х2; ' б) х3х4 v  х,х2х4 v  х,х2х3;
в) х,х2 v  х,х3 v  х2х3х4 v  х2х3.

6. a) у ;(х , у, z ) = x  + y  + z;_ б ) / 2(х , у, z ) = (х у) z; 
В) / 3(х , у, z, 0  = ( x yv  z ) - >  t; г ) / 4(х , у, z) = X - > у  ->  г;
Д ) / 5(х , У, z) = (xvy)<r * z; е ) / 6(х , у, z) = XZ  - > у;
ж ) / 7(х , у, z) =  (х <-» у)  ->  г; з Щ х ,  у, z) = (х <-> у)  «-» z;
и ) / 9(х , у, z) =  (х  - » у)  v  г

функцияларга мос N f. (/ = 1, 9) тупламларни топинг ва 
уларни тупикли ДНШ куринишига келтиринг.

Мустакил ишлаш учун савол ва топшири^лар

1. Т упикли дизъю нктив нормал ш аклга келтириш  алгоритми.
2. Келтирилмайдиган копламалар \ак,ида туш унча.
3. К искартирилган, тупикли ва м иним ал Д Н Ш  лар орасидаги м ун о

сабатлар.
4. Х ам м а тупикли Д Н Ш л ар н и  т оп и ш н и н г геометрик гояларга а со с 

ланган алгоритми.
5. Тупикли Д Н Ш ларни ясаш ни соддалаш тириш . Ягона тарзда тупикли  

Д Н Ш н и  \о с и л  килиш  алгоритми.
6. К вайн дизъю нктив нормал ш акли. Ю .Ж уравлёв теор ем аси .
7. Ф ункцияни минималлаш тириш  ж ар аён и н и н г схемаси.
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ГРА Ф Л А Р Н А ЗА Р И Я С И Н И Н Г  
Э Л Е М Е Н Т Л А Р И

Бу бобда графлар назариясининг элементлари ёритил- 
ган. Бу ерда оддий графлар, графларнинг изоморфлиги, 
маршрутлар, занжирлар, цикллар, 6оели1<у1илик, дарахтлар, 
мультиграфлар, Эйлер графлари, хроматик сон ва хроматик 
синф, т^рлар ва турдаги ок,имлар, Форд—Фалкерсон теоре
маси каби масалалар к;араб чикдпган.

1- §. Оддий графлар. Таъриф ва мисоллар1

[yj Граф. К,ирралар. Учлар. Йуналтирилган, йуналтирилмаган 
цирралар. Инцидент. Оддий графлар. Графнинг тулдирув
чиси. Кием граф. Суграф.

Графлар назарияси хозирги замон математикасининг 
асосий к,исмларидан биридир. Кейинги пайтларда турли хил 
АБТ ва дискрет характерга эга булган хисоблаш курилмала- 
рини лойихалашда (ясашда) графларнинг роли янада ошди.

Графнинг узи нима? Таъриф берищдан аввал уни куйи
даги мисолда тушунтирамиз.

IX. 1-шакл учлари 1, 2, 3, 4, 5 рак;амлари билан белги- 
ланган доирачалардан, к,ирралари (йуналишга эга ёки йуна
лишсиз) эса бу доирачаларнинг баъзи бирларини туташти- 
рувчи а, Ь, с, d, е, / , g, И, /, j ,  к чизикдардан иборат. а к;ирра 
йуналтирилган булиб, 7 ва 2 учларни туташтиради (лекин
2 ва 1 учларни туташтирмайди); ёйлар деб аталувчи бу к,ир- 
раларга е, /, g лар хам мисол була олади. h кирра йуналти
рилмаган булиб, у 7 ва 4 хамда 4 ва 1 учларни туташтиради; 
звенолар деб аталувчи бундай кирраларга /' ва j  лар хам кира-

1 Ушбу боб доцент Р .Э .Эргаш евнинг маърузалар матнидан фойдаланиб 
ёзилди.
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ди. Нихоят, Ь, с, d, к кирралар сиртмощлар деб аталади ва 
баъзи учни унинг узи билан туташтиради (бу кирралар хам 
йуналишга эга эмас).

Одатда a, b, е, f  g, h кирраларни 1 учга инцидент деб 
атайдилар, уз навбатида бу уч шу кирраларнинг \ар бирига 
инцидентдир. Шу билан бирга е, / ёйлар 1 учдан 4 га к,араб 
йуналтирилган, g эса, аксинча, 4 дан 1 га карата йуналти
рилган. 3 ва 5 учлар яккаланган дейилади (улар купи билан 
сиртмокларга инцидент булиши мумкин).

Бу мисолдаги граф чеклидир: {/, 2, 3 , 4, 5} учлар ва 
{а, Ь, с, d, e, f ,  g, h, i , j ,  Л} кирралар тупламларининг иккала
си \ам чекли.

Келгусида оддий графлар мухим урин тутади. Бу синф- 
нинг графлари куйидаги хоссаларга эга: у чекли, барча к,ир- 
ралари ориентирланмаган, сиртмокдари ва каррали к;ирра- 
лари йук; (исталган иккита уч биттадан куп звено билан ту- 
таштирилмайди).

Бундай графларга куйидагилар мисол була олади 
(IX.2- шакл).

Петерсен номи билан аталувчи унг томондаги граф к;ир- 
раларининг доирачалар билан белгиланмаган кесишган жой- 
лари унинг учлари эмасдир.
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IX.2- шакл.

1 - т  а ъ р и  ф . Буш булмаган X  учлар туплами ва U с  Л'121 
^ирралар тупламидан тузилган тартибланган G = (X, U) 
жуфтлик оддий граф дейилади.

Агар х, y e  X  учлар учун хуе U булса, учлар цушни, агар 
x yz U булса, бу учлар цушнимас дейилади.

Таърифдан бевосита куринадики, агар учлар сони 
\Х\ =  n(G) булса, у холда к,ирралар сони m{G)  учун куйидаги 
тенгсизлик уринлидир:

Оддий графларнинг куйидаги иккита холини алохида 
айтиб утамиз:

Еп — п учли буш граф: U {E J  = 0;
Fn — п учли тулик, граф: U(Fn) =  Х [2К 

IX.3- шаклда Е5 ва Fs графлар келтирилган.

О

О О

О  О
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ш з

2- т а ъ р и ф . Унлари G=(X,  U) графнинг учларидан, к,ир- 
ралари эса U a , X ^ \ U  тупламдан иборат булган граф  
G = (X,  U ) берилган графнинг тулдирувчиси дейилади.

Равшанки, G =  G . I X .3 -  шаклдаги Es ва Fs бир-бирини 
тулдирувчи графлардир. Уларга яна мисол келтирамиз 
( I X .4- шакл).

3 - т а ъ р и ф .  Агар G - ( X ,  U) ва G ' - ( X ' ,  U') графлар учун 
X' с  X, U' с  U булса, у  холда G' граф G нинг булаги дейилади.

Масалан, IX.5- шаклдаги графлар IX.4- шаклдаги бирин
чи графнинг булакларидир.

4 - т а ъ р и ф .  Агар G - ( X ,  U) графнинг булаги G' = (X U') 
учун U' =  {ху/х, y e  X'} булса, у  холда у  цисм граф дейилади.

Бошкдча к,илиб айтганда, кием графни хосил килиш 
учун ХХХ' учлар туплами билан уларнинг камида битгасига 
инцидент булган кирралар олиб ташланади.

IX.4- шакл.

G> <D О <D

<2>
©

© <2> <2>

IX.5- шакл.
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Масалан, IX.4- шаклда келтирилган графнинг кием 
графларидан баъзилари IX.6- шаклдаги графлардан иборат.

Ф Ф

& -У )

Ф

Ф

Ф

IX.6- шакл.

5- т а ъ р и ф . Агар G=(X,  U) графнинг булаги G' = (X , U') 
учун X' = X  булса, у  холда у  суграф дейилади, яъни суграфларни 
хосил н;илиш учун фа^ат щрраларни олиб ташлаш кифоя.

Яна IX.4- шаклдаги мисолга мурожаат киламиз. Куйи
даги графлар унинг суграфларидир (IX.7- шакл).

Ф

2- §. Графларнинг изоморфлиги

[ 7 [  Графлар изоморфизми. Изоморф графлар. Кушнилик муно
сабати.

G={X,  U) ва G' = (X, U') графлар берилган булсин. К,айси 
х,олда уларнинг иккаласи битта графни ифодалайди деган 
саволга жавоб беришга уринамиз. Бу масала графларнинг 
изоморфизми тушунчаси билан чамбарчас богликдир.
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Т а ъ р и ф .  Агар G ва G' графлар учлари тупламлари 
X  ва X  орасида узаро бир кийматли ва учларнинг кушнилик 
муносабатини саклайдиган мосликни (<=>) урнатиш мумкин 
булса, яъни Vx, у  е X  ва уларга мос х', у' е X' (х <=> х', у  «  у') 
учун хуе  U о  х'у'е U' булса, у холда бу графлар изоморф дейи
лади.

Куйидаги графлар берилган булсин (IX.8- шакл):
<?,= (*„ Щ , ( / = 1 , 2 ,  3, 4),

бу ерда
*, = {1, 2, 3, 4}, 6/, = {12, 13, 23, 34};
Х2 = {а, Ь, с, d\, U2 = {ab, ас, be, cd);

X3 = {1, 2, 3, 4}, U3 = { 12, 23, 34, 14};
X4 = {\, 2, 3, 4}, U4 = { 13, 23, 14, 24};

IX.8- шакл.

Умуман олганда, бу графларнинг турталаси \ар хилдир. 
G{ ф G2, чунки Х х Ф Х2, G3 Ф G4, чунки U} Ф U4. Лекин кури- 
ниб турибдики, G{ ва G2 бир хил тузилишга (структурага) 
эга, шу жумладан, G3 ва G4 хам бир хил тузилишга эга. Агар 
изоморфликни = билан ва изоморф эмасликни ф билан бел- 
гиласак: (7, ~ G2, G3 ~ G4, Gy ф G3, G x ф G4, G2 Ф G3, 
эканлигини курамиз.

Масалан, G { ~ G2 ни куйидагича аниклаш мумкин:

G4
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у ,\олда
12е Ul ва abe Uv  13е U{ ва асе Uv

14е Л/, ва ade Uv 23е U{ ва bee U2,

24g Ux ва bde U2, 34e Ux ва cde U2,

яъни x y e U x <=> x'y'<E U2 шарт бажарилади.
У к увч и га

1 <̂ >b, 2 <=> а, З о е ,  4 <=> d
мослик \ам G x ва G2 графларнинг изоморфизми эканлиги
ни текширишни тавсия киламиз. Шу билан бирга учлар- 
нинг колган 4! -  2 = 22 та мосликлари изоморфизм эмасли
гини айтиб утамиз.

G3 ва G4 графларнинг изоморфизмини масалан, куйида
гича урнатиш мумкин:

1 2 3 4 — G3 графда
Z Z Z S
1 3 2 4 -  G4 графда

(бу графларнинг бошка изоморфизмларини аникланг).
(г, ф G3 эканлигини осонгина аниклаш мумкин. Маса

лан, (7, графнинг 4 учи факат битта уч билан кушни, G3 да 
эса бундай уч умуман йук.

3- §. Мультиграфлар

Параллел кирралар. Сирт мок,. Инцидентлик матрицаси.
Мультиграф.

Энди умумий холда чекли, ориентирлаштирилмаган 
графларни киритамиз.

Т а ъ р и ф .  Граф деб G= (X, U, у) тартибланган учликка 
айтилади, бу ерда Х ф 0  — учлар туплами, U  — щрралар тупла
ми (иккаласи хам чекли) ва у: U=> X 2 акслантириш %ар бир 
ие U щрра учун унинг х, ye Xучларига тартибланмаган \|/(и) = ху
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жуфтликни мос цуяди. Агар у  (и) = хх булса, у холда и н;ирра 
х ундаги сиртмок,, у(ы) = х, у  л х Ф у булса, у  звено дейилади. 
Агар х  ва у  учларнинг иккаласи камида битта умумий инци
дент циррага эга булса, улар цушни дейилади. Хусусий холда, 
агархучда камида битта сиртмок; булса, у уз-узи билан к;ушни- 
дир.

Агар и ва v к;ирралар учун и ф v a  yj/(m) = \|/(v) булса, у холда 
улар параллел (каррали) дейилади.

Агар графнинг учлари Х=  {1, 2, ..., п) каби тартибланган 
булса, у х,олда уни A(G) = (а.) кушнилик матрицаси ёрдами
да бериш мумкин, бу ерда а у — шу / ва j  учларни туташти- 
рувчи кирралар сони. Албатта, бу матрица граф учларининг 
тартибланишига боглик; ва уни параллел к,ирраларни жойла- 
шиш тартиби аниьушгигина тиклайди. Инцидентлик мат
рицаси B (G ) = (Р,-,Х буйича графни ягона равишда тиклаш 
мумкин:

_ fl, агар / уч ва j к,ирра инцидент булса, 
и [0, акс холда.

Бу ерда /=  1, 2, ..., л; j =  1, 2, ..., т ва к;ирралар хам 
тартибланган деб хисобланади: U = {u v и2, ..., u j .

а b g h
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IX.9 - шаклда учлари Х = { 1 ,  2, 3, 4, 5}, к;ирралари 
U =  {а, Ь, с, d, е, / ,  g, h} булган G = (X, U, у )  граф (мульти
граф) берилган. Акслантириш у  эса куйидагича аникланган: 

V(flf) = v (A )  =  у ( с )  =  14, y(d)  = 12, \\f(e) = \\i(f} = 22,
¥(!) = # )  = 35.

Бу граф учун

A(G) =

г0 1 0 3 ( Г f\ 1 1 1 0 0 0 (Г

1 2 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0

0 0 0 0 2 , B(G) = 0 0 0 0 0 0 1 1

3 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0

0
V

0 2 0 0
/

0
\

0 0 0 0 0 1 1
/

4- §. Маршрутлар, занжирлар, цикллар. Боглик^лилик

[у7! Маршрут. Циклик маршрут. Занжир. Цикл. Содда зан
жир. Туташтирилган учлар. Боглицли граф. Кушнилик 
матрицаси. Такомиллаштирилган кушнилик матрицаси.

1 - т а ъ р и ф . Оддий G = (X, U) графдаги 
х0 м, х, и2х2 м3 х3... хм г/,х,

кетма-кетлик (бу ерда х0, х,, .... х, е Х\ иг и2, . . . ,  ut е U) 
узунлиги I тенг булган ва  х0, xt учларни туташтирувчи 
маршрут дейилади.

Агар х0 =  х, ва / >  1 булса, маршрут циклик дейилади. 1=0  
маршрут битта х0 учдан иборат булади ва у циклик \исоб- 
ланмайди.

Маршрутда учлар ва к,ирраларнинг хар хил булиши та
лаб кдиинмайди. Битта уч ёки Kjippa бир неча марта такрор
ланиши мумкин.

2- т а ъ р и ф . К,ирралари х,ар хил булган маршрут занжир 
деб аталади. Циклик занжир эса цикл дейилади. Агар зан- 
жирда (циклда) х0 ва х, лардан ташкари барча учлари х,ар хил 
булса, у  холда у  содда занжир (цикл) дейилади.
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IX. 10- шакл.

IX. 10- шаклдаги графда 3v2ulw3p4t5t4t5 ва 3wlu2v3p4t5t4t5 
маршрутлар бир хил элементлардан тузилган булса-да, ле
кин хар хилдир. Улар циклик эмас ва занжир хам эмасдир. 
3wlu2v3p4 маршрут занжир, лекин содда эмас ва циклни 
ташкил этмайди. 3wlu2v3p4s6r7q3 ва 3v2ulw3p4s6r7q3 хар хил 
содда булмаган цикллар. 3q7r6s4p3 маршрут содда циклдир. 
Iu3v2 кетма-кетлик умуман маршрут эмас.

3- т а ъ р и ф . Агар G графнинг х ва у учлари орасида х,еч 
булмаганда битта занжир мавжуд булса, у холда улар туташ
тирилган дейилади.

Равшанки, графнинг учлари тупламида берилган «туташ- 
тирилганлик» муносабати рефлексивлик, симметриклик ва 
транзитивлик хоссаларига эга. Демак, бу муносабат эквива- 
лентликдир ва графнинг X  учлари тупламини X v Х2, ..., Хк 
синфларга ажратади. Хар бир синфга тегишли булган учлар 
узаро туташтирилгандир (турли синфларга тегишли булган 
учлар орасида занжирлар йук).

G = { X , U) графнинг Gt = (Xjy У!) (/ = 1, 2, ..., к) к,исм 
графи унинг берлинки компонентаси дейилади. Агар k(G) = 1 
б^лса, граф боглицли дейилади.

Богликли G  графнинг учлари туплами X  да масофа ту
шунчасини киритиш мумкин: / ва j  учлар орасидаги масофа 
деб
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га айтилади, бу ерда /|(. у| шу [/, j]  занжирнинг узунлиги ва 
минимум барча [/, у] занжирлар буйича олинади (албатта, бу 
минимум содда занжирларда эришилади).

Киритилган d (i,j) учун масофанинг барча хоссалари (ак
сиомалари) бажарилади:

1) d(i\ /) = 0, d(i, i) > 0 (/*/);

2) d(i, j)  = d(J, /);

3) d(i, j)  + d(J, k) > d(i, k).

Демак, X  туплам метрик фазони ташкил этади.
G  = (X , U, у) мультиграф берилган булсин, бу ерда 

Х = {х г х2, ..., х},  U = {u l,u 2, ия] ва A{G) = (ai)  кЗштилик 
матрицаси. Графнинг х. ва х. учларини туташтирувчи узун
лиги / > 1 булган турли хил маршрутлар сонини ва уларнинг 
узларини аниклаш масаласини караймиз. Бусон [A (G )\ = (а ]'/) 

матрицанинг а )'■ элементига тенг.
Хакикатан хам, /= 1 булганда, бу уз-узидан равшан. Фа

раз килайлик, а)ь берилган х. ва хк учларни туташтиручи 
/ узунликдаги маршрутлар сони булсин. Унда х. ва х. учлар
ни туташтирувчи ва узунликлари / + 1 булган (охиридан ол- 
динги хк учни танлаб олган холда) маршрутлар сони ос̂  a kj 
га тенг, умумий холда эса барча маршрутлар сони матрица-

п

лар купайтмаси коидасига асосан ^ а (/ка к] = а^+|) га тенг.
к=I

IX. 11- шаклдаги граф учун

ГО 3 0 0 0̂ 0 6 3 0 N "0 42 3 9 °1
3 0 2 1 0 0 14 1 3 0 42 15 31 18 0
0 2 0 1 0 , А 2 = 6 1 5 3 0 , л ъ = 3 31 5 9 0
0 1 1 1 0 3 3 3 3 0 9 18 9 9 0

Оо

0 0 2 / 0\ 0 0 0 4 / 0\ 0 0 0 8/
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IX.11- шакл.

масалан, х, уч билан х4 учни туташтирувчи узунликлари 2 га 
тенг булган учта маршрут (лг, w,jc2£/8jc4, x,w2x2«8x4, х,и3х2ы8х4) 
бор ва бу учларни туташтирувчи узунликлари 3 га тенг 
тук,к;изта маршрут х [ихх2и5хъи(х4, х,и2х2и4х3и6х4,
х,ы2х2ы5х3«6х4, x |M3x2w4x3M6x4, х,ы3х2м5х3ы6х4, x,M(x2«8x4w7x4, 
Xji/jXjHgX̂ x,,, х ^ ^ и ^ и ^ )  мавжуд, х5 учни узи билан 6of- 
ловчи узунлиги 2 га тенг туртта маршрут (x,w9x5«9x5, 
XjMjXjUkjXj, х5и1ак5идх5, x5w|ffx5w10x5) бор ва хоказо.

Маршрутларнинг узларини аниклаш усулини (хисоблаш- 
лари куплиги сабабли) содда мисолда курсатамиз (IX. 12- шакл).

www.ziyouz.com kutubxonasi



Бу графнинг такомиллаштирилган кушнилик матрица- 
сини тузамиз:

бу ерда аи(и) — шу / ва j  учларни туташтирувчи кирралар- 
нинг шартли йигиндиси. К,ирралар белгиларини (а, Ь, с, d) 
нокоммутатив (лекин ассоциатив) ярим халканинг ясовчи- 
лари деб кабул киламиз.

А{и) матрицанинг кетма-кет даражаларини топамиз:

'а Ь О
А(и) = (а0(и)) = b 0 c + d

О с + d О

\

V /

[ A (U ) f  = ba b2 + с2 + d 1 + cd  + dc
cd + db

ab

0

be + cd  
0

c2 + d 2 + cd  + dc
\

\

a 3 + b2a + ab2
a 2b + bi + be2 + 

bed + bde + b d 2
abc + abd

[A(U)\
b2c + c3 + d 2c + cdc + 

+ dc2 + b2d  + c 2d +

+ d 3 + cd 2 + dcd

0

/

Масалан, [A(LО]3 матрицанинг a^’(f/) = ba2 + b3 +c2b + 
+ d 2b + cdb + deb элементи x2 билан ни туташтирувчи 
узунлиги 3 га тенг булган олтита маршрутни аниклайди:
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x2bx^axxaxv x2bxxbx2bxv x2cx}cx2bxr  

x2dx^dx2bxv x2cx3dx2bxr  x2dx}cx2bxr

Агар бизни x. дан x. га / кдцамлар билан утиш масаласи 
кизиктирса, бутун мусбат сонлар ярим \алк,асига 2 = 1 буль 
муносабатини киритамиз. У холда, агар х( дан х. гача камида 
битта узунлиги / га тенг булган маршрут булса, [A {G )\  мат
рицанинг а )'] элементи 1 га, акс холда 0 га тенг. IX. 11- 
шаклдаги граф учун

"0 1 0 0 0 N '1 0 1 1 0̂ '0 1 1 1 о л

1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0
0 1 0 1 0 , А2 = 1 1 1 1 0 , А 3 = 1 1 1 1 0
0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0
0 0 0 0 1/ 0V 0 0 0 1) 0V 0 0 0 1/

1 1 1 1 О4 

1 1 1 1 0  

А 4 = А 5 = 1 1 1 1 0  
1 1 1 1 0

0 0 0 0 1
^ У

Агар х  дан xj гача / дан куп булмаган к,адамлар билан
утиш масаласини курсак, у холда А + Е { Е пп — бирлик матрица) 
матрицанинг даражаларини к;араймиз. Юкоридаги мисолда

А + Е  =

( \ 1 о  о  о 4 

1 1 1 1 0  

0 1 1 1 0  

0 1 1 1 0

0 0 0 0  1
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(.А + ЕУ = (А  + Е )г =  . . . =

Бу усул билан графнинг барча бомиклик компонента- 
ларини хам топиш мумкин.

1 1 1 I 0

1 1 1 1 0

1 1 1 1 0

1 I 1 1 0

0 0 0 0 1

p a g * 1' Муаммоли масала ва топширицлар

1. IX. 13- шаклда курсатилган иккита графнинг изоморфли- 
гини исботланг.

IX. 13- шакл.

2. Бир-бири билан аразлаган учта кушнининг учта умумий 
кудуклари бор. Хар бир уйдан хар бир кудук^а бир-бири 
билан кесишмайдиган йул утказиш мумкинми? Жавобин- 
гизни изохланг.

3. Бешта тугри куп к,иррали графлар учларининг сони ва 
даражасини аникланг.

4. Тугри куп киррали графлар учун кушнилик ва инцидент
лик матрицаларини тузинг.
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Мустакил ишлаш учун савол ва топширик̂ лар

1. О ддий графлар. Кирралар, учлар. Й уналтирилган ва йуналтирил- 
маган цирралар. И нцидент.

2. Графнинг тулдирувчиси. К,исм граф. Суграф.
3. Графлар изом орф изм и. И зом ор ф  графлар. К уш нилик муносабати.
4. М ультиграфлар.
5. М арш рутлар, занж ирлар, цикллар. Богликлилик.

5- §. Дарахтлар

[ 7 |  Циклик ва ациклик к,ирра. Цикломатик сон. Дарахт. F Io fo -  
на учлари. Графнинг асоси. Ватар. Чекли дарахтда к,ирра- 
лар сони учлар сонидан битта камлиги х,ащда.

1-т а ъ р и ф .  Агар G графнинг и кирраси камида битта 
циклга тегишли булса, у  циклик цирра, акс х;олда ациклик цирра 
деб аталади. G  граф учун

X(G) = m(G) -  n(G) + k(G )

(бу ерда m(G) — берилган G нинг цирралари сони, n(G) — учла
ри сони ва K(G ) — компоненталари сони) ифода унинг цикло
матик сони деб аталади.

Осонгина курсатиш мумкинки:

K (G  \  и) агаР и циклик кирра булса,
[^(С) +1, агар и ациклик к^рра булса;

X(G \ и ) ~  -  агаР и циклик кирра булса,
[АГ((/), агар и ациклик цирра булса.

Уз-Узидан равшанки, n(G \и )  = n(G), m{G \и )  = m(G) - 1, 
X(G) > 0 ва фак̂ ат цикллари булмаган граф учун X(G) = 0.

2 - т а ъ р и ф .  Барча щрралари ациклик булган боЕлицлик 
граф дарахт деб аталади.
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Дарахтнинг исталган иккита учи ягона занжир билан 
бопгангандир. Дарахтнинг исталган х0 учини танлаб олиб, 
уни илдиз ёки нолинчи погонали уч деб атаймиз. х0 га кушни 
булган барча учларни биринчи погона учлари деймиз ва хоказо 
/ -  1 погонадаги учларга кушни (бошка погоналарга тегишли 
булмаган) учларни / погона учлари деб атаймиз (IX. 14- шакл).

4 - погона,

3- погона,

2- погона,

1- погона,

О- погона.

IX. 14- шакл.

Дарахтнинг бундай тасвирланишидан келиб чикдцики, 
у четки (фацат битта киррага инцидент булган) учларга эга. 
Масалан, охирги погонанинг учлари.

Возникли G графдан кетма-кет барча циклик кирралар- 
ни олиб ташлаймиз. Натижада, хамма кирралари ациклик 
булган бопшкли Я графни — дарахтни хосил киламиз. Бу 
дарахт G графнинг асоси дейилади. Графнинг асоси ягона 
танланмайди, лекин барча ациклик кирралар исталган асос- 
га киради. Яасосга нисбатан G \Я  булакнинг барча кирра- 
лари ватарлар деб аталади.

Я дарахтдан четки учнИ (автоматик тарзда битта кирра- 
ни) олиб ташласак, яна дарахтни хосил киламиз. Агар Я  
чекли булса, п( Н) - 2  кадамдан кейин битта кирра ва иккита 
учга эга дарахтни хосил киламиз. Дарахтдан олиб ташлан- 
ган учлар ва кирралар сони бир хил булганлиги сабабли куйи
даги хулосага келамиз: х,ар кандай чекли дарахтда цирралар 
сони учлар сонидан битта кам. Аксинчаси хам, яъни куйи
даги теорема уринлидир.
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Т е о р е м а .  Чекли боглицли G граф дарахт булиши учун 
унинг к;ирралари сони учлари сонидан биттага кам булиши за
рур ва етарли.

Учлари 1, 2, 3, ..., п рак,амлари билан тартибланган п учли 
дарахт берилган булсин. Дарахтнинг четки учлари орасида
ги энг кичик номерлиси /, ва у билан к$шни булган ягона 
уч у, булсин. Дарахтдан /, учни, демак, /, у, киррани олиб 
ташлаймиз. Хосил булган дарахтда энг кичик номерли чет
ки /2 учни ва /2у2 киррани олиб ташлаймиз ва хоказо. 
Бу жараённи п -  2 марта такрорлаб, икки уч ва битта кор
рали дарахтни хосил киламиз. Олиб ташланган учларни 
/={/, ,  /2, ..., in_2} ва /={/ , ,  у2, ..., j n_2} билан белгилаймиз. Бу 
иккала 7 ва /  мажмуа берилган дарахт буйича ягона равишда 
аникданади, шу билан бирга I  нинг барча сонлари хар хил, 
/ни ки  эса хар хил булиши шарт эмас (IX. 15- шакл).

Бу дарахт учун 7= {2, 3, 5, 7, 8,9,  1, 4} ва / =  {3, 4, 4, 8, 
Ю, 1, 4, 6}.

Шу билан бирга хар кандай /={/',, j 2, ..., j n_2} (1 < jk < п) 
мажмуа битта дарахтга мос келади. Уни куйидагича куриш 
мумкин.

N =  {1, 2, ..., п} тупламнинг /  да катнашмаган сонлари- 
нинг энг кичигини билан белгилаймиз (бундай сон хамма 
вакг мавжуд, чунки /  да п -  2 та сон бор). ва у, учларни
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Кирра билан туташтирамиз, у, ни У дан, /, ни эса N  дан 
учирамиз ва жараённи такрорлаймиз: У, = {/2,у3, маж-
муада катнашмаган N x = N\{i\} нинг энг кичик сонини /2 
билан белгилаймиз; /2, у, учларни кирра билан туташтирамиз 
ва уларни мос равишда N t ва У, дан учирамиз ва хоказо. Охи
рида Nn_2 да колган иккита учни кирра билан туташтирамиз.

Бундан куринадики, хар кандай к=  1, 2, ..., п - 2  учун 
к кадамдан кейин ясалган кирралар ичида ik га инцидент 
булганлари йук, лекин j k га инцидент булган камида битта 
кирра мавжуд. Буни назарда тутган холда, жараённи теска
ри тартибда бажариб, к буйича индукцияни куллаб, хакикатан 
Хам дарахт хосил булишини курсатамиз (чунки хар гал бит
та кирра янги, четки уч билан кушилади).

Шунга ухшаш индукция буйича, лекин тугри тартибда 
Куриб исботлаш мумкинки, ушбу дарахтга айнан У мажмуа 
мос келади.

Юкоридаги жараёндан куринадики, хар хил дарахтларга 
турли хил (/, У) жуфтликлар мос келади. Агар /  ф Г  булса, у 
Холда /  ф J .  Хакикатан хам, i'k Ф i”k ва ik < ik булса, у холда 
/* сон (у; , . . . ,у12) га кирмайди, лекин у ( j 'k, ..., у';_2) га 
киради. Шунинг учун хар хил дарахтларга хар хил У кури
нишдаги мажмуалар мос келади. Шундай килиб, куйидаги 
теорема исбот килинди.

Т е о р е м а  ( К э л и ). Учлар сони тартибланган п та 
булган дарахтлар сони л"'2 га тенг. (п та элементлардан 
п - 2  тадан тузилган барча такрорий уринлаштиришлар сони). 
A/idamma булар ичида куплари узаро изоморфдир.

Масалан, п = 3 булганда, учала дарахт хам узаро изоморф
дир (IX.16- шакл).
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6- §. Эйлер графлари

Характеристик вектор. Жуфт граф. Эйлер цикли. Эйлер
графи. Цикломатик сон.

G графнинг барча учларини уз ичига олувчи кием граф- 
ларни цараймиз. G нинг барча кирралари ы,, и2, . .. ,  ит каби 
тартибланган булсин. G графнинг хар кандай Я с  (7 кисми
га 0 ва 1 дан иборат т улчовли (я,, а2, . .. ,  ат) векторни мос 
Куямиз:

[ 1, агар и, е Я булса,
Q: — S

[ О , а г а р  Н  б у л с а ,

(Н нинг характеристик вектори). Бу мослик узаро бир к,ий- 
матлидир, шу билан бирга кием графларнинг 2 модул буйи
ча йигиндисига уларнинг характеристик векторларининг 
йигиндиси мос келади. Барча кием графлар туплами йигин- 
ди амалига нисбатан абель группасини ташкил этади. Бу 
группа {0, 1} коэффициентлар майдони устида чизикли фа- 
зони ташкил этади (исталган Я кием графнинг 1 га купайт- 
маси Я ни беради, 0 га купайтмаси эса буш графдир).

Куриниб турибдики, G граф кисмларининг фазоси улар
нинг характеристик векторларининг фазосига изоморф ва 
т Улчовли.

Агар графнинг барча учларининг даражалари (яъни улар
га инцидент булган кирралар сони) жуфт булса, граф \ам 
жуфт дейилади.

Жуфт графда исталган содда занжирни (циклдан фарк- 
ли уларок) унга кирмаган кирра билан давом эттириш мум
кин. Хакикатан хам, занжирда охирги учнинг даражаси 1 га 
тенг, лекин граф жуфт булганлиги сабабли бу учга инци
дент булган камида битта кирра мавжуд. Агар граф чекли 
булса, занжирни кетма-кет давом эттириб, аввал босиб утган 
учларнинг бирига келамиз, яъни содда циклни хосил кила
миз. Бу циклнинг барча кирраларини графдан олиб ташлай-
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миз. Унинг колган кисми яна жуфт графдир, чунки учлар- 
нинг даражалари 2 га камаяди (агар ундан занжир утса) ёки 
узгармайди (агар занжир утмаса). Бу графда яна циклни аж- 
ратамиз ва хоказо. Юкоридаги жараённи яна давом этамиз, 
токи унда бирорта хам цикл колмасин (яъни буш граф хосил 
булгунча). Шундай килиб, чекли жуфт граф узаро кирралар 
буйича кесишмайдиган содда цикллар йигиндисига ёйила- 
ди. Бундан унинг барча кирралари циклик эканлиги келиб 
чикади.

Агар чекли жуфт граф ботикли булса, у холда осонгина 
курсатиш (содда цикллар сони буйича индукцияни куллаб) 
мумкинки унда барча кирраларини уз ичига олган содда 
цикл мавжуд. Бундай цикл Эйлер цикли, графнинг узи эса 
Эйлер графи дейилади. Юкорида айтилганлардан к у й и д а г и  
теорема келиб чикади.

Т е о р е м а .  Чекли боглицли граф Эйлер графи булиши учун 
у  жуфт булиши зарур ва етарли.

Исталган чекли жуфт графнинг хар бир богликли ком- 
понентаси Эйлер графидир.

Ихтиёрий графнинг хар кандай иккита Я, ва Я2 жуфт 
кием графларининг йигиндиси яна жуфт кием графдир. 
Хакикатан хам, а учнинг S(а) даражаси Я, + Я2 кием граф
да j, + л, -  2 л12 га тенг. Бу ерда 5, ва s2 шу а учнинг мос 
равишда Я, ва Я, даги даражалари, sl2 эса а нинг уларнинг 
Нх П Я2 кесишмасидаги даражаси. Шундай килиб, жуфт кием 
графлар туплами барча кием графлар фазосининг кием фа- 
зосидир. Бу кием фазонинг улчови v ни аниклаймиз.

G бояликли, т киррали, п учли D граф унинг ихтиёрий 
асоси булсин. Ватарлар сони т - п + \  га тенг. Хар бир ар 
ватар ягона содда [а, Р] с  D занжир билан содда циклни 
Хосил килади. Барча циклларнинг векторлари бокликмас X 
системани хосил килади. Чунки хар бир цикл системанинг 
бошка циклларига тегишли булмаган киррага (узининг ва- 
тарига) эга. Демак, \ > т - п +  1.
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Иккинчи томондан, хар кандай жуфт кием граф, хусу
сий холда исталган содда цикл I  системанинг цикллари ор
кали ифодаланади. Хакикатан хам, жуфт Я кием графга ва- 
тарлари унга тегишли I  системанинг циклларини кушамиз. 
Хосил булган йигинди бирорта хам ватарга эга эмас. Демак, 
бу йигинди D дарахтнинг кием графи, яъни у буш графдир. 
Акс холда содда циклларга эга жуфт кием граф (Я ва цикл- 
ларнинг йигиндиеи) дарахтнинг кием графи булар эди. Бун
дан v < т -  п +  1 келиб чикади ва юкоридаги тенгсизликни 
инобатга олган холда v = т -  п+  1 га эга буламиз.

Богликли булмаган к компонентали графнинг жуфт кием 
графлари фазосининг базиси унинг барча 6оегшкли компо- 
ненталари базисларининг йигиндисидан иборат. К и̂рралар 
ва учлар сони хам компоненталар буйича кушилади. Агар 
/ компонента т. киррага ва л. учга эга булса, у холда

к к 
v = т -  п + к, т = £  /я, > п ~ X п\ ■

/=1 /=1
Демак, жуфт кием графлар кием фазосининг улчови 

v графнинг цикломатик сони \{G ) га тенг.
Исталган граф учун v > 0 булганлиги сабабли к> п -  т.
Цикломатик сони нолга тенг булган боглтуш графлар — 

дарахтлардир.

7- §. Хроматик сон ва хроматик синф

[у7! TyFpu буялган граф. Хроматик сон. Хроматик синф.
Бихроматик граф. Бихроматик булишнинг етарли ва за
рурий шарти. Брукс теоремаси.

Сиртмоксиз G графнинг хар бир учига (киррасига) бе
рилган ранглардан биттасини мос куямиз. Агар кушни уч
ларга (кушни кирраларга) турли хил ранглар мос куйилган 
булса, у холда G  граф myFpu буялган дейилади. С? графнинг 
учларини (кирраларини) тугри буяш учун керак булган энг 
кам микдордаги турли хил ранглар сони %{G) мос равишда 
унинг хроматик сони (хроматик синфи) дейилади.
26 -  Х^.Тураев
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Хар к,андай оддий G  граф учун %{G)<n  (%(Еп) = 1). Тенг
лик фак,ат Е п учун бажарилади.

Агар графда камида битта кирра булса, %{G) < 2. Демак,
2 <x(G)  < n(G) тенгсизлик уринли.

Т а ъ р и ф .  Агар G граф учун х( G) = 2 булса, у холда G 
бихроматик граф дейилади.

1 - т е о р е м а .  Камида битта циррага эга булган граф 
бихроматик булиши учун унда узунликлари ток, содда цикл- 
ларнинг булмаслиги зарур ва етарли.

Агар G граф тулик X учли F  кисмларга эга булса, унинг 
хроматик сони x(G) < х- Лекин тескариси тугри эмас.

Шундай графлар мавжудки, уларда \аттоки F3 (учбур
чак) булмаса-да исталганча катта хроматик сонга эга.

Хроматик сон ва граф учларининг даражалари (учга ин
цидент булган кирралар сони) орасидаги богланишни урга- 
намиз. G граф учларининг максимал даражаси 5(6) булсин. 
Г5 билан S (G )<  S  булган оддий графлар синфини белгилай
миз. Хар кандай G  е Г граф учун х( G) < S  + 1 эканлигини 
учлар сони буйича индукция усули билан исботлаш мум
кин. Ягона F s граф учун х(^л.) = S  + 1-

2 - т е о р е м а .  Камида битта щррага эга булган граф бих
роматик булиши учун унда узунликлари ток; сонларга тенг содда 
циклларнинг булмаслиги зарур ва етарлидир.

З а р у р и й л и г и .  Графни тугри буялганда цикл учла
рининг ранглари алмашиб келади, демак, узунлиги ток бул
ган содда циклни тугри буяш учун икки ранг етарли эмас. 
Бундай циклни узида саклаган граф хам бихроматик була 
олмайди.

Е т а р л и л и г и .  Аввало шуни таъкидлаймизки, хар кан
дай дарахт бихроматик графдир. Хакикатан хам, дарахтнинг 
жуфт погоналаридаги барча учларини битта рангга буяймиз, 
ток погоналардаги учларни эса иккинчи рангга буяймиз. 
Натижада у тугри буялган булади, чунки дарахтнинг кирра
лари факат кушни погоналардаги учларни туташтиради.
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Дарахтда / ва j  погоналар учларини туташтирувчи содда 
занжирнинг узунлигининг жуфт-токлиги / -  j  соннинг жуфт- 
ток^иги билан бир хил. Хусусий х,олда, бир хил жуфтликда- 
ги погоналарнинг учлари узунлиги жуфт содда занжир би
лан боглангандир.

Узунлиги ток, сонга тенг содда занжирга эга булмаган 
G  графда исталган асосни танлаб оламиз. Бу асосга нисба
тан барча ватарлар турли хил жуфтликларга эга булган по- 
гоналарнинг учларини туташтиради, акс холда унда узун
лиги ток; содда занжирлар булар эди. Демак, асоснинг икки 
ранг билан тугри буялгани бутун графнинг хам тугри буял- 
ганидир.

Агар G  графда х учли тулик, F  кием граф мавжуд булса, 
у холда %{G) > х- Тескариси эса тугри эмас, яъни шундай 
графлар мавжудки, уларда хатто уч учли тулик, к,исм граф
лари (учбурчаклар) йук,, лекин хроматик сони исталганча катта.

Бунда G% граф индуктив равишда ясалади. G2 битта к,ир- 
радан иборат.

Фараз килайлик, X = { x v х2, ..., хя} учлар тупламида С 
граф курилган булсин. С графга X '  = {х,, х'2, ..., х'} учлар 
тупламини ва (3 учни кушамиз. \а р  бир х' учни р уч хамда 
G { графда х га кушни булган учлари билан туташтирамиз 
(IX. 17-шакл). Хосил булган G  графда учбурчаклар йукли- 
гини курсатамиз. Индукция фаразига кура G , графда уч
бурчаклар йук,. Агар учбурчак мавжуд булса, у холда X' 
тупламдаги учлар бир-бири билан туташтирилмаганлиги са
бабли, унга бу учларнинг купи билан биттаси тегишли; р хам 
бирорта учбурчакка тегишли эмас, чунки у факат X' даги 
учлар билан туташтирилган.

Агар [*,, Xj ,  x'k] учбурчак булса, у холда [х., х., x j  учбур
чак хам мавжуд булар эди (чунки х'к ва хк учлар X  да бир 
хил кушни учларга эга). Бу эса индукция фаразимизга зид.

Энди х (ф  = х эканлигини курсатамиз. Равшанки, x(G?)= 2- 
Фараз килайлик, %(Gx_,) = х~  1- У холда G  графни % -  1 ранг
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билан тугри буяш мумкин: масалан, С ., графни % ~ 1 Ранг 
билан тугри буяганимиздан кейин х,ар бир х\ учни х. нинг 
рангига буяймиз ва (3 учга колган х рангни берамиз.

G% графни % -  1 ранг билан тугри буяш мумкин эмас
лигини курсатамиз. Тескарисини фараз киламиз, яъни Gx 
граф х -  1 ранг билан тугри буялади ва Р учга / ранг тугри 
келади. Бунда Y  тупламнинг учлари / дан фаркли рангларга 
буялган. A q X  туплам / рангга буялган учлар кием туплами 
булсин. Хар бир х(. е А учни х' учнинг рангига кайтадан 
буяймиз. Бу холда G tс G графнинг барча учлари х -  2 ранг 
билан тугри буялган булади. Хакикатан хам, х,ху шу (7 , 
графнинг исталган кирраси булсин. G  графда х ва ху турли 
рангларга буялганлиги сабабли уларнинг иккаласи бирда- 
нига А га тегишли эмас. Агар x.g А, х.ё А булса, графни кай
та буяганимизда уларнинг ранглари узгармайди ва турли 
хил булганлигича колади. Шундай килиб, (7 , граф индук
ция фаразимизга зид равишда х -  2 ранглар билан тугри буя
лади.

Хроматик сон ва граф учларининг даражалари орасида
ги богланишни аниклаймиз. s(G) оркали G граф учлари да- 
ражаларининг энг каттасини белгилаймиз, fs эса параллел 
кирраларга эга булмаган ва s(G) < s графлар синфи.

Учлар сони буйича индукцияни куллаб осонгина курса
тиш мумкинки, хар кандай G< Гз учун %(G) < s+  1. Хакикатан 
хам, агар графда учлар сони s+  1 дан ошмаса, х(Ф  ̂s+  1. 
Фараз килайлик, бу тенгсизлик G  дан кам учларга эга 
Г3 нинг барча графлари учун уринли булсин. G  графдан ис
талган х  учни олиб ташлаймиз (унга инцидент булган барча 
кирралар билан биргаликда). Индуктив фаразимизга асосан 
£7\{х} графни S+-1 ранг билан турри буяймиз. G  графда х  учга 
купи билан 5 та кушни уч мавжуд, шунинг учун камида 
битта ранг топиладики, унга х га кушни булган учларнинг 
Хеч бири буялмаган. Шу рангга х учни буяймиз ва G  граф 
s + 1 ранг билан тугри буялган булади.
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Куйидаги теоремадан келиб чикддики, Г3 синф графла
ри ичида хроматик сони s + 1 га тенг булган ягона тулик, 
5 + 1 учли Fs+l графдир.

Т е о р е м а  ( Б р у к с ) .  Агар s>  3, G s Ts ва G Ф Ts+I булса, 
у холда x(G) < s.

8- §. Турлар ва турдаги ок,имлар

[7\ Тур. Турнинг цутблари. Кутбли цирра. Ички цирра.
к- турлар. Турдаги оцим. Турнинг кесими. Кесимнинг утка
зувчанлик цобилияти. Форд—Фалкерсон теоремаси.

Баъзи бир учлари танлаб олинган граф тур деб аталади. 
Танлаб олинган учлар турнинг цутблари дейилади. Маса
лан, дарахтни бир кутбли тур деб к,араш мумкин (унинг 
илдизи кутбдир). Турнинг кутбларидан фаркли учлари унинг 
ички учлари дейилади. Камида битта кутбга инцидент булган 
кирра цутбли, бошк,алари эса ички цирралар дейилади.

Иккита синфга ажратилган: к та кириш ва / та чикиш 
Кутбларга булинган тур (к , /)- цутблилик дейилади. 
(1, 1)- кутблилик тур икки цутбли тур дейилади.

Умумий элементларга эга булмаган 5, ва S2 турларнинг 
кутблари мос равишда а,, (3, ва а,, (3, булсин. 5, ва S7 турлар
нинг кетма-кет уланишидан х,осил килинган а,, (32 кутб- 
ларга эга булган турни 5,52 каби белгилаймиз. S t ва S2 турлар
нинг параллел уланишидан х,осил булган а,, (3, кутбларга 
эга турни эса 5, v S2 каби белгилаймиз (IX. 18- шакл).

Юкоридагига ухшаш S r  S 2, ..., S n ва 5, v S 2 v ... v Sn 
турларни аниклаш мумкин.
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Б и р  киррали турлардан параллел ва кетма-кет улаш на
тижасида хосил булган тур параллел—кетма-кет тур дейи
лади. Бундай турларни л- турлар деб атаймиз. л- турлар ин- 
дуктив равишда аникпанади:

1) бир киррали тур л- турдир;
2) агар 5, ва S2 л-турлар булса, у холда, 5,5, ва 5, vS , 

Хам л-турлардир.
S  к,исман ориентирлаштирилган турнинг хар бир и кир- 

расига утказувчанлик кобилияти деб аталувчи манфий булма
ган С(и) сон мос куйилган булсин.

1 - т а ъ р и ф . Куйидаги шартларни цаноатлантирадиган 
if, со) жуфтлик S  турдаги оцим дейилади:

1) со- турнинг барча звеноларини бирор ориентирлаштири- 
лиши;

2)f(u) — кирралар тупламида аникланган кийматлари ман
фий эмас ва и нинг утказувчанлик кобилиятидан катта булма
ган функция. Шу билан бирга барча ички учларда Кирхгоф конуни 
бажарилади, яъни а  учга кирувчи барча кирралар буйича оким- 
ларнинг йитндиси ундан чикувчи кирралар буйича окимлар- 
нинг йигиндисига тенг.

Бошкача килиб айтганда:
1) 0 < / ( « ) <  С(и) — турнинг барча кирралари учун;
2) /?(а) = 0 — барча ички учлар учун, бу ерда

Я(а) = X  Л “) -  £ / ( ы ) ,
аеГ(а) аеГ'(а)

Да) (Г'(а)) — со- ориентирлаштирилишда а  учдан чикувчи 
(мос равишда а га кирувчи) кирралар туплами.

Равшанки, турнинг барча учлари буйича (кутбларни хам 
инобатга олган такдирда) R(a.) ларнинг йигиндиси 0 га тенг 
(чунки хар бир кирра бирор учдан чикиб бошкасига кира
ди). Шунинг учун /?(а )  = —/?(рл).

R = R(ol) нинг киймати турдаги окимнинг микдори дейи
лади.
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К,ирраларнинг берилган утказувчанлик к,обилиятларида 
S  турдан утувчи окимнинг максимал киймати Rmm ни аник
лаш масаласини курамиз. Бу масаланинг ечими турдаги ке- 
симлар билан боптиклир.

2- т а ъ р и ф . Агар турнинг баъзи бир к,ирраларини олиб таш- 
лаганимизда, у  богликли булмай, щутблари турли компонент- 
ларига тушиб колса, бу кирралар туплами турнинг кесими 
дейилади.

IX. 19- шаклда берилган тур учун {d, е, /} ,  {Ь, с, е, g, И}, 
{d , g, h, /'} кирралар тупламлари кесимлардир.

Агар кесимдан исталган киррасини олиб ташлаганда ке- 
сим булмай колса, у содда кесим дейилади. Масалан, {d, e , f } ,  
{b, с, е, g, h} кесимлар содда, {d, g, h, /'} эса содда эмас.

Богликли турнинг сома кесими уни иккита: as кутбни 
уз ичига олган чап ва рл кутбни уз ичига олган унг кисмлар- 
га ажратади. Кесимнинг \ар бир кирраси турли кисмларга 
тегишли булган учларни туташтиради. Агар кесимнинг кир
раси звено булса ёки чапдан унгга караб йуналтирилган 
булса, у myFpu, акс \олда тескари дейилади.

3 - т а ъ р и ф .  Содда со кесимнинг утказувчанлик кобилияти 
С(со) деб унинг барча myFpu кирраларининг утказувчанлик коби- 
лиятлари йигиндисига айтилади.

Масалан, {d, е, / }  кесимнинг утказувчанлик кобилияти 
5 + 1= 6  тенг, {b, с, е, g, h} кесимники эса 3 + 2 +  3 +  2=10.  
Агар тур богликли булмай, кутблари турли компонентала- 
рига тегишли булса, у \олда ягона содда кесим буш туплам, 
унинг утказувчанлик кобилияти эса нолга тенг.
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Т е о р е м а  ( Ф о р д  — Ф а л к е р с о н ) .  S турдан утувчи 
оцимнинг максимал киймати Rmm унинг содда кесимларининг 
минимал утказувчанлик кобилияти С . га тенг.

1. Т дарахтнинг иккита Г, ва Т2 кием дарахтларининг Г, П Т2 
кесишмаси дарахт булишини исботланг.

2. Агар / компонента /я кирраларга ва л учларга эга булса,

булишини исботланг.
3. Цикломатик сони нолга тенг булган богликли графлар 

дарахтлар булишини исботланг.
4 .  Агар 5 >  3,  G >  Г5 ва G= Г^х булса, у \олда х ( Ф  < s экан

лигини исботланг.
5. Форд—Фалкерсон теоремасини исботланг.

М у с т а к и л  и ш л аш  уч ун  с а в о л  в а  т о п ш и р и ц л а р

1. Дарахтлар. Ц иклик ва ациклик кирра. Ц иклом атик со н .
2. Графнинг асоси. Ватар. Чекли дарахтда кирралар сони учлар сонидан  

битга камлиги \ак и да .
3. Э йлер графлари.
4. Х ром атик  со н  ва хроматик си н ф . Б и хр ом ати к  граф. Б и хр ом атик  

були ш н и н г зарурий ва етарли ш арти.
5. Турлар ва турдаги олим лар. Т ур н и н г кутблари. К угб л и кирра. 

И чки кирра. Т ур н и н г кесим и. К еси м н и н г  утказувчанлик к,оби- 
лияти.

6. Ф орд—Ф алкерсон теоремаси.

Муаммоли масала ва топширицлар

у хщда
к к

v =  т -  п + к, m = Y ,mi , п = ^ п,
/=I /=|
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